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En esta unidad vas a:

1. Distinguir e identificar ecuaciones e identidades.
2. Plantear y resolver ecuaciones de cualquier tipo.
. Resolver problemas con la ayuda de ecuaciones.

. Plantear y resolver Inecuaciones polinémicas y racionales.
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4.00.- Lectura Comprensiva

La ultima Noche

Durante vn corto intervalo de tiempo la actividad del joven cesd, y en la pequeiia habitacion
de la pension donde vivia solo se escuchaba sv agitada respiracion, pues parecia goe ni
dormiendo descansaba.

El rvido producido por vn carrvaje sobre el empedrado de la calle hizo que primero
entornara los ojos y después, como si hobiera sido poseido, tomara pluma y papel y comenzara
a escribir.

Evariste Galois, presintiendo lo inevitable, escribi6 sus cartas con vn cardcter inequivoco de
Oltima volontad, como si se dictara a st mismo.

[...] Vuestra tarea es sencilla: demostrad que he de combatir contra mi voluntad,
tras haber agotado todos los medios de reconciliacion. [...1 Por favor recordadme,
ya gue el destino no me ha dado vida bastante para ser recordado por mi patria.

Tras sellar esta primera carta, mas tranguilo, comenzo a escribir la segonda:

[...1 He hecho algunos descobrimientos nuevos en Matematicas que puedes ver
en tres memorias que dejo agu... Haz llegar estos trabajos a la Academia de
las Ciencios. [...] Confio en que después de leerlos algvien encventre provecho
en organizarlo todo. [...]

El premonitorio estado de dnimo de Galois estaba plenamente jostificado: al amanecer seria
herido de muerte en on doelo y moriria al dia siguiente, abandonado por todos, en un hospital
de Parfs. Pese a fallecer con tan solo veinte ailos, sus trabojos sobre ecvaciones foeron
absolutamente geniales.

Si eres capaz, escribe tres ecuaciones: una que no tenga solucion, otra que tenga vna solucion
y una tercera con mas de una solocion.

Lee nuevamente el texto anterior y responde a las sigvientes pregontas:

1.- ;De qué trata el texto?
2.- ;Qué te parece la historia?

3.- Busca informacion en Internet del protagonista de esta historio.
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4.01.- Introduccion

Desde el siglo XVII A.C. los matematicos de Mesopotamia y de Babilonia ya sabian resolver ecoaciones.
En el siglo XVI A.C. los egipcios desarrollaron un dlgebra moy elemental que vsaron para resolver problemas
cotidianos que tenian que ver con la reparticion de viveres, de cosechas y de materiales. Ya para entonces tenian
on método para resolver ecuaciones de primer grado que se llamaba el "método de la falsa posicion”. No tenioan
notacion simbolica, pero vtilizaron el jeroglifico hav (que quiere decir monton o pila) para designar la incognita.

Alrededor del siglo | D.C. los matematicos chinos escribieron el libro Jiv zhang
20 svan sho (que significa ELArte del calculo), en el que plantearon diversos métodos
\\(~») para resolver ecuaciones.
~ Los matematicos griegos no tovieron problemas con las ecvaciones lineales y,
= exceptuando a Diofanto (250 D.C.), no se dedicaron mocho al dlgebra, pves sv
= preocupacion era, como hemos visto, mayor por la geometria.

En el siglo Il el matematico griego Diofanto de Alejandria poblicd so Aritmética en la
cual, por primera vez en la historia de los matemdticas griegos, se trataron de ona
forma rigurosa las ecvaciones de primer grado. Introdujo un simbolismo algebraico moy
elemental al designar la incognita con on signo que es la primera silaba de la palabra
griega arithmos, que significa ndmero. Los problemas de dlgebra gque propuso
prepararon el terreno de lo que siglos mas tarde seria "la teoria de ecoaciones”. A
pesar de lo rudimentario de su notacion simbdlica y de lo poco elegantes gue eran los
métodos que vsaba, se le puede considerar como vno de los precorsores del dlgebra
moderna.

El planteamiento de ecvaciones en matematicas responde a la necesidad de expresar
simboblicamente los problemas y los pensamientos.

Sobre la vida de Diofanto aparece en los siglos \/ o VI on epigrama algebraico que constitoye una ecoacion lineal,
propuesto por un discipulo suyo para explicar datos de la vida de este sabio griego.

Epitafio de Diofanto

iCaminante!
Aqui yacen los restos de Diofanto.
Los ndmeros pueden mostrar, joh maravilla! la doracion de sv vida,
cuya sexta parte constitoyd la hermosa infancio.
Habia transcorrido ademds vna dvodécima parte de sv vida cvando se cobrié de vello sv barba.
A partir de ahi, la séptima parte de existencia transcorrio en on matrimonio estéril.
Pasb, ademas, un gquinguenio y entonces le hizo dichoso el nacimiento de sv primogénito.
Este entregd sv cverpo y s hermosa existencia a la tierra, habiendo vivido la mitad de lo que sv padre llegb a vivir.
Por sv parte, Diofanto descendit a la sepultura con profonda pena habiendo sobrevivido cuatro afios a sv hijo.
Dime, caminante, cudntos aiios vivib Diofanto hasta que le llegd la moerte.

En1557 el matematico inglés Robert Recorde inventd el simbolo de la igualdad, =.

En 1591 el matematico francés Frangois Viéte desarrolld una notacion algebraica moy comoda, repres
incognitas con vocales y las constantes con consonantes.
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4.02.- Conceptos Generales

En esta onidad, vamos a relacionar expresiones algebraicas, que pueden ser polinomios, vtilizando los
signos:

= < > < >

& Silas expresiones algebraicas se constroyen mediante el signo igual, =, se constroye vna ecoacion.

& Silos expresiones algebraicas se constroyen mediante algono de los otros coatro signos de desigualdad,
<, >, <y >, se constroye vna inecoacion.

4.2.1.- Ecuaciones

Una ecoacion es ona igualdad entre dos expresiones algebraicas, denominadas miembros y separadas por
el signo igual. En ellas, aparecen elementos conocidos y datos desconocidos o incognitas, relacionados mediante
operaciones matematicas. Coando esta igualdad es cierta para coalguier valor de la incognita recibe el nombre

de Identidad.
3x+5 = 2x-4 (x+2)2:x2+4x+4

H_J H_/
Primer miembro Segundo miembro

IDENTIDAD

ECUACION
Las incognitas, representadas generalmente por letras, son las variables que se pretenden encontrar.
En general vtilizaremos la letra x, aunque también se svelen utilizar lay y la 2.

Grado de
la ecuacion

@& Los elementos de vna ecvacion son: T
Primer : Segundo
. . , ; 3x+ 6 —9x)=2+ 5x2 :
v' Miembro: Expresion algebraica gue hay a ambos lados del =. miembro : miembro
v" Término: Cada uno de los sumandos que hay en los dos miembros. Incignita de la ecuacitn

o Término Independiente: Es aguel que no tiene parte literal.
v’ Incognita: Cada ona de las letras de valor desconocido y que gqueremos calcolar.
v Grado: Es el mayor de los grados de sus términos
Recverda que decimos que dos ecoaciones son equivalentes si tienen la misma solocion.

& Resolver una ecuacion es encontrar el valor, o los valores, que debe tomar la incognita (o incdgnitas) para que
la igualdad sea cierta. En el caso de que no exista ningdn valor gue verifique la igualdad, diremos que la ecoacion
no tiene solucion. Para resolverlas, las transformaremos mediante la transposicion y la redoccion en otras
equivalentes mas sencillas hasta despejar la incognita.

Ejemplo
1.- Resvelve las siguientes ecvaciones:

a) 2x+3(2x -1 =x+67 — 2x+6x-3=x+067 — Qu-3=x+67 — Br—x=67+3
Rompemos Agrupamos Troasponemos
Poréntesis términos términos

- 7x=70 — x=—=10 — x=10
Agrupamos Despejamos 7 Solucion
términos loincognita

b)) Ux—6=4(x+3) —> UYx-6=4x+12 — Ux-U4x=12+6 — Ox=18 —  SinSolocidn

o) Ux—6=4(x-2)+2 —> Ux—-6=U4x-8+2 —» Ux-Ux=6-8+2 —> Ox=0 — o Soluciones
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4.03.- Ecuaciones Polinomicas

Una ecvacion polindmica es vna igualdad de dos polinomios, que se puede escribir de forma que en el
primer miembro haya on polinomio y en el segondo un O.

P(x)=0 —  Ejemplo: 3%° = 2x* +4x-7=0

Dependiendo del grado del polinomio P, la ecoacion serd de primer grado, de segundo grado, ......., etc.

4.3.1.- Ecuaciones de primer grado

Son de la forma ax + b =0 y coya solucion viene dada por la expresion: x = o
a

Eiemplo
_— . . x 13-2x 1
2.- Resuelve la siguiente ecoacion de primer grado: R
- 3(13-2
L= g - of JE=Y 2 20-3(13-20)=2 - 2¢-38+6x=2
3 2 3 o o 3

— 8x-38=2 —» 8x=38+2 — 8gx=40 > 12% - x=5

4.3.2.- Ecuaciones de segundo grado

—b+~JA

Son de la forma ax” + bx + ¢ =0 y coya solucion viene dada por la expresion: x = >
‘a

Dependiendo del valor del discriminante A = 6* —t4ac , tendremos dos, una o ninguna solucion:

*SIA>0 —  La ecvacion tiene 2 solvciones
A=b"-t%ac <« {-S'A=0 —  Laecvacion tiene 1 solucion (Polo doble)
«SIA<O —  La ecvacion no tiene solvcion

& Decimos que una ecvacion de segundo grado es completa si los coeficientes a, b y ¢ son distintos de
cero:

Siabc#0 —  Ec.Completa
& Decimos que una ecuacion es incompleta si algono de los coeficientes a, b o ¢ es nolo.
Siaéoboc=0 — Ec.lncompleta

En el caso de que una ecvacion de segondo grado sea incompleta, se poede resolver vtilizando la formola general,
pero, es preferible hacerlo de la siguiente manera:

& Sic=0, laecvacion serd de la forma: ax? + bx =0 y la resolveremos sacando factor comon la x-
% =0

a’+bx=0 — x(ax+b)=0 -
) a+b=0 - k,=—

*Recordar que si el producto de dos nomeros es cero es porgue alguno de
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€ Sib=0, la ecvacion serd de la forma: ax® +c = 0 y la resolveremos despejando la x-

¢

¢ ¢ T,

a

a’+c=0 — al=-—c > K=-2 > x=£[-= -

a o a c

K =—|-=

a

** Esta ecvacion solo tendrd solucion si los signos de ¢ y a son opuestos, en otro caso no tendra solucion porgue no existe la raiz coadrada negativa de on nomero.
Ejemplo

3.- Resvelve las siguientes ecoaciones de segundo grado:

a=1 K_—biva—L}-a-c
= e
a) ¥ +5¢-6=0 — {b=5 > 2:a L o T5EV25+24
P —5++/5% —41(-6) 2
—_ ‘=
21
Y -5+7 2 ]
(h 5T % =1
—5+./49 547 2 2 g
x:—z >  x= b > N
X =—_5_7=£=—6 )(2=—6
2 2

N a B x=0 16,=0
b) x> +5x=0 —> ¥(x+5)=0 - {x+5=0 - {

X =3
) -9=0 - =9 > x=+Ja = {]

4.3.3.- Ecuaciones bicuadradas y bicabicas (tricuadradas)

Son ecvaciones de cvarto o sexto grado que se resvelven de forma similar a las ecvaciones de segundo grado,
pero haciendo antes un cambio de variable.

Ecvaciones Bicvadradas

axt +bx* +¢c=0

Ecvaciones Bicobicas
ax®+b0C +¢c=0
Tanto en ona como en otra se realiza vn cambio de variable, transformandolas en vna ecoacion de segundo grado.

Ejiemplo
4 - Resvelve la siguiente ecvacion bicvadrada: ¥* — 5% — 36 =0

. . . ' ” 2
Lo primero es hacer vn cambio de variable para convertirla en ona ecoacion de segundo grado: 2=%

4 2 Cambio de Variable 2
£'-5¢*-36=0 - 2" -52-36=0
2=k
Hecho esto, resolvemos la ecvacion de segundo grado:

P _—bENO* —Hac

z
2:a 5+/25+144
b=-5 - - =

5 Z‘f -
30 L 5+(-5)" —41(-36)
2
5413 18
Z]: :—:q
5+169 5413 22
- Z2=— 2= -

2>-52-36=0 —
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Resuvelta la ecvacion en 2, deshacemos el cambio de variable y calcolamos .
o x=+Ja=143
Siz=x > x=t/z > x,=-3 X, =+3
x =++/-8 =No sol
Por tanto, las soluciones de la ecvacion x* —5x* =36 =0 son ¥, =—3 X, =+3
Ejemplo
5.- Resuelve la siguiente ecuacion bicdbica: ¥é — A + 8 =0
Lo primero es hacer vn cambio de variable para convertirla en una ecoacion de segondo grado: 2=y
Cambio de \Variable
x°-ax* +8=0 - 2" -9z+8=0
Hecho esto, resolvemos la ecvacion de segundo grado:
P 2_—bixlb2—4~a-c
- : 9++/81-32
2-9z+8=0 - b=-9 - 2612 N = 5 N
=8 Z_Cli (-9) -418
2
9+7 o
A= = =E 2=8
9+ 49 9+7
- z= > z=— > -
2 2 9-7 2 1
— 2. =
22 S == ] 2
2 2
Resvelta la ecvacion en 2, deshacemos el cambio de variable y calcolamos x.
, s ; X = Ye=2
Siz=¢* - x=¥Yz > - =2 %=1
X, = 3 =1
Por tanto, las soluciones de la ecvacion 2* —4z+8 =0 son ¥, =2 % =1

T ersa ypractiea

1.— Resvelve las siguientes ecvaciones de primer grado:

b)

3)(—11_5)(—

Sol: 0) -4; b) -27/29; ¢) -38/N

1_1(—7_51(—6 —b6(5+x

c) — ]

ey 3¢

a) 3J(+%J(+6=ZK

20 14

2.- Resuvelve las siguientes ecvaciones de 2° grado:

10 21 2\ 3 3 2 2

SRy

Sol:a) 0y12;b) -4y 3;¢)-2/3y5

X+3
2x -1

a)(}z+13)2 =(J(+]2)2+(J(—5)2 b)(x+4)3—(x—3)3 =343 c)

5x-1
x=1_5
Gy +7

3.- Resvelve las siguientes ecuaciones bicoadradas:

a) x" —=25x* +144 =0

4.- Resvelve las siguientes ecuaciones bictbicas:

a) x° =19¢° =216

b) 4x* +19¢* =5=0

b) x*+7x*-8=0

Sol: a) -4, -3,3y4; b) -1/2y1/2;¢)-5,-2,2y5

«* (KZ —Q)
20

c) +1=x* -4

Sol:a)-2y3;b)-2y1c)1y2;d)1y3

c) x®—ax* +8=0 d) x*—=28«*+27=0
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4.3.4.- Ecuaciones con producto de factores, ecuaciones factorizadas

Llamamos ecvaciones factorizadas a aguellas ecvuaciones polindmicas, en las que en el primer miembro
aparece el producto de diferentes factores. Son de la forma:

(ax+b)(bx+cy (cx+d)=0

Y se resvelven igualando a cero cada ono de los factores, puesto que el producto de varios factores es cero, si
alguno de ellos es cero.

Ejemplo
6.~ Resvelve la siguiente ecoacion con factores: (x—1)-(x+3)-(¥*-9)=0
Sabemos que cvando el producto de dos o mas ndmeros es cero, es porque alguno de esos ndmeros es cero. En nvestro caso, y de
forma similar, si el producto de dos o mds factores es nolo, tiene que ser porgue alguno de ellos serd cero.
x=1=0
(x=1)(x+3)(x*-9)=0 —> {x+3=0
¥*-9=0
lgualamos a cero cada vno de ellos, obteniendo ecvaciones de menor grado y mas féciles de resolver:
x=1=0 - «x=1 - k=1
¥+3=0 —> x=-3

%
?-9=0 > =9 o5 x=+/a 5 =-3 y =43

4.3.5.- Ecuaciones polinomicas de grado mayor que 2, factorizables

Para resolver ecvaciones polindmicas de tercer y de coarto grado, existen formolas que dan las
soluciones, pero son moy complicadas. Si la ecvacion es de guinto grado o mayor, no existe vna formola general
gue permita calcular sus soluciones. Por ese motivo, no se vtilizan habitvalmente, sino que se recurre a otras
técnicas.

Como las soluciones de vna ecvacion polindmica de la forma P(x)=0 coinciden con las raices del
polinomio, el método mas empleado consiste en factorizar el polinomio e igoalar a cero cada vno de los factores
resultantes de la factorizacion. De esta forma, se consigue redocir el grado de las ecoaciones implicadas.
Ejemplo

7.— Resuelve la siguiente ecvacion polindmica: 2 x*+ 23— Ny — 4y +12=0

Se trata de una ecoacion de 4° grado que vamos a resolver descomponiendo en factores mediante la regla de Roffini:
2 1 -n 4 12
2| 4 6 10 -12
2 3 5 6 |0
1 2 1 -

> 2+ - L +12 =+ 2) (=) (k= 2)(2x+ 3)

2 -1 % |0
2l 4 o
2 3 |0

Por tanto, la ecoacion queda de la forma: 2x* +4° —Me* —4x+12=0 -  (x+2)(x-1)(x-2)(2%+3)=0

Y coya solucion viene dada al igualar a cero cada uno de los factores:

X+2=0"" > =2

x—=1=0 =1

(k+2)(x=1){(x=2)}(24+3)=0 ¢ <x-2=0 —> =2
2¢x-3=0 - K4=E

2

Las soluciones de la ecvacion 2 x*+x3— N2 — 4y +12 = O son: -2,1,3/2 y 2
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5.— Resuelve las siguientes ecuaciones factorizadas: Sol:a) -2y 2;b) -1y 2
a) (3}(2 - 12)-(1{2 —x+ 2)-(12 + 1) =0 ) (x+1)(x- 2)-(1(2 +3%+ 4) =0
.- Resvelve las siguientes ecvaciones foctorizables: Sol:0)-1,0,2/3y1b)-2,0y2;¢)-2,-1/2,0y3

a) 3k =23 -3x*+2x=0 b) x° =16x* =0 ¢) 10x* =54 —65x* —=30x =0

4.04.- Ecuaciones Racionales

Las ecvaciones racionales son ecoaciones en las que aparecen fracciones algebraicas de denominador
no nulo, como, por ejemplo:

2
¥ (x+2) X+
«+1 x(x+1) x
Elmétodo general para resolver este tipo de ecoaciones consiste en redocir todas las fracciones algebraicas a
comdn denominador (minimo comdn moltiplo de los denominadores), pudiendo as eliminarlos y transformarla en
ona ecoacion polindmica. Una vez resvelta la ecoacion, hemos de comprobar las soluciones, para rechozar
posibles soluciones extraiias provenientes de la ecoacion transformada, pero gue no lo son de la ecoacion original
(en general son aguellas soluciones que anovlan denominadores).
Eiemplo
2
«  (x+2) x4

8.- Resvelve la siguiente ecvacion polindmica: =
x+1 x(x+1) o«

Se trata de vna ecoacion racional, ast que lo primero es calcolar el m.c.m. de los denominadores para reducir a comon denominador.
me.m.(x+1,%)=x(x+1)

Hecho esto, escribimos fracciones equivalentes con este nvevo denominador, otilizando la misma técnica otilizada en las fracciones
noméaricos:

2 _ 2 ! 2 2
L=(1+2) +;<_+] N XK =(x+2) +(k+1)(k+1) N 1% =(J<+2) .

k+1 x(x+1 X k(x+1) x(x+1) x(x+7) M M M

- J(ZZ(J(+2)2+(K+1)2 S = bt P 4 26+) > K2 +6x+5=0

S

Por tanto, la ecvacion queda de la forma x* +6x +5 =0 que podemos resolver factorizandola:

¥x+5=0 <« x=-5

2 _ ’ —
“+6x+5=0 < (x+5)(x+1)=0 - {x+1=o o x=-

La solucién x=~1 es desechada porgue anvla dos de los denominadores.
Por tanto, la solucion de la ecvacion es x=-5.

Piensa y practica

7.— Resvelve las siguientes ecoaciones racionales: Sol: a) ldentidad; b) No sol; ¢) 2

L 1 1 K+3 x+1 26

X—3 Xx+3 2-3x
5 + = b)) —+—F—="— =
x°=3x+2 x-1 x-2 x-=1 x*=-1 35

K -x Hx K 1

c)

4.05.- Ecuaciones Radicales

Las ecvaciones con radicales son aguellas en las que la incognita aparece en algono de los términos
el signo radical, y avngue no existe un dnico método para resolver este tipo de ecoaciones, es moy Gt
cventa las siguientes recomendaciones:
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& Siloecoacion contiene un Onico radical cvadratico, conviene aislarlo en on miembro y elevar al coadrado
ambos miembros de la ecvacion.

3Wox+1-5=2¢x — 3Jox+1=2x+5 > (3\/6)(+1)2=(21<+5)2 N 5](61(+1)=4J(2+ZOJ(+25

& Silaecvacion contiene mas de on radical coadratico, conviene aislar uno de ellos en un miembro (el mas
facil) y elevar al cvadrado, después volveremos a aislarlo y otra vez elevar al coadrado:

2k 14+ =6 o> k+b=6-/2x-1 > (\/J(+4)2=(6—\/21(—1)2 - J(+4=(G—\/ZJ(—1)2
- ¥+4=36+2x-1-12+2x-1 — x+4=35+2x-12J2x-1 — 12J2x-1=x+31 —

S (12vZe=) =(x+31F > 18(2x—1)=£E+ 62k 4961
( )

Y con estas recomendaciones convertimos las ecoaciones con radicales en ecoaciones polindmicas.

Ojo, al elevar al cvadrado los dos miembros de la ecvacion, se pveden introducir soluciones falsas y es, por tanto,
imprescindible comprobar la veracidad de las soluciones obtenidas (que no hagan radicandos negativos).

Ejemplo
9.- Resvelve la siguiente ecvacion: v4x+5-~/3x +1=1

Lo primero serd aislar una de los radicales:
NUx+5-V3x+1=1 > Bx+1=+4x+5-1

Después elevamos al coadrado ambos miembros de la ecoacion y operamos:

(Vaxr) =(VEx¥5-1) >  3k+1=4x+541-2JHx45

Agrupamos y volvemos a aislar el radical, para volver a elevar al coadrado:

2
3+1=tx+541-2V+5 > 2Jh+5=x+5 > (2/4x+5) =(x+5)

Operamos y agropamos, y llegamos a una ecvacion de segundo grado:

(2\/4K+5)2=(K+5)z - 4(4x+5)=12+101+25 S 16x+20=x%+10x+25 — x*—6x+5=0

Coya solucion es:
2 X
¥ —6x+5=0 — (x=5){x-1)=0 - .

Comprobamos ambas ecvaciones:
€ Siv=5 > J45+5-Y35+1=1 - J25-V16=5-4=1
€ Sl o JH+5-3141=1 5 a-J4=3-2=)
Por tanto, las soluciones de la ecvacion 4x+5-+/3x +1=1 sonx=5 y x=1

8.- Resvelve las siguientes ecvaciones radicales: Sol: 0)13/9; b) 2; ¢) 5; d) 15

AVt =3-Jk-1  b)J2x+5+6=3¢+3 ) 2J2e-1=Vox-5+2¢-9 )1+ x+1:§

4.06.- Ecuaciones Logaritmicas y Exponenciales

Como vimos en la Unidad 2, para resolver las ecvaciones logaritmicas y exponenciales, es necg
conocer bien tanto las propiedades de las potencias como las de los logaritmos.
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4.6.1.- Ecuaciones exponenciales

Una ecvacion exponencial es vna ecvacion en la que la incognita, la ¥ normalmente, aparece en el
exponente de una potencia. Como, por ejemplo:

pL

@ Resolver ona ecoacion exponencial es encontrar el valor o valores de x que verifican la igoaldad

Las ecvaciones exponenciales podemos resolverlas de dos maneras diferentes, segin sea el caso:

Para resolverla, basta con realizar las operaciones necesarias para que en ambos miembros de la
igualdad tengamos la misma base, y de esta forma, poder igualar los exponentes.
Ejemplo
10.- Resvelve las siguientes ecvaciones exponenciales:
22 =o 27" =2° 5 2x-4=6 > 2x=6+10 —> 2x=10 > «=5

23% =54 5 3**=27 5 3*=3" 5 2¥x-5=3 > 2x=8 — x=4

En este tipo de ecuaciones es conveniente verificar si la solucion o soluciones son correctas.
2= > 275 =2°=c4 0 2.3 =54 —» 23*%°=23=54 cgd.

& Caso 2: Transformacion a ona ecoacion polindmica mediante on cambio de variable:

Un cambio de variable es vna técnica empleada en matematicas para resolver algonas ecvaciones o
sistemas de ecoaciones de grado superior a uno, que de otra forma seria moy complicado de resolver.

Por ejemplo, la ecvacion x° —5«* +6 =0, que es moy dificil de resolver, se puede transformar en otra, mocho mas facil de
resolver, z> —5z+6=0, simplemente haciendo el cambio de variable: 2=y

Coando nos encontremos con vna ecvacion exponencial compleja podemos recorrir o on cambio de
variable para transformarla en vna ecoacion polindmica, casi siempre de segondo grado, gue es de facil resolocion.
Posteriormente, y esto es moy importante, se deshace el cambio de variable y se obtiene el valor de la incognita
pedida. \Veamos on ejemplo:

Ejemplo
11.- Resvelve la sigviente ecvacion exponencial 224'-3-241=0
En primer lgar, aplicamos las propiedades de las potencias necesarias para quitar las sumas o restas de los exponentes:
2232 41=0 - 2'2%-32°41=0 - 2{(2°) -32"+1=0
Si observamos la ecvacion obtenida, vemos que se parece a vna ecvacion de segondo grado donde la “incognita” seria 2% asi gue
hacemos el cambio de variable 2*=Z y reescribimos la ecoacion:

2(27) -32°+1=0 > Siz=2" - 2(2)-32'41=0 - 2(2) -32+1=0
Llegamos a vna ecvacion de segundo grado, cuya solucion es:

_—bEb —H4ac 3%A-8 3%1 |z =

2a 4 4

22 -3z+41=0 = =z

t
2
2, =1

Ahora si deshacemos el cambio de variable para poder calcolar

, 2=— 5 2°=27 5 k=4
Siz=2* >
2°=1 —> 2¢=2° 5 x=0

Por tanto, las soluciones son xu=-1y x2=0.
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12.- Resvelve la siguiente ecoacion exponencial 2-343%'=0
Si aplicamos las propiedades de las potencias y hacemos el cambio t=3% llegamos a vna ecvacion de 2° grado:
2-3%43"=0 o> 2—3%+3-3* =0 - (Siz=t) - 2—%+3t=0 > 3t*+2t-1=0
Cuya solucion es:

t =
_—bENbO' —Yac 2+J4+12 -2+4 |7

32 +2t-1=0 > t=
2a 6 6 oy =

1
3
Y deshaciendo el cambio:

3*=-1 —  Sinsolucion
Sit=3"* - 1
3’=§ > 3=37 5  x=-

Por lo gue sv solucion es x=~1

Piensa y practica

9.- Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales: Sol: 0) -7; b) -8; ¢) 5/6; d) 1;€) O y 1
1 (\/5)_ 252
AN =— b)) ——=1 o) =2  d)27+2°+2"=7 )3 +3" =4
27 g1 NG

4.6.2.- Ecuaciones logaritmicas

Una ecoacion logaritmica es aguella en la que la incognita aparece dentro de un logaritmo.

Ejemplo de este tipo de ecvaciones es:
log 2 + log (M-¥?) = 2-log (5-%)

Para. resolverlas hemos de tener en cventa:

& Ladefinicion de logaritmo: log, P=x < a*=P  con P>0y aecR" {1}

& Las propiedades de los logaritmos:

1) log,1=0 3) log,a° =@ 5) log,(P-@)=log, P +log, @
2) log,a=1 4) 490 — 0 o) log, (gj =log, P —log, R
7 log,(P)" =Q-log, P 9 log,P=log,@ — P=@Q
Propiedades
o5 1 0. 0= log, @ "’s
de los 2) log, NP = 5 log, P 10) log, 00, P | ng’m

Logaritmos

& Laigualdad de logaritmos: log, P=log, @ — P=Q

& Y ademds tendremos que comprobar las soluciones para verificar que no tengamos logaritmos n
negativos ni bases negativas o iguales a 1.
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Como en toda ecoacion, hemos de despejor la incognita, y para ello podemos encontrarnos con diferentes casos:

@& Caso 1: Aplicando la definicién de logaritmo:

Ejemplo
13.- Resuvelve las siguientes ecvaciones logaritmicas:
a) log, [2(%3 +5)J =y
Aplicando la definicion de logaritmo, legamos a:
log, b=c< a=b - logg[2(1<3+5)]=2 s g =2(J<3+5)

Y operando:

&’ =2(J(3 +5) - 64=2(J(3 +5) - 32=+45 o5 =27 o> =3
Queda claro que, si dos potencias son iguales y sus exponentes también lo son, entonces sus bases también tienen gue ser iguales:

Six*=3 > x=3
Verificamos para asegorarnos de no realizar logaritmos nolos o negativos y claramente si x es positivo, > también lo es.
Por tanto, la solucion es x=3.

b) log,, . (81)=2
Aplicando la definicion de logaritmo, legamos a:
log,b=c< a=b - log,,(8)=2 — (24+3) =81

Y operando:

(2x+3)" =81 > 4 +124+9=81 - 4’ +12x-72=0 — £ +3x-18=0
Llegamos a una ecvacion de segundo grado cuya solucion es:
X =—0
x=3

Verificamos para asegorarnos de no realizar logaritmos nolos o negativos y que las bases sean positivas y distintas de 1. Es por eso
gue desechamos la solucion x=-6.

¥ +3¢-18=0 - (x+6)(x-3)=0 - {

Por tanto, la solucitn es x=3.
c) log(2x—4)=2
Aplicando la definicion de logaritmo y operando, legamos a:
log,b=c< ad=b - log(2«-4)=2 —> 10°=2¢x-4 —> 104=2¢x —> «=52

Solucion que es vilida porgue no hace negativo al argumento.

& Caso 2: Aplicando las propiedades de los logaritmos y finalmente la igualdad de logaritmos

Ejemplo
o . . 109(16—;/)
14 - Resvelve la siguiente ecoacion logaritmica——— =2
log(3x —4)
Si operamos vn poco llegamos a:
log(16 — x*
M =7 = log(]é - ) =2-log(3x—4)
log(3x—4)

Aplicando la propiedad de la potencia de vn logaritmo:
log(16 i ) =2log(3x-4) — log(m —x ) =log(3x —4)*
Y si dos logaritmos son iguales, sus argumentos también lo son:
Silog(16—x")=log(3x-4)" - (16-x")=(3c-4)" — 1o-x" =" —24x+16

Llegamos a una ecvacion de segondo grado cuya solucion es:

16—x* =" -24x+16 - 10" -24x=0 —> x(5¢x-12)=0 > «x=0 y x=-—

Desechamos la solucion x=0 porqgue el logaritmo del cociente seria negativo.
Por tanto, la solucion es ¥x=12/5
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15.- Resuvelve la siguiente ecvacion logaritmicalog2 + log(ﬂ —x* ) =2-log(5-x)

Aplicando las propiedades de los logaritmos llegamos a:

2 2 2 2 2
log2 + log(ﬂ —X ) =2log(5-%) — log[l-(ﬂ —x )] =log(5-%) - [2-(11 —x )] =(5-x)
- 9
Propiedod 5 Propiedad 7 Propiedad a
Una ecuacion de segundo grado, que resolviendo:

22 —2x* =25-10x + £* N 3x* -10x+3=0 —

Agrupamos X

()Jl_a w

No podemos olvidar que siempre hay que verificar si la solucion o soluciones son correctas:
Si sustitvimos x=3:

logl+log(ﬂ—xl)=2-log(5—x) —  log2+log(M-9)=2-log(5-3) — log2+log2=2-log2  c.9.4.

Si sustitvimos x=1/3:

log2 +log(M—x«*)=2-log(5-x) — log2+log ﬂ—l =2-log 5—l —  log2+log a8 =2-log Lk
9 3 q

3

2

- log(l-ﬁj = log(ﬂj » Ne_Me cqd.
9 3 9 9

\Vemos que ambas soluciones son correctas.

T iensaypractia

10.- Resvelve las siguientes ecuaciones logaritmicas: Sol: ) 3; b) 5
a) log(x +1)+log(x) =log(x +9) b) logvx —1=log(x +1)—log~/ x +4
1.- Determina el valor de x en las siguientes expresiones: Sol: ) 3; b) 3, ¢) 4/3 d) 10
l -7
a) log,,., 81=2 b) x+2=10"° ¢) x= 109625 d loo(x=7) )=O,5
09125 log(x—1)

4.07 .- Inecuaciones con una incognita

Como ya vimos al principio del tema, una inecoacion es ona desigoaldad entre expresiones algebraicos
entre las que se encuentra uno de estos signos # <, >, < y 2. Ejemplos de inecoaciones son:

2x-3<5 ¥ —x-6>0 %(x+1)+3x>5¢+6

La solucion de vna inecoacion va a estar formada por todos los valores que verifican la desigualdad. Para
resolverla, hay gue operar hasta obtener inecuaciones equivalentes, es decir, aguellas gue tengan la misma
solucidn, pero respetando las propiedades de las desigualdades.

En general, la solucion de vuna inecuacion se puede expresar mediante una representacion grafica o on intervalo.

& Sia los dos miembros de vna desigualdad le sumamos o restamos vn mismo ndmero, obtenemos otra
desigualdad del mismo sentido.

2x—-3<5 —> 2x-3+8<5+8

(no cambia el sentido de la desigualdad)
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& Sialos dos miembros de vna desigoaldad lo moltiplicamos o lo dividimos por vn ndmero, poede pasar que:

o  Sielndmero es positivo obtendremos una desigoaldad del mismo sentido.
2¥-3<5 - 3(2x-3)<35
(no cambia el sentido de la desigualdad)

o  Sielndmero es negativo obtendremos vna desigualdad de sentido contrario.
2¥-3<5 —» -3(2x-3)>-35 Sia<b - -—-a>-b
(cambia el sentido de la desigoaldad)

4.7.1.- Inecuaciones de primer grado

Una inecuacion de primer grado es ona desigualdad entre expresiones polinémicas de grado 1 que se
resvelve despejando la incognita como se hace en las ecvaciones de primer grado.

Ejiemplo
16.- Resvelve la siguiente inecoacion: 2(x-3) < x+3(x+4)
Si rompemos los paréntesis y operamos vn poco llegamos a:
2(x+3)<x+3(x+4) o  2+6<x+3x+12 o 2x+6<4x+12

Si pasamos las x a on miembro, los ndmeros a otro y agropamos, llegamos a:
2xk+6<bx+12 — 2x-4x<12-b — —-2x<06

Si despejomos la incognita:
(2]
—2x <6  Simoltiplicamos por -1, cambia la desigualdad: ~ 2x>-6 — x> _E -  x¥>-3

Por tanto, la solucion escrita en forma de intervalo es:

¥>-3 o (=3,+x)

Piensa y practica
12.- Resvelve las sigvientes inecuaciones de primer grado: Sol: a) x> 4; b) ¥ >9/2; ¢) x2 -5/7; d) x £ 128/13

4y -3 =1 x+3

>x+3 c) T+ ZJ(-|_2—5(J(_8)>

<2(e+)  d) 2 . _§

4.7.2.- Inecuaciones de segundo grado o superior

Una inecvacién de segondo grado es una desigualdad entre expresiones polindmicas de grado 2 que se
resvelve factorizando el polinomio y analizando el signo del prodoucto de sus factores en los intervalos
determinados por sus raices.

a) 20<8+4(x-1) b)

Eiemplo
17.- Resvelve la siguiente inecuacion de segondo grado: ¥ — 3x — 4 <0
Primero resolvemos la ecoacion de segundo grado:
¥ =3x=4=0 - (x-4)(x+1)=0 > =1 y k=4

Después, representamos grificamente los intervalos determinados por las soluciones en la recta real, que son (===,-1) (-14) (4;+=)

—4 -3 -2 ! L] 1 2 3 , 5 8 F 4

Hecho esto, estudiaremos el signo en cada ono de ellos, para ver en codl de ellos se verifica la desigualdad. Para ello escogeremos
on valor sencillo, por ejemplo el O, que pertenece al intervalo central (-14), y lo sustitoimos en la desigoaldad:

Six=0 — «*-3x-4<0 — 0°-30-4<0 —> -4<0
Llegamos a -4 < O, que como podemos observar es cierta, por tanto, el intervalo donde esta el O verifica la inecvacion y los otros
dos no.

Por tanto, la solucién es el intervalo (~1,4)
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En el ejemplo anterior, no es necesario comprobar los intervalos (-=,-1) y (4 +-=) porque si recordamos el
foncionamiento de las funciones continvas, si en el intervalo (-1,4) el dibujo esta por debajo del eje, en los otros
dos estard por encima y, por tanto, en ellos sv valor serd positivo y no verificarian la desigualdad. Lo veremos
mas claro con inecvaciones de grado mayor que dos.

4.7.3.- Inecuaciones de grado superior a 2.

Una inecoacion de grado superior a 2 es vna desigualdad entre expresiones polinbmicas de grado mayor
gque 2 que se resvelve como en el caso anterior factorizando el polinomio y analizando el signo de los intervalos
determinados por sus raices.

Como hemos dicho ya, para resolver inecuaciones con vna incognita de grado superior a uno tenemos que:

o) Resolver la ecvacion.

b) Representar graficamente en la recta real los intervalos determinados por la solucion

¢) Estodiar el signo en cada vna de las zonas. Para ello buscamos on ndmero sencillo (por ejemplo, el O) y
lo sustituimos en la inecuacion para ver si se verifica la igualdad en el intervalo donde esté ese nomero,
y si es asi, esa es la solucion, en caso contrario, ese intervalo no serd valido y serdn los otros de forma
alternativa (como si se deshojara vna margarita... Si, no, si, no,....)

Eiemplo
18.- Resvelve la siguiente inecoacion: 2%t — 3 — 13¥ — 6x >0

Primero resolvemos la ecoacion: Sacamos factor comdn la x,
2t —* =13 —6x=0 - 1(213 -« —131—6) =0

Después mediante la regla de Ruffini factorizamos, descomponemos en producto de binomios y resolvemos:

=0 Ky =—2
J((ZJ(3_;(2_13J(—G)=O > ¥(x=3)(x+2)(2«+1)=0 — {Kz=3 Y {1(4:—1/2

Representamos en la recta real los intervalos determinados por las soluciones: (-=,-2), (-2,-1/2), (,-1/2, 0), (0, 3), (3,+-°)

. ]

& -
=35 -3 -2.5 -2 =15 -1 -0.5 OT 0s 1 15 2 25

@
3 35 4

Hecho esto, estudiaremos el signo en cada ono de ellos, para ver en codl de ellos se verifica la desigualdad. Para ello escogeremos
on valor sencillo, por ejemplo el 1, (no cogemos el O porgue es vna raiz) que pertenece al intervalo (0,3), y lo sustitvimos en la
desigoaldad:

Siv=1 - 213k -0x>0 - 21'-P-1317-61>0 > 18>0

Llegamos a -18 > O, que como podemos observar es falsa, por tanto, el intervalo donde estd el 1 no verifica la inecvacion y los otros
serdn si y no de forma alternada:

-35 -3 2.8 -2 =12 =1 =05 05 1 15 2 25 3 s 4

Por tanto, la solucion de la inecvacion es (-<,-2) U (-1/2,0) U (3,+-)

Piensa y practica
13.- Resvelve los sigvientes inecvaciones: Sol: a) (===,31U[7,++); b) (-3,-2)0(=1,0); ¢) [-1,-1/3]0[1,+==); d) [-7,2]

=9 -4 1-2x
_ <

a) ¥* =10x+21>0 b) " + 617 +Nx* <—6x c) 3> +x* =3x=-1>0 d) z T

4.7 .4 .- Inecuaciones Racionales.

Las inecvaciones racionales (o inecvaciones con fracciones, o inecuaciones fraccionarias) son
contienen fracciones algebraicas. Estas inecoaciones fraccionarias se poeden redocir a sv form
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mediante transformaciones, dejando vna fraccion algebraica a la izquierda del signo de desigualdad y el O a sv
derecha, como, por ejemplo:
X—06 ZJ(+5> 2x+5 _x-1 21(+5—J<+1> J<+6>

<0 >l > >— > — >0 - >0
K+2 £ =1 =1 x- x—1 x—1

Para resolver inecvaciones racionales se seguirdan estos pasos:

o) Poner la inecvacion fraccionaria en forma estandar (Onicamente vna fraccion algebraica en el primer
miembro y O en el segundo).

b) Ver qué valores del nomerador lo hacen nolo.

¢) Lamisma operacion con el denominador. (Los valores que anolan el denominador nonca formaran parte
delintervalo solucion, porgue el denominador no poede ser O).

d) Vistos los puntos criticos, representar los resultados en vn diagrama de signos.

e) Los intervalos en que se complan la desigualdad serd la solucion.

Avngue podriamos hacerlo de otra manera, y es estodiando el signo en conjunto, veamos vn ejemplo:

Ejemplo
+3
x =1
Si el cociente de dos ndmeros es positivo es porgue o ambos son positivos, o ambos son negativos, asf que tenemos que estodiar
ambas posibilidades.

>0

19.- Resvelve la siguiente inecvacion:

27>
K—1_O - x=1>0 x-1<0

43 {x+320 ) {x+3s0

Si el cociente es positivo o cero, es porgue el numerador es mayor o igual que cero y el denominador tiene gue ser positivo (nonca
igual a O, porgue no se puede dividir por O)

¥+3 {x+320 - x2-3

*x=1>0 — x> - ko

Si el cociente es negativo o cero, es porque el numerador es menor o igual que cero y el denominador tiene gue ser negativo (nonca
igual a O, porgue no se puede dividir por O)

¥x+3<0 — x<-3
—2>0 - - x<-3
¥x=1<0 —> «x<1

Por tanto, la solucion es: (—e=,-31 U (1,+=)

14.- Resvelve las siguientes inecvaciones racionales: Sol: ) (===,-1NUE+ =); b) (2,3; ¢) [0,2); d) (~=,-2); &) (==,-3)U(~1,01UL2,+ =)
x-3 3—-x X X+2 X(x—2
D530 930 9Xs0 2o oD
X+ x—2 2-x X (x+7)(x+3)

4.08.- Resolucion de Problemas

Segdn Polya (1965), el profesor de matematicas tiene en sus manos la lave del éxito ya que, si es capoz
de estimolar en los alumnos la curiosidad, podra despertar en ellos el gusto por el pensamiento independiente;
pero, si por el contrario dedica el tiempo a ejercitarles en operaciones de tipo rotinario, matara en ellos el interés.

Es necesario crear en clase un ambiente gue favorezca la investigacion, el descobrimiento, la bdsgueda,
desinhibicion - coando se trate de plantear pregontas o dodas - |, el respeto a los compaiieros, las actit
colaboracion... etc.
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Mas gue enseitar a los alomnos a resolver problemas, se trata de enseitarles a pensar matematicamente, es decir,
0 que sean capaces de abstroer y aplicar ideas matemdticas a vn amplio rango de sitvaciones y, en este sentido,
los propios problemas serdn las "herramientas” que les llevardn a ello.

Es por ello que la resolucion de problemas es considerada la parte mas esencial del aprendizaje de
matematicas. Mediante la resolucion de problemas, experimentareis la vtilidad de las Matematicas en el mondo
gue os rodea aplicando de forma practica los conocimientos tedricos que habéis adguirido.

En general, a la hora de resolver problemas de ecvaciones o inecuaciones, seguiremos el siguiente esquema:

0) Lecturay comprension del enonciado.

b) Andlisis de los datos del envnciado. (A veces es importante ayodarse con vn dibujo)

¢) Tradoccion del problema al lenguaje algebraico.

d) Planteamiento de la ecvacion (o de la inecvacion) en sv caso.

e) Resolucion de la ecvacion (o inecoacion) con precision.

f)  Evalvacion e interpretacion de los resoltados. ;Son 6gicos? jse corresponden con lo pedido

en el enonciado? ;puedo comprobar si la solucién o soluciones son correctas?

1.— Un cajero hace dos pagos. En el primero da los 2/5 de lo que hay mas 500 dh. En el segundo da la mitad

de lo que queda mas 250 dh. Al final queda en el cojero la quinta parte de lo gue tenia al principio. Calcola lo gue
tenia el cajero al principio y los pagos gue ha efectvado.

Si llamamos ¥ al dinero que tenia el cajero al principio: Primer pago: ék +500

Quedan: x - (%K + SOOJ = gx -500

Segondo pago: l(ik—500j+250=i)(—250+250=ik
2\5 10 10

Entre los dos pagos, ha el cajero ha dado: éz +500+ %x = %x +500
7 3
Por lo que quedan: x - (—x + SOOJ =—x-500
10 10
Y esta cantidad se corresponde con la guinta parte de lo gque habia al principio, es decir, con %

_ . . 3 X o
Asi que, la ecuacion serd: BK -500= = coya solucidn es:

3 _epp=X 3x 5000 _ 2x

— —  3x-5000=2x —x=5.000
10 5 10 10 10

Por tanto, en el cajero habian 5.000 dh

En el primer pago ha dado %-5000 +500=2.500 yen el segundo %-5000 =1.500

Asi que el primer pago da 2.500 dh y en el segundo 1.5

De esta forma guedan 1.000 dh que se corresponde con la gquinta parte de lo que habia al principio.
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2.— Un granjero, tiene en sv granjo, entre gallinas y conejos, 20 animales y 52 patas. ;Coantas gallinas y

conejos tiene?

Si lamamos xal ndmero de gallinas, y 20-xal de conejos y vamos a plantear la ecvacion con el ndmero de patas
en la granjo:
Gallinas : x
, -  2x+4(20-x)=52 —> 2x+80-4x=52 > 2x-4x=52-80 -
Congjos : 20 — x
- —2x=-28 - x=£ - x=14

Por tanto, en la granja hay 14 gallinas y 20-14=6 conejos.

Si calcvlamos el total de patas, vemos que 14-2+6-4=28+24=52 coincide con el ndmero dado en el envnciado.

4.8.1.- Problemas de Edades

Enlos problemas de edades se recomienda el uso de vna tabla de tiempos para el planteamiento de la ecoacion.
En la mayoria de ellos tenemos que considerar tres tiempos: presente, pasado y fotoro. Y avngue en general el
establecimiento de la ecuacion se hace en alguno de los tiempos, existen ejercicios un poco mas complejos en los gue en
el planteamiento de la ecoacion hemos de trabajar con varias lineas temporales.

Las relaciones entre los datos y las incognitas se refieren siempre a éstos. Esquematicomente:

Pasado Presente Futuro
Hace t aiios Ahora Dentro de t aiios
X-t X X+t
y-t 1Y v+t
z-t z z+t

3.— La edad de mi hermana es hoy el cvadrado de la de s hija, pero dentro de nveve afios solamente seri el

triple. ;Qué edad tienen mi hermana y mi sobrina?

Se trata de on problema de ecuaciones, pero particolarmente vno de edades, asi | Edades | Hoy | Dentrodeq afios
gue nos ayudaremos de una tabla en la que xserd la edad de la hijo. Hija x+9

X
Madre | x° 2 +9

Ahora plantearemos la ecvacion dentro de 9 aitos:

a=1
¥ +9=3(x+9) o> ¥ +9=3x+27 > ¥ -3x-18=0 o> b=-3
c=-18
_3+Q_E_6
o bENb —tac 0 3+A-4H18) 34A+72 _ 3+R1 3£9_ “TTTTS T
2a 2 2 2 2 3-9 -0
J(2=—=—=—3

2

Desechamos la segonda por ser negativa (las edades no pueden ser negativas) y nos quedamos con la primera.
Por tanto, la hija tiene 6 afios y la madre 6*= 36

Si calcvlamos las edades de cada vna dentro de 9 aiios, vemos gue 6+9=15 y 36+34=45 gue es el tri
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4 .- La edad de ona madre es actvalmente el coadrado de la de s hija, pero dentro de 24 afios la edad de la

madre serd el doble que la de sv hija ;Cuantos aiios tienen ahora cada vna de ellas?

Se trata de vn problema de ecuaciones, pero particularmente vno de edodes, [~Edades | Hoy | Dentro de 24 afios
asf que nos ayvdaremos de vna tabla en la que xserd la edad de la hijo. Hija | x x+24
Madre | x? x> +24

Ahora plantearemos la ecuacion dentro de 24 aitos:

a=1
CH24=2(x+24) o K +24=2x+48 o> K -2x-24=0 > <b6=-2
c=-24
2410 12
o bENO e 2 4-4{24) 2:V4496 24100 _2:+10 hET T T
24 21 2 2 2|, 2710 -8
2 2

Desechamos la segunda por ser negativa (las edades no pueden ser negativas) y nos quedamos con la primero.
Por tanto, la hija tiene 6 afios y la madre 6*= 36 aiios.

Si calculamos las edades de cada vna dentro de 24 aiios, vemos que 6+24=30 y 36+24=60 que es el doble.

5.— ;Cuil es la edad de Mohamed, si al moltiplicarla por 15 le faltan 100 afios para completar sv cvadrado?

Si lamamos x a la edad de Mohamed, coando la moltiplicamos por 15, serd 15, y si dice que le faltan 100
aiios para completar sv coadrado, esto quiere decir que si a 15 le sumo 100 tendré el cvadrado de la edad de
Mohamed, por tanto, con todo esto ya poedo escribir la ecuacion.

15x +100 = x*

Si transponemos todo al segundo miembro, ya tenemos la ecvacion preparada para resolverla:

— 1, 2_ o). 2_ e —
15¢+100=x* — x> -15¢-100=0 —> «x= bNb frac 154415 #+1(-100)

2:a 2]
e 15£4225+400 15+£4625 15+25
2 21 2
J<1=15+25=£=20 J(2215—25=ﬂ=_5
2 2 2 2

Desechamos la solucion -5 porque las edades no poeden ser negativas.

La edad de Mohamed es de 20 aiios.

4.8.2.- Problemas de Mezclas

Existen algunos tipos de problemas que es conveniente estodiar a parte. Los problemas de mezclas son
excelentes candidatos para ser resveltos con ecvaciones. Estos problemas se dan en mochas sitvaciones, como
por ejemplo, coando mezclamos articolos de distintos precios y en distintas cantidades, y queremos averi
cudl deberia ser el precio de dicha mezclo.
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O cvando se combinan disoluciones en on laboratorio de guimica o coando se afiaden ingredientes a vna
receta de cocina. Las mezclas (y problemas de mezclas) se forman coando diferentes tipos de elementos se
combinan para crear un tercer objeto "mezclado”.

Para resolver este tipo de problemas es moy conveniente ayvdarse de vna tabla similar o la siguiente en la que
aparecerdn las cosas que se mezclan, la mezcla en siy la cantidad y el precio de cada una.

Cantidad | Precio | Total | VOMoS a escribir una ecoacion en la que aparecerdan en on término la suma
Cosa 1 de los totales da cada vna de las cosas a mezclar y en el otro el total de la
Cosa 2 mezclo.
Mezcla
Total., ., + Total.. , =Total .

En ella cada uno de los totales se calculard moltiplicando la cantidad por el precio.

©.— Ln Quimico tiene dos disoluciones de dcido clorhidrico, una con vna concentracion de 40% en volomen

y la otra del 75%. ;Codntos cm? de cada vna de ellas debe utilizar para preparar otra disolucion de 60 cm® con
ona concentracion del 50% en volumen?

Se trata de on problema de mezclas, asi que nos Volumen fem’) | Concentracion (%) | Total
L Disolucion 1 X 40 40x
ayudaremos de vna tabla en la que x serd el volomen de la =
godarem 2 Disolucion 2 | 60 75 75-(60)
1 disolucion. Disolucion Mix | 60 50 3.000

Una vez completa la tabla, planteamos la ecvacion recordando que el total de la mezcla era igual a la
suma de los totales de cada una de las partes por separado:

40x+75(60-%)=3000 — H40x+4.500-75¢=3000 — 40x-75x=3000-4500 —

-
- -35¢=-1500 — «= 3550 -  x=42,86 cm’

Para preparar la disolucion pedida, necesitamos 42,86 cm? de acido al 40 % con 17,14 cm® del de 75%.

4,8.3.- Problemas de grifos

Otro caso interesante de problemas que es conveniente de estodiar a parte, es el del problema de grifos.

En el enonciado de este tipo de problemas se presentan siempre ona serie de "svjetos” que realizan labores que
se pueden acomolar (grifos que llenan on depdsito; maguinas gue realizan on mismo trabajo; obreros gue realizan
ona obra, etc ...).

Los datos e incognitas siempre se refieren a los tiempos que cada ono por separado
o todos juntos realizan dicha labor. EL"troco” para plantear el problema radica en considerar
la parte de la labor que realiza, en cada onidad de tiempo, cada “svjeto” y todos juntos; la parte
gue realizan todos jontos es la suma de la parte de labor que realiza cada ono de los svjetos.

Supongamos que tenemos dos grifos para llenar un depdsito:

Elgrifo 1tarda t horas en llenarlo, en una hora hobrd lenado: 1/t
Elgrifo 2 tarda t, horos en llenarlo, en una hora habra llenado: 1/ t,

Si el depdsito tiene un desagie:

El desagiie tarda t; horas en vaciarlo, en una hora vaciard: 1 /
Sitodos juntos tardan en llenarlo X horas, en una hora llenardn: 1/T
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Para calcolar algona de las variobles, procederemos de la siguiente forma:

1,11 1,111

Eot, x Eot, t, x

%f_/ Vv
Sindesagtie Con desagtie

7.— Coando dos bombas de agua actdan a la vez, tardan en vaciar vn pozo 15 horas. Si actvara solo vna,

tardaria en vaciarlo 16 horas més que si actoara la otra. ; Codnto tardarian en vaciarlo cada una por separado?

Si llamamos xal tiempo (en horas) que tardaria ona de las bombas, entonces la otra tardario 16+ horas.

Para plantear la ecoacion, nos fijamos en coanto deposito se vacia en ona hora con cada vna de las bombas o con
las dos:

: 1
Bomba 1: x Bomba 1: —
X Lo que hagan las dos bombas

En1 hora vaciaran: alavez enhora 1 1 1

Bomba 2 : x+16 - Bomba 2. : — —+ =—

¥+16 Serd.igual a la suma de lo que ¥ x+16 15

haga cada vna pors eparado
L dos . l también en 1 hora
Las dos :15 4s aosiae
15(x+106) 15x ¥(x+16)
- + = —  15x+240+15x=«* +16x  —
a=1
—b+~b* 4
- K +16x-30x-240=0 —> £ -Ux-240=0 —> {b=-4 © y=ToEN —hae ; a
a
c=-240
M3 4
2 = =—=
. K_—(—M)J_r\/(—w) —41{-240) 14441964960 mxMse mx34 |97 5 T
B 21 - 2 2 2 W-34 20
TR

Desechamos la segonda por ser negativa (los tiempos no pueden ser negativos) y nos quedamos con la primera.

Por tanto, una bomba es capaz de vaciar el depdsito en 24 horas y la otra en 24+16=40 horas.

8.~ Se poseen dos cirios de igual altura que se encienden simoltaneamente. ;AL cabo de cudnto tiempo la

altora del primero serd el doble del segundo, si se sabe que se consumen, el primero en 6 horas y el segundo en
4 horas?

Si llamamos ¥ al tiempo que pasa hasta que la altura del primero sea el doble que la del segondo.

& Siel primero se consume en & horas, en 1 hora se consumird: 1/6, y en x horas lo hard /6.

& Siel segundo se consume en 4 horas, en 1 hora se consomird: 1/4, y en ¥ horas lo hard x/4.

Coando pasen ¥ horas, la altora del primero (1-%/6) serd igual gue el doble de la altura del segundo (1-x/4):
(1—5j=2(1—5] O T RN,
2 4 2 2

Por tanto, han de p
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4.8.4.- Problemas de Moviles

Ademads de los problemas de mezclas, existen otro tipo de problemas que también es conveniente
estodiar por separado, el de moviles o alcances. Se trata de problemas donde vn mévil va en busca de otro y
tenemos que calcolar donde se encoentran.

Como ya sabrds por la asignatora de Fisica y .
Quimica, la velocidad, el espacio y el tiempo son tres 2
magnitudes fisicas relacionadas entre si. Llamaremos v a AoV QMVB L ﬂ
la velocidad, sal espacio y tal tiempo. | d |
—_— Consideraremos gue los moviles se moeven en linea recta
ﬁ" Vi e V”""‘Q y a velocidad constante en todo el trayecto que estén llevando a
I d { cabo (esto es lo que se llama movimiento rectilineo y vniforme
M.R.V.).
Velocidad Tiempo Espacio
La velocidad del movil es la razon | El tiempo empleado es la razén | El espacio recorrido es la velocidad
entre el espacio y el tiempo entre el espacio y la velocidad multiplicada por el tiempo
V= S t= S s=vut
t v
Ejemplo: Ejemplo: Ejemplo:
Por ejemplo, si recorro 200 km. en 5 h. la | Por ejemplo, si se recorren 360 km. a 90 | Por ejemplo, si durante dos horas y media (2,5
velocidad es: km/h., el tiempo empleado es: h.), un movil va a una velocidad de 80 km/h.,
s 200 km . s 360km el espacio recorrido es:
V=TT gy S OF b= T 90 kmn - th s=uvt =804 - 2 5h =200 km

Observa gue:

& CElespacio sy lavelocidad v son magnitodes directamente proporcionales (a mas velocidad, mas
espacio recorrido).

& Eltiempo ty lavelocidad v son magnitudes inversamente proporcionales (a mas velocidad, menos
tiempo se tarda en recorrer on determinado espacio).

& Elespacio s y el tiempo t son magnitudes directamente proporcionales (a mas espacio, mas tiempo

tardaremos en recorrerlo).

Q.- Un caminante y on ciclista marchan por la misma via. EL caminante lleva vna velocidad de 4 km/h. y el

ciclista de 20 km/h. Si parten al mismo tiempo, desde puntos opuestos que distan entre si 12 km, ;jcoanto
tardardn en encontrarse? ;Qué espacio habrd recorrido cada vno?

Si'hacemos un pegueiio croquis con los datos del problema:

4 km/h
X 12—x
— A - e
o SEEE

12 km
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Donde hemos llamado x a la distancia recorrida por el caminante desde el punto de partida al punto de encoentro
(marcado con un ponto rojo). Entonces la distancia recorrida por el ciclista hasta el ponto de encventro serd
12—y, poes la distancia original que separa o ambos era de 12 km. Ademas, ha pasado el mismo tiempo t coando
llegan al punto de encventro pues ambos partieron al mismo tiempo. Entonces, como t=s/v, podemos establecer

ona proporcion entre el espacio recorrido y la velocidad tanto del caminante como del ciclista:

2:122;” > 20x=4(012-x) - 20x=48—tx > 20x+4x=48 > 24x=048
Kzig Xx=2
24

Esto quiere decir que el caminante habra recorrido x=2 km,, y el ciclista 72—x=72—2=70km.

S

= 2 =0,5 horas (media hora).
45

El tiempo empleado es ¢ =

< |®»

Donde hemos empleado en la formola el espacio y velocidad del caminante, pero si se emplea la del ciclista:
s 10km

v 204

=0,5 horas , podemos ver que el resoltado es el mismo:

Por tanto, tardarian 1/2 hora en encontrarse, el ciclista recorre 10 km y el caminante 2.

4.8.5.- Problemas de Inecuaciones

Este tipo de problemas se resvelven practicamente igoal que los de ecoaciones, avngue en este caso la
solucidn no serd vn solo ndmero, sino que serd un conjunto de ndmeros que expresaremos mediante intervalos.

10.- ;Cuiles son los ndmeros coyo triple excede a s coadrado en 10 o mas vnidades?

Si llamamos ¥ al ndomero, ya podemos escribir la inecvacion: 3x—x* =10, coya solucion pasa por
escribirla con todos los miembros a on lado:

3x—x*>10 -  3x—«*-10>0 —> «*-3x+10<0

Y después resolvemos la ecoacion para encontrar los pontos que representaremos en la recta real y originard
los intervalos:

> =3x+10=0 — A=b*-42c=9-4110=9-40=-31<0 —  No tiene solocion

Por tanto, no existe ningon nomero que exceda en 10 o mas a sv coadrado.

11.- Lo suma de la mitad y de la coarta parte de on nomero es més pegoeiia o igual que el triple del resoltado

de ese ndmero menos seis vnidades. Encventra dicho o dichos ndmeros.

Si llamamos x al ndmero , su mitad serd g , Su cvarta parte 2 y su triple 3x. Con todo esto podemos

p LXK iy
escribir la inecuacion: E+Z <3(x—6) coya solucion es:

2J<+J<<12(x—6)
KA

—  3x-12x<-72 —> —9%<-72 > =72 -

§+£g3(;{_@) 3k<12(x-6) - 3x<N2x-72 -

J<>2

> X 2>

-
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Por lo que dichos ndmeros son los ndmeros mayores o iguales que 8. [8+-)

12.~ Un club de tenis cobra a sus socios una cuota mensval de 36 evros, la cual les da derecho a disfrotar
de los instalaciones y jugar al tenis tantas horas al mes como deseen. Un jugador gue no sea socio tiene gue

pagar 450 €/h por uvtilizar las instalaciones. ;Codntas horas mensvales tendrd gue jugar vna persona para gue
le salga més rentable hacerse socia del clob?

Si llamamos x al ndmero de horas mensvales que hay que jogar, 4,5 ¥ serd el dinero que pagaremos
mensvalmente. Y como gueremos que esta cantidad sea mayor que los 36 € gque se pagan por abonarse, podemos
plantear la siguiente inecoacion:

4 5¢>36
Cuya solucidn es:

36
45¢>36 —» x> —  x28 horas
)

Por tanto, para que sea més rentable hacerse socio hay que jugar al tenis como minimo & horas cada mes.

13.- Si el drea de vn coadrado es menor o igual que 64 centimetros coadrados, calcola los posibles valores

de s diagonal.

En on coadrado de lado ¥, el area viene dada por la expresion A=y y sv
45° diagonal se poede calcolar mediante el Teorema de Pitdgoras:
X
- Crt=d* 5 2uP=d* 5 2 =Nd* > «W2=d
\ Pues bien, si sv drea es menor o igual que 64, podemos plantear la inecoacion:

A<et -k <eH
Inecvacion coya solucidn es:

<ot - k<8 —  Portanto, el lado del coadrado serda menor que 8,

Ysodiogonal: 4 =x2=8J2 > 4<8J2 >  Sudiagonal serd menor que 82

Luego si la longitod de sv lado pertenece al intervalo (0,81, s diagonal estard en el (0,8+/2 ]

14.- Enovnaclose hay en total 40 alumnos. En un examen de Matematicas resolta gue el triple de aprobados

es mayor que el doble de suspensos. ;Cudl es el menor ndmero de aprobados posible?

Si llamamos x al ndmero de aprobados, 40 — x serd el ndmero de suspensos. Si el triple de aprobados es
mayor que el doble de suspensos, con esto ya podemos plantear la siguiente inecoacion:

3x>2(40—-x)
Cuya solucidn es:

3¥>2(40-x) —> 3x>80-2x —> 3x+2¥>80 —» 5¢>80 - x>%

Por tanto, el menor nomero de aprobados posi



4.09.- Autoevaluacion

UD4.- Ecvaciones e Inecvaciones
© Radl GM.

1.- Resvelve las siguientes ecvaciones:
2x+1 1 ( 1 j x=1 x
a) X =

3 20U 2) o 4

¥ =2x+1 3
x(x+1)(x—1) 2x

=1
2

o) S [1- (2P ] =k

d) (x+4) —(x-3)’ =343

(k=3 (x=1" 35

e) _>>
4 16 |2
Kox* -9
) ey
20

9) x° +55¢° -576=0

h) =N =+ ¥ — 61k +30=0

1 1 1
+ =
* =3x+2 x-1 x-2
. 3 1
/) 1 ==
X
X+ X+1
2+
X-2

k) 3Jox+1-5=2 x
) A3x+10 =1+3x+3

m) logx +log(x +1)=logo
n) 4 +2° -320=0

i) 32x° —31x° =1=0

2.~ Los lados de vn tridgngolo miden 18,16 y 9 cm. Si
restamos la misma cantidad a los tres lados, obtenemos
on tridngolo rectangolo. ;Qué cantidad es esa?

3.- Enuna papelerio, el precio de una copia en color es
0,75 € y el de vna en blanco y negro es 0,20 €. En
ona semana, el nomero de copias en color fue la décima
parte gque en blanco y negro y se recavdaron 110 €.
Calcola cvantas copias se hicieron de cada tipo.

4 - Se mezclan g litros de aceite de 4 €/1 con otro
mads barato para obtener 20 La 2,50 €/L. ;Codl es el
precio del aceite barato?

5.- Tres albaililes constroyen on moro: el primero
puede construir 8 metros cobicos en 5 dias; el segundo,
9 metros cobicos en 4 dias, y el tercero, 10 metros
cobicos en & dios. ;Cudnto tiempo necesitaran, en
estas condiciones, para construir 1324 metros
cObicos, trabajando todos juntos?

6.~ Un grifo tarda el doble que otro en lenar on
depbsito. Abriendo los dos a la vez, tardan & horos.
;Coanto tardard cada ono de ellos en llenarlo?

7.— Una moto hace on recorrido de A a B en 2h 40m;
y al volver de B a A, avmenta la velocidad en 20 km/h
y tarda 2 horas. ;Cuadl es la distancia entre A y B?

8.— Resuelve los siguientes inecuaciones:

3x-1 =1 x+2
a) <x4+—-
6 4 3
b)3(x-5)"-12>0
2 2
0) X —‘%_Jz —431—2){

x(x-2) S
(x+1)(x+3)

g9) =10& +52x* = 70x+12>0

h) log, (3“ +8) >2

9.~ Halla la condicion que tienen que verificar los
coeficientes de la ecvacion 8¢ - (m=-)x + m-7 = O
para que tenga raices reales.

10.- Una editorial ofrece a on comercial dos tipos de
contrato anvales: a) 25.000 € fijos mas on 10 % por
cada libro; o b) EL 30 % de cada libro vendido. Si cada
libro cvesta 35 €, ;Cudntos libros ha de vender como
minimo para gue la opcion B sea mas beneficiosa?

N.- Para comprar on regalo, Emilia ha ido revniendo
monedas de 1 evro y de 2 evros, juntando en total 20
monedas. Si el precio del regalo es menor que 36
evros, jcuantas monedas de 2 € poede tener como
maximo?

12.- La suma de la mitad y de la cvarta parte de on
ndmero es mas pequeiia o igual que el triple del
resultado de este ndmero menos seis onidades
Encuentra la solucion de esta inecoacion.







