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11 Introduccion al concepto de
derivada

ANALIZAY CALCULA

¢Sobre qué trata el libro Analyse des infiniment petits pour I'intelligence des lignes courbes, obra del marqués
de I'Hopital?

El libro Analyse des infiniment petits pour I'intelligence des lignes courbes es el primer libro publicado sobre la aplicacion
del calculo diferencial al estudio de las curvas.

Comenta la referencia que hace marqués de I’'Hopital a su maestro en su libro.

En la referencia que hace el marqués de I'Hbpital a su maestro en el libro, reconoce que su obra se basa en los
descubrimientos de los hermanos Bernoulli, y que los ha publicado con su nombre y sin el consentimiento de los
mismos. Ademas asume cualquier reclamacion que pudieran hacer los hermanos.

INVESTIGA'Y CONTESTA

La polémica entre Newton y Leibniz sobre la paternidad del calculo diferencial es la mas popular en la historia
de las matematicas. Busca informacion de cémo nacid, se desarrollé y termindé esa polémica. {Qué papel
jugaron los hermanos Bernoulli en la misma?

Respuesta libre.

Actividades propuestas

1. Observa la grafica de la funcion y calcula su tasa de variacion media en cada uno de los intervalos

siguientes.
a) [0, 2] c) [3,9] e) [12,15]
b) [3, 5] d) [5, 11] f) [0, 15]
Y
1.
o 1 X

¢(En qué intervalos la funcion crece? ;Y en cuales decrece?

a) T, 2= B0V 3-8 2 oy qugs 4= (DT 220,
b) TVM A3, 5] = f(5)—f(3):2-2:g:0 &) TVM 12, 15] = f(15)-f(12) _0-5 _-5
5-3 2 2 15-12 3 3
¢) TVMA3, 9] = f(9)-f(3) _6-2_4 _2 f TVMAO, 15] = f(15)-f(0) _0-5_-5 -1
’ 9-3 6 6 3 ’ 15-0 15 15 3

La funcion crece en los intervalos cuya tasa de variacion media es positiva. Es decir, en [3, 9].

La funcion decrece en los intervalos cuya tasa de variacion media es negativa. Es decir, en [0, 2], [12, 15] y [0, 15].
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2. Hallala TVM de estas funciones en el intervalo [1, 4].

a) fix)=5 c) fix)=—-2x+1 e) fix)=/x

b) f(x)=x d) fix)=x f) fx)=2"

a) M1, 4= TP _5-5_0_, d) M, 4= FA-F()_16-1 15
4-1 3 3 4-1 3 3

b) TVMf[1,4]=M=ﬂ=§=1 e) TVMf[1,4]=M=ﬂ=l
4-1 3 3 4-1 3 3

o) Tvmt, 4= T -0 _6_ 5 g qypygq, 4= [A)=F() _16-2 14
4-1 3 3 4-1 3

3. Hallala TVM de la funcién f(x) = 3x — 8 en los siguientes intervalos.
a) [-7,-3] c) [4,1] e) [1,10]
b) [-6, —4] d) [0, 6] f) [-2,15]

., Qué observas? ¢ Por qué ocurre esto? ¢ Tiene algo que ver el coeficiente de x de la funcion dada?
é é é

a) TVMA7, 3] = f(-3)-f(-7) _ 3-(-3)-8-(3:(-7)-8) _ -17-(-29) _12

3-(7) 347 T
b) TVM 6, 4] = f(j)_—(ié—)s)_&(—4)—2&36(—6)—8)_—20—2(—26)_2_3
&) TVM fid, 1] = f(:ll)_—(ig—)4)_3-1—8—1(34(—4)—8)_—5—2—20)_%_3
d) TVMTO, 6] = f(6g:g(0):3-6—8—6(3~0—8):10—6(—8):%:3
&) TVM 1, 10] = f(1103::(1):3-10—8;(34—8):22—9(—5):%:3

f(15)—f(—2)_3~15—8—(3-(—2)—8)_37—(—14)_51_3
15-(-2) 1542 A

f) TVMf-2, 15] =

La tasa de variacion media en todos los intervalos es 3, y coincide con la pendiente de la recta f(x) = 3x — 8.

4. Calcula la tasa de variacion instantanea de las siguientes funciones en el punto indicado.

a) fix)=2x-5,enx=7 c) f(x)=£,enx=2
X
b) fix)=x*-3x+2,enx=1 d) ix)=x*+2,enx=-3
a) TVIAT) = tim T 27 +h)-5-(2:7-5) _2h sy
h—0 h h—0 h h—>0 h h—0

F(1+n)—F(1)  (1+h) -3(1+h)+2-(1-3+2) w2 —-h _ h(h-1)

b) TVIf(1)= lim =lim =lim =lim =lim (h—1) =-1
h—0 h h—0 h h—>0 h h—0 h h—0
2 1
f(2+h)-f(2 - - - —
o) TVIf)= lim M =F@) _y2wn o ch o 1
h—0 h h—0 h h—0 h(2+h) 024+ h 2

f(-3+h)—f(-3) . (-3+h)’+2-(-25) W -9n2+27h , _h(h*-9n+27)

d) TVIf(-3)= lim =lim =lim =lim =
h—0 h—0 h h—0 h h—0 h
=lim (h2 -9+ 27) =27
h—0
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5. Calcula las derivadas de las siguientes funciones en x=1,x=4, x=0, x = -4,

a) fix)=3x+1 b) fix)=—x+4
¢Qué observas?
a) F(1)= im>X1"% _im3X=3 _im3-3 b) F(1) = lim=F 473 _jim 2 _jim 12
x—1 x -1 x->1 x—1 x—1 x—1 X -1 x->1 x —1 x—1
Fa) = im X118 i X212 s Fa) = tim =420 _im X4 i 1
x—4 x—-4 x>4 x—4 x—4 x—4 x—-4 x>4 x—4 x—4
F0) = im 21 L im3X _im3 =3 F0) = tim =4 =% _iim =X Zlim —12 -1
x>0 x—0 x>0 x x—0 x—0 X — x>0 x x—0
Fed)y= tim XM 5 X412 i3s3 Fed)= dim X8 i X2 i 1o
X—>—4 X+4 x>4 x+4 X—-4 X—>—4 xX+4 x>-4 x+4 X—-4

En ambos casos la tasa de variacion media coincide con la pendiente de la recta f(x).

En el primer apartado la pendiente es 3 y, en el segundo, —1.
6. Actividad resuelta.

7. Dada la funcién f(x) = X, calcula f(3), f(-2), f(5). Comprueba que para cualquier valor x = a, f(a) = 2a.

- 2 _ -
F)=f(3) . x*-9 _ . (x=3)(x+3)
x-3 -3 x—-3  x28 x-3

7‘"(3)=Ixiin3 =IXiLn3(x+3)=6=2-3

v ¢ f(x)—f(—2)__ x2-4 (x—2)(x+2)_, o\l Ao
fl( 2) x“—rl]Z Xf(fz) _)!TJZ X+2 _XITJZ X+2 _JETJZ(X 2)_ 4=2 ( 2)

F@3) = fim ) =F6) o ¥ =25 (x=5)(x+5) = lim(x+5)=10=25

x—5 x-5 x->6 x -5 x5 x-5
- 2 __ 72 i
Fla) = Iimf(x) f(a):"mx a :"m(x a)(x+a):|im(x+a):2a
X—a X_a X—a X_a X—a X_a X—a

Se verifica que f'(a) = 2a para cualquier valor de x.

8. Calcula la pendiente de la recta tangente a las siguientes funciones en los puntos indicados. ¢{Qué angulo
forman con el eje de abscisas?

a) f(x)=4x—x2,enx=0yx=5 b) f(x)=£,enx=1yx=—2
X

a) Enx=0=m=f(0)= Limf(x)_f(o) lim XX X(4=X) —lim(4-x)=4

x-0 x—0 X x—0 X x—0

Comotga =4 = a=arctg4 =75964°= o =75°57" 49,5

— j— 2_ — p— —

Enx=5=m=r()= lim =IOy AX=XE=(5) _p 2290y gy g

x—5 x-5 x—5 x-5 x—5 x-5 x—>5
Como tg o = —6 = a = arctg (-6) = —80,538° = o = -80° 32" 16,8""

2
b) Enx=1=m=r{)=fim W _pnx %y 222 o201 L (ﬁj?z

x>1 x—1 > x—1 =1 x(x=1) x> x(x-1)  xs1 X

Comotga=-2= a =arctg -2 = —63,435° = o = -63°26" 6"
g4—1
Enx=-2=m=f(-2)= lim F)-1(=2) _ lim X— — fim —25 X _jjm 121
2 xX42 >2x+2 o2x(x+2) xo2x 2

Comotga = _?1 = o = arctg (;j =-26,565° = o = —26° 33" 54~
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10.

1.

12.

Halla la recta tangente a las funciones en el punto indicado.
1

a) fix)=x*+2x-3enx=0 b) fix)= —,enx=-1
X

a) El punto de tangencia es A(0, f(0)) = A(O, -3).

f(x)-f 24+2x-3—(- 2
La pendiente de la tangente es f(0) = = lim (x)-7(0) =lim X +2x-3-(3) = limZ +2X =lim(x+2)=2.
x—0 x-0 x—0 X x—0 X x—0

Por tanto, la ecuacion de la recta tangente es: y — (-3) = 2(x-0) => y=2x-3
b) El punto de tangencia es A(-1, f(—1)) = A(-1, —1).

1

(- )
La pendiente de la tangente es f(-1) = = lim F)-f(-1) = lim X = lim 1+x = lim 1
x—-1 X_(_1) x>-1  x+1 x—>-1 X(X+1) x—>-1x

=-1.
Por tanto, la ecuacioén de la recta tangentees: y — (-1)=—-(x— (1)) => y=—x -2
Actividad resuelta.

La recta y = —x + 2 es tangente a la parabola y = x* - 5x+ 6 enun punto. ;Cuales son sus coordenadas?
Halla la derivada de la funcién en ese punto.

El punto de tangencia entre la recta y la parabola es la solucion del sistema:

=-X+2
{y S X42-X-Bx+B= X*—4x+4=0=(x-2 =0=x=2=y =0
y=x°-5x+6
Las coordenadas del punto de tangencia son (2, 0).

La derivada en x = 2 coincide con la pendiente de la recta tangente en ese punto:

m=Fr@) = —lim L)@ _ oy X2 =5x+6+0 o (X=2(X23) gy 4

X2 x-2 X2 X=2 X2 X-2 X2

¢Cuales de las siguientes rectas son tangentes a la parabola y = X -3?

1. y=x-4 3. y=-3 5. y=x-7
2. y=-4x-7 4. y=x 6. y=2x
a) Halla el punto de tangencia.

b) Calcula la derivada de la funcién en esos puntos.

Se plantean los sistemas y se estudia la solucién de los mismos.

=x—-4 J= = N
1. {y X2 3:>x2—x+1:0:>x:1i2 3 4, {y X2 3:Xz—x—3:0:x:1i213
y =X - y=x"-
= _4x— =x-7 _
2. {y ‘:X37:>x2+4x+4=0:>x=—2 5. {;/ ; 3:>X2—x+4:0:>x:¥
y=x°- = —
=_ =2 v
3. )Y 3 =x2=0=>x=0 6. y )2( :>x2—2x—3:0:x:2i 16
y=x*-3 y=x*-3 2

Las unicas rectas tangentes con la parabola y = X* — 3 son y=-4x-T7ey=-3.
a) El punto de tangencia de y = —4x — 7 con la parébola y = X —3es A(-2, f(-2)) = A(-2, 1).
El punto de tangencia de y = -3 con la parabola y = X’ —3es A(0, f(0)) = A(O, -3).

—f(— 2_a_ 2 _ _
b) F(e2)= = lim ()P X281 x4 (2Dx2) (x-2)=-4
X—>-2 X_(_Z) x>-2 xX+2 x>-2 x4+ 2 x—-2 X+2 X—>-2
_ 2_q_(_ 2
F0) = < lim X =FO) _y ¥=8-(8) X v
x—0 x-0 x—0 X x>0 x x—0
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13. La grafica de la funcion y =+25- x? es una semicircunferencia de centro O(0, 0) y radio 5.

14.

15.

16.

17.
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Y

2
o 2 X

a) Halla la ecuacién de la tangente a la semicircunferencia en el punto de abscisa x = 3.
b) ¢Qué angulo forma la tangente con el eje de abscisas?

a) El punto de tangencia es A(3, f(3)) = A(3, 4).

=lim

f(x)-f(3) _iim \N25-x% -4
x-3

La pendiente de la tangente es f(3) = Iirr;

= lim - _im— XS —x#8) 68

X”(X—3)(x/ﬂ+4) “%x—ﬁ%)(x/ﬂ+4) M(\/ﬂm) 8 4

Por tanto, la ecuacion de la recta tangente es: y — 4 = _TS x-3)=>y= _Tsx+2—5.

4

b) Comotga = _73 = o = arctg [;—3J =-36,870° = o = -36° 52" 12"’

Actividad interactiva.

Calcula la funcién derivada de las siguientes funciones utilizando la definicion.

a) fix)=7x—2 b) m(x)=% c) gix)=3x*+5x-6 d) rix)=x’=5
a) Foo=lim XEMZT0) e Txeh)-2-(7x=2) _\ 7h g g
h—0 h h—0 h h-0 h h—0
L
b) m (0= lim MM e xeh X gy 1 A
h—0 h—0 h h—0 hX(X+h) h—0 X(X+h) X2
- 3(x+h)’ +5(x+h)-6—(3x*+5x -6
o g'(x):limg(x+h) g(x):"m (x+h) +5(x+h) (3x2 +5x ):”mh(6x+3h+5):6X+5
h—0 h—0 h h—0
- h)’ -5—(x*-5 h(3x2 +3xh +h?
d) 0= tim XN M) _ g HA) 280 25) - A(3x +3xh+ ):lim(3x2+3xh+h2)=3x2
h—0 h h—0 h h—0 h—0
Actividad resuelta.
Halla las derivadas de las siguientes funciones.
a) fix)=x" c) fix)= Vx e) fix)=>5"
Jx 9~
b) fix)=x-2 d) f(X)=7 f) f(X)=37
1
> 1 -5 -7
a) f(x)=2x d) f(x) = L::X_EZXE’B =x2 = f(x)= __5)(7
X X 2
b) f(x)=1 e) f(x)=5"-Inx
) 1 \/; gx (32)x 32x )
c) fx)=—=— f(x) = =—= =1=>f(x)=0
) f(x) o 2x f) f(x) - g "3 = f(x)

" X3 3 (x73)(\/25fx2+4)

(\/25—x2 —4)(\/25—x2 +4) B
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18.

19.

20.

21.

22,

23.

Sean las funciones f{x) = x*, g(x) = Yx y h(x) = log x. Calcula los valores de:

a) f(2) c) g18) e) h'(1)
b) f(-1) d) g -1) f) h7100)
N 43 a1 %2_ 1 T = 1
f(x) = 4x g(x)—gx 733x2 h'(x) <10
7 =4-8= iy = 1 :i 7 = L
a) f(2)=4-8=32 c) g’(8) 33/872 12 e) h'(1) 10
7 = (-1) = = 1 :l iy = ;
b) f(-1)=-4 d) g’(-1) 33(_1)2 3 f) h’(100) 100In10

Averigua los puntos en los que la tangente a la parabola de ecuacién f(x) = 8x — x* tienen pendiente:
a) Nula. b) Positiva. c) Negativa.
La pendiente de la recta tangente a la parabola f(x) = 8x — X’ esm= f(x)=8-2x.

a) 8-2x=0=x=4 b) 8-2x>0=4>x c) 8-2x<0=4<x

¢En qué puntos de la hipérbola y = 1 la tangente tiene una pendiente m = -4? ; Cual es su ecuacion?
X

La pendiente de la recta tangente a la hipérbola y = 1 esm=f(x)= _—3 ym=-4—=-4= _—: =>X= 4+
X X X

Six= % , el punto de tangencia es (% 2} = La ecuacion de la tangente es: y—2 =4 (x—%) > y=-4x+4

Six= _71 , €l punto de tangencia es (_?1— ZJ = La ecuacion de la tangente es: y + 2 = —4 (x+%j —>y=-4x-4

Actividad resuelta.

Halla las derivadas de las funciones.

a) fix)= (x3 - 1)(x2 + 5x) b) fix) = X 2x c) f(x) =sen xcos x d) fix)=(In x)2
a) (x) =30 +5x) + (x* = 1)(2x + 5) = 3x* + 15x> + 2x* + 5x* — 2x = 5 = 5x* + 20x° = 2x - 5
b) f(x)=2x-2x+x - 2=6xX

c) f(x)=cos x - COS X + sen X - (—sen x) = cos’x — sen’x

d) F(x)=2nx- - = 2Inx
X X

Obtén las derivadas de las funciones siguientes.

x+1 x*+x*+3x-3
a) fix)= c) fix)=———
x-1 X
2x+3 x* +e*
b) fix) = d) fxg= X e
X+2 x+1
) X—1—(x+1 ) , 32 +2x+3)x - (x*+x*+3x-3) 2x*+x%+3
a) Fo= X122 &) o= | Jx( )2+
(x-1) (x-1) X X
) 2(x+2)—(2x +3 1 . 3x2+2e")(x+ 1) (x> +e*) 2x3 +3x2 +2xe®*
b) f(x)= (x+2) (2 )_ 5 d) f(x)= ( ) )2( ): 2
(x+2) (x+2) (x+1) (x+1)
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24. Halla la derivada de la funcion y = cotg x:

. . . 1
a) Como cociente entre el cos x y el sen x. b) A partir de la igualdad cotg x = tax "
gx

COS X
a) y=cotgx=

senx

2 2
_ —Senx-senx—cosx-cosx -sen’x—cos?x —(sen’x+cos’x) 1
sen?x sen?x sen?x sen?x

b) y=cotgx = A
tgx

(1+tg°x)  —1—tg’x —cos® x —sen’x _ —(cos? x +sen’x) 1

tg’x  tg’x sen?x sen?x  sen’x

En ambos casos se obtiene el mismo resultado.

25. Calcula la derivada de las siguientes funciones en los puntos indicados.

a) fix)=xsenx,enx==n c) h(x)= 2x+x/;,enx=16 e) j(x)=3x+5x,enx=0
b) gix)= "X enx=1 d) ix)=x*+5x—1,enx= > ) k)= 2"% enx= L
x 2 x? 2
a) f(x)=senx+xcosx=f(n)=senn+mncosnt=-n d) i’(x)=2x+5:i’(%j=2%+5=8
1~x—|nx
b) g0= X=X L gn= My ) j9=3+5=8=/(0)=8
X X 17
1 1 17 cos x - x% — 2xsenx L) 16
c) ()= 2+—— = h'(16)= 2+ —=— f) k(x)= =>f|=|=—=
) ns £5 b hife) =l o ) k) - R
16

26. Sif(x)=3x,g(x)= 1 y h(x) = ", halla la expresion de las siguientes funciones y de sus derivadas.

X
a) (g°H(x) ¢) (h°fix) e) (hefog)(x)
b) (g h)(x) d) (Fohog)(x) f) (g°h°hHx)
a) (g° N(x) = glfx)] = g(3x) = 3i V(@ (0= gTN - FX)= g3 Fl= —+.3=—> -1
X Ox 9x 3x

b) (g° h)(x) = glh(x)] = g(e") = ei y(g°hy()=gTh(x)]- hx) = g(e) - h'(x) = e;l e =;—]

c) (heN(x)=hfx)] = h3x)=e*y (hef)'(x) = hTAX)] - h'(x) = h'(3x) - F(x) = e - 3 = 36

d) (Feheg)x) = f[h(%]} f[er_3eX Y (- g ()= FIAlgI] - Mgl - g () =3+ e - 1= 2
1 3 2 ’ . ” , 3 -1 _36%

e) (hofeog)(x)= h[f(—ﬂ = h(—):ex y(hefog)(x)=hTgM)] - Flg)] - g'(x) = ex -3 - (_J - S
X X " ”

1

L y(gehe (0 =g AN - TN - F () = e‘—1 o™ 3= 3

e

f) (g°heNx) =glh3x)] = g(e™) = A
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27. Halla las derivadas de las siguientes funciones.
a) fix)=(3x+1)’ c) fix)=5""°
b) fix)= v4x-1 d) f(x) =sen (Inx)
a) f(x)=3(3x+1)?-3=9(3x +1)

) f(x)=1In (0 +x + 1)

e) f(x) =sen xin x

f) fix)= sen’x h) f(x) =In (sen x)

. 1 senx
e) f(x)=cos xIn x+senx- — =cos xin x +
X

4 2
Nax—-1 Jax-1

b) f(x)= f) f(x)= 3sen’x- cos x

c) F(x)=5*"2-In5-2=2In5-5>3 g) f(x) = ;-(2“1) __2x+1
X2+ x+1 X2+ x+1
cos(In
d) £(x) = cos (inx) - +=°3(n%) h) f(x)= cos x = 225X = cotg x
X X senx senx

28. Calcula las coordenadas del vértice de estas parabolas e indica los intervalos de crecimiento y

decrecimiento.
a) y=x'-4x+4 b) y=1-x
a) y=2x-4=0=>x=2.
Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: (—w, 2) y (2, +)
—o0 2 +o0

c) y=3x+6x-3 d) y=(2x-1)?

Y - +
y ~ ad

La funcion es decreciente en (-, 2) y creciente en (2, +x).

Como en x = 2 la funcién cambia de ser decreciente a creciente, es un minimo y coincide con el vértice de la

parabola. Sus coordenadas son (2, f(0)) = (2, 0).
b) y=-2x=0=x=0.
Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: (—o, 0) y (0, +x)
—0 0 +o0

x=-1

x=1

%

+

y

e

'

La funcién es creciente en (-, 0) y decreciente en (—oo, 0).

Como en x = 0 la funcién cambia de ser creciente a decreciente, es un maximo y coincide con el vértice de la
parabola. Sus coordenadas son (0, f(0)) = (0, 1).

c) y=6x+6=0=>x=-1.

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: (—o, —1) y (=1, +o)

—0 —1 +oo

x=-3 x=0

% - +

y ~> e

La funcién es decreciente en (—»o, —1) y creciente en (-1, +o0).

Como en x = —1 la funcién cambia de ser decreciente a creciente, es un minimo y coincide con el vértice de la
parabola. Sus coordenadas son (-1, f(—1)) = (-1, —6).

d) y'=8x—4=0:x=% .

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: (-, 2) y (2, +»)

—00

y - +

y ~ end

., . 1 . 1
La funcién es decreciente en (—o, 2 ) y creciente en (E , too).
Comoenx = E la funciéon cambia de ser decreciente a creciente, es un minimo y coincide con el vértice de la

parabola. Sus coordenadas son (% , f(0)) = (% , 0).
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29. Determina el dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y los minimos relativos
de las siguientes funciones.

a) fxX)=3F%-12x+7 c) f(x)=ﬁ e) fix)= Vx> +6x—7
b) fix)=4x* - x* d) fix)= 2:‘_*31 f) fix)= Vx?+6x+9

a) D(f)= R yf(x)=6x—-12=0=x=2

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: (—w, 2) y (2, +©)
—0 2 +o

x=0 x=3
) - +
f(x) ~ o

La funcion es decreciente en (—o, 2) y creciente en (2, +wx).
Como en x = 2 la funcién cambia de ser decreciente a creciente, es un minimo relativo.
b) D(f)=R yf(x)=12¥-4x’=0=>x=00x=3

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: (—x, 0), (0, 3) y (3, +©).

—0 0 3 +0

x=-1 x=1 x=4
f(x) + + -
f(x) v Pl ~a

La funcion es creciente en (-, 0) U (0, 3) y decreciente en (3, +x).
Como en x = 3 la funcién cambia de ser creciente a decreciente, es un maximo relativo.

c) D(f)= R-{5}
f(x) = % <0, entonces la funcién es decreciente en todo su dominio y no tiene ni minimos ni maximos
X —
relativos.
d) D(f)= R-{3}
fi(x) = ( _73)2 <0, entonces la funcién es decreciente en todo su dominio y no tiene ni minimos ni maximos
X -
relativos.
e) X +6x—7>0=xe (=0, =7) U (1, +20) = D(f) = (—o, =7) U (1, +)
fi(x) = 2x+6 x+3 =0 = x =-3, que no pertenece al dominio.

2x2 +6x-7 - Jx2+6x-7

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: (—wo, —=7) y (1, +)
—00 -7 1 +o

x=-8 x=2

f'(x) - No definida +

fx) ~ No definida ol

La funcién es decreciente en (—wo, —7) y creciente en (1, +o0).
En x =-7 y x =1, la funcién tiene minimos.
-x-3 six<-3
f) f(x)= Vx®+6x+9 =/(x+3)° =|x+3|=10 six=-3 =>D(Hh=R
x+3 six>-3
Six<-3 = f(x) =—1<0y lafuncion es decreciente.
Six>-3=f(x)=1>0y lafuncion es creciente.

Por tanto, la funcién es decreciente en (—w, —3) y creciente en (-3, +w©).
Como en x = =3 la funcién cambia de ser decreciente a creciente, es un minimo relativo.
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30. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones.

a) fix)=x*8-x% c) fix) = 2xe* e) fix)= Vx2-2x+2
b) fix) = (2x - 1)3 d) fix)=In(x+4) f) fix)= 22~
a) F(x)=16x—4x*=0=x=0,x=20x=-2
Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: (—», -2), (-2, 0), (0, 2) y (2, +x)
—o0 -2 0 2 +o
x=-3 x=-1 x=1 x=3
f(x) + - + -
f(x) el ~ P 4 -
La funcién es creciente en (—o, —2) U (0, 2) y decreciente en (-2, 0) U (2, +x).
Como en x = -2 la funcién cambia de ser creciente a decreciente, es un maximo relativo.
Como en x = 0 la funcién cambia de ser decreciente a creciente, es un minimo relativo.
Como en x = 2 la funcién cambia de ser creciente a decreciente, es un maximo relativo.
b) f(x) = 6(2x — 1)2 > (0 para todo x # % . Como f'(x) = 0 para x = % , entonces la funcion es creciente en todo su

dominio.

c) f(x)=26"+2xe"=26"(1+x)=0= x=-1.

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: (—w, —1) y (-1, +©)

—00

xX=-2

-1

x=0

+o0

F(x)

fix)

~

d)

e)

La funcién es decreciente en (—wo, —1) y creciente en (-1, +).
Como en x = —1 la funcién cambia de ser decreciente a creciente, es un minimo relativo.

Xx+4>0 = x>-4 = D(f) = (-4, +t0) = f(x) = 14 > 0 en todo su dominio = f(x) es creciente en todo su
X+

dominio.
0= Vit —2x+2 =[x 1 +1 = D) = R
Fix = 2 0=kt

211 J(x=1)F+1
Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: (—w, 1) y (1, +)

—o0 1 +ow0

x=-8

xX=2

f(x)

f(x)

~

ad

La funcién es decreciente en (—x, 1) y creciente en (1, +oo).
Como en x = 1 la funcién cambia de ser decreciente a creciente, es un minimo relativo.

f) f(x)=I2 - (2-2x)2>**=0=x=1.

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: (—wo, 1) y (1, +)

—00

x=0

1

x=2

+o0

fix)

(x)

ad

~a

La funcidn es creciente en (-, 1) y decreciente en (1, +o).
Como en x = 1 la funciéon cambia de ser creciente a decreciente, es un maximo relativo.

Introduccion al concepto de derivada | Unidad 11

295



SOLUCIONARIO

31.

32.

33.
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Actividad resuelta.

El precio previsto de un terreno durante los 2 préximos afnos, es P(t) = t;82+100 , donde t es el tiempo

(t+2)

transcurrido en meses. ¢ Cual es el mejor momento de vender?

Para hallar cual es el mejor momento de vender se estudian los extremos de P(t), cuyo dominio es [0, +x).

(t+2)°-2(t+2)(t-8) _t+2-2(t-8) 18-t

P(t)= = =0=>t=18
(l‘+2)4 (t+2)3 (t+2)3
Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: (—oo, 18) y (18, +x)
0 18 +x0
x=1 x=20
18-t
P(t) = , + -
(t+2)°
(t) = t—82 +100 - ™

La funcion es creciente en [0, 18) y decreciente en (18, +o0). Como en x = 18 la funcién cambia de ser creciente a
decreciente, es un maximo relativo. Por tanto, el mejor momento para vender el terreno es a los 18 meses.

Determina la TVM en cada uno de los intervalos indicados, correspondientes a la funcion de la grafica
adjunta.

a) [0, 5] c) [1,9] e) [13,17]
b) [3, 6] d) [4, 6] f) [0,17]

0 2 4 6 8 10 12 14 16X

a) TvmAo, 5= [(5)=F(0) _160-100 _60 ., 4 ryp g4 6= F(6)=F(4) _140-200 60 _ ,,
5.0 5 5 6_4 2 2

by Tvms. 6= [(O)-f(3) _140-140 0 o Tviiia, 7= T7)=7(13) 240160 80
6-3 3 3 17 -13 4 4

(9)-1(1) _260-120 _140 475§ 7ymqo, 17)= F17)=F(0) _240-100 140

) TVMA1, 9= " _140
91 8 8 17-0 17 17
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34.

35.

36.

37.

Halla la tasa de variacion media de la funcion f(x) = r en los siguientes intervalos.
X —

a) [-29, —-25] c) [-4,0] e) [13,17]
b) [-17,-13] d) [2, 6] f) [51, 55]
¢En qué intervalos es mayor? ;Por qué crees que ocurre eso?

;8,[;8j
a) TVMf—29, —25)= (29)-7(-29) 26 \30)_ -2

-25-(-29) 4 195
7%
b) TVM 17, -13] = f(_g)( ) _ 7 418 —2
_8_(;8)
R
8 s
d) TVM 12, 6] = f(sg:;(2):54 :—?8

1
) Tvmm13, 171= [UN-F13) 273 1

17-13 4 24
4 4
F(55)-f(51) 57 o5 -
5551 4 675

La TVM es mayor en [51, 55] porque, al ser todas las tasas negativas, decrece menos de media en este intervalo.

¢Por qué no tiene sentido hallar la TVM de la funcién f(x) = 3
X —

[3, 6]?

En x =2, la funcion f(x) no es continua y, por tanto, no tiene sentido calcular la tasa de variacion media en ningun
intervalo que contenga a x =2. Luego, no tiene sentido calcular la TVM de f(x) en [1, 4].

2 en el intervalo [1, 4]? ¢Y en el intervalo

En el intervalo [3, 6] la funcién f(x) es continua, por tanto si que tiene sentido calcular la tasa de variacion media.
Actividad resuelta.

Calcula la TVM de la funcién f(x) = x* — 4 en cada uno de los intervalos siguientes.

a) [3,4] c) [3;3,01] e) [3; 3,0001]

b) [3; 3,1] d) [3; 3,001] f) [3; 3,000 01]

¢Cual parece ser la TVI de la funciéon en x = 3? Compruébalo hallando su valor mediante la definicion.

f(4)-f(3) 12-5

a) TVMA3,4]= = =7
) 1841 =43 1
b) TVMA3;3,1] = fF81)-7(3) _561-5 =61
31-3 0,1
&) TVM 13; 3,01] = f(3,01)-f(3) _ 5,0601-5 601
3,01-3 0,01

d) TVM13: 3,001 = 1300 -F(3) _5006001-5 0,

3,001-3 0,001
o TVM3; 3,0001] = f(3,0001)-f(3)  500060001-5 ¢ oo,

3,0001-3 0,0001
f) TVMf3; 3,00001] = f(3,00001)~f(3) _5,00006-5 _ 54 4

3,00001-3 0,000 01
_ 2_a_ 2
La TVIen x = 3 parece ser 6: TVI: f(3) = lim F8+h)-f(3) =lim (3+h) -4-5 =lim h"+6h _ lim(h+6)=6
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
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38. Calcula la tasa de variacion instantanea de la funcién f{x) = 3x — 8 en cada uno de los siguientes puntos.
a) x=0 b) x=5 c) x=-2 d) x=-7
¢Qué observas en todos los casos? ¢Por qué crees que ocurre esto?

F(0+h)-F(0) . 3h-8-(-8) . 3h _
h h—0 h h-0 h

a) TVIf(0)= ,Lm?, 3

=Ilim
h—0 h h—>0 h

b) TVIf(5)= Li”?)f(5+hlz_f(5)

f(-2+h)-f(-2)
h T o0 h h0 h
F(7+h)~f(-7) . 3(-T+h)-8-(-29) . 3h_

h—0 h h—-0 h

¢) TVIfi-2)= lim

d) TVIA-7)= lim

En todos los casos la TVI es 3, porque coincide con la pendiente de la recta f(x) = 3x — 8.

39. Halla la derivada de las siguientes funciones polindmicas de segundo grado y comprueba que en la
abscisa de su vértice el valor de la derivada es cero.

a) fix)=x"-4x b) fix)=—x*+2x+3 ¢) fix)=x"+4x+1 d) fix)=2x*-6x+5
) f(x):lmf(x+h,3—f(x):Lm(XJrh) —4(x;h)—(x _4x):,hmh2+22h-4h:m(h+2X_4):2X_4

La abscisa de su vérticees x=2=f(2)=2-2-4=0.

- —(x+h)?+2(x+h)+3—(-x*+2x+3 2
by £l = lim UM =TO) _ ~(xeh) +2(xh)+ (XC+2x+3) | ch-2xhech
h0 h h-0 h h-0 h

La abscisa de su vérticees x=1=f(1)=-2-1+2=0.

- hY +4(x+h)+1—(x% +4x+1 2
) F(x)= Lingf(x+h,3 f(X):Ling(X*' ) +4(x+ z+ (X% +4x+ ):Li”gh +2xh+4h

=lim(h+2x+4) =2x+4
h—0

La abscisa de su vértice es x= -2 = f(1)=2 - (-2)+4 =0.

f(x+h)—f(x)_ . 2(x+h) ~6(x+h)+5~(2x* ~6x +5) 2%+ 4xh—6h

d) f(x)= lim =lim =i =4x-6
h—0 h h—0 h h—0 h
. - 6 3 3
La abscisa de su vérticees x= —=— = f(1)= 4.-—-6 =0.
4 2 2
40. Hallala TVl en el punto x = 2 de cada una de las funciones siguientes.
a) ix)=4x-1 c) fix)= i+5x e) fix)= 8v2x
b'¢
b) fix) = x* d) fix)=x*-4x* f) fix)=-x*+8x+5
a) TVIA2) = fim  BrM=T(2) _ 4Rh)-1-7 o 4h gy
h—0 h h—0 h h-0 h h—0
_ 2_ 2
b) TViA2)= lim N =F2) o Geh) =4 Beah ) s
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
f(2+h)-F(2) L5212 gpign gy
c) TVIf(2)= |im = lim-£+ =lim =1lim =4
h—0 h h—0 h h—0 h(2+h) h->0 2 4+ h
_ 3_ 2_ _ 3 2
) TVIRR)= lim BEN-FR) . (2+h) —4(2+h) ~(-8) . h°+2h M _lim(h? +2n-4)= -4
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
- 8,2(2+h)-16
&) TVIfR) = tim (Z+M=1(2) . 8J2(2+h)-16 . 16h lim——
h—0 h h—0 h h—0 h(\/2(2+h)+2) h>0 \J4 12k +2
_ _ 2 — _p?
f) TVIfR) = Iimf(2+h) f(2): im (2+h)" +8(2+h)+5 17:Iim h +4h:|im(—h+4):4
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
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41.

42,

43.

Determina la TVI de cada una de las funciones representadas en el punto x = 2. ;Cual sera la TVI en el
punto x = 1237

Las pendientes de las rectas son ms= -1, mg=2y my = 0. f Y
Por tanto:

TVIf(2) = TVI f(123) = -1
TVIg(2)=TVIg(123) =2

TVI h(2) = TVI h(123) = 0

h

g
N
1\
Halla la tasa de variacion instantanea de la funcion f{x) = ax + b en el punto x = p.

TVI f(p) = Lingf(“hlz_f(p) _jim 2P rb=(ap+b) . ah o,

h—0 h h—>0 h h—0

Aplicando directamente la definicion, calcula la derivada de las siguientes funciones en los puntos
indicados.

a) fix)=4x-7enx=3 c) h(x)= 31 enx=0 e) j(x)= x2 enx=3
x_
b) g(x)=2x-x*enx=-2 d) i(x)= 3x+7 enx=-1
a) F(3)= lim CHN-FO) o 4G +h)-7-5 _ 4h ~lim4 =4
h—0 h h—0 h h—0 h -0

g(-2+h)-g(-2) 2(-2+h)-(-2+h)*-(-8) 6h—h?

b g2 = Ty =i h =i~ inE-h)=6
3N
c) h'(0y= ”mh(0+h)—h(0):“m e L
h—0 h h—0 h h—0 h(h+1) h-0 h +1

d) 1) = im i(- 1+h) i(- )_I 1/3(—1+h)+7—2="m\/3hﬁ_2_”m(x/3h+4—2)(\/3h+4+2):
h> h

) e I h(3h+4+2)
T L _E
"0 h(V3h+4 + 2) N ahiai2 4
hi3 3
j(8+h)-j(3) he1l 1 Yh+3-33(h+1) h+3-3h>-3-6h
e) j(3)= lim =lim =lim =lim
n->0 h o h o h(h+1) 'H°h(h+1)(\/mﬂ/—(h+1))

lim -3h* - -3h-5 -5

B _ -5
"*°h(h+1)(x/ﬁ+x/—(h+1)) Ih*‘)(hm)(\/mw—(hm))_Js_wﬁ_zﬁ
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44. Escribe la ecuacion de la recta tangente a las graficas de las funciones f(x), h(x) y i(x) en los puntos
indicados.

a) Q(X)=2X—x2enx=—2 b) h(x) =

31 enx=0 c) j(x)= v3x+7 enx=-1
X+

a) El punto de tangencia es A(-2, f(-2)) = A(-2, -8).

(120 200 S0 (4) 6.

La pendiente es g'(-2) = Iinj2

Por tanto, la ecuacion de la recta tangentees: y+8=6 - (x+2) = y=6x+4
b) El punto de tangencia es A(0, f(0)) = A(O, 3).

La pendiente es h’(0) = lim F)-1(0) _ lim——X_ _jim—>__ 3.
x>0 x-0 0 X(x+1)  x00 x+1

Por tanto, la ecuacion de la recta tangentees: y—3=-3 - (x—0) = y=-3x+3

c) El punto de tangencia es A(-1, f(-1)) = A(-1, 2).

. . _f(x)=f(=1) . NBx+7-2 3x+3 . 3 3
La pendiente es j'(—1) = lim = lim i = lim =—.
o x=(=1) et x4 xo- (X+1)(\/3X+7 +2) =13x+7+2 4

, 11
Por tanto, la ecuacioén de la recta tangente es: y + 1 = % x=2)>y= %wat:

45. Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva de ecuacién y = (x — 1)2 en el punto x = 3.
El punto de tangencia es A(3, f(3)) = A(3, 4).

FOO=1(3) gy (=) =4y X -2x-3 L (x=8)(x+1) =lim(x+1)=4.

X=3 x—3 xX-3 x—3 X-3 x—>3 xX-3 x—>3

La pendiente es f'(3) = Iirr;

Por tanto, la ecuacion de la recta tangente es: y -4 =4(x - 3) = y=4x—-8

46. ;En qué puntos corta la recta y = x a la curva de ecuaciéon y =

2 .
1 ? Halla la ecuacién de la tangente a la

curva en cada uno de esos puntos.

Los puntos de tangencia entre la recta y la hipérbola son la solucién del sistema:

{y_x 2 :11\/1+8_1i3:{2 2
2

>X=——=x>-x-2=0=x —_— =vy=
y = 21 x—1 2 17y {—1
X_

Las coordenadas de los puntos de corte son (2, 2) y (-1, —1).
La derivada en x = 2 coincide con la pendiente de la recta tangente en ese punto:
4-2x -2(x-2) -2

m=r@) = lim X @ o x-1 " = lim _lim—= -2
x—2 X—-2 x>2 x—2 x»Z(X_‘])(X_Z) X‘?Z(X_'])(X_z) x-2 x —1

Por tanto, la ecuacion de la recta tangenteen x=2es: y-2=-2(x-2)=> y=-2x+6

La derivada en x = —1 coincide con la pendiente de la recta tangente en ese punto:

(- —— - _
m=rety= = tim K FED e x=t Cim—"
>t x—(-1) o=t X 41 ot (x=1)(x+1) =>1x-1 2

Por tanto, la ecuacion de la recta tangente en x=-1es: y+1 = _?1 x+1)=y= %X—%

47. Actividad resuelta.
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48. La hipérbola de ecuacion y = E tiene dos tangentes paralelas a larecta y =7 — 6x.
X

49.

50.

51.

a)
b)

a)

b)

¢En qué puntos son tangentes?

¢Cual es la ecuacion de las dos tangentes?

Como las tangentes son paralelas a la recta y = 7 — 6x entonces tendrén la misma pendiente: m = —6.

La pendiente de las rectas tangentes a la hipérbola y = 8 esm=f(x)= _—g ym=-6—=-6= _—f = x=%1
X X X

SiX=13y=6ySiX=—1:>y=_6.

Por tanto, las coordenadas de los puntos de tangencia son (1, 6) y (-1, —6).

Si x =1, la ecuacioén de la recta tangente es: y—6 = —-6(x—1) => y = —-6x + 12

Si x = -1, la ecuacion de la recta tangentees: y + 6 = —6(x+ 1) => y = -6x— 12

Halla la derivada de estas funciones polinémicas.

a)
b)
a)
b)

fix)=x c) X)=x"+x e) fx)=-3+2x g) fx)=x"-2*+1
fix)=x*+3 d) Ax)=2x-1

f)=5x" ) F(x)=6xX+1 e) f(x)=—-9x+2

f)=4x  d) f(x)=2 f) f(x)=2x+2

Deriva las funciones potenciales.

a)
b)
a)
b)

fix) = (2x-1)°
fix) = (o - 1)~
f(x)=102x - 1)*
fix) = —4x(x* = 1)

c) fix) = (x"+x)°

g) f(x)=4x>—4x
h) f(x)=5x"+8x—9x* + 10x j) f(x)=3x¥-6x+3

d) fix)=(*+2x-3)"
c) f(x) =3(6x°+ 1)(x° + x)?
d) fix) =—(2x + 2)(x* + 2x = 3)>

i) fix)=4x"-3x¥-3x-10

f) Ax)=x*+2x-3 h) fX)=x"+2x"=3x*+5¢ j) fix)=x-3+3x—-1

i) F(x)=16x-6x-3

e) fix) = (-1’

f) fix) = (3x+x)°

e) f(x)=4x(*-1)

f) flx) ==3(3 +2x)(3x + X))

Expresa las siguientes funciones racionales como potenciales, halla su derivada y después exprésala otra
vez como racionales.

a)

b)

a)

b)

c)

d)

f)

3 5
) =y ©) =5 &) (N =
2 1 5
SRR D 1=y 0= G oy
= 2 = _1)2 = _4\3 = -4
f(x)= T 2(x—1)2 = F(x) = —4(x - 1) T
2 _ 3 2 4o —12x
f(X)=—2— =20+ 1) = F(x) = 2:(-3)(x° + 1) *2x= 2
(X2 +1)3 (X2 +1)4
__3 - —2x)2 = o3 = 12
f(x)= G_2xf 3(3-2x)" = f(x)=12(3 — 2x) —(3 oy
= 1 = -3 " - _ —4 = -6
f(x)= 2x iy @2x+1)" = f(x)=-6(2x + 1) BT
) =D =50+ x4 ) = F(x) =—20(2x + 108 + x + 4)° = 202X+ 1)
(x*+x+4) (x> +x+4y
()= 5 = 5% =3 > F(x) = ~25(3¢ — 3 = 3y ° = ~LK )
(X3—3X)5 (X3_3X)6
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52. Calcula f(0) en las siguientes funciones exponenciales.

a) fix)=10" c) f(x) =‘2‘—1 e) fix)=3"-5"

b) fix) = 2" d) f) = e* N )= o

a) £(x)=10"-In10 = f(0) = In10 c) f'(x):2’*~ln%:f'(0):ln% e) f(x)=15"-In15 = £(0) = In15
b) f(x)= 2" In2 = f(0) = In2 d) f(x)=e = F(0)=1 f) f(x)= (%j In% = £(0) = In%

53. Actividad resuelta.

54. Expresa estas funciones como funciones potenciales y después deriva.

a) f(x)=1ax c) f(x)=Vx*
b) f(x)=+v2x+1 d) f(x)=36x+2
a) F(x)=2xF = F(x)= 2.%)(%1 :%
1 (N _o 1 ’?1 _ 1
b) f(x)=(2x+1)z2 = f(x)=2 2(2x+‘l) o
¢) Fx)=vx =x2 > f'(x):%x% :¥
d) f(x)=36x+2 = (6x+2)% = f(x)=2(6x+ 2)%2 -2
Y(6x+2)*
55. Deriva las funciones.
a) fx) = (2x = 1)°(x + 1)° ¢) fx)=2%_
(x+1)
b) fx) = x(x + 1)(x + 2) d) F(x)= (“4]
x+3

a) f(x)=6(2x—172x+ 1% +22x - 1)%(x + 1) = 40x* + 16x° - 30x° — 2x + 4
b) F(X)=(X+N(X+2)+x(x+2)+X(X+1) =X +2X+ X+ 2+ X +2X+ X* + X=3x° + 6x + 2

~(x+1)" =2(x+1)(2-X)  —x2—1-2x—4x+2x* —4+2x _ X -4x-5 (x+7)(x-5) x-5

f'(x)= =
& ) (x+1)* (x+1)* (x+1)* (x+1* (x+1)°
d) f(x)_(XMT_Z(XMJ' (x+3)-(x+4)|_2x+8 [ -1 |_ -2x-8
X+3 X+3 (x+3)° x+3 ((x+3)*) (x+3)
56. Deriva las funciones trigonométricas.
a) f(x) =sendx c) f(x)= ccs):?;)(()
b) f{x) = cos(1 - x) d) f(x)=(i§2§)
a) f(x) = 4cos4x c) f(x)= COSXCOS(;;);Z:;x~sen(2x)
b) £(x) =sen(1 - x) @) r(x)=2[ 0%, 05 Xt senx_ Zoenx
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57. Deriva las funciones logaritmicas.
a) f(x)=In (2x + 1)
b) fix)=In (3x + 1)

o 2
a) f(x)_2x+1
b) f,(x):6(3x+12): 6
(3x+1)"  3x+1
: _6In(3x+1)
A 3x+1

c) fix)=1In?(3x+1)
d) f(x) =log (2 - 3x)

e) fix)=log (1+7x)*
f) fix) =log: (5x)

e S
A PRIy
] 21(1+ 7Y’ 21
F i) = -
e) f(x) (1+7X)3-|n10 (1+7x)~|n10
Y R
f) f(x)_5x.ln2_x~ln2

58. Halla la derivada de las funciones en los puntos indicados.
1
a) f(x)=x2+7+& enx=1 d) i(x) = x*In(x + 3) en x = -2
2x . 3 _2x
b) 9(x)=—; enx=0 e) j(x)=xe"enx=-1
x*+1
¢) h(x)= sen[Zx —gj enx=2n
2 1 1 . x2 . 4
a) f(x)=2x-—+—— (== d) i'(x)=2xIn(x+3)+ =i (-2)=-4In1+—=4
) Pl =2 gio= = )= ) 1) =2xin(x+3) 4" =i(-2) :
2(x? +1)-4x?
b) g'(x)=‘(( 2 )1)—2 = g'(0)=2 e) j(x)=3x'e” + 2X°6” = [(-1) =3¢ ~ 26 =&~
X+
, b , n
c) h(x)=2cos(2x—5j:h(n)=2005?=0
59. Deriva las funciones:
a) f(x) =In(x) b) f(x) =In(senx) c) f(x) =xIn(x) d) f(x) =In(tgx)
, 1 , cos X . ; 1+tg°x
a) f(x)=— b) f(x)= c) f(x)=I 1 d) f(x)=—""4
) £l -, ) 1(x) = ) F)=inxetd) (x-S
60. Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos de la funcién f(x) = X —6x* —15x+2.

f(x)=3x¥%-12x-15=0=>x=-10x=5

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: (—o,—1), (-1, 5) y (5, +x)

-1 5

x=-2 x=0 X=6

—00

+oo

f(x) + - +

f(x) v - -

La funcién es creciente en (—wo, —1) U (5, +x) y decreciente en (-1, 5).
Como en x = —1 la funciéon cambia de ser creciente a decreciente, es un maximo relativo.
Como en x = 5 la funcién cambia de ser decreciente a creciente, es un minimo relativo.
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61. Determina los extremos relativos de las funciones:

304

a) fix)=x"-12x+7

b) fix) =6+ 4x* - x*

a) F(x)=3x*-12=0=>x=-20x=2.
Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: (—0,—2), (-2, 2) y (2, )

—00

x=-3

-2

x=0

2

x=3

c) f(x)=

+o0

f(x)

+

f(x)

P

A

ad

2x —
2x +

7
3

d) f(x)=vx*+2x+1

La funcién es creciente en (—o, —2) U (2, +) y decreciente en (-2, 2).

Como en x = -2 la funcion cambia de ser creciente a decreciente, es un maximo relativo.

Como en x = 2 la funcién cambia de ser decreciente a creciente, es un minimo relativo.
b) F(x)=12x-4x*=0=x=00x=3.

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: (—oo, 0), (0, 3) y (3, +x)

—0 0 3 +00
x=-1 x=1 x=4

F(x) + + -
f(x) v o —

La funcioén es creciente en (-, 3) y decreciente en (3, +©).
Como en x = 3 la funcién cambia de ser creciente a decreciente, es un maximo relativo.

-3
0 o= =-{2}
2(2x+3)-2(2x-7
f(x) = (2x+3) (2X ): 20 > >0 entodo su dominio = f(x) es creciente en todo su dominio.
(2x+3) (2x+3)

Notiene extremos relativos.

—x=1 six<-1
fx) = Vx2+2x+ :«/(x+1)2:|x+1|:{0 six=—1=>D(N=R

x+1 six>-1

d)

Six<-1= f(x) =—-1 <0y lafuncién es decreciente.
Six>-1=f(x)=1>0y lafuncion es creciente.

Por tanto, la funcién es decreciente en (—w, —1) y creciente en (-1, +x).
Como en x = —1 la funcidon cambia de ser decreciente a creciente, es un miximo relativo.
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62. Estudia la monotonia y determina los extremos relativos de las siguientes funciones.

x? X 2 Inx
f = — = ,|— f =¥ = —
a) f(x) 1 b) f(x) 1/x_2 c) f(x)=e d) f(x) .
2 [—
a) D(f)=R-{1}y f'(x):fo):Ozx=Oox= 3
(x=1) 2
Los intervalos de crecimiento y decgecimiento son: (—,0), (O, %} y (% +oo)
—o0 0 2 +oo
x=-1 x=0,5 xX=2
f'(x) - - +
f(x) ~S ~ ad

. . 3 . 3
La funcién es decreciente en | —o, 5 y creciente en > +o|.

Comoen x = E la funcion cambia de ser decreciente a creciente, es un minimo relativo.

ﬁ x=2 <0 en todo su dominio = f(x) es decreciente en todo su
X -

dominio. Presenta un minimo en x = 0.

c) D(f)=R y f(x)=-2xe™ =0=x=0.

b) D(f) = (—0,0]U(2 +) y F(x) =

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: (o, 0) y (0, +x)
—o0 0 +o0

=-2

x=1

f(x)

+

fix)

/V

~

La funcién es creciente en (-, 0) y decreciente en (0, +o).
Comoen x = 0 la funcidon cambia de ser creciente a decreciente, es un maximo relativo.

d) D(f)=(0+x) y f(x)=

1-Inx

X2

=0=>

X=e.

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: (0, e) y (e, +x)

0

x=1

e

x=3

+w

f(x)

+ |1

f(x)

v

~a

La funcién es creciente en (0, e) y decreciente en (e, +x).
Como en x = e la funcién cambia de ser creciente a decreciente, es un maximo relativo.

63. Estudia la monotonia y determina los extremos relativos de las funciones:

a) f(x)= sen(%) en-2x S x< 2%

a) f(x)= 5008

1

(gj =0=>Xx=noXx=-n.

b) ix)=x+cosxen—-nsxsn

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: [-2r, —n), (-, ©) ¥ (%, 27]

=21

x=-4

-7

x=1

T

x=4

2n

+

~

v

~

La funcién es decreciente en [-2rn, —nt) U (n, 271] y creciente en (—x, 7).

Como en x = —x la funcion cambia de ser decreciente a creciente, es un minimo relativo.

Como en x = &t la funcién cambia de ser creciente a decreciente, es un maximo relativo.
b) f(x)=1-sen x 20 en [-r, ] = Es creciente en todo su dominio.

Tiene un minimo en f(—t) = —n— 1 y un maximo en f(n) = n — 1.
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64. Todas las funciones siguientes pasan por el punto (1, 0). Halla sus derivadas y determina cuales de las
funciones son derivables en ese punto.

a) f(x)=InxvJx c) h(x)=xInVx e) j(x)=+xInx

b) g(x)=In(xVx) d) i(x)=+inx f) k(x)=xVInx

Escribe la ecuacion de la recta tangente en ese punto a cada una de las funciones derivables en él.
) =3 I o) I 0o

La derivada en x = 1 coincide con la pendiente de la recta tangente en ese punto:

Por tanto, la ecuacion de la recta tangenteen x=1es: y=x-1

. 1 X 3x 3 . 3
0 g0 (Koo | =903

La derivada en x = % coincide con la pendiente de la recta tangente en ese punto:

Por tanto, la ecuacion de la recta tangenteen x =1 es: y = %(x— N=y= 37)( - %

c) h'(X)=|n\/;+%~$=ln\/;+%:g'(1)=

1
2

. (. .
La derivada en x = 2 coincide con la pendiente de la recta tangente en ese punto:

Por tanto, la ecuacion de la recta tangenteen x=1es: y = %(x— N=>y= % - %

d) i'(x)= LY LY, = i(x) no es derivable en x = 1.

Alnx " X 2x~\Inx
e) j(x) :;-(Inx+ij _ Inx+1 = j(x) no es derivable en x = 1.

2\xInx X 2VxInx

1 1 .
f) k'(x)=+vInx+x- =+Inx + ——— = k(x) no es derivable en x = 1.
( ) 2xvInx 2\/In x

65. Actividad resuelta.

66. Halla la derivada de las siguientes funciones e indica su dominio.

a) f(x)=|n(;;i;j b) f(x)=InVx® c) f(x)=In(xcosx)

2x _ 2
x2+1 2x-3

a) f(x) = In(®+ 1) —In(2x - 3) y D(f) = [%,4—00) = (x) = y D(f) = [%,4—00).

b) f(x)=Inxz :glnx y D(f) = (0, +20) = F(x) =% y D(f) = (0, +).

¢) f(x) = Inx + In(cos x) y D(f) = (’T?’“—kn,’?”—kn )u[O,%)u[%+kn,5§+knj;k20 = f'(x):l—tgxy
X

D(f) = D(f).
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67. Se sabe que la derivada de la funcién f{x) es f(x) = (x* = 1)/x .

68.

69.

a) Calcula sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) ¢Tiene maximos o minimos relativos? En caso afirmativo, calculalos.

a) D(f)=[0, +o)y F(x) = (¥ —=1)/x =0=x=00x=1.

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: [0, 1) y (1, +x)

0
x=05

1

x=1

+o0

f(x)

+ |1

fix)

~A

)

La funcién es decreciente en [0, 1) y creciente en (1, +o).

b) Como en x = 1 la funcidon cambia de ser decreciente a creciente, es un minimo. En x = 0 presenta un maximo.

Halla dos nimeros enteros que cumplan las siguientes condiciones.

e Lasuma de los dos numeros debe ser 18.

e La suma del cuadrado del primero mas 10 veces el segundo debe ser lo mas pequeiia posible.

Sean xy 18 — x los nimeros.
Se trata de optimizar la funcion f(x) = x* + 10(18 — x) = x* — 10x + 180.
f(x)=2x-10=0= x=5.

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: (—w, 5) y (5, +x)

—00

5

x=0

+o0

xX=6

f(x)

+

f(x)

~

/V

La funcién es decreciente en (-0, 5)y creciente en (5, +w).
Como en x = 5 la funcién cambia de ser decreciente a creciente, es un minimo. Por tanto, los nimeros son 5y 13.

La funcién f(x) = x> + ax* + b tiene un extremo relativo en el punto (4, 13).

a) Determina los valores de ay b.

b) Indica si el extremo relativo corresponde a un maximo o a un minimo.

c) La funcidn tiene otro extremo relativo. Halla el punto en el que se encuentra.

d) Con los datos obtenidos representa la grafica de la funcién.

a) Como f'(x) = 3x* + 2ax y la funcion presenta un extremo relativo en x = 4, entonces 3 - 4+ 8a=0 = a = -6.

La funcién pasa por el punto (4, 13), entonces 4°+3-4°+bh=13=64—-96+b=13= b =45,
b) F(x)=3x¥-12x=0=x=00x=4.

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: (o, 0), (0, 4) y (4, +x)

—00

=1

0

x=1

4

+x0

f(x)

+

f(x)

/V

~

La funcién es creciente en (-, 0) U (4, +0) y decreciente en (0, 4).
Como en x = 4 |la funcién cambia de ser decreciente a creciente, es un minimo relativo.
c¢) Como en x = 0 la funcién cambia de ser creciente a decreciente, es un maximo relativo.

d)

o &
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x-10
(x —10)% +1
representa la distancia recorrida, e y, la altura sobre el nivel del mar, en kilometros. Si la carrera tiene una
longitud de 50 km, determina:

70. El perfil de una carrera ciclista puede ajustarse mediante la funcion, y = +1, donde x

a) La altura del punto de salida y de llegada.
b) Los tramos del recorrido que son de subida y los que son de bajada.
c) Los puntos donde se alcanza la altura maxima y la altura minima.
d) La altura maxima y la minima del recorrido.
e) El punto de subida de maxima pendiente.
. _ 0-10 -10 _
a) El punto de salida se encuentra a una altura de y(0) = —————+1=——+1=0,900 km = 900 m.
(0-10)* +1 101
El punto de llegada se encuentra a una altura de y(50) = 5010 = 40 +1= A =1,025km = 1025 m.
(50-10)* +1 1601 101
102 +1-2(x-10)*  1—(x—10)’
b) D) = [0, 50 e y= XAV HIZ2010)  1=(x10) o, _gox=11.
[(x—=10)* +1] [(x—10)* +1]
Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: (0, 9), (9, 11) y (11, 50]
0 9 11 50
x=1 x=10 x=15
f'(x) - + -
f(x) ~ ad ~

La funcion es decreciente en [0, 9) U (11, 50) y creciente en (9, 11).

Por tanto, desde los 9 km a los 11 km es un tramo de subida y, el resto de la carrera, es de bajada.
c) Como en x =9 la funcién cambia de ser decreciente a creciente, es un minimo relativo. Por tanto, a los 9 km se

alcanza la minima altura.

Comorenx= 11 la funcién cambia deser creciente a decreciente, es un maximo relativo. Por tanto; a los 11 km se

alcanza la maxima altura.
d) La altura minima se alcanza alos 9 kmy es y(9) = &M =0,5km =500 m.

(9-10)* +1
- 11-10
La altura maxima se alcanza a los 11 kmyes y(11) = ————+1=15km = 1500 m.
(11-10)" +1

e) Para hallar el punto de maxima pendiente hay que hallar el maximo de la funciéon derivada en el tramo de

subida; es decir en el tramo (9, 11).

,o ~2(x=10)[ (x-10)’ +1}2 ~4[1-(x=10)" ][ (x~10)" +1](x-10) i 2(x—10)[—2+2(x—10)2—((x—10)2+1” i
[(x-107+1]" [(x-10p2 +1]
2(x—10)[ -2+2(x-10) ~(x—=10)~1]  2(x~10)[(x~10)"-3]

[(x-10)2 +1] [(x-10p2 +1]

=0=x=10,x= 10+/3 .

Unicamente x = 10 esta en el tramo de subida.

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: (—, 5) y (5, +©)

9 10 11
x=9,5 x=10,5
y” + -
y Pad ~A

La funcién derivada es creciente en (9, 10) y decreciente en (10, 11).

Como en x = 10 la funcién cambia de ser creciente a decreciente, es un maximo.

En el kildmetro 10 la pendiente es maxima.

71. Actividad resuelta.
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72.

73.

74.

75.

Se lanza un objeto verticalmente y hacia arriba desde una graa. La funcion que determina la altura del
objeto, en metros, en cada instante es h(f) = -4,9¢ + 39,2t + 21,6, donde tes el tiempo en segundos.

a) ¢Qué altura tiene la grua?

b) ¢Con qué velocidad se lanzé el objeto?

c) ¢Cuando alcanzara el objeto su altura maxima? ;Cual es la altura maxima alcanzada?

d) ¢Cuanto tiempo tardara el objeto en llegar al suelo? ;Qué velocidad tendra en ese momento?
a) h(0) = 21,6 mtiene la grua.

b) v(t) = h'(t) = -9,8t + 39,2 = v(0) = 39,2 m/s se lanzo el objeto.

c) vt)=h'()=-9,8t+392=0=t=4.

A los 4 segundos el objeto alcanzé su altura maxima. La altura maxima alcanzada fue h(4) = 100 m.

~—=39,2+£~/1960 8,52

d) h(t)=-4,9f+392t+216=0= h o8 =1_0,52

El objeto tardara, aproximadamente, 8,52 s en caer al suelo.

En ese momento su velocidad sera v(8,52) = h'(8,52) = —44,296 m/s.

Para optimizar la produccion de aceitunas en un terreno se quiere aumentar el nimero de olivos.
Actualmente hay 80 olivos que producen una media de 60 kg cada uno. Se prevé que por cada olivo que se
afiada la produccion de cada uno disminuira en un 1 %.

a) ¢Cuadl es la produccion prevista si se plantan 20 olivos? ;Y si se plantan x?
b) Calcula el numero de olivos que hay que plantar para que la produccién total sea maxima.
c) En el caso de producciéon maxima, ¢ cual es la producciéon media de cada arbol?
a) Si se plantan 20 olivos, la produccion prevista sera (80 + 20) - 60 - (1 — 0,01 - 20) = 4800 kg.
Si se plantan x olivos, la produccion prevista sera P(x) = (80 + x) - 60 - (1 =0,01x) = —0,6x* + 12x + 4800 kg.
b) D(P)=[0, +o)y P(x) =-1,2x+12=0 = x=10.

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: [0, 10) y (10, +©)

0 10 +x
x=1 x=1

+ |1

P(x)
P(x) ad ~a

La funcién es creciente en [0, 10) y decreciente en (10, +x).
Como en x = 10 la funcidon cambia de ser creciente a decreciente, es un maximo.

Por tanto, hay que afiadir 10 olivos para que la producciéon sea maxima.
c) Sise afaden 10 olivos, se produciran P(10) = 4860 kg entre todos.

Por tanto, cada olivo producira 4860 : 90 = 54 kg de media.

Si f(x)= x+Vx?*-6x+8 entonces F(3) es:
A. 0 B. 1 C. +»o D. No existe.

f'(3) no existe porque x = 3 no pertenece al dominio de f(x).

La respuesta correcta es la D.

La TVM de la funcién f(x) = 4x-2
x —

en el intervalo [1, 5] es:

A. 2 B. 1 C. 8 D. No hay.

La funcion f(x) no es continua en x = 2. Como el punto x = 2 pertenece al intervalo [1, 5], entonces no tiene sentido
calcular la tasa de variacion media.

La respuesta correcta es la D.
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76.

77.

Las funciones fy g son continuas y derivables en (0, 6) y ademas, f(1) =2, g(1) =3, f (1) =3, f(3) =-5,
g’(1)=4yg’(2)=7.Elvalorde (fo g)’(1) + (g~ (1) es:

A 0 B. 1 C. 1 D. Otro valor
(Fegy(1)+(goN(1)=1F(9(1)) g’ (1)+g'(f(1)) - F(1)=f(3)-4+9g'(2)-3=-5-4+7-3=1

La respuesta correcta es la B.

La funcion f(x)= x* sen x en el punto x = 0:

A. Es creciente. B. Tiene un maximo. C. Es decreciente. D. Tiene un minimo.

f(x) = 2xsenx + x’cosx=0=x=00x= +

N a

Estudiamos la monotonia en los intervalos: (%ﬁ Oj y (O, g]

F(x) + -
f(x) 4 -

La funcién es creciente en (_7“ 0) v (0,

)

N a

La funcion es creciente en x = 0.
La respuesta correcta es la A.

Encuentra el error

Unidad 11| Introduccion al concepto de derivada @@

78. Sergio tiene que estudiar el crecimiento, decrecimiento ; maximos y minimos de la funcién

f(x)=v1-cos? x en elintervalo [0, 2x] y ha procedido asi:
sen’x + cos’x = 1= 1 - cos’x = sen’x = f(x) = sen x. La derivada de esta funcion es f(x) = cos x

Esta derivada se anula en el intervalo [0, 27] para x = % yx= 37n , y como cos x>0 en (0, g)u(:;z_n, Zn) y

T 3

T 3n T 3n . i
27 | y decreciente en 2' 2 ) con un

cos x <0en |—,— |, la funcién es creciente en | 0,— [U| —,
2 2 2 2

L. T .. 3n
maximo en x = 2 y un minimo en x = T

Si su respuesta es incorrecta, ;donde ha cometido el error?

senx si0<x<n

La expresion f(x)=+/1-cos? x =+/sen’x = senx es incorrecta porque vsen?x =|senx| = . .
P ( ) \/ \/ porq | | —-senx sin<x<2n

Si0O<x<mr, f(x)=cos xyf(x) <0 en el intervalo (g nj y f(x) > 0 en el intervalo (0, %j .

Sin<x<2n, f(x)=—cos xy f(x) <0 en el intervalo [37“ 27:) y f(x) > 0 en el intervalo (n, %J .
Por tanto, la funcién es creciente en el intervalo (O, %) u(n, 3—;] y decreciente en (% nju(s?n, 27:) .

b3 3n . . . . L. .
Comoen x = E yenx= 7 la funcion cambia de ser creciente a decreciente, son maximos relativos.
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PONTE A PRUEBA

Aprovechando el vidrio
Actividad resuelta.
La velocidad de la sombra

Una farola de 5 m de altura esta situada en una calle horizontal y recta por la que camina un hombre de 2 m de
altura si incluimos la longitud de su sombrero. Pasea a velocidad constante de 1 m/s, alejandose de la farola. En
un instante, se fija en la sombra que proyecta y comprueba que mide exactamente lo mismo que él. A los 6 s, se
da cuenta de que la sombra es ahora bastante mas larga, por lo que deduce que el tamaio de la sombra crece a
una cierta velocidad y que la sombra que proyecta su sombrero avanza bastante mas rapida que él sobre la
calzada de la calle. El hombre se plantea estas preguntas: ;Es posible determinar la velocidad de crecimiento
de la sombra?, ;Y la velocidad de alejamiento de la sombra del sombrero? ;En qué instante la sombra del
sombrero estara a cierta distancia de la farola?

Para contestar a estas cuestiones pueden ayudarte estas indicaciones:

G N
5m B \\\\\\\\\\ N:§
2 mT45‘°\ C 1 \\\\\\\ ~_ C
F73m A2m A
x(t) 20 s(9)

1. Realiza un grafico que represente la situacion. Incluye la distancia a la que estaba el hombre de la farola
cuando hizo la primera y segunda observacion, el tiempo que habia transcurrido desde que pasé junto a la
farola en la primera y en la segunda observacion, la longitud de su sombra en la segunda observacion...

2. Sillamas x a la distancia del hombre a la farola y s a la longitud de la sombra, expresa ambas en funcién
del tiempo t.

x(t)=3+vt=3+1-t=3+t
- S pip . AC FC
Como los triangulos FGC" y A’B’C’ son semejantes por estar en posicion de Tales, entonces V3 = G

Es decir, % = %S(t) = 55(t) = 2x(t) + 2s(f) = 3s(f) = 2x(t) = 3s(t) =2(3 + ) => s(f) =2 + %t

3. Sizes la distancia del extremo de la sombra del sombrero a la farola, expresa z también como una funcién
del tiempo t.

Z(t)=x(t)+s(t)=3+t+2+§t=5+gt

4. Halla la velocidad a la que crece la longitud de la sombra y la velocidad con la que la sombra del sombrero
se va alejando de la farola.

s(t) = % m/s crece la sombray z'(t) = g m/s se aleja la sombra del sombrero de la farola.

5. Si se supone que la luz de la farola sea suficientemente intensa, ¢cuanto tiempo tardara en llegar la
sombra del sombrero a un punto situado a 150 m de la farola?

Si z(f) = 150 m entonces z(f) = 5 + %t =150 = t = 87 segundos.
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AUTOEVALUACION

1. Lasiguiente tabla muestra las temperaturas de una ciudad desde las 6 hasta las 12 h.

Hora 6 7 8 9 10 11 12
Temp. °C 4 4,5 5 7,5 8,6 10 13

Calcula la tasa de variacion media de la temperatura en los intervalos [6, 12] y [9, 10].

Tvme, 121= T(12)-7(6) 13-4 _9 ., Tvm o, 10)= F10)-7(9) _86-75 _11_,,
12-6 6 6 10-9 1 1
2. Hallala TVI de las funciones:
a) ix)=x*+x*enx=5 b) g(x)=38 enx=-7
- X
3 2
b) TVI(5)= lim 18 +85 e by TVif7)= m—on __ 8
n=>0 h n~010h(10-h) 100

3. Halla la derivada de las siguientes funciones.

a) fix)= ;’; c) fix)=(3x*-x)° e) f(x) = cos(n — 4x)
b) fx) = V2x+3 d) fix) = In[;’;) 0 fx)=xe"

a) = =& (+x31;§21 ) _ (x:—43)2 c) f(x)=3(3x% - x)*(6x - 1) e) f(x) = 4sen(r — 4x)
b) F(x)= —2 L d Fpg= X34 4 f) F(x)=2xe" + X"

22x 13 \2x+3 1-x (x+3)° (1=x)(x+3)

4. Sif(x) = x*-5x + 2 calcula F(0), f(4), f(-1).

f(x)=2x—5= f(0)= -5, f(4) =3y f(-1)=-T.

5. Calcula la ecuacion de la recta tangente a la parabola f{x) = x* - 3x — 4 en uno de los puntos en los que la

funcién corta al eje X.

0=x-3x—-4= Los puntos de tangencia son A(4, 0) y B(-1, 0). Ademas como f(x) = 2x — 3, entonces la
pendiente de la recta tangente en A es f(4) = 5 y la de la recta tangente en B es f(-1) = -5.

Por tanto, la ecuacioén de la recta tangente en A es y = 5(x — 4), y la de la recta tangente en B es y = —5(x +1).

6. Determina los extremos relativos de la funcién f(x) = 3x(x— 4)2. Indica sus intervalos de crecimiento y de

decrecimiento.
f(x)=3(x—4)?+6x(x—4)=3(x—4)[(x—4) +2x] = 3(x —4)(3x—4)=0=>x=40x = %
. . 4 . 4 4 ., .
La funcion es decreciente en 3 4 | y creciente en | —oo, 3 U (4, +o0). Como en x = 3 la funcién cambia de ser

creciente a decreciente, es un maximo relativo. Como en x = 4 |a funcién cambia de ser decreciente a creciente, es un
minimo relativo.
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7. Desde la ventana del edificio, se lanza una pelota verticalmente. Su altura, en metros, viene determinada
por la funcién: h(f) = -4,9¢ + 14,63t + 30,5 donde t es el tiempo en segundos, y su velocidad se halla
calculando la derivada de la posicion respecto del tiempo.

a) ¢A qué altura esta la ventana?
b) ¢Con qué velocidad se lanzé la pelota?
¢) ¢Cuando alcanzara la pelota su altura maxima? ¢ Cual es la altura que alcanza?
d) ¢Cuanto tiempo tardara en caer el objeto?
a) h(0) = 30,5 m esta la ventana.
b) v(t) = h'(t) = -9,8t + 14,63 = v(0) = 14,63 m/s se lanzé la pelota.
c) v(it)=h'(t)=-9,8t+1463=0=t=15s.
A los 1,5 segundos el objeto alcanzé su altura maxima. La altura maxima alcanzada fue h(1,5) = 41,42 m.

d) h(t) = —4,9t2 +14,63t+ 30,5 =0 = t=4,4. Tardara 4,4 s en caer el objeto al suelo.
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