6 Semejanza. Aplicaciones

Un importante personaje (g8

El estudio tedrico de la semejanza se suele basar en el teorema de Tales. Re-
cordemos quién fue este personaje.

Tales nacié en Mileto (actualmente, en la costa occidental de Turquia),
aproximadamente, en el afio 640 a. C. Muri6 con mds de 90 afios.

Tales de Mileto,
el primero de “los sie-
te sabios de Grecia”.

Visit6 Egipto y, posiblemente, Babilonia, y aprendié la ciencia practica
acumulada durante siglos por estas civilizaciones. Aportd estos conoci-
mientos, seguramente muy elaborados, al mundo griego.

Fue el primero que exigié que las afirmaciones matemadticas y de otras
ciencias fueran avaladas por razonamientos bien fundamentados. Por
eso, se le considera el fundador de la ciencia griega.

Yacimiento arqueoldgico de Mileto, actual Turquia.

CEs de Tales el “teorema de Tales”? (g5})

Muy admirado en su época y en siglos posteriores, se le dio el rango del pri-
mero de “los siete sabios de Grecia”. Esta gran admiracién de la que fue objeto
hizo que se le mitificara y se le atribuyeran méritos que realmente no eran
suyos. Por ejemplo, la prediccién de un eclipse. Y la paternidad del teorema
que lleva su nombre.

Parece cierto que en Egipto midi6 la altura de una pirdmide comparando su
sombra con la que arrojaba, en el mismo instante, una vara vertical. Pero esta
aplicacién prictica de la semejanza no significa que diera forma al enunciado
del teorema, ni mucho menos que lo demostrara.

Ambos logros, junto con una adecuada fundamentacién y el desarrollo tedrico
de la semejanza, hay que atribuirselos a Euclides, dos siglos y medio posterior.

Euclides demostré el teorema de Tales en el
libro VI de “Los Elementos”.

Se cuenta que Tales predijo el eclipse
de Sol que en 585 a. C. puso fin a
la batalla del rio Halys, entre medos
y lidios.
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Semejanza

>

La escala utilizada para un mapa de la
Peninsula Ibérica que quepa en un folio
es de alrededor de 1:10000 000.

Para este margen, el mapa estd a escala
1:20000000.

Magqueta de una célula eucariota animal.
Escala 1000:1

UNIDAD e

Dos figuras semejantes tienen la misma forma. ;Cémo se manifiesta esto mate-
mdticamente?

— Los dngulos correspondientes en figuras semejantes son iguales.

— Las longitudes de los segmentos correspondientes en figuras semejantes son
proporcionales. La razén de proporcionalidad se llama razén de semejanza.

Figuras semejantes en la vida corriente

Estamos rodeados de reproducciones:

* Con las fotografias, los videos, las maquetas de monumentos, las copias de
cuadros famosos.... se pretende transmitir unas caracteristicas que se conservan
con la semejanza: la imagen, la forma, el color, la belleza del original.

* Con los planos de edificios o ciudades, los mapas... se pretende obtener con
precisién medidas, distancias. Por ello, van acompafiados de una escala con la
que se pueden obtener magnitudes de la realidad midiendo sobre ellos.

Escalas

Escala es el cociente entre cada longitud de la reproduccién (mapa, plano,
maqueta) y la correspondiente longitud en la realidad. Es, por tanto, la razén
de semejanza entre la reproduccién y la realidad.

Por ejemplo, una escala 1:200 significa, como ya sabes, que 1 cm del plano co-
rresponde a 200 cm = 2 m de la realidad.

W— —— T

El plano de una casa suele tener es- El mapa de una ciudad suele tener
calas alrededor de 1:100 o 1:200. escalas alrededor de 1:20 000.

m Escalas en objetos muy pequeiios

Hemos visto cémo se utilizan las escalas para representar un objeto o una su-
perficie a un tamafio menor. Pero, ;qué escala debemos usar para representar
un objeto mindsculo a mayor tamafo?

Por ejemplo, en biologia se puede representar con una maqueta de 10 cm de
didmetro una célula eucariota animal cuyo didmetro real es 10 pm = 0,01 mm.
En estos casos, en lugar de expresar la escala con 1:0,001 ponemos 1000:1.
Quiere decir que 1000 cm en la maqueta corresponden a 1 cm en la realidad.
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Refuerza el célculo de longitudes, dreas y
voltimenes en figuras semejantes.

Ejercicios resueltos

Relacién entre las dreas y entre los volimenes

Si la razén de semejanza entre dos figuras es 4, la razén entre sus dreas es 4% y
la razén entre sus volimenes es 43.

La razén entre las dreas de dos figuras semejantes es igual al cuadrado de la
razén de semejanza.

La razén entre los volimenes de dos figuras semejantes es igual al cubo de la
razén de semejanza.

1. Gonzalo tiene una maqueta
a escala 1:500. Ha tomado
estas medidas sobre ella:

CAMPO DE FUTBOL: 30 cm de
largo y 18 cm de ancho.

DEPOSITO CILINDRICO: 6 cm de
didmetro y 10 cm de altura.

Calcular:

a) La superficie del campo de
Sutbol en la realidad.

b) El volumen real del deps-

sito.

2. En la estacion de Atocha de
Madrid hay una escultura de
Antonio Lopez que muestra
la cabeza de un recién naci-
do con un perimetro craneal
de 7 m.

El perimetro craneal de
un bebé al nacer es de unos

35 em. Calcular:

a) La escala a la que el escul-
tor construyo la cabeza.

b) Si la escultura tiene un
volumen de 5,8 m3, ;cudl
serd el volumen de la ca-
beza de un bebé?

Dimensiones reales:
Largo =30 cm - 500 =15000 cm =150 m
Ancho=18cm-500=9000cm =90 m

Radio =3 cm - 500 =1500 cm =15 m
Altura =10 cm - 500 = 5000 cm = 50 m
a) Supetficie del campo de fiatbol = 150 m X 90 m = 13500 m?
También se puede calcular a partir de su superficie en la maqueta:
SCF real = SCFmaquera” 500% = (30 - 18) cm®- 500% = 135000 000 cm? = 13 500 m?
b) Volumen del depésito = tr2h = 1t - 152 - 50 = 35343 m?
También se puede calcular a partir de su volumen en la maqueta:
Vepésito real = Vdepssico maquera * 500° = (70 - 3% - 10)em? - 500° =
= 283 cm’ - 5007 = 35375000000 cm” = 35375 m?

CAMPO DE FUTBOL: {

DEPOSITO: Jl

a) Para calcular la escala, nos basamos en las medidas relativas al perimetro cra-
neal que proporciona el enunciado. Tendremos en cuenta, ademds, que las
medidas se nos dan en diferentes unidades, metros y centimetros.

7 m =700 cm de la escultura corresponden a 35 cm en la realidad:
700:35 =20

La escala a la que estd representada la escultura es 20:1.

Es decir, cada 20 cm de la escultura corresponden a 1 cm de la realidad.

b) Recuerda que cuando una maqueta tiene una escala 1:4, para hallar el volu-
men del objeto real hay que multiplicar el de la maqueta por 43

En este caso, la escala es 4:1, y por tanto, hay que dividir el volumen de la
maqueta por 4.

Teniendo en cuenta lo anterior, calculamos:
5,8 m3: 203 = 5800000 cm? : 8000 = 725 cm3

El volumen de la cabeza de un recién nacido es de unos 725 cm?3.

(%)

Piensa y practica

1. Para construir una carpa semiesférica para su maque- 2. La Estatua de la Libertad de Nueva York mide 30,6 m
ta, Gonzalo ha necesitado 402 cm? de tela. Sabiendo de los pies a la cabeza. Si con ella se reprodujo a una
que tiene un didmetro de 16 cm, calcula la superficie persona cuya estatura era de 170 cm, ;qué escala utili-
y el volumen de la carpa en la realidad. zaron para su construcciéon?

64

O—g . .
% En la web [ .o Presentacion y uso del pantdgrafo.

Nombre y apellidos: ...

........................................................................................................................................... Fecha: ..o

© Grupo Anaya, S. A. Material fotocopiable autorizado.



© Grupo Anaya, S.A. Material fotocopiable autorizado.

UNIDAD e

Semejanza de triangulos

Piensa y practica

Teorema de Tales

Silas rectas a4, b y ¢ son paralelas y cortan a otras dos rectas 7 y s, entonces
los segmentos que determinan en ellas son proporcionales.
- .
AB _AB' Como consecuencia, se verifica: A5 _ BC _ OA

BC BT AB" BC OA

También ocurre lo reciproco: si los segmentos AB y BC son proporcionales a
AB" y B'C'" ylasrectas @ y b son paralelas, entonces la recta ¢ es paralela
a ellas.

El teorema de Tales sirve para estudiar la semejanza de tridngulos.

Tridngulos semejantes

Dos tridngulos semejantes tienen:
* Sus lados proporcionales:

a _b _ ¢ _iyénde semejanza
¢

4 b
* Sus dngulos, respectivamente iguales:

A-A,B-B,C-C

Tridngulos en posicidn de Tales

Los tridngulos ABC y AB'C' tienen un 4ngulo comun, el A. Es decir, el
tridngulo pequefio estd encajado en el grande.

Ademds, los lados opuestos a A son paralelos.
Decimos que esos dos tridngulos estdn en posiciéon de Tales.

Dos tridngulos en posicién de Tales son semejantes.

1. Las medidas de este dibujo son: 2. Para aplicar el teorema de Tales, trazamos por 4 una
AB = 2.3 cm recta paralelaa 6 ya ¢:
BC =1,5cm
BC' =24cm
Aplica el teorema de Tales y calcula lalongitud de A'B'. Calcula x.
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La semejanza en los triangulos rectangulos

35°

Resuelve problemas guiados en los que se
aplica la semejanza de tridngulos rectdn-
gulos.

Observa

Esta segunda propiedad de los tridn-
gulos rectdngulos también es conse-
cuencia de la primera.

ABC y AMB son semejantes porque
son dos tridngulos formados sobre el

dngulo B al trazar dos perpendicula-
res a sus lados, AM y CA.

Lo mismo ocurre con ABC y AMC.

66

Los tridngulos rectdngulos son particularmente importantes, tanto desde el pun-
to de vista tedrico como practico. Por eso les vamos a dedicar una atencién espe-
cial. Empecemos por estudiar un criterio de semejanza muy ficil de aplicar.

Criterio de semejanza de tridngulos rectangulos

Dos tridngulos rectdngulos son semejantes si tienen igual uno de sus dngulos
agudos.

Esto es asi, pues con ese dngulo y el dngulo recto ya son dos los dngulos iguales y,
por tanto, también serd igual el tercero.

Por ejemplo, los dos tridngulos del margen son rectdngulos y tienen un dngulo
agudo igual. Podemos asegurar que son semejantes, ya que los otros dngulos, o

y B, también son iguales. Lo comprobamos:
90° +35°+ a0 =180°

- =0 =55°

90°+35°+|3:180°} “=B=5

Consecuencias del criterio de semejanza anterior

Del criterio anterior obtenemos dos consecuencias importantes:

Todos los tridngulos obtenidos al trazar perpendiculares a alguno de los lados
de un dngulo son semejantes.

Todos esos tridngulos (ABO, A'B'O,
A"B"0) son semejantes por tener el dn-
gulo o0 comin.

Por tanto, sabemos, sin mds comproba-
cién (por el criterio anterior), que sus
lados son proporcionales.

N
1"

En un tridngulo rectdngulo, la altura sobre la hipotenusa determina dos tridn-
gulos semejantes al original.

En la siguiente figura encontramos tres tridngulos recténgulos: ABC, AMB y
AMC.
A

C B

M
— ABC y AMB son semejantes por compartir el dngulo 5.
— ABC y AMC son semejantes por compartir el angulo C.
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UNIDAD e

Veamos algunos ejemplos de aplicaciones del criterio de semejanza en tridngulos
rectangulos.

Problemas resueltos

1. Para medir la altura de un
edificio, Miguel se sitiia de
modo que ve alineados la
parte alta de la verja y la del
edificio. Sefiala su posicién y
toma las medidas que se ven

en el dibujo.
a) Explicar por qué los tridn-
gulos ABC y ADE son se-
mejantes. ~m o
b ZIZZ%ZOED y la altura a) Los tridngulos ABC' y ADE son semejantes por ser rectingulos con un dn-
: gulo agudo igual, A.
ED _ AD ED _2+7 _, gp_2-1L4
—_ = = = ED = = 6)
A T 3-16 2 y ~om
La altura del edificio es 6,3 + 1,6 = 7,9 m.

2. Hallar el volumen de un Ampliamos el tronco hasta com-
tronco de cono de 9 cm de al- pletar un cono. Llamamos x al
tura sabiendo que los radios — * - incremento de la altura. Tene-
de sus bases miden 20 cm y 9 mos en cuenta la semejanza de
8 cm. 30 los dos tridngulos: el pequefio,

de catetos 8 y x; y el grande, de
catetos 20 y x + 9:

x _x+9

g =30 > 20v¥=8v+72 > 12x=72 > x=6cm

El volumen del tronco de cono es la diferencia de volimenes de dos conos:

Visonco = 5 72079+ 6)— L 826 = L (6000 - 384) = 581,06 cnn?

Piensa y practica

1. Calcula la altura de un 4rbol que proyecta una som- 3. En el mismo instante y lugar de la actividad 1, ;qué
bra de 7,22 m en el momento en que un poste de longitud tendrd la sombra de un edificio que mide
1,60 m da una sombra de 67 cm. 32 m de altura?

2. Halla los lados del trian- B 4. Si la altura de Rita es 1,65 m,
gulo ABC. scudl es la altura de la farola?

-
1,65 m Y
SRS S
25m  1,5m
67
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Ejercicios y problemas

Practica

Razdn de semejanza. Escalas

1. «J En un mapa cuya escala es 1:1 500 000, la distan-

cia entre dos ciudades es 2,5 cm.

a) ;Cudl es la distancia real entre ellas?

b) ;Cudl serd la distancia en ese mapa entre dos ciu-
dades A y B cuya distancia real es 360 km?

. o] Indica, en cada caso, cudl es la escala del plano:

a) 1 mm del plano representa 10 m reales.

b) 50 km reales se representan por 1 dm en el plano.

¢) 0,001 mm reales se representan por 1 cmen el plano.

. o] En el plano de un piso cuya escala es 1:200, el

salén ocupa una superficie de 7 cm?. ;Cudl es la su-
perficie real del salon?

.o ] Un rombo cuyas diagonales miden 275 cm y
150 cm, ;qué drea ocupard en un plano de escala 1:25?
. s} Una maqueta estd hecha a escala 1:250. Calcula:

a) Las dimensiones de una torre cilindrica que en la
maqueta mide 6 cm de altura y 4 cm de didmetro.

b) La superficie de un jardin que en la maqueta ocupa
40 cm?.

¢) El volumen de una piscina que en la maqueta con-
tiene 20 cm? de agua.

Semejanza de triangulos

6. o] Identifica tridngulos en posicién de Tales en cada

figura y calcula, en cada caso, la longitud del segmen-

to DE:
a) im ¢ b) B
D,
9m E 4
g
A 15m ©
16 m 3 D
C
D
c) d)
N A is C
9m E
F B D
C 7 m

B 410

7. 1] En la figura, el seg- B E
mento DE es paralelo a i
W ’
AB. ) C
2o

A5G D

Justifica que los tridngulos ABC' y CDE son seme-
jantes y calcula DE y EC.

8. a1l ;Por qué son seme- B
jantes los tridngulos ABC
v AED?

Halla el perimetro del
trapecio EBCD. A D

9. &) Observa esta figura, en la que el segmento AB es
paraleloa CD.

a) Di por qué son semejantes los tridngulos AOB y
ODC.

b) Calcula x e y.

Aplica lo aprendido

10. e} Dos depésitos cilindricos semejantes tienen un
volumen de 100 m? y 250 m?, respectivamente. Si la
altura del menor es 1,5 m, ;cudnto mide el radio del
mayor?

1. __jSi BD esEralelo a AE, y AC =15 cm,
CE=1lcm y BC =6,4 cm:

_ A

a) Calcula CD.
b) ;Podemos saber cudnto vale

AE  sin medirlo directa-

mente?

~ ~ E

oSi A =37y C =80 80° 5

calcula £, B y D. c

12. o] En un tridngulo rectdngulo, la relacién entre los
catetos es 3/4. Halla el perimetro de otro tridngulo
semejante en el que el cateto menor mide 54 cm.

13. a1l La razén de semejanza entre dos tridngulos es
2/5. Si el drea del mayor es 150 cm?, ;cudl es el drea
del menor?
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UNIDAD e

14. e} Los lados mayores de dos tridngulos semejantes

15. e} Calcula el perimetro del

miden 8 cm y 13,6 cm, respectivamente. Si el 4rea
del primero es 26 cm?, ;cudl es el drea del segundo?

tridngulo cuya base coincide Lo em
con la base mayor de este tra- 13 em
pecio rectdngulo y que se ob-
tiene al prolongar los lados no
20 cm

paralelos hasta que se corten.

16. sm] ;En qué punto comprendido entre A y B debe

17.

dar la bola blanca para que al rebotar alcance a la bola
negra?

A<—70cm—>B

e ] ;Cudl es la profundidad de un pozo, si su anchu-
ra es 1,2 m y alejindote 0,8 m del borde, desde una
altura de 1,7 m, ves que la visual une el borde del
pozo con la linea del fondo?

Autoevaluacion =

1.

Queremos hacer una maqueta de un jardin rectangular
a escala 1:400. Su perimetro es de 850 m, y su drea, de
37500 m?. ;Cuiles serdn estas medidas en la maqueta?

. Comprueba si son semejantes dos tridngulos ABC 'y

A'B'C" que cumplen las condiciones siguientes:
a) AB =10, BC =18; CA =12

AB' =25; BC' =45 CA =30
b) AB =20; BC =30; CA =40

AB' = 40; B'C' =50; C'A' =60

18. e} Entre dos pueblos 4 y B hay una colina. Para

medir la distancia AB, fijamos un punto P desde
el que se ven los dos pueblos y tomamos las medidas
AP =15km, PM =72km y MN =12km. (MN
es paralelaa AB). Halla la distancia AB.

25 m 5m

Si Alvaro mide 165 cm de altura, ;cudnto mide la casa?

3 cm ﬁ 2 cm

20.em | De un cono de radio

5 cm hemos cortado otro
cono de radio 2 cm y al-
tura 3 cm. Calcula el volu-
men del cono grande.

3. Alvaro debe situarse a 3 m de un charco para ver la

copa de un drbol reflejada en él. Si la distancia del char-
co al 4drbol es de 10,5 m y la estatura de Alvaro es de
1,72 m, ;cudl es la altura del drbol?

. Un centro comercial P estd situa-

P 6,75 km D
do entre dos vias paralelas 7 y . ——

Se quiere unir, mediante carrete-
ras, con las poblaciones 4, B, C'y o
D. Con los datos de la figura, cal- >

cula x e y. A4 9km B

.
‘)
.

.

d

.

. X
.

C
o,

6’> :‘z'P
\ﬁg?;»

§

. Un florero tiene forma de tronco de pirdmide de bases

cuadradas de 8 cm y 12 c¢m de lado, y altura 16 cm.
Calcula su volumen.
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