


1.~ Enoncia y demoestra el teorema del cateto. @ pontos)

El Teorema de la altora dice: En todo tridngulo rectangulo, el coadrado de la altora (h) sobre la hipotenvsa
es igual al producto de las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa (n y m).
h’=mn

Para demostrarlo, nos ayodaremos de on tridngulo rectangolo ABC apoyado sobre su hipotenusa,

A

B c

Sitrazamos la altura, h, sobre su hipotenusa a, la parte en dos segmentos m y n que son las proyecciones sobre ella
de los catetos b y c. Ademas, divide el tridngolo rectangolo en otros dos también rectangulos: el HBA y el HAC.

o

A
B
h a2 ™~ C
n
C 2
H m H h A
Y por tanto, aplicando la semejanza de tridngolos, legamos a:
h n
—== S hh=mn > h=mn
m h

Por tanto, queda demostrado el Teorema de la Alturo.
2.— Eneltriangolo ABC, rectangolo en A, conocemos AH =18 cmy HB =32 cm. 45 pontos)

a) Calcola CH, AC y AB.
b) Aplica el teorema del cateto en el triangolo AHB para obtener
AP

y después calcola PH.

¢) Halla el area y el perimetro del trapecio APHC.

a) Para calcolar el segmento CH | que se corresponde con n, utilizaremos el teorema de la altora:

2 2 .
W=mn — n:h_:%zg — CH=10,125 cm
m

Para calcolar el segmento AC , que se corresponde con el cateto ¢, vtilizaremos el teorema del cateto:

ct=an — c=van= %-%:\/2762:7 =§\/337 — AC=20,652 cm

Por oltimo, para calcvlar el segmento AB , que se corresponde con el cateto b, otilizaremos el t
Pitagoras en el triangulo AHB:




A =0r+c* o> a=JbP+c? =\182+322 =\1348=2337 - AB=36,715cm

b) Sien el triangulo AHB aplicamos el teorema del cateto: A
P
. ATt 2 o 18 cm
AH -ABAP - Aap-22 -2 ZAp-ggi5em
AB 1348
- H 32em B
Para calcolar el segmento AP podemos vsar el teorema de Pitdgoras en el tridngulo

AHP:
AH =HP +AP" > HP =AH AP > HP=NAH -AP =g’ ~8,82% =15 68R cm
¢) Elperimetro de APHC ser:

Pope =CH +HP + AP + AC =10,125+15,688 + 8,825+ 20,652 = 55,29 cm

Y el drea del trapecio APHC:

PH C 75 _15,688+20,652

8,825 =160,35 cm*

AFIP/-/

3.— Un cilindro y on cono tienen la misma

superficie total, 96m cm?, y el mismo radio, 6 cm.
;Cudl de los dos tendra mayor volomen?

Para calcolar el volomen de ambas figoras, vamos
primero a calcolar las alturas H y h de ambas figuras con
el dato de sus dreas:

& Area del cilindro: Es igual a la suma de las dos bases + el drea lateral.

A, =2(A

/ Base

)+ Ay =2(7R” )+ 272RH = 2(76” )+ 276H =721 +127H

De agui, como conocemos el drea total, podemos calcolar H:

Ay,=9%r — or=72zx+12zH —> 24r=127zH > Hziﬁ—ﬁzlcm
p/a

Asi que, la altora del cilindro es de 2 cm.

Conocida sv altura, ya podemos calcolar sv volumen, moltiplicando el area de la base por la altoro:

Viy = ApgeeH =R*H = 16*2 =721 cm’

Base

Y su volumen es de 72 cn®,
& Areo del cono: Es igual a la suma del drea de la base + el drea loteral:

Ao = A

Cono Base

+A =R+ RH =R (R + 9)

De agui, como conocemos el drea total, podemos calcolar g:

A,=%r - W%f=f6(6+9) —> 96=36+6g9 > 60=6g9 — g:%:mm

Y con la generatriz, g, ya podemos calcolar la altora, h, mediante la aplicacion del Teorema de Pitdagoras al cono:

9 =n+R* - W=9-R > h:\/gz—,Qz:\/102—62:\/64:8001

Asf que, la altura del cono es



Conocida sv altora, ya podemos calcolar s volomen, haciendo la tercera parte del prodocto del area de la base por
la altora:

Vo == A

1 1
Cono ns 'h:—ﬂ"gl-h:_ﬂ'-él-gZQGﬂ- Cm3
3 3 3
Por lo tanto, su volumen es de 96m cn.

Asi que, de los dos, el de mayor volumen es el cono.

4. — Enuncine, las palomitas se vendian hasta ahora en recipientes del tipo A, por 3 €. El gerente esta

pensando en ofertar también otro formato, B, mas grande. ;Cudl crees que deberia ser el precio del
formato B?

Vamos a calcolar primero el volumen del tronco de cono, y para ello, prolongamos la generatriz y formamos on
cono. El volumen del tronco de cono serd la diferencia entre el cono grande y el pequeiio:

Para calcolar la altora del cono pegueiio, ¥, en el dibujo, vtilizaremos la semejanza de triangolos,
puesto que, en la figura, podemos observar que, dos de los lados de los triangulos estan sobre la
misma. recta y los otros son paralelos:

E_15+x
5 X

10x=5(15+%) —> 10x=75+5¢ — 5¢=75 —> x=15cm

Con esto ya podemos calcolar los volomenes de los conos grande y pequeiio:

- %‘ﬂ‘EZ'H = %‘7['102-30 =10007z cm®

Cono Grande

v = l-zz-rz‘/l = %‘7752'15 =125z cm®

Cono Pequeiio 3

Y el volumen del tronco de cono sera la diferencia entre ambos:

V =10007-1257x=8757 cm®

Tronco de Cono — l/Cono Grande — l/Cono Pequeiio

Para calcolar el volumen del tronco de piramide, procederemos de forma similar.

20 cm

Para calcolar la altora de la piramide pequeiia, ¥, en el dibojo, vtilizaremos la semejanza de
triangolos, puesto que, en la figura, podemos observar que, dos de los lados de los triangulos
estdan sobre la misma recta y los otros son paralelos:

E_ZO—H(
5 X

10x=5(20+x) — 10x=100+5¢x — «x=20¢cm

Con esto ya podemos calcolar los voldmenes de las piramides grande y pequeiia:

1.000 ,
cm

—Lpp=Lr0mu0-=
3 3

Pirdmide Grande




2000
cm

1 1
o o ==(*h==10"20=
Pirdmide Peguefia 3 3
Con todo esto, el volomen del tronco de piramide sera la diferencia entre ambos:

Y _y v _16000 _2000_14.000 .

Tronco de Piramide Piramide Grande Pirdmide Peguefia 3 3 3

Una vez conocidos los volomenes de ambos recipientes de palomitas, para calcolar el precio del mas grande, del
tronco de pirdamide, haremos vna regla de tres:

14000 14000_3
8757 _ 3 5 __ 3 _ 14000 _ 5,09=5
3€ b 8757 875x

Asi que, el precio del formato B serd de 5 €

5.— Observa esta figura, en la que el segmento AB es paralelo a CD. ( ponto)

o) Roazona por qué son semejantes los triangulos OAB y ODC.

Los tridngulos OAB y ODC son semejantes porque complen el segondo de los criterios de

semejanzo, es decir, el hecho de gue tengan un angolo opuesto por el vértice AOB =COD yon
angolo recto cada uno, implica que dos de sus angulos sean iguales, en este caso los tres.

También son semejantes porgue si giramos
el triangulo COD 180° sobre s vértice O,
conseguimos ponerlos en posicion Tales.

b) Calcula razonadamente el valor de x e y.

Al ser semejantes sus lados son proporcionales, y de esta forma podemos calcolar facilmente los
valores de ¥ e y, mediante una simple proporcion o regla de 3:

. 67,2
Si X = © - x=—""—=508cm
7,2 85 85
X 6 Yy
72 85 106
) ) )
Si 6 __Y - y=610’6=7,’+80m
25 10,6 g5

Por tanto, x=5,08 cme y=748 ¢




G.— Un tridngolo rectangolo de 60 cm? de drea tiene on cateto que mide 8 cm. Caleola la altora sobre
la hipotenusa y las proyecciones (m y n) de los catetos sobre ello. @ pontos)

8 Siel cateto ¢ mide 8 cm, y el drea mide 6O cm?, podemos calcular el otro cateto
h simplemente con la ayoda del area y apoyandolo sobre vno de los catetos:

X F)zbj:b'—gz% - b=ﬁ=@=150m
: 2 2 4 4

Si vtilizamos Pitdgoras, podemos calcolar la hipotenosa a:

=0 +c> -  a=b*+c* =152 +8* =284=17 cm

Con todo esto, ya tenemos el valor de los catetos y de la hipotenvsa.

Ahora con el cateto ¢ y el teorema del cateto, podemos calcolar sv proyeccion sobre la hipotenvsa n.

2
L
ct=an - n=0—=6—=3,765 cm
a 17
Y conocido n, podemos calcolar m:
ot 225

a=m+n = m=a-n=17-—=——=13235cm >
17 17

Una vez conocidos m y n, y vtilizando el teorema de la altora, podemos calcolar h: 9

W=mn — h=mn= E-ﬁ=@=7,05‘%cm
7 17 17

Por tanto: n=64/17, m=225/17 y h=120/17

7.— Cortamos vna barra de mortadela con vn cochillo como ves en la figura para hacer bocadillos.
Halla la superficie y el volumen del trozo que queda.

Observando la figura podemos apreciar que se ha gastado la mitad de la
mortadela, asi que queda la otra mitad. Ademds, vemos que se han formado
dos elipses paralelas de las que conocemos vno de los semiejes b=2,5 cm,
gue coincide con el radio, y de las que vamos a calcolar

el otro mediante el teorema de Pitdgoras. b

D=+10*+10* =102 - Por tanto, el otro semige es de

a=§=5\/§=7,07 cm

Para calcvlar el area de la figura, sumaremos el drea de las dos elipses mas la del area lateral, recordando
que el drea de vna elipse viene dada por: A=7-a-b y que sv perimetro P=rx(a+0)

A

Bases

=2-mab=272,55\2 = 25722 =1M,07 cm*

- it = Ploness + A, =425,23 cm’®

Bases

A %’271"/’"/1 = %'271"5-20 =1007 =314,16 cm”

ateral =

Y el volomen, serd la mitad del volomen del cilindro:

V= %ﬂ-rz-h =%7r-52 20=2507 =784,4 cm’

Por tanto, el drea es de 425,23 cm? y el volomen d



&.— Obtén el teorema de Pitdgoras utilizando solamente el teorema del cateto. ;Se podria demostrar
otilizando solo el teorema de la altora?

Sabemos que, en un tridngulo rectangolo,

"La hipotenousa al cvadrado es igual a la suma de los coadrados de los catetos”

Aonque geométricamente se puede expresar como

« Elarea del cvadrado coyo lado es la hipotenusa (el lado opvesto al angulo recto) es
igual a la suma de las dreas de los coadrados cuyos lados son los catetos »

Qig%@)u\ud,@w\mxgmiwaﬁmh@\g@umk@U.Upugaum,i
AV Gl a s Siabis § gene (5 g (Al Zy ) 30 JiEal) 55l dalim (531 g sal) dnlise

« Sion triangle est rectangle, le carré de la longueor de Uhypoténuse (ov coté opposé a
l'angle droit) est égal a la somme des carrés des longueors des deox avtres cotés »

« Em qualquer tridngolo retangulo, o quadrado do comprimento da hipotenusa & igual a
soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos »

« The area of the square whose side is the hypotenose (the side opposite the right
angle) is equal to the sum of the areas of the squares on the other two sides »

Si sacamos factor

Si sumamos ambas
comdn a

bz =na expresiones
& Mediante el Teorema del cateto: X - b* +c* =nma+ma -
ct=ma
Pero sabemos que
m+n=a
— b0 +ct=a(n+m) - ' +ct=a(a) - b +ct=a

y, seguidos estos sencillos pasos, llegamos al Teorema de Pitdgoras.

& Mediante el Teorema de la altora: /4% = m-n no se puede demostrar porgue en esta expresion solo
informacion de las proyecciones de los catetos m y n, pero no de los catetos, y, como minimo, necesita




Q.- Enoncia y demoestra el teorema de la altora.

El Teorema de la altora dice: En todo tridngulo rectdngulo, el cvadrado de la altora (h) sobre la
hipotenusa es igoal al producto de las proyecciones de los catetos sobre la hipotenvsa (n y m).

h? = m'n

Para demostrarlo, nos ayodaremos de un triangolo rectangolo ABC apoyado sobre su hipotenosa,

A

)

Si trazamos la altora, h, sobre su hipotenosa g, la parte en dos segmentos m y n que son las proyecciones
sobre ella de los catetos b y c. Ademds divide el tridngolo rectangolo en otros dos también rectangolos:

elHBA yel HAC.

A
B
h a C
n
C 2
H m H h A

Y por tanto, aplicando la semejanza de triangolos, llegamos a:

ﬁ:ﬁ - h/l:mn —> hz =mn
m h
Por tanto, gqueda demostrado el Teorema de la Altoro.

10.- La base de ona escoltora tiene forma de tronco de piramide coadrangolar regolar en el gque los
lados de las bases miden 80 cm y 140 cm, y sv altura, 150 cm. Halla sv drea y sv volomen.

Calculamos la altura de la pirdmide:

x+150 =Z_° — 40x + 6000 = 70x = 30x= 6000 —
x X
— x=200cm
40 cm Aleura = 200 + 150 = 350 cm
150 cm VOIumen tronco = I/;’IRAMIDE MAYOR V;IRAMIDE MENOR
l V:%1402-350—%82 -200 = 1860000 cm? = 1860 dm?

70 cm




Elarea serd la suma de todos las dreas, las dos bases mas los 4 trapecios.
AsT gue lo primero serd calcolar la altora del trapecio mediante Pitdgoraos:

97 =150 +30* —  9=+/23400 =30v26 cm

40 cp Asi que el drea serd:
150 em © 20+140
l A=A, +A +4A, =140" +80* +4-—2 30426 =
Toem =19.600 + 6.400 + 67.307,06 =93.307,06 cm*

Por tanto, el drea es 9,33 m? y el volumen es 1,86 m3

11.— En on tridngulo rectangolo la hipotenvsa mide a=7,5 cm, y vno de los segmentos en que la divide
la. altora correspondiente mide m=6 cm. Dibuja el triangolo rectangolo y halla la longitud de b, ¢, ny h.

Soluclon: Ya tenemos m=6, n=15 que los hemos calcolado
restando.
b La altora la hemos calcolado con el teorema de la
' altora:
[=6écm W=mn — h="mn=156=ya=3
a=75cm

W =b - La altora mide 3 cm.
b’=6cm Solo nos faltan b y ¢ gque lo haremos con el teorema del
¢=a-b=75-6=15cm cateto:
h2=6-15=9 b*=ma — bzx/m-a=1/7,5-6=3\/§=6,7
h=3cm c=ma - c:xln-a=w17,5'1,5=§=3,35

Por tanto, b=6,7 cm; ¢=3,35 cm; n=1,5cm y m=6 cm

12.- Desde un punto P trazamos tangentes a dos circonferencias tangentes
“}e) » exteriores. Siel segmento OP mide 12 cm y el O'A’ mide 5 cm, jcvdnto mide el
o=
s

radio de la circonferencia menor?

Sinos fijamos en la figura, los tridngulos OAP y O'A'P' son semejantes por estar en posicion Tales, ya que
los segmentos OA y O'A’ son paralelos, ademds los tridngolos tienen on lado comdn y por dltimo comparten un
angolo.

Si extraemos de la figura dichos triangulos semejantes, podemos observar que el segmento OO' mide exactamente
la suma de los dos radios de ambas circonferencias, es decir; OO'=OA+O'A’, si lamamos r a la medida OA,
podemos escribir el segmento OO’ como 5+r.

O 5+ 0 12

Asf gue con todos estos datos y vtilizando la semejanza de triangolos, tenemos gue: 12_latstr +55 il
r

Operando vn poco, llegamos a vna ecvacion de segondo grado:



1 1 1 17
_22% - 12_ 5+r - 25=(17+4r)r > r*+17r-60=0
r r

Que por factorizacion mediante la Regla de Ruffini nos da: (r—3)(r+20)=0 y cuyas soluciones son:

117 -0
3 3 60
120 |0 r-3=0 - r=3
20| -20 2 (r=3)(re20)=0 > {V‘+ZO=O 5 r=-20
1 o

Desechamos la solucion r=-20 puesto que r es una distancia y no puede ser negativa.

Y con esto nos queda que, el radio de la circonferencia pequeiia mide 3 cm. OA=3 cm.

13.— Se tiene vn tridngulo rectangulo coyos lados miden a = 10 cm b =& cmyc = 6 cm. En la

interpretacion geométrica del teorema de Pitdgoras, cambia el cvadrado por on semicircolo. Calcola el
drea de los tres semicircolos y comproeba si se sigue verificando la interpretacion geométrica del teorema
de Pitagoras.

La interpretacion geométrica adaptada a este caso diria que el drea del semicircolo de la hipotenusa tiene
gue ser igoual a la suma de las dreas de los semicircolos de los catetos:

Area del semicirculo de radioa = 10 cm
A=n- 102/2 = 157,08 cm?

Area del semicirculo de radio b = 8 cm
A, =7 - 8%2 = 100,53 cm?

Area del semicirculo de radio ¢ = 6 cm
A= 6%/2 = 56,55 cm?

A, +A, = 100,53 + 56,55 = 157,08 cm?

b=8cm

Por tanto, vemos que se sigue verificando la interpretacion geométrica del teorema de Pitdgoras, ya gue la suma
da el mismo resvltado.

14.— Sabiendo que la tangente de vn dngolo agudo del segundo cuadrante es tan 8= —B , caleola
las otras restantes razones trigonométricas y expresa el dngulo B en radianes y en grados sexagesimales.

Sabemos que la tangente de on dngulo viene dada por el cociente entre sv seno y su coseno:

seno seno
tga= - =—/3 > sena=—/3cosa
cosa cosa.

Con esta relacion entre ambas, y sustitoyendo en la identidad fondamental de la trigonometria:

2
sena+cosa=1 — (—\/g-cosa) +cos’a=1 — 3cos’a+cos’a=1 — Heosta=)




Llegamos a:

x > 0 = coseno >0

x < ) = coseno < 0

De donde N 1 1 1
—> CoOS" a=— —> coso=%,|—=x—
4 4 T2

y>0=seno>0

4eos*a=1

y>0=seno>0

i %
Cuadrante Cuadrante

%> 0 = coseno >0

Como estamos en el segundo coadrante, vsando el criterio de signos de las
rozones trigonométricas, sabemos que el coseno es negativo, por tanto:

%< 0 = coseno < 0
> seno < 0

y<0

y<0D=seno<D

coso=——
2

2700 37

2

Y ahora calcolamos el seno:

sen‘o+cos’a=1 — sen‘a=1-cos’a <« seno=+1-cos’ o=+ =+ 1—Z=i Z_iT
Otra vez, usando el criterio de signos, el seno valdra: sen o= -
Conocidas las razones trigonométricas principales, podemos calcolar las inversas:
11 2 243 1 1 13
cosec o= =F=pEF=—— seca= =—=-2 cota= ===
sena 2 3 3 cos o —1 tima —/3 3
Por tanto, las razones pedidas del dngolo a son:
3 1
sen a:% cos ocz—z tan a.=—/3
243 3
cosec a:T seca=-2 cotaz—?

Para calcolar el angulo B, basta con hacer el arco tangente de -3 , por tanto:

i B T
=arctg(—/3)=-60° — =300° > —=—= -5 == rad
g 9( \/_) P 180 60 P 3
El angulo de -60°, se corresponde con el dngulo de 300° pero este estd en el 4° coadrante y nvestro
dngulo B estd en el segundo cuadrante, asi gue tenemos que buscar el angulo equivalente en el segundo

cvadrante. Para ello nos ayodaremos de la circonferencia goniométrico:

90 /2
__________ Ao, T3 60
» 120 231 ¥ o,
n/4 45
ol * .
135 3/am ;7 s | .'”‘\. o
150 5/6m § E Y
. Do lre N fomo
180w _ b . x iom
T R 2
5 ’ 2 _r:‘
210 7/6m %, _ L S 1vem 330
S ran 3s
225 5/4m %, , V'
g " 5/3m 300
240" 4/37 ST Ce—

170 312m



Se ve claramente que el dngolo de 300° se corresponde con el de 120° en el segundo coadrante, por lo
tanto:

21 2-1120 27
B=120° — 2 _ P p= — B=—-rad
360 120 360
T , , sen A + cot A
15.— Demvestra la siguiente identidad trigonométrica: =COS A
tan A + cosec A
Escribimos todas en COSA Reducimos a comdn SeﬂZA +CO0S
sen A +cot A foncion de seno y coseno senA + senA denominador W
——— = Cc0sSA - — 2582 = coS A - —====—=C0S A
tan A + cosec A senA . 1 sen”A +cos
CosSA  senA cosA-sen A
Operamos (se;/[2 A+ cos)-(cos A-sen A) Simplificamos Sen*A<Tos '(COS A }M )
- n = cos A - = cosA
(sen A+ cos)-(sen A) S A+Tos ( senA )
—  Llegamos a: cos A=cos A

Por tanto, gueda demostrada la identidad.

16.- Halla los valores de x, y, h en el siguiente tridngolo:

Como podemos observar, la altura parte el triangolo dado en otros dos
triangulos rectangolos, y si nos fijamos en el trigngolo de la izquierda, con ayvda
del seno de 50, podemos calcolar h:

de donde
< > sen 50° = % - h=3sen50° — h=230cm

Fijandonos ahora en el tridngolo de la derecha, con el seno de 40° podemos calcolar el valor de x:

de donde
sen40°® = — - X = h - x=ﬂ -  x=358cm
X sen 40° sen 40°

Conocida la %, con la ayoda del teorema de Pitagoras podemos calcolar la y:
a=b*+c* > P =3"+(358) o y=467cm

Por tanto, h=2,30 cm; x=3,58 cm e y=4,67 cm

17.~ Desde la calle, vemos el punto mas alto del campanario de la iglesia de mi pueblo con un dngulo

de 60°. Sinos retiramos 15 metros en linea recta, este angulo pasa a ser de es de 50°. ;Cudl es la altura
de laiglesia?

.. Si nos ayodamos de vn croguis obtenemos el dibvjo de la

AR izguierda, donde hemos Uamado h a la altura de la iglesia y % a la
| distancia entre el observador y el pie de la iglesia.

! b La rozdn trigonométrica que relaciona los catetos opuestos y los
: th catetos contiguos es la tangente, asi gue:

. . ) ) p

; 6y En el triangulo pequeiio: tan 60°=—

i TN Ll i X

H X A 15 B h

- - Mientras que en el tridngulo grande: tan 50° =

x+15



tane0° = ﬁ
X

Con ambas ecvaciones, formamos on sistema de ecvaciones lineales: p
tan50° =
x+15
Como nos piden calcolar primero h, vamos a despejar x en la primera ecoacion:
De tan60°=ﬁ -  x= L
X tan60°
Para después sustitvirla en la segunda:
Operando
En tan50° = —  tan50° I wloco tan50° = 4 -
x+15 A 15 A +15~tan60°
tan60° tane0°  tanoe0°
. o Operando
tan 50°=+ - ’ca|r150"=hta+6O 5 (h+15tane0°)tan50°=Atan60° —
h+15tane0° h+15tan60°
tane0°
Agrupando
—  ntan50°+15tan 60°tan 50° = Atan 60° - htan 60° —Atan 50° =15tan 60°tan 50°  —
Sacamos factor Despejomos
comon h h . o. o
- h(tan60° —tan 50°) = 15tan 60°tan 50° — _ 15tan607tan 50 =5,806 m
tan60°—tan 50°

-  h=5731m

Por tanto, la alturade la iglesia es de 57,31 metros

18.~ Uno de los catetos de un tridngulo rectdngolo mide 4,8 cm y el dngolo opuesto a este cateto mide
54°. Halla la medida del resto de los lados, de los angolos del triangolo y de sv dreo.

wla Como es on tridngulo rectiangolo y conocemos ovn dngoulo y sv cateto
£ 2. opuesto, podemos ayvdarnos del seno para calcolar la hipotenosa:
Q
§ Coteto Opuvesto ¢ c 48
o senfB= : = - a= =
I hipotenosa a senf3 sen 54°
Q
p — 0a=593m
b=m

Una vez hecho esto, por el Teorema de Pitdgoras, calcolamos el cateto restante, b:
P =b+ct o b =dr-c* o b= - >
—  b=4593"-48 =349 5 H=34Am
Conocidos ya los 3 lados y un dngolo, calcolaremos el otro sabiendo que son complementarios
a=90°-=90°-54°=36° —> a=306°
Asi que, los lados son 0=5,93; b= 349 y c=4,8 m y los dngulos 54° y 36°

Para calcolar el drea, lo haremos mediante el semiprodocto de la base por la altora:

:E:M - ,q:g)?,g mz

A
2 2

Y el drea es de A=8,38 metro




19.— Dado vn dngulo del segundo cuadrante cuyo sen a:%’ calevla las restantes rozones

trigonométricas e indica la amplitud del angulo a, tanto en radianes como en grados sexagesimales.
De la identidad fondamental de la trigonometria, como conocemos el seno, despejamos el coseno:

2
3
sen*o+cos’a=1 — cosfa=l-sen*a.  — cosa=+yl-sena. — coso=+ ]_(E

Operando:

3\ 9 25 9 16 4 4
coso==%,[1-| — - cosa=%(1-—=—,|———=—|—=—— — cOoSO=——
5 25 25 25 25 5 5

Cogemos la solucion negativa por que estamos en el segundo coadrante y en &l el coseno es negativo.

Como la tangente de on dngolo es el cociente entre el seno y el coseno y conocemos ambos, podemos calcolarlo:

sen o %

t90L= - tga:—:—% - tg a:—% (1 ponto)

cosa —%

Las fonciones trigonométricas inversas son:

1 5 5 1 1 5
seco = =4 "y - secoa:—; coseca=—=3—=§ —  coseco=—
cosa  — /5 sena S
i
. ] - 4 4
Y por Oltimo la cotangente: cotg oo =—= csa cotga = —/5 =—— — cotga=—— (05 puntos)
tga  sena % 3 3

Sicos a= -4/5, entonces a = Arcsen (-4/5) = 143° 7' 48,37" =25 rad. (0,5 puntos)

Asi, Sen a=3/5; Cos a=-4/5; Tg a=-3/4; Cosec a=5/3; Sec a=-5/4 y Cotg a=-4/3 y =143 7'48,37" = 25 rad.

20.- De on tridngolo rectangolo se sabe que la hipotenvsa mide 8 cm y que vno de svs dngolos es de
25°. Calcola todos sus angolos y lados, ademas de sv drea. 2 pontos)

Si uno de los dngolos mide 25°, como se trata de on tridngolo rectangolo, el otro
dngolo mide 90°-25°=65".

Y ahora, conocidos los tres dngoulos, solo falta a conocer los lados. (0,5 puntos)

Para ello, vtilizaremos las rozones trigonométricas del angolo de 25°:

sen25°= — c=8sen25° - c¢=338m
(1 punto)

—  b=8c0s25° — b=7,25m

c0s25°=

RN|oR|o

bose x altora  7,253,38
2

Por tanto, C=25° B=65 °, c=3,38 m, b=7,25 my el drea es de 12,253 m%,

Para calcolar el dreo, vtilizaremos: A= =12,253 m* (0,5 puntos)

21.— Desde el centro de Granada se observa un avidn bajo un dngolo de 29° con la horizontal, en ese
mismo instante, y desde la civdad de Jaén, se ve ese mismo avion bajo otro dngolo de 43° también con la
horizontal. Sabiendo gue el avion no se encventra entre ambas civdades, y gue distan 80 kildmetros entre
ellas. ;A qué altora estd el avion en ese momento? ;A qué distancia se encoentra de cada ciodad? @ pontos)



Tenemos dos tridngolos rectangolos: el AHC y el BHC.

s
' V' Eneltridngulo AHC se verifica gue: tg(43°) _h
= -.‘_‘.‘ "
v Eneltridngulo BHC se verifica gue: tg(29°) = h
% T % +80
| ‘ i Con estas dos ecvaciones podemos formar on sistema de
é “‘\ ‘N‘\‘~* . 3 h
o 1 #IN\, ()=
H x A P 8 ecvaciones lineales: " (0,5 puntos)
t9(29°)=——+
5(2%) ¥ +80
, . , . h De donde
Si despejomos h de la primera ecoacion llegamos a: tg (43°)=—  —  h=xwtg (43°) (1)
X

y si lo sustitvimos en la segunda, llegamos a:

wtg (43°)

o h o
W)= 7 P

Donde, si operamos, llegamos a:
(x+80)tg(29°)=xtg(43°) —  wt9(29°)+80tg(29°)=x-tg(43°)
—  80tg(29°)=xw-tg(43°)—x-tg(29°)
Y sacando factor comdn la x, podemos despejarla y calcolarla:

80tg(29°) =x-tg(43°)-xtg(29°) -  80tg(29°)=x[ to(43°)-tg(29°)]

. 80t(2%)
Tto(43°)-to(25)]

=17,25 km

Una vez conocida la ¥, podemos calcolar la altora h de la expresion (1), asf que;
h=x19(43°) — h=17,25t9(43°)=109,34 km (1 ponto)

Para calcolar la distancia del avion a Granada (B) y a Jaén (A) podemos hacerlo vsando el teorema de Pitagoras o
otilizando las razones trigonométricas, vamos a hacerlo vsando las razones trigonométricas:

sen(ZqO):b - b= h__ 109,34 =225,53 km
b sen(29°) sen(29°)
(0,5 puntos)
sev1(43°)=E - o= h___ 109,34 =160,32 km
a sen(43°) sen(43°)

Por tanto, el avion vuela a casi 110 km de altora y estd a 225 km de Granada y a 160 km de Jaén.

22~ Demoestra la siguiente identidad trigonométrica: (sen x — Coss()2 +(sen x + Cos:s()2 =

Si desarrollamos ambas identidades notables:

2 2
(senx—cosx) +(senx+cosx) =2 —  sen’x+cos” ¥ —2:Senx-CoSK +Sen’x +cos” ¥+ 2-se



Y agropamos términos, vemos que los dobles productos se anolan:
2 2 2 2 2 2
sen’y +Ccos” X — 2:SeRrrTOSY +Sen’y +Ccos” X + 2:SereTosY =2  —  2sen’x+2cos’x =2

Por tanto, sacando factor comon 2 en la expresion anterior llegamos o:
2sen’y+2cos’x=2 -  2(sen’x+cos’x)=2
Y sabiendo que la identidad fondamental de la trigonometria afirma que: sen®x+cos” x =1 llegamos a:
2(sen’x+cos’x)=2 - 2(1)=2 —> 2=2  queesonaidentidad.

Por tanto, queda demostrada lo identidad trigonométrica propuesta.

2.3.- Las proyecciones de los catetos de vn tridgngulo rectangolo sobre su hipotenusa valen m = 3,6
cm y n =10 cm, respectivamente. Resvelve el tridngulo y calcula sv area. (2 puntos)

Si hacemos un croguis con los datos del problema, obtenemos la figura de
la izquierda.

Para obtener la hipotenvsa del triangulo, bastaria con sumar las dos
proyecciones m y n, por tanto:

e —————— Y

e

c

m=3,6cm n=10cm 8 a=m+n=10+3,6=136 — a=13,6cm

Como conocemos m y n, podemos calcolar la altora haplicando el teorema de la altora, gue decia que en on tridngoilo
rectangolo la altora al coadrado era igual al prodocto de las proyecciones de los dos catetos sobre ella, por tanto:

W=mn — h=Amn=3610=36=6 —> h=6cm

Para calcola el angoulo B, nos podemos fijar en el triangulo AHB y otilizar la tangente puesto que conocemos el
cateto opuesto h y el cateto contiguo n, asiq

tg B=ﬁ — B:ﬁ)rctg(ﬁj=ﬁirctg(ij:30° 57'4952" — B=31°
n n 10
Conocido B, podemos calcolar C:
C=90°-B=90°-30° 57" 49.52"=59° 2' 10,48" —» C=59°

El cateto ¢ lo podemos calcolar dplicando el Teorema de Pitdgoras en el tridngulo AHB:

= +h > =P +h =107 +6 =136 =234 =N66 —> =166 cm
Y el cateto b, por ejemplo, mediante el seno de C en el triangolo AHC:

senC:ﬁ - b= h___ ¢ =6,9998 —> b=7cm
b sen C  sen(59°)

Y para terminar, sv drea sera:

ae base J(za/tum :%: 13,26-6 _408 -  Area=408 cn’

Por tanto, a=13,6 cm; b=7 cm; ¢) 11,66 cm; A=40°, B=31°, C=59° y el Area=40,8 cm®.




3

24 .~ Dado vn angolo a del cvarto coadrante coya tg o = )

) Calcola el valor exacto de las restantes razones trigonométricas del angolo a (las 5) (5 pontos)

Sabemos gue la tangente de un angolo viene dada por el cociente entre sv seno y sv coseno:

seno sena \/5 3
tga= — =—— >  seno=——C0Su
cosa cosa 3 3

Con esta relacion entre ambas, y sustitoyendo en la identidad fondamental de la trigonometrio:

2
3 1 4
sena+cosa=1 — (——-cosoc +cosa=1 — gcosza+cosza=1 N gcoslaﬂ

i

| rat s
8

Llegamos a: Al
Il

Cuadrante | Cuadrante
4 De donde 3 3 \/g
—cos®a=1 N cosfo=— > coso=%,|—=+— .
Ll. 11 2 x < 0 = ecosena < 0 x > 0 = coseno > 0
y > 0= seno >0 y>0=seno>0 ||
180° {,1 4] 0
Como estamos en el coarto coadrante, vsando el criterio de signos de las ™ | i v
. \ ! L Cuadrante Cuadrante
razones trigonométricas, sabemos que el coseno es positivo, por tanto: G

y<0=seno<0

y< 0 =seno<0

3
cosoL=——
2

Y ahora calcolamos el seno:

2
sena+cos’a=1 — sena=1-cos’o <« senazixﬂ—coszazih—(%} =i/1—%=i\/g=i%

Lo , - 1
Otra vez con el criterio de signos, el seno valdra: sen o= -

Conocidas las razones trigonométricas principales, podemos calcolar los inversas:

1 1 1 1
cosec o= =—=-2 seca= =— o =
sena  —5 coSs o @ J303 tana -2 J3 3

1

sen o =—— cos azﬁ tan a=——3
2 2 3

cosec o=—2 sec a=¥ cota=—/3

b) Da el valor de vn angolo de otro coadrante que tenga exactamente el mismo seno que a. (©;5 pontos)

, 1 -
Sabemos que en el cvarto cuadrante el seno es negativo, sen a =5 asf que, en el otro coadrante dond
tiene exactamente el mismo valor es en el tercero, donde también es negativo.

AsT que el angulo buscado estard en el tercer coadrante.



¢ = 5 metros

El angolo original del 4° coadrante es de 330° porgue el dngulo de seno -¥ se corresponde con el dngolo de
-30° que en realidad es el de 330°.

En el tercer cvadrante el angolo serd de 180 + 30 =210°

Y Y

J Y

Por tanto, el angulo de otro coadrante con el mismo seno es el angolo de 210° o de 77/6.

El angulo pedido es: = é;r

25.- De vn tridngulo rectangolo se sabe que la hipotenvsa mide & m y que vno de sus catetos mide 5
m. Calcola todos sus angolos y lados, ademas de s darea.

Como es on tridngolo rectangolo y conocemos dos de sus lados, por el
Teorema de Pitdgoras, calcolamos el cateto restante:

a=b"+c* - b=a"-c" > b=Na-c& >
—  b=N8 -5*=J64-25=30 > =439

Y conocidos los 3 lados, vamos a calcolar ahora los angolos a y B:

b =6,245m

_ Cateto Contigvo _ 5
hipotenusa 8

; 5
Para calcolar el dngolo a, vsaremos el coseno: ~ —  cosa —  cosa =2

Y conocido el coseno, calculamos el angoulo a mediante la foncion Arco:
. 5 5 n n
Si cosa=§ - azﬁrccostg) =51°19'"413" —> «a=51°19"4)13
Como es rectangolo el angulo A es recto, y el angulo B serd 90 — a.
pF=90°-a=90°-51°19' 413"=38° 40" 55,87" — [=38°40"' 55,&7"

Y elareq, la calcolamos haciendo el semiprodocto de la base por la altoro:

_be _5¥3
2 2

A A=15,61 m*
Por tanto, =8 m; b=6,245 m y c=5 m; 0=51°19' 4,13"; p=38° 40’ 55,87"y A=90°

26.— Demvestra paso a paso y razonando las siguientes identidades trigonométricas:

seny-cosy tany

a) cos*x—sen’y =2-cos®x 1 b) — —= =
cos“x—sen’y 1—tan“x




Desarrollamos
laId. Notable

a) cos*w—sen*y =2-cos* x -1 - (cos2 1 —sevxzx)-(cos2 ¥+ senzx) = (cos2 9 —senzx)-(1) =

%r—/
ld. fond. de la Trigonometria
cos? w+sen?y=1

= coszx—sevﬁczcoszx—(1—coszx)=coszx—1+coszx=20032x—1 — Cuod.

b) Senyx-cosx _ tany N Senyx-cosx _ Seny-cosx _
cos’x—sen’y  1—tan’« cos” x —sen’y  Sacamosfactor 5 sen’x Subimos el
comdn cos”x cos x| 1— 5 cos”x
COS™ X
Senyx-Cosy Senl'j)aS{ seny
_ cos” x _ cos” x _ cosy __ tanx Cod
SeVIZX Simplificamos 1 Senzx Cambiamos 1— taV\Z v 1= tanz % B
1 - - ﬂ:ttm
cos” x cos” x cos

27.— Resvelve paso a paso y de forma razonada vno de los dos siguientes problemas:

0) Desde la orilla de un rio vemos un gran drbol en la otra orilla bajo un dngolo de 40°, y si se
retroceden 4 m, se ve bajo un dngolo de 28°. Calcula, primero la altora del drbol y después la
anchora del rio.

Sinos ayvdamos de vn croguis obtenemos el dibvjo de la izquierda,
donde hemos lamado h a la altora del drbol y x a la anchora del rio.

H X A ¢dm B

La razén trigonométrica que relaciona los catetos opuestos y los catetos contiguos es la tangente, asi que:

En el triangulo pequeiio: tan40° = A

X
Mientras que en el tridngulo grande: tan28°=——
«+4
tan40° = A
Con ambas ecvaciones, formamos on sistema de ecoaciones lineales: X p
tan28°=——
x+4

Como nos piden calcolar primero h, vamos a despejar x en la primera ecoacion:

Detan40°=ﬁ - sz
X tan40°

Para después sustitvirla en la segunda:




Operando

h 0N poco h

En tan28 = ia - tan28 =h—+4 - toan 28° = 7 +4-tav140°
toan40° tan40°  tan40°
. o Operando
tan28°=L - ’canZEZ"=htOL+4O p—) (h+4tan40°)tan 28° = Atan40°  —
h+4tan40° n+4tan40°
tan40°

Agrupando

- Atan 28° + 4-tan 40°tan 28° = A-tan 40° - Atoan40° — Atan 28° =4-tan40°%tan 28°  —

Sacamos factor Despejomos

comon h h . o. o
- h(tan 40° —tan 28°) = t-tan 40°tan 28° - h= t+tan40°tan 22
tan40° —tan 28°

=5,806 m

— h=5806m — Elarbol mide 581 metros

Y para calcolar la anchora del rio ¥, la calcolaremos de: tan40° = A , por tanto:
X

h 58057

x= = ¥=6,919m —  Laanchoradelrio es de 6,92 metros
tan40°  tan40°

tan40° =ﬁ —
X

b) Para que vna antena permanezca vertical se le han colocado dos anclajes en el svelo a ambos
lados y alineados con sv base. La distancia entre los anclojes es de 40 m y si se observa la parte
mas alta de la antena desde cada vno de ellos, los dngolos de elevacion son de 30° y ©0°,
respectivamente. Halla primero la altora de la antena y despoés los distancias que la separan de
los anclojes.

Si nos ayvdamos de vn croguis obtenemos el dibujo de la izquierda.

Donde hemos llamado h a la altora de la antena, x a la distancia de on
60° 30° ancloje a la antena y 40-x al otro.

x 40—-x

Como la razdn trigonométrica gue relaciona los catetos opvestos y los catetos contiguos es la tangente, tenemos
gue:

En el triangolo de la izquierda: tan60° 2 y en el tridngulo de la derecha: tan30°=
X

40-x

tan60° = 4
Con ambas ecvaciones, formamos on sistema de ecoaciones lineales: x p

tan30°=

40-x
Como nos piden calcolar primero h, vamos a despejar x en la primera ecoacion:
De tan60°=ﬁ - x= d
X tan60°
Para después sustitvirla en la segunda:
Operando
En tan30°= h - tan30°—+ UHP—O:O tan30°= d -
T 40—y B 40 h ~ 40tane0° h

 tono0° tane0°  tano0°



h htan60° Operando

taV\?)O W e d taV13O Zm 4 (40tan60 —/l)tan?)o Zh'tan ©0 e d
tan60°
Agrupando
—  40tan60°tan30° - Atan 30° = Atan 60° 9—p> ntone0°+ ~tan 30° =40-tan0°tan30° —
Sacamos factor Despejamos
comdn h h o o
— h(tan60° +tan 30°) = 40-tan 6O°tan 30° - h= 40-tanc0°tan 307 =103 m
tan60° +tan30°

-  h=17,32m — Laantenamide 17,32 metros

Y para calcolar las longitudes de la antena a los anclojes, lo haremos con: tan60° = 4 , por tanto:
X

h 1043

tanc0° 3

tanGO":ﬁ -
X

Por tanto, la distancia a vno de los anclajes es 10 metros y la otra 30.

28.~ Si sabemos que sen 25° = 0,4226; ;cudles son las razones trigonométricas de on dngolo coya
amplitod es 205°7

Como podemos observar en la figura, los
valores del dngulo de 25 y de 205

a= 205"
. coinciden en valor absoluto, y solo
o tenemos que ajustar los signos con la
Vi sen(205°) = -0.423 = -sen(25°) TR
[\ 0468 c0s(205°) = -0.906 = -cos(25°) ayoda de on dibujo:
~7\ 25 tg(205°) = 0.466 = tg(25°)

sen(205°)=—sen(25°)=-0,4226
(-0.908, -j42
Relaciones obtenidas:
sen(180°+a) = -sen(a)
cos(180°+a) = -cos(a)
Qlte0 ol = el tan(205°) =tan(25°)=0,4663

Angulos que difieren en 180°

cos(205°)=—cos(25°)=—-0,9063

En una zona de montaita, como puedes ver en el

A plano de la derecha, las avtoridades quieren proyectar vn

\\ .--ﬁ?i‘ . .
N s noevo sistema de carreteras. Pretenden construir dos
B

PN tramos paralelos de avtovia por los valles de la zona.

N\ )41 2N Los topdgrafos han elaborado vn mapa orogrifico sobre

N / hite onos ejes coordenados para facilitar los calcolos de los

",G ,»'_'x'\ . .
/ 2 ngenieros.
é\ / ' ‘\s 9
\ K

1 km " | /.. Sofia estd en el equipo de planificacion y os enseiia el mapa

. l A para gue la ayudéis con los calculos. El centro del sistema

. de coordenadas lo han puesto en vna localidad cercana.

| Ky, \

Escala 1:1000



29.- "Vamos a ver, chicos. Segin el plano, ;cvdles son las coordenadas de O y de A7, una vez que las
haydis calculado, ;Coales son las ecvaciones paramétricas de la carretera r?”

Si nos fijamos en el plano, las coordenadas de los pontos O y A son, O(0,0) y A(-5,7)

Ademas, nos piden las ecvaciones paramétricas de la recta r (carretera v), y sabemos que, para ello
necesitamos vn punto y vn vector:

Los ecuacione§ Paramétricas
P(IOK ) py ) de vna recto, vienen dodos por: K= /0,( + ﬂl’;
r:g . —> r
r=(

r“ry) y=p, A,

Calcolamos el vector director de la recta r con la ayvda de los pontos O y A.:
r=0A=A-0=(-57) — r=(-5))

Pues con el punto O(0,0) y con el vector = (-=5,7), ya podemos escribir las ecvaciones paramétricos:

{x:pk+/1-rk {x:O—SA {k:—5/1
re - r: - e

y:py+ﬂ,-/"y y=0+74 y=74
x=-51
Por tanto: O(0,0), A(-5,7) y r:{y_m —  r:7x+5y=0

30.- "Supongo que ahora os resoltard mas facil decirme codl es la ecoacion general de la avtovia s
que pasa por B".

Del enonciado sabemos que las rectas r y s son paralelas, asi gue, con el vector director de r y el punto
B, puedo calcolar dicha ecoacion:

Escribimos la Ec General Calcolamos C sustutoyendo
3(4) 7) AxrBy+c=0 conel vector (-B,A) el ponto B(4,7) en la recta
S:e - 7x+5y+c=0 — 74+57+c¢=0
r=(-5,7)
De donde:

74+57+¢c=0 — 28+354+¢=0 —> ¢=-63

Por tanto, la recta s, tiene por ecvacion general: s:7x+5y—-63=0

31.— "Acaban de decirme que quieren construir un nuevo ramal entre O y B con vna gasolinera, G, en
su punto medio. Tenemos que calcolar la ecoacion continva de este nvevo ramal, las coordenadas de G y
la distancia de la gasolinera hasta B (mirad la escala del plano)”.

—Pe _I7Py donde

v, v,

. . , X
Sabemos que la ecvacion continoa de vna recta viene dada por la expresion:

P(P,P,) es un punto de la recta y v = (vk % y) sv vector director.

Con los puntos O y B(#4,7), podemos sacar vn vector y con un punto y 1 vector podemos escribir la
ecvacion de la recta:

- =—— Oloqueeslomismo: recta OB: X

3(4) 7) Escribimos la Ec Continva =4 -7
r=(4,7) 4 7 47,

Como el punto G estd en el punto medio del segmento OB, basta con calcolarlo:



G(Gk)@)z[okzexioyzeyj o <Gx@)=(oi4)¥) . G(Z,Zj

La distancia de la gasolinera G al ponto B, es la mitad del modulo del vector OB

OB=B-0=,7) - OB=W7) - [0B|=V4+7"=\1c+4a=1o5

Asi que la distancia de la gasolinera a B es de :

i . :%H@H@ S d. ., =4,03 Km

Por tanto, la distancia de la gasolinera al punto B es de aproximadamente 4 km

32.- "Los ingenieros quieren construir un tonel que vna las avtovias r y s, y que sea perpendicolar a

ambas. Una de las entradas debe estar en O. ;Qué ecvacion tendrd?, ;Codnto serd sv pendiente?, ;Qué
coordenadas tendrd la otra salida del tonel, C?"

Como el tinel es perpendicolar a las rectas r y s, la ecvacion de dicho tonel serd perpendicolar a ambas y
para ellos basta con cambiar las coordenadas y cambiarle el signo a vna de ellas: tinel :5x -7y =0
puesto que pasa por el origen O.

Como nos piden sv pendiente, escribiré sv ecoacion en forma explicito:

5 - 5
Y= 7)( coya pendiente es:  m= B

Para calcolar las coordenadas de C basta con resolver el sistema formado por la recta s y el tonel:

S:74+5y—63=0  Porredoccion: 7x+5y=063 49x + 35y =441
) S =44
tonel :5x -7y =0 5¢-7y=0 25¢-35y=0
De donde despejando x:
44
K=—
74
Calcolamos y mediante:
411 2205 315
5«-7y=0 > 5—-7y=0 —»> ——=7 - =—
y 4 v Vai y Y 4
Por tanto, las coordenadas del ponto C son: C (i—?,?—fj

33.— "He oido romores de que en un futoro no moy lejano quieren constroir vna electro-gasolinera en

la carreteras en el punto X de forma que los puntos AOBX formen vn paralelogramo. ;En qué ponto de
la recta s estard la gasolinera? ;Codantas hectareas de soperficie tiene ese paralelogramo?

Como se forma un paralelogramo, tiene que ocurrir que los vectores OA y BX sean iguales, por tanto,
si llamamos al punto X(xy) tenemos:

OA=A-0=(-57) BX=x-B=(x,y)-(4,7)=(x~4,y~7)

Y como son iguales:




57 4 y—7 oskh =" X (=114
(_ ) )_(K_ )y_ ) - 7=y_7 y=14 - (_1 )
Para calcolar la superficie del paralelogramo, nos ayodaremos con vn dibojo:
x= il 10 Sabemos gue el drea de un paralelogramo viene dada por

el producto de sv base por sv altura, y, si nos fijamos, la
base es el segmento OA y la altura el segmento OC.

Asi que calcolamos los modoulos de los vectores:

A=(57) — [A|-a5E=

747 74

N Ho—c—Hz 293706 =§\/ﬂ
5476 74

Y su drea serd:

A= base x altora= HO—AHH@H =74 3—3@ =63 km®
Por tanto, el drea del paralelogramo es de 6.300 Ha

34. - Dados los puntos A(-2,1), B(3,2) y C(4,-3) hallo:

a) Las coordenadas del punto medio M del segmento AC.

— a,+c
Las coordenadas del punto medio de on segmento AC, vienen dadas por: M, = [a“ MR J , por

2 7 2
tanto:
—2+41—3j

— 3 =(1,-1) > My =(,-)

MAC:(

b) Las coordenadas del punto D, simétrico de B respecto de M.

Si D es simétrico de B, respecto de M, esto quiere decir que M es el ponto medio del segmento DB asf

gque:

d,+b, s B
4+, d,+0, M, = 5 - d,=2M,-b, — d,=-
Mpe = ) - d
272 p, =Ll d,=2:M,-b d
v = 2 - y=2M,=b, - y

Por tanto, el pon



¢) Comproeba gue el poligono ABDC es un coadrado.
Si representamos todos los puntos calcolados en un grifico, obtenemos:
8.2 Para que vn poligono sea coadrado han de ocorrir dos

2 ®

cosas: que sus lados midan todos lo mismo y que sus angolos
A=(-21)
L ]

sean rectos (lados perpendicolares).

% T ‘ ; 3 ; Calculamos los vectores gue vnen puntos consecutivos:

AB=B-A=(5,1) BC=C-B=(1,-5)
CD=D-C=(5)) DA=A-D=(1,-5)

Y vemos que son paralelos dos a dos, que todos tienen el

C=(4,-3)
@

mismo mddolo:

I [a8|-v25ri-vze  |Bc|-vzEri=v2e
CD=D-C=(5))) DA=A-D=(1,-5)

Ademds, vemos facilmente también que son perpendicolares dos a dos porque el producto de sus
componentes es nolo:

AB-BC =51-15=0
Asi gue claramente se trata de vn coadrado.
d) Halla las coordenados del vector v = AB+2-AC —5BC
Para calcolar el vector v, basta con cambiar cada vector por sus componentes y realizar la operacion:

V=AB+2-AC-5BC =(51)+2(6,~4)-5(1,-5)=(5+12-5,1-8+25)=(12,18) — v =(12)18)

35.— Escribe la ecuacion general de los rectas siguientes:
o) Poaralelaalarectas: 2x+3y-9=0 yque pasa por (4,5)
Si es paralela a la recta s, tiene el mismo vector director, asi que la ecvacion de la noeva recta serio:
2¢+3y+k=0

Nos falta conocer k, y lo calcolaremos obligando a la recta a pasar por el punto (4,5), asi que los
sustituimos y calcolamos k:
244+35+k=0 —> 8+15+k=0 —> k=-23

Por lo tanto, la recta pedida es: 2% + 3y — 23 = 0

b) Perpendicolar alarectar:x—2y—-3=0 yque pasa por (7,1)
Si es perpendicolar tiene como vector director el vector (1-2) y por tanto sv ecvacion vendra dada por:

2¢+ y+k=0



Nos falta conocer k, y lo calcolaremos obligando a la recta a pasar por el ponto (7,1), asi gue los sustitvimos
y calcolamos k:
27+M+k=0 —> M+1+k=0 —> k=-15

Por lo tanto, la recta pedida es: 2% +y—15=0
¢) Paralela al gje X y que pasa por el ponto P(5,-2)
Si es paralela al eje, tiene pendiente m=0 asf que la ecoacion en forma explicita seria:
y=0x+0b

Nos falta conocer b, y lo calcolaremos obligando a la recta a pasar por el ponto P (5,-2), asi que los
sustituimos y calculamos b:
y=0x+b6 —> -2=05+6 —> b=-2
Por lo tanto, la recta pedida es: y = — 2

d) Estodia la posicion relativa de los rectas r ys.
Las ecvaciones de ambas rectos son:  r:x—2y-3=0 ¢y $:2x+3y-9=0

Sus vectores directores son:r=(2,1)  y  s=(~3,2)que como podemos observar no son paralelos

ni perpendicolares.
Por tanto, las rectas r y s son secantes.

30.— Las rectas r y s se cortan en el ponto A(-1, 3), y son perpendicolares. La ecuacion de la recta r
viene dada por r: x + ay - 5 =0. Obtén el valor de a y la ecvacion explicita de la rectas.

Como ambas rectas son secantes en A, ambas pasan por A, asf que sustitoyendo el punto A en la recta r
podemos calcolar el valor del pardmetro a:

r:x+ay-5=0 —> -1+32-5=0 —> 3a2=6 —> a=2
Asfque, a=2.
Como larectares x+2y—5=0, ona recta perpendicolar a ella serio:
2x—y+k=0
Nos falta conocer k, y lo calcolaremos obligando a la recta a pasar por el punto (-1,3), asi que los
sustitouimos y calcolamos k:
2(-0)-3+k=0 —» -2-3+k=0 —> k=5
Con esto, la recta pedida es en forma general es: 2% - y + 5 = O y en forma explicita seria: y = 2% + 5

Por tanto, el valor de a es 2 y la recta es y =2y+5

37.— Dados los puntos A(1,-2), B(0,2) y C(-2,0) calevla:

a) Ecvacion de la recta que pasa por B y C.

P(p..p,)

Para la ecvacion de una recta, se necesita on ponto y un vector: r:4
=(rr)




K_px_y_p_‘/
- )

v, v,

Adem.as, sabemos que la ecvacion continva de vna recta viene dada por la expresion:

asT que bastaria con sustituir: £ _ZO = y_—zl) que en forma general sevia: . : 2x -2 y+4=0

Por lo tanto, la recta pedida es: x -y +2 =0

b) Ecvacion de la altura que parte de A.

. Vamos a representar la sitoacion para ver que es lo que nos piden
; exactomente:
’Bé'(gl 2) La altora es ona recta perpendicolar a la recta rgc, por tanto,
® 2 - . . . . .
conociendo dicha recta, la perpendicolar se obtiene cambiando la
k. ERERE AR ! ¥ por la y, y cambidndole el signo a una de ellas.
c a0 . -
S=t29 h:x+y+k=0
-3 P 4 -n, 0 1 2
Ya solo faltaria calcolar K, y lo calcolaremos obligando a la recta
,f _1 \‘ 4 . . ,
; a pasar por el ponto A (1,-2), asf que los sustitvimos y calcolamos
“JAa=(,12
-3 ‘.\ ( ) ki
H+1(-2)+k=0 —> 1-2+k=0 > k=1
.5 S

Con esto, la ecvacion de laaltoraes:x + y +1=0

B<(0,2) | Para calcolar el drea del tridngulo, haremos el semiproducto de
su base por sv altora:

_base x altora
2

A

£ (-1.5, 0.5)

La base es el mddolo del vector BC :

.
T
~

BC=C-B=(-2,-2) — |B|=v&=212

Para caleolar la altora, necesitamos calcolar el mbdolo del vector

AH, donde H es el ponto de corte entre las rectas

h:x+y+1=0 y rgy.:x— y+2=0, por tanto:

- 2k+3=0 > x=—= - Y=

J(+y+1:0 Por Reduccion 3 1
k=y+2=0 2 2

Una vez conocido H, ya podemos calcolar el médolo del vector AH :

AR=n-a=(22) o [AA= 2=

52
base x altora V2
= =—=50.0.

Y por Oltimo, el area es: A=
2 2 2




d) Determina si se trata de on tridngolo rectangolo.

En el dibvjo se ve claramente que no lo es, pero vamos a demostrarlo. Para que sea rectangolo ha de
tener on dngolo recto, o lo que es lo mismo gque el producto de las componentes de sus vectores ha de ser
0.
BC=C-B=(-2,-2)
AC=C-A=(-3,2)

R {B—Cyﬁ)—c - (2)1(-3)+(-2)(2)=6-4=220
AB=B-A=(-14)

BCyAB — (2)(-N)+(-2)(4)=2-8=-6%0

Por tanto, el tridngolo no es rectangolo.

Otra forma de comprobarlo es vtilizando el teorema de Pitagoras

38.— Larectar: ¥ + 2y -9 = O es la mediatriz de un segmento que tiene vn extremo en el punto
A (2,1). Halla las coordenadas del otro extremo.

Para calcolar las coordenadas del otro extremo antes hemos de calcolar la recta

A'=(4,5)

perpendicolar a r que pasa por A:

La recta perpendicolar viene dada por: s:2x— y+k =0

Para calcolar k, obligamos a la recta s a pasar por el punto A (2, 1), asi que los
/ S sustitvimos y calcolamos k:

/ e h 2{2)-11)+k=0 — H4-1+k=0 > k=-3
Asi gue la recta s tiene por ecvacion: s:2x— y—3=0
El punto de corte de ambas, serd el ponto medio del segmento, que llamaremos M:

J(+2y=q Por redoccion )(+2y:q y sumando
— - 5¢=15 —» k=3 e y=23-3=3
2K—y=3 moltiplicando la 2* 4)(—2!/:6

ecvacion por 2
Asi gue las coordenadas de M son: M(3,3)

Y con ello ya podemos las coordenadas del punto A':

a+4 a,+a Mk=axzak - a,=2M,-a, —> a,=23-2=4
M:(sz’yzyj ” a,+a, - ‘
My= > - ﬂy=2'My—ﬂy - ay:2-3—1:5

Asi que, las coordenadas del otro punto son (4, 5)

39.-SiA3)), B(5,7) y C(6,4) son tres vértices consecutivos de un paralelogramo, encuentra el coarto
vértice D.




B=(57)

. Como los vértices son consecutivos, y se trata de on

paralelogramo, tiene que ocurrir que los vectores AD y BC
sean iguales, por tanto, si al punto D le asignamos las
coordenadas D(xy), tenemos:

C={6, 4)

AD=D-A=(x-3,y-1) .
. - AD=BC -
s BC=C-6=(1,-3)

={3,1)

¥x—3=1 — x=4

(x=3,y-1)=(1,-3) - {

Por tanto, el coarto vértice es el ponto D(4,-2)

y=-1=-3 - y=-2

-1 D 1 2 3 4 5 [ T

D= (4, -2)

|
£

H40.- Escribe la ecoacion general de la diagonal BD y comprueba que dicha recta contiene el ponto
medio del segmento AC.

Calcolemos primero el ponto medio del segmento AC:

a,+c, 4,+¢ 3+ 1+4 95
M — X X Y Y — RN M - - =
(amtrn) o (EEEY L o (28)
Ahora calcularemos la recta BD, para ello, y como siempre, necesitaremos vn punto y un vector:
Blb,,b B(5,7 _ —
r: #( ’y) - _( ) -5 £ >_4-7 - r:%-y-38=0
r=(r“ry) BD =(-1,-9) -1 -9

Y para comprobar que M pertenece a la recta, hemos de sustitvirlo y verificar que se comple la igualdad:

Mer << 99x-y-38=0 - %(%)—(%)—38:0

Operando, llegamos o:
81 5 _3g-7°_3g-3g_33-0
2 2 2

Por tanto, queda comprobado que el punto medio del segmento AC pertenece a la diagonal del
paralelogramo que pasa por BD.

De forma grafica podemos ver que la mediatriz de AC pertenece a la diagonal BD:

[
JOney-38e0




4. Demvestra paso a paso la siguiente identidad: SORCEOS | I

cos?y —sen’y 1-tan’y

Senyx-Cosx _ tany Seny-Cosx Seny-Cosx
2 20 1—tan? - 2 2 Sacamos fact 2 Sobimos el
cos*x—seny 1—tan*x cos® y—sen’y  Secamos foctor 5 sen’y Wbimos e
comdn cos”x cos” x| 1— 5 cos?x
COS™ X
SenY-cosy seny: cosy seny
_ cos” x _ cos” x _ cosy __ ftanx C.od
SeV\ZX Simplificamos ] Senlx Cambiomos 71— taylz v )= tanl Y e
] - - N _ton
cos” x cos” x cos

L2 .- Los proyecciones de los catetos de vn tridngulo rectdngolo sobre sv hipotenvsa valen m = 3,6
cmy n =10 cm, respectivamente. Resvelve el triangulo y calcola sv area.

Si hacemos un croguis con los datos del problema, obtenemos la figura de
la. izquierda.

e ——— sy

h Para obtener la hipotenvsa del tridngulo, bastaria con sumar las dos
proyecciones m y n, por tanto:
e R Ty B a=m+n=10+36=13,6 - a=13,6cm

Como conocemos my n, podemos calcolar la altora haplicando el teorema de la altura, gue decia que en un tridngoilo
rectangolo la altora al cuadrado era igual al prodocto de las proyecciones de los dos catetos sobre ella, por tanto:

W=mn — h=Amn=3610=36=6 —> h=6cm

Para calcola el angoulo B, nos podemos fijar en el tridngulo AHB y otilizar la tangente puesto que conocemos el
coteto opuesto h y el cateto contiguo n, asig

wel 3=Arcfg(ﬁj=ﬁmfg(3j=3oo 57'4952" > B=31°
n n 10
Conocido B, podemos calcolar C:

C=90°-B=90°-30° 57' 49.52"=59° 2" 10,48" —» (C=59°

El cateto ¢ lo podemos calcolar dplicando el Teorema de Pitdgoras en el tridngulo AHB:

=+l o =N+ =107 167 =136 =234 =166 > =166 cm
Y el cateto b, por ejemplo, mediante el seno de C en el triangolo AHC:
h 2

senC:ﬁ - b= = =6,9998 —> b=7cm
b sen C  sen(59°)

Y para terminar, sv drea serd:

a base xza/tum :% _ 13,26-6 _40.8 -  Area=40.8 e’

Por tanto, a=13,6 cm; b=7 cm; ¢) 11,66 cm; A=90°, B=31°, C=59° y el Area=40,8 cm?.




43.- Calevla el drea y el volumen de un tronco de pirdmide coadrangolar regular del que se conoce sv
altora h=3,5 cm, el lado de la base mayor Lym=5 cm y el lado de la base menor Ly=3 cm.

ABm
i
'-m-an""’ | Dado el tronco de piramide, lo primero es dibvjarlo anotando sus medidas:

Para calcolar tanto el drea como el volumen tanto de dicho tronco de piramide,
lo primero serd ampliarlo continvando las lineas hasta obtener las piramide

completa:
b Ap'
ap' g
£ <
h Ap !
= 3,5cm
ap
Si aplicamos semejanza en los tridngolos de la derecha, llegamos a:
1,5 2,5 , , , ,
== —  15(h+35)=25h  —> 15h'+525=25h' —» h'=525
h' h'+35

Por tanto, la altura de la pirdmide grande serd de 525 + 3,5 = 75 cm y para calcolar el volumen del tronco de
piramide, calcolaremos primero el volomen de la piramide grande y el de la pequeiia:

Vpiramidee=l'q h= 152875—%&\& \V/ ]A h'= 132525_6—3(;m
3 12 3 5

base Piramide peq — 5 | ‘base
3 el 3

Y el volumen del tronco sera la diferencia de ambas:

875 ©3 343

vTronco = vPinimide G~ vPirdmide P = 12 - T = A = 5]) ]7cm3 h' Ap'

Para poder calcolar el drea del tronco, necesitamos calcolar el drea de los trapecios laterales, y ap
para ello hemos de hacer Pitdgoras para encontrar la altura de dichos trapecios:

En el trigngolo de la derecha, Ap =/1* +3,5% =
B;rb.h= 5+3.\/§3 253 e

2

Y el drea total del tronco serd 4 veces el drea del trapecio mas el drea de las bases:

£
o
n

13
)

é2,5cm

Y el drea de cada ono de los trapecios es: A=

A=A, +A,, +4A =25+9+4-24/53 =34 +8/53 =92 24 cm?

Trapecio

Por tanto, el drea del tronco de piramide es de 92,24 cm? y el volomen de 51,17 cm3

44— Enon tridngolo rectdngolo, la hipotenosa mide 10 em y la proyeccion del cateto b sobre ella mide
3,6 cm. Dibuja dicho tridngolo y calcola las medidas de b, ¢, n y h. @ pontos)

Para calcolar la medida de b, vtilizaremos el teorema del Cateto, en el que:
bl 3 b*=am — b=+am=,103,6=+36=06cm

B Conocido el segmento m, podemos calcular el n, restandoselo a la hipote

a=10cm a=n+m = n=a-m=10-3,6=064cm




Con el segmento n, y volviendo a vtilizar el teorema del cateto, calculamos la medida del cateto c:
=an  — c=Van=,/1064 =4 = Rcm
Y, por dltimo, para calcolar la altora h referida a la hipotenusa o, vtilizaremos el teorema de la altora:
W=mn — h=vJmn=,/6436=48cm
Aongue también la podriamos haber calcolado mediante el Teorema de Pitdgoras.
Por tanto, b=6 cm; n=64 cm; c=8 cm y h=4, cm.
45— ELl beneficio de ona empresa, en miles de evros, viene dado por la foncion

B(x)= —3x? +120x + 675 donde ¥ representa el gasto en publicidad, en miles de eoros.

1) Calcole el gasto a partir del cval la empresa no obtiene beneficios.

La foncion B(¥) es una foncion coadratica, para calcolar el gasto a partir del cual la empresa no tiene beneficios,
hemos de igualar la foncion a cero para calcular los puntos de corte con el eje . Para boscar los x que hacen el
gasto cero. A partir de este gasto la empresa no tiene beneficios porque tiene pérdidas:

B(x)=-3«"+120x+675 — B)=0 < -3¢"+120x+675=0
AsT que vamos a resolver la ecoacion de segondo grado:
-3« +1204+675=0 < 3%’ -1204-675=0 < «*-40x-225=0
Por descomposicion mediante la Regla de Ruffini, legamos a:

=<5

¥ -40x-225=0 — (x+5)(x-45)=0 —
X, =45
La primera solucion la desechamos porgue si x es el gasto en poblicidad, este no poede ser negativo.

Por tanto, a partir de 45.000 € de gasto en poblicidad, la empresa no tiene beneficios.

2) Calcole el valor de x gue produce méximo beneficio. ;Cudnto es ese beneficio?

Como ya hemos dicho, B(x) es una foncion coadrdtica en la gue a<O, por tanto se trata de vna foncion cvadratica
concava (de ramas hacia abajo). Por tanto el maximo se corresponde con el vértice como podemos apreciar en la

imagen de debojo.
Y Y

| > X 7 ] "X

Convexa, a > 0 Céneava, a >0

AsT gque, vamos a calcolar el vértice que, como ya hemos trabajado en clase, viene dado por (l/“l/y) :

, o b, .20 _1m0_.,
2a 2(-3) -6

Por tanto, el maximo de beneficios se alcanza a los 20.000 € de gasto en
y ese gasto, generan vnos beneficios a la empresa de 1.



U46.— Sabemos que un dngolo del tercer coadrante verifica que sen a = —73 .

1) Calcola el valor exacto de las otras razones trigonométricas.
Calcolaremos los otras razones trigonométricas vsando la identidad fondamental de la trigonometyia y sabiendo
gue la tangente de vn dngulo es el cociente entre su seno y sv coseno:

sen o
sen*o +cos’ a =1 tgo =

cosa

Cono nos dan el seno, de la Ec. Fondamental de la trigonometrio despejoremos

D

1 ran(a)

el coseno:

sen*a+cos’a=1 — cosfa=1-sen*a — cosa=+\1-sen’«a

Como nos encontramos en el tercer coadrante, tanto el seno como el coseno son negativos, mientras que la
tangente es positiva.

B3

] N2
Por tanto: cosa =—— y la tangente: &9 o = sena__ 2 _ J3
2 cosaa 1

2

Las razones trigonométricas inversas serian la secante, inversa del coseno, la cosecante, inversa del seno
y la cotangente, inversa de la tangente.

Resumiendo: Cosa = -1/2 y tg a=v3
2) Da el valor (en radianes) de un ngulo de otro coadrante que tenga exactamente el mismo coseno gque a.

De los cvatro coadrantes, el dnico en el que el coseno tiene exactamente el mismo valor que en el
tercero, es en el segondo.

Tercer cuadrante Segundo Cuadrante

1

i

'

] 1

i sinfa)

cos{a) i+
(3] a

A

a (o] A cnisga] (o] B
sinfa)
)

1

tan{a)
{-

seno =——

2 eseldngulo OL= e0°

cosa=—
2

3
]

Sabemos que en el primer coadrante, el Gnico angolo o que tiene

Pues en el segundo cvadrante, el angolo de 60 se corresponderia con el de 180° - 60° = 120°




8 Por simetria, y observando la circonferencia goniométrica de la
120° ' izquierda, puede deducirse que el coseno de 120° es exactamente
' igual al coseno de 240°.

Si calcolamos con la calcoladora el arcoseno de -1/2 obtenemos:

180°%--7n>-- v Tttt 0° Arcsgn(_l)z 120° AFCSBVI(—l) =2_7Z'
: 2 2 3

En grados sexagesimales (Modo Deg) En Radianes (Modo Rad)

: Dependiendo del modo en que pongamos nvestra calcoladora,
270° podemos obtener el resultado directamente en radianes o en grados
sexagesimales.

240°

Puesto que en el segundo coadrante, el dngulo de 60 se corresponderia con el de 180° - ©0° = 120°

Por tanto, el dngulo buscado es el de 120°, que en radianes se expresa como 2?” rad.

47.— Una antena de telecomonicaciones estd svjeta al svelo con dos cables de acero que forman entre
sf on dngolo de 90° y miden 8 y 5 m, respectivamente. Si la antena esta ente los dos anclajes:

1) ;A qué distancia del poste de la antena estan sujetos ambos cables del svelo?

Si nos ayodamos con un dibvjo, podemos observar que se trata de on problema en el que nos piden el valor de
m y nen on triangolo rectangolo apoyado en sv hipotenusa. Para calcolarlos vtilizaremos el teorema del Cateto:

90°

b (cateto) Q

8 metros, p < S{g'xaet::?)
o the
=R
f_‘.{\ 1
22

A = B
| m H~ |

a (hipotenusa)

El Teorema del Cateto dice que en todo tridngolo rectangolo, como por ejemplo el ABC representados en la figora
anterior, el coadrado de coalguier cateto es igual al producto de la hipotenusa por la proyeccion de dicho cateto
sobre ella, ast gue lo primero serd calcolarla aplicando el Teorema de Pitdgoras:

=0+ o a=b+c? =8 +57 =+/89
Hecho esto, ya podemos calcolar los dos proyecciones m y n:

2 2
V'=ma — m=b—=ﬂ=6,78m ydelamismaforma:  ¢*=na — n=6—=£=2,65m

a g9 a /g9

Por tanto los anclojes estin a 6,78 y 2,65 metros de la antena.

2) ;A qué altura se enganchan a lo antena?

Para ello, en este caso nos ayodamos del Teorema de la altora que dice que, en todo tridngolo rectangolo el
cvadrado de la altora relativa a la hipotenosa es igual al producto de las proyecciones de los catetos sobre la
hipotenusa, por tanto:

Rr=mn -  h=Imn=/6,782,65=424 m

Por tanto lo antena mide 4)24 metr.



4&.- Dados los puntos A(1,-2), B(0,2),C(-2,0) de un paralelogramo:
1) Calcola las coordenadas del ponto D.

Si representamos las coordenadas en on plano cartesiano obtenemos la figura
de la derecha, es por ello que podemos predecir que el ponto D estaria
aproximadamente donde lo hemos representado.

Para calcolarlo, podemos hacerlo de varias maneras, pero la més rapida es calcolar
elvector AB e igualarlo al vector DC y de aqui calcolar el punto D.

Asi gue empezamos calcolando el vector AB=B-A= (0-1,2-(-2))=(-1,4)

Claramente los vectores AB y DC son paralelos (paralelogramo) e iguales, por
tanto con esto calcolaremos el ponto D:

AB=(-\4) - DC=(-\4) - DC=C-D

Si D es el punto D (xy), con el vector y el punto C, podemos calcolarlo:

. 2-x=-1 - x=-]
DC=C-D=(-2-x,0-y)=(-14) — -

Por tanto, las coordenadas del ponto D son: D (-1 )y -14)

2) Escribe lo ecoacion general de la diagonal BD y comproeba que dicha recta contiene el punto medio del

segmento AC.

> . L Lo X U
Para encontrar la ecoacion general voy a partir de la ecoacion continoa Pr _ 2 en la que P es un
v v
X Y

punto de la recta y V su vector director, por tanto, lo primero serd coger un ponto y calcolar sv vector director:

p=(0,2 b Y- 0 y-
Recta BC: R (_. ) con ello: X p’( = y py qoedaﬁa Q = y—z
V=DB=B-D=(16) v v 1 6

X Y

\/mul’ciplicouncloencruz:J(;O=yTt2 - bx=y-2 > bx-y+2=0

Por tanto, la ecvacion general de la diagonal BD es: GX — y+ 2=0

\Veamos si el ponto medio del segmento AC pertenece a dicha recto. Para ello calcolaremos dicho punto medio:

Mo [ate 4+ :(1—2 —2+O):(—_1 _1)
A 2 ' 2 27 2 2’

Y ahora lo sustitvimos en la ecvacion de la recta BD y si la verifica es porque el ponto M pertenece a ella:

ox—y+2=0 sostitoimosM(_%,Jj 6(%1)—(—1)+2=O - -3+1+2=0 —> 0=0

Por tanto la verifica, asi que, podemos afirmar gue el punto medio del segmento A
pertenece a la diagonal de los vértices B



49, - Sitvada en on llano se encuentra vna torre. Desde un punto se observa la parte mas alta con vn

dngolo de 10° con la horizontal, y si nos aproximamos a la torre 50 metros observamos que el dngolo es
ahora de 25°.

1) ;Qué altora tiene la torre?

Para calcolar la altora de la torre, vamos a utilizar la tangente, gue es la rozon
trigonométrica que relaciona el cateto opvesto con el cateto contiguo y con
ella vamos a plantear on sistema de ecvaciones no lineales n el que las
incognitas seran x y h.

) |¢g 100"
n | I x+50
50 metros X 2) @ZSO:ﬁ
X

Para resolverlo, despejamos x de la segunda ecvacion y lo sustitviremos en la primera:

De la ecvacion 2) despejomos w: tg 25° = h -  x= d
X tg 25°
Y lo sustitvimos en la 1) tg 10° = — 9 10°= _r —  operando un poco:
x+50 h
+50
tg 25°
1‘9100:L - " 50 tg10°=h — h | S0t 25 tg 10°=h
" e tg 25° tg 25° tg 25°
g 25°

(h+50tg 25°)tg 10°=htg 25° —  htg10°+50-t925%t910° = htg 25°
Despejando h, llegamos a:

,_ 50t925°910°

945719 9 9 - 925719 (tg 910°) 10 255 410°
Y de aqui:

. 50tg25°tg10°

= =14,18 m
tg 25°—1910°

Asi que, la altora de la torre es de 14,18 metros.

2) ;A qué distancia de la torre nos encontramos?

h
En este punto nos piden el valor de x del dibvjo, que calcolaremos con ¥ =———
tg 25°
por tanto, con sustitvir lo obtenido en el apartado anterior, nos bastario:
h 1418
x= -2 _304m A
tg 250 tg 250 50 metros x =30,4 metros

Asi que estamos a 30,4 metros de



50.- Fatima vuelve a sv casa y desde vn punto de la calle observa bajo un dngulo de 20° que la w2
de s balcon estd encendida. Se acerca 25 m mas hacia el blogue y el angolo ahora es de 25°.

1) ¢A qué altura esta su balcon?

Para calcolar la altora del balcon, vamos
a utilizar la tangente, que es la razon
trigonométrica que relaciona el cateto opvesto
con el cateto contiguo y con ella vamos a
plantear on sistema de ecvaciones no lineales n
el gue las incognitas serdan x y h.

1) ng ZOO= h
X+ 25 X
2)|lg 25° 2
X
Para resolverlo, despejamos x de la segunda ecvacion y lo sustitviremos en la primera:
tg 25° =ﬁ - x= d
X tg 25°
De la ecvacion 2) despejomos w:
Y lo sustitvimos en la 1) tg 20°= —  tg20°= —  operando vn poco:
x+25 h Lo
tg 25°
@20°=L N +25 |tg 20°=h - h | 251 25 tg 20°=h
h e tg 25° tg 25°  tg 25°
tg 25°

(h+25tg 25°)tg 20°=htg 25° —  htg20°+25t925°t920° = htg 25°
Despejando h, llegamos a:

254925544200 = htg 25°— htg20° -  254g25°4420° = h(tg 25°—1j20°) - h=22W2W20°
tg 25°—#920°

Y de aqui:

po 2592574207 146 m
tg 25°—1920°
Asi que, el balcon estd a 41,46 m de altoro.
2) ;A gué distancia del blogue de pisos se encoentra Fatima?

En este punto nos piden el valor de x del dibujo, que calcolaremos con x = —, por tanto, con sustitoir

tg 25

lo obtenido en el apartado anterior, nos bastarfo:

R w6
tg 25° tg 25°

=88 9 m

Asi gque, Fatima estd a 88,91 metr



51.- Daodo el siguiente tridngolo:

1) Halla la longitod AC.

i aD =
a) En ABD, cos 53° = E — AD = 13,84 cm

AC =13,84 + 29 = 42,84 cm

P oin nr —_—
En BDC, .1‘3534”:% s [DC «29ce

2) Calcola el drea del tridgngulo ABC.
b) Hallamos la altura h en el tridngulo ABD:

sen 53° = % — h=18,37 cm
A e = AC; B . 42342 18,37 . 393,49 cm?

52 .- Sean los puntos A (4, 4), B (-2, 3) y C (3, -2)

1) Comprueba gue forman un triangolo isdsceles.

TROEYSEICLE

AB-\V(4+2)2+(4-3)2 =V36+1=V37 } 1B - AT
AC =V(4—-3)2+ (4+22=V1+36-=37
BC =VB+2)7%+(2-3)2=V25+25 =V50 =5V2

Por tanto, el tridngulo es isdsceles puesto que tiene dos lados iguales y uno desigual.

2) Caleola sv drea.
Calculamos la altura sobre ¢l lado BC:

_(2+#3 3-2)_(1 1
M, '( Z * 2 ) (2’2
La altura es la distancia entre 4 y el punto medio de BC:

S R Rt

heea. N2-GIV2 35 ,
2 2

Asi que, el drea es de 17,5 oni



53.- Dodos los rectas  r: {3)( -5y+15=0 y s: {pasa por (-2,3) y (8,3)

1) Estodia la posicidn relativa de las rectas r y s.

Para estodiar la posicion relativa nos ayodaremos de los vectores directores de las rectas, asf que los
calculamos:

& Elvector director de larectares: r=(5,3)
& Elvector director de larectases: s=B—A= (8+2,3-3)=(10,0)
Podemos observar que los vectores no son proporcionales

5 3 - -
—#*= > r=zks
10 O

+

&L |L5

Por tanto, las rectas son secantes.
Ycomo r,s, +r,;s,#0 —  510+30=50#0
Las rectas no son perpendicolares.

Por tanto, las rectas son secantes no perpendicolares.

2) Escribe la ecuacion explicita de la recta perpendicolar a r que pasa por el origen de coordenadas.

Elvector director de lavectares: r= (5,3), por tanto, el vector director de vna recta S, perpendicolar

ar, serd: s=(-3,5).
Sabemos gque la ecoacion explicita de la recta es de la formo, y = mx + b, donde:

& mes la pendiente o inclinacion de la recta con respecto al eje x y que viene dada por el cociente
P
s, 3

& b es la ordenada en el origen, que en nvestro caso es O porqoe la recta pasa por el origen de

coordenadas.

Segin todo esto, la ecvacion explicita de larectases: s: { Y= —% X

54. - Ellaboratorio de la policia cientffica de Cosablanca, han llegado 30 botellas de agua de distintas
marcas, para analizar su contenido en sales minerales,

Se han obtenido los siguientes datos, expresados en mg.

4o 25 27 30 48 40 76 75 49 59 33 52 21 32 45
27 44 37 62 56 29 54 45 66 9 34 53 45 75 50

Realiza un estodio estadistico del problema contestando a los siguientes apartados:

1.-  Clasifica la variable estadistica de concentracion de sales.
2.~ Agropa los datos en vna tabla de 7 intervalos
3.- Completa la tabla con todas las colomnas necesarias




)(/.

Intervalos £

Totales:

Calcvla:

4.-  Lamediaylamoda

5.-  Lamediana y los coartiles

©.- Los percentiles Py, Pgo y Pag

7.~ Ladesviacion media

8.~ Lavarianza y la desviacion tipica

9.- Elcoeficiente de variacion

10.- Representa los datos mediante el grafico que consideres mas adecvado.

1.- Clasifica la variable estadistica de concentracion de sales.

La concentracion de sales, ; es una variable estadistica coantitativa continva.

2.- Agrupa los datos en vna tabla de 7 intervalos.

Elrecorrido, r, es la diferencia entre los valores maximos y minimos;
r=max-min=76-21=55 —> r=55

Elegimos vn r', on poco mas grande que el recorrido y que ademds sea moltiplo de 7. r' =56

Calcvlamos Ar=r'-r=1 — % =0,5 y calcolamos la. amplitud de cada intervalo: a, = % =8

Con esto cada intervalo tiene una amplitod a=8 y empezamos en: min—a =21-0,5 = 20,5
Por tanto, el primer intervalo es (20,5-28,5).

3.- Completa la tabla con todas las colomnas necesarias

/nterva/:; P | & £ %1, S |, = I
205 - 285 245 | 4 4 | 033 | 0133 ag 2401 072
285 - 36,5 325 | 5 9 | 066 | 03 162,5 528125 7415
36,5 — 445 405 | 3 12 oy | ou 1215 4920,75




445525 485 7 19 | 0233 | 0,633 3395 16465,75 749

525-60,5 56,5 5 24 | 066 | 08 2825 1596125 4535

60,5 - 685 645 2 26 | 0,066 | 0,266 129 8320,5 344

685 - 76,5 72,5 4 30 | 033 1 290 21025 100,28
Calcvla:

4.- La media y la moda

D xf 1423

La media aritmética viene dada por: Media : X = =—-=4743
N 30
La moda, que es el valor que més se repite, el 7, se encuentra en el intervalo (44,5 — 52,5), asf que:
f-f (7-3)
Mo=L + L) ‘o, =44,5+ ———7—-8=49,83
(fi_fi—l)+(fi_fi+l) (7_3)"'(7_5)

5.- La mediana y los coartiles

La mediana, que es la medida central, N/2=15, se encventra en el intervalo (44,5 — 52,5) por tanto:

N E
5 il —
Me=L+2 g -445:127128_4793
kN _ g
Los cuartiles vienen dados por: Q, =L, + 4—'(1i

Elprimer coartil, Q, estd en 30/4=7,5 y se corresponde con la clase (28,5 — 36,5) y su valor es:

Q- 28,5+%~8 _34,1

Eltercer coartil, Qs estd en 30-3/4=22,5 y se corresponde con la clase (52,5 -60,5) y sv valor es:

Q;=52,5 +—22’5 — 19'8 =58,1

.- Los percentiles Pyo, Pgo Yy Pag

kN
Los Percentiles vienen dados por la expresion: P, =L, +%'H-ai

1

El percentil 40 % =12 se encventraen la clase (36,5 — 44,5) y su valor es: P, =36,5+ 129 445
El percentil 80 % =24 se encventra en la clase (52,5 — 60,5) y sv valor es: Py, =52,5+ 24— 19-8 =60,5
El percentil a8 % =29,4 se encventra en la close (68,5 — 76,5) y su valor es: Py, =68,5 +M-S =75,3



7.- La desviacion media

2lx-x| 37392

La desviacion media viene dada por: D_ =
N 30

=12,464

8.- La varianza y la desviacion tipica

2x o 743755
. _

—47,43% = 229,58
30

La Varianza la calcolamos mediante la expresion Var =
o . . z f;xtz —2
La Desviacién tipica es la raiz coadrada de la varianza: o = vVar = =N X° =4/229,568 =15,15

9.- El coeficiente de variacion

:mj 0,319

El coeficiente de variacion es: C.V. = =
47,43

x| Q

10.- Representa los datos mediante el grafico que consideres mas adecvado.

Contenido en sales minerales en el Agua (mg)

24,5 32,5 40,5 48,5 56,5 64,5 72,5

55.- Se sabe que el 0% de los alomnos de on centro docente estd interesado por las redes sociales,
el 60% estd interesado por sus notas y el 55% por ambas cuestiones. Se elige al azar vn alomno de ese
centro.

a) Calcole la probabilidad de gque dicho alumno esté interesado por alguna de las dos cuestiones.

b) Calcole la probabilidad de que esté interesado por sus notas, sabiendo que no esta interesado por
los redes sociales.

¢) Caleule la probabilidad de gque no esté interesado por ninguna de estas dos cuestiones.

Los datos del problema son: p(R)=0'9; p(N)=0'6; p(RNN)=0'55

a) p(RUN)=p(R)+ p(N)—p(RAN)=0'9+0'6-0'55=0"95 = 95%

p(NOR) _ p(N)=p(NAR) _0'6-0'55 _

N/R)= i
o) P(N/R) p(R) 1- p(R) 1-0'9

0'5=50%

¢) pP(NNR)=p(NUR)=1- p(NUR)=1-0'95=0"05=5%




56.- En on departamento de vna Universidad hay & profesores y 14 profesoras. Se quiere constituir

ona comision formada por 2 miembros del departamento, elegidos al azar.
a) ;Cudl es la probabilidad de que sean profesoras?
b) Calcole la probabilidad de que la comision esté constitvida por vn profesor y vna profesora.
¢) Halle la probabilidad de que en la comision no haya ninguna profesora.

Hacemos un diagrama de drbol:

Profesor

Profesor

Profesora

Profesor

Profesora

Profesora

14 13 13
a 2 profesoras)=—.-—=—=0"'3939
) p(2 profe ) TRTRET

8 14 14 8 224 16
b \ L P A e o TP T-9 1
) plprofesor y profesora) = o o S N 462 33

8 7 56 4
¢) p(N: sora) = —— =20 =% _ o212
) p(No profesora) =7 -0 =20 =133

57.— De los sucesos A y B se sabe que:

_ B/ \— B/ |-
P(A)=0,6 P(/)=08 P(/A)—Oﬂ
a) Calcvle las probabilidades. P(B) P(ANB) P(AUB)

a) ;Son los sucesos A y B independientes?
b) ;Son compatibles?

a)

p(B;’A”):P{Bﬁf:}zp(B}-P(;BﬁA) :}ﬂ'l:M:}P{B}zﬂ'jz
(A7) p(A°) 1-0'6

pANB) _ o P(ANB)

Bl A)=
Pl ) oG

= p(AnB)=0'48

p(AUB) = p(A)+ p(B)= p(AnB)=0"6+0'52 =0'48 =0'64

b)
p(ANB)=0'48

¢) Como la interseccion no es nola son sucesos compatibles.



59. - Eltiempo en horas dedicado cada dia al vso del telefono movil por los estudiantes de bachillerato

de vna civdad, es vna variable aleatoria continua. Se toma vna muestra aleatoria de 40 estudiantes y se
obtienen los siguientes tiempos de vso en horas:

25[42122(3312[24[47[21[30[0,0(22[21[27[32[28[60(25[35[22]24
33(22(34/35(40(37(30(35(47(52(28(31]21[14[23[3a9[21(20[33[18

a) Constroye ona tabla de datos agrupados en 6 intervalos.
b) Calcola la media, la moda y la mediana.
¢) Calcola la desviacion tipica.

a) Como r=¢,tomamos & intervalos de radio 1, empezando en O.

/nfermlzis X f i & i 4 i P =1
[0, 0,5 1 1 0,025 | 0,025 0,5 0,25 255
0,2) 1,5 3 4 0,075 | 0. 45 6,75 465
[2,3) 25 | 177 21 | 0425 | 0,525 425 106,25 9,35
[(34) 35 | 13 34 | 0325 | 085 455 159,25 585
[4,5) 45 | 4 38 0, 0,95 18 1 58
(5,61 55 | 2 40 0,05 1 L 60,5 49
| e | [ [t [mom | zescws | eosseon |

b)

La medlia aritméticaviene dada por: x = M =3,05

2 f

La moda, que es el valor que mds se repite, el 2,5 se encoentra en el intervalo [2,3), asi que:

MO:Li+ f;_f;—l (17—3)

‘a, =2 1=2,78
G t)+(f-f) " (17-3)+(17-13)

La medliana, que es la medido. central, N/2=20, se encventra en el intervalo [2,3) por tanto:

N_g
2 My -2:20"% 504
i 17

Me=L +

¢) Para la desviacion tipica calcolamos primero la varianza:

U2
2I% oo _ 44 5052 -1 0475

La Varianza o calcolamos mediante la expresion Var = N =10

2
La Desviacion tipica es |a raiz coadrada de la varianza: o =+/Var = % —x?% =./1,0475 =1,0235




