Unidad Diddactica 5

EXPRESIONES
ALGEBRAICAS




En esta unidad vas a:

1. Aprender a expresar de forma algebraica ciertas situaciones.
2. Distinguir y operar con monomios.
3. Identificar, operar y simplificar polinomios.
4. Conocer y aplicar las identidades notables.

5. Saber sacar factor comun.

6. Factorizar polinomios y saber simplificar fracciones algebraicas.

7. Resolver problemas usando expresiones algebraicas.
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5.0.- Lectura comprensiva

Todos los pueblos que se han preocupado por el avance de las
ciencias han creado centros en los cuales los sabios pueden trabajar e
intercambiar ideas, como ocurre en nuestras actuales universidades y
academias.

En Bagdag, capital del mundo arabe en el siglo IX,
se reunieron artistas, escritores y cientificos
(filésofos, matematicos, fisicos, astrébnomos,
médicos.....). Alli se escribieron, bajo el reinado del
Califa Al Raschid, los cuentos de Las Mil y una
Noches, Aladino vy la lampara maravillosa, Simbad
el Marino,..... Ahos mas tarde, el cargo de Califa lo

> AL-Jij
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ocupa su hijo Al Mamoun. Cuentan que una noche
Al Mamoun tuvo un suefio en el que se le aparecié el gran filésofo
Aristoteles. Al despertar, Al Mamoun, impresionado, mandé traducir al
arabe todas las obras griegas que se habian encontrado hasta entonces.
También mandé construir una casa de la sabiduria en la que se pudieran
reunir los sabios para estudiar y hacer avanzar la ciencia. Entre esos sabios
estuvo el matematico y astrénomo Al Khwarizmi, uno de los més famosos
del mundo arabe, cuyo nombre mal pronunciado dio lugar a la palaba
algoritmo.

Lee nuevamente el texto anterior y completa el siguiente cuestionario:

1.- El término matematico algoritmo proviene de una mala pronunciacién del nombre del sabio arabe:

2.- La capital del mundo arabe antiguo era:

3.- El famoso filésofo griego que se le apareci6 en suefios al Califa Al Mamoun era:

4.- Los cuentos arabes méas famosos escritos en el siglo IX fueron:

5.- Nuestras actuales universidades y academias equivalen a los: de la
antigliedad y del medioevo.

6.- Todas las obras griegas que se conocian en la época de Al Mamoun fueron traducidas al arabe por:

7.-Enla se reunian los sabios del mundo arabe en tiempos del Califa Al Mamoun.

8.- En los centros de la ciencia re reunian: , y

9.- ¢Al Raschid y al Mamoun fueron realmente, sabios o0 mecenas?:

10.- ¢Por qué?:
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5.01.- Introduccion

Algebra, del &rabe: a=J! al-yabr, es el nombre que identifica a una rama de
la Matematica que emplea nimeros, letras v signos para poder hacer referencia a
multiples operaciones aritméticas.

La palabra éalgebra proviene del titulo de un libro Al-jabr w’al-muqgabalah,
escrito en Bagdad alrededor del afno 825 por el matemético y astrbnomo Mohammed
ibn-Musa al-Khwarizmi, que muestra en sus trabajos la primera férmula general para
la resolucién de ecuaciones de primer y segundo grado.

El 4lgebra comienza en realidad cuando los mateméticos empiezan a
interesarse por las “operaciones” que se pueden hacer con cualquier cifra, mas que
por los mismos nimeros. Desde 1.700 a.C. a 1.700 d.C. ésta se caracterizd por la
Al Khwarizmi (siglo IX d.C.), considerado  invencién de simbolos y la resolucién de ecuaciones. En esta etapa encontramos un
uno de los «padres del dlgebra» algebra desarrollada por los griegos (300 a.C.), llamada algebra geométrica, rica en
métodos geométricos para resolver ecuaciones algebraicas.

Hubo que esperar a la Edad Moderna para que los franceses Vieta (siglo XVI) y Descartes (siglo XVII) dotaran al
algebra de un lenguaje definitivamente simbélico, practicamente igual al que usamos en la actualidad

Gracias a ellos, hoy entendemos como dlgebra al drea matemética que se centra en las relaciones,
estructuras y cantidades. La disciplina que se conoce como algebra elemental, en este marco, sirve para llevar a
cabo operaciones aritméticas (suma, resta, multiplicacién, divisién) pero que, a diferencia de la aritmética, se vale
de simbolos (a, X, y) en lugar de utilizar nGmeros. Esto permite formular leyes generales y hacer referencia a
nimeros desconocidos (incégnitas), lo que posibilita el desarrollo de ecuaciones y el anélisis correspondiente a su
resolucién.

El algebra elemental postula distintas leyes que permiten conocer las diferentes propiedades que poseen
las operaciones aritméticas. Por ejemplo, la suma de niimeros (a + b) es conmutativa (a + b = b + a), asociativa
a + (b+c) = (a+b)+c, tiene una operacién inversa (la resta), a-a=0 y posee un elemento neutro (0), a+0=a.

5.02.- Expresiones Algebraicas. El Lenguaje algebraico

El lenguaje que utiliza letras y nimeros unidos por los signos de las operaciones aritméticas se denomina
lenguaje algebraico.

Una expresion algebraica es un conjunto de nimeros y letras unidos por los signos de las operaciones
aritméticas.

Son ejemplo de expresiones algebraicas:

Densidad de una sustancia El cuadrado de un namero

A= rR? d=% x*

El lenguaje algebraico es una forma de traducir a simbolos y nimeros lo que normalmente tomamos
como expresiones particulares. De esta forma se pueden manipular cantidades desconocidas con simbolos faciles
de escribir lo que permite simplificar teoremas, formular ecuaciones e inecuaciones y el estudio de cémo resolverlas.
Este lenguaje nos ayuda a resolver problemas matematicos mostrando generalidades.

En general las letras X, Y y Z se utilizan como las incégnitas o variables de la expresién algebraica. Los
siguientes son ejemplos de las expresiones algebraicas mas usadas, en forma verbal vy escrita:

Enunciado Expresion algebraica Enunciado Expresion algebraica
La suma de dos nimeros a+b El doble de un nimero 2X
La resta o diferencia de dos numeros X-y El doble de la suma de dos nimeros 2(a+b)
El cociente de dos nimeros X/y La mitad de un nimero x/2
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1.- Si representamos la edad de Marfa con ¥, escribe en lenguaje algebraico:

Inter Lom

La edad que tendra Maria dentro de tres afios

La edad que tendra dentro de quince anos

La edad que tenia Maria hace siete afos

El doble de la edad de Maria

La mitad de su edad aumentada en treinta anos

La suma de la edad de Maria y la de su madre, que es el triple de la suya

La suma de las edades de Maria y de su primo, que es la mitad de la de Maria

2.-Traduce del lenguaje algebraico:

X

5x

x+(x+1)

x? =(x+1)

| %

2x +c*

3m?

(2x){(x-1)

(x=1)(x+1)

5.03.- Monomios

De todas las expresiones algebraicas con las que vamos a trabajar, los monomios son las expresiones
algebraicas mas sencillas.

Un monomio es el producto de un niimero por una o varias letras, donde el nimero (incluido su signo)
es a lo que llamamos coeficiente y a las letras parte literal.

coeficiente — 4x”tz° < parte literal

Llamamos grado de un monomio al nimero de factores que forman la parte literal, o lo que es lo mimo,
al nimero de letras de la parte literal.

parte literal — x*tz® = xxtzzz — grado=6

dos x, una t y tres z son 6 letras

2022 © Selectividad.intergranada.com
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Eiemplo
Monomio de Monomio de
fsale —— | MONOMIO 4(12 N 4x2y2 N
segundo grado cuarto grado
COEFICIENTE — —5 1 1
PARTE LITERAL — ax> aa XYY
GRADO —> 3
a-x-x Dos monomios son opuestos si son semejantes y sus coeficientes son nimeros opuestos.
3

Decimos que dos monomios son semejantes si tienen la misma parte literal, es
decir si tienen las mismas letras, aunque estas estén desordenadas.

4x%2° - 3x%2° x?z° 5xzx 72°x? 8zxzxz
Todos estos monomios son semejantes porque tienen 5 letras en la parte literal, 2 equis (x) v 3 zetas (z).

Ejemplo

1.- Indica si los siguientes monomios nos semejantes o no:

3X2 semejante 7X2 3y2 no semejante 732 3y2 no semejante 2y
3Z5 semejante % Z5 3y2 X no semejante 7X2y 3_',)ZX semejante 2Xyz

3.- Completa la siguiente tabla:
Monomio Coeficiente Parte Literal Grado Monomio Semejante

8a
-3x
a’b

2
3XY

2

5abc

-7 )

El valor numérico de un monomio es el valor que se obtiene al cambiar la letra o letras por nimeros y realizar
la operacién.

Ejemplo

2.- Dado el monomio 3x2, calcula:

v el valor numérico para x = —1 sera: 3x° = ( ) =&l=d

v el valor numérico para x = —3 sera: 3x? = 3( =39=27
v el valor numérico para X = i serd: 3x% = = 3 — = 1)
5 25 25

3.- Dado el monomio 2a?b, calcula:

v el valor numérico para a=-1 y b =2 sera: 2a’b =2:(-1)*(2)=212=4
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5.04.- Operaciones con monomios

A la hora de operar con monomios hemos de recordar el orden de preferencia de las operaciones, las
tablas de multiplicar y las propiedades de las potencias, puesto que las letras representan nimeros

5.4.1.- Suma y resta de Monomios

Para poder sumar (o restar) dos 0 méas monomios estos han de ser monomios semejantes, es decir,
monomios que tienen la misma parte literal, si no son semejantes no se pueden sumar (o restar).

Q@ PFP-@ 2 1 e - I
— : . —
1 tomate 2 tomates 3 tomates 3 patatas 2 patatas 5 patatas

Como podéis ver, podemos sumar tomates con tomates y patatas con patatas, es decir podemos sumar cosas
iguales, pero no podemos sumar cosas diferentes:

LN 5

3 patatas 8 tomates 3 pepinos

3 patatas
8 tomates
3 pepinos

Pues sumar (o restar) monomios es algo similar, la suma de monomios es otro monomio que tiene la misma
parte literal y cuyo coeficiente es la suma (o resta) de los coeficientes.

X 4+ XX XXX YYY &+ YY = YYYYY

(1+2) x = 3x (3+2) Y =5Y

Si los monomios no son semejantes, dejamos la suma indicada.

YYY + XX YYY+XX

3y 2X 37+ 2X
Ejemplo
4.- Calcula:
3x? + 2x? = (3 + 2)x% = 5x? 4x%y + Tx%y =11x%y 3x? +2x =3x% +2x
5y° —3y® = (5-3)y° = 2¢° Oxzt — 6x2t = 3xat 5y® - 8y” =5y* - 8y”

4.~ Calcvla el resultado de las siguientes operaciones con monomios:

a) X+Xx+x= D 2°+22°+42° = D 1Im?—-6m® = p 5b°-7b° +4b° =
b x*4+x*= 9 n+n+n+2n= m) 8x-3x= o yv'+2yt -4y’ =
o 4a+2a= h) 4dm+4m= n m®-5m’= D m-4m+2m=
d 3x?+x?= D3t +4 +1 = W) gm’-4im’= s Ex+ix-gx=
e 7z+5z= K 50 +2a°+ad= 0 x*-2x*= ) Hz-tz-3z=

2022 © Selectividad.intergranada.com
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5.4.2.- Multiplicacion de Monomios

Recordando que un monomio es el producto de un nimero y letras, deducimos que el producto de dos
monomios es otro monomio en el que el coeficiente es el producto de los coeficientes (tablas de multiplicar) v la
parte literal es el producto de las partes literales (propiedades de las potencias).

Eiemplo
5.- Calcula:
3x*7x% = =21x° < 6yz’d4yiz= — 24-4% 73
{xz_xs _ 52+ =x5} Yz a2y {yz Pz = 3521 y4.23} Y

5.- Calcola el resultado de las siguientes moltiplicaciones de monomios:

a (3x)(4x)= @ 2z47° = 9 11m’6m’ = ) 5b>7t4b%
b 2x%x%= e) nnn3n= h) 8y3x= k) y*2utt3y°tt =
o 4da2ad®= f) 4m?>3m= i) -9p°5m’® = ) 3mdm2xz =

5.4.3.- Division de Monomios

De forma similar al producto, el cociente de monomios es otro monomio en el que el coeficiente es el
cociente de los coeficientes y la parte literal es el cociente de las partes literales.

Ejemplo
6.- Realiza las siguientes divisiones de monomios:

4 o3 |9:3=3 s o9 |6:3=2
Ix":3x" =4, . L. =3x << 6z°:3z2°=
X

xtixd=xtP=xt = 72722 =2"2=2°

Cuando dividamos dos monomios semejantes, el resultado serd un ndmero ;-‘--’w"sl;’ym;m“-""
. . 2 / i
(monomio de grado 0), porque la parte literal desaparecera. \

Resumiendo, el cociente de monomios puede ser un numero,
otro monomio o una fraccion dependiendo del grado de cada uno de ellos:

Eiemplo
7.- Calcula:

(60%b): (3ab) = 2; :f ;/ 2 (15x"): (3x*) = Z;’;" (2ab): (6b%) = ;f;};{b 3b

Ntmero Monomio Fraccién

N ==

6.~ Calcula el resvltado de las siguientes moltiplicaciones de monomios:

a  (10x):(2x)= o (272°):(-92) = 9 47" _ i 1?}‘5 _

b (140%):(-Ta)= o (-16a"):(-8a)= ) % - " ;57’2‘ _

o (272°):(-92%) = n (527):(1527) = ) X ) 186L _ .

2022 © Selectividad.intergranada.com
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5.05.- Polinomios

Un polinomio es una expresién algebraica formada por la suma o la resta de varios monomios no
semejantes:

3x?+2x*=5x* —  Monomio 3x?+2x=3x*+2x —  Polinomio

Para denominar polinomios utilizaremos las letras mayusculas P, Q, R, S... e indicaremos entre paréntesis las
variables algebraicas de las que depende.

P(x)=3x*+2x+5 Q(x,v) = 3x® + 2v* - 3x%y

A cada uno de los monomios que forman un polinomio se les llama término, y si no tiene parte literal, se le llama
término independiente.
P(x)=4x®>+3x* - 2x + 5
—— —— == -
Término Término Término Término

de de de independiente
grado 3 grado 2 grado 1

e Un polinomio formado por dos términos recibe el nombre de binomio. B(x) = 3x?+5

e Un polinomio formado por tres términos recibe el nombre de trinomio. B(x) = 2x% +3x -7

El grado de un polinomio es el mayor de los grados de los monomios que lo forman. En el polinomio siguiente,
el grado sera 3, porque esta formado por 4 monomios y el de mayor grado es de grado 3.

P(x)=4x*+3x*- 2x+ 5 — grado(P)=3
Término  Término  Término Término

de de de independiente
grado 3 grado 2 grado 1

Un polinomio es completo cuando contiene todos los grados consecutivos, desde el mayor hasta el menor.

P(x)= 8x*+3x?+2x+5 Qx)=3x*+2x*-4x+5

Incompleto, falta término de grado 3 Completo

El valor numérico de un polinomio P(x) para x=a, P(a), es el nimero que se obtiene al cambiar x por el
ndmero a, y realizar las operaciones indicadas.

P(-1)=3(-1) +2(-1)+5=31-2+5=3-2+5=6

P(x)=3x?+2x+5 ,
P(2)=3(2) +2(2)+5=34+4+5=12+4+5=21

Cuando para un determinado x=a, obtenemos como valor numérico de un polonomio P(x) el valor O,
decimos que a es una raiz del polinomio P(x).
P(-2)=(-2)"-4=4-4=0 - -2esraizdeP(x)

P(x)=x*-4 )
P(2)=(2) -4=4-4=0 — 2 esraiz de P(x)

Un ndmero cualquiera x=a es raiz de un polinomio P(x), cero de un polinomio, cuando el valor numérico de
dicho polinomio si x=a es nulo.
x=a es raiz de P(x) si P(a)=0

2022 © Selectividad.intergranada.com
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5.06.- Operaciones con Polinomios

Como un polinomio es un conjunto de monomios, a la hora de operarlos utilizaremos lo ya aprendido
en las operaciones con monomios.

5.6.1.- Suma y resta de polinomios

Para sumar o restar polinomios, sumaremos o restaremos los
monomios semejantes que los componen y damos el resultado en orden x40 (F3x4 |+ x |[+1
decreciente en grado.

+ x3 | x2% [H5x]| -2

Podemos poner uno encima de otro como vemos a la derecha, pero |
también podemos hacerlo en linea: 22 || 23| -2x2| 1462l -1
L J

(x4—3x2+x+1)+(x3—x2+5x—2)=x4—3x2+x+1+x3—x2+5x—2:x4+x3—4x2+6x—1

Para restar dos polinomios, se suma el primero con el opuesto del segundo. Es decir, se le cambia el signo al

segundo v se suman. P(x) — Q(x) = P(x) + [—Q(X)]

(x4—3x2+x+1)—(x3—x2+5><—2)=x4—3x2+><+1—x3 +x?-bx+2=x"-x*-2x?-4x+3

— cambiamos el signo de
para restar dos polinomios todos los miembros del

segundo

5.6.2.- Producto de un monomio por un polinomio

Para multiplicar un monomio por un polinomio, se multiplica el monomio por cada término del polinomio
y se suman los resultados. Por ejemplo:

3x% o(x? —2x" 1) =3x"x" - 3x*2x* - 3x*1=3x" —6x* —3x"

Monomio "———— Polinomio
Polinomio

Como hemos visto, al multiplicar un monomio por un polinomio, se obtiene otro polinomio.

5.6.3.- Producto de polinomios

Para multiplicar dos polinomios, multiplicaremos todos los monomios del primero 3% + 5
por todos los monomios del segundo y después agruparemos los monomios semejantes T >< T
dando el resultado en orden decreciente en grado. % 4x — 2

- 6x-10
Multiplicacién de polinomios | Podemos hacerlo poniendo uno encima de otro 12x% + 20x

colocando los monomios semejantes unos debajo de los )
otros para poderlos sumar con facilidad. 12x% + 14x- 10

2 = 2
(6x° +7x —8)(~2x+3) Pero es preferible hacerlo en linea:

(3x + 5)'(4x - 2) = (3x4x) + (3)(' (—2)) + (5‘4)() + (5'(—2) =
=12x? —6x + 20x —10 =12x* —14x - 10

TIC{
—12x3 — 14x2 + 16x

30x% + 35x — 40
—12x% + 16x% + 51x — 40

Recuerda que, para agrupar, sumaremos los monomios que sean semejantes.
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Piensa y practica
7.- Dados los polinomios: P(x)=3x* —6x> +4x-2  Q(x)=x’-2x*-3x+1  R(x)=x*+1, Calcvla:

a) P(x)+Q(x) b) 2:P(x)-3Q(x)+ 4-R(x) c) 2P(x)R(x) d P(x)R(x)-2Q(x)

5.6.4.- Division de polinomios

Dados dos polinomios P(x) y Q(x), al dividirlos obtenemos otros dos polinomios C(x) y R(x) que cumpliran
que el grado de P(x) sea mayor que el de Q(x) y que ademas deberan verificar la regla de la divisién “cociente por
divisor mds resto igual a Dividendo”

P(x) |Q(x)
C(x) - P(x) = Q(x)-C(x) + E(x)
R(x)

La manera mas sencilla de explicar la divisién de polinomios es mediante un ejemplo, asi que nos plantearemos
realizar la divisién del polinomio P(x)=4x3-2x?+8x-11 entre el polinomio Q(x)=2x-3.

e 1° PASO: Disponemos los polinomios de igual forma que si se tratase de una divisién de nimeros. En
el caso de que el polinomio dividendo no sea completo dejamos huecos para los términos que faltan.

4x® -2x* +8x-11 [2x-3
e 2° PASO: Dividimos el término de mayor grado del dividendo entre el del divisor, es decir, 4x° : 2x,
dando como resultado 2x°.
4x® - 2x* +8x-11 [2x-3
2x*
e 3° PASO: Multiplicamos cada uno de los términos del divisor 2x - 3 por 2x? y colocamos los opuestos de

estos términos debajo de los términos semejantes del dividendo. A continuacién, sumamos obteniendo
otro nuevo polinomio dividendo.

4x3 -2x? +8x-11 |2x-3 4x% - 2x*+8x-11 |[2x-3
2x? -4x® +6x% | 2x?
9

0x® +4x? +8x

o 4° PASO: Repetimos el 3° PASO hasta que el grado del nuevo polinomio sea inferior al del
polinomio divisor. Este polinomio sera el resto de la division. En nuestro ejemplo el 3° PASO se ha
repetido tres veces.

4x*  —2x? +8x -11 |2x-3 4x’ -2x" +8x 11 [2x-3
-4x® +6x* | 2x* + 2x “4x’ +6x” 2x" +2x+7
0 4 x2 +§x N 0 4x* +8x J Cociente
—4x* +6x - —4x® +6x  _
0 14x -11 0 14x -11
-14x +21
T

Resto

Clx)=2x*+2x+7 v R(x)=10
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En resumen:
4ax® —2x? i8x -11 [2x-3
-4x% +e6x? 2x2 +2x+7 . o X
5 v 3 Calculo de los términos del cociente.

4x +8x -11 % 3 2

san2  sEx 4x :2:(?2)(
N e

14x -11 =
~14x + 21 4x? :2x =2x
10

14x:2x(=7 }

Cociente = 2x2 +2x +7
Resto =10

Ejemplo

8.- Calcula paso a paso la divisién P(x))x®*+2x3-x-8 entre el polinomio Q(x)=x%-2x+1:

102 0=

X+ 0+ 28+ 08— x— 8 | XP-2x+1
225 o+ - X X+2C+5x+8
30 2+ ¥+ or- x- 8 17 4sT 7.7 1007
502 2¢+ 4l - 278
6.0 5t - X— B
8o 5% + 106" — 5x
9.9 8 - 6x— 8
1.0 8xX + 16x+ 8
120> 10x - 16

Solucién: C(x) =x>-2x*>+5x+8 y R(x) =10x-16

20 (=2 1)=x=2"+x°

3.0 () + 20 —x=8) + (= + 2" =) = 2 +x°—x -8
8020 =28/ 5028 (= 2x+ 1) =2 =4’ + 28
6.0 (2" +x° —x—8) + (-2 +4x’ = 2%) =5x" = 2% —x—-8
725 X =5x | 8.2 5% ()¢ = 2x+1)=5x" = 10x" +5x
9.° (5" = 2x*—x—8) +(=5x" + 10x*=5x) = 8x" - 6x—8
1028 =8/ 11.28- (' =2x+1)=8x" - 16x—8
12.° (8x"—6x—8)+(—Bx"+16x+8)=10x— 16

8.- Realiza las siguientes divisiones de polinomios:
a x°-4x*-6x+12 |x-=5 b 9x*+15x® -6x* -5x+1 [3x*-1
o 4x' [2x*-1 d 2x°+3x*-6 |[x+3

Ejemplo

9.- Dados los polinomios

p(x)=4x>+3x®-2x*+5

q(x) =-5x> - 2x* + 3x

2

rix)=2x“-x+3

a) 2p(x)—3q(x)+r(x)=
calcula: | p) [q(x)} .
c) p(x):r(x)=

a) 2p(x)-3q(x)+r(x)=2(4x" +3x* - 2x? +5) - 3(-5x* —2x? + 3x) + 2x* —x +3 =

=8x° +6x° —4x2+10+15x% +6x2 —9x +2x% = x+3=8x" +21x> +4x? -10x +13

b) [a(x)]” =

(q(x))-(q(x)) =(-5x% = 2x? + 3x)(-5x% —= 2x? + 3x) = 25x° +10x® —15x* +

+10x° +4x* —6x° —15x* —6x% +9x% = 25x° + 20x° — 26x* —12x> + 9x?

2022 © Selectividad.intergranada.com



4x°  +0x +3x° -2x* +0x

0 -2x* -5x? +40x

+2x°  —x* +3x
0 -6x% +3x
6x> —3x

Expresiones Algebraicas 32 ESO
© Radl G.M.

+5 | 2x%—x+3

2x3 +x2-x-3

\
5

+5
19
+14

Cociente
Clx)=2x®+x?-x-3

Resto

R(x)=14

5.6.5.- Regla de Ruffini

Cuando el divisor es un polinomio es de la forma x - a, la divisién puede realizarse de un modo mas sencillo,

empleando un algoritmo conocido como Regla de Ruffini.

Veamos cémo se realiza este proceso mediante un ejemplo.
Ejemplo

10.- Dados los polinomios P(x) =3x3+7x?-3 v Q(x) =x+3, calcula P(x):Q(x)

Para realizar esta regla, utilizaremos una especie de cuadro
de la siguiente forma:

En la parte de la derecha superior colocaremos los
coeficientes de todos los términos del polinomio en
cuestién, que debe estar completo, asi que pondremos O si
faltara alguno de sus términos, como ocurre en nuestro caso
que falta el término en x.

P(x)=3x>+7x*+0x-3

En la parte izquierda, justo encima de la linea horizontal de
separacién colocaremos el término independiente del
divisor (binomio X = a), en nuestro caso es x+3 = x — (-3),
por tanto, colocamos el -3

El proceso empieza bajando el coeficiente del término de
mayor grado (3) y poniéndolo debajo de la linea horizontal.
Después multiplicaremos el -3 por dicho nimero vy
colocaremos el resultado por encima de la linea horizontal
debajo del siguiente término para después sumarlos:
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3 7 0
Repetimos el proceso volviendo a multiplicar el -3 por el | + +
nuevo resultado (-2) y colocandolo debajo del siguiente 3 .9, 5,
término para volver a sumar: &43)-' T
3 7 0 3
Reiteramos el proceso multiplicando otra vez (-3) por el + - +
nuevo resultado y colocandolo debajo del término 3 .9, .6, ;18

|

independiente: &13)' S

El Gltimo nimero que figura debajo de la linea horizontal es el resto R = -21.

Los ntimeros anteriores son los coeficientes del polinomio cociente C(x) = 3x?-2x+6, de grado una unidad
menor que el grado del polinomio dividendo P(x).

En este caso el grado del resto es igual a cero y cémo podemos comprobar la divisién no es exacta.

3x? +7x* -3 x+3 . {C(x)=3x2—2x+6

21 3x2-2x+6

Piensa y practica

9.- Realiza las siguientes divisiones de polinomios mediante la regla de Roffini:

a) x®-4x?+5x-8 |x-2 b x*-7x*+8x* -2 [x-1

5.6.6.- Factor Comun

Cuando hablamos de extraer factor comiin nos referimos a una transformacién a la que se pueden
someter ciertas sumas y restas y que resulta muy til en el célculo algebraico.

Es una suma cuyos sumandos son productos.

Observa la siguiente expresién: ab +ac—ad ) ]
Todos los productos tienen un mismo factor, la letra a.

Entonces, podemos transformar la suma en un producto sacando el factor que se repite (sacar factor comiin) y
colocando un paréntesis.

ab+ac—ad=a(b+c—d)

e

10.- Extrae factor comdn en las sigvientes expresiones algebraicas:
a)  18x* +32x” b)  6x%+12x-24 ¢ 9a+6a” +3a®
d 2x-6xy—4zx e) a’+2a f)  10b-30ab
9 18mxy? -54m’x?*y? +36my>  h) 5x% +10x - 20 ) 60x* +18x° - 24x* =
=
|
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Podemos encontrarnos expresiones algebraicas en las que se puede sacar factor comin dos veces, lo que
se conoce con el nombre de factorizaciéon por extraccion doble. Veamos un ejemplo:

10.- Transforma en producto la expresion algebraica definida por: P(x.y)=xy-2x-3y + 6

P(x,y)=xy—-2x-3y+6 s (xy—2x)+(-8y+6)=(xy—2x)-(3y - 6)0175@,;"05 [o(xy -2x)-(3y-32)=
en dos partes que se repite

Y lo mzcamosx(y a 2) + S(y a 2)Vemos q; otra vez X(y a 2) + S(y a 2) Lo uo[uzemos a (X + 3)(y a 2)

factor comin se repite un factor sacar factor comun

5.07.- Identidades notables

i Y
Existen algunas multiplicaciones que se presentan con mucha frecuencia al ( el )3 gt e ]
trabajar con expresiones algebraicas. Son los llamados productos notables o - )
identidades notables. (a—b)z = i g g
Veamos las mas importantes: ( a+ 5)( a— ,5) =ag*—h*
b _ >
5.7.1.- El cuadrado de una suma
a+h
b g El cuadrado de la suma de dos términos es igual al cuadrado del

primero, méas el doble del producto del primero por el segundo, mas el
cuadrado del segundo.

(a+b)’ =a?+2ab +b?

ab

a+b

Ejemplo
(x+2)2 =(x+2)(x+2)=x*+2x+2x+4=x"+4x+4
(2x+5)2 =(2x+5)-(2x+5) =4x* +10x +10x + 25 =4x* + 20x + 25

5.7.2.- El cuadrado de una diferencia

El cuadrado de la diferencia de dos términos es igual al cuadrado del b a-b
primero, menos el doble del producto del primero por el segundo, mas el
cuadrado del segundo. <

(a-b)" = a® - 2ab+b?

Ejemplo
(x—3)2:(x—S)'(x—S):x2—3x—3x+9:x2—6x+9 ol
(3x-2)" =(3x-2)(3x-2)=9x" —6x —6x+4 =9x" ~12x + 4

5.7.3.- Suma por diferencia

La suma de dos términos multiplicada por su diferencia es
igual al cuadrado del primero menos el cuadrado del segundo.

(a+b)(a-b)=a*-b"
Ejemplo

(x+3)(x-3)=x*-3x+3x-9=x"-9
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1.~ Utiliza los identidades notables para desarrollar estas expresiones:

Interginadecom

a) (x+4) b (x-7) o (v -1)(v*+1) a  (2x-y)’

o (3x-6) D (3x+3) 9 (1+3x*)(1-3x*) b (3a+2b)°

A veces serd conveniente transformar las identidades notables a la inversa, es decir nos la dan ya
desarrollada y tendremos que escribirla de forma compacta.

Ejemplo

11.- Transforma en producto las siguientes expresiones algebraicas con la ayuda de las
identidades notables:

x2+a4x+4=(x+2) x2—6x+9=(x-3)° 4x2 -9 =(2x+3)(2x-3)

Piensa y practica

12.- Utiliza los identidades notables para transformar en prodoctos:

a)  4x*-12x+9 b)  Ox? +42x+49 o 4z°-9 d X% +4xy+4y°

5.08.- Factorizacion de un Polinomio

Si un polinomio, P(x), se puede expresar como el producto de otros dos polinomios Q(x) v R(x),

diremos que Q(x) v R(x) son divisores de P(x) (o factores como hemos visto en el punto 5.6.5)

5.8.1.- Divisores de un polinomio

Un polinomio, Q(x) es divisor de otro polinomio, P(x), cuando la division P(x) : Q(x)
es exacta, es decir, tiene resto cero.

Ejemplo

12.- Comprueba si x-1 es divisor de x>-2x>+1:

x*-2x*+1 | x-1

En la divisién x® —2x%-1 |x-1

By o x*-x-1 (x-1) - , ,
__x2+ 1 (xz —x—1)} son divisores de x° —2x° -1
22+ x
-x+1
—x+1
0

5.8.2.- Factorizacion de polinomios

Factorizar un polinomio consiste en descomponerlo en producto de polinomios del menor grado
posible, de forma que ninguno de ellos pueda descomponerse a su vez.

Cada uno de los polinomios de la descomposicién es un divisor del polinomio inicial. Es decir, el polinomio es W

divisible por cada uno de los factores de la descomposicion.
| I
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(Es andlogo a la descomposicion en factores primos de un nimero)

Polinomio Irreducible: Es aquel que no tiene ningin divisor de grado inferior al suyo. Por ejemplo, todos los
polinomios de grado 1 son irreducibles.

Los 3 recursos siguientes, por separado o combinados, nos ayudaran en la descomposicién en factores de un
polinomio.

METODOS

SACAR FACTOR
COMUN

USO DE LAS
IDENTIDADES
NOTABLES

BUSQUEDA DE
RAICES

v" Si el polinomio no tiene término independiente se puede sacar factor comiin como minimo la x.
v" Siel M.C.D. de los coeficientes de todos los términos es 1, el factor comtn tiene coeficiente 1,

Ejemplo

13.- Factoriza los siguientes polinomios:

10x3® + 2x? —8x=2x-(5x2 +x—4) x° —5x% =x3 (x2 —5) 3x? —6x =3x(x-2)

5.8.3.- Factorizacion mediante la Regla de Ruffini

Una vez sacado el factor comun (si lo hubiera) y descartado el identificar alguna de las identidades notables, es
cuando utilizaremos la regla de Ruffini.

v"El proceso de factorizacién comienza buscando divisores de la forma x-a, tales que, a, sea divisor del
término independiente de nuestro polinomio.

Como cada raiz origina un factor de la forma x — a, cuando en la divisién por Ruffini el resto para un
x = a sale 0, estamos diciendo que el polinomio de partida es divisible por el binomio x — a, y por tanto, este
binomio junto con el cociente obtenido nos dara una factorizacién del polinomio [recuerda que si R(x) = 0,
entonces, D(x) =d(x)-C(x)]. Habra que ir comprobando si los cocientes que vamos obteniendo se pueden
descomponer, puesto que se trata de conseguir factores irreducibles.

Veamos cémo se realiza este proceso mediante un ejemplo; para ello vamos a intentar descomponer el polinomio:

P(x)=x*-4x*+x+6

1 4 1 6
110 1 5 -6 .

1 5 6 0% E Obtenemos una primera factorizacion: x> —4x% + X + 6 =(x + 1) - (x> =5x + 6)
2|0 2 -6 '

1 -3 70 <--!' Tenemos ahora una segunda factorizacion, descomponiendo el factor de

segundo grado que aparecia: X° —4x2 +X+6 = (x+1)-(x—2)-(x—3)

Ya tenemos la descomposicion del polinomio; no es necesario buscar la otra raiz
(x=3) ya que aparece en el ultimo término.

En el caso de que aplicasemos de nuevo Rulffini para la tltima raiz, en la descomposicién final habra que tener en
cuenta el dltimo nimero que se obtiene, pues se trataria de un polinomio cociente de grado 0 y ademas, =

corresponderia al coeficiente del término de mayor grado del polinomio inicial:
| I
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1 4 1 6
-1/0 1 5 -6
1 5 6 0 La descomposicién final del polinomio P(x) quedaria de la forma:
Bl o 2
1 3.0 P(x)=x®-4x*+x+6=(x+1)(x-2)(x-3)1=(x+1)(x-2)(x-3)
B o s
1

En este ofro caso, para el polinomio Q(x) = 2x® —10x? —4x + 48

2 -10 -4 48
2|10 -4 28 -48
2 44 24 " 0 La descomposiciéon de Q(x) seria:
3|10 6 -24
2 8.0 Q(x)=2x% -10x* -4x +48 = 2:(x - 4)")(x - 3)-(x - 2)
4 |0 8
2T 0

Piensa y practica

13.- Factoriza los siguientes polinomios:

a)  3x° +6x%-45x-108 b) x®_-14x* +49x%*-36

5.09.- Fracciones algebraicas

Una fraccion algebraica es una fracciéon en la que tanto numerador como denominador son
polinomios.

Ejemplos de fracciones algebraicas son:

x+1 x+3 x+2 x?2-5x+6

x2+x+1 x-5 x?2-4 x? - 3x

Al igual que en las fracciones de nimeros enteros, en las fracciones algebraicas se suele trabajar con la fraccién
irreducible, es decir, con aquella fraccién equivalente a la original, pero que no se puede simplificar maés.

Para simplificar una fraccién algebraica se dividen el numerador y el denominador de dicha fraccién por
un polinomio que sea factor comiin de ambos, y para ello nos ayudaremos de la factorizacién de polinomios vista
en el apartado anterior.

Ejemplo

14.- Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:

x*+d4x+4  (x+ 2)2 _ M(x +2) _x+2 Las dos son identidades notables
-4 (x + 2)'()( - 2) B M(X _ 2) x-2 que convertimos en producto

9x? +30x+25 (3x+ 5 (3x+5 M 3x+5 El numerador es una identidad notable
6x+10 2'(3x + 5) 2 M 2 En el denominador sacamos factor comiin

o biobt_bH(b-1) bﬂj//ff
b’ —b b(b 1) B (b~T)

x+2x?P—x-2 B (X + 1)'(X _1)'M B (x +1)'(x - 1) B xZ -1 Hacemos Ruffini tanto en el nume-

x3—2x% —4x+8 (x - 2)'()( - Z)M B (x - 2)'()( - 2) B (x — 2)2 rador como en el denominador.

a)

En ambos sacamos factor comin

d)

=
92/
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Piensa y practica

4.~ Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:

3x? - 3x b _3b°-15b o x® —16x g Axly-8x%y
3x® —6x% +3x b?-10b+25 4x° +32x% +64x 4x°y* —8x’y

5.10.- Resolucion de problemas mediante expresiones algebraicas

Gracias al lenguaje algebraico podemos resolver infinidad de problemas de forma general, sin necesidad
de calcular cada uno de los casos particulares.

Como ya hemos dicho en capitulos anteriores, la resolucién de problemas es la parte méas importante del
aprendizaje de las matematicas. Mediante ella, los estudiantes experimentan la importancia y utilidad de las
Matematicas en el mundo que les rodea aplicando de forma préctica los conocimientos tedricos que ya poseen.

Como siempre, es sabido que, para poder resolver problemas de matematicas, antes hay que poseer un
buen conocimiento de los conceptos tedricos.

En general a la hora de resolver problemas en mateméticas seguiremos el siguiente esquema:

a) Lectura y comprensién del enunciado.

b) Andlisis de los datos del enunciado. (A veces es importante ayudarse con un dibujo)

c¢) Traduccién del problema al lenguaje algebraico

d) Plantear las operaciones a realizar y realizarlas sin olvidar el orden de prioridad.

e) Resolver el problema paso a paso intentando explicar los pasos seguidos para resolverlo y dando la
solucién pedida.

f) Evaluar e interpretar los resultados con los datos del problema. éSon l6gicos? ¢Se corresponden con lo
pedido en el enunciado? ¢Puedo comprobar si la solucién es correcta?

VVeamos algunos ejemplos:

El perimetro es la suma de sus lados:

P = 4-(x+4) + 2x = Gx + 16
X+14 X
¥ Y el area es la soma de las areas de cada vno de los coadrados:
X -+ 4 Al = ()PP + 2 =2+ v+ 16 + X2 = 2%+ Q¢ + 16

2y

Xy
El &rea total de todas las figuras sera la suma de las areas de cada una de ellas:

Area, = Area + Area + Area

rectdngulo cuadrado triangulo

Si sustituimos con los datos del problema:
2
+ Area = 2xy + x2y? + yx?

Area,,, , = Area + Area

2 2U'X
rectdngulo cuadrado tridngulo = 2X_U + (Xy ) + 2

=
Como nos lo piden en forma de producto, hemos de sacar factor comin los factores que se repiten: (@)]
| I
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Alx,y) = 2xy + x*V* + yx® = xy(2+ xy + x)

Cuando nos piden calcular el valor para x=2 e y =3, nos estan pidiendo el valor numérico del polinomio A para
estos valores, asi que:

Ay =xy(2+xy+x) — A@23)=23(2+23+2)=6(2+6+2)=610=60 ua.

Por tanto, el drea pedida es de 60 vnidades de drea.

03.- Fijate en la figura y expresa algebroicamente:
a) Elarea del triangulo Azol.

b) Eladrea del trapecio amarillo.
¢) Lalongitod de L.
d) Calcola la longitod de |, si =5 cm

BaseAltura ﬂ
2
base del tridngulo es x, y la altura es 2/3 x. Por tanto si sustituimos en la férmula obtenemos:

a) El area de un tridngulo viene dada por: A = , en el dibujo podemos observar que la

b) El area de un trapecio amarillo la podemos calcular restando al area del cuadrado, el area del tridngulo
azul.

A=A -A =x° —%xz =§x2 ua.

c) La longitud de I, la podemos calcular utilizando el teorema de Pitagoras a® = b? + c* en el triangulo azul.

2
Sustituyendo nuestros valores llegamos a: [ = x? + (ng

2
Si operamos y despejamos I: 2 = x? +(§xj = x? +%x2 = Ex2 - I= Exz = @x ul.

9 N 3
d) Six=5, el valor de sera: J13 J13 ~ 5413
I(X)=TX i d 1(5):T5:T:6cm

O4.- Expresa algebraicamente el drea total y el volomen de on ortoedro coyas dimensiones son

tres ndmeros natorales consecotivos.

Alto : x
Si el largo es x, el ancho serd x+1 y el alto x+2, por tanto: < Ancho : x +1

Alto : x+ 2

e e mm————

El &rea total de la figura seréa la suma de todas sus &reas laterales. Si observamos la

figura, las caras se repiten dos a dos, por tanto, las areas de las bases y las areas laterales
seran:

A =2x(x+1)=2x"*+2x
A, =2x(x+2)=2x* +4x = Ay =A A A =2 +2x+2x" +4x+2x" +6x+4
A =2(x+1)(x+2)=2x"+6x+4

=
= Ap(x)=6x*+12x+4 N
|
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El volumen se calcula multiplicando ancho x largo x alto, por tanto:

Vol = x:(x +1)(x+2) =x(x* +3x+2)=x* +3x* +2x -  Vol(x)=x" +3x" + 2x

O5. - Expresa algebraicamente el perimetro del poligono y calcula sv valor para b=1.

Empezando por la izguierda y dando la voelta completa, legamos a:
Perimetro = -3b* +b” — %bs +2b° + 3 +4b" + 2b* + gbg -5b° —b

Si lo ordenamos (en grado decreciente) como nos piden:

P(b)=4b" +§b9 —%bs +b” —5b° + 2b° —3b* +2b* ~b +3

—35‘ 4b1o

El perimetro para b=1 serd el valor numérico que se obtiene al cambiar b

3
d por 1y calcolar:

P1)=4(1)" +§(1)9 —%(1)8 +(1) -5(1)° +2(1)° =3(1)* +2(1)* ~(1)+3 =

44321 542.342-143-345_2_105+21-10 116
5 7 5 7 35 35

O6.- Expresa algebraicamente el perimetro y el drea del desarrollo de on cobo y calcola ambos para x=3.

Como todos los cuadrados tienen de lado ¥, pues contamos los lados de la parte de

----- fuera, que son 14 en total, por tanto, el perimetro serd:
P(x)=14x

Para x=3 tenemos que el perimetro serd:

s P(x)=14x — P(3)=143=42

Para el drea, como toda la figura esta formada por & coadrados iguales, y el area de cada coadrado es ¥, el drea

serd:  A(x)=6x2,yparax=3 eldreaserd: Alx)=6x> — A@3)=6(3)"=69=54

O7.- Doblando vn alambre de 40 cm formamos vn rectangolo. Halla la expresion algebraica gque

define el area del rectangolo y calcola su valor para x=4.

Sillamamos x a la altora del rectangolo, las dos bases del rectangolo _—

mediran 40-2y, y por tanto, su base mediria la mitad.

Representando estos datos en un dibujo, legamos a:

Como el drea de on rectangolo es el prodocto de sv base por sv altura,

tenemos que: 20— x

A =basexaltora=(20-x)yx -  A(x)=20x-«*

Coando nos piden gqoe calcolemos sv drea para x=4, en realidad nos estan pidiendo el valor nomérico del polinomio
A cvando x es 4:
A(x)=20x-x* - A(#)=204-4"=80-1c=064cm” -
Por tanto, sv drea viene dada por A(K)=20x—2 y para x=4, AH)=64 cm* OO

|
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5.11.- Autoevaluacion

1.- Utiliza dos incégnitas para expresar en
lenguaje algebraico estos enunciados:

a) Un nimero mas la mitad del cuadrado de otro.

b) El cuadrado de la diferencia de dos niimeros.

c¢) La suma de las edades de un padre y su hijo
hace 5 anos.

2.- Cuales son el coeficiente y el grado del

siguiente monomio: -3 xv*

3.- Calcula el valor numérico del polinomio
2x° —7x — 2 para x=0, x=-1 y x=1/2
4.- Reduce las siguientes expresiones:

a) x(x2 - 5) -3x*(x+2)- 7()(2 + 1)

b) 5x”(1-3x)-x(2x—3x")-23x

5.- Opera y reduce.

a) 3 (-5x)
c) 6x*:3x

b) 2x-3x*
d) 10x°:5x°
6.- Opera y reduce.

a) 5x - x* +7x* = 9x + 2

b) 2x+ 7y- 3x+y-x*

c) x?v? — 3x%y— 5xv? + x%y + xy*
7 .- Observa los siguientes polinomios y calcula:
P(x)=4x* -3x*+5x-7 Qx)=2x*-x+3
a)2P+Q bBP-3Q ¢)P-Q d)P:Q

8.- Saca factor comun.
a) 2x(x-2)+x*(x-2)-3(x-2)
b) 2xv? —4x%y + 6x%y?

9.- Desarrolla:

(x+1)2 —(x—2)2 +(x+1)(x-1)

10.- Doblando un alambre de 40 cm formamos
un rectangulo. Halla la expresién algebraica que
define el area del rectangulo y calcula su valor para
x=4.

11.- Simplifica las siguientes fracciones
algebraicas:

x?-16 x® —4x 3x® —6x*
x*+8x+16 x* +4x? +4x 3x* + 24x® —60x?

12.- ¢Verdadero o falso? Justifica y pon ejemplos.

a) Laexpresion 9x°® — 15x% = 3x*(3x - 5)

es una identidad.

b) Si multiplicamos dos binomios de
grados 1 y 2, se obtiene un polinomio
de grado 3.

c¢) Si sumamos dos binomios, se obtiene
siempre un binomio.
d) Los nlimeros son monomios.

e) Los monomios 3a’b y -3ab’ son
semejantes.
f) Al realizar la divisiéon 3x%? : 6xy* se
obtiene un monomio.
=
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