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1 Cuerpos geométricos

TR e e Al

Platén (427 a.C.-347 a.C.)

Fue un filésofo ateniense que se interesd, sobre todo, por la filosofia mo-
ral, y consideraba la ciencia como una clase de conocimiento inferior. Le
gustaban las matemdticas por sus abstracciones idealizadas y su separacién
de lo meramente material y, aunque no fueron su especialidad, impulsé
su estudio hasta el punto de que, en la entrada de la Academia (especie de
universidad ateniense que él fund6) habia un letrero que decia “No entre
aqui quien no sepa matemdticas’.

Pl

Atribuy6 a los poliedros regulares, los sélidos platénicos, una estrecha rela-
cién con el universo: los cielos debian reflejar la perfeccién de la matems-
tica abstracta en su forma mds sencilla.

Platén ejercié una gran influencia en el pensamiento posterior.

Platén conversando con sus alumnos. Mosaico ro-
mano encontrado en Pompeya (Italia).

Sélidos platonicos.

Arquimedes (287 a.C.-212 a.C.)

Fue ingeniero, matemdtico e inventor. A lo largo de su vida disefi6 y cons-
truyé multitud de ingenios mecdnicos. Y se valié de la experimentacién
para descubrir propiedades fisicas 0 matemdticas que, después, se esmeraba
en probar con rigor.

Gran calculista, dedujo las férmulas para la obtencién de 4reas y volime-
nes de figuras geométricas. Y
estudié los 13 cuerpos que
llevan su nombre, los sélidos
arquimedianos.

-
FAAWIHOHY

Aunque, posiblemente, su
manera de enfocar las mate-
mdticas habrfa horrorizado
T a Platén, Arquimedes fue el

0'0 mds grande matemdtico de la

T T E] AT Antlguedad
Sello italiano en honor a Arquimedes. Sélidos arquimedianos.
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Poliedros y cuerpos de revolucion

mldnn

De los once cuerpos geométricos dibujados arriba, los cinco primeros (A, B,
C, D, E) son poliedros. Se distinguen de los demds en que todas las caras son
planas.

Poliedro es un cuerpo geométrico cerrado, limitado por caras planas que son
poligonos.

Las figuras geométricas, E G, I, K son cuerpos de revolucién porque se pueden
generar haciendo girar una figura plana alrededor de un eje. Observa cémo se
generan Fy G.

i o
i I
Se llama cuerpo de revolucién al cuerpo geométrico que se genera haciendo
girar una figura plana alrededor de un eje.

Los restantes cuerpos geométricos (H y J) no son poliedros (sus caras no son to-
das planas), ni cuerpos de revolucién (no se pueden obtener haciendo girar algo
alrededor de un eje).

Piensa y practica

1. Describe cada uno de los cinco poliedros de arriba di- 3. 4 B Dibuja el cuerpo de revo-
ciendo cémo son sus caras (por ejemplo, el C tiene lucién que se obtiene ha-
siete caras, seis de ellas tridngulos y una hexdgono), ciendo girar este trapecio
cudntas aristas y cudntos vértices tiene. alrededor de:

2. Dibuja cémo se obtienen los cuerpos I y K haciendo D c 94D b)4B o) CD
girar una figura plana alrededor de un eje.
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UNIDAD m

Prismas

Un prisma es un poliedro limitado por dos poligonos
Recuerda iguales y paralelos (llamados bases) y varios paralelogra-
mos (llamados caras laterales). La altura del prisma es la

Prisma regular: Un prisma recto . .
distancia entre las bases.

cuya base es un poligono regular, se

llama prisma regular. Por ejemplo, Si las caras laterales son perpendiculares a las bases, enton-
prisma pentagonal regular. ces son rectdngulos. En tal caso, el cuerpo se llama prisma
recto.

Desarrollo y drea de un prisma recto

Etimologia @) Si cortamos un prisma recto, lo abrimos y ponemos las caras sobre un plano, se

Prisma: Viene del griego, significa /o obtiene su desarrollo plano.

que ha sido serrado, porque las caras e
laterales del prisma estdn como serra-

das.

R
.
Seooe=2

<z

El desarrollo lateral de un prisma recto es un rectdngulo cuya base es el perimetro
de la base del prisma y su altura es la altura del prisma. Por tanto:

AREA LATERAL = Perimetro de la base - Altura

32 AREA TOTAL = Area lateral + 2 - Area de la base

«
©q . ..

& ¢ Prisma: definiciones y desarrollo.
o

Paralelepipedos. Ortoedros

Un paralelepipedo es un prisma cuyas bases son paralelogramos. Sus caras late-
rales también son paralelogramos.

, Un paralelepipedo cuyas caras son todas rectingulos se llama ortoedro. Un or-
toedro queda determinado conociendo las longitudes de las tres aristas que con-

1
! , curren en un vértice. Se llaman las dimensiones del ortoedro.
1
R El 4rea de un ortoedro de dimensiones 4, & y ¢ es:
7
A ¢
ORTOEDRO A =2ab + 2ac + 2bc = 2(ab + ac + bc)
Un cubo es un ortoedro en el que las tres dimensiones son iguales. Las seis caras
del cubo son cuadrados iguales.
: El 4rea de un cubo de arista a es:
|
a 1
REEh cuBo A= 6a?
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© Grupo Anaya, S.A. Material fotocopiable autorizado.

Nombre y apellidos: .....

311



o° Q * Practica el cdlculo de dreas y
o-°  volimenes de prismas.

* Resuelve el problema “Recipien-

Volumen de un prisma

FIGURA PRISMATICA

Las figuras prismdticas (los prismas entre ellas) tienen dos bases iguales y parale-
las entre si. Su altura es la distancia entre las bases. El volumen de todas ellas es:

Volumen = Area de la base x altura

En concreto:

tes 17.

o> PRISMA ORTOEDRO
.l V=A,.-h Vea-b-c

Ejercicio resuelto

15 cm Hallar el drea total y el volumen del prisma recto dibujado a la izquierda.
8 em Sus bases son trapecios rectdngulos.
Hallamos el perimetro y el drea de la base:
9
- o 9 6 Calculamos la longitud del lado desconocido:
cm

8 8t/ x=y82+6%=/100 = 10 cm

9
J PERIMETRO DE LA BASE: P=9+8 +15+10=42cm

AREA LATERAL DEL PRISMA: A . = P-h =42 .40 = 1680 cm?

AREA DE 1A BASE: A, = 2 +215 - 8=96cm?

AREA TOTAL: Apop = Ay + 245, = 1680 + 2 - 96 = 1872 cm?

VOLUMEN: V= Ay, - h =96 - 40 = 3840 cm?®

Piensa y practica
1. 26 cm [.%%9 La base de un prisma recto 3. [#. ") Lasdimensionesdeunortoedroson4cm, S5cmy
— es un tridngulo rectdngulo cuya hi- 8 cm.

2. Halla el 4rea total y el volumen de un cubo de 2,5 m

de arista.

potenusa mide 26 cm, y uno de sus
catetos, 24 cm. La altura del pris-
ma es 50 cm. Halla el 4rea total y el b) Dibuja su desarrollo. Escribe, al lado de cada arista,
volumen del prisma. su longitud.

a) Dibdjalo en tu cuaderno.

¢) Halla su 4rea.

d) Halla su volumen.

110

Nombre y apellidos:

Fecha:

312

© Grupo Anaya, S.A. Material fotocopiable autorizado.



© Grupo Anaya, S.A. Material fotocopiable autorizado.

UNIDAD m

Piramides

Una pirdmide es un poliedro que tiene por VERTICE
Etimologia base un poligono cualquiera, y por caras late-
rales, tridngulos con un vértice comun (vértice
de la pirdmide). La altura de la pirdmide es la
distancia del vértice al plano de la base.

Pirdmide: Viene de pyros, fuego, por
ser piramidal la forma de la llama. Y
también, por tener esta forma las piras
(cosas apiladas para ser quemadas). Una pirdmide es regular cuando la base es un
poligono regular y el vértice se proyecta sobre
su centro. BASE

En una pirdmide regular, todas las aristas late-
rales son iguales y las caras laterales son tridn-
gulos isésceles idénticos. Las alturas de estos

tridngulos se llaman apotemas de la pirdmide. ALTURA

La apotema de una pirdmide regular es la hi-  APOTEMA
potenusa de un tridngulo rectdngulo cuyos ca-
tetos son la altura de la pirdmide y la apotema

del poligono de la base.

Desarrollo y drea de una pirdmide regular

5]
i Para ver el desarrollo de una pirdmide regular, la cortamos a lo largo de algunas

¢ Pirémide: definiciones y desarro- aristas, la abrimos y extendemos sus caras sobre el plano. De esta manera, obte-
o llo. ’ y & p . >
nemos lo siguiente:

. — /
/
L
I 1 !

Como puedes observar, el drea lateral de una pirdmide regular no es mds que la
suma de las dreas de 7 tridngulos iguales, donde 7 es el nimero de lados de la
base. Por tanto:

AREA LATERAL:

A=n- %l- 4= %(nl) 4= Perimetro%e la base - 2
Recuerda
El 4rea de un poligono regular es: AREA TOTAL:
Perimetro - apotema Perimetro de labase- 2 | Perimetro dela base-4'
A= 7 P ATOTAL = ALAT + ABASE = b} + 2

111
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Volumen de una pirdmide

El volumen de una pirdmide, regular o no, es la tercera
parte del volumen de un prisma con la misma base y la
misma altura, h.

Ejercicio resuelto

Hallar el drea total y el volumen de una pirdmide hexagonal regular en la
cual la arista de la base mide 4 cm, y la altura, 20 cm.

CALCULO DE LA APOTEMA DE LA BASE

4 2 En un hexdgono regular, el radio y el lado miden lo mis-
g mo. En este caso, 4 cm. El tridngulo rojo es rectingulo.
S Por tanto:

ai a'= '\/42 — 22 = \/ﬁ = 3,46 cm

AREA DE LA BASE

4 cm Ays = Perl’m;tm-a' _ 4.6 '23’46 = 41,52 cm?

CALCULO DE LA APOTEMA DE LA PIRAMIDE

El tridngulo formado por h (altura), 2" (apotema de la base) y
a (apotema de la pirdmide) es rectdngulo. « es la hipotenusa.
al |y Por tanto:

a=+h2+(a)2=4202+(/12)2=/400+12 = 20,30 cm

Vi

AREA TOTAL DE LA PIRAMIDE

A = A + Ay, = Perimetro czle labase-a Ay =
. - 4:6:20.30 , 41,57 - 243,60 + 41,52 = 285,12 cm?
L En |a web Zay
©7q e Practica el cdlculo de dreas y VOLUMEN
%o-°  voltimenes de pirdmides.
* Resuelve el problema “Recipien- V= % . ABASE -h= % - 41,52 -20 =276,8 cm?
tes 27,
Piensa y practica
1. (.59 La base de una pirimide regular es un cuadra- 2. Un tridngulo equildtero de 6 cm de lado es la base de
do de 10 dm de lado. Su altura, 12 dm. Halla su drea una pirdmide regular cuya altura es 15 cm. Halla su
y su volumen. 4rea y su volumen.
12
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UNIDAD m

Poliedros regulares

Poliedro no regular Un poliedro se llama regular cuando cumple las dos condiciones siguientes:

* Sus caras son poligonos regulares idénticos.

* En cada vértice del poliedro concurre el mismo niimero de caras.
Solo hay cinco poliedros regulares:

Aunque sus seis caras son tridngulos
equildteros idénticos, este poliedro
no es regular porque en unos vértices
concurren tres caras y en otros, Cuatro.

TETRAEDRO CUBO o HEXAEDRO
4 caras, tridngulos 6 caras, cuadrados

OCTAEDRO
8 caras, tridngulos

DODECAEDRO
12 caras, pentigonos

ICOSAEDRO
20 caras, tridngulos

Poliedros duales

Si unimos los centros de cada dos ca-
ras contiguas de un cubo, se forma un
octaedro. 6

Si hiciéramos lo mismo con un octae-
dro, obtendriamos un cubo. 12 12

Por eso decimos que el octaedro y el cubo son poliedros duales.

Dos poliedros duales tienen el mismo nimero de aristas. Y el nimero de
caras de cada uno de ellos coincide con el de vértices del otro.

Ademis del cubo y el octaedro, el dodecaedro es dual del icosaedro y el tetrae-
dro es dual de si mismo.

Piensa y practica

1. Haz una tabla en tu cuaderno en la que aparezcan el
naimero de caras, vértices y aristas de los cinco polie-
dros regulares.

a) A partir de la tabla anterior, comprueba que el do-
decaedro y el icosaedro cumplen las condiciones
necesarias para ser duales.

b) Comprueba, también, que el tetraedro cumple las
condiciones para ser dual de si mismo.

2. Hemos senalado en rojo los centros de las caras “fron-
tales” de estos poliedros, y en rosa, los centros de al-
gunas caras “ocultas”. Uniéndolos convenientemente
se obtienen los poliedros duales. Hazlo en tu cuader-
no.

< o

* Desarrollo de los cinco poliedros regulares.

[En Ia web Zau)

* Justificacién de que solo hay cinco poliedros regulares. 13
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Cilindros

Etimologia

Cilindro: Del griego kulindo, que
significa yo arrollo, pues el cilindro
tiene forma de rollo o cosa enrollada.

[EnTa web fal
©79 ¢ Cilindro: Definiciones y desa-

é
o° rrollo.

* Practica el cdlculo de 4reas y
volimenes de cilindros.

* Resuelve el problema “Recipien-
tes 37.

Un cilindro recto es un cuerpo de revolucion gene-
rado por un recténgulo que gira alrededor de uno de

sus lados. >

Desarrollo y drea de un cilindro recto

. |h a a
En el desarrollo del cilindro se aprecia que su superficie lateral es un rectdngulo

cuya base es igual al perimetro del circulo, 2nr, y cuya altura, h, esla del cilin-
dro. Por tanto:

&
=

AREA LATERAL: A, =2nr-h

AREA TOTAL: A = Area lateral + Area de las dos bases = 2nrh + 2772

TOTAL

Volumen de un cilindro
El cilindro es una figura prismdtica. Por tanto, su volumen es:

V=A.. - -h==h

BASE

Ejercicio resuelto

Hallar el drea total y el volumen de un cilindro recto de 30 cm de altura y
cuya base tiene un radio de 8 cm.

C A= A, =2mrh =21 - 8- 30 = 1507,96 cm?

% Ay = 12 = 1 - 8% = 201,06 cm?
= Ay + 245, = 1910,08 cm?

ATOTAL
VOLUMEN = n72h = 7 - 82 .30 = 6031,86 cm?

BASE

Piensa y practica

1. Halla el 4rea total y el volumen de un cilindro rec- 2. Un bote cilindrico de 1/3 de litro tiene un didmetro
to del que conocemos sus dimensiones: 7 = 15 cm 'y de 6,4 cm. Halla su altura en milimetros, y la superfi-
h=2dm. cie de la lata con la que estd construido.

14
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Conos

Etimologia

Cono: Significa pizia. Te extrafa,
¢cverdad? Sin embargo, te resultard
menos raro si recuerdas que los pinos
son coniferas (que tienen conos).

©~g ¢ Cono: definiciones y desarrollo.

° . . :
©~" e Practica el célculo de dreas y
volimenes de conos.

Piensa y practica

UNIDAD m

. a>
Un cono recto es un cuerpo de revolucién generado -
por un tridngulo rectdngulo que gira alrededor de
uno de sus catetos. —
Desarrollo y drea de un cono recto

£

£
4

El desarrollo lateral de un cono recto es un sector circular de radio g. ;Qué por-
cién de circulo tiene ese sector? Vamos a averiguarlo.

La circunferencia completa tiene una longitud 2ng.
El sector tiene una longitud de 2nr.

longitud de la circunferencia  longitud del arco

superficie del circulo ~ superficie del sector
2n 2nr-m
g _2nr  _y 4. gz -nrg
gt A 2ng
Por tanto:
; . _ £ ] - 2
AREA LATERAL: A, = nrg AREA TOTAL: A, = T7g + 7

Volumen de un cono

El volumen de un cono es la tercera parte del volumen de un cilindro con la
misma base y la misma altura:

I )
V_37Wh

Ejercicio resuelto

Hallar el drea y el volumen del cono de la izquierda.
Célculode g: g= m:31,05 cm

Aroras = g + it =1+ 8- 31,05 + 1 - 82 = 981,43 cm?
VOLUMEN = n7*h/3 = - 8% 30/3 = 2010,62 cm?

1. Halla el drea total y el volumen de un cono recto 2. Halla el drea total y el volumen de un cucurucho cé-
del que conocemos sus dimensiones: 7= 15 cm vy nico de 36 cm de altura y 30 cm de didmetro de la
h=2dm. base.

15
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Esferas

Etimologia

Esfera: Del griego sfaira, que signifi-

ca pelota.

o\

@V 30 cm

2r

<@ La esfera es una figura de revolucién, por-
que se obtiene haciendo girar un semicircu-
lo alrededor de su didmetro.

Una esfera queda determinada por su ra-

dio.

Area de la esfera

El 4rea de la superficie esférica de radio r es: A = 4nr?
Quizd te ayude a recordarla lo siguiente: la superficie esférica coincide con la

superficie lateral del cilindro que la contiene; es decir, un cilindro de radio 7 y
altura 2r. Por tanto, su 4rea lateral es 277 - 27 = 4mr?.

Volumen de la esfera

El volumen de una esfera de radio 7 es: V= %mﬁ

Este volumen es los 2/3 del volumen del cilindro que la contiene.

2 2 4
Vewmoro = . 2r=2mr3 > ?VCILINDRO -3 2nr? = ?7”'3

Ejercicio resuelto

Hallar el drea total y el volumen de la figura representada a la izquierda
(cusia esférica), en la que los dos planos que la delimitan forman un dngulo
de 60°. (Se trata de un gajo que es una sexta parte de esfera).

El drea es la sexta parte de la de una esfera de radio 15 cm, més dos semicirculos:
Apgrena = 41 - 152 = 2827,43 cm?
A =m-15% = 706,86 cm?

cfrcuro

Calculamos el 4rea y el volumen de la cufia esférica:

Agpsn = Apsizra, 2civeuio _ 2827,43 706 86 - 1178,10 cm?

+

CURA — 6 2 6

v _m:%n.%:zs%,wcnﬁ

CURA — 6

Piensa y practica

1. Halla el drea total y el volumen de un trozo de esfera 2. Radio exterior = 10 cm
que es una cuarta parte de esfera de 1 m de didmetro. Radio interior = 5 cm

Halla el 4rea total y el volumen.

116

o
[ @7 En la web I . g Ampliaciéon: Arquimedes y el volumen de la esfera.
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Ejercicios y problemas

Practica

Desarrollos y areas

1. a0 Calcula la superficie total de cada cuerpo:

5cm ®
® gL ® 4\%
i = »
G em—

© /" ©

& -

o)

4

2. «1] Dibuja el desarrollo plano y calcula el drea total

de los siguientes cuerpos geométricos:

a)
i 24 cm
8 cm
15 cm
C) \,5“‘ 6m
6m
g
e 15m
10 m
e) om
13 cm
9 cm

3. o1 [ Dibuja los siguientes cuerpos geométricos

y calcula su drea:

a) Prisma de altura 24 cm y cuya base es un rombo de

diagonales 18 cm y 12 cm.

b) Octaedro regular de arista 18 cm.

¢) Pirdmide hexagonal regular de arista lateral 28 cm

y arista bésica 16 cm.

UNIDAD 0

d) Pirdmide de altura 25 cm y base cuadrada de lado
9 cm.

e) Cilindro de altura 17 cm y cuya circunferencia ba-
sica mide 44 cm.

f) Esfera inscrita en un cilindro de altura 1 m.

Volitmenes

4. a1 .5 Calcula el volumen de estos cuerpos:
@

6 cm

5. «1] Calcula el volumen de los siguientes cuerpos
geométricos:

a) Octaedro regular de arista 8 cm.

b) Pirdmide hexagonal regular cuya arista lateral mide
17 cm y la arista de la base 10 cm.

¢) Semiesfera de radio 15 cm.

d) Cilindro inscrito en un prisma recto de base cua-
drada de lado 10 cm y altura 18 cm.

17
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Ejercicios y problemas

6. erT] Calcula el volumen de este cuerpo:

Pl
l 6m

3m

5m
O La parte de arriba es medio cilindro.
7. a1 Halla las 4reas y los volimenes de estos prismas

regulares. En ambos, la arista bésica mide 10 c¢m, y la
altura, 8 cm.

& o

Autoevaluacion

1.

Describe el poliedro que se obtiene truncando un oc-
taedro regular mediante planos que cortan las aristas a
un tercio de su longitud. ;Se trata de un poliedro semi-
rregular? Explica por qué.

2. Calcula la superficie total de:

3

a) Una pirdmide de base cuadrada en la que la arista la-
teral y la arista de la base son iguales y miden 10 cm.

b) Un tronco de cono cuyas bases tienen radios de 9 m
y 6 m, y la generatriz mide 5 m.

En una esfera de 8 cm de radio se dan dos cortes para-
lelos a distintos lados del centro, alejados de él 2 cm y
3 cm, respectivamente. Calcula la superficie de la zona
esférica comprendida entre ambos cortes.

118

8. «11[.¥ Calcula el volumen de estos cuerpos:

4. Calcula el volumen de estos cuerpos:
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