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8 Funciones y graficas

Observacién de los fendmenos fisicos

Sin duda, el origen de las funciones se debe a la necesidad de dar explica-
cién a los fenédmenos fisicos. En la Antigiiedad, la explicacion de estos era
fruto de la observacién y la especulacién. Esta actitud se mantuvo durante
muchos siglos.

Llega la medicién y la cuantificacién

No fue hasta finales del siglo xv1 cuando el italiano Galileo dio un paso
mis: consideré imprescindible medir, valorar cuantitativamente causas y
efectos, y buscar alguna relacién matemdtica que describiera con sencillez
un fenémeno.

Aunque Galileo no fue el
primero en manifestar esta
actitud experimental hacia
la ciencia (entre otros, Ar-
quimedes ya lo hizo die-
ciocho siglos antes), si la
desarroll6 de manera mds
sistemdtica y, ademds, lo
supo exponer y transmitir
con gran elocuencia.

Galileo ensefiando el uso del telescopio al Dux de
Venecia en 1609.

Aparicién de las funciones

Las investigaciones de Galileo sobre las relaciones matemdticas entre dos
variables (x e y, causas y efectos) son un antecedente muy claro del
concepto de funcién que, como
objeto de estudio independien-
te, va tomando forma a lo lar-
go del siglo xvir (Descartes,
Newton y Leibniz) y finalmen-
te queda definido por Euler ya
en el xviIr.

Sello suizo en honor
de Leonhard Euler
(1707-1783).

Galileo Galilei (1564-1642).

Isaac Newton (1643-1727).
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UNIDAD e

Las funciones y sus graficas

ALTURA (m) Un equipo de naturalistas observa un dguila: sale de su nido, caza un conejo,
regresa a su nido, vuelve a salir, caza una paloma y, de nuevo, vuelve a su nido.

100 Observando atentamente la grifica que han dibujado, se pueden averiguar mu-

chas cosas: altura del nido, altura a la que suele otear para buscar caza, momento
50 en que consigue dar caza a cada una de sus presas...

B DOS VARIABLES, DOS EJES

TIEMPO (mi . o . .
3 10 15(mm) La gréfica que describe el vuelo del dguila relaciona dos variables:

* El tiempo que ha transcurrido desde que comenzé la observacién, 7. Esla
variable independiente.

* La altura a la que se encuentra el 4guila, . Es la variable dependiente.
La representacién se ha hecho en un diagrama cartesiano:

* En el eje horizontal o eje de abscisas, ¢l tiempo, .

* En el eje vertical o eje de ordenadas, la altura, 4.

Cada punto de la grafica representa un tiempo y una altura, y significa que en
ese instante el dguila estd a esa altura.

Analizando la gréfica apreciamos las subidas y bajadas del 4guila en su vuelo, y
podriamos describirlas con cierto detalle.

B ESCALAS
En cada eje hay una escala:
* En el ¢je horizontal, un cuadrito significa 1 minuto.

* En el ¢je vertical, un cuadrito significa 10 metros.

Las escalas en los ejes nos permiten no solo describir cualitativamente el com-
portamiento, sino también cuantificarlo. Por ejemplo: la altura mdxima alcan-
zada durante la observacién es de 120 m y eso ocurre a los 7 minutos.

B DOMINIO DE DEFINICION Y RECORRIDO

La gréfica del vuelo del 4guila se extiende en el tramo 0-18. Solo tenemos in-
formacién del comportamiento del 4guila en este intervalo de tiempo.

El intervalo 0-18 se llama dominio de definicién de la funcién.

La altura a la que se encuentra el dguila oscila entre 0 m y 120 m.

(ordenada) Al tramo 0-120 se le llama recorrido de la funcién.

RECORRIDO —

«~

FUNCION

AN

Una funcidén es una relacién entre dos variables a las que, en general, llama-

remos X € j.

X
; x (abscisa)

— DOMINIO DE DEFINICION —> La funcién asocia a cada valor de x un dnico valor de .
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Piensa y practica

1. Observa la gréfica de la pdgina anterior. Responde:
a) ;A qué altura se encuentra el nido?

b) ;A qué altura estaba el dguila a los cinco minutos
de empezar la observacién?

c) ;Desde qué altura otea para buscar caza?
d) ;En qué instante caza al conejo?

e) ;Cudnto tiempo pasa en el nido con su pareja y sus
polluelos después de cazar al conejo?

f) ;A qué altura volaba la paloma que caza?

g) Desde que caza a la paloma, ;cudnto tarda en subir
al nido? Halla la velocidad de subida en metros por
minuto.

2. En unos ¢jes cartesianos, describe 10 minutos de un
posible vuelo de una cigiiena, desde que sale de su ni-
do en el campanario de una iglesia hasta que vuelve a
él, después de haber cazado una rana.

. Matilde sale de casa y visita al dentista. A continua-
cién recoge un vestido en casa de la modista y come
con una amiga en un restaurante. Por tltimo, hace la
compra en un supermercado situado camino de casa.

DISTANCIA (km)

N W B W

S0 1T 12 13 14 15 16 17 ewro (b

Observa la grafica y responde:

a) ;Cudl es la variable independiente?

b) ;Cudl es la variable dependiente?

¢) ;En qué tramo o tramos estd definida la funcién?
d) ;Qué representa cada cuadrito del eje de abscisas?

e) ;Qué representa cada cuadradito del eje de ordena-
das?

f) ;A qué distancia de la casa de Matilde estd la con-
sulta del dentista?

g) ;A qué hora llegé Matilde al restaurante?
h) ;Cudnto duré la comida?

i) ;Qué le queda a Matilde mds lejos de casa, la mo-
dista o el supermercado?

4. En la siguiente grafica se ha representado la velocidad

de una furgoneta de reparto a lo largo de una manana
de trabajo, que finaliza cuando el conductor para a la
hora de comer.

VELOGIDAD (km/h)

8 9 10 11 12 13 14
TIEMPO (h)

Observa la grafica y responde:

a) ;Qué se ha representado en el eje de abscisas?
b) ;Qué se ha representado en el eje de ordenadas?
¢) ;Qué intervalo es el dominio de definicién?

d) ;Cudl es la variable independiente?

e) ;Cudl es la variable dependiente?

f) ;Cudntas paradas ha hecho antes de comer?

g) ;A qué hora efectud la primera parada?

h) ;Cudnto duré la primera parada?

i) ;A qué hora entré en la autovia?

j) sA qué velocidad circul por la autovia?

. Para medir la capacidad espiratoria de los pulmones,

se hace una prueba que consiste en inspirar al méxi-
mo y, después, espirar tan répido como se pueda en
un aparato llamado espirémetro.

Esta curva indica VOLUMEN (/)
el volumen de aire 44
que entra y sale de

los pulmones. 37

TIEMPO (s)
246 81012141618

a) ;Cudl es el volumen en el momento inicial?
b) ;Cudnto tiempo duré la observacién?

¢) ;Cudl es la capacidad mdxima de los pulmones de
esta persona?

d) ;Cudl es el volumen a los 10 segundos de iniciarse
la prueba? ;Y cudndo termina la prueba?
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UNIDAD e

Crecimiento y decrecimiento de una funcién

Al sumergirnos en agua, la presién aumenta de manera uniforme. En la super-
ficie, la presién es la atmosférica (1 atm). Por cada 10 m que profundizamos, la

presién aumenta una atmosfera (1 atm). 5 | PRESION
(atm)
Esta grafica corresponde a la funcién: 4
profundidad dentro del agua — presion 34
sta funcidn es creciente, pues a mds profun- T
Esta fi te, p profi 2
didad, mds presién. 14 PROFUNDIDAD
(m)
m

10 20 30 40 50 60
La presién atmosférica disminuye al aumentar la altura a la que nos encon-
tremos sobre el nivel del mar, aunque no lo hace uniformemente: al principio
disminuye mds rdpidamente que después. | | PRESION (atin)

Esta grafica corresponde a la funcién:

altura sobre el nivel del mar — presion

- 0,57
PRESION . , .
9707 (milibares) Es una funcién decreciente, pues a més altu- A TORA
960 ra, menos presion. (km)
- T T
9%0 10 20
9401 * La variacién de la presién atmosférica en un lugar es un indicio importante
930+ de cambios en el tiempo meteoroldgico. La grafica de la izquierda nos da la
920- presién atmosférica en un cierto lugar, en cada momento, durante 15 dias.
p2 TIEMPO Corresponde a la funcidn:
7 (dias)
3 10 instante de tiempo —> presion
Presenta tramos en los que es creciente y tramos en los que es decreciente.
CRECIENTE Para estudiar las variaciones de una funcién hemos de mirar su gréfica de iz-
quierda a derecha, es decir, hemos de ver como varia y cuando x aumenta.
B ——
Una funcién es creciente cuando al aumentar la variable independiente, x,
aumenta la variable dependiente, .
DECRECIENTE Una funcién es decreciente cuando al aumentar x disminuye y.
; Una misma funcién puede tener tramos crecientes y tramos decrecientes.
Piensa y practica
1. [.%59 La grifica de la derecha da la temperatura en Jaca a 30 -TEMPERATURA (°C)
lo largo de un dia.
251
a) Indica los intervalos de tiempo en los que crece la tem- 20-
ratur llos en | rece.
peratura y aquellos en los que decrece 15
b) sPor qué crees que se producen esos aumentos y dismi- 10+
nuciones de temperatura en esos tramos? 54
a ciudad o , fical TIEMPO (h)
c) ;Crees que en la ciudad es verano o invierno? Justificalo. z 0 75 70
Wﬂ Refuerza: crecimiento y decrecimiento de una funcién.
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maximo
relativo

Maximos y minimos relativos

Vamos a analizar ahora la gréfica que refleja el perfil de una etapa de la Vuelta a
Espafa. Corresponde a la funcién distancia — altura.

La altura a la que ruedan los ciclistas es funcién del kilémetro por el que van.

La gréfica presenta un tramo creciente desde la salida hasta el Alto de la Almu-
daina. A partir de ahi hay un tramo decreciente hasta el Valle de la Luna. Donde
vuelve a crecer hasta el Alto del Chorrillo. Desde este alto, en el siguiente tramo,
que llega hasta la meta, la grafica es decreciente.

Alto de la Alto del Chorrillo

Almudaina
Valle de

la Luna

Okm "S0km  100km
En el perfil de la etapa se aprecian claramente dos mdximos relativos (kilémetros
60y 90) y un minimo relativo (kilémetro 70). La altura crece hasta llegar al maxi-
mo relativo y decrece a partir de este. La altura decrece hasta llegar al minimo

relativo y crece a partir de este.

Una funcién tiene un mdximo relativo en un punto cuando su ordenada es
mayor que la ordenada de los puntos que lo rodean.

A la izquierda del mdximo relativo, la funcién es creciente, y a su derecha es

& .
& decreciente.
S Una funcién presenta un minimo relativo en un punto cuando su ordenada
& es menor que la de los puntos que lo rodean.
<
. A la izquierda del minimo relativo, la funcién es decreciente, y a su derecha,
minimo .
relativo creciente.
Piensa y practica
2. [.59 La siguiente grifica muestra el porcentaje de a) ;En qué dias caen los fines de semana? ;Cémo pue-
ocupaci6én de unos multicines en una ciudad a lo lar- des saberlo?

go de un determinado mes:

_ASISTENCIA (%)
1001

80+
60+
401

204

b) ;Qué dia ha habido mds espectadores? ;Y menos?
sQué dias de la semana son?

¢) ;Cudntos mdximos y cudntos minimos relativos tie-
ne la gréfica de la funcién?

d) Hubo un dia entre semana que fue festivo. ;De qué
dia se trata?

e) Escribe un resumen de la asistencia que han tenido
los multicines a lo largo de este mes.

f) Un cierto dia de este mes, viernes, televisaron un
DiA partido de fatbol importantisimo. ;Qué dia pode-

mos suponer que fue?
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UNIDAD e

Tendencias de una funcion

ALTURA (m)
30 -mmmmmmmmen oo
251
201
15+
104
5 m
. TIIEMPO (aﬁ?s)
10 20 30
ls, ls s, Is
Ejemplos

Otros ejemplos de funciones periédi-

cas son:

e Altura a la que se encuentra una
cesta cuando la noria estd en fun-
cionamiento.

* Distancia al Sol del cometa Halley.

Comportamiento a largo plazo
La grifica del margen muestra la evolucién de la altura de un 4rbol de eucaliptus
alo largo de 31 afios. Representa la funcién:

tiempo —> altura

Es claro que, al pasar el tiempo, la altura del 4rbol se acerca a 30 m, su tope. Deci-
mos, entonces, que la altura del drbol tiende a 30 m con el transcurso del tiempo.

Hay funciones en las que, aunque solo conozcamos un trozo de ellas, podemos
predecir cémo se comportarian lejos del intervalo en que han sido estudiadas,
porque tienen ramas con una tendencia muy clara.

Estos son otros ejemplos en los que la grafica de la funcidén tiende a estabilizarse:
* Velocidad de un paracaidista en caida libre (tiende a 200 km/h).

* Temperatura de un refresco al sacarlo de la nevera (tiende a la temperatura de
la habitacién).

Periodicidad

Un electrocardiograma recoge los impulsos eléctricos del corazén y los refleja en
una grafica. La del margen muestra el electrocardiograma de un paciente sano en
estado de relajacién. La funcién es:

tiempo —> intensidad eléctrica

Como se repite una y otra vez cada segundo, podemos decir que es una funcién
periddica de periodo 1 segundo.

Funciones periédicas son aquellas cuyo comportamiento se va repitiendo
cada vez que la variable independiente recorre un cierto intervalo. A la longi-
tud de ese intervalo se le llama periodo.

Una funcién periédica queda perfectamente determinada conociendo su com-
portamiento en un periodo.

Piensa y practica

1. [.%59 Mercurio tarda 88 dfas en completar su 6rbita 2. La siguiente grifica muestra la elevacién de la marea
alrededor del Sol. Su distancia al Sol oscila entre 70 y en un determinado lugar a lo largo de 24 horas. Cé-

46 millones de kilémetros.

Copia y completa en 100

DISTANCIA poniendo que es una funcién periédica:
(millones de km)

piala en tu cuaderno y complétala para 48 horas su-

tu cuaderno la gréfi- 4] ALTURA (m)
ca de la distancia de /\ N
Mercurio al Sol du- 50 2
rante 300 dfas. 1 :
di 0Ly i TIEMPO (h)
ITIEMIPO( llas) “T25700 0204 05 06 10 12 14 16 18 20 22 00 02
25 50 75 100 1. dia 2°dia 3. dfa
W: Refuerza: funcién periédica.
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Discontinuidades. Continuidad

* Por el alquiler de un autobus nos cobran COSTE (€)
200 € fijos mds 20 € por viajero. La grd- 600 i
fica de la derecha muestra la funcién: 400 et [
nilmero de viajeros — coste 2004+ I
o HRFREVIATERPS
5 10 15

La variable independiente solo puede tomar los valores 0, 1, 2, 3,4 ... y no
los intermedios, ya que no tiene sentido un niimero fraccionario de viajeros.
La gréfica es discontinua porque la variable independiente se mueve a saltos.

Cierta llamada telefénica cuesta 30 cénti- COSTE (€) L
mos de euro para comenzar, y con ellos se
puede hablar 3 minutos. A partir de ese -
momento, cada minuto cuesta 10 céntimos. -

Lo Esta es la funcién: 05 u
. Funcién discontinua duracién — coste N
Los saltos bruscos que presenta la grafica se I?URACF)I\)I
N ] ., minutos
llaman discontinuidades de la funcién. z T
— * La siguiente grifica describe la distancia DISTANGIA (1)
i6n disconti ; . 100
— Funcién discontinua recorrida por un velocista con el paso del 901
tiempo. Se trata de la funcidn: Sy
, . . 60
tiempo — distancia 501
o . . . 40-
iy . La variacién de la distancia es suave, sin sal- 304
Funcién continua s, .
tos bruscos. Es una funcién continua. 201
0 TIEMPO (5)

1234567891011
Una funcién se llama continua cuando no presenta discontinuidad de ningtin

tipo. Por tanto, su gréfica se puede trazar sin levantar el ldpiz del papel.

También se puede decir de una funcién que es continua en un tramo, aunque
tenga discontinuidades en otros lugares.

Piensa y practica

1. La entrada al parque de atracciones vale 5 €, y por
cada atraccién hay que pagar 1 €.

a) Representa esta funcién:
atracciones en las que se monta —> coste
b) ;Se pueden unir los puntos de la gréfica?
¢) ;Cudnto costard subir a 12 atracciones? ;Y a 20?
2. (.59 La gréfica de la derecha muestra el sueldo men-
sualdeun trabajadorenunaempresaalolargodesuvida.

a) ;Cudnto tiempo lleva el trabajador en la empresa
cuando le suben el sueldo por primera vez?

b) ;Cudnto gana a los 12 afnos de entrar? ;Y a los 20?
¢) ¢Es una funcién continua?
SUELDO (€)

25001 T

23001 =TT

21004 R

19001 =TT

17001 T

1500 T | TIEMPO (afios)

12345678910 12 14 16 18 20

o
[ &7 En la web Y . g Resuelve los problemas: “Tarifas postales”, “El depésito”.
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Ejercicios y problemas

Practica v

Interpretacion de graficas

1. &1 Se suelta un globo que se eleva. La siguiente grd-
fica representa la altura, con el paso del tiempo, a la
que se encuentra el globo:

500 ALTURA (m)

400 Y ~
300
200
100 /

IEMPO (min)
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

a) ;Qué variables intervienen? ;Qué escala se utiliza
para cada variable? ;Cudl es el dominio de defini-
cién de esta funcién?

b) ;Qué altura gana el globo entre el minuto 0 y el 52
sYentreel 5yel 92 ;En cudl de estos dos intervalos
crece mds répidamente la funcién?

¢) ;A qué altura tiende a estabilizarse?

d)Haz una descripcién de la altura a la que se en-
cuentra el globo en el tiempo que dura la observa-
cién.

2. o] En la puerta de un colegio hay un puesto de go-
losinas. En esta grafica se ve la cantidad de dinero
que hay en su caja a lo largo de un dia:

20 DINERO (€)
/

16

/
12 /
8 /
4

" 1EMPO (h)

"8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

a) ;A qué hora empiezan las clases de la mafana?
b) ;A qué hora es el recreo? ;Cudnto dura?

c) El puesto se cierra a mediodia, y el duefio se lleva
el dinero a casa. ;Cudles fueron los ingresos de la
mafiana?

d) ;Cudl es el horario de tarde en el colegio?

e) ;Es esta una funcién continua o discontinua?

UNIDAD e

3. «1] .59 La siguiente grifica describe la distancia

del cometa Halley al Sol a lo largo de los dos dlti-
mos siglos. Cada 76 afos se puede ver desde la Tierra
cuando mds cerca estd del Sol.

DISTANCIA AL SOL (cientos de millones de kilémetros)

& N\

40 \ \ JAREA

30

MR SR

10 \ / \ / /
, N/ f \_ANO

" 1800 1820 1840 1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000
a) ;Es una funcién periédica? ;Qué periodo tiene?

b) ;Cudndo, aproximadamente, fue la dltima vez que
se dejé ver desde la Tierra? ;En qué ano se volverd a
ver?

¢) Dibuja en tu cuaderno la grifica correspondiente
a los afios 2000 a 2100. ;A qué distancia del Sol,
aproximadamente, estard en el 20162

4. o1 Estas cuatro gréficas representan la temperatura

méxima diaria (7)) de cuatro ciudades, a lo largo del
tiempo (#), durante un cierto afio:

@ 7
T ~———

t — 2

T

T @

a) A la vista de las graficas, jen cudl de estas cuatro
ciudades oscila en menor medida la temperatura?

t —————— ¢

b) Una gréfica corresponde a una ciudad de nuestro
pais, y otra, a una ciudad de nuestras antipodas.
sQué grificas son? Razona tu respuesta.

¢) Una grafica es absurda. ;Cudl es? ;Por qué?

d) Elige una escala adecuada para cada variable y gra-
dua cada uno de los ejes en tu cuaderno.

e) ;Cudl es el dominio de las cuatro graficas? A la vis-
ta de los recorridos de (D y (D, ;qué puedes decir
del clima de estas ciudades?

f) Dibuja una gréfica correspondiente a un lugar en
el desierto del Sahara y otra a uno en la Antdrtida.
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Ejercicios y problemas

5. a1 [ M4 (. %) Las siguientes grificas nos mues-

tran la marcha de cuatro montaferos:

DISTANCIA RECORRIDA (km)

30 A 3
20+ 201 B

104 104
TIEMPO (h) t
123 45 123 45
30-4 C 30-”[ D

204 201
10 ; 107 .
123 45 123 45

a) Describe el ritmo de cada uno.
b) ;Quién recorre menos camino?
¢) ;Quién camina durante menos tiempo?
d) ;Quién alcanza mds velocidad?

e) Inventa una gréfica de un montanero que tarda lo
mismo que B, recorre la misma distancia que C y
descansa durante una hora a mitad de camino.

Autoevaluacion

1. Esta gréfica muestra la altura sobre el nivel del mar al-

canzada por Ana y Miguel al realizar una ascensién:
ALTURA (m)

1100

1000 A
900

800 \
700
600
500
400
300
200
100

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
TIEMPO (h)

a) ;Qué variables intervienen? ;Qué escala se utiliza pa-
ra cada variable? ;Cudl es el dominio de definicién?

b) ;Cudnto ha durado la marcha? ;Desde qué altura
empiezan a andar? ;Qué altura mdxima han alcanza-
do? ;Cudndo han parado a comer?

¢) ;En qué intervalo de tiempo suben mds répido? ;En
cudl bajan mds rdpido?

d) Haz una descripcién del transcurso de la marcha.

80

Resuelve problemas

6. 7] Luis ha tardado 2 horas en llegar desde su casa a

una ciudad situada a 150 km de distancia. Ha per-

manecido 2 horas en la ciudad y ha vuelto a su casa,

invirtiendo 2 horas y media en el viaje de vuelta.

a) Representa la grifica tiempo-distancia a su casa.

b) Si suponemos que la velocidad es constante en el
viaje de ida, ;cudl serfa esa velocidad?

¢) Si también suponemos que la velocidad es cons-
tante en el viaje de vuelta, ;a cudnto iba al volver?

7. a1l [, ") Un ciclista sale de excursién a un lugar

que dista 20 km de su casa. A los 15 minutos de la sa-
lida, cuando se encuentra a 6 km, hace una parada de
10 minutos. Reanuda la marcha y llega a su destino
una hora después de haber salido.

a) Representa la grifica tiempo-distancia a su casa.

b) ;Lleva la misma velocidad antes y después de la pa-
rada? (La velocidad es constante en cada tramo).

2. Una cisterna contiene 5 / de agua para pulverizarla en

una terraza. Tarda 10 min en vaciarse. En cuanto se

vacia, hay un mecanismo que la llena en 2 min.

a) Representa la funcién tiempo-cantidad de agua.

b) Explica si la funcién es periédica.

¢) Durante la primera media hora, jen qué momentos
estd llena? ;Y vacia?

Una de estas ecuaciones, que se corresponde con la grd-
fica, expresa la relacién entre la altura, h, alcanzada por
una pelota que se lanza hacia arriba, y el tiempo, =z
sCudl de ellas es?

ALTURA (m)
2
Ah=8t—1¢ 80 P g
h = 407 — 52 60
©h =-41% + 80z 01/
20
TIEMPO (s)

1 2 3 4 5
Di la altura de la pelota a los 5 segundos:
a) De forma aproximada, mirando la grifica.

b) Utilizando la expresién algebraica.
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