El codigo Cluny

| —Todo esto estda muy bien, Grégoire, no obstante, querias hablarme
4 de la cuadratura del circulo y no del modo de calcular el perimetro
y la superficie de un circulo... jHace mucho que me ensenaste esas
formulas!

—No lo olvido, no lo olvido... Al contrario. Veras... Para que entiendas,
primero era necesario que te hablase de los resultados que obtuvo Ar-
quimedes... La cuestion de la cuadratura es casi tan vieja como lade la |
determinacion del ntimero w. Ademas, observa que estamos hablando |

= | abusivamente de un niimero mientras que m solo es una proporcion.

En fin, asi es... Por medio de w se puede calcular la superficie de un §
circulo dado y, por tanto, la del lado del cuadrado correspondiente. &

iConsiguientemente, la cuadratura es sencillal Los calculos pueden &

realizarse, por supuesto, pese a lo poco practico de los ntmeros ro-
manos... No obstante, no sé si te pasa como a mi, jno me gustan los
calculos! Sobre todo porque, en caso de dos superficies iguales, pro-
curan la delicia suprema: la de tener que extraer la raiz cuadrada.

»Por muy fundamental que sea el descubrimiento de Arquimedes [un §
valor muy aproximado del nimero 7], no responde realmente a las §
necesidades de los arquitectos ni de los constructores de iglesias... Es-
tamos habituados a la geometria, a trazar lineas, circulos y poligonos. |

8 Es lo que sabemos hacer y lo que nos gusta. Frente a la complejidad |

de los calculos, la cuestion de la cuadratura del circulo cristalizé hace
mucho tiempo bajo otra forma: ;Puede trazarse un cuadrado que ten-
ga la misma superficie que un circulo dado? iNo calcular..., trazar!
Una vez mas, fueron los griegos quienes dieron con la solucion. No sé
qué filosofo, algun pitagorico, creo, un buen dia hizo una observacion
fundamental. Los pitagéricos iban tras las claves del conocimiento,
que, a su entender, residian en los numeros y las proporciones.
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SOLUCIONARIO

El codigo Cluny

Jean-Paul Lemonde

Esta novela se centra en la fundacién y construccion JEAN-PAUL LEMONDE

de la abadia de Cluny, la mayor iglesia romanica —~ 4

de la cristiandad, encargada en 1085 al monje Hézelon ]—: L ( () l) l (.I O
por el abad Hugues de Semur. El autor descubre C L U NY

el secreto de cardcter numérico y geométrico que se
esconde en la construccidn de este edificio, y eso le da
pie para exponer diversos contenidos matematicos a

lo largo de la obra: construcciones con reglay compéds,
obtenciéon de aproximaciones del nimero w, el nUmero
de oro, etc. Por ejemplo, en el siguiente pérrafo Grégoire
le explica a Jahan cémo se calcula el drea de un circulo.

—Jahan, ;como se calcula la superficie de un triangulo?

—Multiplicando la base por la altura partida por dos,
por supuesto, jpero no comprendo qué tiene eso que ver
con el circulo!

—iAy, ay...!, ino te das cuenta? Venga, volvamos al razonamiento de Arquimedes. .. Presta atencion al
poligono de muchos lados. Su superficie es igual a la suma de las superficies de los triangulos alzados
sobre sus lados, cuyos vértices se hallan en el centro del poligono o del circulo. ;De acuerdo?
—Si...
—Si el poligono tiene muchos lados y siendo la base muy pequeria, la altura de cada triangulo
equivale practicamente al radio del circulo. .. Asi pues, es facil estimar la superficie del poligono
0, lo que viene a ser lo mismo, la del circulo, puesto que, si el poligono tiene N lados, la superficie
que buscamos tiene un valor de N veces la superficie de uno de los triangulos... Como los triangulos
tienen todos la misma altura, medio diametro, puede usarse esa altura. Lo que da:

Superficie = N x (base x altura/2) = (N X base) x D/4
»Ahora bien, N veces la base es la suma de los lados del poligono..., por ende, de su perimetro. ..
o el del circulo, es decir, D. Te das cuenta de que volvemos a encontrarnos con la formula
que conoces. ..

El valor de la superficie del circulo es tD*/4

Como dice el texto, el problema de la cuadratura de un circulo de radio r se puede resolver
numéricamente determinando la longitud del cuadrado, que es: £ = \&r? = rV =
Pero la resoluciéon geométrica, es decir, el trazado . 4cm

del cuadrado a partir del circulo utilizando solo los //
instrumentos clasicos de dibujo (la regla sin graduar //

y el compas) no se puede hacer. En contra de lo que se /
griegos. Investiga cudndo se demostro e intenta resolver /

dice en el texto, esto no lo demostraron los matemdticos / 6cm
numéricamente la cuadratura del recinto parabélico de esta figura. /

La cuadratura del circulo fue un problema que propusieron los griegos y que permanecio sin
resolver mas de 2.000 afos. Ferdinand Lindemann demostrd, en 1880, que « es un nimero
trascendente y que, por tanto, el problema de la cuadratura del circulo no tiene solucion.

‘ . , 2 ) .
Teniendo en cuenta que el &rea de la pardbola es 3 b - h, el drea de la parabola dada

es de 16 unidades cuadradas, por lo que el cuadrado equivalente sera el que tiene por lado
4 unidades.
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Integrales

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Identifica la ecuacion Yy
de estas parabolas. i
2..
a) fx)=x>—1 EEEAVALVA
b) f(x)=—x>+1 0 X

a) Comoa=1>0,lapardbola estd abierta hacia arriba y tiene un minimo
en el punto (0, —1).

b) Comoa= —1<0,lapardbola estéd abierta hacia abajo y tiene un maximo
en el punto (0, 1).

002 | Determina los puntos de corte en cada caso.

a) f(x)=3x*—4 b) f(x)=3x>4+2x—6
g(x)=x g(x)=4x*+x—8
4
a) f=g(x)=>3x —4=x—>3x"—x—-4=0— T3

4 4 x=-—1
Los puntos de corte son:[B, 3] y(=1,-1)

b) f(xX) =gx) > 3x* +2x—6=4x> + x —8 = x? x2:O—>{X:21
X=-
Los puntos de corte son: (2, 10) y (—1, —5)
ACTIVIDADES

001 | Lafuncidn F(x) = k - e + n es una funcion primitiva de la funcién f(x) = e*.
Halla los valores de las constantes ky n si F(0) = 0.

F(O)=0—=k-e°4+n=0—>k+n=0—-n=—k

002 | La pendiente de la recta tangente a una curva, en un punto de abscisa x, es 6x.
Halla de qué funcidn se trata, sabiendo que pasa por el origen de coordenadas.

La pendiente de la recta tangente en un punto es:
f'(x) = 6x

Entonces, resulta que:
f(x) =3x+k

Si f(x) pasa por el origen de coordenadas:
fO)=0—k=0

Asi, la funcion es: f(x) = 3x°
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SOLUCIONARIO

003 |Si Jf(x) dx=Fx)+ky Jg(x) dx = G(x) + k, halla:
J f(x) —2g(x)

a) dx

[£(x) + g(x)] dx 9 J %

b) |[2f(x) — g(x)] dx d) J[—f(x)+b-g(x)] dx

d) J[—f(X) +b-gl]dx = —jf(X) dx + bjg(x) dx = —(FO)+ k) +b6(GX) + k) =

004 | Dada la serie de funciones:
f=x 6LX)=x* £{(x)=x...
calcula:
a) Suderivada.
b) ;Qué expresion general tendra la derivada de f(x) = x"?
c) ¢Cudl serd laintegral de f(x) = x"?

n+1
a f0)=16K=2xfx=3x%.. Q) Jx” - +k

b) f'(x)=nx""

005 | Calcula las siguientes integrales.

a) J(x2+x)dx b) JJx_wx 0 J(2x2—3x+5)dx d) j[x+1]dx

3 XZ

a) J(X2+X)dX—X++k
3 2

5
3 - NS
b) J\/XB dx:Jﬂ dx:%+k:2 X ik

S 5
2
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23 3x?

Q J(2X2—3X+5)dx— +5x+k

2 3
SV | AL VO S
3 X3 9 2%°

006 | Halla estas integrales.

2 3
a) JZx(x2 + 3)*dx Q) Jx(xa—Z) dx
2x x2
b)Jx2—1dX d)Jx3—6dX
2 5
a) JZX(Xz +3) dx = % +k

J 2 dx_\n\x ~1]+k

3 2
J (x> —=2) :(X -2) Tk
18

*—In‘x —6‘+/<

007 | Calcula las siguientes integrales.

x 2x
a) Jzzdx o} J[;] dx

b) Je*“dx d) J(e‘2’+ e*") dx
. )7 E
a |22 dx=2-"—+k= + k
In2 In2




SOLUCIONARIO

008 | Halla estas integrales.

5x—1
a) JSXZ“ -2x dx o) J32 dx
b) JZeZJr2 dx d) J XZ dx
eX

2

X< +1 S5x—1 5x—1 5x—1
a) J5X2+W.2de_5 +k c)f3 dx:i.i.g Tk = 3
2 2 5

In5 In3 101In3
b)JZeZde—Ale?H—i-k d)J’X2 dx—ﬁ«ex dx = ——-e™ 4k
eX
009 | Calcula las siguientes integrales.
sen %
a) Jsen 2x dx Q) 3 dx
b) Jcos (x +1) dx d) Jsen (—x) dx
X
1 sen —
a) Jseandx_—zcoszx—kk Q) > dx:—cosg—kk

b) jcos x+MNdx=sen(x+1)+k d) Jsen (—x) dx = cos (—x) + k

010 | Halla estas integrales.

a) J21 dx 0 J(x +1) - cos (x* + 2x) dx
cos” (x+1)
b) f—Bsen (2x +1) dx d) szz dx
cos?’ (x> — 3)
a) J]dx—rg(x+1)+k
cos® (x +1)

J —3sen (2x + 1) dx *%COS(ZX—FU—Q—/(
JX+1 cos (x* + 2x) dx *%sen(xz—i—Zx)—kk
P

fg(x —-3)+k
0s® (x> —3) 2
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011 | Resuelve estas integrales.
a) J1 dx
J1—25x%2

1
—_—— d
b)J1+<x—3>2 g

a) J1d><:]arcsen5x+k
\J1—25x?

b) j]dx_arctg(x—_%)—i-k
T+ (x = 3)

012 | Halla la solucién de las siguientes integrales.

a) J1 dx
1—(2x —3)?

b X 4
)J1+9x4 X

a) j]dx_]arcsen(ZX—S)—kk
1—(2x —3) 2

b) X gy = iarc tg 3x* + k
T4 9x* 6

013 | Calcula estas integrales definidas.

7 2
a) J (X2 +2x —1) dx b) J e¥ dx
2 —4

3

a) F(X)—J(xz+2x—1)dx—);+x2—x

J X +22x=Ndx=F(7)-F(2) =
, 3003

b) F(x)= Jezx dx = — e*

49 14
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SOLUCIONARIO

014 | Comprueba la siguiente igualdad:
6

6 4
J(x2+x+1)dx=J (x2+x+1)dx+J (X2 x + 1) dx

2 2 4

3 2
F(X)=J(x2+x+1)dx=xg+xz+x

6

(4 X+ 1) dx = F(6)— F(2) = 96 — 22 = 258
2 3 3
6

(x2+x+1)dx+J X+ x+1)dx=F(4)—FQ)+F(6)—F(4) =
! _ 10020 . 100 268
33 3 3

4

2

015 | Halla el drea del tridngulo rectangulo que tiene como vértices (0, 0), (4, 0) y (4, 5),
utilizando integrales definidas.

14
[ El tridngulo estd limitado por el eje X'y las rectas
5
XxX=4ey=—X.
4

Asi, el 4rea es:

1

1
016 | Calcula las integrales definidas J X dxy J x2 dx. Explica los resultados obtenidos.
-1 0

1
=2 =ifi=0
4 4 1, 4 4
1 1
4[><3dx—x4 _ 1
0 4 0 4
Y

La funcion es simétrica respecto del origen

de coordenadas. Asi, la primera integral da como
T resultado cero porque el area corresponde

a dos regiones iguales, una por encima del eje

y otra por debajo. Los valores son iguales,

pero de signo contrario, y se anulan.

>
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Integrales

017 | Determina el area limitada por la gréfica de la funcion f(x) = x* — 1y el eje X
en el intervalo [—2, 2].

3
f)=0—> x> —1=0— x = +£1 F(X)_J(XZ—UdX_X?)—X
-1 1 2
Area = J x> =1 dx |+ J (x> = 1) dx |+ J (x> =N dx|=
-2 -1 |
:\F—1 MF —F(=1) +\F —F()| =

018 | Halla el &rea limitada por la grafica de la funcion f(x) = sen x y el eje X
en el intervalo [0, 1.

f(x)—Oesenx_Oe{X_ F(X)Jsenxdx—cosx
X =

.
Area J sen x dx

0

=|F(m)—FO)]=]1+1]=2

019 | Determina el area comprendida entre las funciones f(x) = x> — 4y g(x) = x + 2
en el intervalo [—3, 4].

X==2

f)=gx) > x> —4=x+2— x> —x— :o_>{ ]
X =

F(x):J(x24(x+2)) dx:J(X2 7X76)dX:L,L,6X

3 2
-2 3 4
J (X2X6)dX+J (xzx6)dx+J (x*—x —6) dx =‘F(f2)fF(73
-3 -2 3
27 22 32
+[F3) = F(=2)| +|F(4) \_7 A T A -
2 3 3
020 | Halla el &rea comprendida entre las parabolas f(x) = x*y g(x) = —x* + 2.
)0=g) > x’ =x>+2—>x —1=0— x = £1
2 P 5 %3
FO)= [0 —(=x* +2) dx = [(2x* =2) dx = S _ox
Area=|F()—F-n|=|-2_4|=28
3 3 3
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SOLUCIONARIO

Comprueba si las funciones F(x) son primitivas de f(x).

a) Fx)=x3—6x>4+2x—1 f(x)=3x>—12x+2
b) F(x)=2x3>—x?>—3x4+9,5 f(x):6x—12x2—%x2
2 2 _ —
9 Fix)= X+ flx)= X =2x=1
x—1 (x =17
d) F(x) = sen x cos x f(x) =2cos’x —1
2
e) Fix)=In X fx:i
x+1 x(x+1)

a) F(x) es primitiva de f(x) porque: F'(x) = 3x* —12x + 2
b) F(x) no es primitiva de f(x) porque: F'(x) = 6x* — 2x — 3

Q) F(x) es primitiva de f(x) porque: F'(x) = 21— +1) _ X 2]
x =17 (x =17

d) F(x) es primitiva de f(x) porque: F'(x) = cos x - cos x + sen x (—sen x) =
= c0s? X — sen® x = c0s* x — 14 cos* x = 2 cos* x — 1
2 1) — x?
e) F(x) es primitiva de f(x) porque: F'(x) = . X1 —x __x+2
X (x+1)7 X(x+1)

X+1

Calcula una funcién primitiva F(x) de cada una de las siguientes funciones
que cumpla la condicién que se indica.

a) f(x)=3x? F(0)=1 o) f(x) = sen3x F(‘rv):—?
b) fx) =+  F)=4 d) f(x) = e** Flo)=2
5x 3
a) fX)=3x2 > F(x)=x>+k
FO) =1=k=1-Fx)=x>+1
b) FX) = —— = F(x) = = In |x| + &
5x 5
F(]):4—>k:4eF(x):§lnM+4
Q) f(x):senSx—>F(x):flcos3x+k
F(ﬂ):—;%fﬂ—k:—g—)k:—f%F(X)——fCOS?)X—f
e2x
d) f(x)=e* - F(x) = +k
2x
F(O):£—>l+k:——>k:——>F(x):e 1
6 2 6
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Integrales

3x+1 ey = x+1 son primitivas de la funcion y = ——-.
X b's

023 | Compruebasiy =
En caso afirmativo, encuentra otra primitiva.

Las dos funciones son primitivas porque:

3x +1 , o 3x—(3x+1) 1
y= -y :72 :_—2
X X X

X +1 X=X+ 1

y = -y = > :_72

X X X

2 +1

Respuesta abierta. Por ejemplo: y =

—x? 4+ 7x —12.Si f' representa su derivada, encontrar

024 | Sea lafuncion f(x) =
una primitiva F de f verificando que F(6) = f'(6).

f(x)==-2x+7—>f(6)=-5

—x* X

F(x)= 5 + —12x + k
_ @3 A2
F(6) = F(6) > 36 + 1Y k=5 k=13
-~ —x3  7xX
La funcion buscada es: F(x) = + —12x+13
3 2

025 | Dada la funcién f(x) = x + iz (x > 0), encuentra la primitiva de f
que en el 2 valga 5.

2
Foo=2—2 4«
2 X
2
F(2):5—>2——i+k:5%k:5
2 2
Iy x> 4
La funcién buscada es:F(x):T_f+5
X

026 | Determinar la funcién f(x) que verifica f'(x) — x> — 1 =0y f(—2) =0

4
f'(X)fXSf1=0—>f’(x):x3+1—>f(x):XT+x+k

4
2 ()t k=0 k=2

f(=2)=0—

La funcion buscada es: f(x) = XT +x—=2
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SOLUCIONARIO

027 | Dada una funcion f(x) = ax® + 11, donde a es un parametro real, se pide determinar
el valor del parametro a para que f(x) tenga una primitiva cuya grafica pase
por el origen y por el punto (1, 1).

F(]):1—>%+W1:1—>a:—40

028 | Dada la funcion f(x) = a + 3x? — x3, encuentra a para que si f'es la derivada
X

de f, entonces f'(—1) = —10.

f(x) = ;204- 6x — 3x2
X

ff(-)=10->-a-6-3=-10->a=1

1
029 | Dar dos funciones cuya derivada sea f(x) = —— + e tales que en el punto x = 0
una tenga doble valor que la otra. X+1

Dos funciones primitivas de f(x) son:

2x e2x
ﬁ<x>:|n\x+1\+—ez +h ROO=Inlx+1]+=+k
1
F(0)=2K(0) > — +k1_2[2+k2]—>k1—*+2k2

Parak, =0 — k, = i y asi dos funciones que cumplen las condiciones
2

del enunciado son:

e 1

eZX
E(x):ln‘x+1‘+ + — Fz(x):ln‘x+1‘+—
2 2

030 | Halla las integrales de funciones polindmicas.

a) J(4x — 25) dx e) J[—?’x —x* 4+ ZX] dx

(5x2 +2x —7) dx (x —5)? dx

" | o]
J[gx s +*]dx g>jx+1
| gl

d) [——x — x4+1]dx X+ N(x —1)3dx
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Integrales

a) J(4x—25)dx-2x2—25x+k
2 5X3 2
b) |(5x +2X—7)dx:7+x —7x+k
4 3
o Jx35xz+1]dx=X5X + Xk
3 3 3 3 3
7 5
d) J—]xs—]x“—H]dx: X X Xtk
4 4 28 20
2.8 5
e) J—3x7—x4+2x]dx 3 X ik
5 5
_ 3
) J(X—5)2dx—(x Lk
4
9) J(x+1)3dx_(x+1) +k
4
X x*
h) J(x+ N(x )dX—J(X —2x +2X71)C/X=? 7+x —Xx+k

031 | Obtén estas integrales de funciones con radicales.

a) J3\/§dx d)“i-i—%/;]dx
J( Ix —3Yx) dx e)f(ﬁ—s‘\‘/;)dx
” 4X+ x—9f]dx f)J 32X —% dx

3V5x dx = 24/5x° 4k
(2Jx = 33x) ax 3F7%W+k

[
o |

+f_9@]dx_8&+§¢?_fvx7+k

a\»

x| oo

+@]dx:8|n\x\+%i/2x4 +k
(/x —8x) ax = 3F 32W+k

e)

f)

[ S ——

[ 2 (]dx_ar svx +k

=
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SOLUCIONARIO

032 | Calcula la siguiente integral: J[+1+2 dx

1
2\/; % e

033 | Halla estas integrales de funciones racionales.

a) J 4 dx e)J ! > +L]dx
X—2 (x—=1) x+3
1 2 3 2 5
—_ =+ = f — d
b) [x-i_x2 +x3]dx )J (x +3)° (X—3)2] ”

! —I—L]dx

2

xX2+1  x

2 — > ]dx— ! + > + k
(x+3°  (x=3)

(x+3°  (x—=3)

1
X2 +1

+1]dx:arctgx1+k
x? X

! 2+3]dX:arctgx+2+3|nX+k
X X

x> +1 X

e)J 1 + / ]dx: - +7|n\x+3\+k
(x =17 X+3 X —1
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Integrales

034

Calcula la integral de cada una de las siguientes funciones, indicando
las propiedades que utilizas.

2 3 1.492 5
a) f(x)= + = —-=
) Fx) x—1 X+ 4 9 fix) x—7 X
7 1 6 1
b) f(x) = — d fx)=— — —
) Fix) x+3 x-—5 ) 1) x2+1 X

a) ﬂ 2 + 3 ]dX:J 2 dx+J 3 dx =
x—=1 X+ 4 x—=1 X+ 4
J(f+g):Jf+Jg Jairajf
—2J 1 dx+3f !
X —1 X

: dx:Zln‘x—1‘+3|n‘X+4‘+k

Ji:\n\f\w
;

J(f+g):Jf+Ig Jw:aﬁ

=7J L de L g =7Mnfx+3|—In|x—5|+k
x+3 X =5
Jizln\f\ﬂ
f
9 J 1492 _s]dX_J1.492 dx—Jde=
X—7 X xX—7 X
J(f+g):jf+Jg Ja-f:ajf
_1.492J L dx—SJ]dx—1.492|nx—7—5|nx+k
xX—=7 X
Jizln‘f‘+k
f

J(f+g):Jf+Jg Ja.f:ajf

:6J ! dxj]zdx:6arctgx]+k

X2+ 1 X X

=arctgx f

1
, f

1
=
n+1

f/
fe2
I



SOLUCIONARIO
035

Halla estas integrales de funciones exponenciales.
1
a) JeX3 dx 0 J(3X + ) dx e) J73X_2 dx
2y
b) Je“*“‘ dx d) J53 dx f) j(3 <2 4+ 7) dx

a) JeXB dx = e +k

2
—X .53
& [57d=32 4k
2In5
p2r+14 ot 7“’%
b) Je“““dx = +k e |7 2dx= +k
2 3In7
X X 3X X 2x 3 i
o [B+e)d= f)y |3-2*+7)d +7x +k
In3 2In2
036 | Calcula la siguiente integral: Je“” dx
er+7
Jezx”dx = +k
2
037

Calcula la siguiente integral: J\m +e*)? e¥dx

J (1+e") e’dx = 2

(14+e") +k
5
038 | Halla estas integrales de funciones trigonométricas
7
a) Jcos 2x dx f) J So—dx
sen® 3x
5
J4 sen (x + ) g) J dx
cos> ~—
J3 cos [— — —] dx h) J 3 dx
1—x?
. 3
d) JSsen 2x — ) dx i) J 5 dx
x° 41
1
3 sec? dx
J [ ] ) j (B3x)? +1
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Jcos 2x dx = —sen 2x + k

J4sen X+ ) dx = —4cos (x + w) + k
C)J3C05[ﬂx]d)<:95€n[]+k
2 3

! dx_7J 3 dx:—%cotgb(-i—k

|
|
|
@ [ a=s ;X o =159 X+
|
|
|

039 | Resuelve la integral: JX cos (x> +5) dx

2
chos(x2+5)dx—m()(2+5)+k

040 | Calcula la siguiente integral: j(sen 2Xx — cos 3x + 2 cos x sen x) dx

J(sen 2X — COS 3x+ 2¢0s x sen X) dx =

sen 3x

:J(2sen 2X — COS 3X) dXx = —COS 2X — + k

2¢0s X sen x = sen 2x



SOLUCIONARIO

041 | Calcular la siguiente integral: Jx sen x* dx

cos x°

stenxzd)(: +k

042 | Calcule la siguiente int Ijse” 3% o
alcule la siguiente integral: —
\3x

deX—ZCOS\/?)X +k f(x)=+/3x f'(x)= L
3x

043 | Resuelve estas integrales.

a) J 2X_ gy d) J X 9) J (12x2 — 6x)e™ ~>"+7 dx
X +1 cos x
b) 28)(7_3 dx e) | 6xe® dx h) | xe”™ dx
4x° —3x +1
2
) 6Xx +1 dX f) (3X2 +-|)ex3+x dx
23 +x—9

2x
x? 41

dx—ln‘x +1‘+k

dx:ln‘4x2—3x+1‘+k
4X2—3 +1
6x% 41

) |5
P
JZX L =infor + x|+
9 [

‘|

0 |

0 Joar-

v e

= —In|cos x|+ k

6x e dx = e +k

Bx24Ne P =t +k

4x —3x? +7dX 4x —3x2+7 +k

e’ dx = +/<
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Integrales

X+1

044 | Calcula lasiguiente integral: | —————
2x* +4x -5

JZZX_HdX_1|n2XZ+4X_5 + k
X"+ 4x =5 4

x> 4+5x> —3x+2

Ix

dx

045 | Calcular la siguiente integral: J

34 5x2 —3x 42 1 L 1 1
JX””M:W 50T 3T 12T ) k=

Jx
= x° x> —34x 2 X =
J[F+5\F 3\/_—}—\/; d
:%\/7+2\/X75—2\/X73+4\/7+k

046 | Halla las integrales.

a) Jcos (5x +1) dx

T

Jcos x—1dx7M+k
5
o [ =
Jox+2 m
047 | Calcule la siguiente integral: J3X +8x +1 4
3 8 1
x+x+ R Y
3x =1 1
32
:7-0— a +X—|——|n(3x_1) k
3 3
3 2 ; 2
B +8+1): X =1 =" +3Xx+1)+ =
Xi



SOLUCIONARIO
048

Determina la ecuacion de la funcién polindmica que pasa por los puntos (0, 1)
(1,1 talquey' = 6x+4.

y'=6x+4 —>y’:J(6X+4)d><:3><2+4x+k1

-y J(3x2+4x+k1)dx—x3+2x +kix +k

Pasapor 0,1) = 0° +2-0> +k -0+k =1k =1
Pasapor (1,1) — P +2-1 +k

AH1=15k =
La funcién buscadaes: y = x° + 2x

—3x+1
049 | Determina las siguientes integrales
a)JSx—1—3cosx]dx JX+J_
x Yx
X 3
b)Jsenx+3]dX J\/— 2\/;)(
3 5 x?
4 12 o[ 3xXax?
9 ||-=+ d = dx
)J x? H—xz] ) J 7
2 4 e
d - dx k) | ———dx
)J x+3 4x—3] ) J(e2*+1)3
2 1 3
e) || —— 4+ ——]dx 1) J dx
J x+3 x/x—3] 3 —2x2
f) J 2 + 6 ]dx )J(tg X + 1) sen x dx
VvXx+3 \V2x+5
6
o |

9
— + 4|dx
Ji—x2 J2x+1 ]

3x —— —3¢os x
X

]dx:gx;lnx3senx+k

b) senx+3x]dx_ cos X
3

3X
=———+
5

f

J e
c)J—;+ 12 ]dx—4
J
|

—+12arctg x+k
T+ x? X
2

X+3 B 4x

4

3]dx2In><+3—r14><—3—0—k
e) 2

+
X+ 3

dx=2In|x+3[+2Vx—3 +k
\/X—3] ‘ ‘
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Integrales

6
\/2x+

dx = 4x +3 + 62 +5 +k

dx =6arcsen x —92x +1 +4x + k
N2x +1
2 a1 33 X2 6x 8
" X+&dx_Jx3 dx+fx6dx: X3 x N X\/;+k
Ux 5
_ 93 _3 _5
)] dej\/_ \/— dX_JXZdX_ZJX3dX_
x° X x?
a1 _2
2 3
_X 72.X7+k: 2 3
1 2 NP
2 3
4
3 342 1 42 923/42
) JX VX 4 :3J8X(4X2)3 = (4x%) = X NAX
7 56 4 56
3
2
K) J € = - ny
(e” +1) 4(e” 417
) J3dx_f3
3 —2x? 27
31— ——
3

3 \/EX
= —— arc sen
NF)

m) J(ng X+1)senxdx—J

J3

1
sen x dx =
cos X

cos® x

+k

050 | Calcula las siguientes integrales definidas

%x —12x% —3x| dx

3 3
a) J(2x2+8x+1) dx Q) J
1 -2

4
b) J (6x% 4+ 4x —2) dx
2

—1
d) J (3x3 +2x* —2) dx
—6

3
a) F(x)= J(Zx2 +8x+1)dx = 22

+4x% + x

3
J(2X2+8x+1)dx:F(3)F(1) AEARSVAN L
1

: Bl

3 3
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SOLUCIONARIO

b) F(x)= J(@(2 +4x —2)dx = 2x° 4+ 2x? —2x

4
J (6x* +4x—2)dx =F(4)—F(2)=152—-20 =132
2

4 2
Q) F(X)—J[;x3—12x2—3x]dx=x4x33X
3
J [1X3—12X2—3x]dX—F(3)—F(—2)——89]—28——”]5
- 8
4 23
d) F(x)—J<3x3+2x2—z)dx— AP
-1
J (3x3+2x2—2)dx:F(—1)—F(—6):£—840 _ 100
S 12 12
051 | Resuelve.
1
5 =
a)J 4 Ix e) JZ 2 dx
2 X+2 o V1—x?
6 -
b)J —5 dx f)f dx
—SX 1 X+ 4
4 1 %
la] J[x— —2]dx g)J (3cos x — 2 sen x) dx
) x—1 x 0
3 2 24
d d h —d
)JJHZ ) )ﬁ P
4
a) F(x)—j dx:4|n‘x+2‘
X4 2
° 4 7
J dx=F(5)—F(2)=4In7—4In4=4In—
> X+ 2 4
b) F(X):fidx—6
X X
76 6 4
J — dx=F(-3)-F(-5)=2——=—
X2 5 5
2
o) F(x)ﬂx— ! +4]dxx—|nx—1—4
x—1 X 2 X
! 1 4
J[x— +]dx—F(4)—F(2)7—|n3—|n1—7—n3
5 x—1 X
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Integrales

d) F(X)J 2 dx = 2 arctg x
T+ x?

3
J 2 dx = F(3)—F(=1)=71,57 4+ 45=116,57
T+ X7

— X
Jz 2 dx_F[1]—F<0)“— _T
0 1— x2 2 3 3

f) F(X)—Jgdx—16\/x+4

X+4
3
J 8 FG)—F(=1) =167 — 1643
-1 Xx+4

9) F(x)= f(3 oS X —2senx) dx = —3senx + 2 cos x

J (3cosx—25enx)dx—F[;]—F(O)—3—5—8
0

2
J A= FQ) —Fy =L 1=
'S 16 16

052 | Halla laintegral entre 2 y 3 de la funcion f(x) = 2x* — 3x+ 2.

2 2

3
J(zxg—Bx—o—Z)dx— ;

2

4 2 3
Xt 3x +2X]_[81 27
2

053 | Se considera la funcion real de variable real definida por:

2
f(x) = L’H'zl x=0
X
2
Calculese la integral definida: J f(x) dx.

1

2

ax = =

r X4 x+2
1 X

2
X—+x+2ln\x\
2

1

—(2+2+2ln2)—[;+1+0J—§+In4

2+6](86+4)—27



SOLUCIONARIO

2

054 | Se considera la funcidn f(x) = x> — 2x*> — 2x + 2, calcular J f(x) dx.

1

’ S 23
(=2 —2x+2)dx = | X — 2 ¥ 42« . N A—
. 4 3 : 3 12 12
2
055 | Calcula el valor de la integral: J (x2 —2x + 1) dx.
1
2 2
J(x22x+1)2dX:J(x44x3+6X24x+1)dx:
1 1
X° o
=|——x'"+2° -2+ x| == ——=—
5 5 5 5

1

1
056 | Calcular: | x(x?* — 1) dx. Explicar mediante un gréfico el significado geométrico

—1
del valor obtenido.

Es una funcion impar, las dos
, ; superficies tienen la misma drea,
7 ! X pero con signos distintos.

1
057 | Calcular la integral definida: J (\ x\ +x+ 1) dx
—1

Nota: La notacién | x| representa el valor absoluto de x.

1

1 0
J (|x|+x+1)dx—[(—x+x+1)dx+J(X+x+1)dx=
o -1

0

0 1
—J dx+J (2x +1)dx =
-1

0

=—[x]% +[X+xlp=-1+2=1
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Integrales

x}—3x+2 six<3

058 | Sealafuncién: f(x) = 10 six>3
7 _x
2

2

CalcularJ f(x) dx e interpretar geométricamente el resultado.
1

059 | Calcular el valor de a > 0 en los siguientes casos.

3
a)J ! dx=a
X+1

b)J 1 =3
o X +1
3
1
C)J dx =5
o X+a
>
0 o= [ Lot s
0

b)3—J ] dx=[n|x4+1]§ =Inla+1]
0 X+1

3=Injg+1l|-oa+1=e sa=¢"—1

3
1 34a
Q) SJ d=[In|x+all, =I|3+a|-Injal=In| >~
o X+a
3+a 3+a s 3
S=hn|"—=| 5= =¢ sa=
a a 6‘5—1
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SOLUCIONARIO

060 | Completa la tabla referida a la grafica de la funcion.

Y
’I =
1 | X
X 1 2 3 4 5 6
. 77
Areaentre 0y x 2 5 8 % 15 o

061 | Representa la funcion y = 2x, y completa la tabla de su funcién integral.
Halla la expresion analitica de dicha funcién.

Y -
Y =2X
] L
i X
X 1 2 3 4 5
Areaentre Oy x 1 4 9 16 | 25

La expresion analitica de la funcion es: y = x*

062 | Obtén el drea encerrada bajo la gréficay el eje X en el intervalo [0, 2].
¢Y enlos intervalos [2, 5] y [5, 817
Hazlo también en los intervalos [1, 3] y [4, 7].

A([o,21>:4+%:5 '
3-3
As,8)=>"=2
2 2
AD 3D =242 +3=2 ;
4 4 1 E
A([4,7]):3+3+z%:7 I B B R A R
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Integrales

063 | Determina el drea de la regién comprendida entre la funcion, el eje X
y las abscisas indicadas.

a) f(x)=3x*—2x x=2yx=4
b) f(x)=x>—x?+5x+1 x=1yx=3
c) f(x)=>5x x=—1lyx=2
d) Fx) =+ x=3yx=8
X
e) f(x):sen[x—%] x:-nyx:%“

a) F(x)= J(sz —2x) dx = x> — x?

Area =|F(4) = F(2)| =48 — 4| = 44

4 3 2
b) F(X)—j(xs—xz+5x+1)dx—x_x 5% 1x
4 3 2
A’rea—F(B)—F(W)_W_AH_]OO
4 12 3
@) F(x)—JSxdx&
Area—F(2)—F(—1)—1o_5 _1>
2 2
J F(x)—J‘zdx—_“
X X
Area:‘F(S)—F(S)‘ A2
2 3 6
e) F(X)—JSeﬂ[X;]dX=Cos[xﬂ]

064 | Comprueba que las funciones son negativas en el intervalo indicado. Halla el drea
de la zona definida en ese intervalo por la funcién y el eje de abscisas.

a) fx)=x>*—x3 en[1,2]

b) f(x)=1+2x—3x*> en[24]

o f(x)= 6 en[—7,—5]
X+2

d) f(x)=cos (r + x) en[—1,1]
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SOLUCIONARIO

a) 0 Y
3 4
F(X)=J(X2—X3)dx:x——x_
3 4
\
1 X
\
\
\
Area:F(2)—F(1):_i_L _v
3 12 12
b) Y
N F(X)=J(1+2X—3x2)dx=x+x2_X3
/ L
1.\ X
\
| \
|
|
|
Area:‘F(4)—F(2)‘:‘_44_;_2‘:42
C) Y
\ 6
F(X)=J dx:6|n‘x+2‘
1 ~ X+2
™~ X
\

Area:‘F(—S)—F(—7)‘:‘6|n3—6|n5‘:6|n%

F(x)= Jcos(w—i—x) dx = sen(w + x)

Area = ‘F(])—F(—])‘ = ‘sen(ﬂ—f—])—sen(ﬁ—])‘ =1,68
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Integrales

065 | Calcula el érea de la zona limitada por la funcidn, el eje de abscisas y las rectas
verticales que se indican. Ten en cuenta que las funciones pueden cortar al eje X.

a) f(x)=3x>+16x— 12 x=—7yx=0

b) f(x)=2x*+ 6x — 20 x=—1yx=5

Q f(x)=2x*—19x>4+49x—20 x=—1yx=3
d) f(x) = sen x—%] x=0yx=m
e) flx)=4x—4 x=0yx=2

x=—06

a f(X)=0-3x*4+16x—12=0—> 2

X==

3

F(x)= J(sz +16x —12) dx = x> 4+ 8x? —12x

+

-6
J (3x? +16x —12) dx

-7

0
j (3x? +16x —12) dx
—6

=|F(=6) = F(=7)|+|F(0) = F(—6)| =144 —133|+ |0 — 144 | = 155

b) f(x):O—>2x2+6X2O=O—>{X:25
X =

3

+ 3x? — 20x

F(x)= J(z% tox—20) dx = =

5

2
J (2x*+ 6x —20) dx + J (2x% + 6x —20) dx = ‘F(2)7F(71)‘ + \F(S) 4(2)\ =

2

_|_68 _67] 175 88| _
3003 3003
1
X=—
Q f(x)=0—-2C —19%* +4% -20=0—>{
=5
4 3 2
F(x)—J(2x3—19x2+49x—20)dx—XZ—193)(+492X—2Ox

1
- 3
Jz (2x3 —19x% + 49x — 20) dx |+ J (26 —19x% 4 49x — 20) dx | =

1

2

48

[T Y[ T e
2 96 3 96
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SOLUCIONARIO

d) f(X)—O—>sen[x—“]o_>X
2 2

F(x)= JSEH[X—W]dX——Cos[X_W]
2 2

sten[x—ﬁ]dx + =
) 2
_F[“]—F(O) + F(w)—F[“]_—1—o+o+1_2
2 2

8 f(X)=0—>4x—4=0->x=1

F(x)= J(4x—4) dx = 2x* — 4x

+ =|F) = FO)|+|F(2) - F(1)| =

2
J (4x — 4) dx

J (4x — 4) dx
0

=|-2|+|-2|=4

066 | Dibuja la funcion f(x) = 2x*> — 6x2 Obtén el drea que limitan la curva
yelejeXentrex=2yx=4.

+

4
J (2x% — 6x2) dx
3

4
\X“—2x3]
2 3

SREAT

2 2
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Integrales

067 | Calcula el érea encerrada entre la funcion f(x) = x> — 3x? el eje X
ylasrectasx=0yx=4.

x=0
4 3 4
J f(x) dx —J (x* = 3x?) dx |+ J (x> =3xH) dx|=
0 0 3
4 ’ 4 o7 27 27
=X | |+ X | = L2
4 ; 4 o4 4 2

068 | Calcular el area limitada por la curva y = %xz — %x + 1, el eje Xy las rectas

de ecuaciones x = 0y x = 3. Hacer una representacion grafica
aproximada de dicha érea.

i

1

=2
’ 1, 3 1, 3
f(x)dx|= —Xx —=x+1|dx|+ —x* —=x+1]|dx|+
. 2 2 A2 2
3 3 2 !
+J[wx2—x+1]d S | ARSI i
o2 4 0
3
3 2 3 2
S S B | IS (P
6 4 : 4 5
5 1 i 11



SOLUCIONARIO

069 | Hallar el drea de la region del plano limitada por la grafica
de la funcion g(x) = —x* + 3x, el eje Xy larectax = 1.

X 43x=0>x=0, x=—V3, x=+3

1 0 1
J f(x)dx|= J (—x* +3x) dx |+ j (—x>+3x)dx|=
-3 -3 0
4 2 4 2 7
= ,L+3X + _L_,_i =242~
4 2 5 4 2 0 2

070 | Dada lafuncionf(x) = x + iz (x > 0), dibuja la funcién f. Halla el &rea limitada
X

por la curvay el eje de abscisas entre los puntos de abscisax =1y x = 4.

071 | Lacurvay = % el eje X, el eje Yy la recta x = 4 limitan una superficie S.
X

Calcular el area de S.

4 4 4
J f(x)dx=J dx
0 o X+ 4

072 | Hallar el drea encerrada por la funcion f(x) = x> — 3x+ 2, larectax=0y larectay=0.

=H4In\x+4ug\ =12In2-8In2=4In2

Y
2 X =
XT=3x+2=0->
T 1 1
25 Jf(x)dx—J(x23x+2)dx—
/ 0 0
3 2 !
1 X = L,BX + 2x -
302 .
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Integrales

073 | Hallar el drea de la region del plano determinada
por la graficadey = x> — 9x* + 24x + 3ylasrectasy=0,x=0y x=>5.

° ° 4 385
X
Jf(x)dx = J(X3—9x2+24x+3)dx = '—3X3+12X2+3X =—
0 0 4 0
074 | Halla el area de la region que queda definida entre las funciones y el eje X.
a) y=(x—22x+1)
b) y=0B4x)(2 — 5x)
o y=x>—3x>—6x+38
d) y=x>—x>—21x+45
e) y=Kx+3)2x—1)(3x+2)
A F)=0(x—2)2x+N=0-1"""7
X =2
3 2
F(X)J(X—Z)(Zx—s—])de(sz 3 —2)dx = 2; - 3; — %
2
(X7 —3x—2) dx| = F(Z)—F[—]] _|4 13 _1¥
_1 2 3 24 24
2
2
b) ix)=0—-3+x)2=-5x)=0—1" 5
X=-3
5x° 13x?
F(x)—J(3+x)(2—5x)dx—f(—5x2—W3x+6)dx—— ; ~ e
2
J5(5x213x+6)dx = F[Z]F(B) _ |2 83|48
_3 5 75 2 150
X =-=2
Q fx)=0—-x>=3x> —6x+8=0—>{x=1
xX=4
4
F(X)J(X3 —3x? —6X—i-8)d>(:XT—x3 —3x? 4+ 8x
1 4
J (x* =3x? —6x+8)dx|+ J (x* =3x? —6x+8)dx|=
-2 1
17 17 81
=|F() = F(=2)|+|F(4) = FO)| = | =+ 16|+ |-16 — —| =
4 41 2



SOLUCIONARIO

x=-=5

d) f(x)_O%x3—x2—21x+45_O—>{ ;
X =

4 3 2
F(X):J(X3x221x+45)d><:xX21X + 45x
4 3
3
J (x* —x? —21x + 45) dx :‘F(3)—F(—5) = 207+3'475—]'024
s 4 12 3
X =-3
1
e F(x)=0—=(x+3)(2x—=1)3x+2)=0— X:E
2
= _%
3

F(x)= J(X+3)(2x—1)(3x+2)dx— j(6x3 +19x%* 4+ x —6)dx =

3x* 19x3 X2
=—4 + 5 —6x
2 3 2

2

3
J (6x° +19x% + x — 6) dx

-3

1
+ Jz (6x> +19%* + x —6) dx| =

3

el
3 2 3
214 191 214] 88837

==+ |+ |— - =
81 % 81| 259

075 | Se considera la funcion real de variable real definida por: f(x) = x> — 9x.
Calcular el &rea del recinto plano acotado limitado por la gréafica
delafuncionfy el eje X.

x=0
X} —=%=0—>1x=-3
X =3
3 3 3
J f(x) dx —J (x> —9) dx |+ J (x> =9x)dx|=
-3 -3 0
S X I L L1
4 2 ), 4 2 4 4 2
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Integrales

076 | Lacurvay =a(—x*+ 5x — 4), con a > 0, limita con el eje de abscisas un recinto
de 9 unidades de superficie. Calcula el valor de a.

XxX=4
4 4 3 2 4
J f(x) dx =GJ (—x* +5x—4)dx|=a —X—o—%—élx =
1 1 1
970:9—>a:2
2

4x+1 six<1
—Xx+6 six>1
por la funcién, el eje de abscisas y las siguientes rectas.

077 | Sealafuncion f(x) = { . Calcula el 4rea de la region limitada

a) x=—1yx=0 c x=—1lyx=4
b) x=3yx=7 d) x=0yx=6
a) f(x):0ﬁ4x+1:0—>x:—& F(X):J(4x+1)dx:2x2+x
= ’ 1 1
4
J (4x + 1) dx|+ J (4x 4+ 1) dx :F[4]F(1)+F(O)F[4] =
1
_ 1

4
=L+l =2
8 8 4

2

b) f(x)=0—>—x+6=0—>x=6 F(X)-J(—X+6)dx——X2+6x

+ =|F(6)—FB3)|+|F(7)—F(6)| =

6
J (=x +6)dx
3

7
J (—=x +6)dx

6

—l18—Z|+| 2 1g|=5
2 2

Q) J 4(4><+1)dx +J (4x +1) dx|+ j (—=x+6)dx|=
- 1

B3
2 2

6
J (—x+6)dx




SOLUCIONARIO

3x24+6x—3  six<1
078 | Sealafuncién: g(x) =1 ¢

six >1
X
Determina el &rea de la regién limitada por esta curva, el eje Xy estas rectas.
a) x=—1yx=0 Q x=—1yx=4
b) x=3yx=7 d x=0yx=6

Q) F(X)=0-3C +6x—3=0—x=—1++2

F(X)—J(Bx2 +6x —3)dx = x> +3x* —3x

0
J (3x” + 6x —3) dx | =|F(0) = F(~1)| =]|0—5]| =5

b) F(X)j6dx6lnx
X

7
[0
3 X

42
Q J (3x? +6x —3) dx

:‘F(7)—F(3)‘:‘6|n7—6|n3‘:6|n§

+ +

1
J (3x? + 6x —3) dx
—1+42

= [F(=14+V2) = F=D) |+ FO) = F(=14V2) |+ [ F(4) = F() | =

=‘574\/575‘+‘17(574\/3)‘+‘6|n4f6\m‘=8\/3+5+6|n4

6
J6dx
X

=(4V2 +5)+(4V2 —4)+6INn6=8Y2 +1+6In6

d) + +

—14v2
J (3x* +6x—3)dx

0

1
J (3x> 4+ 6x—3) dx
—142

—x*+6x sio<x<5
—x+10 si5<x<10
calcular la superficie que encierra con el eje X.

079 | Dada la funcion: f(x) = {

x=0
— X’ +6x=0—> —Xx+10=0->x=10
X=6
10 5 10
J f(x)dx —J (=x? +6x)dx|+ J (=x+10)dx|=
0 0 5
e 1 e Yl 100 25 275
==X 3| |+ =X t10x| |=—+ 2=
3 . 2 : 2 6
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Integrales

080 | Hallar el area de la region limitada por la grafica de f(x) =

{4—)(2 si—2<x<0
y el eje de abscisas.

4—x si 0<x<4

X=-2
4—x>=0—
X =2
4—x=0->x=4
4 0 4
J f(x) dx —J (4 —x?) dx|+ J (4—x)dx|=
-2 -2 0
5 1° e 16 40
=llax— 2| |+H||lax-2| =2 +8="
3|, 2 || 3 3
—9x +10 si x < —1

081 | Dada la siguiente funcion: f(x) = )
3x2—9x+7 si—1<x<2

calcula el &rea del recinto acotado determinado por esta funcion, el eje X
ylasrectasx=—1yx=1.

1 1 2
f f(x)dxj (3x? = +7)dx|=1| x* — > + 7x =16
-1 -1 1
2 .
082 | Dada la funcién: f(x) = X +4x+3 six<0
(x —1)? six>0
calcula el &rea del recinto limitado por la gréfica de la funcidn y la parte negativa

del eje X.

, _ X=-3
X +4x+3=0->

-1
j f(x)dx
-3

083 | Calcula el area limitada por la gréfica de funcion:

x =—1

-1

3
:{2+2X2+3X

-1
—J (x* 4+ 4x + 3) dx

-3

-3

2 six<-3
flx)=1x* si—3<x<1
1 six>1
las rectas x = —3, x =2y el eje de abscisas.

1

31

28
+ =5 +1=7

X3
N [3

1 2
= J x?dx J dx
-3 1

2
J f(x) dx
-3

-3



SOLUCIONARIO

084 | Sea lafuncion:
-1 si—o<x<—1

flx)=4{x* si —1<x<1
X si 1< x <40

Determine el drea encerrada por la funcion f(x), larectax =0y larectax = 3.

3 1 3 e ! X2 13
Jf(X)dX_JXZdX+JXdX_l] +|—| |=—+4=—
0 0 1 3 0 1 3 3
085 | Dada la funcién:
X si x < —1
f(x)={—x? si—1<x <1

x?—4x six>1

Calcula el &rea del recinto limitado por el eje X, la gréficade fylasrectasx =1y x = 3.

X
x2—4x—Oe{

X =4
3
Jf(x)dx =

086 | Calcula el rea de la region del plano limitada por las rectas de ecuaciéon y = 0, x =0,
x =3y lagrafica de la funcién:

3
X3
— =2

2 —

3
—J (x? — 4x) dx

1

X+2 sio<x<2
f(x)=1x*—6x+12 si2<x<4
—2x+12  si4a<x<8

3 2 3
J f(x)dx :J (x+2)dx|+ j (x? —6x+12)dx|=

0 0 2
2 : 3 ’ 1 28
=||—+2x| |t||—=-3x"+1%| |=6+—=—
0 2 3

087 | Dada la funcion:
—x? +2x six <1
f(x) = X silT<x<?2

%x2—4x+8 six>2

calcula el drea limitada por la funcién y el eje X.
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- +2x=0-
X=2

%X274X+8=O—>X=4

4 1 2 4
J f(x) dx —J(—xz—i-ZX)dx + J X dx |+ J []X2—4X+8 dx| =
0 0 1 2 2
3 W 2 ] 3 2 3 4 7
= ,LJFXZ + x + X—72X2+8X =4+ -4 —=—
3 0 2 6 ) 3 2 3 2

—x* 44 six<—1

088 | Dada la funcion: f(x) = { 2‘ x> —1
X — six >—

calcula el &rea del recinto limitado por la gréfica de fy el eje de abscisas.

X’ +4=0-> T
xX=2
X—=2=0—->x=2
2 -1 2
J f(x) dx —J (=x? +4) dx +J (x =2)dx|=
-2 =2 -1
3 - x| 5 9 37
=||——+4x + | 2x —— =—+t—-—=—
., . 3 2 6

089 | Hallar el drea de la figura OAB, en la que O es el origen de coordenadas, A(—1, 1),
B(2, 1), los lados OBy AB son segmentos rectilineos y OA es un arco de la curva y = x2.

0 2
Area—J (1—x*) dx|+ J [1X]dx =
-1 0 2
3 1° 2 12 b 5
X 12X =222
3 -1 4 0 3
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090 | Halla el drea de la region limitada por estas curvas.

a) y=x>+5x+8 y=x+8
b) y=6 —x—x? y=—2x
Q y=—x>—6x—5 y=—2x>—12x—10
d) y=x>—2x*+x y=x>—3x2+3x
a) xz+5x+8:x+8—>x2+4x:0—>{i_;4

3

F(X):J(x2 +5x+8—(x+28) dx:J(x2 +4x)d)<=x?+2x2

0
J (x> + 4x) dx
—4

_[FO)—F(—4)| = 2] 32

0-2|=22
3 3

X=-=2

b) 6—x—x2——2x—>xz—x—6—0—>{
X =3

X3 x°

F(X)—J(6—X—X2 —(=2x)) dx—‘[(—x2 +X+6)dX:—?+7+6X

2 3 6

3
[ rrarn 7, &1
-2

=[FB)—F(=2)|=| =+

x=-=5

Q Xz6X5:2X212X10—>X2+6X+5=O—>{ ]
X =—

F(x)= J(—x2 —6x—5—(—=2x* —12x —10)) dx = J(X2 +6x+5)dx =

3
=X 3 s
3

3

7 5| ®
3 3
d) =27 +x=x -3+ >x-2x=0->

x=0
X =2
3
F()()—J(X3 =2 4+ x—(x> =32 4+3x)dx = | (x? —2)()(1)(:)(——>(2
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091 | Halla el drea de la regién limitada por las funciones y = E, y= %x +2ey=2.
X

2 5
J[3x+22]dx J [102]dx:
o\ 2 , U X

2
+H1O|n‘x‘72x]i‘:

<
t

+

2

.’l -
—
L X

0

:‘3—0‘+‘10\n5—10—(10|n2—4)‘:WOIn%—3

092 | El 4rea de la regién limitada por las dos curvas de la figura se indica por una
de las siguientes expresiones. Di cuadl es la expresién.

a) J [f(x) — g1 dx

C

b) J [g(x) — f(x)] dx

a

b c
0 J [g(x) — f(x)] dx +J [f(x) — g(x)] dx
a b

b
d) J [f(x) — gl dx + J [f(x) — g(x)] dx

b

a

La expresion es la del apartado ¢).

093 | Representar graficamente la region acotada limitada por las gréficas de las funciones
f(x) =9 — x? g(x) = 3 + xy obtener su area.

1
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094 | Hallar el &rea limitada por las curvasy = —x>+x+2ey = —x+ 2.

X
—x2+x+2——x+2—>x2—2x_0—>{
X=2

2 2 XS 2 4
J [f(x)—g(x)]dx|= j (=X +20)dx|=|| -——+x*| |=—
0 0 3 0 3
095 | Representa graficamente las curvas f(x) = x> — 2xy g(x) = 1 — 2x.
Calcula el area que limitan dichas curvas.
% X =—1
X =2xX=1-2X—> x> -1=0—
x=1
1 1 X3 1 4
J [f(x)—g(x)]dx|= J (x> =N dx|= \—x =
-1 -1 3 - 3
096

Dibujar el recinto comprendido entre f(x) = x> — 1y g(x) = 2 — x?y hallar su area

B
= | I~
J“ [F(x) — g(x)] dx| = J“ (2x2 = 3) de| = || 2 —3x‘\ =26
[3 ~ 3
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097 | Hallar el &rea limitada por las curvasy = x> — 4 ey =4 — x2

X
X —4=4—x* 52 -8=0—
X =2

2
3
—l 2x SX]
3 -2

098 | Calculese el area de la regidn plana acotada limitada por las gréficas de las funciones
reales de variable real: f(x) = x> — x, g(x) = 1 — x.

2 2
J [f(x)—g(x)]dx|= j (2x* —8) dx
5 5

X —x=1-x" 5 2% —x—1=0— X:_z
x =1
1 1
J [f(x)—g(x)]dx —J (2x* —8) dx
1 1
) )

1
2 x?
—X
1

— —_— 2— —_ =
J ‘f(x) g(x)‘dx JW(ZX x — 1) dx ] ;

2 2 2

099 | Dibuja la region limitada por las parabolas y = x* — 4x + 4,y = —x*+ 2x + 4
y calcula el drea de la regién limitada por ambas curvas.

:/: I 4 3\ ,X

x=0
X —dx+4=—xX"+2u+4>2% —6x=0—> X
X =
3 3 33 3
JWX)Q(X)]C/X = J(2x2+6x)dx =l +3x°] =9
0 0 0
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SOLUCIONARIO

. x? —6x+5 . , .
100 | Sealafuncion f(x) = T3 Determinar el rea encerrada por la funcion f(x),
X —
larectax =5, larectax =9y lafuncion g(x) = — 4 3
X —
9 N 9
J [F(x) = g(x)] dx —J X ZOxH9 —J (x—3)dx|=
5 5 x—3 5

X3

5

101 | Calcular el &rea del recinto limitado por las curvas y = 4x e y=

3 6

X
4sfx =X Siex =2 5 X —30x=0—
J2 2 X =2
= ax - ] ax
J 0 [ J2
_||8vx X
102 | Calcular el rea de la regién del primer cuadrante limitada por la parabola y = x?,

3 YNF)
larectay = —x+ 2y el eje X. Hacer la representacién gréfica aproximada
de dicha area.

2
J [f(x)—g(x)] dx

0

102
3

0

-2
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103 | Representar graficamente y hallar el drea del recinto (finito) limitado por la curva
y =2 — x?y las bisectrices de los cuadrantes primero y segundo.

Las ecuaciones de las bisectrices del primer
y el sequndo cuadrantesony =xey = —x,
respectivamente.

T I
==
RS

- 1 X = _
2—x2_x—>xz+x—2_0—>{x 2
5l x =1
2—)(2——)<—>{X__1
X=2
0 1 X3 XZ 0
J [2—x* —(—x)] dx +J 2-—x*—x)dx|=||-—+ —42x| |+
i 0 3 R
R 1 7 7
I SN SR V) I
32 , 6 3

104 | Dibujar el recinto encerrado por las funcionesy =x — 1,y =2(x — ) ey = (x — 1)%
Calcular el area de dicho recinto.

/]

(X—W)2X—1—>x2—3x+20%{x_1
X=2

(x =17 —2(X1)—>x24x+3:O—>{X_
X =

+

2 3
Area = f[Z(XD(x])]dx J[2(x1)(x1)2]dx

2

2 3
_j(X1)dX+J(X2+4X3)dX—
1 2
2 ’ 3 R
= L_X + —X—+2X2—3X =—4 - =_
2 1 3 273 s
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Y
105 | Determine el rea del recinto OABCDO sabiendo A(5,0)[7 B(1,5)
que el segmento curvilineo BC corresponde a un arco
de la parabola de ecuacién y = x* — 6x + 10.
ci3M
1 3 0(0,0) D(3,0) x
Areaf 5dx |+ J (x> —6x +10) dx|=
0 1
X3 ’ 14 29
=[5x];+\3x2+10x =5+—="—
3 : 3 3

106 | Halla el 4rea de la region del plano indicada en el dibujo, sabiendo que las tres
funcionessony =8 — 2x — x4,y =x+4y11x+3y — 12=0.

0 3
J (8 =2 — x> — (x+4)dx|+ [S—ZX—XZ—[—X+4] dx =
—4 0

0 3 5
—j (4 —3x —x?) dx|+ J [4+x—x2]dx =

—4 0 3

32 3 2 3
o= 22| a2 o B o 221
31, A 3 2

107 | Dibuja la parabola y = x*> — 2x — 8 y su recta tangente por el punto de abscisa 2.
Obtén el drea de la regidn limitada por ambas y las abscisas 2 y 4.

1% Como y’=2x — 2, larecta tangente es:
I / y+8=2x-2)>y=2%-12
B EEER
[ F(x):J(x22x8(2x12))dX:
/ y
I = (x274x+4)dx:7—2x2+4x

i =|Fa)—F)|=| 8|8
3 3| 3
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108

109

110

532

La variacion instantanea de la cotizacién es su derivada, y sigue durante
una semana la funcién f(x) = 0,02x2 + 1, donde x es el dia de la semana
(0 =lunes, 1 = martes, ...). Si el lunes cotiza a 5 €, halla la funcién

de cotizacion.

3
F(X):J’(O,OZX2 +])dX:O,02'%+X+k

3

Sea C(t) el dinero en miles de euros que hay depositado en un dia en una sucursal
bancaria, en funcion del tiempo t en horas desde que la sucursal estd abierta.
Sabiendo que C'(t) = t* — 7t 4+ 10y que la sucursal permanecié abierta un total
de 8 horas, obtén la expresion de C(t) sabiendo que a las 6 horas de estar abierta
la sucursal disponia de 20.000 €.

3 LR2
C(6):20—>%—7 6 +10-6+k=20—>k=14
3 2
C(r)—t——ﬁ +10t + 14
3 2

Una alfombra de flores lleva 21 rosas por cada
4 decimetros cuadrados de superficie. Se quiere rellenar
de rosas una parte de la alfombra cuya gréfica estd limitada
por las funcionesy = —x?+ 4x + 3 ey =3.
Si se mide en metros:
a) Representar la parte de la alfombra.
b) Calcular el area de la parte de la alfombra.
c) Sicada rosa cuesta 0,30 €, jcuanto cuesta rellenar
esa parte de la alfombra?




SOLUCIONARIO

X
b)—X2+4X+3—3%—X2+4X—O%{

X3 !
S |
3

4
Area—J (—x* +4x+3—3) dx

0

c) % 20,04 - 21 = 5600 rosas

Rellenar la alfombra cuesta: 5.600 - 0,30 = 1.680 €

111 | La parte superior de una pared de 2 metros de base tiene una forma parabdlica
determinada por la expresion —0,5x2 + x + 1, donde x mide la longitud en metros
desde la parte izquierda de la pared. Calcular la superficie de dicha pared utilizando
una integral.

112 | La superficie de media mesa esta limitada por las funciones f(x) = x2
y larecta g(x) = 1, estando x expresado en metros. El barniz se vende en botes
para cubrir una superficie de 2 metros cuadrados. ;Cuantos botes necesitaremos
comprar para barnizar toda la mesa y cuantos metros cuadrados podriamos
barnizar con el barniz sobrante?

x> X?

-+ —+x
6 2

2
. 8
Area_j (—0,5¢ 4+ x4+ 1) dx :Emz

0

x =1
1 1
Superficie = 2 J [f(x)—g(x)]dx|=2 J (1—x%)dx|=
-1 -1
penl 8
=2 x == =—_m’
30, 3

Los botes que se necesitan son:

§:2:i:1,33
3 3

Se necesitan dos botes de barniz y sobrara:

4 2

3 3

Sobran dos tercios de un bote con el que podemos pintar:
2 4

i.zzfmz
3 3
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113 | Se quiere regar una parcela de jardin limitada pory = (x — 3)’ey = x + 3.
Si se mide en metros y cada metro cuadrado debe recibir 12 litros de agua:

a) Representa la parcela.
b) ;Cudntos litros de agua hay que utilizar?

X =1

b) (x —3) :x+3—>x27x+6:O—>1
X=6

6
—J (x> —=7x+6)dx
1

6
_15

Los litros de agua que se utilizan son: 15 12 = 250 litros
6

114 | Unainmobiliaria estd interesada en adquirir unos terrenos que pueden
ser representados en un determinado plano como la superficie encerrada
entre la parabola f(x) = —x? 4+ 2x + 4 y larecta g(x) = 2x.
a) Hallala representacion grafica simultdnea de estas dos funciones.
b) Siunaunidad de area en este plano equivale a 1 km?y el precio del km? es de
30 millones de euros, ;qué importe debe pagar la inmobiliaria por esos terrenos?
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b) x2+2x+4:2x—>><2+4:0—>{x:22
X =

2
=J (—x>+4) dx
-2

2
Superficie = J [f(x)—g(x)]dx
-2

3 2

—L+4X
3

2

:gkm
3

-2

El precio de los terrenos es:

3—32 - 30 = 320 millones de euros

PREPARA TU SELECTIVIDAD

Una parcela esta rodeada por dos carreteras cuyo trazado viene dado

por las funciones f(x) = —x? 4+ 9x — 8 y g(x) = 2x — 2. Si se mide en decametros:
a) Representar la parcela.

b) ;Qué superficie tiene la parcela?

c) Siel 70% de la superficie de la parcela se vende como suelo urbano a 500 €

el metro cuadrado, el 20 % se tiene que donar al ayuntamiento y el resto se vende
como suelo rustico a 45 € el metro cuadrado, ;cual es el valor de la parcela?

b) _X2+9X—8—2X—2—>—x2+7X—6_06{X:16
X =

6

Superficie = J [f(x)—g(x)]dx

6
=J (—x* +7x —6) dx
1

o Valor = % -70-500 + % -10- 45 =738541,67€
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2 | Determine la funcion f(x), definida para x > 0,

1 1

que verifica f'(x) + — — — =0y f(1) = 4.
X X
E S LI By SN 7 S S
x X x X
1 1 1
f(x):J[qL]dx——lnx——i—k
x X X

f(1):4—>—|ﬂ1—%+k:4—>k:5

La funcién buscada es: f(x) = —In| x| — s +5
X

3 | Dada la funcién:

—x?—2x+3 six<0
f(x)= ,
\x—3\ six>0

calcula el area del recinto limitado por la gréfica de la funcion y el eje de abscisas.

s B X
—Xx"=2X4+3=0—>

‘X73‘:0—>x=3

3 3 3
Areazj f(x)dx:J (x22x+3)dx+J(3x)dx=
-3 -3 0
3 ° 2 ) 9 27
| e I | I
3 . 2, 2 2

4 | Dada la funcién:

2x+8 six<-—-3
flx)=1x*—2 si—3<x<?2
2x—2 six>2

calcula el drea del recinto limitado por el eje X, la grafica de f
ylasrectasx=0yx=1.

x=~2 =1,4142

x =2 = 1,414
1

J ( ) d
0

1
Area—Jf(x)dXZ x? —2)dx

0

3
N ES.
3




SOLUCIONARIO

5 | Halla el &rea del recinto limitado por la curvax - y = 4, el eje X
ylasrectasx=2yx=4.

Xy:4—>y:%

4
Area_J f(x) dx :“4|h‘XH§‘:4|ﬂ2

2

‘4
= —dx
5 X

6 | Se considera la funcion f(x) = —ax® + 5x — 4.

a) Calcula el valor de a para que la recta tangente a la funcidon
en el punto x = 3 corte al eje X en el punto x = 5.

b) Calcula, ademas, el area de la region limitada por dicha tangente,
el eje Xy la funcion f(x), para el valor de a obtenido anteriormente.

a) f'(x)=-2ax+5—=>f(3)=—-6a-+5
f(3)=—-9a+11
La ecuacién de la recta tangente en x = 3 es:
Tangente: y —f(a)="f(a)(x —a)
y+9a—11=(—6a+5)(x—3)
Como la recta tangente pasa por el punto (5, 0):
9a—11=(—6a+5)(5-3)—>2la=21->a=1

b) f(x)=—x*+5x—4
Tangente: y+9a—11:(—6a+5)(x—3)a—:1>y72:7x+3
SYy=—x+5

X +5—-4=0->
x=4

—X? 45X —4=—-x+5->-x"4+6x—9=0—>x=3
—X+5=0—->x=5
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4 5
Area = J [f(x)—g(x)]dx|+ J g(x)dx|=
3 4
4 5
= J (=x? +6x—9)dx|+ J (=x+5)dx|=
3 4
X3 4 2 5 5
—[+3X29x +H|-E x| =t =2
3 : , 2 6

7 | Dibujar el recinto encerrado por la funciéon y = x> — 6x? + 8xy el eje X.
Calcular el &rea de dicho recinto.

|

4 2 4
Area—J f(x)dx|= J (x* —6x% +8x)dx |+ J (x> —6x? +8x)dx|=
0 0 2
Ny 2 o 4
== =2 + 47| | F|| =2 +4x?| |=4+4=8
4 o 4 5

8 | Calcular el &rea del recinto limitado por las curvas y = VX ey =x>

1

=l
12

|2y X
3 4

0
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3_
9 | Determinar el area encerrada por la funcién f(x) = X27297 larectax =4,
X J—
9
la rectax =6y la funcién g(x) = ——.
y J X+3
6 6 3
Area — J [F(x)— g(x)] dx | = J X2 9 =
. X =9 x43
6 P 6
= J X dx|= lx} =10
4 2 4
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