La vida instrucciones de uso

Bartlebooth le propuso [a su criado Smautf] que se jubilara hace ya
mucho tiempo, pero se ha negado siempre a hacerlo. La verdad es que
tiene poco trabajo. Por la manana prepara la ropa de Bartlebooth y lo |
ayuda a vestirse. Lo afeitaba hasta hace cinco afnos —con un machete
que habia pertenecido a un abuelo de Bartlebooth—, pero ve muy mal
y ha empezado a temblarle el pulso, por lo que ha sido sustituido por
un oficial del sefior Pois, el peluquero de la calle de Prony, que sube
a su piso todas las mananas. Bartlebooth no se mueve ya de casa; casi
" 1o sale de su despacho en todo el dia. Smautf permanece en el cuarto
contiguo, con los demas criados, que no tienen mucho mas trabajo
que él y se pasan el tiempo jugando a los naipes y hablando del pasa-
. do. [Fl, sin embargo, ha encontrado una ocupacién que le absorbe
', completamente.]

Smautf, muy al principio de sus viajes, habia visto en un gran music-
hall de Londres un calculador prodigio y durante los veinte anos de su
| vuelta al mundo, leyendo y releyendo un viejo tratado astroso de pa-
satiempos matematicos y aritméticos que habia descubierto en una
libreria de viejo de Inverness, se aficiono al calculo mental y, a su re-
greso, era capaz de sacar raices cuadradas o cubicas de nameros de
nueve cifras con relativa rapidez. Cuando ya le empezaba a resultar
aquello demasiado facil le entré un frenesi por los factoriales:

11=1;21=2;3! = 6;4! = 24; 5! = 120; 6! = 720; 7! = 5.040;
8!'=40.320; 9! = 362.880; 10! = 3.628.800; 11! = 39.916.800;
12! =479.001.600; [...]; 22! = 1.124.000.727.777.607.680.000,

o sea mas de mil millones de veces setecientos veintisiete mil millones.

Smautf anda actualmente por el 76, pero ya no encuentra papel de
formato suficientemente grande; y, aunque lo encontrara, no habria §
mesa bastante larga para extenderlo. Cada vez tiene menos seguridad
en si mismo, por lo que siempre esta repitiendo sus calculos. Morellet
intento desanimarlo afios atras diciéndole que el nimero que se escri-
be 9%, o sea, nueve elevado a nueve elevado a nueve, que es el nime-
ro mayor que se puede escribir usando sélo tres cifras, tendria si se
escribiera entero, trescientos sesenta y nueve millones de cifras; a ra-
z6n de una cifra por segundo, se tardaria once afios en escribirlo;
y calculando dos cifras por centimetro, tendria mil ochocientos kilo-
metros de largo. A pesar de lo cual Smautf sigui¢ alineando columnas |
y mas columnas de cifras en dorsos de sobres, margenes de cuader-
- - e . nosy papeles de envolver carne.
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La vida instrucciones de uso
Georges Perec

A lo largo de esta «complicada» novela aparecen
multitud de personajes excéntricos, dos de los cuales,
aquellos que tienen alguna relevancia matemadtica,
son los que aparecen en este parrafo: Bartlebooth

y Smautf.

Bartlebooth dedico diez afios a iniciarse en el arte

de la acuarela. Después recorrié el mundo durante
veinte aflos pintando una acuarela cada quince dias

en quinientos puertos diferentes. Cuando terminaba
una, la enviaba a un artesano de Paris para que la pegara
en una placa de madera y luego la recortara, formando
un puzle de setecientas cincuenta piezas. Al finalizar

su periplo, regreso a Francia y empled otros veinte afios
en reconstruir los quinientos puzles a razén de uno

cada quince dias. A medida que los iba completando,

el mismo artesano, con una técnica especial, despegaba
la reconstruida acuarela de su soporte y la enviaba

al mismo lugar donde habia sido pintada. Alli se sumergia

SOLUCIONARIO

GEORGES
FEREC

. Lavida
mstrucciones
de uso

PR 00 s st

Eddorey fuuor:n\,;,

en una solucién detersiva de la que salfa otra vez la hoja blanca y virgen. De esta forma
no quedo ningun rastro de aquella actividad que durante cincuenta afnos llend

completamente la vida de Bartlebooth.

En todas las etapas, a Bartlebooth lo acompand su criado Smautf, quien todavia,
a pesar de sus ochenta afios, lo atiende en su casa de Paris y ocupa su tiempo
con los entrenamientos matematicos que hemos visto en el texto elegido.

Los factoriales de los niUmeros naturales forman una sucesion creciente, es decir,
una funcién f(x) = x!, definida para x € N, es creciente. Estudia si a la funcién
f(x) = x(x — 1)(x — 2), definida para cualquier nimero real, le sucede lo mismo.

Para que sea creciente se debe verificar que, para cualquier valor x;, x, € R,

con x; < x, = f(x;) < f(x,).
Para la funcién f(x) = x(x — 1)(x — 2) tenemos que:

X —=1<x, =1

X < Xy > ]» = X0 =106 —2) < x(x, = 1)(x, — 2)

X, —2< X, —2
— f(x;) < f(x,) = f(x) creciente
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Aplicaciones de la derivada

001

002

003

001

002

003

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

Determina el crecimiento y decrecimiento Y
de esta funcion. .
Indica en qué puntos alcanza maximos A .
o minimos relativos y absolutos. : :
Y t t t t t t t +—
1 ‘ X
-------- -

La funcion es decreciente

en (—oo, —2) U (1, 3) U (6, +0).
Y es crecienteen (—2, 1) U (3, 6).
Tiene un maximo relativo en (1, 2) y en (6, 1). Tiene un minimo relativo en (—2, —2)
yen (3, —1).

----1

A la vista de la funcion, no podemos asegurar que presente maximos ni minimos
absolutos.

Una funcién definida para todos los nimeros reales es decreciente en el intervalo
(—2,5) y creciente en el resto. ;Cudles son los méximos y minimos?

Se alcanzard un maximo en x = —2 y un minimo en x = 5.

Si lim f(x)=Ly lim g(x)= +o0, calcula estos limites.
X—>+w

X =+
a) lim (f+gx)  b) lim (f(x)-g(x) o fim (f())""

a)  lim (f(x) 4+ g(x)) = +o0

x—=+oo

b) im (f(x)- g(x)) = +oo

X—=+00
400 sil>1
o lim (f(x))? = {Indeterminacién  siL =1
o 0 S§0<L<1
ACTIVIDADES
Halla la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = 6x* + Tenx = 1.
— 2 _ 2
) = fim fa+h)—r£) — m 6(14+h) +1-7 — im 12h + 6h _
h—0 h h—0 h h—0 h

= lim(12+ 6h) =12
h—0

;Cual es la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = x*enx = 1?7

— 3 ) 3
)= o AEM =0 Qb1 3h43h 4k

h—0 h h—0 h h—0 h

:M(3+3h+h2):3

Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = x* + 3
en el punto P(—1, 4).
;Cudl es la ecuacion de la recta normal?



SOLUCIONARIO

_ _f(— _ 2 _ _ 2
f’(q)://mf( T+ h) — f( ])://m( T+ h)* +3 4://'m 2h+h”

h—0 h h—0 h h—0 h
= lm(=2+4+h)=—
h—0

La ecuacién de larectatangentees:y —4 = —2(x+ 1) > y = —2x 42

La ecuacién de larectanormales:y — 4 = i(x +N)—>y= i>< + 2
2 2 2

004 | Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la funcién f(x) = 2x* 4+ 3
enlos puntosx=1yx=—1.
Comprueba que son paralelas a la recta y = 6x.

=5
_ 3 _ 2 3
(1) = fim (14 h) —f(1) — 204+ h)’ +3-5 — im 6h + 6h° + 2h _
h—0 h h—0 h h—0

:ﬂiﬂ’é(6+6h+2h2):6
La ecuaciéon de larecta tangentees: y —5=6(x —1) = y = 6x — 1
f(=1)=1
_ _f(— _ 3 _ R 3
Fl—) = i JIE W=D 20T AP H3 2T, Bh o6 2

h—0 h h—0 h h—0 h

= m(6 — 6h+2n") = 6

La ecuacién de larectatangentees:y —1=6(x +1) > y = 6x 4+ 7
Las rectas son paralelas a la recta y = 6x, porque su pendiente es 6.

005 | Decide donde crecen y decrecen estas funciones.
a) fX)=x*—3x+x+1

X
b =
) 9(x) e

a) Como f(x) es continua en R, estudiamos el crecimiento para todos

los niimeros reales.
V6 N6

fx)=3x—6x+1=0>x=1——, x =14 —
3 3
- En [00, W\/E U 1+\/§,+00]—>f'(x)>0 — f(x) creciente

&y

e En|1———, 1+ ] — f'(x) < 0 = f(x) decreciente

b) Como g(x) es continua en R, estudiamos el crecimiento para todos
los nimeros reales.
_y2
'X):ix + =0->x==1
(x* +1
« En(—o0, =) U(1, +0)— g'(x) < 0 — g(x) decreciente
« En(=1, 1) = g'(x) > 0 = g(x) creciente
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Aplicaciones de la derivada

006 | Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las funciones, y compruébalo
graficamente.

a) fx)=—x*—2x+5 b) g(x) = —x+ 7x?
a) Como f(x) es continua en R por ser una funcién polindmica, estudiamos
el crecimiento para todos los nimeros reales.
f(x) =
+ En (=00, —1) = f'(x) > 0 — f(x) creciente
« En (=1, +00) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente

—2x—=2=0—-x=-1

Y

b) Como g(x) es continua en R por ser una funcion polindmica, estudiamos
el crecimiento para todos los numeros reales.

g'(x):—1+14x:0—>x:i
14

. En [—oo, i] — g'(x) < 0 = g(x) decreciente

. En [i +oo] — g'(x) >0 — g(x) creciente

Y
gix)

007 | Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y calcula los maximos
y minimos de estas funciones.

2
—1
a) f(x)= b) glx) = —
X+ 1 x4+ 1
a) f(x)escontinuaenR.
, 4x
f(x) =———=0—>x=0
(x* 4+

« En (=00, 0) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente
« En (0, +00) = f'(x) > 0 — f(x) creciente
En x = 0 presenta un minimo, siendo sus coordenadas (0, —1).
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SOLUCIONARIO

b) g(x)escontinuaenR — {—1}.

943
g’(X):M:O_)X: 3l
x>+ V2
Asi, estudiamos el crecimiento en (—oo, —1), [—1, 3/% ] y [3 % +oo].
e En(—o0, =N U|-1, 3 il
2

. En [i/j +oo| = g'(x) < 0 — g(x) decreciente

— g'(x) > 0 = g(x) creciente

1 L 1T 2 /1
Enx =3 5 presenta un Maximo, y sus coordenadas son | 3 E , g 3 E .

008 | Halla las coordenadas de los méximos y minimos de la siguiente funcién:
x*+3

X4

f(x) =

— 3 —
= =X=12 o5 x=—¥n
XS
Como f(x) es continua en R — {0}, el extremo se encuentra en (—co, 0).
- En (—oo, —/12 ) — f'(x) < 0 — f(x) decreciente

- En (_% O) — f'(x) > 0 — f(x) creciente

En x = —J12 presenta un minimo, y sus coordenadas son [—\/3 12,

4%7137 ]

009 | Hallalos maximos y minimos de estas funciones mediante la derivada segunda.

x2 —1 x2
a) f(x)= b) g(x) =
X x5 +2
i —x*+3
a) flx)escontinuaenR — {0}, conf'(x) = — = 0> x= i\/g
X

2 J—
F(x) = 2X 12

XS
f”(f\/g) >0 x = —/3 minimo
f(\/?) <0 x = /3 maximo

b) g(x) escontinuaenR.
A7
g'(X):M:O%X:O,X:—1,X:1
(Xé +2)2
" 20x"” —100x® + 8
9'(x)=———7—"—
(XG _,’_2)3
9"(0):§:1>O—>X:Om|’nimo
9" = W <0 — x = —1maximo
20100 48

<0 — x = I méaximo

"1
J 27
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Aplicaciones de la derivada

010 | Utiliza la derivada segunda para determinar los maximos y minimos de la siguiente
funcion:
Xx+3
X3+ x? —6x

f(x) =

f(x) es continuaen R — {-3, 0, 2}.

fpg o Z2C 10 —6x 18 xk2 g
o= 3 2 _ 2 RN I — X =
(X + X 6)() X 4x3 + 4x
Fi(x) = 6x* —24x3 4+ 32x2 —16x _ X(x — 2)(6x> —12x + 8) B 6x7 —12x 4 8

(x* —4x3 + 4x?) X (x =2 (x 4+ 3)? X(x—2)(x +3)
(1) < 0 — x = T maximo

011 | Decide donde son céncavas y donde son convexas estas funciones.
a) f)=7F—x*—x+2
X3

x2+1

b) g(x) =

a) Como f(x) es continua en R, estudiamos la concavidad para todos
los nUmeros reales.

fiix)=21x*> = 2x —1

f”(x):42x—2:0—>x:izi
42 21

« En [—oo, %] — f"(x) < 0 = f(x) convexa
- En [% +oo] — "(x) > 0 — f(x) concava

b) Como g(x) es continua en R, estudiamos la concavidad para todos
los nimeros reales.

, x* 4+ 3x2
X)=—-""
(x* 417
. —2x> + 6x
9"(X) = ————
(x* 41
- En (—00, —\/?) U (O, \/g) — g'(x) > 0 - g(x) concava

« En (—\/E O) U <\/§ +00) — g'(x) < 0 — g(x) convexa

=05 —-xX4+3x=0>2x=0x=— 3,X:\/§

012 | Halla los intervalos de concavidad y convexidad de las siguientes funciones,
y comprueba el resultado graficamente.

a) fx)=—x*—x+4 b) g(x) = —x—5x?

a) f(x) es continua en R, por tanto, estudiamos la concavidad para todos
los nimeros reales.

f(x) = —2x —1
f"(x) = =2 < 0 = f(x) convexa
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Gréficamente:
Y

SOLUCIONARIO

b) g(x) es continua en R, por tanto, estudiamos la concavidad para todos
los ndmeros reales.

g'(x)=—-1—10x
g"(x) =—10 < 0 — g(x) convexa
Gréficamente:

Y
1+

Estudia los intervalos de concavidad y convexidad de estas funciones, y a partir

de ellos, determina los puntos de inflexién.

a) f(x)= x>+ 3x?

X —1

b) g(x):zi
X +7x

a) f(x)escontinuaen R.

f'(x) = 3x* + 6x

f'(x)=6x+6=0—x=—1

« En(—o0, —1) —>
« En(=1, +0) >

f"(x) < 0 — f(x) convexa
f"(x) > 0 — f(x) cdncava

Asi,en x = —1tiene un punto de inflexion.

b) Como el dominio de g(x) es R — {—7, 0}, estudiamos la concavidad
en (—o0, —=7),(=7,0),(0,7)y (7, +o0).

9'0x) = —X*42x+7
(X* +7x)
3 _ 2 _
g”(x):ZX 6x 42 x 98:0%)(:7

(x> +7x)
« En (=00, =7)U (0, 7) = g"(x) < 0 — g(x) convexa

« En(=7,0)0U(7,

Hay un punto de

+0o0) = g"(x) >0 — g(x) cdncava

inflexionen x = 7.
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Aplicaciones de la derivada

014 | Estudia los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexion
de las siguientes funciones.
—x3+2

2

a) fx)=4x>*—8x+7 b) g(x) =
X
a) f(x)=12x> -8
f'xX)=24x=0—->x=0
f"(x) = 24 — "(0) = 0 — x = 0 punto de inflexion
« En(—o0, 0) = "(x) < 0 = f(x) convexa
« En (0, 400) = f"(x) > 0 — f(x) concava
—x*—4
3

X

12
g"(x) = —>0—->No hay puntos de inflexion y la funcién es concava
X

b) g'(x)=

en (—oo, 0) U (0 400), ya que 0 no estd en el dominio.

015 | Calcula los puntos de inflexion de las siguientes funciones mediante la derivada
tercera.

x?—1

a) f(x)=

—3x+30
"(x) = S
X

f’”(f\/g) =0, f”'(\/g) 20Enx=-6 yenx = Je presenta puntos
de inflexion.

x> +7
(x*=7)
_—2x7 —42x
(x*=7)
6x* + 252x% + 294
= -
(x> =7

b) g'(x)=
g"(x) =0—->x=0

g"(x)

de inflexion.

g"(0) = 0 — En x = 0 presenta un punto

016 | Hallalos maximos, minimos o puntos de inflexion de estas funciones.
a) f(x) = —4x°
b) g(x)=3x

a) fx)==-24x=0—-x=0
f(x)=—=120x*=0—->x=0
f"(x) = —480x> — f"(0) =0
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SOLUCIONARIO

M(x) = —1440x*> = fM(0) =0

(x) = —2880x = (0) =0

fx) =—2880 =0

La primera derivada no nula tiene orden pary f(0) < 0— En x = 0 alcanza

un maximo.
b) g(x)=21x*=0—-x=0
"(x)=126x>=0—=x=0
"(x) = 630x* — ¢g"(0) =0
V(x) = 2520x*> = g"(0) =0
Y(x) =7560x* = ¢g”(0) =0
Y(x)=15120x = g"(0) =0
g"(x) =15120 =0

El orden de la primera derivada no nula es impar — En x = 0 presenta
un punto de inflexién.

g
g
g
g
g

017 | Siel nimero de visitantes a un museo se obtiene mediante f(x) = 300X2 , siendo x
X* +
la hora desde su apertura, ;cuando recibe mayor nimero de visitantes?
Debemos maximizar esta funcion: f(x) = 300x
, X242
Filx) = —600x° 4 600 0 x =1
(X + 2y
5 2
f"(x) = 1.800x" = 7.200x° — f"(1) < 0 = En x = 1alcanza un maximo.
(x> +2y

El mayor nimero de visitantes lo recibe cuando pasa una hora desde su apertura.

018 | Halla el numero real x que minimiza esta funcion:
Dx)=(@—x+(b—-x*+(c—x*> abceR
D'(x) = —2(a — x)—2(b — x) — 2(c — x)
D'(x)=—-2a4+2x—=2b+2x—2c+2x=6x—2a+b+c)=0

2a+b+c) a+b+c
- X = =

6 3
D"'(x)=6>0—>Enx= %b—i—c € R alcanza un miimo.

019 | La capacidad de concentracion de una saltadora de altura, en una competicién
de atletismo de tres horas de duracion, viene dada por la funcién:

f(t) =300t(3 —t)
donde t mide el tiempo en horas. ;Cudl es el mejor momento, en términos de
su capacidad de concentracién, para que la saltadora pueda batir su propia marca?

f’(x):9007600t=0—>t:%
f'(x) = —-600 < 0= Ent = % alcanza un maximo.

El' mejor momento para que la saltadora pueda batir su propia marca
es cuando ha transcurrido 1 hora y media.

345



Aplicaciones de la derivada

020 | Halla dos numeros reales positivos, sabiendo que su suma es 10 y que el producto
de sus cuadrados es maximo.

Sillamamos x e y a los dos nimeros reales positivos, se cumple que: x + y = 10
Debemos maximizar la funcion:

P(x, y) = x’y* = P(x) = x*(10 — x)* = x*(100 + x? — 20x) = 100x? + x* — 20x>
P'(x) =200x +4x* —60x> =0 —=>x=0,x=5x=10

Veamos cudl es el nimero que maximiza la funcién P(x).

P"(x) = 200 + 12x* — 120x

P"(0) = 200 > 0 — En x = 0 alcanza un minimo.

P"(5) = —100 < 0 — En x = 5 alcanza un maximo.

P"(10) = 200 > 0 — En x = 10 alcanza un minimo.

Los dos nimeros que buscamos son x =5e y = 5.

021 | De todos los prismas rectos de base cuadrada y tales que el perimetro de una cara
lateral es de 30 cm, halla las dimensiones del que tiene volumen maximo.

Llamamos x a la longitud de la arista de la base e y a la altura del prisma.
Como el perimetro de una cara lateral es de 30 cm, se cumple que:
2X+2y=30=>x+y=15—->y=15—-x

La funcién que debemos optimizar es: V(x) = x*(15 — x) = 15x% — x*
V(xX)=30x=3x>=0—-x=0,x=10

V'(x) =30 —6x = V"(0) > 0,V"(10) < 0 — EI maximo se alcanza en x = 10.
Las dimensiones del prisma recto de base cuadrada son:

Arista de la base: 10 cm

Altura: 5 cm

022 | Determina el punto de la grafica de la funcién que a cada nimero le hace
corresponder su doble y cuya distancia al punto (6, 3) es minima.
;Cudl es esa distancia?
La funcién que a cada numero le hace corresponder su doble es: y = 2x
Un punto que satisface esta funcién es (x, 2x) y la funciéon que nos da la distancia

desde este punto a (6, 3) es:d(x) = \/(x —6)> + (2x — 3)?

Optimizamos la funcién D(x) = d?(x) = (x — 6)> + (2x — 3)*
D'(X):2(X—6)+4(2X—3):ZX—12+8X—12:1OX—24:O—>X=12%:%

12
D"(x) =10 > 0 — En x = — alcanza un mimimo.
5

12 24
Asi, la distancia al punto (6, 3) serd minima en el punto [? ?]

023 | Entre todos los rectdngulos de area 3 m? encuentra las dimensiones del que tiene
minimo el producto de sus diagonales.
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SOLUCIONARIO

Sean x e y las dimensiones del rectdngulo de modo que: xy = 3
La funcién que se va a optimizar viene dada por:
2
d-d=d* = P(x,y)= x>+ y? %P(x):xz—e—[i] :Xz—o—iz
X X

P’(x):Zx—%:Oe2X4—W8:O%x:—\/§,x:\/§
X

Como la solucién negativa no es valida, tenemos que:

>4 " .
i P (\/g) > 0 — En este punto se alcanza un minimo.

P(x) =2+
X

) ) 3
Las dimensiones son x = \/g metros, y = T = \/g metros; por tanto, se trata
de un cuadrado de lado \/g metros.

Un jardinero dispone de 160 metros de alambre que va a utilizar para cercar
una zona rectangular y dividirla en tres partes, colocando las alambradas

de las divisiones paralelas a uno de los lados del rectdngulo. ;Qué dimensiones
debe tener la zona cercada para que el area sea la mayor posible?

y

Llamamos x e y a las dimensiones de la zona rectangular, y consideramos

que las divisiones son paralelas a los lados de medida x. Para dividir la zona
rectangular en tres partes necesitamos realizar dos divisiones, por lo que se debe
cumplir que:

4x+2y =160 —2x +y =80 — y =80 — 2x

Debemos optimizar la funcién que nos da el area, es decir:

Alx, y) = xy = Alx) = x(80 — 2x) = 80x — 2x*
Ax)=80—4x=0—->x=20

A"(x) = —4 < 0 = En x = 20 alcanza un maximo.

Las dimensiones de la zona rectangular deben ser x = 20 metros
e y = 40 metros.

—2
Halla la pendiente de la recta tangente a la gréfica de la funcién f(x) = —

en el punto de abscisa x = 2. X

La pendiente coincide con el valor de la derivada en el punto x = 2.

fix)=— —>1f2)= % — La pendiente es %

Dada la funcién f(x) = x* 4+ 3x> — 4, calcula la pendiente de la tangente a la grafica
de la funcidén fen el punto de abscisa x = —1.

f'(x) = 3x* + 6x = f(=1) = 3 — 6 = —3 — La pendiente es —3.
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16 —x2 si2<x<
x? si2<x<3
tangente a la grafica de la funcionen x = 1.

027 | Dada la funcién: f(x) = { 2 calcular la pendiente de la recta

x=1=f(x)=16—x* = f(x) = —=2x — f(1) = —2 — La pendiente es —2.

028 | Dada la funcion f(x) = %’ iexiste algun punto de la grafica en el que la recta

tangente tenga pendiente positiva? Justifica la respuesta.

(x) = % <0,V x € R— {2} — No existe ninguin punto de la gréfica
X_

en el que la recta tangente tenga pendiente positiva.

029 | Halla la ecuacion de la tangente a la grafica de cada una de estas funciones
en los puntos que se indican.

a) y=senx+x,enx=.

4_
b)y=x 3,enx=—1.
X

Q y=In(x*+7),enx=0.
d) y=3"*enx=—1.

a) f(m)=m
f(x)=csx+1—=1(n)=0
La ecuacion de larectatangentees:y —m=0(x — ) > y =T

b) f(—1)=2
3., _ 4 _ 4
Flx) = 4x7 - x Z(X 3) _ 3x 2+3 S Fen=6
X X
La ecuacion de larectatangentees:y —2=6(x +1) > y = 6x + 8
c f(0)=In7
) 2x )
fi(x)= - f(0)=0
x> +7

La ecuacion de larecta tangentees:y —In 7=0(x —0) > y =In 7
d) f(=1)=3"=1

f(x)=3%"-In3->f(=1)=3"-In3=In3

La ecuacion de larecta tangentees: y —1=1n3(x + 1)

1
030 | Determina la ecuacién de la tangente a la pardbola y = ?xz en el punto A(2, 2).

f'(x):%-2x=x—>f’(2):2

Laecuacién de larectatangentees:y —2=2(x —2) - y = 2x =2

348



SOLUCIONARIO

031 | Calcula la ecuacién de la recta tangente a la curva x*> + 16y? — 16 = 0 en el punto
de abscisa 3 y ordenada positiva.

x—3%9+16y2—16—0916y2—7%y—i\/47
ﬁ]

Consideramos el punto {3, .
4

Despejamos y como raiz positiva por ser la ordenada positiva.
N6 X
4 wio—x
37

-3
416 -9 28
La ecuacién de la recta tangente es:

1o 37

y'(3)

W7 a7
_ X _l’_

3> y=
4 28 g 28

032 | Determina la ecuacién de la recta tangente a la curva 4x> — 9y> — 36 = 0 en el punto
de abscisa 4 y ordenada positiva.

N7

x:4%64—9y2—36:049y2:28%y:iT

2\5]

Consideramos el punto {4, T .

Despejamos y como rafz positiva por ser la ordenada positiva.
Vax? —36 = 4x

3 3W4x2 —36
6 87
3fea—36 2
La ecuacién de la recta tangente es:

N7 osl7 87 67
y———=—Kx—-4)oy=—-x———
3 21 21 7

y'(4)

X

033 | Se considera la funcion f(x) = .
X —

Obtén la expresion de la recta tangente a dicha funcion en x = 3.

£(3) = 3 Fl) = — 2 5 F(3) = —2
(x =2y

Larectatangentees:y —3=—-2(x—3) >y —3=-2x4+6 >y =-2x+9
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034 | Dada la funcion f(x) = hallar la ecuacion de la recta tangente a la grafica

P

def(x)enx=0. T—x
f0)=0
o) =TT ro)=1
(1—x)

Ecuacion de la recta tangente: y = x

(x =N(x —2)

2

035 | Sea lafuncién f(x) =
X

Calcula la ecuacién de la recta tangente a la curva en x = —3.

f(-3=2
9
Flx) = x4 F(—3) = —9-4_13
X —27 27
Ecuacion de la recta tangente:
20 13 20 13 39 13 1
——=—Kx43)>y——=—Xx+—->oy=—"x+—
9 27 9 27 27 27 3

036 | Calcula la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de f(x) = (x + 1) e en el punto
de corte de f(x) con el eje X.
Calculamos el punto de corte con el eje de abscisas:
X+ =0->x+1=0->x=—1
fx)y=e*=(x+Ne* >f(-)=e
La ecuacion de la recta tangente es: y = e(x + 1)

2x
x+5'

Determinar los valores de a y b para que la ecuacion de la recta tangente a la gréfica
de f(x) en el puntox = —3 seay = ax + b.

037 | Se considera la funcion f(x) =

_ =6 _

f(—=3) = -3
2
= —2  p3=10_2
(x +5) 4 2
Ecuacion de la recta tangente:
y+3:£(x+3)%y+3zix+£—>y:£)<+2%a:£,b:2
2 2 2 2 2 2 2
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038 | Halle los valores de a'y b para que la recta tangente a la gréfica de f(x) = ax*> — b
en el punto (1, 5) seala rectay = 3x + 2.

f)=5—>a—-b=>5
f'(x) = 2ax — f'(1) = 2a

3
Como la pendiente de la recta tangente es 3 resulta: 2a =3 — a = B
Portanto:a—b—="5———b=5-b=——5_p=—_
2 2 2

De este modo tenemos que: f(x) = ix2 + ’
2

2

039 | Determina las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la gréfica
dela funcidon y = In x en el punto de abscisa x = 1.
f()=0
1

) =——f()=1
X

La ecuacién de la recta tangente es: y = x — 1
La ecuaciénde larectanormales:y = —(x —1) > y = —x + 1

040 | Obtén las ecuaciones de las rectas tangente y normal a las siguientes curvas
en los puntos que se indican.

a) y=xe, enx =4

b) y = arcsen x,enx:i.
2

a) f(4) = 4e’
I ol

f'(x) = e 1 oxe . —x +
2 nx

La ecuacion de la recta tangente es: y — 4e* = 2e*(x — 4) — y = 2e’x — 4¢?
L.a ecuacién de la recta normal es:

— f(4) = 2¢?

2
—4e’ = ———(x—4) >y =X+ +4e
g 2e? Y 2e° e’
b) f[1]_“
2 4
1
f’(X):¥~iX2:;—>f'[i]:1
T—x 2 N x—x? 2
- Iy 1 1 T
La ecuacion de la recta tangente es: y — — = X — — — y = X — — + —
4 2 2 4

., ™
La ecuaciéon de larecta normal es:y — — = —
4

1] 1 x
X——|>y=—X+—+4+—
2 2 4
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Determina las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la gréfica
de g(x) = |x2 —9| en el punto de abscisa x = 2.

g2) =5

g0 = x*=9 si|x|>3 59l = 2x  si|x|>3
—x*+9 si —3<x<3 —2x si—3<x<3

g'2)=-4
La ecuacién de larectatangentees: y —5=—4(x —2) > y = —4x + 13
La ecuacién de larecta normal es: y — 5 = i(x -2 > y= i>< —+ 2

4 2

Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curvay = x® + x> — 6x + 1

en el punto de ordenada 1y abscisa positiva.

x=0
XA XE—bx+1=12 X+ x—6x=0-o>x(x*+x—6)=0->{x=2
X=-3
Tenemos que hallar las rectas que pasan por el punto (2, 1).
fi(x)=3x4+2x—6—f(2) =10
La ecuaciéon de larecta tangentees: y —1=10(x —2) - y = 10x — 19
1 1
La ecuacién de larecta normal es:y — 1= f—o(x —-2)>y= f—ox + s
1 1 5

Determina en qué puntos de la gréfica de la funcion y = x> — 3x2 + x + 1, la recta
tangente a la misma es paralelaalarectay =x+ 7.

Escribe las ecuaciones de las rectas tangente y normal en los puntos obtenidos.

Sila recta tangente es paralela a la recta y = x, resulta que: f'(x) = 1
f(x) =3x> —6x +1

x=0
X =2

Por tanto, los puntos de la grafica que verifican la condicion son: (0, 1) y (2, —1)

Entonces, tenemos que: 3x* —6x +1=1— x> =2x =0 — |

Ecuacién de larectatangenteen (0, 1):y —1=x > y = x + 1
Ecuaciénde larectanormalen (0, 1):y —1=—x > y = —x + 1
Ecuacién de larecta tangenteen (2, =1):y +1=x—-2 > y=x—-3

Ecuacion de la recta normal en (2, —1):
y+l=-(x=2)>y=-x+2->y=—x+1

044 | Calcula el valor de a para que la recta tangente a la gréfica de la funcion
f(x) = —ax® + 5x — 4, en el punto de abscisa 3, corte al eje X en el punto x = 5.
{Cual es la ecuacion de la recta normal?

f(3) = —9a + 11

f(x)=—=2ax+5—-f(3)=—-6a+5

La ecuacién de la recta tangente es:
y+9a—11=(—=6a+5(x—3) > y=(—6a+5x+9a—4



SOLUCIONARIO

Si esta recta pasa por el punto (5, 0), entonces:
(—6a+55+90—4=0— 2a=-21—>a=1

Por tanto, la ecuacion de larectatangentees:y —2 = —(x —3) > y = —x+5
Laecuaciéndelarectanormales:y —2=x—-3 > y=x—1

045 | Dada la funcion f(x) = —x? + bx + ¢, calcula los valores b y ¢ si esa funcién pasa por
el punto (1, 4) y en ese punto la ecuacion de la recta tangente es y = 4.

f)=4—>-1+b+c=4->b+c=5
f(x)==2x+b—->f(N)=-2+0b

Ecuacion de la recta tangente:
y—4=(2+bx-N>y=(-24+bx+2—-b+4

—2+b=0
2-b+4=4 —>l :3%f(x):—xz+2x+3
b+c=5 €=

046 | Hallalos valores de g, by c para que las gréficas de las funciones
f(x) = x>+ ax+ by g(x) = x> + cpasen por el punto (1, 2) y en ese punto tengan
la misma tangente.
Sila gréfica de fpasa por el punto (1, 2), entonces: 1+a+b=2—>a+b=1
Y si la gréfica de g pasa por el punto (1, 2) tenemos que: T+ c=2 - c =1
Ademads, si en este punto tienen la misma tangente se verifica que: f'(1) = g'(1)
fx)=2x+a—->f(=2+a

2 =3 =1 b=0
) =3 > g =3 }% +a —a -

047 | Obténel puntodelacurvay = Ix en el cual la recta tangente es paralela

alarectay = ix.
2

Las rectas son paralelas si tienen la misma pendiente; por tanto, buscamos
o , 1
el punto que verifica que: f'(x) = —
2
1

<

X 2=
nx

1 1
Entonces, tenemos que:z = - \/; =l->x=1

x

El punto tiene por coordenadas (1, 1).

f'(x) =

i
2

048 | Halla los puntos de la gréfica de f(x) = x* — 3x* + x en los cuales la recta tangente
es paralelaalarectay =x.

Sila recta tangente es paralela a la recta y = x, resulta que: f'(x) = 1
fi(x) =3x* —6x +1

Entonces, tenemos que: 3x> —6x +1=1— x> —2x =0 — {X =0

X=2

Por tanto, los puntos de la grafica que verifican la condicion son (0, 0) y (2, —2).
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049 | Determina el punto de la parabola y = x* — 7x + 3 en el cual la recta tangente
que pasa por dicho punto es paralela alarectay = —5x + 5.

Las rectas son paralelas si tienen la misma pendiente; por tanto, buscamos
el punto que verifica que: f'(x) = —5

f(x)=2x—7

Entonces, tenemosque:2x —7 =—-5—>52x =2 > x =1

El punto tiene por coordenadas (1, —3).

050 | Encontrar el dominio de la funcién y = log (1 + x + x?) y los puntos en los que
la tangente a la curva es paralela a la bisectriz del primer cuadrante.

Nota: log significa logaritmo neperiano.

T+ x+ x>0,V x € R — Dominio =R
Como la bisectriz del primer cuadrante es la recta y = x, se debe verificar que:

’:&=1—>1+2X=1+x+x2—>XZ+X72X=O—>)<27X=O
T+ x + X7 0
—>x(x—1):0—>{x_
x=1

Los puntos son (0,0) y (1, log 3).

051 | Halla la ecuacion de la parabola y = x? + bx + ¢ cuya recta tangente en el punto (1, 1)
es paralela a la bisectriz del primer cuadrante.
fx)=2x+b—->f)=2+b
La bisectriz del primer cuadrante es la recta y = x.
Sila recta tangente es paralela a ella, entonces: 2+ b =1— b = —1
Asi, la ecuacion de la funcion es de laforma: y = x* — x + ¢
Sipasa por el punto (1, 1), tenemos que: T=1—1+c —>c =1
Luego la ecuacion de la pardbolaes y = x* — x + 1.

052 | Halle los valores de a, by ¢ para que la curva f(x) = ax* + bx + ¢ pase por el punto
(1, 3) y sea tangente en el origen de coordenadas a la bisectriz del primer cuadrante.

f=3—=a+b+c=3 f(x) = 2ax + b

Pasa por el punto (0,0): f(0)=0—>c=0

Debe ser tangente en este punto a la bisectriz del primer cuadrante:
f0)=1-b=1
Portanto,resultaaa+b+c=3—-a+1=3—>a=2

Asi, la funcién es f(x) = 2x? + x.

—2X

X
a) Halle los puntos de la gréfica en los que la recta tangente es paralela
alarecta3x+4y+5=0.

b) Calcule las ecuaciones de dichas rectas tangentes.

053 | Considere la funcién f(x) = 3
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a) Pendientedelarecta3x+4y+5=0—> _73

Se debe verificar que: f'(x) = =3 — fi(x) = =3 = =3 > X' =45 x=22
4 X 4
b) f(z):ﬂ:;]
2
Recta tangente en [ ]
y+ -2 - y+ _—3X+i—>y—_—3x+1
4 2 4
f(—2):3+4:_—7
-2 2
—7
Recta tangenteen[ 2, T]
y-ﬁ-l*i(X-f—Z)%y-f—l*;sX—i—)y*iX—s
2 4 2 4 2 4
—x+1 si x <1
_2 — i
054 | Considera la funcion: f(x) = X" +4x—3 sil<x<3
X —3 .
six >3
X

055

b) Hallar la ecuacion de la recta tangente a f(x)

Determina el punto de la gréfica en el que la recta tangente tiene pendiente 0.
;Qué mas se puede afirmar de ese punto? Justifica la respuesta.

=1 six <1
Fllx) = —32X+4 sil< x <3

— Six >3

XZ

Sila recta tangente tiene pendiente 0, se debe verificar que:
f(x)=0>-2x+4=0—>x=2

El punto tiene coordenadas (2, 1).

Ademés, podemos afirmar que es un punto de corte con el eje X'y un extremo relativo.
Como f"(x) = =2 < 0 en el intervalo (1, 3), el punto (2, 1) es un méaximo.

Dibujar la parabola f(x) = x> — 6x + 8. Yt
a) ¢(En qué punto de la gréfica la tangente

es paralela al eje de abscisas?

en el punto P(2, 0).

Se trata de una parabola con vértice (3, —1). +1 X

Puntos de corte con el eje X: (2,0) y (4, 0)
Punto de corte con el eje Y: (0, 8)

a) Para que la tangente sea paralela al eje de abscisas:
f(x)=0—>2x —6=0— x = 3 (Vértice de la pardbola)
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b) FQ)=4—6=—2
Ecuaciéndelatangente:y —0 = —-2(x —2) > y = —2x+ 4

056 | Sea flafuncion con dominio los nimeros reales menos el cero definida
4
por f(x) = —.
X

a) Calcula la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a la gréfica de f
en el punto de abscisa x = 2.

b) Determina los puntos Ay B de la grafica de f para los que las rectas tangentes
en Ay B se cortan en el punto (4, —8).

a) f(2)=2

00 = —— = £(2) = 1
X

La ecuacién de larectatangentees:y —2=—(x —2) >y =—x+4
La ecuaciénde larectanormales:y —2=x -2 —> y = x

b) Sea P[p, 4] un punto cualquiera de la grafica de f.

p
, 4
flp)=——
p
Asf, la recta tangente en P es de la forma:
4 4 4 8
y——=——=p) oy =——x+—
p p p p

Si esta recta pasa por el punto (4, —8), tenemos que:

—8:—i~4+§—>8p2+8p—16:0—>p2+p—2:0—>{’°:]
p’ p p=-2

Luego los puntos que buscamos son A(1,4) y B(—2, —2).

057 | Hallalos intervalos de crecimiento y de decrecimiento, asi como los maximos
y los minimos, de las siguientes funciones polinémicas.

a) flx)=x*(x+1)

b) g(x) = —x* +3x* —2x
Q) h(x) =8x + 6x* —x*
d) i(x) = —x> + x? —1

e) jix)=|x* —2|

a) f’(X):2X(X+1)+X2:3X2+2X:O%X:O,X:%2

< En [—oo, _?2] U (0, +o0) = f(x) > 0 — f(x) creciente

. En [_TZ O] — f'(x) < 0 — f(x) decreciente

Por tanto, f(x) alcanza un maximo en x = —— y un minimo en x = .
3
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9'(X)=74X3+6x72:o_>X:]/X:ﬁ

. En{_w —1—\/§]U 1443 1]
= .
-En[1\/§,1+\/§

— g'(x) >0 — g(x) creciente

U (1, +0) = g'(x) < 0 = g(x) decreciente

2 2
( ~1-43 i —1443
Asi,en x = — yenx =1 alcanzan dos maximosy en x = -
un minimo.
h(x)=8+4+12x—4x’ =0> x=-1,x=2

h'(x) =12 —12x7

h"(2) < 0 — En x = 2 alcanza un méximo.

h'(=1) =0

h"(x) = =24x — h"(=1) = 0 = En x = —1hay un punto de inflexién.
Asf, h(x) es creciente en (—oo, —1) U (—1, 2) y es decreciente en (2, +o).

I',(X):—?)XZ+2X:O%X(—3X+Z>:O%X:O,X:£

« En(—o0, 0)U [% +oo] — i'(x) < 0 = i(x) decreciente

2
« En [0, g] — '(x) > 0 — i(x) creciente
En x = 0 alcanza un minimo y en x = — un maximo.
3

x> =2 six? =2>0
2—x* six?=2<0

xt =2 SiXE(—oc,—\/g]U[\/g,—i—oo)
—~2,2)

J<X)—X2—2—{

— j(x) =
! |2x2 sixe(

j,(X)_|2x Si X e(—oo, —ﬁ)u(ﬁ +oo>

—2x sixe(2,42)

jx)=0—->x=0

- En (*\/E 0) U (\/5 +oc) — j'(x) > 0 — j(x) creciente

* En (700, *\/5> U (O, \/E) — j'(x) < 0 = j(x) decreciente

Por tanto, j(x) alcanza un maximo en x =0y un minimoen x = —v 2

yenx:\/z.

Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, y los extremos relativos,
de estas funciones racionales.

2_
a) flx)= X —2X+2 9 hx) = —=
x =1 X242
i 3
b) glx) = 20 =3% d) i) =
10 — x X =5
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a) fescontinuaenR — {1}.

2 _
Pl = & 2x _0_){)(_0

(x—17 x=2

« En (=00, 0) U (2, +00) = F'(x) > 0 — f(x) creciente
- En(0, NU(, 2) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente

En x = 0 alcanza un madximoy en x = 2 un minimo.
b) gescontinuaenR —{10}.

g'(x)= _ -0 < 0 — g(x) decreciente en todo su dominio
(10 — x)?

c) hescontinuaenR.

2
o= 12 o x= 2. x=2
(x* +2)°

« En (o0, —V2)U(V2, +o0) = h'(x) < 0 = hix) decreciente
- En (*\/E \/E) — h'(x) > 0 — h(x) creciente
Asi,en x = /2 alcanza un maximoy en x = —/2 un minimo.

d) iescontinuaenR — {5}.

3 2
iy = 202X g g =2
(x = 5)? 2

« En(—o0, 0)U(0, 5)U [5, %] — i'(x) < 0 — i(x) decreciente
15 . . .
. Fn [? -|—oo] — i'(x) > 0 — i(x) creciente

15 ., -
En x = — la funcion alcanza un minimo.
2

XZ

2x =1
a) Halle la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto
de abscisa x = 2.

059 | Considere la funcién f(x) =

b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los extremos,

si existen.
2 )=
3
2 — J—
) — 2x° — 2x ) = 8—4 _ 4
(2x =17 9 9
Ecuacion de la recta tangente:
y—i*i(x—z)ﬁy*ix—é—kiﬁy*ix—ﬁ—i
3 9 9 9 3 9 9

358



060

061

b) Domf:R—{i}

2
2_
f'(x :M:OAZXZ—N:O%{
2x =17

« En (=00, 0) U (1, +00) — f(x) > 0 — f(x) creciente
« En [O, %] U [% 1] — f'(x) < 0 = f(x) decreciente
En x = 0 alcanza un maximo y en x = 1 un minimo.

Calcula los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, asi como los maximos

y los minimos, de estas funciones exponenciales.
a) f(x) = 3x%* Q) h(x) = 6xe™
b) g(x) = (x + 3)e* d) i(x) = er >+
Las cuatro funciones son continuas en R.
a) f(x)=e6x+3x)=0—->x=-2,x=0

« En (=00, =2)U(0, +0) = f(x) > 0 — f(x) creciente

« En(—2,0) > f'(x) < 0 — f(x) decreciente

En x = —2 alcanza un maximo y en x = 0 un minimo.

b) g(x)=e"(x+4)=0—x=—4
« En(—o, —4) = g'(x) < 0 — g(x) decreciente
« En(—4, +%) — g'(x) > 0 — g(x) creciente
En x = —4 alcanza un minimo.

Q hx)=e*(6—-6x)=0—>x=1
« En (=00, 1) = h'(x) > 0 — h(x) creciente

« En(1, +00) = h'(x) < 0 = h(x) decreciente
En x = Talcanza un maximo.

d) ') =Q2x+2e" " =0 2x+2=0—> x=—]

« En(—o0, — 1) i"(x) < 0 — i(x) decreciente
« En(=1, +00) = i'(x) > 0 — i(x) creciente
En x = —1 alcanza un minimo.

Estudia el crecimiento y decrecimiento, y los extremos relativos, de las siguientes

funciones logaritmicas.

a) f(x):i—l-lnx

X
b) glx) = "X
X
9 hix)=xInVx
d) i(x) = 2~
In x

x=0
X =1

SOLUCIONARIO
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a) Eldominio de fes (0, +o0) y es continua en todo el dominio.
—1 1
fl)=—+—
X X X
« En(0, 1) = f(x) < 0 = f(x) decreciente
« En(1, +0) = f'(x) > 0 — f(x) creciente

En x = Talcanza un minimo.

1
=X =0 x=1

b) Eldominio de ges (0, +) y es continua en todo el dominio.
g0 =1"2NX oy Ve
X
« En (O, \/;) — g'(x) >0 — g(x) creciente
- En (\/; +00> — g'(x) <0 = g(x) decreciente
Enx = \/; alcanza un méaximo.

c) Eldominio de hes (0, +o) y es continua en todo el dominio.

MM:mWQ+%:o%X:l
e

« En [O, i] — h'(x) < 0 = h(x) decreciente
e

- En [i +00] — h'(x) > 0 — h(x) creciente
e

1 .
En x = — alcanza un minimo.
e

d) Eldominiodeies (0, +o0) — {1} y es continua en todo el dominio.

_ Inx—i =0ohx=1o5x=c¢

i'(x)

In x?
« En(0, MU, e) = i'(x) < 0 — i(x) decreciente
« En(e, +00) = i'(x) > 0 — i(x) creciente
En x = e alcanza un minimo.

062 | Estudia el crecimiento y decrecimiento de estas funciones trigonométricas, y decide
si alcanzan maximos o minimos en algun punto.

a) f(x) =2 cos [x + ;] ¢) h(x) = arctg x
b) g(x) = x —sen x d) i(x) =3x —cos x
a) fescontinuaenR.
f'(x):—Zsen[x+%]:—2cos><:0—> X::I:%

Estudiamos el crecimiento en (—=, ), ya que las funciones seno y coseno
son periédicas, de periodo 2.

. En [—'rr, %ﬂ] U [% | = f(x) > 0 — f(x) creciente

. En [%ﬁ %] — f'(x) < 0 — f(x) decreciente
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La funcién tiene un maximo en x = — y un minimo en x = —.
2 2

Por ser una funcion periédica, de periodo 2w, podemos extender el resultado

a toda la recta real repitiéndose indefinidamente intervalos de crecimiento

y decrecimiento, maximos y minimos.

g es continua en R.

gx)=1—-cosx=0—>cosx=1—-x=0

Estudiamos el crecimiento en (—m, ), ya que g'(x) es periddica, de periodo 2.
g'(x) >0en(—mx, 0)U (0, ™) — g(x) creciente — No tiene extremos relativos.
Extendiendo el resultado a toda la recta real, g no tiene extremos relativos.

hes continua en R.
1

T+ x°

h'(x) = > 0 — h(x) creciente en R — No tiene extremos relativos.

jes continua en R.

i'(x)=3+sen x>0,V x € R — i(x) creciente en R — No tiene extremos
relativos.

Determina los maximos y minimos de estas funciones, utilizando la derivada

segunda.
a) y=x>—24x—6 A y=In(x*+1)
x —1)? 3_g
b)y:(zi) d)y:X :
X +1 X
a) y’:3x2—24:0ex2:8—>x:i\/§

y"=6x
y”(\/g) >0 - En x = /8 alcanza un minimo.

y"(—\/g) < 0 — En x = —V/8 alcanza un maximo.
2 —
X2 g —
(x> 477
. —AXT+12x
(x> 4+
y"(1) > 0 — En x = 1alcanza un minimo.
y"(—=1) < 0— En x = —1alcanza un méaximo.
=X 05 x=0
X2 +1
—I2x242 -
e — y"(0) =2 >0 — En x = 0 alcanza un minimo.
(x* 417
3
y'= a t]6 =0 x=-16— x =16
X
—48 ‘s
y'=—- y”(—\/3 16) < 0 — En x = —</16 alcanza un méximo.
X
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064 | Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, asi como los maximos
y minimos, de estas funciones, utilizando la segunda derivada.
2 X 1 2% x—=2
a) y=(x*+4)e b) y= 5 Q y=x’e d) y= + 5x
X — X

a) Dominio=R
y' = (x* + 2x + 4)e* = 0 — No tiene extremos relativos.

b) Dominio =R — {2}

'

y = 7( _Wz)z < 0 — Funcion decreciente en todo su dominio
X J—
No tiene ningun extremo relativo.
c¢) Dominio=R
y'=2x" +xe =" 2x+x)=0->2x+x*=0>x=0,x=-2
y'=e"(2x + x*)+ " (24 2x) = e* (x> + 4x +2)
y"(0) > 0 — En x = 0 se alcanza un minimo.
y"(—=2) <0 — En x = —2 se alcanza un maximo.
Asf, en (—oo, —2) U (0, +0) la funcidn es creciente y en (—2, 0) es decreciente.

— 2+ 5x?
d y= % — Dominio =R — {0}
2
y' = Lj_z > 0 — Funcién creciente en todo su dominio

No tiene extremos relativos.

065 | Calcula los maximos y minimos absolutos de la funcion f(x) = x> — 6x* + 9x + 1
en el intervalo [1, 4]. Justifica que los puntos encontrados son maximos
o minimos absolutos.

Los valores de la funcién en los extremos del intervalo son (1, 5) y (4, 5).
f(x)=3x>=12x4+9=0—->x>—4x+3=0—->x=1x=3

« En (1, 3) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente

« En(3, 4) — f'(x) > 0 — f(x) creciente

En (3, 1) alcanza un minimo relativo, que por ser el Unico en [1, 4] es, adem3s,

minimo absoluto, y en (1, 5) y (4, 5) alcanza dos maximos absolutos, ya que se trata
de los extremos del intervalo y en ambos f(x) toma el mismo valor.

066 | Dada lafuncién f(x) = determinar los intervalos de crecimiento

y decrecimiento.

1—x2'

Dom f =R — {1

=X 42 X+
=X (=X
Asi, los intervalos de crecimiento son: (—oe, =) U (=1, H U (1, +0)

> 0 — f(x) es creciente en todo su dominio.

f'(x)
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x>+ 5x

x—4
a) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Halla los extremos relativos.

067 | Considera la funcion de variable real f(x) =

a) Domf=R-{4}

2 — J—
f’(x):X 8x 2O:O—>X:f2,X:TO
(x —4)
o En(—o0, —2)U (10, +00) = f'(x) > 0 — f(x) creciente

« En(=2, 4)U (4, 10) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente
b) Enx = —2 sealcanza un maximo cuyas coordenadas son (—2, 1).
En x = 10 se alcanza un minimo cuyas coordenadas son (10, 25).

(x —3)

068 | Dada la funcidn real de variable real definida por f(x) = ———, calcular
x+3
sus maximos y minimos y determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Domf =R —{-3}
O P i e T SV
(x 437
« En(—o0, =9)U(3, +0) — f'(x) > 0 — f(x) creciente
« En(=9, —=3)U (-3, 3) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente
En x = —9 se alcanza un maximo cuyas coordenadas son (=9, —24).
En x = 3 se alcanza un minimo cuyas coordenadas son (3, 0).

069 | Comprueba que la derivada en el punto x = —1 de la funcién f(x) = (x + 1)*es nula
y, sin embargo, no tiene un extremo relativo.

f'(x) = 3(x + 1)* = f(=1) = 0; sin embargo, f'(x) > 0 para cualquier valor real de x.
Por tanto, fes siempre creciente y no puede tener ningun extremo relativo

enx =—1

Esto no contradice el teorema: «Si una funcién es derivable en un punto y tiene

en él un extremo, entonces la derivada es cero», ya que el recfproco no tiene

por qué ser cierto, es decir, si la derivada en un punto es cero, no tenemos
garantizado que la funcién en ese punto tenga un extremo.

070 | Comprueba que la siguiente funcién tiene un extremo relativo en el punto x =0
y su derivada en ese punto no es nula.

six=0

f(x)=1 y2
—1 six=0
Como fes positivaen R — {0} y vale —1 en x = 0, en este punto alcanza
un minimo. Por otra parte, fno es derivable en x = 0.

Esto no contradice el teorema enunciado en el ejercicio anterior, ya que al no ser
la funcion derivable, no podemos aplicar dicho teorema.
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071 | Seala funcién:

3 X .
f(x) = 7+? si x €(—6, —1)

x —1 si x €[—1,4]

Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) para los valores
X € (—6,—1).

f’(x):_—f+%=0—>f9+x2 =05 x*=9 > x=13
X
« En (=6, —3) = f(x) > 0 — f(x) creciente

« En (=3, =1) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente

072 | Una empresa de compra y venta de automoviles ha realizado un estudio sobre
sus beneficios/pérdidas, en miles de euros, a lo largo de los ultimos 10 afos
y ha comprobado que se ajustan a la funcion:

F(t)=1t>—18t> + 81t —3 si0 <t <10
Se pide justificando la respuesta:
a) ¢(En qué anos se producen los valores maximo y minimo de dicha funcion?
b) Determinar sus periodos de crecimiento y decrecimiento.
¢) ¢Cuales son sus beneficios maximos?
d) ;Qué resultados obtuvo la empresa en el ultimo afo del estudio?

a) Fescontinua es [0, 10] por tratarse de una funcién polindmica.
Fl(t)y=3t>-36t+81=0—>t=31=9
F"(t) = 6t —36
F"(3) =18 —36 = —18 < 0 — Ent = 3 se alcanza un méaximo.
F"(9) = 54 —36 =18 > 0 — En t = 9 se alcanza un miimo.
Por tanto, el valor maximo de la funcién se alcanza a los 3 afios y el minimo
alos 9 anos.

b) Periodos de crecimiento: (0, 3) U (9, 10)
Periodo de decrecimiento: (3, 9)

o) F(3)=27—-162+ 243 -3 =105
El beneficio asciende a 105.000 €.

d) F(10) =1.000—-1.800+810—-3=7
Es decir, la empresa obtuvo un beneficio de 7.000 €.

3x? —ax
x+2
Calcular el valor de a para que f(x) tenga un minimo relativo en x = 2.

073 | Para cada valor de a se considera la funcion f(x) =
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2 —
Flx) = 3x° +12x —2a

(x+27
Para que haya un minimo en x = 2 se debe cumplir que:
f’(2):O—>%:O—>S672020—>0:18

074 | Hallar los valores de ay b para que la funcién f(x) = ax® + bx*+ x + 1 tenga
un méaximo en el punto x =1y un minimo en el punto x = 2.

f'(x) = 3ax? + 2bx + 1
fM=0—3a+2b+1=0
F(2)=0-12a+4b+1=0

3a+2b+1=0 —>a:i,b:_—3
12a4+4b+1=0 6 4

075 | Sealafuncién f(x) = x —5. Determine el valor de k de modo que la funcién tenga
unmaximoenx=—1. X
En la funcién asi determinada, hallar:
a) El dominio de definicién.
b) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcién, asi como
los maximos y los minimos.

f'(x):1+iz—>f’(—1):O—>1+k:0—>k:—1
X
2
f(x):x—&—i: XA
X X
Dom f =R — {0}
2 _
f’(X):1—i:0—> al ]:O—>x:i1
x? X

e En(—o0, =N U (1, +00) = f'(x) > 0 = f(x) creciente
« En(=1,0)U(0, 1) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente

En x = —1 se alcanza un méximo cuyas coordenadas son (—1, —2),
y en x =1 un minimo cuyas coordenadas son (1, 2).

076 | Obtén los parametros r, s y t para que la funcion f(x) = x> — rx* + sx + t tenga
un maximo en x = —2, un minimo en x = 0y pase por el punto (1, —1).

Pasapor(l, =) =>1—r+s+t=—-1>—r+s+t=-2
f(x) =3x> =2ix+5s

Tieneun maximoen x = —2—->f(—2)=0—>124+4r4+s5s=0
Tieneun minimoenx =0—-=f(0)=0—5s=0

—+t==2 r=-3
Por tanto, resulta: - —f(x)=x>+3x* =5
12+ 4r=0 } {t 00 +
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077 | Hallar los valores de g, b, cy d en la funcién y = ax® + bx* + cx + d sabiendo
que su tangente en el punto (1, 1) es la rectay = —x + 2 y que tiene un extremo
en el punto (0, 2).

Pasapor(l, 1) >1=a+b+c+d

Pasapor(0,2) >d =2

y'=3ax’+2bx+c— y(l)=3a+2b+c

Se debe verificar que: y'(1) = =1—> 3a+ 2b+ c = —1
Tiene un extremo en el punto (0,2) —» y'(0)=0—->c=0

at+b+2=1 a=1
Por tanto, resulta: - Sy=x'=-2x* 42
! 3a+2b:—1} 1!9:—2 y=xmacH

078 | Cierta entidad financiera lanza al mercado un plan de inversidn cuya rentabilidad, R,
en euros viene dada por R(x) = —0,01x* + 5x + 2.500, siendo x la cantidad
que se invierte.
a) ;Cuanto ha de invertir un inversor si quiere obtener una rentabilidad maxima?

b) Calcula esa rentabilidad maxima.

a) R’(x):—0,02x+5:0—>x:i%X:ZSO
0,02

R"(x) = —0,02 < 0 — En x = 250 la funcién alcanza un méaximo.
Asi, para obtener una rentabilidad maxima hay que invertir 250 €.

b) R(250) = —625 + 1.250 + 2.500 = 3.125 € es la rentabilidad maxima.

079 | En la construcciéon de un tunel, el porcentaje de roca fragmentada o de mala calidad
viene dado por el siguiente modelo matematico:
3

R(X)=X?—4,5x2+18x+15 S0<x<7

R(x) representa dicho porcentaje cuando la distancia a la boca del tunel es x,

en kilémetros.

Si en algun tramo de la perforacién el porcentaje supera el 40 %, se deberan reforzar
las medidas de sostenimiento y seguridad de la estructura.

a) Indica en qué tramos de la perforacion el porcentaje crece y en cuéles decrece.
b) Sefala los maximos y minimos (absolutos y relativos), asi como los puntos
de inflexion de la curva.

a) R(xX)=x"—-9x+18=0—-x=3,x=6
« En(0,3) = R'(x) > 0 — R(x) creciente
« En(3,6) = R'(x) < 0 — R(x) decreciente
« En(6,7) = R'(x) > 0 = R(x) creciente

Por tanto, el porcentaje crece en (0, 3) U (6, 7) y decrece en (3, 6).
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b) R"(X):2X—9:O—>x:%:4,5

R"(x) = 2= 0 — En x = 4,5 hay un punto de inflexion.

De los intervalos de crecimiento y decrecimiento obtenidos, y a partir del valor

de la funcién en [0, 71, deducimos que:

+ En x = 3 se alcanza un méaximo relativo y, ademds, como R(3) = 37,5, este
punto es el maximo absoluto de la funcion. Sus coordenadas son (3; 37,5).

+ En x = 6 se alcanza un minimo relativo cuyas coordenadas son (6, 33).

« Enx =0, como R(0) = 15, se alcanza el minimo absoluto de la funcién.
Sus coordenadas son (0, 15).

Un articulo de consumo estuvo a la venta durante 8 afios, y su precio P(t),
en miles de euros, varié con el tiempo t, en aios, que llevaba en el mercado,
segun la funcién:
4> + 4 sio<t<2
P(t)=1 5 .
—;t+25 si2<t<8

Averiguar en qué momentos se alcanzaron los precios maximo y minimo,
y cuales fueron esos precios.

En t =2 la funcién es continua, ya que se cumple que:
P2Q)=P2)=16+4=20 P(2*):_75~2+25:20
Por tanto, la funcién es continua en (0, 8).

8t sio<t<?

2 Si2<t<8

« En(0,2) = P'(t) > 0 — P(t) creciente
« En(2,8) = P'(t) < 0 — P(t) decreciente
P(O)=4 P2)=16+4 =20 P(8)=—-20+25=5

El precio minimo se alcanzé al comienzo de la venta, siendo de 4.000 €, y el precio
maximo se alcanzo a los 2 anos de venderse el producto, y fue de 20.000 €.

El rendimiento de los trabajadores de una fabrica (valorado en una escala de 0 a 100),
durante una jornada de 8 horas, viene dado por la funcién:

—10t2 4+ 60t si 0<t<4
r(t) =180 si4<t<6
170 —15¢ si6<t<8
siendo t el tiempo en horas.
a) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
;Cudl es el rendimiento maximo?
b) (En quéinstantes de su jornada laboral el rendimiento se sitla en la mitad
de la escala?
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a) Ent=41lafuncion es continua, ya que se cumple que:

r(47) = —160 + 240 = 80 r(4) = r(4%) = 80
En t= 6 la funcién es continua, pues se cumple que:
r(67) = 80 r(6) = r(6") = 80

Por tanto, la funcién es continua en (0, 8).
—20t+60 si0o<t< 4
r'(t)y =10 Sid<t<6
—15 Si6<t<8
cEN0,4)—=>rt)=0—--20t+60=0—>t=3
En (0, 3) — r'(t) > 0 — r(t) creciente
En(3, 4) — r'(t) < 0 — r(t) decreciente
« En(4,6) — r'(t) = 0 — r (t) constante
« En(6,8) — r'(t) < 0 — r(t) decreciente
Por tanto, el rendimiento maximo se alcanza cuando t = 3, siendo su valor
de 90.

b) El rendimiento se sitla en la mitad de la escala si r(t) = 50. De esta manera,
puede ocurrir que:

« —10°+60t—50=0—>—t"4+6t—5=0—>t=1t=5
En este caso, solo es vélida la soluciéon t = 1, porque la otra solucién no esta
en (0,4).

«+ 17015t =50 =170 =50 =15t -t =8

Asi, el rendimiento se situard a la mitad de la escala cuando hayan pasado
1 u8horas.

082 | La oferta de un bien conocido su precio, p, es:

s(p) = |30P + 200 sio<p<10
~ | p? —60p +1.000 si10 < p <40

Diga para qué valor del precio se alcanza la maxima y la minima oferta.

En p =10, la funcion es continua ya que se cumple que:

S(10) = S(107) = 500 S(10™) = 500
Por tanto, la funcion es continua en (0, 40).
) 30 i0<p<10
S'(p) = ausP
2p—60 si10< p<40

« En(0,10) = S'(p) > 0 — S(p) creciente
« En(10,40) > S'(p)=0—>2p—60=0— p =30
En (10, 30) = S'(p) < 0 — S(p) decreciente
En (30, 40) = S'(p) > 0 — S(p) creciente
S(0) = 200 S(10) = 500 S(30) =100 5(40) = 200

La méxima oferta se alcanza para un valor del precio de 10, y la minima oferta
para un valor del precio de 30.
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La distancia, en millas, entre un barco pesquero que salié a faenar durante
un periodo de 10 dias y su puerto base viene dada por la funcién:

_ J— 2 i
M) = [36 —(t =67 si0<t<s
4(10 —t) si5<t<10
donde t es el tiempo transcurrido, en dias, desde su salida del puerto base.

a) ;Después de cuantos dias es maxima la distancia del pesquero a su puerto base?
¢A cudntas millas se encontraba?

b) ;Durante qué periodos aumentaba la distancia a su puerto base?
{En qué periodos disminuia?

c) (A partir de qué dia, después de alcanzar la distancia maxima, se encontraba
a menos de 12 millas del puerto base?

a) Ent=5lafuncion es continua, ya que se cumple que:

M(5) = M(5")=36—16 = 20 M(5") = 20
M'(f) _ _2(21'—6) SF 0<t<5
—4t si5<t<10

« EN(0,5) > M't)=0— —4t+12=0—>t=3
<{En 0, 3) = M'(t) > 0 — M(t) creciente
En (3, 5 — M'(t) < 0 — M(t) decreciente
« En(5,10) > M'(t) < 0 — M(t) decreciente
M(0)=36—-36=0 M(3) = 36 M(5)=36—-16=20 M(10) =0
La distancia del barco pesquero al puerto base es maxima a los 3 dias,
encontrandose a 36 millas.

b) La distancia al puerto base aumentaba en el periodo (0, 3) y disminuia
en los perfodos (3, 5) y (5, 10).

c) Como en (3, 5) la funcién es decreciente y M(5) = 20, el dia que buscamos
estard entre 5y 10.

Mit)<12 > 4(10—-1) <12 > 10—t <3 —>7 <t —>Apartirdeldia 7
se encontrard siempre a menos de 12 millas de distancia del puerto base.

Determina los intervalos de concavidad y de convexidad, asi como los puntos
de inflexion, de estas funciones.

a)y=x3—3x2+2x+4 dy=
b) y =x*+2x>-3

X2 e) y =9+ x?

x? —1 f) y=vx*—4

Qy=

a) Lafuncién es continua en R.
y'=3x"—6x+2=0
y'=6x—6=0->x=1
+ En(—o0, 1) = y" < 0 — Funcion convexa
« En(1, +9) — y" > 0 — Funcién céncava
Asf, en x = Talcanza un punto de inflexién.
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b) Lafuncion es continua en R.
y' = 4x> 4+ 6x°
Yy =12x"+12x=0—>x=0, x = —1
« En(—o0, =) U (0, +00) — y" > 0 — Funcién céncava
+ En(=1,0) = y" < 0 — Funcién convexa
Asi,en x = =1y x = 0 alcanza puntos de inflexién.
c) LafunciénescontinuaenR —{—1, 1.
. —2X
T
. 6742
ICE
Los intervalos en los que hay que estudiar la curvatura son:
(=00, =1), (=1,1), (1, +0)

« En(—o0, =N U (1, +-00) = y" > 0 — Funcion concava

= 0 — No tiene puntos de inflexion.

« En(=1,1) — y" <0 — Funcién convexa

d) Lafuncion es continua en R — {0}.
. X*+16

- 3

X
"

Y= ;4;8 < 0 enR — {0} — Funcién convexa
X

No tiene puntos de inflexion.

e) Lafuncion esta definida en R.

, X
y = ———
VI + x?
" 9 o
y'=———"——— > 0enR— Funcion concava

O+ xH)VIo+ x?

No tiene puntos de inflexion.

f) Lafuncion esta definida en (—o0, —2) U (2, +00).
X

x> —4

—4 - -,
"= ———— < 0entodo sudominio = Funcién convexa

(X2 —4Nx>—4

No tiene puntos de inflexion.

y'=

Estudia en qué intervalos estas funciones son cédncavas y en cudles son convexas.

Calcula también los puntos de inflexién que tengan.
2

a) y=(x—3)e e y= )Z(X
In x
b))/—; f) y=+x>—x
= —_ 2 X
Q) ¥y = cos x —cos 2x 9 y=
d) y=In(x*—x) e



a)

SOLUCIONARIO

La funcion es continua en R.

y'=(x—2)e* y'=x=1"=0->x=1
« En(—o, 1) = y" < 0 — Funcién convexa

« En (1, +9) — y" > 0 — Funcion céncava

En x = 1tiene un punto de inflexion.

La funcion es continua en (0, +o0).

, T=Inx
2x2
3
y”:M:O—an:iax:e? - x=4e
2x3 2

- En (O, Vel ) — y" < 0 — Funcion convexa
« En (\/ e, +00) — y" >0 — Funcién concava
En x = Ve’ tiene un punto de inflexion.

La funcién es continua en R.
y'= —senx + 2 sen 2x
y" = —cos X + 4 cos 2x = —cos X + 4(cos® x — sen’ x) =

= —05s X + 4(cos® x — 14 cos® x) = 8 cos’ x —cos x —4 =0
Las soluciones aproximadas son:
cos x = 0,77 = x = 0,69 + 2krw; x = 5,59 + 2k, con k € R
cos x = —0,65 = x = 2,28 + 2kw; x = 3,79 + 2kw,con k € R
Estudiamos la concavidad en (0, 2), ya que la funcién es periédica:
« En(0; 0,69) U (2,28; 3,79) U (5,59; 2w) — y" > 0 — Funcién céncava
« En(0,69; 2,28)U(3,79; 5,59) — y" < 0 — Funcion convexa
Por tanto, todos los puntos que anulan y” son puntos de inflexion.

La funcion esta definida en (—oo, 0) U (1, +0).
, 2x —1

x> —x
y =2+ 2x =
X —x)
No tiene puntos de inflexion.

< 0 en todo su dominio — Funcién convexa

La funcion es continua en R.

. 2x—x"1In2
2)(
L 2—4xIn2+4 X7 In?2 242
y' = =0 x=—"7—
2% In2
. En[_oo, 2_\/5]u[2+\/3,+oo]—>y”>0%Funciéncéncava
In2 In 2
2-v2 2442, y
s En|———, ——— | = y" < 0 — Funcién convexa
In 2 In 2
Enx = ZI_\Z/E yXx= 2T\2/§ tiene dos puntos de inflexion.
n n
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Aplicaciones de la derivada

f) Lafuncion esta definida en (—oo, 0) U (1, 4+o0).
, 2x —1

; 20X —x

PN el i
. N A = X)—(4xX +1—4x)
Y= 4(x* —x) B 4(x* — X)\/x2 — X a
- T .05No hay puntos de inflexion.

4(x* — xNx? —x

Ademads, es negativa en todo el dominio, por lo que siempre es convexa.

g) Lafuncién estd definida en R.
, e — xe* 1—x
y = 2x = X
e e
s = —=(0=x)e" =24

=0—->x=2

y =
e’ e

+ En(—o0, 2) > y" < 0 — Funcién convexa
« En(2, + ) = y" > 0 — Funcion concava
En x = 2 hay un punto de inflexion.

086 | Comprueba que f(x) = —7x* tiene nula la derivada segunda en x = 0y, sin embargo,
no tiene un punto de inflexion.
f(x) = —7x" fl(x) = —28x* f'(x) = —84x> = "(0) =0

En x = 0 no se alcanza un punto de inflexion, porque "(x) < 0 para cualquier
valor real de x. Por tanto, la funcion es siempre convexa.

087 | Laderivada de cierta funcién fes f'(x) = x> — 1.

Representar graficamente f'y deducir de esa gréfica los intervalos de crecimiento
y de concavidad de f.

o En(—o0, =N U (1, +00) = f'(x) > 0 — f(x) creciente

« En(=1,1) — f(x) < 0 = f(x) decreciente

Asi,en x = —1 se alcanza un maximo y en x = 1 un minimo.
'(0) = 0, pues f'(x) presenta un minimo en x = 0.

« En(—o, 0) = f'(x) decreciente — "(x) < 0 — f(x) convexa
« En (0, + ) — f'(x) creciente — f"(x) > 0 — f(x) concava
Asf, en x = 0 hay un punto de inflexion.



SOLUCIONARIO

088 | Queremos afiadir a una casa una nueva habitacién rectangular de 12 m? de superficie.

;Qué longitud debemos dar a sus paredes para que el perimetro sea minimo
y sea minima también la cantidad de ladrillos utilizados?

. . . 12
Sixeyson las dimensiones, tenemos que: xy =12 > y = —

X
Como la nueva habitacion se afade a la casa, una de sus paredes debe coincidir,
y de esa forma no necesitamos ningun ladrillo, puesto que ya esta construida.

Asi, debemos minimizar: P(x, y) = 2x + y = P(x) = 2x + 12

X
2_
P'(X):2f£:2)(72]2:0—>X:fx/6,x:x/6

x° X

Y como una longitud no puede ser negativa, tenemos que: x = J6 > y= ne

Comprobamos que en este punto se alcanza un minimo:

P"(x) = 24 — P(\/g) > 0 — Se trata de un minimo.

Las dimensiones de la habitacion son x = /6 me y = 6 m.

089 | Se desea delimitar una parcela rectangular, que linda con la pared de una nave.

Si se dispone de 200 m de tela metalica para cercarla, jcudles son las dimensiones
de la parcela que tiene la mayor superficie?

Llamamos x e y a las dimensiones de la parcela. Como va a estar unida a la pared
de la nave, se verifica que: 2x + y = 200 — y = 200 — 2x

Se trata maximizar la funcion superficie dada por:

S(x) = xy = S(x) = x(200 — 2x) = 200x — 2x*
S'(x)=200—4x =0 — x =50

S$"(x) = —4 < 0enR — En x = 50 alcanza un méximo.
Las dimensiones de la parcela son x =50 me y =100 m.

090 | ;Qué dimensiones debe tener un paragiiero con forma de prisma cuadrado, de 20 dm?
de volumen, para que en su fabricacién se use la menor cantidad posible de material?

Llamamos x a la arista de la base e y a la altura del prisma cuadrangular.

Entonces se debe cumplir que: X’y =20 — y = 2—?
X

Como un paragliero no tiene base superior, tenemos que minimizar la funcion
superficie que viene dada por:

S(x,y):x2+4xy—>5(x):xz+4X¥:x2+&
X X
3_
s=x— L 280 5 Yo
x? x?

S"(x)=2+ @ - S”(\/3 40 ) > 0 — Se alcanza un minimo.
X

Las dimensiones del paragUero son:

Arista de la base: x = /40 dm Altura: y = 20 = 20 dm

(fa0) 600
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Aplicaciones de la derivada

{Todos los cilindros con igual volumen tienen la misma superficie total?
{Cual tiene la menor superficie?

Seanry hlas dimensiones del radio de la base y de la altura del cilindro.
SiV(r, h) es el volumen:

V(r, h)

2

V(r, h) = mr’h — h=

uva

La superficie del cilindro que debemos minimizar viene dada por:

V(r, h) — o 4 2V(r, h)
«r? r

S(r, h) = 27r? + 27rh = 2wr? + 27r -

Como el volumen siempre es el mismo, derivamos respecto de r:

3_
(r, h) _ 47r’ —2V(r, h) 0= V(r, h)

r’ r’ 27

S'(r, h) = 4mr — 24

S"(r, h) = 4w+

M - 5”[3 vir, ) > 0 — Se alcanza un minimo.

/,3

2T

Asf, no todos los cilindros con el mismo volumen tienen la misma superficie total,
y el cilindro de menor superficie tiene estas dimensiones:

P V(r, h) he s 4V(r, h)
2T iy

De todos los cilindros que pueden inscribirse en una esfera de 9 cm de radio,
halla la altura y el radio del que tiene mayor volumen.

Llamamos x al radio de la base del cilindro
e yalamitad de su altura, siendo R = 9.

Se verifica que:
XAy =R x>+ y’=81—y=+81"—x*

La funcién que debemos maximizar es:

V(x, y) = wx’h, siendo h = 2y.
V(x, y) = 2mx’y = V(x) = 281 — X = 21/81x* —

3 g5 3 g5
Vix) = 21(324x° — 6x°) _ T(324x° — 6X°) =0—)X=O,X=\/§

2/81x* — x° J81xt — X

« En (O, 54 ) — V'(x) > 0 — Vx) creciente
« En (\/ 54, —0—00) — V'(x) < 0 = V(x) decreciente

Por tanto, en x = v/54 alcanza un méximo.

Asf, la altura y el radio del cilindro de mayor volumen que puede inscribirse
en una esfera de radio 9 cm es:

Radio:x/S?cm
Altura: 24/81—54 = 2\/? cm



SOLUCIONARIO

093 | De todos los conos que pueden inscribirse en una esfera de 9 cm de radio,
halla la altura y el radio del que tiene mayor volumen.

Llamamos ry h al radio y la altura del cono.
Se cumple que:

r’ 4+ (h—9) =81

r? =81—(h—9)7? =—h>+18h

La funciéon que debemos optimizar es:

Vir, h) = % -r?h — V() = % w(—h? + 18R = - w(—h® + 18h)

X,
3
V'(h) = %m(—?)hz +36h) = 7w(—h*+12h)=0—>h=0,h=12

V"(h) = m(=2h +12)

V"(0) > 0 — Para h = 0 alcanza un minimo.

V"(12) < 0 — Para h = 12 alcanza un maximo.

Asi, el cono que tiene mayor volumen es el que tiene altura 12 cm y radio

de la base \/7_ = 6\/3 cm.

094 | Con un trozo de alambre de 12 cm de longitud se pueden formar distintos rectangulos.
;Cual de ellos tiene la superficie maxima?
Sean x e y las dimensiones del rectdngulo. Se cumple que:
2Xx+2y=12—>x+y=6
Asi, la funcion que debemos maximizar es: S(x) = x(6 — x) = 6x — x?
Sx)=6—-2x=0—>x=3
§"(x) = =2 < 0 — En x = 3 alcanza un méaximo.

Por tanto, las dimensiones del rectdngulo de superficie maxima son 3cmy 3 cm,
es decir, un cuadrado de lado 3 cm.

095 | Hallar dos nimeros cuya suma es 20, sabiendo que su producto es maximo.

Sean x e y los dos nUmeros que buscamos. Se cumple que:
X+y=20—-y=20—x

P(x, y) = xy = P(x) = x(20 — x) = 20x — x’
P'(x)=20—-2x=0—x=10

P"(x) = —2 < 0 — En x = 10 se alcanza un maximo, por lo que los nimeros
sonx=10ey=10.
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Aplicaciones de la derivada

096 | Considera la siguiente funcion:
1
fx)=—+Inx
X
Escribe la ecuacion de la recta tangente a la grafica de esta funcién que tiene
maxima pendiente en el intervalo [1, e].

Como necesitamos que la pendiente sea méaxima, la funcién que tenemos
que optimizar es la funcion derivada primera:

, -1 1 1+ x
f(x):—Z —= .

X X X

2_
f"(x) = X=O—>X=2

X3
2x —6 L
f"(x) = - — "(2) < 0 = En x = 2 alcanza un maximo.

X

1 1
f(2) = B +In 2 — La ecuacion de la recta tangente en el punto [2, B +In 2]
con pendiente f(2) = 2711
4 4

1 1
—|=+h2|=—(x-2
y [2 n] 4(X )

097 | ;En qué punto de la pardbola y = 4 — x? la tangente forma con los ejes coordenados
un triangulo de drea minima?

La funcién del enunciado representa una pardbola con vértice en el gje Y,
por lo que habra dos soluciones simétricas con respecto a este eje,

una en el primer cuadrante y otra en el segundo. Sea (g, 4 — @*) un punto
de la pardbola del primer cuadrante.

y'=—=2x = y'(a) = —2a — La ecuacién de la recta tangente a la pardbola
enelpunto (g, 4 —a®)es:y — (4 —a*) = —2d(x —a) = y = —2ax + a* + 4

Los puntos de interseccion de esta recta con los ejes son: (0, a* + 4)

a’+4 ]
, 0
y[ 2a
El drea del tridngulo que se forma con estos puntos y el punto (0, 0) es:
2 2 2
Ala) = 1. u(a2 +4) = M, que es la funcion que debemos
2 2a 4a
optimizar.
2( 42 _ 2 2 4 2
o)~ J60@ +4) — 4’ +4) _ 3" +8a’ 16 :O—)a:j:Z\/g
16a’ 4a’ 3
03 5 4
a = —— es la solucién del primer cuadrante.
3
2 3 _ 4 2 _ 4
Ay 497020 +160) —Ba3a" +8a” ~16) _ 3a' +16 A,,[ ER I
16a* 24° 3

. [ /3

8 . » . "
, ] la tangente forma con los ejes un tridngulo de drea minima.
3 3
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SOLUCIONARIO

098 | Determina el punto de la parabola y = x? que esta mas proximo al punto (3, 0).

Sea (x, y) el punto de la pardbola que buscamos. La distancia de este punto

al punto (3, 0) viene dada por: d = /(x — 3)* + (y — 0)?

La funcion que se optimiza es: D = d* = (x —3)* + y? — D(x) = (x — 3)* + x*
D'(x) = 2(x —3)+ 4x*> = 0 — x = 1es la Unica solucién real.
D"(x)=24+12x> = D"(1) > 0 = En x = 1alcanza un minimo.

Asi, el punto buscado es (1, 1).

099 | Determina las dimensiones de los lados de un rectdngulo de drea maxima que esta

inscrito en una semicircunferencia de 5 cm de radio, teniendo uno de los lados
sobre el didmetro de la misma.

B
.
.
.
.
& y
.

X

Sean x la mitad de la base del rectdngulo e y la altura. Se cumple que:
X+ yP =25y =+25-x?
La funcién que se optimiza es:
Alx) = 2x725 — x2 = 25x2 — x*
_ 3

A'(X):M:O%SOX—ZLXs:O%X:O,X: 2 =£

N25x% — x* 2 2
5v2

V2

En [O, ]—>A’(x)>0yen[ /+oo]—>A’(x)<O

Por tanto, en x = alcanza un méaximo.

Asi, las dimensiones del rectdngulo de &rea maxima son: x =

cm

2
2

5v2 .
y = 5 cm, es decir, se trata de un cuadrado.
100 | Entre todos los rectangulos de 3 m? de area, halla las dimensiones del que tenga
minimo el producto de las diagonales.

Sean x e y las dimensiones del rectdngulo, de modo que: xy = 3
La funcién que se optimiza viene dada por:

2
P=d-d=d"=x"+y " > Px)=x"+ 3 :X2+%
X X
P’(x):Zx—@:Oab(“—18:O—>x:—\/§,x:\/§
X
La solucién vélida es:x:\/g

P"(x) =2+ % - P”(\/g) > 0 — En este punto alcanza un minimo.

! ) 3 :
Las dimensiones son x = V3 mey = — = /3 m, es decir, es un cuadrado

de lado \/g m. \/g
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Aplicaciones de la derivada

De todos los tridngulos isosceles inscritos en una circunferencia de 5 cm de radio,
halla las dimensiones del que tiene mayor area.

Llamamos x a la mitad de la base del tridngulo,
y+ 5 alaaltura. Se verifica que:

X2+ y? =25 x=+25—y°

La funcién que hay que optimizar viene dada por:

AW):%Q\/ZS—W (y+5) =y +5025-y

, —2 25—y’ —y?—5
Ay)=25—y> +(y+5) U e el VN
2425 —y? \ 25— y?
) 5
— —2y*=5y4+25=0->y=-5y=—
La solucién vélida es la solucién positiva. 2

+ En [—5, %] — A'(y) > 0 — Funcion creciente
5 , L )
+ En 5 +o0o|— A'(y) < 0 — Funcién decreciente

, 5 L.
Asi,en y = — alcanza un maximo.
2

Por tanto, las dimensiones del triangulo de mayor drea son:

Base:2x:2-£=ﬁ=5\/§cm

2

Altura:y+5:i+5:£cm
2 2

El perimetro de un tridangulo isésceles mide 10 m. Si gira alrededor de la altura
correspondiente al lado desigual, engendra un cono.

Calcula los lados del triangulo para que el volumen del cono sea méaximo.

Por el teorema de Pitadgoras se verifica que:

r2+h2:gz—>h: lgz_rz

Como el perimetro del triangulo es 10 m, tenemos que:
294+2r=10—->g+r=5—->g=5—-r

Asi, sustituyendo en la expresion de la altura:
h:\/gz—f2 :\/(5—f)2—f2 —J254+ 2 —10r—r* =J25-10r

La funcién que se optimiza es:

V(r, h) = %-wzh - V()= %-ﬂrZ\/ZS —10r = % 25r% —10r°

3 _ 4 _
Vi) = w(100r* — 50r*) :o—>{ =0
6257 — 10r° r=2
La solucién vélidaes r = 2.

Asi, las dimensiones del tridngulo son:
Base:4 m Lados:3m
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104

Un taller artesanal esta especializado

en la produccién de cierto tipo de juguetes.
Los costes de fabricacion, C(x), en euros,
estan relacionados con el nimero

de juguetes fabricados, x, a través

de la expresion:

El precio de venta de cada juguete

SOLUCIONARIO

C(x) = 10x> — 1.850x + 25.000

esde 50 €.

a)

b)

<)

Plantear la funcién de ingresos que obtiene el taller con la venta de los juguetes
producidos.

Plantear la funcién de beneficios, entendidos como la diferencia entre ingresos
y costes de fabricacion.

¢Cuantos juguetes debe fabricar para maximizar beneficios?
¢A cuanto ascenderan estos beneficios?

a) I(x) = 50x
b) B(x)=1(x)—C(x) = 50x — (10x* — 1.850x + 25.000) =
= —10x% +1.900x — 25.000
¢ B'(x)=-20x+1900=0— x = % =95
B"(x) = —20 < 0 — En x = 95 se alcanza un maximo.
B(95) = —90.250 4 180.500 — 25.000 = 65.250

Asf, para maximizar el beneficio se deben vender 95 juguetes, ascendiendo
el beneficio a 65.250 €.

—x2+9x —16

La funcién B(x) = —— representa, en miles de euros, el beneficio neto

X

de un proceso de venta, siendo x el nimero de articulos vendidos.
Calcular el nimero de articulos que deben venderse para obtener el beneficio
maximo y determinar dicho beneficio maximo.

2
B’(x):xizw:0—>)<zz16%x:j:4
X
" —32
B"(x) = ;
X

« B"(—4) > 0 — En x = —4 se alcanza un minimo.

« B"(4) < 0 — Enx =4 se alcanza un maximo.

_ 1643616 _
4

B(4) 1

Asi, para obtener el beneficio maximo se deben vender 4 articulos, siendo
este beneficio de 1.000 €.
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Aplicaciones de la derivada

Se desea fabricar una papelera cilindrica, sin tapa, de 10 dm? de capacidad.

;Qué dimensiones debera tener para que en su fabricacion se utilice la menor
cantidad de material?

10

wr?

Siry hson el radio y la altura del cilindro: ®r*h =10 — h =

La funcién que se optimiza es:

S(r, h) = wr? 4+ 2wh — S(r) = wr? + 27 - 1702 =7’ + 2

e r
10
40 [ 10
3
Por tanto, para utilizar la menor cantidad de material, las dimensiones

5'(/):2w—£:O—>2w3—20:06w3—10:0—>r:3—
SN =2n+——>5"
e , 10 10
de la papelera cilindrica serdn r = 3}— dmyh = 3— dm.
™ ™

r T
10 -~
>0 — Enr = 3— alcanza un miimo.
r T

s

Determine cdémo tienen que ser tres numeros reales positivos para que su suma
valga 100, la suma del primero mas dos veces el segundo mas tres veces el tercero
sea 200 y su producto sea lo mayor posible.

Llamamos ¥, y, z a los nimeros que buscamos.

X+ y+2z=100 }_}x:mO—y—z }%100—y—z:200—2y—32
X+ 2y + 3z =200 x=200—-2y -3z — y=100-2z

100 -y —z=200—-2y —3z—>y =100 -2z

Por tanto, resulta: x =100 — (100 — 2z2) —z=2z2—z =2z

P(x, y, z) = xyz = P(z) = z(100 — 27)z = 1002* — 27°

P'(z) = 200z — 62° :2(200—62):042:0,2:@:%
P"(z)=200—12z —> P[m <0—>Enz= % se alcanza un maximo.
Asi, tenemos que:x:% y =100 — 200 :% z:%

Halla las dimensiones de una cartulina rectangular de perimetro 60 cm que, al dar
una vuelta completa alrededor de un lado, genera un cilindro de volumen méximo.

Tenemos que optimizar la funcion V(r, h) = wr*h, donde res el radio y h es la altura
del cilindro. La cartulina rectangular, por las condiciones del enunciado, tendra
dimensiones hy r, por lo que se cumplird que:

2h+2r=60—>h+r=30—>h=30—r

Asf, resulta: V(r) = wr?(30 — r) = 30mr? — =r?

V'(r)=60"r — 3w’ =0 —>r=0,r =20

La solucién vélida es r = 20.

V'(r) = 60w — 6mr — V"(20) < 0 = En r = 20 alcanza un maximo.

Las dimensiones de la cartulina para conseguir el cilindro de volumen méximo
sonr=20cmyh=10cm.
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SOLUCIONARIO

Una fabrica de televisores vende cada aparato a 300 €. Los gastos derivados
de fabricar x televisores son D(x) = 200x + x? donde 0 < x < 80.

a) Suponiendo que se venden todos los televisores que se fabrican, halle la funciéon
de los beneficios que se obtienen después de fabricar y vender x televisores.

b) Determine el nimero de aparatos que conviene fabricar para obtener el beneficio
maximo, asi como dicho beneficio maximo.

a) B(x) = 300x — D(x) = 300x — (200x + x*) = 100x — x*,donde 0 < x < 80
b) B(x)=100—2x =0— x =50

B"(x) = —2 < 0 — En x = 50 se alcanza un maximo.

B(50) = 5.000 — 2.500 = 2.500

Asi, para obtener el maximo beneficio se han de fabricar 50 televisores,
siendo el beneficio de 2.500 €.

Se ha determinado que el coste total, en euros, que le supone a cierta empresa
la producciéon de n unidades de determinado articulo varia segun la funcién
C(n) = 2n* 4 270n + 2.048.

Determinar, justificando la respuesta:
a) Lafuncién que define el coste por unidad producida.

b) El nimero de unidades que deben producirse para hacer minimo el coste
por unidad.

¢) Elvalor de dicho coste minimo por unidad.

20’ + 270n + 2048

a) f(n)
n
3 —
b) f'(n):w:O—)4n3:2.048—>n3:512—)(7:8
n
3
f"(n) = 4n+734096 — "(8) > 0 — En n = 8 se alcanza un minimo.
n

Por tanto, para hacer minimo el coste por unidad, deben producirse
8 unidades.
~1.024 4 2.160 + 2.048

8
El valor del coste minimo por unidad es de 654 €.

= 654

o f(8)

Se quiere organizar una competicion deportiva que consiste en nadar

desde un lugar A, situado en la orilla de un rio, hasta otro lugar B situado

en la misma orilla; alli se sale del rio y corriendo hay que llegar hasta otro lugar C,
desde el cual se regresa de nuevo a B, donde acaba la competicién.

Se supone que todos los trayectos son rectilineos. La distancia de Ca A mide 10 km
y la distancia de C al rio mide 6 km.

Determina a qué distancia de A hay que situar el punto B para que el recorrido
completo sea el menor posible.
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Aplicaciones de la derivada

d=x+y C
100=36+d*—>d*=64—>d=28
y=8—-x—>d(B,C)=36+(8—x)’

> dB,0)=36+64+x>—16x= 0
= x* —16x + 100
Podemos expresar la distancia recorrida s A
y X

de la siguiente forma:

E(x)= x4+ 24 x> —16x 4+ 100

E'(X):1+22X;]6:O%~/X2—16x+100 =16—2x
Vx*—16x+100 — x* — 16X + 100 = 256 + 4X* — 64x

—3x’ —48x =156 =0 — x =11,46; x = 4,54

De las dos soluciones solo es valida x = 4,54.

A laizquierda de 4,54: E'(x) < 0 — E(x) decreciente, y a la derecha: £'(x) > 0
— E(x) creciente. Asi, en x = 4,54 se alcanza un minimo, por lo que para que
el trayecto sea el menor posible hay que situar B a 4,54 km de A.

La funcién de coste total de produccién de x unidades de un determinado producto

esC(x) = %xz + 6x + 192. Se define la funcién de coste medio por unidad como

C(x)

. ¢A qué nivel de produccién serd minimo el coste medio por unidad?

%XZ + 6x +192

x)=—
X
—x? =192 2 7
C'(x) = 3 S =0 —> x> =576 = x = +24. Solo es vélida
X 3x?
la solucion positiva, porque no se puede producir un nimero negativo de unidades.
C"(x) = 384 — C"(24) > 0 — En x = 24 se alcanza un minimo.

3
X
El coste medio por unidad serd minimo cuando se produzcan 24 unidades.

Halla un nimero xy tal que la suma de sus cifras sea 12 y de modo que la suma
del cubo de la cifra de las decenas y del triple del cuadrado de la cifra de las unidades
sea lo mas pequena posible.

X+y=12—->y=12—-x

La funcién que hay que minimizar es: S(x, y) = x*> + 3y’ — S(x) = x> + 3(12 — x)°
S(x)=3x—6(12—x)=0—>3x*—724+6x=0—>x=—6,x=14
S"(x)=6x+6

§"(—6) < 0 — En x = —6 se alcanza un maximo.

$"(4) > 0 = En x = 4 se alcanza un minimo.

Asi, las cifras del nimero que buscamos son: x = 4, y = 8

Por tanto, el nimero es 48.



SOLUCIONARIO

113 | Descomponer de forma razonada el nimero 90 en dos sumandos tales que
el resultado de sumar el cuadrado del primero y el doble del segundo sea minimo.

X+y=90—>y=90—x

Debemos minimizar esta funcion:

S, ¥)=x+2y = S(x) = x> +2(90 — x) = x> +180 — 2x = x* — 2x + 180
Sx)=2x—-2=0—->x=1

§"(x) =2 >0 — Enx=1sealcanza un minimo.

Asi, los dos sumandos que buscamos son x =1 ey = 89.

114 | Un vendedor de pdlizas de seguros tiene un sueldo fijo de 1.000 €, mas
una comisién que viene dada por la funcién 17x — 0,0025x% donde x representa
el nimero de pélizas vendidas. Si el vendedor tiene mensualmente un gasto general
de 200 €, mas otro de 5 € por pdliza contratada, calcular el nUmero de pdlizas
que debe contratar mensualmente para que su ganancia sea maxima.
¢A cuanto asciende dicha ganancia?

Sueldo: 1.000 4+ 17x — 0,0025x° Gasto: 200 + 5x
Ganancia: G(x) = 1.000 + 17x — 0,0025x> — 200 — 5x = —0,0025x> + 12x + 800

G'(x)=—0,0075x> +12=0—> x* = =1600 = x = 40

0,0075
G"(x) = —0,015x — G"(40) < 0 — Para que la ganancia sea méaxima se deben
contratar mensualmente 40 pdlizas.

G(40) = 1.120 — La ganancia obtenida serd de 1.120 €.

115 | Suponga que en su casa hay un cuarto de bafo
con ducha y otro con bafiera. Los caudales de agua
que salen por la ducha y por el grifo de la bafiera son,
respectivamente, de 12 litros/minuto y 9,6 litros/minuto.
Si decide banarse necesita tener abierto el grifo
de la banera durante 10 minutos para que se llene.
El agua caliente proviene de un termo eléctrico y calentarla
hasta la temperatura que le guste cuesta 0,01 € por litro.
El agua de la ducha se calienta con un calentador de gas
y calentarla a esa temperatura vale 0,8 céntimos de euro
por litro. ;Cudnto tiempo puede durar una ducha
para que le salga mas barato que darse un bafo?

En la bafiera entran 10 - 9,6 = 96 litros de agua
Llenar la bafiera cuesta: 96 - 0,01 = 0,96 €.

Si x es el nimero de minutos que el grifo de la ducha esta abierto, la funcion
del gasto viene dada por: G(x) = 12 - 0,008x = 0,096 x

El maximo de esta funcion debe ser menor que 0,96.

G(x) = 0,0096x < 0,9 — x < 0'226 — x <100

’

Los costes de la ducha y el bafio se igualarian a los 100 minutos.
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Aplicaciones de la derivada

116

117

Una discoteca abre sus puertas a las 10 de la noche sin ningun cliente y las cierra
cuando se han marchado todos. Se supone que la funcién representa el nimero de
clientes, n, en funcién del nimero de horas que lleva abierto, t, es N(t) = 80t — 10t

a) Determina a qué hora el nimero de clientes es maximo. ;Cudntos clientes
hay en ese momento?

b) ;A qué hora cerrara la discoteca?

a) Nt)=80—-20t=0—>t=4
N'(t) = —20 < 0 — Para t =4 se alcanza un maximo.
N(4) = 320 — 160 = 160
Asi, el nimero de clientes es maximo cuando pasan 4 horas desde que
la discoteca se abre, y en ese momento hay 160 clientes.
b) La discoteca cerrard cuando no quede ningun cliente.
N({t)=0— 80t —10t’ =0 > t(80 —10t) =0 >t =0,t =8
La discoteca cerrara cuando lleve 8 horas abierta, es decir, a las 6 de la mafiana.

El beneficio obtenido por una empresa, en miles de euros, viene dado por la funcion:

—5x? 4+ 40x —60 si0<x<6
f(x) =
(=15 15 si 6 <x <10
2
donde x representa el gasto en publicidad, en miles de euros.
a) Calcule el gasto en publicidad a partir del cual la empresa no tiene pérdidas.

b) Calcule el gasto en publicidad que produce maximo beneficio.
;Cual es ese beneficio maximo?

a) Enx=6lafunciones continua: f(6) =f(6") =0 f(6")=15—-15=0
—10x+40 si0<x<6
F(x) =
) % 56 < x <10

« En(0,6) > f(x)=0—>—-10x+40=0—>x=4
En (0, 4) = f'(x) > 0 — f(x) creciente

{Eﬂ 4, 6) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente
« En(6,10) = f'(x) > 0 — f(x) creciente
f(0) = —60 f(4) =20 f(6)=0 f(10) =10
—5x*+40x—60=0—>x=2,x=6
Asi, la funcién es negativa en (0, 2) y es positiva en (2, 6).
También es positiva en (6, 10).
Por tanto, la empresa no tendra pérdidas a partir de un gasto en publicidad
de 2.000 €.

b) El gasto en publicidad que produce el méximo beneficio es 4.000 €, siendo
este beneficio de 20.000 €.



SOLUCIONARIO

PREPARA TU SELECTIVIDAD

Se considera la curva de ecuacién y = , se pide la ecuacion de la recta

x2+1

tangente a dicha curva en el punto de abscisa x = 1.

4 2
2 (x? 4+ 1) 4
. 1 1
Ecuacioén de la recta tangente: y — 5 =x—1l-oy=x— 5

Dada la funcién f(x) = x® + 3x* — 4, calcula:
a) La pendiente de la recta tangente a la grafica de f, en el punto de abscisa x = —1.
b) Los intervalos de crecimiento y los de decrecimiento.
c) Los maximos relativos y los minimos relativos. ;Cuanto vale la funcién f
en estos puntos?

a) f(x)=3x+6x
f(—1) =3 —6 = —3 — La pendiente es —3.
b) f(xX)=0—=3x>+6x=0—=>xBx+6)=0—=>x=0,x=-2
e En(—o0, =2)U (0, +0) = f'(x) > 0 — f(x) creciente
« En(=2,0) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente
C) + Enx=—2sealcanza un maximoy f(—2) = 0.
« Enx =0 se alcanza un minimoy f(0) = —4.

2

Se considera la funcién f(x) = , siendo ay b parametros reales.

a—bx
a) Determine los valores de los parametros a y b para los que f(2) = —4 y la recta
tangente a la gréfica de f(x) en x = 6 es horizontal.
b) Paraa=1yb = —1,razone cuél es el dominio de f(x) y determine los intervalos
de concavidad y de convexidad y puntos de inflexién de f(x).

a) f2)=—-4—> 4 =—4->4=—-4a+8—>1=—-a+2b
a—2b
Flx) = 2x(a—bx) = x*(=b) _ 2xa—2bx> +bx* _ 2xa—bx’
(a—bx) (a—bx) (a—bx)?
Fl6)=0— 1292350 _ o 1a_36b=0—a=3b
(a — 6b)?
1==3b+2b>51=-b>b=-1>5a=-3
2
b) f(x)= —Domf=R—{-1
1+ x
2
fiix)= X +ox f'(x) = 2 = 0 — No presenta puntos de inflexion.
(x+17° (x 4+ 1)?
« En(—o0, —=1) = "(x) < 0 = f(x) convexa

« En(=1,+00) = "(x) > 0 — f(x) concava
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Aplicaciones de la derivada

4 | Laatencién ante un anuncio de televisién (en una escala del 0 al 100) de 3 minutos
de duracion se comporta segun la funcion A(f) = —10t* 4 40t + 40, con 0 < t < 3.

a) ¢A cuantos minutos de comenzar el anuncio se presta la maxima atencién?
b) Cuando finaliza el anuncio, ;en qué punto de la escala de atencion se esta?
c) ;En qué punto de la escala de atencién se esta transcurridos 90 segundos?

a) A’(t):*20f+4020_)[:ﬂ:2
20
A"(t) = —20 < 0 — En t = 2 se alcanza un maximo.

A los dos minutos de comenzar se presta la maxima atencion, siendo su valor 80.
b) t=3— AB)=-90+1204+40 =70

En una escala del 0 al 100 estd en el punto 70.
¢ 90s=15min— A(1,5) = —-22,54 60+ 40 = 77,5

En una escala del 0 al 100 esta en el punto 77,5.

5 | Determinar las condiciones mas econdmicas de una piscina abierta al aire,
de volumen 32 m?* con un fondo cuadrado, de manera que la superficie de
sus paredes y del suelo necesite la cantidad minima de material.

Sean x el lado de la base e y la profundidad de la piscina, cumpliendo que:

Xzy:32%y:3—§
X

S(X,y):XZ+4Xy—>5(x):xz+4x.%zxz+ﬁ
X X
5’(x):2x—@:0%2x3—128:O—>X3:64%)(:4
X
" 256 . .
S (X):2+—3—>5 (4) > 0 = En x = 4 se alcanza un minimo.
X
32
X=4—>y=—"=2
Y 16

Asi, cada lado de la base de la piscina debe medir 4 metros y su profundidad
serd de 2 metros.

6 | Una feria ganadera permanece abierta desde las 10 a las 20 horas. Se ha comprobado
que el numero de visitantes diarios queda determinado, como funcién de la hora
del dia, a través de la expresion N(t) = —20(A —t)* + B, si 10 <t < 20.
Sabiendo que a las 17 horas alcanza el nUmero maximo de 1.500 visitantes,
determinar las constantes Ay B. Justificar la respuesta.

N(17) = —20(A—17)" + B =1.500 — —20(A” + 289 — 34A) + B = 1.500
— —20A% — 5780 + 680A + B = 1.500
— —20A” + 680A + B =7.280

N'(t) =40(A—t) > N'(17) =40(A—=17) =05 A—-17=0>A=17

—20-289 4115604 B =7.280 = B = 7.280 —11.560 + 5.780 — B = 1.500



SOLUCIONARIO

Se estima que los beneficios mensuales de una fabrica de golosinas, en miles
de euros, vienen dados por la funcién f(x) = —0,1x* 4+ 2,5x — 10, cuando
se venden x toneladas de producto. Se pide:

a)

Calcular la cantidad de toneladas que se ha de vender para obtener el beneficio

maximo y calcular este. Justificar que es maximo.

La cantidad minima que se ha de vender para no tener pérdidas.

;Qué cantidad produce el maximo beneficio por tonelada vendida?
Calcular el maximo beneficio y justificar que es maximo.

a)

f(x)=—02x4+25=0—> x = 22 =125

f"(x) = —0,2 < 0 — Enx = 12,5 se alcanza un maximo.

f(12,5) = —15,625 + 31,25 —10 = 5,625

Para obtener el médximo beneficio se han de vender 12 toneladas y media,
siendo el beneficio de 5,625 miles de euros.

Estudiamos cuando el beneficio es 0, ya que entonces no habra pérdidas.
f(x)=0—=—0,1x* +25x—=10=0—-x=05x=20

Por tanto, la cantidad minima que tenemos que vender es 5 toneladas.

La funcién que nos da el beneficio por tonelada vendida es:

—0,1x* +2,5x =10

g(x) =
X

_ 2

gy =0 H10 e 19 450 = 110
x? 0,1
Y —20
g"(x) =—;
X

g"(—=10) > 0 — En x = —10 se alcanza un minimo.

g"(10) < 0 = En x = 10 se alcanza un maximo.

Para producir el maximo beneficio por tonelada vendida hay que vender
10 toneladas.

5
g(10)=—==0,5
10

Por tanto, el beneficio serd de 500 €.
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