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Presentacion

El nombre de la serie, La Casa del Saber, responde al plantea-
miento de presentar un proyecto de Matematicas centrado en la
adquisicion de los contenidos necesarios para que los alumnos
puedan desenvolverse en la vida real. El saber matematico debe
garantizar no solo la interpretacion y la descripcion de la realidad,
sino también la actuacion sobre ella.
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En este sentido, y considerando las matematicas a estos niveles
como una materia esencialmente procedimental, recogemos en
este material la resolucion de todos los ejercicios y problemas
formulados en el libro del alumno. Pretendemos que esta resolu-
cion no sea solo un instrumento sino que pueda entenderse como
una propuesta didactica para enfocar la adquisicion de los distin-
tos conceptos y procedimientos que se presentan en el libro del
alumno.
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OBJETIVOS

Identificar los elementos de una matriz y clasificarla atendiendo a distintos criterios.

Calcular la matriz suma y la matriz resta de dos o mas matrices del mismo orden.

Hallar, en los casos en que sea posible, el producto de dos o més matrices, asi como
las potencias de distintos érdenes de una matriz cuadrada.

Obtener la matriz traspuesta de una matriz dada.
Determinar si una matriz es simétrica o antisimétrica.

Determinar el rango de una matriz utilizando el método de Gauss

Obtener la matriz inversa de una dada a partir de la definicién de matriz inversa
y por el método de Gauss-Jordan.

CONTENIDOS

Conceptos

Elementos de una matriz. Clasificaciéon de matrices.
Operaciones con matrices:

- Suma y resta de matrices. Propiedades.

— Producto de una matriz por un nimero. Propiedades.
- Producto de matrices. Propiedades.

Matriz traspuesta. Matriz simétrica y antisimétrica.
Rango de una matriz. Método de Gauss.

Matriz inversa. Método de Gauss-Jordan.

Procedimientos

Utilizacion de los conceptos de matriz, elemento, dimension y diagonal principal,
e identificacion y utilizacion de los distintos tipos de matrices.

Determinacion de la igualdad de dos matrices y cdlculo de la matriz traspuesta
y la matriz simétrica de una dada.

Realizacion de sumas y productos de matrices (cuando sea posible) y de multiplicaciones

de una matriz por un nimero.

Determinacion del rango de una matriz analizando la dependencia o independencia lineal

de sus filas o columnas.

Célculo del rango de una matriz utilizando el método de Gauss.
Célculo de la matriz inversa mediante su definicion.

Célculo de la matriz inversa utilizando el método de Gauss-Jordan.




Actitudes

« Valoracion de la utilidad de las matrices en distintos contextos reales.

« Gusto por la resolucion ordenada de operaciones con matrices.

«+ Sensibilidad ante la necesidad de realizar cuidadosamente los calculos con matrices.

CRITERIOS DE EVALUACION

Utilizar los conceptos de matriz, elemento, dimensién y diagonal principal.

Determinar la igualdad de dos matrices.

Identificar los distintos tipos de matrices.
Calcular la matriz traspuesta y la matriz simétrica de una dada.

Realizar sumas, productos de matrices y multiplicaciones de una matriz por un ndmero.

Calcular el rango de una matriz por el método de Gauss.

Calcular la matriz inversa de una matriz dada, aplicando la definicién o por el método
de Gauss-Jordan.



2 Determinantes

OBJETIVOS

Reconocer el significado del determinante de una matriz cuadrada.

Obtener los valores numéricos de determinantes de orden 2 y de orden 3, aplicando
la regla de Sarrus.

Utilizar las propiedades de los determinantes para simplificar su célculo.

Calcular el menor complementario y el adjunto de un elemento cualquiera de una matriz
cuadrada.

Obtener el valor de un determinante mediante el desarrollo por los elementos de una fila
o de una columna.

Calcular el valor de un determinante de cualquier orden haciendo ceros.

Aplicar los determinantes para obtener el rango de una matriz.

Utilizar los determinantes para decidir si una matriz tiene inversa y, en caso afirmativo,
calcularla.

CONTENIDOS

Conceptos

= Determinantes de orden 2 y 3. Regla de Sarrus.
= Menor complementario y adjunto.

« Determinantes de cualquier orden.

= Rango de una matriz.

» Matriz adjunta de una matriz dada.

Procedimientos

Calculo del valor de un determinante de orden 2.

Aplicacion de la regla de Sarrus para obtener el valor del determinante asociado
a una matriz cuadrada de orden 3.

Utilizacion de las propiedades para simplificar el calculo de determinantes.

Obtencion del menor complementario y del adjunto de un elemento cualquiera
de una matriz cuadrada.

Desarrollo de un determinante por los adjuntos de los elementos de una linea.
Determinacion de todos los menores de un orden dado de una matriz cuadrada.

Célculo del valor de un determinante de cualquier orden haciendo ceros.

Obtencion del rango de una matriz, hallando el orden de su mayor menor no nulo.

Obtencién de la matriz adjunta de una matriz.

Célculo de la matriz inversa de una matriz cuadrada dada, obteniendo la matriz traspuesta
de su matriz adjunta y dividiéndola por el valor del determinante.



Actitudes

Curiosidad e interés por la resolucion de problemas que impliquen célculos con determinantes,
confiando en las propias capacidades para resolverlos.

Perseverancia y flexibilidad en la resolucion de problemas de determinantes.

CRITERIOS DE EVALUACION

Calcular el valor de un determinante de orden 2.

Aplicar la regla de Sarrus para calcular el valor de un determinante de orden 3.

Aplicar las propiedades de los determinantes para simplificar los calculos.

Obtener el menor complementario y el adjunto de un elemento cualquiera
de una matriz cuadrada.

Desarrollar un determinante por los adjuntos de los elementos de una linea.
Calcular el valor de un determinante de cualquier orden haciendo ceros.

Determinar todos los menores de un orden dado de una matriz cuadrada.

Obtener el rango de una matriz.

Determinar la matriz adjunta de una matriz dada.
Calcular la matriz inversa de una matriz dada.
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3 Sistemas de ecuaciones lineales

OBJETIVOS

« Resolver sistemas mediante su transformacién en sistemas escalonados.

« Analizar, discutir y resolver por el método de Gauss sistemas de ecuaciones lineales
y sistemas dependientes de un pardmetro.

« Expresar sistemas de ecuaciones lineales utilizando matrices.

« Analizar la compatibilidad e incompatibilidad de los sistemas de ecuaciones aplicando
el teorema de Rouché-Frébenius.

« Aplicar la regla de Cramer para resolver sistemas de ecuaciones.

« Discutir la compatibilidad y resolver sistemas de ecuaciones lineales homogéneos.

« Analizar, discutir y resolver sistemas de tres ecuaciones dependientes de pardmetros.
« Discutiry resolver sistemas con distinto nimero de ecuaciones que de incégnitas.

CONTENIDOS

Conceptos

« Sistemas de ecuaciones lineales. Sistemas de ecuaciones escalonados.

« Método de Gauss para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales.
= Teorema de Rouché-Frébenius.

» Regla de Cramer.

« Sistemas homogéneos.

« Sistemas con distinto nUmero de ecuaciones que de incognitas.

= Sistemas dependientes de un parametro.

Procedimientos
« Transformacién de un sistema en otro equivalente escalonado y resolucion del mismo.
« Aplicacién del método de Gauss a la resolucion y discusion de sistemas de ecuaciones lineales.

Discusion y resolucion de sistemas de ecuaciones que tengan distinto nimero de ecuaciones
que de incégnitas.

Resolucién de sistemas de ecuaciones dependientes de un pardmetro utilizando el método
de Gauss y discusion de sus soluciones en funcién de los valores de este.

Resolucidn de sistemas por métodos matriciales, mediante la matriz inversa.

Discusion y clasificacion de sistemas de ecuaciones, aplicando el teorema de Rouché-
Frobenius, a partir del rango de la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada.

Utilizacion de la regla de Cramer para resolver sistemas de ecuaciones con igual nimero
de ecuaciones que de incégnitas y con determinante distinto de cero.

Discusion y resolucién de sistemas homogéneos.

Discusion y resolucién de sistemas dependientes de pardmetros.



Actitudes

« Valoracion de la utilidad del lenguaje algebraico para representar, comunicar
y resolver situaciones cotidianas.

Valoracién de la necesidad de interpretacion critica de las soluciones obtenidas.

Confianza en las propias capacidades para resolver problemas.

CRITERIOS DE EVALUACION

Aplicar correctamente el lenguaje algebraico para expresar situaciones de la vida cotidiana.
» Obtener sistemas de ecuaciones equivalentes a uno dado por distintos procedimientos.

» Resolver un sistema de ecuaciones mediante su transformacion en sistemas escalonados.

= Aplicar el método de Gauss para estudiar y resolver sistemas.

» Resolver sistemas de ecuaciones mediante métodos matriciales.

« Discutiry clasificar sistemas de ecuaciones aplicando el teorema de Rouché-Frobenius.

« Utilizar correctamente la regla de Cramer.

« Discutir y resolver sistemas de ecuaciones homogéneos.

« Discutir y resolver sistemas de ecuaciones dependientes de pardmetros.
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4 Geometria en el espacio

OBJETIVOS

Determinar los elementos de un vector en el espacio.

Utilizar el concepto de combinacion lineal de vectores para establecer cudndo un vector
depende linealmente de otros.

Analizar cudndo varios vectores en el espacio son linealmente independientes
o dependientes.

Encontrar las coordenadas de un vector en una base y determinarlas cuando se cambia
de base.

Reconocer y determinar las distintas formas de expresar la ecuacion de una recta
en el espacio.

Reconocer y determinar las distintas formas de expresar la ecuaciéon de un plano
en el espacio.

Analizar las posiciones relativas de dos rectas en el espacio.

Interpretar y resolver problemas de posiciones relativas de un plano y una recta
en el espacio.

Determinar las posiciones relativas de dos o tres planos en el espacio.

CONTENIDOS

Conceptos
» Vectores en el espacio. Médulo, direccién y sentido.
« Combinacion lineal de vectores. Dependencia e independencia lineal de vectores.

Base y dimension de un espacio vectorial.

Coordenadas de un vector.

Ecuaciones de la recta en el espacio.

Ecuaciones del plano.

Posiciones relativas de dos rectas en el espacio.

Posiciones relativas de recta y plano en el espacio.

Posiciones relativas de dos planos en el espacio.

Posiciones relativas de tres planos en el espacio.

Procedimientos

« Utilizacion del concepto de vector y calculo de sus elementos.

« Realizacion de sumas de vectores libres y producto de un nimero por un vector.
» Obtencién de combinaciones lineales de vectores, matrices y polinomios.

Calculo de las coordenadas de un vector en una base cualquiera y en la base candnica.

= Obtencién de la ecuacion de una recta en forma vectorial, paramétrica, continua y cartesiana
o implicita, pasando de unas formas a otras.



Obtencién de la ecuacion del plano en forma vectorial, paramétrica y general, pasando
de unas formas a otras.

Anélisis de la posicion relativa de dos rectas en el espacio, expresadas mediante dos puntos,
un punto y un vector director, o mediante ecuaciones paramétricas, continuas o generales.

« Determinacion de la posicion relativa de dos planos en el espacio, mediante el andlisis
de las matrices asociadas a las ecuaciones generales de los planos.

« Determinacion de las posiciones relativas de tres planos, obteniendo las matrices del sistema
formado por las ecuaciones generales de los planos y aplicando correctamente el teorema
de Rouché-Frébenius.

Estudio de la posicion relativa de planos y rectas en el espacio mediante métodos matriciales
y algebraicos.

Actitudes
«+ Valoracién de la presencia de vectores en la realidad.
« Comprender el lenguaje geométrico en informaciones de todo tipo.

CRITERIOS DE EVALUACION

» Determinar el moddulo, direccion y sentido de un vector en el espacio.
» Obtener combinaciones lineales de vectores.
Determinar la relacion de linealidad entre dos vectores.

Calcular las coordenadas de un vector en una base cualquiera y en la base candnica.

Expresar la ecuacion de una recta en forma vectorial, paramétrica, continua y cartesiana
o implicita, pasando de una forma a otra correctamente.

» Obtener la ecuacién de la recta que pasa por dos puntos, eligiendo uno de los puntos
y calculando un vector director de la misma.

Expresar la ecuacion de un plano en forma vectorial, paramétrica y general, pasando
de una forma a otra correctamente.

Estudiar la posicion relativa de dos rectas en el espacio, distinguiendo la forma en que estan
expresadas, asi como el procedimiento mas adecuado para aplicar en cada caso.

Analizar la posicidn relativa de planos y rectas en el espacio aplicando métodos matriciales
(teorema de Rouché-Frébenius) y algebraicos (andlisis del valor del pardmetro).

Determinar la posicion relativa de dos planos en el espacio, analizando las matrices asociadas
a las ecuaciones de los planos.

Aplicar correctamente el teorema de Rouché-Frébenius para analizar la posicion relativa
de tres planos en el espacio.

13
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5 Producto escalar

OBJETIVOS

Expresar analiticamente el producto escalar de vectores.

Aplicar el producto escalar a la determinacién de dngulos entre vectores.

Calcular vectores perpendiculares a uno dado.

Determinar la perpendicularidad entre planos y rectas.

Determinar las ecuaciones de un haz de planos secante y perpendicular a una recta.

Calcular el dngulo que forman dos rectas, dos planos y una recta y un plano.

Calcular las coordenadas de la proyeccién ortogonal de un punto sobre una recta
o sobre un plano.

» Determinar la ecuacion de la proyeccion ortogonal de una recta sobre un plano.

« Establecer estrategias para determinar las coordenadas de un punto simétrico de otro
respecto de una recta o de un plano.

» Determinar distancias entre dos puntos, de un punto a un planoy de un punto

auna recta.
« Hallar distancias entre planos y entre rectas determinando previamente sus posiciones
relativas.
CONTENIDOS
Conceptos

» Producto escalar de dos vectores: definicién, interpretaciéon geométrica y expresion analitica.

« Aplicaciones del producto escalar: dngulo entre dos vectores, célculo de vectores
perpendiculares, vector perpendicular a un plano.

= Haces de planos.
«+ Angulo que forman dos rectas y dos planos.
- Angulo entre una recta y un plano.

« Proyeccién ortogonal de un punto sobre una recta o un plano. Proyeccion ortogonal
de una recta sobre un plano.

= Punto simétrico respecto de otro punto, una recta o de un plano.
« Distancia entre un punto y otro punto, una recta o un plano.
« Distancia entre dos planos y entre dos rectas.

Procedimientos

« Expresion analitica del producto escalar entre dos vectores, analisis de sus propiedades
e interpretacion geométrica del modulo del producto escalar.

» Obtencién del producto escalar entre dos vectores y utilizacién de sus propiedades para
resolver distintos problemas: angulo entre dos vectores, calculo de vectores perpendiculares. ..

« Calculo de las ecuaciones de los haces de planos secantes y perpendiculares a una recta.



«» Determinacion del dangulo que forman dos rectas, dos planos o una rectay un plano.

» Obtencién de la proyeccién ortogonal de un punto sobre una recta o un plano,
y de una recta sobre un plano.

= Obtencién del punto simétrico de otro respecto de otro punto, una recta o un plano.
» Cdlculo de la distancia entre dos puntos, de un punto a un plano y de un punto a una recta.

» Obtencién de la distancia entre dos planos paralelos, entre una recta y un plano
y entre dos rectas.

Actitudes
« Valorar laimportancia de las representaciones gréficas para obtener y comunicar informacién.
= Gusto por la realizaciéon cuidadosa de los cdlculos con vectores.

CRITERIOS DE EVALUACION

Calcular el producto escalar de dos vectores expresados en coordenadas.

Determinar el dngulo entre dos vectores utilizando el producto escalar.

.

Determinar el vector normal a un plano.

Calcular rectas o planos perpendiculares a otras rectas u otros planos.

Hallar las ecuaciones de los haces de planos secantes y perpendiculares a una recta.

Calcular el dngulo entre dos rectas, dos planos o una recta y un plano.

Determinar las coordenadas de la proyeccion ortogonal de un punto sobre una recta
o un plano.

.

Calcular las ecuaciones de la proyeccion ortogonal de una recta sobre un plano.

Hallar las coordenadas del punto simétrico de otro respecto de otro punto, una recta
o un plano.

Calcular la distancia de un punto a otro punto, una recta o un plano.

Determinar la distancia entre dos rectas, dos planos o una recta y un plano.

15
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6 Productos vectorial y mixto

OBJETIVOS

« Expresar analiticamente el producto vectorial de vectores.

« Aplicar el producto vectorial al célculo de bases ortogonales y al calculo del vector director
de una recta.

« Expresar analiticamente el producto mixto de vectores.

« Aplicar el producto mixto al célculo del volumen de un paralelepipedo y de un tetraedro
definido por tres vectores.

» Determinar el drea un paralelogramo definido por dos vectores.
« Calcular la distancia de un punto a una recta utilizando el producto vectorial.
« Calcular la distancia entre dos rectas que se cruzan utilizando el producto mixto.

« Determinar el lugar geométrico de los puntos del espacio que cumplen ciertas
propiedades.

« Calcular la ecuacion de una esfera.
« Determinar las posiciones relativas de un plano o una recta con una esfera.
« Hallar las ecuaciones de la recta tangente y normal a un punto de una esfera.

CONTENIDOS

Conceptos
« Producto vectorial de vectores: definicion, interpretacién geométrica y expresiéon analitica.

= Aplicaciones del producto vectorial: cdlculo de bases ortogonales, calculo del vector director
de una recta, areas de figuras planas en el espacio, distancia entre un punto y una recta...

« Producto mixto de vectores: definicion, interpretacion geométrica y expresion analitica.

» Aplicaciones del producto mixto: volumen de un paralelepipedo y de un tetraedro, distancia
entre dos rectas que se cruzan...

+ Lugares geométricos en el espacio.
« Esferas. Posiciones relativas entre rectas, planos y esferas.
» Recta tangente y normal a un punto de una esfera.

Procedimientos

» Expresion del producto vectorial entre dos vectores, interpretacion geométrica y expresion
en coordenadas.

« Aplicaciéon del producto vectorial para calcular un vector perpendicular a otros dos.

« Aplicacién del producto vectorial para hallar el drea de un paralelogramo y de un tridngulo,
conocidas las coordenadas de sus vértices.

= Determinacion del producto mixto entre dos vectores, interpretacién geométrica y expresion
en coordenadas.

» Calculo mediante el producto mixto del volumen de un paralelepipedo y de un tetraedro.



Determinacion de la distancia entre dos rectas que se cruzan utilizando el producto mixto.
Célculo del radio y el centro de una superficie esférica.

Determinacion de la posicién relativa de un plano o de una recta respecto de una superficie
esférica.

Determinacion de la recta tangente o normal a un punto de una superficie esférica.

Actitudes

.

Valorar la importancia de las representaciones gréficas para obtener y comunicar
informacion.

CRITERIOS DE EVALUACION

Expresar analiticamente el producto vectorial y mixto de vectores.
Determinar del vector director de una recta utilizando el producto vectorial.
Determinar el drea un paralelogramo definido por dos vectores.

Aplicar el producto mixto al calculo del volumen de un paralelepipedo y de un tetraedro
definido por tres vectores.

Calcular la distancia de un punto a una recta utilizando el producto vectorial y la distancia
entre dos rectas que se cruzan utilizando el producto mixto.

Determinar el lugar geométrico de los puntos del espacio que cumplen ciertas propiedades.
Calcular el radio y el centro de una esfera.

Determinar las posiciones relativas de un plano o una recta con una esfera comparando
distancias y el radio de la esfera.

Hallar las ecuaciones de la recta tangente y normal a un punto de una esfera.
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7 Limites y continuidad

OBJETIVOS

Determinar, si existe, el limite de una sucesion de nimeros reales.

Aplicar la definicion de limite de una sucesién a la resolucion del limite de una sucesién
de numeros reales.

Determinar el valor del limite de una funcién en el infinito.

Aplicar la definicion de limite de una funcién en el infinito a la resolucién de limites
de funciones.

Aplicar las operaciones con limite: suma, diferencia, producto y cociente, en la resolucion
de limites.

Determinar el limite de una funcion en un punto y obtener sus limites laterales.

Resolver indeterminaciones de distinto tipo a la hora del calculo de limites.

Analizar la continuidad de una funcién en un punto, verificando si los limites laterales son
iguales al valor que toma la funcién en ese punto.

Determinar los puntos de discontinuidad de una funcién, y el tipo de discontinuidad
que presentan.

Aplicar los teoremas de Bolzano y de Weierstrass a la resolucién de problemas
en los que intervengan funciones continuas.

CONTENIDOS

Conceptos

Limite de una sucesion.

Limite de una funcion en el infinito.

Operaciones con limites.

Limites infinitos y en el infinito. Indeterminaciones.
Limites laterales.

Continuidad de una funcién en un punto y en un intervalo.

Tipos de discontinuidades.

Teoremas de Bolzano y de Weierstrass.

Procedimientos

= Determinacion, si existe, del limite de una sucesién de nimeros reales de la que conocemos
su término general.

» Determinacion, si existe, del limite de una funcion en un punto de manera aproximada
y de forma exacta.

« Célculo del limite de la suma, diferencia, producto y cociente de funciones, y del producto
de un nimero por una funcion.

- Limite de funciones potenciales, exponenciales y racionales.

18



» Obtencién de los limites laterales de una funcién en un punto.
» Resolucién de indeterminaciones en el célculo de limites.

= Andlisis de la continuidad de una funcién en un punto, verificando si se cumple
que los dos limites laterales son iguales al valor de la funcién en ese punto.

« Evaluacion de la continuidad de una funcién en un intervalo.
« Estudio de las discontinuidades de una funcion, determinando de qué tipo son.

= Aplicacién de los teoremas de Bolzano y de Weierstrass a la resolucion de distintos problemas
en los que intervengan funciones continuas.

Actitudes

» Reconocimiento de la utilidad del estudio de los limites y la continuidad de funciones
en los distintos contextos del desarrollo cientifico.

CRITERIOS DE EVALUACION

Calcular, si existe, el limite de una sucesidon de nimeros reales.

Calcular el limite, si existe, de una funcion en el infinito.

Aplicar las operaciones con limites para resolver limites de funciones.

Determinar el limite de una funcién en un punto.

Calcular los limites laterales de una funcién en un punto.

) L ) 0 . 0
Resolver indeterminaciones de los tipos: Pl 1%y —.
0

Estudiar la continuidad de una funcién en un punto.
Estudiar la continuidad de una funcién en un intervalo.

Determinar las discontinuidades de una funcién y estudiar el tipo al que pertenecen.

Aplicar e interpretar geométricamente el teorema de Bolzano para funciones continuas.
« Aplicar e interpretar geométricamente el teorema de Weierstrass para funciones continuas.
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8 Derivada de una funcion

OBJETIVOS

Utilizar la tasa de variacion media de una funcién para interpretar situaciones de la vida
cotidiana.

Obtener la derivada de una funcién en un punto y sus derivadas laterales.

Obtener la ecuacién de la recta tangente y la recta normal a una funcién en un punto.

Analizar la continuidad y derivabilidad de una funcién en un punto, teniendo en cuenta
las relaciones entre ambas.

Calcular la funcién derivada de una funcién, asi como las derivadas sucesivas.

Calcular derivadas usando las reglas de derivacion.

Obtener derivadas de operaciones con funciones.

Aplicar la regla de la cadena al cdlculo de la derivada de una funcién compuesta.

Calcular la derivada de las funciones potenciales, exponenciales, logaritmicas
y trigonométricas.

Utilizar las técnicas de derivacién para calcular la derivada de algunas funciones.

CONTENIDOS

Conceptos

» Tasa de variacion media.
» Derivada de una funcién en un punto.

Interpretacion geométrica.
Derivadas laterales.
Continuidad y derivabilidad.
» Funcién derivada.

Derivada de la suma y de la diferencia de funciones.

Derivada del producto y cociente de funciones.

Regla de la cadena.

Derivadas de funciones potenciales, exponenciales, logaritmicas, trigonométricas
e implicitas.

Procedimientos

» Obtencién de la funcion derivada y de las derivadas sucesivas de una funcion.
« Célculo de las derivadas laterales de una funcion en un punto.

= Andlisis de la continuidad y derivabilidad de una funcién en un punto a partir de las relaciones
entre ambas.

= Deduccion y aplicacion de las reglas de derivacién para obtener la derivada de la suma,
diferencia, producto y cociente de funciones.



Utilizacion de la regla de la cadena para obtener la funcién derivada de distintas funciones
compuestas.

Deduccién y aplicacion de las reglas de derivacién para obtener funciones derivadas
de funciones potenciales, exponenciales, logaritmicas, trigonométricas e implicitas.

Actitudes

Reconocimiento de la utilidad del estudio de la continuidad y derivabilidad de funciones
en los distintos contextos del desarrollo cientifico.

Valoracion del lenguaje gréfico a la hora de tratar la informacion.

Capacidad para formularse preguntas nuevas explorando al maximo un fenémeno
o situacion.

CRITERIOS DE EVALUACION

Hallar la tasa de variacion media de una funcion en un intervalo.

Determinar la derivada de una funcién en un punto, y sus derivadas laterales.

Utilizar la interpretacién geométrica de la derivada para resolver problemas.

Obtener la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a una funcién en un punto.
Analizar la continuidad y derivabilidad de una funcién en un punto.

Obtener la funcion derivada de una funcién elemental.

Calcular derivadas sucesivas de una funcion.

Calcular derivadas de operaciones con funciones, y aplicar la regla de la cadena para hallar
derivadas de funciones compuestas.

Obtener la derivada de las funciones potenciales, exponenciales, logaritmicas, trigonométricas,
y de funciones compuestas de estas.

Calcular la derivada de una funcién expresada en forma implicita.
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9 Aplicaciones de la derivada

OBJETIVOS

Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una funcién a partir del signo
de su derivada primera.

Obtener los méximos y los minimos de una funcién a partir de sus derivadas primera
y segunda.

Determinar los intervalos de convexidad y concavidad de una funcién, asi como
sus puntos de inflexion, mediante el estudio de su derivada segunda.

Conocer los pasos que hay que seguir para optimizar una funcién dada.

Optimizar funciones.

Reconocer los teoremas fundamentales del célculo diferencial: teoremas de Rolle,
Lagrange y Cauchy, asi como sus aplicaciones en diferentes contextos.

Aplicar los teoremas anteriores a la resolucion de problemas.

Determinar la regla de 'Hopital y su aplicacion al calculo de limites.

CONTENIDOS

Conceptos

= Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.

» Convexidad y concavidad. Puntos de inflexion.

= Optimizacion.

« Teoremas de Rolle, Lagrange y Cauchy. Aplicaciones.

.

Regla de 'Hopital.

Procedimientos

» Determinacion de los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una funcién
a partir del signo de su derivada primera.

» Obtencién de los puntos criticos de una funcion y de sus méximos y minimos
a partir de sus derivadas primera y segunda.

« Determinacion de los intervalos de convexidad y concavidad de una funcion,
y de sus puntos de inflexion, mediante el estudio de su derivada segunda.

= Resolucién de problemas reales de optimizacion de funciones.

= Reconocimiento de los teoremas del célculo diferencial (teoremas de Rolle, Lagrange y Cauchy)
y su aplicacion en la resolucion de problemas.

- Aplicacién de la regla de U'HOpital para resolver indeterminaciones en el célculo de limites
de funciones derivables.



Actitudes
= Valoracion de la presencia de las derivadas en la vida real.

» Gusto por la presentacion clara y ordenada de los desarrollos necesarios en el célculo
de derivadas.

CRITERIOS DE EVALUACION

Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una funcion.

Obtener los maximos y los minimos de una funcion.

Determinar los intervalos de concavidad y convexidad de una funcion.

Hallar los puntos de inflexion de una funcion.

Resolver problemas reales de optimizacion de funciones: maximizar y minimizar.

« Comprendery aplicar en problemas reales los teoremas de Rolle, Lagrange y Cauchy.

Aplicar la regla de U'Hopital para resolver indeterminaciones en el calculo de limites
de operaciones con funciones derivables.
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O Representacion de funciones

OBJETIVOS

o Obtener el dominio y puntos de corte con los ejes de una funcion.

« Determinar si una funcién es simétrica.

« Estudiar si una funcion es periddica y, en caso de que lo sea, calcular su periodo.
» Determinar las asintotas verticales, horizontales y oblicuas.

« Obtener los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y minimos
a partir del estudio de la derivada primera.

« Calcular los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexién a partir
del estudio de la derivada segunda.

» Representar graficamente una funcion.

CONTENIDOS
Conceptos
= Dominio y puntos de corte con los ejes.
= Simetrfas.
« Periodicidad.

» Ramas infinitas. Asintotas.
« Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.

» Convexidad y concavidad. Puntos de inflexion.

Funciones polindmicas, racionales, con radicales, exponenciales, logaritmicas y definidas
a trozos.

Procedimientos

» Obtencién del dominio y puntos de corte con los ejes de una funcién dada.
« Estudio de las simetrias de una funcion.

» Determinacion del periodo de una funcién periddica.

» Célculo de las asintotas verticales, horizontales y oblicuas de una funcion.

» Determinacion de los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una funcién
a partir del signo de su derivada primera.

« Obtencién de los méximos y minimos de una funcién a partir de sus derivadas primera
y segunda.

= Determinacion de los intervalos de convexidad y concavidad de una funcién, y de sus puntos
de inflexion, mediante el estudio de su derivada segunda.

» Representacién grafica de funciones polindmicas, racionales, con radicales, exponenciales,
logaritmicas y definidas a trozos utilizando todos los elementos anteriores.



Actitudes

» Reconocimiento de la utilidad del lenguaje grafico como medio para el estudio
y comprensién de fendmenos de la vida real.

Aprecio de los medios tecnolégicos como herramienta para analizar la realidad.

CRITERIOS DE EVALUACION

Hallar el dominio, las simetrias y los puntos de corte con los ejes de una funcién.

Determinar si una funcion es periddica.

Calcular las asintotas horizontales, verticales y oblicuas de una funcién, y determinar la posicion
relativa de la gréfica de una funcién respecto a ellas.

Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una funcién.
» Obtener los maximos y los miimos de una funcion.

Determinar los intervalos de concavidad y convexidad de una funcion.

Hallar los puntos de inflexién de una funcion.

Representar graficamente una funcién a partir del estudio de sus propiedades.
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Integrales indefinidas

OBJETIVOS

Establecer la relacion entre una funcion y su posible funcién primitiva, realizando
la derivada.

Obtener funciones primitivas de funciones sencillas.

Utilizar las propiedades de la integral indefinida para resolver distintos problemas.

Determinar las integrales inmediatas de las funciones simples y compuestas.

Utilizar el método de integracién por partes para resolver integrales.

Resolver integrales de funciones racionales atendiendo al nimero y el caracter de las raices
del polinomio del denominador.

Resolver integrales aplicando el método de sustitucion o cambio de variable.

CONTENIDOS

Conceptos

« Primitiva de una funcion.

« Integral de una funcion.

= Integral de funciones elementales.

« Integracion por partes.

« Integracion de funciones racionales.
« Integracién por cambio de variable.

Procedimientos

» Comprobacion, realizando la derivada, de la relacion entre una funcion y su posible funcién
primitiva, y obtencién de funciones primitivas de funciones sencillas a partir de las reglas
de derivacion.

Obtencion de las integrales inmediatas de las funciones simples y compuestas mds conocidas,
aplicando las férmulas pertinentes en cada caso.

Utilizacion del método de integracion por partes para resolver integrales de un producto,
estableciendo los factores de manera correcta para que la integral resultante sea sencilla.

Resolucion de integrales de funciones racionales, reduciéndolas a la integral de una funcion
racional con el grado del numerador menor que el grado del denominador, y analizando

el tipo de raices y la multiplicidad de este.

Resolucién de integrales aplicando el método de sustitucion o cambio de variable,
determinando el cambio mas adecuado y obteniendo una integral mas sencilla

que la de partida.

Actitudes

= Sensibilidad y gusto por la presentacion clara y ordenada de los calculos numéricos.
» Confianza en las propias capacidades para afrontar problemas y realizar célculos.



CRITERIOS DE EVALUACION

Comprobar, mediante derivacion, si una funcién es o no primitiva de una funcién dada.

Calcular las funciones primitivas de funciones sencillas a partir de las reglas de derivacion.

Obtener integrales inmediatas de funciones sencillas o compuestas.
Resolver integrales utilizando el método de integracién por partes.

Resolver integrales de funciones racionales, analizando el grado del numerador
y del denominador, y estudiando el tipo de raices del denominador.

Resolver integrales aplicando el cambio de variable.
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Integrales definidas

OBJETIVOS

« Obtener aproximaciones del drea encerrada por una curva a través de la suma de las areas
de los rectdngulos inscritos y circunscritos.

« Utilizar la integral definida y sus propiedades para resolver distintos problemas.

« Relacionar los conceptos de integral definida e indefinida utilizando el teorema del célculo
integral.

« Aplicar la regla de Barrow para obtener la integral definida de distintas funciones.

» Obtener el drea de una regién limitada por una funcién, el eje OXy las rectas x=ay x= b,
asi como el drea comprendida entre dos curvas.

« Calcular el volumen de un cuerpo de revolucion utilizando integrales definidas.

CONTENIDOS

Conceptos

Area bajo una curva.

Integral definida. Propiedades.

Funcion integral.

Teorema del valor medio del célculo integral.
Teorema fundamental del célculo integral.
Regla de Barrow.

Calculo de éreas por integracion.

Area entre dos curvas.

Volumen de un cuerpo de revolucioén.

Procedimientos

Obtencion del drea de diferentes recintos, mediante aproximaciones sucesivas.

Utilizacion del concepto de integral definida y de las propiedades de esta para resolver
distintos problemas.

Determinacion de la funcion primitiva de una funcion dada, eligiéndola entre un conjunto
de funciones.

Utilizacion del teorema del valor medio para resolver problemas.

Utilizacion del teorema fundamental del célculo integral en la resolucion de problemas.
Aplicacion de la regla de Barrow para obtener la integral definida de distintas funciones.
Obtencion del drea de una regién limitada por una funciény el eje OX.

Determinacién del drea comprendida entre dos curvas, entre dos valores.

Calculo del volumen de un cuerpo de revolucion.




Actitudes

Valoracion de la precision y utilidad del empleo de la integral definida para representar
y resolver problemas de la vida diaria.

CRITERIOS DE EVALUACION

Obtener el drea bajo una curva de una funcion cualquiera mediante aproximacion de la suma
de las dreas de rectdngulos de igual base.

Utilizar el concepto de integral definida y sus propiedades para resolver diferentes problemas.

Determinar la funcién primitiva de una funcion dada, eligiéndola entre un conjunto
de funciones.

Verificar el cumplimiento del teorema del valor medio del calculo integral en distintas
funciones.

Utilizar el teorema fundamental del célculo integral para resolver problemas.

Calcular la integral definida aplicando la regla de Barrow.

Determinar la derivada de una integral definida.

Calcular el &rea de una regién limitada por una curva, el eje OX'y dos ordenadas de la curva.
Obtener el drea de una region comprendida entre dos curvas.

Calcular el volumen de un cuerpo de revolucion.
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LITERATURA Y MATEMATICAS

Los jardines cifrados

De la pared del fondo partia un largo pasillo débilmente iluminado; lo
recorri y, al final, me encontré ante una puerta con apertura de combi-
nacion: junto a la puerta, bajo una pequena pantalla cuadrada, habia
nueve botones numerados, dispuestos en tres filas de tres. Me acordé
del cuadrado magico. El enano me habia dicho que el contenido de la
cajita me abriria mas de una puerta, y no tenia por qué referirse solo a
la musica. Saqué el cuadrado de metal [una reproduccion del cuadra-
do de ntimeros que aparece en el grabado de Durero titulado Melanco-
lia] y lo examiné a la débil luz del pasillo. Las combinaciones de las
puertas solian tener cuatro cifras, y los numeros mas significativos de
aquel cuadrado eran el 15 y el 14 del centro de la ultima fila: 1514 era
el afio en que Durero habia realizado su Melancolia, y El Bosco habia |
muerto por esas fechas, tal vez ese mismo afio. Marqué el 1514 y las
cifras fueron apareciendo en la pantallita cuadrada: las tres primeras en
la fila superior y el 4 debajo del primer 1. Tras unos segundos, las ci-
fras desaparecieron sin que ocurriera nada. Entonces pensé que tenia
que llenar la pantalla y marcar, por tanto, nueve cifras. La probabilidad
de acertar era remotisima. Marqué las nueve primeras cifras de mi cua-
drado magico, y luego las nueve tltimas. Luego probé con los nimeros
del 1 al 9 en el orden en que aparecian en el cuadrado: 3, 2, 5, 8,9, 6,
7,4, 1. Probé varias combinaciones mas, pero sin éxito.

Entonces, cuando estaba a punto de renunciar, se me ocurri6 otra posi-
bilidad: el cuadrado magico que tenfa en la mano podia ser simplemen-
te un modelo, un referente. Puesto que tenia que llenar una pantalla de
tres por tres y habia nueve botones numerados del 1 al 9, tal vez tuviera
que componer con ellos un cuadrado magico de orden tres: disponer
los nueve digitos de forma que todas sus filas, columnas y diagonales
sumaran lo mismo. [...] Estaba cansado y aturdido, y mi primer impul-
so fue intentar resolver el cuadrado magico por tanteo. Pero mi reduci-
da pizarra manual no permitia muchos ensayos... De pronto me acordé
del método de Holmes: descartar lo imposible. ;Qué pasaria si el 1 es-
tuviera en la primera casilla?, me pregunté. En ese caso, como todas las
filas y las columnas tenian que sumar 15, habria que poner en la prime-
ra fila dos numeros que sumaran 14, y... [...]

Marqué los ntimeros en ese orden y el cuadrado magico se formo en
la pantalla. Con un suave zumbido, la puerta se abrio.

CARLO FRABETTI




SOLUCIONARIO 1

Los jardines cifrados Carlo Frabetti [
Carlo Frabetti Los jardines cifrados
El narrador de esta novela es un hombre de mediana £ ORI oraes .@um.um TRAPO

edad que ha sido abandonado por su mujer Nora.

Un dia conoce a otra mujer, Elena, de la que se enamora

a pesar de que un amigo, que es profesor de matematicas,
le dice que esa mujer no le conviene porque también

va a dejarlo. El contesta:

—Al menos quisiera tener la oportunidad de comprobarlo.
No hay muchas mujeres asi; ni una en un millon...

—jAlto ahi! —exclam¢ el amigo levantando las manos
con gesto alarmado—. Si empiezas a tergiversar
los aspectos matematicos de la cuestion, estas perdido.

—¢Qué tienen que ver las matematicas con esto?
—Mucho. Estas cayendo en la falacia en la que caen todos

los tontos enamorados, valga el pleonasmo, la absurda

falacia de pensar que el objeto de su amor es tnico e irrepetible, o cuando menos un bien escasisimo.
—En toda mi vida s6lo he conocido a dos mujeres como ellas.

—Supongamos, y es mucho suponer, que eso sea cierto. ¢A cuantas mujeres has conocido?
—Depende de lo que se entienda por conocer.

—;Qué entiendes tu cuando dices que en toda tu vida s6lo has conocido a dos como ellas?
—Bueno, he conocido a muchas mujeres lo suficiente como para darme cuenta de si,

en principio, me interesaban o no.

—¢A cuantas?

—No las he contado, pero muchas... Varios cientos...

—Seamos gernerosos y consideremos que has conocido a mil mujeres lo suficiente como

para darte cuenta de su posible adecuacion como objeto amoroso. Bien, eso significa

que la frecuencia estadistica del tipo Nora-Elena es del dos por mil. Asi que, para empezar,

lo de «una en un millén» es pura hipérbole.

—Pero...

—D¢jame seguir. Hay unos tres mil millones de mujeres en el mundo, de las cuales aproximadamente
un tercio tendran entre veinte y cincuenta anos (por tu bien y el de ellas. espero que no te
interesen las nifias ni las ancianas). Es decir, hay unos mil millones de mujeres con las que,

en principio, podrias relacionarte. Si la incidencia del tipo Nora-Elena es del dos por mil,

eso significa que hay unos dos millones de candidatas que se ajustan a tu concepto de mujer ideal.
Como veras, es matematicamente absurdo que te obsesiones con una de tan dudosa moralidad

y oscuras intenciones como Elena, habiendo otros dos millones esperandote. [...]

Construye el cuadrado mégico que le permitié al protagonista de esta novela abrir la puerta.
Un cuadrado o un rectangulo de nimeros como el anterior (aunque no cumpla ninguna
propiedad especial) se lama matriz. Hay situaciones que se pueden representar mediante
una matriz. Descubre alguna.

Siel 1 estuviera en la primera casilla harfa falta encontrar tres parejas de nimeros cuya suma
fuera 14, y esto es imposible. Solo hay dos parejas que suman 14:9 +5=8+46=14.

Siguiendo el razonamiento si el 1 estuviera 61118
en la segunda casilla el cuadrado 71513
que formarfa es:

21914
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Matrices

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Resuelve estos sistemas.

a) x+ y+3z=0 b) —2y+ z=—1
2X—2y— z=4 2X+ y—3Z:0
X—3y+2224 X_Sy =7
32=0
’ 2it2§t §:4 x=—y=3z A=y =32)=2y—z=4| = —4y-7z=4
—y—3z-3y+2z=4) = —4y- z=4)

X —=3y+2z=4

=0
—4y—z:4z—>y:—1

Xty+37=02=12=0% vy
La solucién del sistemaesx=1,y=—1yz=0.
b) —2y+ z=-1
—oy— _ N = 2x —5y =-3
4 y—3z=0 [y =30y O} _ Sy_7}
x—5 =7 X75y27 L
y X =-10
x—5y=7221%y = %
-7
S 34 39
=2y 1—>7=——-1=
5 5
La solucién del sistemaesx = —10,y = —% yz= —%.
002 | Resuelve estos sistemas.
a) —x+2y=0 b) x— y=0
2x+ y=5 2x+ y=3
2x —3y =1 3x —4y = —1
—X —2y =-3
a) —x+2y=0 x =2y| x=2y
N — 4 =5->y=1
2+ y=5} 2x+y=5 yty Y
y:]ﬂx:
2x—3y=1 % 4 — 3 =1.Eneste caso, la solucién del sistema es vélida.
b —y=0
) L XY }
2X+y=3
3x =3-sx=1->y=1
W—dy=—12 2173 4o
x—y=—3X2MEL g3

En este caso, la solucién del sistema es valida.

—6z=0—>2z=0



001

002

003

004

SOLUCIONARIO

ACTIVIDADES

Escribe una matriz que cumpla las siguientes condiciones.
» Sudimensién sea 3 X 2.

e dp=—0y=0a,=1
* Oy =0y = —03 = —2
1 =2
Lamatrizes:|—1 —2|.
2 1

Se venden listones con dos calidades y de dos longitudes. Los listones grandes
de baja calidad cuestan 0,75 € y 1 € los de alta, mientras que los listones
pequefios de baja calidad cuestan 0,45 €y 0,60 € los de alta. Anota estos datos
en forma de matriz.

La matriz serd de dimensién 2 x 2. Las filas indican la calidad; las columnas,
el tamafo y los elementos de la matriz, el precio:

0,45 0,75
0,60 1

Halla el valor de cada incégnita para que las dos matrices sean iguales.

X +1 3 0 2 y+1 0
z+1 x+2 z-1 y+2 3 vy

Para que las matrices sean iguales deben tener la misma dimension y ser iguales
todos sus elementos.

Las dos matrices son de dimension 2 x 3.

X+1=2-x=1 Z+1=y+2>z=y+1—>2z=3
3=y+1->y=2 X+2=3->x=1
0=0 Z—1=y—>z=142=3

Es decir, lasolucidonesx =1,y =2yz=3.

Escribe un ejemplo de las siguientes matrices.

a) Una matriz fila con cuatro columnas.
b) Una matriz columna con cuatro filas.
¢) Una matriz cuadrada de orden 4.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

Q) A=(1 3 —1 0
1
2
b) B=| |,
1
12 -3 4
0 -2 3 1
AC=ls 5 35 9
11
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Matrices

005 | Escribe matrices que cumplan las siguientes condiciones.
a) Matriz diagonal de orden 4 que cumple que a;; = 7.
b) Matriz identidad con tres filas.

a A= b) B={0 1 0
0070 00 1
0 0 0 7

006 | Escribe matrices que cumplan estas condiciones.
a) Diagonal de orden 3.
b) Triangular superior con tres columnas, de forma que los elementos distintos
de O cumplan que g; =i +}.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

2 00
a) A=[0 -1 0
0 0 8
2 3 4
b)B=[0 4 5
0 0 6

007 | Realiza la siguiente operacion con matrices:
12N (2 =2 3) (-1 40
0 —3 1 1 0 —1 2 21
-1 20 (-2 =2 3+714070 8 =2
0 =3 1 1 0 -1 2 2 1) 11 =1 3

008 | Averigua los elementos que faltan siA + B = C.

3 45 2 ¢ d f 7 6

A_[S a b] B_[e 3 —1] C_[1 —1 0]
304 5, (2 ¢ d)_(f 76 (5 4+c S5td|_(f 7 6
5 a b e 3 =1 |1 =10 54e a+3 b-—1) |1 =1 0
f= 44c=7—>c=3 54d=6->d=1
S54+e=1—-e=—-4 a+3=—-1—>a=-4 b—1=0—>b=1

009 | Haz la siguiente operacién con matrices:

3 3 1 4 0 4 -1 0 2

211 2 0]—3-—1 1T =2]— 2 3 1

-1 5 =2 0 —2 3 -1 10
3 3 1 4 0 4 -1 0 2 -5 6 —12
2-/=1 2 0|—=3-] -1 T =2|—-] 2 3 1|=|-1 =2 5
-1 5 =2 0 =2 3 -1 10 -1 15 —13



SOLUCIONARIO 1

010 | Realiza las operaciones indicadas con estas matrices.
13 2 0 -2 3
S B I I

a) 2(A—B)+3C
b) (=2)(A—C) —3(B+20)

-1 3 —2 3 -8 15
2 Z(A—B)+3C:2-[ ! 3]+3.[ 1 _2]:[7 O]

b) (=2)(A-C)—=3(B+20) = (—2)-[

-2 4 -1 =5 7 7
011 | Calcula la siguiente operaciéon con matrices:
0 5
2-3 1 4)-51 11—-3-3 1 4)-|—1
—2 0
0 5 0 5
2.3 1 4)-5- 1|=3-3 1 4)-|=1|=@6 2 8 5/—-© 3 12)-|-1|=
—2 0 —10 0
=6-0+2-5-8-10—-9-543-1-12-0=10—-80—45+3=—-112

012 | Halla el valor de x en esta igualdad de matrices.

3
a —1)-[’1(]—(1 x 9:=1|=0
0
3
(1 —1).[§]—(1 X 9 |-1=05x-1-3-x)=052=4—>x=2
0
013 | Realiza los productos que sean posibles entre las matrices A, By C.
3 0
10 2 -1 4
A:[ ] B=|1 2 c:[
-2 1 =3 [ 5 3 32
30 6
A-B:[ 15 ?16] B-A=|-5 2 -8
B 8 —3 13
2 9 4 —14
B-C=| 7 0 C.A:[_1 5 _o]
-1 2 a

A - Cno se puede multiplicar, ya que la dimensién de Aes 2 x 3ylade Ces2 x 2.
C- B no se puede multiplicar, pues la dimensién de Ces 2 x 2y lade Bes 3 x 2.
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014 | Determina la dimension de la matriz resultante de esta operacién y, después,

compruébalo efectuando las operaciones.
2 -1 0 2 1) (4 5 1
2'[3 0 1]+3'[3 o]'[z 1 3]
La dimension de la matriz resultante es 2 x 3.
2_271O+3.271_45174—2 O+3 6 9
3 0 1 3 0j 12 1 3] |6 0 2 12 15

(2 25 -3
42 45 M

015 | Comprueba si se cumple que A-(B+ C)=B-A+ C - A, siendo las matrices:
11 -3 1 30
e R e
Si no es cierto, aplica correctamente la propiedad.
(R T U (R B | Y R B (R I A
-2 3 2 -1 -1 1) =2 3J |11 o) (3 =2
-3 1 11 30 T 1 _[-5 0 3 3| _[-2 3
[ 2 —w]'[—z 3]+[—1 1]'[—2 3] [ 4 —1]+[—3 2]_[ 1 —1]
Laigualdad correctaes:A-(B+C)=A-B+ A-C
1T 1) (=3 1 17 300 (-1 o 2 N (17
[72 3][ 2 71J+[72 3]'[71 1]*[12 75J+[79 3]*[3 72]
016 | Realiza la operacion B+ A + C - A, sacando previamente factor comun a la matriz A.
2 0 2 0 4 —1 3 2
A=|—-1 -3 B=|-1 3 -5 C=| 2 0 3
0 2 31 1 1 —1 5
;Qué propiedad has aplicado al sacar factor comun?
Para sacar factor comun aplicamos la propiedad distributiva por la derecha.
B-A+C-A=B+0C)-A
2 0 4 —1 3 2 2 0 —1 3
B+C)-A=]||—-1 3 =5|+| 2 0 =3|-|-1 =3|=|—-1 =25
31 1 I 5 0 2 8 12
017 | Calcula (A - B), siendo Ay B las siguientes matrices.
! ’ 4 1
A=|0 3 B:[_S 8]
5 —4
7 ' 7\

(1) ; _[—4 5]‘[1 0 5]_[31 15
s . 1 8)(7 3 —4) (57 24

—40
—27

|



SOLUCIONARIO 1

018 | Realiza esta operacion con matrices:

-3 7 2 3 8 20
50‘01517f5]3o158
N 4+[8 E o] :[o 9 _7] IS I R
-3 7 2 3 2 =3 7 0

:[5 1 —3]'4? 9:[—6 60]
0 9 7 9 3 27 33
019 | Completa la siguiente matriz para que sea antisimétrica.
a1l b
c 0 =3
2 d e
a 1 b
¢ 0 —3|esantisimétricasia=0b=—-2c=—-1,d=3,e=0.
2 d e
020 | Estudia sila matriz A + B es simétrica.
3 4 1 1 4 1
A= 2 =2 1 B=|0 —2 1
-3 -3 0 3 30
3 4 1 1 4 1 4 8 2
A+B=| 2 =2 1|4+|0 =2 1|=|2 —4 2|noessimétrica.
-3 =3 0 3 =30 0 -6 0
021 | Completa los elementos que faltan en la matriz para que sus filas sean linealmente
dependientes.
3 -1 b 2
—9 a 0 ¢
Para que sus dos filas sean dependientes tienen que ser proporcionales, F, = NF,.
-9 =3\ A=-3
a=-—x a=3 3 -1 b 2 3 =10 2
- - -
0=0bx 0=0» -9 a 0 c —9 3 0 —6
c=2\ c=-6
022 | Determina el rango de las siguientes matrices.
1 =1 3 0 1 —1 3
al2 1 =1 1 by[2 —2 6

5 0 0 1 :
1 9|3 4+[5 ! 7]

0 -3 7 -1 3 -39
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a) Ninguna de las tres filas es proporcional a otra.
Comprobamos si alguna fila es combinacion lineal de las otras dos:

e - N

2 2
1=2x N o3

=6 tph o 1 TATH 2 - 2
3=-X+p 3_7i+u u_l

O=Xx—p 2 2

1 1

0=—— .

2 " " 2

Como los valores de . son diferentes, el sistema no tiene solucién. Ninguna fila
es combinacion lineal de las otras dos, entonces las tres filas son linealmente
independientes y, por tanto, el rango de la matriz es 3.

1T =1 3 0
Rango |2 1T =1 11=3
0 -3 7 -1

b) Como f, = 2F, y F3 = 3F,, todas las filas son proporcionales. Luego el nimero
de filas linealmente independientes es 1y, por tanto, el rango de la matrizes 1.

1T -1 3
Rango |2 —2 6|=1
3 -3 9
3 2 7
023 | Calcula el rango utilizando el método de Gauss:| 0 —1 2
-5 30
3 ) 7 3 2 7 3 2 7
o -1 2 o -1 2
0 -1 2 5, 19 35 73
5 3 0) A=RT3h o e e
3 3 3
3 2 7
Rango| 0 —1 2|=3
=5 30
1 =3 5 7
024 | Halla el rango mediante el método de Gauss:|8§ —3 —2 14
2 1 —4 0
1 -3 5 7 1 =3 5 7 1 =3 5 7
8 ~3 2 14|———2|0 21 —42 —42|——"|0 21 —42 &
2 1 -4 0Jf_f 0 7 -4 —14fh=E3h o 0 0 0

T -3 5 7
Rango |8 —3 =2 14|=2
2 1 —4 0
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SOLUCIONARIO 1

Calcula, si es posible, la inversa de estas matrices utilizando la definicién.
a) 1 2 b) 3 =5
2 4 —1 2
a+2c=1 a+2c=1
2 [1 2]_[0 b]:[1 o]_> b+2d=0| , b+2d=0

2 4)\c d 0 1 20+ 4c=0 2(a+2c)=0
2b+4d =1 2(b+2d)=1

El sistema no tiene solucién, luego no existe matriz inversa.

ol

3a—5c=1 3a—5c=1 a=2
3b-5d=0| 3b-5d=0 6C—SC:1}% b=5
—a+2c=0 a=2c 6d —3—5d =0 c=1
—b+2d=1 b=2d—1 d=3

2 5
1T 3

25 9k )

Comprobamos que [ ] es la matriz inversa:

FIEE N

2 =3 1
Halla, si es posible, la inversa de esta matriz: | 3 11
0 10
2 =3 1) (a b c 170 0
3 T 1||d e f{=|0 1 0
0 1 0) g h i 0 0 1
20—-3d+g=1
;?:;?iﬁg 204+g="1 204+g=1 a=-1
a4 d + :O 2b+h=0 3a4+9g=0 b=1
9= a4+ i=3 b+h=0 c—_4
-3+ e +h=1 - -
34 f 4 iz0 3a4+9g=0 3b+h=1 g=3
3b+h=1 2c+i=3 h=-2
d=0 . ) .
3¢+ i=-1 3¢+ i=-1 =11
e=0
f=1
-1 T -4
Comprobamos que| 0 0 1] es la matriz inversa:
3 =2 1N
2 =3 1| [—1 1 —4 100
3 T 11 0 0 =10 1 0
0 70 3 =2 1 0 0 1
-1 1T —4] (2 =3 1 170 0
0 O 113 T 1/=0 1 0
3 =2 11} 10 10 0 0 1
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027 | Calcula, por el método de Gauss-Jordan, la inversa de estas matrices.

6 2 -3 7
2 [12 5] b)[ 2 —5]
3 6 2[1 0 6 2
12 5/0 1)E=FK-27{0 1

e

% 6

F=eh o 1] -2

b)*3 711 0 -3

2 =500 1r—g4+26| O

028

@:a_gg

o
I
|—
o

W oM

Il |
Ao w|—w
omom

1

o w O O w

© ol|ls o o vlrwlul —wlun |

o

|
O PN G N O

|
owl|rn o

@‘m)w‘unv‘w olvwo =

|
\ |
wl—=nlor|w W

swalws|-

Halla, por el método de Gauss-Jordan, la inversa de la matriz:

30
2 3

— #‘G&\\o

slor|on|w

5
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SOLUCIONARIO 1

Clasifica las matrices y determina su dimensién.

0 0 —2 3
A=(1 2 2) B=]1 C=|—-4 31
7 2 0 1
300
2 0
D:[o 2] E:[; ?] F=]0 1 O
0 1 1
11 1
1 2
I IRE 1 | S
00 2
A=(1 2 2)— Matrizfilade dimension 1 x 3
0
B =|1| — Matriz columna de dimensién 3 x 1
7
0 =2 3
C=|—4 3 1| = Matriz cuadrada de orden 3
2 0 1
2 0 -
D= [O 2] — Matriz diagonal de orden 2
1 0 . .
E= [O 1] — Matriz unidad de orden 2
300
=10 1 0|— Matriz triangular inferior de orden 3
0 11
0 1 2 . . -
G= [_1 0 3] — Matriz rectangular de dimension 2 x 3
11 1
H=]0 1 —3|— Matriztriangular superior de orden 3
0 0 2

3 0
/= [4 —8] — Matriz triangular inferior de orden 2

Una empresa de autobuses tiene tres lineas: A, By C.

El lunes salieron 5 autobuses en la linea A, 3 en la By 4 en la C. El martes salieron
2 autobuses en lalinea A, 1 enla By 4 en la C. El miércoles salié 1 autobus
enlalineaA,3 enlaBy5en la C. Represéntalo en forma de matriz.

Lo representamos en una matriz de dimension 3 x 3.

Las filas representan los dias de la semana: lunes, martes

y miércoles. Las columnas corresponden a las lineas A, By C,
respectivamente. Cada elemento de la matriz

es el nimero de autobuses.

NN
w — W
(G2 I AN

1
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031

032

033

42

Una fébrica elabora dos tipos

de productos, X e Y, que vende a tres
empresas A, By C. Inicialmente
distribuia 1.000 unidades de cada
producto a cada una, pero en este

mes la empresa A recibié 600 unidades
de Xy 300 de Y; laempresa B

recibié 400 unidades de Xy 800 de Y,

y la empresa C recibié 900 unidades
de Xy 700 de Y. Representa mediante
una matriz las disminuciones porcentuales que se han producido en la distribucién
de los productos a estas empresas.

Las filas corresponden a cada tipo de empresa, A, By C, y las columnas
corresponden al tipo de producto, X e Y. Cada elemento de la matriz
es la disminucion porcentual de la produccion.

100f100‘ﬂ=4O 1007100-ﬂ:
0 0 070
100 —100- —— =60 100 =100 —— =20 60 20
1.000 1.000 10 30
1OO—1OO-9.;O=1O 100—100-ﬂ:30
1.000 1.000
¢Son triangulares las siguientes matrices? ;Por qué?
320 300
01 4 [? 3 ;] 0 10
01 1 9 0 1
3 0
0 1 4|No, porque ni todos los elementos situados por encima de la diagonal
0 1 1) principal, nitodos los situados por debajo, son cero.
0
1

No, porque no es cuadrada.

Si, porque todos los elementos situados por encima de la diagonal
son cero.

O O w
SO - O O N

Pon dos ejemplos de estas matrices:
a) Matriz columna c) Matriz diagonal e) Matriz triangular superior
b) Matrizfila d) Matriz cuadrada f) Matriz triangular inferior

Respuesta abierta. Por ejemplo:

-8 2 00 3 -2 3
a | 1 910 50 e 10 31
0 00 7 0 0 1
300

b) (3 —2 9 d) [‘4 0 fHlo2 3 0
02 311
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SOLUCIONARIO 1

Halla los valores de a 'y b para que las matrices sean iguales.

1 b 3 1
A=|3 1 0 B=|1
9 4 1

- O W

5
—a 1
9 4

© w —

N -

- O W
Il

5 3
a 1 0l->b=5a=-2
4 1

Considera las matrices:
01 6 9 1 6
A‘[—1 4 3] B‘[1 8 —9]
Comprueba con esas matrices la propiedad conmutativa de la suma.
0 1 6 n 9 1 6l |9 2 12
-1 4 3 1 8 =9/ o 12 -6

916+O16:9212
18 =9 -1 4 3 0 12 -6

0 5 5 5
Considera las matrices A=|—4 1|yB=[4 —2|.
13 2 3

{Qué relacion hay entre A— By B — A?

05 (5 5 (-5 0
A-B=|-4 1|—-|4 —2|=|-8 3
13 (2 3 (=10
5 5 05 (5 o
B—A=|4 —2|-|-4 1|=|8 -3
2 3 13 1 o

A — By B — A son matrices opuestas.

(=3 7
Q) —A—B+C—[ 0 5 _3

Considera las matrices: A:[1 -1 4] B:[ 01 2] C:[

0 —1 3 10 3

Calcula.

a) A+B—C 0 —A—B+C &) A—(B—C)

b) A—B+C d) —A+B+C f) C—(A+B)

(3 -1 4 - (-3 30
a) A+B—C_[O s 3] d) A+B+C_[_2 .
o) AmBC=|" 14 & A—(B—C)=A—B+C =
0 33

¥

‘4] f) C—(A+B):—A—B+C:[_

3
0

1
3

1
5
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038 | Determina una matriz X que verifique: A + X =B, siendo A = [:6 ! 2]

0 1 2 10 4
B: .
Y [193]

R TR LCIE R B

039 | Considera las matrices:
3.0 2 1 1 41 =2
A= B=|" c=|0 5 =3
4 -8 -1 0 3 1

Realiza, si es posible, los siguientes productos.
a) AB b) BA ) AC d) BC

30 (=2 1 1) (-6 3 3
2 AB:[4 78]‘[71 0 3]:[ 0 4 720]

b) No se pueden multiplicar By A, ya que la dimension de Bes2 x 3y lade A

es2 x 2.
c) No se pueden multiplicar Ay C, ya que la dimension de Aes 2 x 2y lade C
es3 x 3.
SRR S 7 33
d)B'C:[} 0 3]'0 > :[71 1 8]
N 0 0 2 o

040 | Comprueba que, en general, el producto de matrices no cumple la propiedad
conmutativa multiplicando estas matrices:

2 0 =2 1 2 1

A=|1 5 =3 B=([5 1 =3

2 0 2 0 0 2
2 4 =2 6 10 -6
AB=|26 7 =20 BA=|5 5 =19
2 4 6 4 0 4

041 | Comprueba que se cumple la propiedad distributiva del producto de matrices
con respecto de la suma utilizando estas matrices.
(=2 1
=10

SR

3 01(12) (3 6
A(B+C):[4 —8]’{—1 2]:[12 —8]

e N T

=l )+ -1 )
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SOLUCIONARIO 1

Expresa la condicion que tienen que cumplir dos matrices My N para que pueda
realizarse su suma.Y, si lo que pretendemos es multiplicarlas, ;qué condicién deben
cumplir las matrices?

(Galicia. Septiembre 2004. Bloque 1. Pregunta 2)

« Para que se puedan sumar dos matrices estas deben tener la misma dimension.
- Para que se puedan multiplicar dos matrices el nimero de columnas
de la primera debe ser igual al nimero de filas de la segunda.

Con las matrices: A = [1 _1], B= [2 0] yC= [_1 ?] calcula, si es posible:

3 =2 1 4 —4
a) 2A—3B b) 2A-3B ) AB+C) d A—3B
—4 -2 (4 =5
2) 2A—3B:[ : _16] 9 A(B+C)f[9 _10]
| 6 =24 a5
b) 2A-38—[24 —48] d) A 38—[ 0 _14]

1 2
Con las siguientes matrices: A = [1 -! 0], B=| 0 5|yC= [0 _1],
3 8

. . 0 —2 3 2 6
calcula, si es posible:
a) ABC b) 2AB o AB—C) d) B-3C
-1 =3} (0 -1 -6 =17
3 ABC_(AB)C_[ 9 14]’[2 6]_[28 75]
-1 2
2 =2 0 -2 -6
) 2AB‘[0 —4 6]' 2 2_[18 28]

c) No se puede realizar esta operacion ya que By C no se pueden restar
por no tener la misma dimension.

-1 2 0 3 12 39
d B-3C=| 0 5-[6 78]: 30 90
3 8 48 135
3
Calcula ABy BA, siendo las matrices: A=(1 —3 —1 2) B= (1)
(La Rioja. Septiembre 2000. Propuesta A. Ejercicio 2) )
3
1
AB=(1 =3 —1 2 =—4
( ) 0
—2
3 3 -9 -3 6
1 1T =3 -1 2
BA = -1 =3 =1 2)=
0 ( 3 ) 0 0 0 0
—2 —2 6 2 —4

45
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046 | Sea A unamatrizm X n.
a) ¢Existe una matriz B tal que BA sea una matriz fila? Si existe, ;qué dimensidn

tiene?

b) ;Se puede encontrar una matriz B tal que AB sea una matriz fila? Si existe,
;qué dimensidn tiene? 1 1

c) Buscauna matrizBtalque BA=(0 0),siendoA=]0 1]|.

00

a) Para que BA sea una matriz fila, la matriz B tiene que ser una matriz
de dimensién 1 x m, y la dimensién del producto es 1 x n.

b) El nuimero de filas de la matriz AB no depende de la matriz B, sino que es igual
al nimero de filas de la matriz A, que es m. Solo es posible obtener una matriz
fila si A es también una matriz fila.

¢) LadimensiondelamatrizBes1 x3—B8=(@a b o).

1 1
BA=(a b ¢)-|0 1|=(a a-+b)
0 0

(@ a+b)=0 0 —a=0b=0
B=(@ b ¢)=(0 0 cconceR.
. 1T -1 1 1
047 DadaslasmatncesA:[ ]yB:[ ]:
2 —1 4 —1

a) Calcule ABy BA.
b) Compruebe que (A + B> = A> + B2

1T =1 (1 1 -3 2 1 n(r -1 3 =2
3 AB’[z —1]'[4 —1]’[—2 3] BA’[4 —1]'[2 —1]’[2 73]
b) (A+B)> = A2+ AB +BA+ B?
Como en este caso, AB= —BA, entonces se cumple (A + B)> = A? + B,

0 0 —2 0 1 1
048 | ConlasmatricesA=|1 4 —1|yB=|5 1 =3|,
2 0 0 00 2

calcula (A + B)*y A> + 2AB + B ;Por qué no coinciden los resultados?
{Cual seria la formula correcta para el cuadrado de una suma de matrices?

01 —=1](0 1 —1 4 5 —6
(A+B?=|6 5 —4|-|6 5 —4|=[22 31 —34
20 212 0 2 4 2 2
-4 0 0 0 0 -8 5 1 —1
A +2AB+B*=| 2 16 —6|+|40 10 —26|+|5 6 —4|=
0 0 —4 0 4 4] 0 0 4
T 1 =9
=147 32 -36
0 4 4
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SOLUCIONARIO 1

Como el producto de matrices no es conmutativo, el célculo correcto seria:
(A+BY =A + AB+BA+ B’

Lo comprobamos calculando de nuevo el sequndo miembro:

-4 0 0 00 —4
AP+ AB+BA+B*=| 2 16 —6|+|20 5 —13|+
0 0 —4 0 2 2

3 4 -1 5 1 =1 4 5 -6
+|-5 4 —11|+|5 6 —4|=|22 31 —-34
4 0 0 0 0 4 4 2 2
2 2 =1 1 00
Se consideran las matrices: A =| —1 —1 1 I=]0 1 0
Se pide: -1 =22 001
a) Hallar (A —1)%
b) Calcular A* haciendo uso del apartado anterior.
(Madrid. Afio 2006. Modelo. Opcion B. Ejercicio 4)
1 2 =1 1 2 =1 0 00
a (A-D*=|—-1 =2 "Nl-1 =2 11=10 0 O
-1 =2 l-1 =2 1 0 0 0

b) (A—IP =A—2A+ P =0 A =2A—1 > A* = (2A—1I)
3 4 =213 4 -2 5 8 —4
At=QA-IP=|-2 -3 2| |-2 =3 2|=|-4 -7 4
-2 -4 3|2 -4 3 |-4 -8 5

0 11
SeanM=|0 0 1|yN=M+ I dondeldenotala matrizidentidad de orden n.
0 0O
Calcula N*y M3,
(Galicia. Junio 2001. Bloque 1. Pregunta 1)
L T I B T2 3
NZ=|0 1 1{-[0 1 1|=|0 1 2
0 0 10 01 0 0 1
0 1 11{0 1 110 11 0 0 110 1 1 0 00
M*=[0 O 1[-]0 0 1|0 O 1|=|0 0 O|-|0 O 1|=|0 0 O
0 00 [O 0 00 0O 0 0 0J{0 0O 0 00

Sean A una matriz de dimension 5 X 3, B una matriz de dimension m X ny C
una matriz de dimensién 4 x 7. Si sabemos que se puede obtener la matriz ABC,
icudles son las dimensiones de By de ABC?

Para poder obtener el producto, B tiene que tener tantas filas como columnas
tenga Ay tantas columnas como filas tenga C. Es decir, la dimensién de Bes 3 x 4

y la dimensién del producto ABCes 5 x 7.

47
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052 | Dadas tres matrices A, By C, se sabe que ABC es una matriz de dimensién 2 x 3
y que BC es una matriz de dimension 4 x 3. ;Cudl es el orden de A?

La dimension de ABC es 2 x 3 — El nimero de filas de A es 2 y el nimero
de columnas de Ces 3.

La dimension de BCes 4 x 3 — El nimero de filas de Bes 4y el nimero
de columnas de Ces 3.

Las matrices se pueden multiplicar si el nimero de columnas de A es igual
al nimero de filas de B— La dimension de Aes 2 x 4.

053 | SealamatrizA = [(1) :] Calcular A™.

0
1

Encuentra el valor de A" para cada ny halla A**° — A®°,

SRS ARSI

10 10l (1 0] (0 o
E [ A" = ASSO _ AZSO — _ —
ngenere [Sn 1] ~ [1.050 w] [750 1] [300 0]

054 | SealamatrizA = [; ] y sea n un nimero natural cualquiera.

055 | Seala matrizA = . Encuentra la regla del célculo de las potencias sucesivas

- O O

1
0
0

o = O

de A, es decir, de A” para cualquier nimero natural n.

010 0 10)(0 10 001
A=10 0 1 A=10 0 1[-|0 0 1|=|1 0 0

100 170 0/|1 00 010

00 1010 100
A=[10 0[]0 0 1|=|0 1 0|l=1 A =IA=A

0 10(1 00 0 0 1

Asi, si dividimos n entre 3 tenemos n = 3p + g, donde g, el resto al dividir n entre 3,
es un numero natural menor que 3.

A sig=1
AT = AT = APAT =TAT= AT y AT ={A’ sig=2
I sig=0
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b) A® = 2A°
At = AAT = AA? = 2A° =2 . 2A7 = 27
A =234
4 4 —4
Engeneral: A" = 2"2A2 =272 .14 4 —4|=2".
4 4 —4
1 1
059 | SeaA= 0 2 . Calcula A™.
(1 , (11
A=[o ) =0,

verasll 30 00 )

En general: A" = .
0 2"

060 | SealamatrizA = [(1) ‘11]:

a) Para cada nimero natural n, hallar A".
b) Calcular A2 — 12A% + 2A.

s_ g |1 2a) (1 a) _ (1 3a
A_AA_& 1) 170 1

En general: A" = [1 na]

A4:A3A:[

It

1

2a

|

=1
—1
-1

0 a O
061 | DadalamatrizA=|0 O a].Hallar A" para todo entero positivo n.
0 00

0 a 00 a O 00 a
A’=10 0 al-|0 0 al=]|0 0O 0
00 o0floo J 00 0
0 0 d|(0 a O 0 0 0
A=[0 0 0 -[O 0 CI:[O 0 0
00 0Jl0O O O 0 0 0
A sin=1
A" =1A% sin=2
0 sin>3
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062 | SealamatrizA=| 0 a 0l.
-1 0 =2

Halla el valor o los valores de a para que se cumpla la identidad A + 2A + 1= 0,
siendo I la matriz identidad de orden 3 y 0 la matriz nula de orden 3.

(Aragon. Junio 2000. Opcion A. Cuestion 1)

-1 0 =2
A=| 0 da O
2 0 3
0 O 2
2A=| 0 2a 0
-2 0 —4
-1 0 =2 0 0 2 (100 (000
A 4+2A+1=0-| 0 a* O0|+| 0 2a O|+|0 1 0|=|0 0 O
2 0 3 -2 0 —4 0 0 1 000
0 0 0] (0 0O
—10 a’+2a+1 0|=|0 0 O0|=>d*+2a+1=0—>a=—1
0 0 0 000
Sean A, Iy B las matrices dadas por:
0 1 1 100 6 —3 —4
A=]1 1 0 I=(0 1 0 B=|-3 2 1
100 0 0 1 —4 1 5

Contestar razonadamente a la siguiente pregunta: ;Existe algun valor de \ € R tal
que laigualdad (A — XI)? = B sea cierta?

En caso afirmativo, hallar dicho valor de \.
(Pais Vasco. Julio 2007. Bloque A. Cuestion A)

- 1 1
A-XN=|1 1-X 0
1 0 =X
X 1 Y (X 1 1 N+2 =2 +1 0 =2\
A=XD"=|1 1=X 0|1 1=X 0 |=|-2Dx4+1 N2=2D+2 1
1 0 2|1 (SN -2\ 1 N +1
N +2 =23 +1 =2\ 6 —3 —4
(A=N) =B—>|—-2x+1 N =2x+2 1 |=|-3 2 1
-2\ 1 N +1 —4 1 5

Igualando el elemento g3 de las dos matrices: —2x = —4 > X =2
Comprobamos el resultado para los demas elementos.

NA2 o T = (63 4
N1 N =2A+2 1 =3 2 ]

-2\ 1 A +1 —4 1 5
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2
determinando o y 3 (I denota la matriz identidad).

SRS
AZMM@:oﬁ[i g]w.ﬁ ;]%[; ?Hg 8]
[5+20L+B 4+ ]:[o o]

064 | Demuestra que la matrizA = [2 1]verifica una ecuacion del tipo A+ oA + 31 =0,

4+ 542a+8 0 0
542a+p3=0 oa=—4
44+a=0] |p=3

065 | Sean Iy A las matrices cuadradas:

= 10 A= 17 29
0 1 —-10 —-17
Calcular, escribiendo las operaciones necesarias:

a) Las matrices A%y A°.

b) Los numeros reales o y 3 para los que se verifica (I + A)> = ol + BA.

oo 7 B 17 W (-1 o
—10 =17} (=10 =17 0 -1
17 p]

A= AARA=(-D)-(-])-A=A=
-10 —17

b) I+AP=U+A)-I+A)-I+A=I+A)-I+2A+A)=1+3A+3A +A =

=I14+3A+3A —A=142A-31=2A-2I
(I+ AP =al+pA siendoa=2yB=—-2

066 | Calcula la matriz traspuesta de cada una de estas matrices:

0 5 —4 3
A=017 2) B=|1 C=|—4 3 1
7 2 8 9
4 0 0o 1 7
D= -
5 9 2]
: 5 —4 2
A =7 B = 1 7) c=|l-a 38
) 30019
0 —1
Df:[g 2] F=|1 o9
73
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Con las matrices A = [(2) _l] yB= [(3) _1] comprueba que se cumplen

las siguientes propiedades.
a) (A)Y=A

b) (A+B)=A"+8"

c) (AB)'=BA

Determina qué matrices son simétricas o antisimétricas, y realiza los célculos
que se indican, si es posible.

2 1 =2 01 =2 10
A= 1 5 3 B:[(z) g] C=|-1 0 =3 D=1]0 1 E:[_: :
-2 3 2 2 3 0 1T 1
a) AC < (B+E) e) AC
b) CD! d) DD! f) (3E)

Son simétricas las matrices Ay B,y es antisimétrica la matriz C.

21 =2 01 =2 -5 —4 =7
a) AC=| 15 3||=10 =3|=| 1 10 =17
-2 3 2 23 0 1 4 =5
b) No se puede multiplicar CD"ya que la dimensién de Ces 3 x 3ylade D’
es2 x 3.
N (3 -1
o —
o wrer=2 ) -( 7)
10 101
d) DD =|0 1[(]) ? 1]=O11
11 112
21 =2 0 —-12 5 4 7
e) A'C' 75 3] 1 03|=[=1 =10 17
-2 3 2/|-2 =30 -1 -4 5
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069 | Responde a estas preguntas.
a) ;Existe siempre el producto A’ - A, siendo A una matriz cualquiera? ;Por qué?

b) ;El producto de dos matrices simétricas de la misma dimensién es también
una matriz simétrica? ;Por qué?

a) Si,porque sila dimension de A es m X n entonces la de A" sera n xm,
y por tanto, la dimensién de la matriz producto A’A serd n x n.

b) En general, no, porque (AB)" = B'A" = BA.

070 | Sean A, By C tres matrices tales que su producto ABC es una matriz de dimensién
3 X 2y su producto AC' es una matriz cuadrada, siendo C'la traspuesta de C.
Calcula, razonando la respuesta, las dimensiones de A, By C.

dimensiéon (A) =mxn dimension (B) =p x q dimension (C) =rxs
dimension (ABC) =3 x2—->m=3ys=2,n=pyqg=r
La matriz AC" es una matriz cuadrada > n=sym=r.

dimension (A) =3 x 2 dimension (B) =2 x 3 dimension (C) =3 x 2

071 | En cada una de las matrices, determina mentalmente cudl es el mayor nimero
de filas y de columnas linealmente independientes.

0 1 4 5
A=(1 2 3) B=11 C=|2 5 7
3 36 9
1 3 4
2 0 2 0 6

D= E= _
[02] [—10—3] F=10 00
2 6 8

A= 2 3)—>1filay1columna

0
B=|1]—1filay 1 columna
3

1 4 5
C=12 5 7|—2columnas(12y 22y 2filas
36 9
D= 20 — 2 columnasy 2 filas
0 2
2 0 6
E= i
[_1 0 _3] — 1filay 1 columna
1 3 4
F=10 0 0|—1columnay 1 fila
2 6 8
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Calcula el rango de las siguientes matrices.

1 =2 140 0o 1 =2
A=|-2 4 B=]—-1 3 2 C=|—-1 0 =3
3 6 2 20 2 3 0
2 10 1 2 3405
D=|—-1 0 1 E=[0 1 12 3
340 12 —1 3 4

El rango de A es 2 porque la segunda columna es proporcional a la primera.

10 0
140 100 1 7 0
i A Irceareroad Rl N iy g 12
220 77 7| 26067636 2 -6 -

Como esta matriz es escalonada por columnas, Rango (B) = 3.

01 =2 1T 0 =2
C=({-10 -3|——> |0 =1 =3
23 09?913 2 o
1 0 =2 1T 0 =2
EE—- 0 -1 =3 m) 0 —1 —3],luegoRango (C) = 2.
3 3 1 O 2 6 3 3 2 O O O
210 1 20 120
340 77714 3077 "|l0-50
12 0
——>|0 =1 1|—>Rango(D)=3
F=F+5f,
0 0 =5
1 2 3 45 1 2 3 4 5
E=]0 1 12 Bﬁo 1 1 2 3
172 =1 3 4} 2 10 0 -4 —1 -1

Como esta matriz es escalonada, Rango (F) = 3.

;Cudl es el mayor nimero de columnas linealmente independientes

1 0 2
delamatrizA=|0 1 1f?
2 —1 3
1T 02 1T 00
2 =137 2 "2 =10

Como el rango por columnas es 2, solo hay dos columnas linealmente
independientes.
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074 | Sabiendo que el rango de la siguiente matriz es 2, determina el valor de a.

1 0 1

A= 7 2 —1

—11 —4 a
1T 0 1 1 0 0 1 0 O
11 =4 a2 2 7V|=1 =4 ag+11] 2 > =1 —4 ag-5

Para que el rango sea 2, como esta matriz es escalonada por columnas, el término
a— 5 debe ser cero; luego a = 5.

075 | Obtener el valor de a para que el rango de la matriz A sea igual a 2.

1 -2 3 0

A=]2 30 —1

4 -1 6 a
1 -2 3 0 1 -2 3 0 1 -2 3 0
4 -16 aliZgTyp o 7 -6 a0 0 0 a4

Para que el rango sea 2, el término a + 1 tiene que ser cero, luego a = —1.

-3 1 6
076 | Halla el valor de k, si existe, para que el rangode lamatrizA=| 5 k —10]|seal.
113 =2

La tercera columna es proporcional a la primera, luego el rango es, a lo mas, 2.
Para que sea 1, la segunda debe ser proporcional a la primera, pero esto
! . 1 1/3
es imposible porque: — = ——.
-3 1
Luego no hay ningun valor de k para el cual el rango sea 1.

077 | Discutase, segun el valor de g, el rango de la matriz:

1T 2 1 1 2 1 (1) ?2> 1
01 a0 1 a 6=6t3% 0 0 a+—
1
« Sia= f; — Rango de lamatrizA es 2.

« Sia= —% — Rango de la matrizA es 3.
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Calcula el rango de A, segun los valores 123 a
del parédmetro a. A=12 4 6 8
(Extremadura. Junio 2007. Opcién A. Ejercicio 3) 369 12

12 3 a 12 3 a

2 4 6 8 m) 0 0 0 8—2a

36 9 12)f-¢ 5 0 00 12-3a

3
« Sia=4—>RangodelamatrizAes 1.

« Sia =4 — Rango de la matriz A es 2. El rango no puede ser 3, pues las dos
Ultimas filas de la matriz son proporcionales.

Calcule el rango de la matriz A en funcién
de los valores del parametro k.

>
I
N
o
[
-
-

(Murcia. Septiembre 2006. Bloque 1. Cuestion A) -1 1 10

1 k 1 2 -1 1 10 —1 1 10

2 0 -1 1? 0 —1 1 m 0 2 11

-1 1 1 0) "¢ 1 k 1 ZFZ:FZ+F‘ 0 k+1 2 2

3 3 1

-1 0 1 1 -1 0 1 1

W 0o 11 2 ﬁ 0o 1 1 2

2 ¢ 0 2 2 k+1 * = 2 0 0 0 k-1

+ Sik=1—Rango de la matriz A es 2.

« Sik=1-—Rango dela matrizAes 3.

k

Discute el rango de lamatriz A=| 1

1
2 segun los valores de k.
3

o x -

—1
(Baleares. Junio 2006. Opcion B. Cuestion 4)

kK 11 -1 3 0 —1 3 0
—1 30 "5 Lk 1) pZEie Lo 143k
-1 3 0
0 5 k
A== | o 0 3k - et
5 5
3 im0 kos=0m k= T1EYED
5 5 6
.« Sik= _H_6\/a o k= _1_6\/a — Rango de la matrizA es 2.
« Sik = _1+6\/a y k= _1_6\/6_1 — Rango de la matrizA es 3.
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081 | Calcula el rango de A segun los distintos valores del pardmetro real a.
2 0 a 2
A=[—-1 0 —1 3
5 a+4 —4 =3
2 0 a 2 2 2 a 0
5 a+4 —4 3/ 7 | 5 3 —4 a+4
-1 3 -1 0
FeF 22 a 0 F,=F, +2F,
190 =N i
53 —4 a+4)F {1
-1 3 —1
0 8 a—?2
9 9
F=b=3h | 0 0 —=(a—6) a+4
4
El rango de la matriz A es siempre 3. El pardmetro a no puede ser al mismo
tiempo igual a 6 e igual a 4, entonces los elementos de la Ultima fila nunca
seran todos cero.
082

Discutir, en funcion del nimero real m, el rango de lamatrizA = |1+ m

1 m 2 1T m
T+m 2 3 ? -2 -1 2 W —1
-2 1T 2 272 1+4m 2 3) 1 2
1 2 m
—— >0 0 m+2|——0 m—3 3—2m
F=F+F, oF,

FAadF
£=F —2F 0 m—-3 3-2m

+ Sim=—-2ym=3—>Rango(A) =3

1T 0 —1
083 | SealamatrizA=14 1

0Om 3

Rango (A) < 3. jPuede ser Rango (A) = 1 para algun valor de m?

1T 0 -1 1 0
4 1 —m|l——>10 1 4
0Om 3] 2 770 m

—m|. Determine los valores de m para que los

m+2
« Sim = —2 —Rango (A) = 2, todos los elementos de la ultima fila son 0.
« Sim =3 —Rango (A) = 2, las filas 2. y 3.7 son proporcionales.
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« Sim=10om=3—Rango (A) =2
« Sim=1ym=3—Rango (A) =3

El rango de la matriz no puede ser 1, ya que sus tres filas no son proporcionales
para ningun valor del pardmetro m.

1 1 1
ConsideralamatrizA=|m m? m?|. Hallalos valores de m para los que el rango
2
deAesmenorque3. M m m
(Andalucia. Junio 2008. Opcién B. Ejercicio 3)

1 1 1
—— |0 m-m m’—m
2| HERTMA 2
F,=F,—mf, 0 0 m-—m

« Sim=0om=1—Rango (A) =1
+ Sim=0om=1—Rango (A) =3

a 0 b 0
b+1 a 00

A= .
Sea 0 b+10 a
0 0 a b

a) Prueba que, para cualquier valor de ay b, Rango (A) > 2.

b) Determina un par de valores reales de a y b para que Rango (A) = 3, y otro par
de valores ay b de forma que Rango (A) = 4.

(Cantabria. Junio 2001. Bloque 2. Opcién A)

o b o a O b 0
a
b(b + 1
b+1 a 0 0 0 a — (b+7 0
0 b4+1 0 a7 ba1. a
0 0 a b fo=h— a A 0 b+1 0 a
0 0 a b
a 0 b 0 a 0 0 b
0 bbb+ 0 0 a0 b6+
a a
b1 2 G0, 2
O el [ CR U] Bl VN R U
a a
0 0 a b 0 0 b a
a 00 o a 00 b
0 a0 -2bED b(b+1)
a 0 a 0 -
a
E— bb+17
v (N e L PP (RS
a
2 2
0 0 0 —b(bj]) 0 0 0 a*—=bb+17
a
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086

a) « Sia=0—Rango (A) > 3.

0 0 b 0
« Sia=0—->A= b(—)H b(-)H 8 8 para cualquier valor de b al menos
0 0 0 b

hay 2 filas distintas de cero y que no son proporcionales — Rango (A) > 2.

b) -Sia=ﬁyb:1

a 0 0 b
0 a0 b+ J2o0 o 00
R a a=J2,b=1| 0 2 0 2
2
0 0 g |bo+D 0o o0 J2 2
a’ 0 0 0 0
0 0 0 a*—0b*b+1?
Rango (A) = 3, pues a* — b* (b + 1) = 0.
a 0 0 b
0 g 0 _bb+D 1000
o B a a=1b=0_10 1 0 O
Sa=Tyb=0- - bbb+ | |0 0 10
a T 00 0 1

0 0 0 a*—b*b+1?
En este caso el rango de la matriz es 4.

Sean las matrices A= [ | ] yB= 1o
4 2 4 —1

Vemos que ambas tienen rango maximo, o sea 2. Determinar los valores de c tales
que la matriz A + ¢B no tenga rango 2. ;Cudl es el rango que tienen las respectivas
matrices suma?

1 10 (14c -
[4 2]+C.[4 —1]_[4(1+c> 2—c]

T+c¢ —1 T+c¢c -1
—_—

4(14c¢) 2—c)R=H-4F"| 0 6—C

+ Sic=—10c=6,elrango de la matrizno es 2.

- Sic=—1—-Rango de la matriz [8 7;] es 1.

. 7 =
-Sic=6—>Rangodela matnz[28 74] es 1.

. | T+c -1
. S|c:¢4yc¢6—>Rangode|amatr|z[4(1+c) 27C]e524
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Sean Ay B las matrices:

10 1 0 1 1
A=[0 2 O B=|1 1 0
110 0 0 2

Es facil comprobar que ambas tienen el maximo rango, o sea 3. Pero ;qué ocurre
si las combinamos linealmente? En concreto, estudia el rango de la matriz A + X\B
segun los valores del parametro A.

(Aragon. Septiembre 2002. Opcion A. Cuestion 1)

1 0 1 0 1 1 1 N T+ X
0 2 O[+X(1T 1 0|=[XN 24X O
1T 10 0 0 2 1 1 2
1 P E DN 1 X T+ X
1 22N (L PN
T 142X T+ X
ﬁ) 0 2—2>\2 —>\—>\2
e (I =1
T 142X T+ X 1 142X\ T+ X
0 2=2X X=X [=[0 204+N0=XN) =X1+N)
0 0 x—1 0 0 A—1
1 3 2
« Six=1->Rango|0 0 —-2|=2
00 O
1T =1 0
+ SiA=-1—>Rango|0 0 0|=2
0O 0 -2
1 P BN
+ Six=1yx=—-1—->Rango(X 24+X 0 [=3
1 1 AN
1 0
. -2 20 .
Dadas las matricesA=|1 —1{yB = , ies cierto que
2 2 3 =1 1

Rango (AB) = Rango (A) - Rango (B)? Justifica tu respuesta.

(Canatrias. Junio 2002. Opcion A. Cuestion 3)

Rango (AB) < 3, Rango (A) = 2y Rango (B) = 2 — Es imposible que se verifique

laigualdad.
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089 | DadalamatrizA = 10 0.
010

Encuentra dos matrices, By C, de tamafio 3 X 2y de rango 2, tales que el rango
de ABsea2yelrangode ACsea 1.

(1 00
A‘[o10]

oo 7% (a0
dec d|l=
010 c d
e f
Respuesta abierta.
1 2 -
«SiB=(0 3 —>AB:[ ]—>Rango(AB):2
0 3
5 6
1 2

«SiC=[0 0 —>AB:[] 2]—>Rango(AC):1
31 0 0

090 | Una matriz cuadrada de orden 3 tiene rango 2.
a) ¢Cual es el rango de la matriz que resulta al quitar una fila?
b) ;Cudl es el rango de la matriz que resulta al eliminar una columna?
¢) ;Qué sucederia en los casos anteriores si el rango de la matriz inicial fuera 3?

a) Elrango de la matriz es 2 si eliminamos una fila que depende linealmente
de las otrasy es 1 si las dos filas que dejamos son proporcionales.

b) Elrango de la matriz es 2 si eliminamos una columna que depende linealmente
de las otrasy es 1 si las dos columnas que dejamos son proporcionales.

c) Eneste caso, el rango siempre seria 2, porque las dos lineas que dejamos
son siempre linealmente independientes.

091 | Calcula la matriz inversa de las siguientes matrices:

10 1 100
A:[?_j] B=|-1 2 3 c=lo 1 0
- 2 0 —1 0 0 1
Aplicamos el método de reduccién o de Gauss-Jordan:
2 =411 0 T =2112 0 1T =212 0
a) — _—
~1 4|0 1) 1. =1 4|0 1) E=R+R |0 2|12 1
1 21
1T =2112 0 1T 01 1
—_— —_—
5:%5 0 11/4 12 F=F+2r |0 1]1/4 12

' A
La inversa de la matriz A es: [1/4 1/2]
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10 111 00 10 1 100
b) -1 2 3010?)024110
20 1100 1) o0 =3]-20 1
T 0 111 0 0 100013 0 1/3
F=5f 00 1123 0 —13) g 00 1] 23 0 —1/3
1
FF*;@
/3 0 1/3
La inversa de la matriz Bes:|—=5/6 1/2 2/3
2/3 0 —=1/3
¢) Como la matriz C es la unidad, su inversa es ella misma.
1T 2 1
HallalainversadelamatrizA=|0 1 1|
2 10
(Navarra. Junio 2004. Grupo 1. Opcion B)
1 2 111 00 1 2 1 1 0 0
0O 1 110 1 0 ﬂ)O 1 11 0 1 0
2 1 0/0 0 1) 70 =3 =2/-2 0 1
1T 0 —1 1 =2 0 1 0 0] —1 1 1
fi oo a2 3 1) oo -2 3
—1 1 1
Lamatrizinversade Aes:| 2 -2 -1
-2 3 1
1 2 =2
Calcular, si es posible, la inversa de la matriz: A = | —1 3 -1
(Murcia. Junio 2008. Bloque 1. Cuestién A) 0 =2 1
1 2 =211 00 1 2 =21 00
=13 =110 1 0j———>10 5 3|1 10
0 —2 100122 o2 1001
1 0 —4/5|3/5 =2/5 0 10 0 |—-1 =2 -4
—2>05—31 1OF_F4F050—5—5—15
Fi=h="h 0 —1/512/5 2/5 1JF—f 155 \0 0 —1/5]2/5 2/5 1
A=h+2h
10 O |—-1 =2 —4
—1> 0 1 0 [—-1 =1 =3
Fz:*SFz 00 —1/5|-2 -2 =5
F,==5F,
-1 =2 —4
Lamatrizinversade Aes:|—1 —1 =3
-2 =2 =5
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10
{Por qué se obtiene este resultado?

094 | Dadas las matrices A = [_1 2] yB= [ (1) _§] calcula (A™)""yB™'B.

Por la definicion de matrizinversa: (A™")'A~' = I, multiplicando a la derecha
por A los dos miembros, se obtiene (A7)~ = A.

Por definicion de matrizinversa: B~'8 =1

. 2 —4 1 2
095 | A= B= .
Sean las matrices [_1 4] y [O 1]

a) Compruebaque (AB)"'=B""A"".
b) Calcula (B%)~', de la manera mas rapida posible.

L (20 (12 0 (1= (1 1Y _(12 0
@ (48) _[—1 2] Y EA =0 1 lie 2"l e

096 | Dadala matriz A = [1 i] calcula (A'A7")? A.

3

(AA TV A= AATAATA = AATA

1 0|-2
0 —-2|-3

)

T 2{1 0 1 210
3 4|0 1) R=R-37 (0 —2|-3 1) fA=R+f

=2 1| 2
32 =172 132 -2

A[A"Af:] 3112 VoY 3 52 —12) [ 3| (32 12
2 4) 132 =172) (2 4 2 0 )12 4 2 6

10
_—
[01

1 =1 2
097 | Comprueba que lainversadelamatrizA=[0 2 1|eslamatriz
-1 —3 5 1 11
Al = ! =1 1 1]

412 2 =2

Para comprobar que una matriz es la inversa de otra, basta con multiplicar
las matrices y ver que el resultado es la identidad.
T =1 2 3 5 4
AAT =10 21 1 1=
1 1

o o
N O
o o
I
o —
- o
o o

]

1 1
Y _
1 41 2 2 —2] 4

o
N
o
o

(13 51 -1 2) (400 (100
AlA=—|-1 1 1|lo 2 1=—lo 4 o|=|0 1 0
4122 =2Jlr 11 4o o 4] lo o
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1 2 m
ConsideralamatrizA=|1 1 m| dondem € R. Determina para qué valores
m 0 1

de m la matriz A es regular (inversible).
(Cantabria. Septiembre 2007. Bloque 2. Opcién B)

1T 2 m{1 0 O 1 2 m 1 0 0
11 mo 1 0)]————0 -1 0 | -1 1 0
h=FK-h 2
m 0 1[0 0 1) 7Z¢ pelo —2m 1-m?|-m 0 1
1 0 m —1 2 0
—> —_ —
P 0 1 0 i 1 1 0
F3:F3—2mF2 0 0 1—m m =2m 1
1 0 0 |=1/(0—=m?) 2/(1—m*) —m/(1—m?)
—m> 0 -1 0 —1 1 0
=i h o 0 1=—m? m —2m 1
10 O|=1/(0=m?* 2/0—=m?) —m/(1—m?)
Fj: g ‘ 0 0 1 m/0—m?) —2m/(1—m?) 1/(1—m?)
1—m?

La inversa, si existe, de la matriz A es:
—1/0=m?)  2/(1—m*)  —m/(1—m?)
Al = 1 —1 0
m/(0—m?) —=2m/(1—m?)  1/(1—m?)
Para poder calcular la inversa tenemos que dividir entre (1 — m?), luego esta

expresion no puede ser cero. Es decir, la matriz A es invertible cuando
I—m)=0—-m=lym=—1.

Estudia para qué valores de m la matriz siguiente tiene inversa:

m 0 1
0o 1 1
m 0 m
En caso de ser posible, halla su inversa param = —1.

(Castilla-La Mancha. Afio 2005. Supuesto 4. Bloque 3. Pregunta B)

m 0 1|1 0 O m 0 1 1 0 0
m 0 m{oO 0 1] 2 "0 0 m=1—-1 0 1
m 0 0 [m/(m=7) 0 —=1/(m-=1)
P E— 0 1 0o | /im=1 1 =1/(m="1)
A=h-—76 0 0 m—1 —1 0 1
F=F-——F
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ro k 0 —1
100 | Seanlas matricesA=([2 k|yB= .
0 1 11 2

a) Estudia, en funcion de los valores reales de k, si la matriz BA tiene inversa.
b) Hazlo mismo para la matriz AB.

1 0
[k 0o = _[k =T
3 BA‘[] ] 2] 2k _[3 /<+2]
0 1
3 k42
k-1 3 k42 Kk
3 k+2) foR k1) p g k|0 —
2 2 31 3 3
2
7%,%,1:o_>k2+2k+3:0

— k — No tiene solucion.

_ —2+~N4-12
2

Como BA es una matriz de orden 2 y su rango siempre es 2, tiene matriz inversa

siempre.
10 kK 0 —1
b) AB=|2 k[f ? *;]: 3k k 2k—2
01 11 2
Kk 0 —1 112 1 2
%k 2k—2|—— |3k k A—2|——[0 —2% —4k-2
10 _ ,=h = 3kh _ ok —
112 L ol (U s T
11 2
— 5|0 -k —4k—2
F;:Frfﬂ 0 o 0

Como AB es una matriz de orden 3y su rango es 2 < 3, esta matriz
no tiene inversa.

1 2
1 2
101 | Se consideran las matrices: A = [1 1 r_nl] y B=|m 0}, donde mes un nimero
0 2

real. Encuentra los valores de m para los que AB tiene inversa.

1 2 m P2 14+2m 24 2m
el FRET b LU el P
0o 2
. 3 4 ' :
+ Sim=1-— 0 no tiene inversa ya que surango es 1.
. -1 o
« Sim=-1 —>[ 5 O] no tiene inversa ya que su rango es 1.

+ Sim=1ym=—1elrango de la matrizes 2, y por tanto, la matriz tiene inversa.
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SOLUCIONARIO 1

1 0 0
En la matriz A determinaa, by cparaque sutraspuesta A =[0 142 1/+/2
coincida con su inversa. a b c
A=A 5 AA = AATT 5 AA =1
1 0 0 1 0 g 100
0 12 182|012 bl=lo 10
a b c 0142 ¢ 001
1 0 a
0 1 b+c 1 0 0
NG =0 1 0
b+c L, 5 5 0 1
a+b°+c
NP}
Multiplicando e igualando términos se obtiene este sistema de ecuaciones.
a=20
b+c a=0 b=—c| a=0b=—c 1
=0} —> — s 4=l c=+—
7 b e = } 7
>+ 4 =1
Hay dos soluciones: ¢ = ] b——L a=20 c——L b—L a=0
' J2 J2 ! V2
Comprueba y contesta.

a) SiAesunamatrizno singulary (B — C)A =0, siendo 0 la matriz nula, comprueba
queB=C.

2
b) Segun el resultado del apartado anterior, cuando A = [_1 _S] la Unica matriz X

que verifica la ecuacion XA = 0 es la matriz nula. ;Es cierta esta afirmacion? ;Por qué?
Nota: Matriz singular es aquella que no tiene inversa.
(Asturias. Junio 2003. Bloque 2)
a) B—OA=0—->BA-(A=0—>BA=CA—-BAA ' =CAA"' 5 B=C

b) La afirmacidn es falsa, pues el apartado a) requiere la condicion de que la matriz A
sea no singular, sin embargo, en este caso Rango (A) = 1, con lo que la matriz
es singular.

2 —6 2 —6
—1 3 1 0 0
FZ:FzJF?Fw

Despeja la matriz X de la ecuacién AX = By calculala siendo A = [; _?]
g1 23
Y2=lo =1 1)
Se multiplican por la izquierda por la inversa de Alos dos miembros de la ecuacion,
que existe por ser Rango (A) = 2.

ATAX =ATB—> X =A"B

(oY (v 23y (1 2y (1 23] (1o 5
Porlotanto.X—[o _1] '[O 1 1]—[0 _1]'[0 —1 1]_[0 1 —1]
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106

107

68

1 1

Dadas las matricesp = | —1
-1 -1
la matriz B sabiendo que BP = A.

0

—1

(Castilla y Leon. Junio 2006. Prueba B. Cuestion 1)

—1

BP=A— A

B=
0
1
1

o—-o ¢

1
0
—1

I
o o —
Pats

—_——

B= AP =

N O O

1
Calcula la matriz A que haga que: {

O — O Jnom

—

3

4 2

— O O

-+

21
5 3

(La Rioja. Septiembre 2006. Propuesta A. Ejercicio 3)

[4 3= 3> 2=L:

2 1110
—_
[5 3‘0 1]5

Calcula la matriz X tal que A2X = A, donde A = [1

1
T

2
0
1

d

{4

i

(Extremadura. Septiembre 2007. Opcion B. Ejercicio 3)

AX=A>AX=1—>X=

1210 1
e —
1110 1) A=r-F" (0

A—W

o — O

]

e —
1] F=F+2F,

00

0|, hallese razonadamente

0 2

— O O

STom
nl
-om
|+
Fattal
o - O
- O O
o O =
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Hallar una matriz X tal que A~'XA = B, siendo:
1
e

(Madrid. Junio 2005. Opcion B. Ejercicio 2)

|

3
—2

AXA=B— XA=AB— X = ABA™!

3 11 o 3111 0 3
112 —_—
=2 —1O1F F+2FO——§1F5+3FO
3 1
3 03 3 ]
2 _
R=FR+3F |0 ——|= 1| (_1, [0
313 13
F, =—3F
Y — ABA- I | e | O O A I
-2 =12 1yl-2 =3 —4 1) (=2
-1 1 1
Determina, si existe, una matriz A que verifique o 37|~
—1
-1 1 12 0 2 11 0 2
CA- — A= .
0 [—2 o] [2 o]_> [ 0 3] [2 o]
-1 111 0 -1 0|1 =173 10
_
0 310 1) r_fp_1f 0 3|0 T ) r—_f (O 1
1 1 32 1 1
F2:%F2
1T 2/1 0 T2 0 1 0]0
-2 0|0 1) A=K+27 (0 4|2 1) _p_1. |0 4|2
1 1 22
T 000 -—172
F=1F 0o 1112 1/4
4
A 2”: -1 13} (0 2
0 0 0 1/3) |2 0} (172
_[2/3 12 _[-1 =5/6
(23 1/2 174) | 0 =173

Encuentra una matriz X que verifique AX+ B =1, siendo A = [

e I la matriz identidad.

AX+B=T->AX=1-B—>X=A"(-

0 —1|1
1T 0|0

X:A"(I—B):[

0
1

7=
feh (0

0 1
-1 0

0

-1

I

1
0

0
1

0
1

1
)

Rt

B)

SOLUCIONARIO 1

Wl w

1/3
1/3

|

2
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1
1
1

1T =1
Considera las matrices: A = |2 1
0 0

111

- O O
N

1
2 B=
1

Calcula la matriz X que verifica AX + B=1, donde I representa la matriz identidad.

1 =1 11 00 1T =11 100
2 1.2[0 1 0f—=>0 3 0/-2 10
0 0 110 0 1] 2>2>2""lo0 0 1 001
10 1113 13 0 1.0 0[13 113 =1
fi=htshl0 0 110 0 1) "> lo o0 110 0 1
1.0 0] 173 173 —1
———[0 1 0/-23 13 0
F=3H 0 0 1] 0 0 1
173 13 =1 |1 0 o) (0o 0 1
X=A' -8B =|-2/3 173 0|0 1 o|=|0o 1 1f|=
0 0 o o 1) (1 11
13 173 =1 1 0 —1 43 1 —2/3
=|-23 13 0 0 0 —1|=|-23 0 13
0 0 1l=1 =1 0 . 0
0 30
112 | Resuelve la ecuacion matricial XA + B=C,donde A =2 0 1},
st =2 )y co[ 10 9 0 =32
5 1 =3 -1 4 —6
XA+B=C—>XA=C—B— X=(C—B)A"
0 30/1o00 2 01010 20 10 10
2010 1 0/——=>10 3010 0f———>103 0100
0 =3 2(00 1" o =3 2000 1) "™ |00 2[1 01
20 0[=12 1 =12 10 0l=1/4 12 —1/4
———030/ 1 0 0|—=]010 13 0 0
F=hi-Rl002f 1 0 1 )i=3floo 1] 12 0 12
F=3f
F=2F,
—1/4 1/2 =1/4
x=c-oa=[ 10 2 e o)
- - - 12 0 2
—1/4 12 —1/4
:[72 ; 43]7 50 0 :[41112 —322 110/4]
B N 72 0 12 N
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SOLUCIONARIO 1

Resuelve la ecuaciéon matricial AX + C = B, siendo:

4 1 1 2 0 -1 0 —1 2 1
A = = C =
[—1 0] B [—2 -1 1 0] [1 0 -3 O]
(Galicia. Septiembre 2005. Bloque 1. Pregunta 1)

AX+C=B>AX=B-C—o>X=A"B-0)

4 101 0 —1 0]o 1
— —_—
—1 0/0 1 For | 4 1|1 0)Jf=R+4r | O 1|1 4

-1 o‘o 1]

X:A’W(B—C):O —1 1 2.0 =1 [0 -1 2 1 _
1 4) |-2 -1 1 0 1 0 -3 0
(o =1 1 3 =2 =2} (3 1 -4 0
14 (=3 =1 4 o) (=11 =1 14 2
11 0
Razona si existe la matrizinversade A=|0 1 0|y, en caso afirmativo, calculala.
2 0 —1

Resuelve la ecuacion matricial AX + 2A =1, donde X es una matrizde orden 3 e |
es la matriz identidad de orden 3.

(Castilla-La Mancha. Afio 2007. Supuesto 3. Bloque 3. Pregunta A)

11 0 11 0
0 1 0 H—ZC> 0 1 0| — Rango (A) = 3 — La matriz A tiene inversa.
20 1) o 0 1
11 0oj1m 0 0 1 1 0 10 0
20 1o o 1T 0 2 —1]=2 0 1
10 0 T =10 10 0|1 —1 0
T 0 1 0| 0 1 oﬁo 17 0/0 1 0
1=hTh 11 = 373 _ _
F—F, +2F, 0 0 1 -2 2 1 0 0 12 2 1
I 0
—A'=[0 1 O0
2 =2 -1
AX+2A=T—->AX=1-2A— X=AT1-2A)
I ol|f1r 0 0 11 0
X=A"I-2A)=|0 1 offjo 1 0f—=2-10 1 Ofl=
2 =2 —=1J)l0 0 1 2 0 -1
1 =1 ol -1 -2 0 -1 =1 0
=10 1 0 0O —1 0|=| 0 —1 0
2 =2 1) (-4 0 3 2 =2 =3
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1 7 0 00 2 X
115 | Sean las matricesA=|2|,B=| 2|,C=|0 1 O0|yE=|5]|.CalcularM =]y
3 —2 0 0 1 3 z
para que verifique la ecuacion (AB' + C)M =E.
(AB"+CM =E
1 0 0 O 2 7 2 =2 0 0 0 2
21-(7 2 =2)+|0 1 Of|-M=|5|—>||14 4 —4|4+|0 1 O||-M=|5
3 0 0 1 3 21 6 —6 0 0 1 3
7 2 =2 2 7 2 -2}
S|4 5 —4|-M=|5|->M=]14 5 —4
21 6 =5 3 21 6 =5
7 2 =2|1 0 O 72 =21 100
4 5 —4/0 1 0|——=>/0 1 0/-2 10
—F—
21 6 =5|0 0 1 Fz:@_gﬁ‘ 0 0 11-3 0 1
70 =21 5 =20 7 0 0|—-1 =2
— (0 1 0 —2 1 0|l ——|(0 1 0|-2 1
=it 0o 0 1]=3 0 1] TR o 0 1]=3 o
10 0|=1v7 =2/7 2/7
ﬁ 0 1 0 =2 1 0
f=zf o 0 1| =3 0 1
7 2 =2\ (2) (=7 =27 w7\ (2) (=127
M=14 5 —4 5|=| =2 1 01-15|= 1
21 6 =5 3 -3 0 1 3 =3

116 | Sean X'una matriz2 X 2,Ila matrizidentidad2 X 2y B = [2 1]. Hallar X sabiendo
que BX+B=B+1. 01

BX+B=B4+1—-BX+D=B 41> X+I1=BT"B+1)—> X=B"B>+1)—

2 01 —1 1 0012 =112
F=f—F, |0 1[0 1F,on1o 1

TR RN
TN T

|

|

[1/2 -1/2 [ ] [

[
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SOLUCIONARIO 1

Resolver la ecuacién matricial B(2A +I) = AXA + B, siendo:

A:[1 —1

T2
0 1 B‘[—1 —1]

(Canatrias. Septiembre 2007. Opcién A. Cuestion 3)

10

BRA+1) = AXA+B —>2BA+B—B=AXA—2B=AX - 2AB=X
T =111 0
0 1

11
0o 10 1] R=F+h ‘o 1]

(R R

11
01

X:2A’1B:2‘[

Calcular una matriz cuadrada X sabiendo que verifica XA? 4+ BA = A?, siendo:

0 0 -1 0 0 -2
A=| 0 —1 0 B=| 0 -2 0
—1 0 0 —2 0 0

(Madrid. Septiembre 2007. Opcion B. Ejercicio 1)

XA +BA=A 5> XA =A -BA>XA=A-B—> X=1-BA"

0 0 -2 0 0 -1
B=| 0 =2 Oj=2-| 0 -1 0]=2A
-2 0 0 —1 0 0

1 0
X=1-BA" 5 I1-2M"=1-2A=-1=| 0 -1 0
0 0

. . 1 x 01
onsidera las matrices [2 _I] y B [1 2]

Halla x para que se cumpla A> + B> = [2 12]

ool 3-(1H 96 I 3

SEAEANE N

4 T+ 2x 2 5 6 12
2x+2 2x+2|_|8 8%2)(—&—2:8 x—3
6 2x +6 6 12 2x+6=12

Resolver los sistemas matriciales.

10 2 4

a) 2X+Y—[_1 1] b) X+Y_[_4 2]
(1 3 (-2 8
X_Y_[s —4] 3v X‘[12 2]
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121

122

J’_
X7Y:[1 3]
5 4
(2 3 (23 1
X ’[4 —3]_’X*[4/3 —1]

2 4
b) —
+X+ v=|_, 2]
2 8
—X+3Y7[12 2}
0 12 1 0 12 0 3
4Y’[—16 4]%Y72[—16 4]’[—4 1]

Resolver el siguiente sistema matricial:

4 8
2A+3B=
+ [7 11]
5A—28=|10 ]
8 18
4 s
2A+38 =
+3 [7 11]
01
5A— 28 =
5 )
4 8
4A4 6B =2
. + [7 m]
154—68=3.]'0 |
18
4 8 10 1) (38 19 2
194 =2 . _ _
? [7 11]+3[8 18] [38 76]%%\ [2 4]

101 2 1) (10 1) (o 4 0 2
28— 54 —5. _ -
° [8 18] ° [2 4] [8 18] [2 2]%8 {1 1]

Razona si las soluciones de las siguientes ecuaciones matriciales son correctas.
Consideramos 0 como la matriz nula.

a) X*=0 — Soluciéon X=0
b) XA=0 — Solucion X=20
) X’=AX — Solucion X=A



SOLUCIONARIO 1

a) No es correcta porque hay matrices no nulas que multiplicadas por si mismas

dan la matriz cero; por ejemplo, las matrices de orden 2 del tipog g]y[g 8]
0 k) [0 k)_(o o 0 0) (0o 0)_{0 o0
0 0/ o of oo k o)k o) 00

b) Sila matriz A tiene inversa, la Unica solucién es X = 0. Si no existe A™' puede

haber otras soluciones, tal como sucede en el caso anterior.

c) Escribiendo la ecuacion en la forma:
X2P—AX=0—>XX—-A)=0
se ve que puede haber otras soluciones.

123 | Si una matriz cuadrada A verifica A> 4+ 7A = I, siendo I la matriz unidad, calcula A=’

en funcién de A.

A+ TA=IAA+TN) =1A"=A+71

124 | Sean A una matriz cuadrada de orden n tal que A* = A, I la matriz unidad

125

de orden ny B=2A — I. Calcula B

B=2A—1-B=QA-NQA-1)=4A"—2A - 2A+1=4A—4A+1=1

Si Ay B son dos matrices cuadradas de orden 3 y A es diagonal, ;se verifica AB = BA
para cualquier matriz B? ;Cdmo deberia ser A para que se cumpliera esta igualdad?

No siempre se verifica AB = BA; por ejemplo:

a 0 0} 1 0 a
AB=10 b 0Of-|1
00c

n O O o o
Q

o o o [cNoNe)

o O O loNeoNe)

Veamos cdmo debe ser A para que se verifique siempre la igualdad:

a 0 0| (b by bis ab,, ab;, ab
AB=10 b 0|-|by by, by|=]|bb, bb,, bby
00 c¢f by by by by by, by

by by b {a 00 aby, bb, cby;
BA - bﬂ bzz bzg -10 b 0= abp bbzz Cbzg
by by by) |0 0 ¢ aby bbsy, by

La igualdad de estas matrices implica a = b = ¢. Luego la matriz A debe ser
delaforma A=al
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PREPARA TU SELECTIVIDAD

—_

1 | Dadas las matrices: A =

o O o
o o x
O X ~+
<
o]

Il
o o
o = x
—_ X~

a) HallarA™.
b) Calcular la matriz inversa de B.
¢) Enel caso particular k = 0, hallar B™.

0 k t] {0 k ¢t 0 0 K
a A2=|0 0 k|[-|0 0 k|=]|0 0 O
0 0 0J({0 0 O 00 O
0 0 k*| (0 k t 0 0 0
A=|0 0 0|0 0 k|=]|0 0 O
00 0)Jl0O 0 O 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Engeneral: A" =|0 0 O|paran>3—>A°=[0 0 O
0 0 0 0 0 0
T k t|1 0 O 1T 0 t—k*1 —k O
0 0 10 0 1) "7 "21l0 0 1 0 0 1
T 0 0|1 —k k*—t
— |0 1 0|0 1 —k |—>B
F=hi=@=% 1o 0 10 0 1
F,=F,—kF,
1T 0 t] (1 O ¢ 1 0 2t
o B°=|[0 1 0[]0 1 0|=|0 1 O
0 0 11{0 0 1 0 0 1
1 0 2t) (1 O ¢t 1 0 3t
B=|0 1 0}-{0 1 0|=|0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 nt 1 0 10t
Engeneral:B” =0 1 0|—B°=[0 1 0
0 0 1 0 0 1

2 | SeaAlamatrizA = [(1) ?] Para cada nimero natural n, hallar A"

Calcular A2 — 12A% + 2A.



SOLUCIONARIO 1

A4:13a.1a:14a
0 1 0 1 0 1

1

E A" =
ngenera [O

1 22a 1 2a 1 a)_(-9 o
AZ —12A 4 2A = ~12. 2. = T

Dadas las matrices: A = |1 , hdllense las matrices X
10
que satisfacen XC+ A = C+ A%

(Castilla y Leén. Junio 2005. Prueba B. Cuestion 1)

170 0](1 0O
A’={1 0 0|-|1 0 0O|=

17001 0O
La matriz Ctiene inversa por ser de rango 3.
XC+A=CHA S XC=CH+A A X=(C+A -AC"
0
1
0

100
170 0|=A
100

— O O

1
S X=CC"=1-5X=|0
0

Encuentra las matrices A y B, sabiendo que verifican las ecuaciones matriciales:

8 4 7 9 -2 6
22+3gi;\\7},siendo M=118 11 —6|yN=|17 1 —10
—A+ B= 8 3 13 9 4 13

(Castilla-La Mancha. Ao 2005. Supuesto 3. Bloque 3. Cuestion B)

8 4 7
2A+38=|18 11 —6
8§ 3 13
9 =2 6
—A+ B=|17 1 =10
9 4 13

8 4 7

2A+38=|18 11 —6

8 3 13
+ 9 =2 6
—2A+2B=2-|17 1T =10
9 4 13
8 4 7 9
56=|18 11 —6|+2-{17 1
8§ 3 13 9 4 1

26/5
B =152/5
26/5

0
13/5
1/5

19/5
—26/5
39/5



Matrices

8 4 7
2A+3B=|(18 11 -6
g8 3 13
9 =2 6
—3A+3B8=3-|17 1 =10
9 4 13
8 4 7 9 =2 6 —-19 10 -1
5A =18 11 —6[(—3-(17 1 —10|=|-33 8 24
8 3 13 9 4 13 -19 -9 =26
—=19/5 10/5 —=11/5
A=|-33/5 8/5 24/5
—19/5 —=9/5 —26/5
-1 -2 =2
5 | SealamatrizA=| 1 2 1}
0o —1 —1
a) Comprueba que verifica que A*> — I = 0, con I matriz identidad y 0 matriz nula.

b) Calcula A™.
c) Basandote en los apartados anteriores y sin recurrir al calculo de inversas,
halla la matriz X que verifica la igualdad A2X + 1= A.

-1 72 -2 —1 0 2
1 = 1 [
0 -1 -1 -1 -1 0
2) (=1 =2 =2 100
—1 1 2 11=10 1 0
0 0 -1 -1 0 0 1

—1 72
a Al=| 1
O —

-1 0
A =AA=| 1 1
-1 =1

Luego se verifica que A* — I =0.
b) A=1-A"=1-A"=AA=A

O AXHI=AAX=A-T>AX=AA-])

—1 0 2 -1 =2 =2 0 2
X=A—-A=]| 1 1T —=1|— 1 2 MW= 0 -1
-1 =1 0 0 -1 -1 —1 0
6 | Sean A, B eIlas matrices:
0 1 1 6 —3 —4 1 00
A=]|1 1 0 B=1|-3 2 1 I=]10 1 O
1T 00 —4 1 5 0 0 1

Estudiar si existe algun valor de X € R para el cual se satisfaga (A — X\I)*=B.



SOLUCIONARIO 1

0 1 1 100 6 —3 —4
1T 1 0|=X-l0 1 0|l =|-3 2 1
100 0 0 1 -4 1 5

2
- 1 1 6 —3 —4
T 1=\ 0| =[-3 2 1
1 0 =X —4 15
- 1 1) (X 1 1 6 —3 —4
T 1=X 0 T 1=X 0]|=|-3 2 1
1 0 X\ |1 0 -X —4 15
N +2 T—2X) N 6 —3 —4
T—2N 2—=2N+N\° 1T |=|-3 2 1
-2\ 1 N +1 —4 15

Igualamos elemento a elemento y resolvemos las ecuaciones que resultan.

N +2=6
1—2x=-3
“N=—4f > XN=2
2-2N+ N =2
N +1=5
m 0 0
DadalamatrizA=1|0 0 m |
0 —1 m+1

a) Estudia, segun los valores de m, el rango de A.

b) Param = —1, calcula la matriz X que verifica XA + A = 21, siendo I la matriz unidad
de orden 3.

(Galicia. Septiembre 2007. Bloque 1. Opcion 1)

m 0 0 m 0 0
0 -1 m+1 "% o 0o m
Sim=0—Rango A =1, solo hay una fila con elementos distintos de 0.

Sim=0-—Rango A =3.

0 0
0 —1|. Existe A~ por ser Rango (A) = 3.
—1 0

b) A=

o O —

XA+A=2>XA=20—-A—>X=020—AA"

—1 0 0 10 0 -3 0 0
> X=2A"-1=2- 0 0 —-1|—l0 1 0|=| 0 =1 =2
0 -1 0 0 0 1 0 -2 -1
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LITERATURA Y MATEMATICAS

El tio Petros y la conjetura de Goldbach

En nuestra primera noche juntos, mientras cenabamos en el come-
dor de la universidad para conocernos mejor, le dije con naturalidad
[a mi companero de habitacion]:

—Puesto que eres un genio de las matematicas, Sammy, estoy seguro de
que podras probar con facilidad que todo ntimero par mayor que 2 es
la suma de dos primos.

Se echo a reir.

—Si pudiera probar eso, tio, no estaria aqui cenando contigo; ya seria
catedratico, quizés incluso tendria la medalla Fields, el Nobel de las
matematicas.

Antes de que terminara de hablar, en un instante de revelacion, adivi-
né la horrible verdad. Sammy la confirmoé con sus siguientes pala-
bras:

—La afirmacion que acabas de hacer es la conjetura de Goldbach, juno
de los problemas irresueltos mas dificiles de todos los campos de las |
matematicas!

Mis reacciones pasaron por las fases denominadas (si no recuerdo mal
lo que aprendi en Psicologia Elemental en la universidad) «las cuatro
etapas del duelo»: negacion, ira, depresion y aceptacion.

¥ De ellas, la primera fue la que dur6é menos.

8 —No... jno es posible! [...]

. —;Qué quieres decir con que no es posible? —pregunté—. jLo es! La 4

conjetura de Goldbach, que asi se llama la hipotesis, pues nunca ha
sido demostrada, es que todos los ntimeros pares son la suma de dos
| primos. Lo afirmé por primera vez un matematico llamado Goldbach
en una carta dirigida a Euler. Aunque se ha demostrado que es verdad
incluso en numeros primos altisimos, nadie ha conseguido formular
una prueba general. [...]

Mi nuevo compariero de cuarto, totalmente estupefacto ante el hecho
de que una hipotesis de teoria de nimeros pudiera provocar semejan-
te arrebato de pasion mediterranea, me rogé que le contara qué me
pasaba; pero yo no estaba en condiciones de dar explicaciones..

APGsTOLOS DOXIADIS




SOLUCIONARIO 2

El tio Petros y la conjetura
de Goldbach

Apostolos Doxiadis

IO PETROS
TURA DE GOLDBACH

Petros Papachristos vivia en una casa a las afueras

de Atenas, retirado del mundo, sin mujer ni hijos, ocupado
solo en cuidar el jardin y jugar al ajedrez. Habfa sido

un matemadtico notable, aunque para sus dos hermanos
menores, que mantenian con su esfuerzo la empresa
heredada del padre, era el «fiasco de la familia». En cambio,
uno de sus sobrinos, el narrador de la historia contenida
en esta novela, lo admiraba por su pasada reputacion.
Cuando acabd el penultimo curso del bachillerato,

un dia le pregunté si también él podria llegar a ser un
buen matematico. El tio Petros le contesto:

—No quiero verte haciendo unos estudios que te
conduciran al fracaso y la desdicha. En consecuencia,

te pido que me hagas la firme promesa de que no te
convertiras en matematico a menos que descubras que tienes un talento extraordinario. ;Aceptas?

El joven acepta el desafio que consiste en resolver a lo largo del verano sin consultar
los libros el siguiente problema: demostrar que todo entero par mayor que 2 es igual a la suma
de dos primos.

Después de llenar durante los meses estivales cientos de cuartillas que acabaron en la papelera,
el joven no logré demostrar esa sencilla conjetura. Admitié su incapacidad y, cumpliendo

su promesa, se matriculd en la licenciatura de Econdmicas, en una de las mejores universidades
norteamericanas. En su tercer afo, le tocd compartir habitacion con Sammy Epstein,

un muchacho famoso entre los estudiantes del primer ciclo porque era un prodigio de las
matematicas. Su primer encuentro con él es el que se describe en el texto extraido de la novela.

Cuando el joven descubre la <broma» que le ha gastado su tio, decide vengarse y ésa es la trama
de la segunda parte de esta maravillosa novela, en la que se narra muy bien la lucha de una
persona por construir matematicas: sus tanteos, sus desanimos, sus éxitos y sus fracasos.

Halla los nimeros primos que cumplen la conjetura de Goldbach para los nimeros
pares 4y 8 y forma una matriz de orden 2 con ellos. A continuacion, calcula

el valor de la expresién a,; a,, — a,; a;, para esa matriz, para su traspuesta

y para la que resulta de sumarle a la primera columna la segunda. ;Qué observas?
;Por qué crees que ocurre esto?

Respuesta abierta. Por ejemplo: 4 =1+ 3 8=14+7

La matriz que forman estos nimeros primos es: A = [1 3]
Asl: a1Gn — G0y =7 —3=4
La matriz traspuesta es: A" = [; ;]

Entonces: a0, — aya, =7—-3=4
L.a matriz que resulta de sumarle a la primera columna la segunda es: A = [g ;]
ASl: G110y — G0y = 28 — 24 = 4
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ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Comprueba si existen combinaciones lineales entre las filas de estas matrices.

o S
a) A=| 5 0 =2 b)B=_120_0
3 0 =2 -
—4 0 2 -2
a) Para comprobarlo estudiamos si: f; = kif, + k.3
Consideramos los elementos de las columnas 1y 3 ya que los de la sequnda
son todos nulos, y por tanto, verifican cualquier combinacion.
—1= 5k + 3k,
k=1 k,=-2
2:—2/<1—2/<2}_> ! ’
Entonces: i = F, — 2F;, — existe una combinacion lineal entre las filas de esta
matriz.
b) Para comprobarlo estudiamos si: i = ki, + ko5 + ksf,
Tomamos los elementos de las tres primeras columnas:
—2==3k — k,—4k, —2=-3k — k, —4k, k= —k,
0= 2k + 2k — 0= 2k+2k - 1 1
ky=——k +—
1= Kk + 2k, 0=—k— Kk 2 2
Si/ﬁ:]%kzZ—’lﬁkg:O—)F]:IEz_Fg
Esta combinacién lineal entre las filas también se verifica con los elementos
de la tltima columna, por tanto, existe una combinacion entre las filas de
esta matriz.
-2 0 -1
002 | Calcula la matrizinversadelamatriz A=| 2 1 0], y comprueba que se cumple
queAA™'=1 yqueA'A=1 0 0 —1
-2 0 =111 0 0 -2 0 —=1{1 0 O -2 0 01 0 —1
21 00 1 0> 0 1T —=1{17 1 O|—= 0 1T 01 1 =1
0 0 =10 0 1 0O 0 1|0 0 —1 0 0 1|0 0 -1
100 7% 0 % 7% 0 %
-1
ool 1 AP0 0 4
0 0 1 0 0 -1 0 0 -1
-2 0 -1 1 0 il 100
AAT=| 2 1 ol %] 12:010
00 —1 h 00 1
0 0 -1
L 0 1 -2 0 -1 1 00
ATA= %1 %~21 o|=l0 1 0
a 00 -1 [0 0 1
0 0 -1




001

002

003

004

SOLUCIONARIO 2

ACTIVIDADES

Calcula el valor de los determinantes de estas matrices.

5 3 —2 2
a) A:[_7 12] b) A=|—=1 5 0
2 32

a) JAl=—24-7=-31
b) [A=30—-6-20—4=0

Calcula x para que estos determinantes valgan cero.

2 1 3 0 =2
a) ‘ 8 b) 1 x 2
-1 1 x

a) 22X 4+8=0-ox*=4—>5x=%42

b) 3x? =2—-2x—6=0—-3x>-2x—-8=0—> 4

e

—4 5
1 -2 2
b) A=|—1 4 0
-3 0 2

a Al=1A=-10+4=—-6
b) |Al=]Al=8+24—4=16

a b
. - 1 )
Si c d‘ , calcula:
c d a c c a
S P b1y g 9 ld b
c d a b
D g b= e d‘1
a ¢ b
o1y g =|c d‘__1
) 1€ 9]¢ di_ |a b_1
g bl Tla b|T e d|T
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005 | Calcula el determinante de Ay, a partir de él, halla | B].

-2 =10
A=|—4 5 7
8 3 6

|Al = — 60 — 56 4 42 — 24 = —98

B =

2 =1 0 -2 =1 0
Bl=| 8 10 14|=—|-8 10 14
-8 3 6 8 3 6
006 | Si a b = —2, calcula:
c d
a —2b —b a
A | —Zd‘ b) ‘—d c
a —2b a b
3) c —2d‘_724C d‘_4
b a b a a b
o) | _g c_i‘d cl e d‘_iz
a b c a b+22a—c c
007 |Si|d e f|=3,calcula|d e+2d—f f].
g h i g h+2g—i i
a b+2a—c ¢ a b+2a c
d e+2d—f fl=|d e+2d f
g h+2g—i i g h+2g i

008 | Halla estos determinantes.

a a a —2a
A 1y b 1y 2
a a a —2a
A 1p =0 R TS
009 | Calcula estos determinantes.
a d a+d a 7
a) b e b+e b) |b 5
c f c+f c 1
a d a+d
a) |b e b+el=0 b)
c f c+f

a b
d e
g h

=0

- = N




SOLUCIONARIO 2

010 | Comprueba que las dos matrices cumplen que |AB| = |A| - |B].
2 -3 6 0
A= B:
e [
(2 =3 (6 o) (15 6 B
AB_[_1 o] [_1 _2]_[_6 O]—>\AB\_36
NS
. — |Al- |8l = 36
Bl=| | _2‘:712

011 | Determina el menor complementario de a,;.

012

013

5 1 3 =2 2
a) A=[_7 12] b) A=|—-1 5 0
2 3 2
a) ()Ly:]
b) om:‘_z 2‘:—4—6——10

Halla los elementos cuyo adjunto es negativo.

11 2 00
a) A:[_3 0] b) A= 1 —1 1
—1 10
a) Ap=—1,An=-3yA,=—1
b) Av=—1,A0=—1,An=—2An=—-2yAps=-2

Resuelve estos determinantes, aplicando la definicién y desarrollando por alguna
de sus columnas.

0o —2 7 —2 5 7 o 1
a -1 0 3 b) [-1 0 3 c)‘712‘
0 3 2 1T =1 2
a) Utilizando la definicién: [Al = — 21— 4 = —25
Desarrollando por la primera columna:|Al = (—1)(=1)+2 _§ Z‘:—4—21:—25
b) Utilizando la definicién: |4l = 15+7 — 6 +10 = 26
Desarrollando por la segunda columna:
Al =502 13 e T2 T =5 1=26
1 2 -1 3
¢) Utilizando la definicién: |Al = — 24 — 7 = —31
Desarrollando por la primera columna: /Al = — 21247 - (= 1)**" - 1= =31
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Resuelve estos determinantes.

014

b)

1
—2

a)

—2|=3.5-2-(=13)=41

0
1

1
1

4 0 1
0 -3 =2|-2-
1 1T 0

3.

0
-3

4
0

-2 -4

2

-8

Resuelve los siguientes determinantes de orden 4.

015

2 =3 -1

-3
0

0
-3
2

—55

0

—1

—4 3

—1

2 =3 -1

0

016 | Calcula x para que se cumpla que el resultado de este determinante sea —20.

3

=16x+ 44

™M N

2 x—1 x4+3 —x
—x =1

0
X4+ 3

X —1

—4

16x +44 = —-20 —> x
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Halla todos los menores de esta matriz:

SOLUCIONARIO 2

0o 2 -3 -1
A= -3 -3 2 0
-2 0 3 =2
-1 =2 0 -1
Menores de orden 1:0,2, -3, —1,-3,-3,2,0,—-2,0,3, =2, —1,—2,0y —1
0o 2 0 -3 0 -1
Menores de orden 2: ‘_3 _3‘ =6, 3 2‘ = -9, 3 O‘ =-3
2 -3 2 =1 -3 -1 -3 -3 -3 2
-3 2 ‘__5' -3 o‘__g' 2 o‘ 2|2 o‘ 0, 3‘__5'
-3 0 -3 2 -3 0 2 0 -2 0
0 72‘_6' 0 3= o 72‘_6' 3 72‘ o 72‘_4'
-2 3 -2 =2 0 3 0 -2 3 =2
-1 o‘ o R ] I o‘ °l 2 —1‘_*4’ 0 —1‘ -
02| _, [0 =3_ |0 ~1__,2 3_gl2 -)__,
-2 0 -2 3 -2 =2 0o 3 0 -2
-3 -1 -3 =3 -3 2 -3 0 -3 2
=9, =3, =2, =3, =4,
3 2 -1 —z‘ -1 o‘ -1 —1‘ -2 o‘
=3 0|52 ol__,| 0 2/_,| 0 3__5]0 -__
-2 -1 0 -1 -1 =2 -1 0 -1 -1
2 =3 2 - -3 -1
— =4 =
2 0T % —1‘ y‘ 0 —1‘ ’
0o 2 -3 0o 2 -1
Menoresdeorden3: |-=3 =3  2/|=28,|-3 -3 0|=-6,
-2 0 3 -2 0 =2
0 -3 -1 2 =3 -1 0 2 -3
-3 2 0|=-5|-3 2 0|=1|-3 =3 2|=-13
-2 3 =2 0 3 =2 -1 =2 0
0 2 -1 0 -3 -1 2 =3 =1
-3 -3 0|=-9|-3 2 0/=7|-3 2 0/=3
-1 =2 -1 -1 0 -1 -2 0 -1
0o 2 -3 0o 2 -1 0 =3 -1
-2 0 3}=-18|-2 0 =2|=-4,|-2 3 =2|=-9,
-1 -2 0 -1 =2 -1 -1 0 -1
2 =3 -1 -3 =3 2 -3 -3 0
0 3 =2|=-24,|-2 0 3|=-1|-2 0 =2|=12
-2 0 -1 -1 =2 0 -1 =2 -1
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Menor de orden 4:
0 2 =3 -1 1 4 -3 1

3.3 2 0 3.3 2 0 ]
o =2 - =—[-3 2 0|=15
—2 0 3 =2 0 4 3 =2
4 3 =2
-1 =2 0 -1 0 0 0 -1
018 | Calcula el rango de estas matrices.
1T -1
-1 0 3 2 =2 2 =2
a) A= b) B=
) [ 2 06 —4 1] ) 0 0
-3 2
-1 3 .
a) ) & =—12=0— Elrango de la matrizes 2.
b) ‘ ; 7;‘:—1¢O—> El rango de la matriz es 2.
019 | Calcula el rango de estas matrices.
0 1 -3 -1 0 -5 2 0 2
a -4 -1 0o o0 2 by| 4 1 -1 0
4 2 -3 —1 6 13 -1 3
0o 1 -3
a) |4 —1 0/=3=0— Elrangodelamatrizes3.
4 2 =3
-5 2 0
b) 4 1 —1|=-4=0— Elrangodelamatrizes 3.
1 3 -1
020 | Calcula x para que el rango de estas matrices sea 3.
0 2 -3 -1 2 2 1 -1 1
a) |-3 =3 2 4 by |1-3 1 3 —1 1
0 —4 «x 2 -1 3 x 2 -3
0 2 =1
a) |-3 =3 4|=0— Paraqueelrango de la matriz sea 3, el otro menor
0o -4 2 de orden 3 tiene que ser distinto de cero.
0 2 =3
-3 =3 2l=6x—36=0—>x=6
0 —4 x




SOLUCIONARIO 2

2 2 -1
b) |-3 1 —1/=32=0— Elrango de la matriz es 3 para cualquier valor de x.
-1 3 2
021 | Determina la matriz de los adjuntos de las siguientes matrices.
(-1 2 (2 =3 (1 o
045 v e=5 o <=[s
. 1 2 ) 6 4 . 10
a) Adj(A) [72 71] b) Adj(B) [3 2] A Adj(C) [o 1]
022 | Comprueba que se cumple que A - Adj (A) = | A| - I, siendo I la matriz identidad
-3 2 0
deorden3y A= 4 —1 —1].
0 3 -
Al = —
-3 2 0|4 2 =2 -4 0 0 70 0
4 -1 —1|-|4 3 =3|=| 0 -4 0|=-4-/0 10
0 3 —=1](12 9 =5 0 0 -4 0 0 1
023 | Calcula la matriz inversa de estas matrices.
S R
a) A=| 4 —1 —1 b)B=_4 _2 3
0 3 —1 T
-1 =2 0 —1
IR
4 2 =2 2
a) AT =—Adj(A) = 4 3 =3|=|-1 -—— =
|| 4 |12 9 =5 s &
-3 - =
4 4
_3 s 0
22 22 22 11
-3 =5 1 2 6 1. 2 4
Ty 12 -2 -4 -8 non 1T
b) B~ Adj ( — =
) ||J)22 1no-11 =110 b
=21 9 7 =8 2 2 2
L
22 22 22 11
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024 | Calcula x para que estas matrices tengan inversa. Determina la inversa cuando exista.

025

2 0o -2
a) A=[3 x+1 —1
[ 1

2 0

a) [Al=13 x+1
1T =1

3

b) B=|2

-2
—1|=4x+38
1

5

—1

La matriz A tiene inversa si|Al = 0 — x = —2

-2
0 1
X X
2 2x+2

—4

—Xx—4 2 2x+2

1
— Six = —2

1 1 X
A= — Adj (A = N —i
Al 4x 48

X 1 X+ 1

4x +8 2x+4  2x+4

1 1

B X4 2 X+ 2 X+ 2

_X+4 1 X+ 1

Ax+8 2x+4 2x+4
3 -1 =2

by Bl=[2 0 1|=-5x—5

5 X X

La matriz B tiene inversa si |B| =0—>x=—1

. . —X —X
B'=— Adj(B) = J|=2x+5 3x+10
8 XTS5 x o =3x-5
X X 1
5x+5 5x+5 5x+5
2x —5 3x+10 )
= — Six = —1
5x+5 5x+5 5x+5
X 3x+5 2
5x+5 5x+5 5x+5
Calcula los siguientes determinantes.
1T -1 a 2 a—4
a |3 —2 dlb -3 e | 6
12 —4‘ X X2 a+1
b) ‘—9 3 d 1, ) l1—a
1T =1 a 2
a = C =—-3a-2b e
B R >
12 —4 X x?
= d =0
b) ‘_9 3‘ 0 ) 1y f)

—1
_7l=

2

a—4 2
6 a—3

a+1 a—1
1—a a+1

‘:02—70

‘:2a2+2



SOLUCIONARIO 2

026 | Calculag, b, ¢ d... para que se cumplan las igualdades.
4 2_, ¢ 3c-1_s, Je o 2 |_,
a |—3 q| dla ¢ |7 e |2 Je—6
b 4_45 1 _3_7 senf cosf | _
b) |3p —3|~ d) | d d|= f) |cosf —senf| ™
3 8
a | 4 2‘:4a+6:26—>a:5
-3 a
b 4
b = —15b =45 b=-3
) |6 —3‘ -
9 ¢ 3C_1=C2—12C+4=32% c=-2
4 c c=14
20
d |4 dl=—=7>d=2
3 8
Je 2
e) =el—6e —4=0—>e=38
2 e—6
f) senf  cos f = —sen’ f —cos’ f = —1= 0 — No tiene solucion.
cosf —senf
027 | Obtén el valor de los siguientes determinantes.
3 2 —1 —1 4 6 x—1 2 x
a4 o 3 ol 2 =31 e [x+1 4 3
2 =3 5 -8 17 9 -2 0 =2
3 4 2 a 2 4 —a b ¢
by | 2 0 —3 d)o b 3 fy |[=b ¢ a
-1 3 5 0 0 ¢ — a b
3 2 -1 a 2 4
a |4 0 3/=11 d) |0 b 3|=abc
2 =3 5 0 0 ¢
3 4 2 x—1 2 x
b) 2 0 =31=1 e |x+1 4 3|=4x
-1 3 5 -2 0 =2
—1 4 6 —-a b ¢
Q 2 =3 1/=0 ) |-b ¢ a|l=a>+b>+c—3abc
-8 17 9 —c a b
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028 | Halla los valores reales de g, b, cy d para que se cumplan las igualdades.

3 a —1 c—1 c+2 0
a) |4 1 11=2 ) c —1 4| =—-197
2 a -2 2 -3 -
-2 b —1 d d* d-—1
by | b 1 b|=-5 d) 2 -1 0 |=-18
3 5 2 d 0 d
3 a -1
a |4 1 NN=—44+3a=2—>a=2
2 a =2
-2 b -1 b
by |b 1 b :b2+5b—1:—5—>{b:_4
3 5 2 -
c—1 ¢c+2 0
Q| ¢ —1 4| =c? + 23c 4+ 3= —197 — No tiene solucion.
2 -3 —1
d d* d—1
d |2 -1 0 |=—d—-2d"=-18—>d=2
d 0 d

029 | Calcula el valor del determinante de la matriz A + B, siendo:

01 2 2 -2
A=|0 2 1 B=| 2 —1 -3
31 1 0 0 -3
2 -1
A+B=| 2 1 =2|>|A+B =T
1 -2

030 | Calcula el valor del determinante de la matriz AB, siendo:

0 2 0 -2 -3 9
A=| 1 13 —1 B=| 1 —1 17
-1 7 2 0 0 —1
2 -2 34
AB=1|11 =16 231|—]ABl=10
9 —4 108
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m —1 4
031 | ;Qué relacién deben guardar my n para que el determinante | n 3 3|seanulo?
3 50

=20n—45—-15m=0—>4n=943m

w > 3
"y w =
O w N

032 | Sean las matrices:

35 -2 4 6 —3
A = = =
R S
Comprueba si se verifican las siguientes igualdades. Si alguna se verifica, decide si se
trata de alguna propiedad general de los determinantes.

a) 2A|=2/A| o |C—2B[=|C|-2[g|
b) |A+B|=|A[+B] d) |AB|=1A|-[B|
a) A= 10— 44 d=2.| 2 2l=2.11=2
_2 4 -1 2
La igualdad no se cumple.
19 35 -2 4
b) |1A+Bl= =-15 A+ Bl = =11-14=-3
) lassl=|! 2 A+Bl=| 2 3+
La igualdad no se cumple.
10 -1 6 —3 -2 4
— 2B/ = =] — 2Bl = _9. —
o fe-a=|_Jy =0 t-am=| & -2 4
=6—2—14)=34
La igualdad no se cumple.
9 17 3 5] |—-2 4
d) 148l = =154 Al- 1Bl = . =11-(—14)=—154
) lagl=[2 17— 1s ||||712\3]\ (14 =15

La igualdad se cumple porque es una de las propiedades de los determinantes.

033 | Observaquesi A= [i ;] yB= [; ?] ,se cumple que |A+ B|=|A|+|B|.

¢{Es siempre cierto para cualesquiera dos matrices cuadradas de la misma dimensién?
En caso afirmativo, justificalo y, en caso negativo, facilita un contraejemplo.

6 1
A+ Bl = =5
A+l \13 3\
31 3 0
A Bl = =2+3=5
1Al + 18 \4 2‘*‘9 ]\ N

La igualdad se cumple en este caso pero no siempre, el apartado b) del ejercicio
anterior es un contraejemplo.
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3 51
034 | Calcula el valor del determinante | —2 8 0].
5 =3 2

Comprueba que si realizamos las siguientes operaciones, su valor no varia.

a) L+ 2F b) ¢, —3G o Fk—FK+F d G —3G+2G
351
-2 8 0|=34
5 =3 2
351 351
a) |8 2 4|=34 g |—-2 8 0]|=34
5 =3 2 10 -6 3
0 51 3 =21
b) |-2 8 0|=34 d |-2 14 0/=34
-1 =3 2 5 =14 2

035 | Calcula cada uno de estos determinantes para comprobar que:
a+1 3 0 a 3 0 1 3 0
b+2 1 4/=b 1 41412 1 4
34¢c 2 —1 3 2 —1 c 2 -1

a+1 3 0

b+2 1 4l=—a—1436+12c—8a—8+3b+6=33—-9a+3b+12c
34+c 2 -1

a3 0 1 3 0

b 1 41412 1 41 =36—9a+3b)+ (12c—3)=33—9a+3b+12c
3 2 -1 c 2 -1

036 | Si M es una matriz cuadraday |M| =6, jqué puedes decir del determinante de M??
;Y del determinante de 2M?
e = Ml Ml - Ml = IMPP = 6° = 216
Si nes el orden de la matriz cuadrada M entonces: [2M| = 2"|M = 27 - 6 = 27+ . 3

037 | ;Qué propiedades de los determinantes se han empleado en cada una
de las igualdades siguientes?

a+b 3a:.a+b a:.b a:_.ab
a |c+d 3c c+d ¢ d ¢ c d
31 23| _[1 3
b) | 3 2|73 2
342 513 214 2 3 4
c) 34 51 21/=14 1 1
3 5 2 3 5 2




SOLUCIONARIO 2

3 1 3 3 1 3 0 1 3 0 1 3
d |4 =5 1/=1 =5 1/+|3 =5 1|=|3 -5 1
4 3 4 4 3 4 0 3 4 0 3 4

a) Propiedad 3 — Propiedad 5 — Propiedad 2
b) Propiedad 5 (F, — 10F,)

c) Propiedad 5 (F, — 10F,; F, — 10F3)

d) Propiedad 9 — Propiedad 6

038 | Demuestra, sin calcular el valor de los determinantes, que el primero es multiplo de 6
y el sequndo de 5.

2 9 21 3 7 -1
a) |52 -3 by |4 21 2
6 8 —12 1 4 3
2 9 21 2 9 7 2 9 7
a |5 2 —=31=35 2 —=1=6-5 2 -1
6 8 —12 6 8 —4 3 4 =2
3 7 -1 0 7 =1 2 7 -1
b) | 4 21 2|=125 21 2|=5-|5 21 2
11 4 3 15 4 3 3 4 3
039 | Sabiendoque |2 —3 —4|= 5, determina sin desarrollarlos el valor

2 0 1
de los siguientes determinantes:

3 2 4 322 8 1 4 6 4 1
a) |2 —6 —4 by [T =3 0 O|-5 =3 —4| d)|4 —4 -3
6 0 3 4 —4 1 3.0 1 4 1 0
32 4 31 4 31 4
a |2 -6 —4/=2.2 -3 —4[=2.3.]2 -3 —4|=6-5=30
6 0 3 6 0 3 2 0 1
3 22 3B 1 4
b) |1 =3 0/=|2 -3 —4|=5
4 —4 1 [2 0o 1
8 1 4 3 1 4
0 |-5 -3 —4|=2 -3 —4|=5
30 1 2 0 1
6 4 6 1 4 31 4
d) |4 —4 —3/=—|4 —3 —4|=-2.]2 -3 —4|=-2.5=-10
4 1 0 4 1 0 2 1.0
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-

040 Siendo? Z‘:8,determinasindesarrollar:
a) 2a 3b b) a—3b b 9 b a c d
2c 3d ¢—3d d d ¢ a+2c b+2d
2a 3b| a b _ . o_ a—3b bl |a b]
D e 3 T2 d‘_68_48 I le=zd o~ o
b) b a_ |a b——8 ) c d |_|c d_ Ja b
d ¢ c d— a+2c b+2d la bl |c d

a b
041 | Conocidoque |5 0 10|=1, calcula el valor del siguiente determinante:
1T 1

5a —5b 5c¢
1 0 2
1 -1 1
50 —5b 5c¢ a —b ¢ a b c a C
1 0 2(=51 0 2/=-5-11 0 2|=—[5 0 10|=-1
1 —1 1 T =11 1T 11 T 1 1
a b c
042 | Sabiendoque |d e f|= 6,determina sin desarrollar el valor de los siguientes
g h i
determinantes.
2a 2b 2c 2b c+3a al5
a) |d/3 e/3 /3 Q) |2e f+3d d/5
g h i 2h i+3g g/5
a b c
b) | a+d b+e c+f
a+d+g b+et+h cHf+i

2a 2b 2c a b ¢ 0 b c
fo s dlele £ L2l ey
g h i g h i g hi
a b c a b c
b) a+d b+e c+f |= d e f =
a+d+g b+e+h c+f+i a+d+g b+e+h c+f+i

Il
Q Q Q
>0 o

C
fl=6
i



043

044

a)

a)

2b c+3a a b c+3a a
3 3 ) b c+3a a ) b c a
Q |26 f+3d —|=2-le f+3d —|=—-le f+3d d|=—-le f d|=
> > > |h i+39 g > lh i g
2h i+3g 2 hoit3 L
5 5
b a c a c
= 2led fl=2d e fl=26=12
Slhgil Slgnil 5 5
Justifica sin desarrollar que los siguientes determinantes son nulos.
31 —6 6 1 3 8 5 9 3 -1
5 4 —10 b) |2 5 4 |4 1 3 d) |5 4 1
2 3 —4 8 6 7 2 3 4 9 14
a) Eldeterminante es nulo porque: G = —2C,
b) El determinante es nulo porque: fF3=F, + F,
c) Eldeterminante es nulo porque:
. 8 5 9 4 50
CG=—C+C =4 1 3/=2-12 1 0
2 2 3 4 130
d) Eldeterminante es nulo porque:
3 =10 3 =10
FR=3FK-2R—|5 4 1|=|5 4 1
9 14 3 0 00
Demuestra sin desarrollar que los siguientes determinantes son nulos.
a b c X+y y+z z+x
a+2d b+2e c+2f by | z X y
d—a e—b f—c 2 2 2
a b C a b C a b C
a) |a+2d b+2e c+2f|=| 2d 2e 2f |=2-| d e f |=
d—a e—b f—c d—a e—b f—c d—a e—b f—c
a b c
=2-|d e f|=0
a b c
X+y y+z z+x X+y y+z z+4x X+y x—z y-—
b) z X y |=2-] z X y |=2 z z—x z—
2 2 2 1 1 1 1 0 0
x+y 1 1
=2Ax—20\y—-2)-| z =1 =1]=0
1 0 O

SOLUCIONARIO 2
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045 | Aplicando propiedades de los determinantes, comprueba que:

1
a b c|=(b-—a)c—a)c—Db)
CZ

1 1 0 0
a b cl=la b-a c—a |=
a b a b—a’ -a

b—a c—a
b:—a*> ¢ —-a’

1 1

bta c+a =(b—a)lc—a)c—"b)

:(bfa)(cfa%‘

046 | Trata de convertir el siguiente determinante en el determinante de una matriz
triangular, y asi demostrar la igualdad:

a a+b b
b a b |=(a—b)
2a 3a a+b

a a-+b b a a+b b a—b a+b b
b a b |=1b a bl=| O a b|=
2a 3a a+b a 2a—b a 0 2a—b a

a—b a b a—b>b a b
= 0 a—-b bl=| 0 a-b b |=(a-b)p
0 a—b a 0 0 a—>b

a b c

047 | SilamatrizA=|d e f| tiene determinante n, averigua el valor del determinante

g h i

de las siguientes matrices:

6d 4e 2f d+f e f+e
B=|(3g 2h i C=la+c b c+b
9a 6b 3c g+i h i+h
6d 4e 2f 9a 6b 3c 9a 6b 3c 3a 2b ¢
Bl=1{3g 2n i|=—=[3g 2h i|=|6d 4e 2f|=3-2-13d 2¢ f|=
9a 6b 3c 6d 4e 2f| |39 2h i 3g 2h i
a b c
=6-3-2-|d e f|=36n
g h i



SOLUCIONARIO

12 3
048 | SeaAlamatrizA=|1 4 9.
1 8 27

Sea B la matriz que resulta al realizar en A las siguientes transformaciones: primero
se multiplica A por si misma; después, se cambian de lugar la fila segunda

y la tercera, y finalmente, se multiplican todos los elementos de la segunda
columna por —2.

Calcular el determinante de la matriz B, usando para ello las propiedades
de los determinantes.

12 33(1 2 3 6 34 102 6 —68 102
1T 4 9|-[1 4 9|={14 90 282|—B8=|36 —500 804
18 2711 8 27| (36 250 804 14 —180 282
6 —68 102 6 34 102 6 34 102 12 3f
|8l =|36 —500 804|=-2-[36 250 804|=2-14 90 282|=2:1 4 9|=
14 —180 282 14 90 282 36 250 804 18 27

2
12 3
=20 2 6 :2~[‘2 6
0 6

2 1 ,I2
— . .H-. — ). 2:
6 24]72[26‘3 4] 2-12° =288

049 | Sea A una matriz cuadrada de orden 3.

a) Sisabemos que el determinante de la matriz 2A es |2A| = 8. ;Cuanto vale
el determinante de A? Escribe la propiedad de los determinantes que hayas
usado para obtener este valor.

b) Calcula para qué valores de x se cumple que |2A| = 8, siendo A
X 1 1
lamatrizA=|x+1 2 2].
X 2—x 1

a) Al=22-lA=8= A =1

Si'en una matriz cuadrada multiplicamos por un mismo numero todos
los elementos de una misma fila (0 columna), su determinante queda
multiplicado por ese numero.

X 1 1
b lA=x+1 2 2/=x>=2x+1
X 2—x 1
|2A|:8%|A|:1%x2—2x+1:W%x2—2x:0—>1§ig
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050 | Halla el valor de los siguientes determinantes, desarrollando por la fila 0 columna
que mas te interese.
3 3 -1 4 1 2 3 4
-1 =5 0 6 b —1 2 35
Ay 4 0 2 Y12 20 4
—1 2 1 =2 -3 -2 1 4
33 =1 4 2 50 2 > 5 2
-1 =5 0 6 -1 =50 6
D15 4 0 272 ca0 o777 8=
e e -2 —4 2
-1 2 1T =2 -1 21 =2
2 5 2 0 1T 4 4
=2-|-1 =5 6|=2-|/0 =3 5:2-‘ 3 5‘:34
12— 1T 2 - B
V238 200 |20
b) |~ = TH=—2.]— - —6)=—
) y 20 4 103 o0 2 13 0 2(48+4+4—6) 92
-2 4 8
-3 =2 1 4 -2 0 4 8
3 7 —1
051 | Dado el determinante |—2 0 1|, calculalo:
1 3 —6

a) Usando la regla de Sarrus.
b) Desarrollando por los eleme

37 1
d -2 0 1=7+6—
13 —6
37 -

b |-2 0 1:3.‘0
13 —6 3

052 | Obtén el valor del determinante |2 4

a) Mediante la regla de Sarrus.
b) Haciendo ceros en la tercera

31 2
a) |2 4 -3
1 6 5
31 2 3 =17
b) 2 4 -3|=|2 -8
1 6 5 1 0

ntos de la primera columna.

9—84=-80
1 7 ] 7 =
—(=2)- = 9423947 =-80
B R A B R
31 2
—3/:
16 5

filay desarrollando por ella.

=60—-34+24—-8-10+54 =117

-13 .
—13 :‘_ g
0 _

—13

=221-104 =117
i



053

054

055

056

SOLUCIONARIO 2

Calcula el valor del determinante de la matriz:

1 -1
-1 01
=2 2 =1 2f_|=v 00 |y gl L,
2 =3 1 =2| |-1 10 1 -2 1
-2 01
32 1 =2 |-=2 00 1

Averigua, sin realizar ninguna operacidn, el valor que debe tener a para que
12 -2 3

-3 0 a 2
se anule.
2 3 —4 6
5 3 —10 4
12 =2 3
0 0 a—6 0
F=FH+F—F = =
2 >+ 3 —> 5 3 4 6 0—>a 6
53 =10 4
1T =1 0 2
. 1 0o —1 2
Halla el valor de a que hace que la matriz: A = 0 1 1 2 no sea regular.
. .. —1 2 —1 a
(Navarra. Junio 2006. Grupo 1. Opcién B)
Una matriz A no es regular si |Al = 0.
L I -1 1 0 0 0 a+2
1 0 -1 2 0 -1 1 0
o 1 120 1 o1 2T P 2= 2 a=
1T =1 2 1T =1 2
1 2 =14 [0 1 -1 a+2 at at
:‘O a+2:0%a:—2
2 —a
X+2 1 1
1 x+2 1 1 R
= 1
Comprueba que 1 1 x42 1 (x+1°.
1 1 1 1
XTz 12 1 1 XcJ;] 01 8 8 o 00
X+ = Xt = 0 x+1 0 |=(x+1
1 1 x+2 1 0 0 x+10 0 0 x41
1 1 1 1 1 1 1 1
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1
057 | Comprueba que la ecuacién: :

2

11
-3 4
9 16
—27 64

= 0 tiene solo tres soluciones

sin necesidad de calcular el determinante. ;Cuédles son?

Las tres soluciones son:x =2, x = —3,x = 4.

058 | Desarrolla el determinante
y comprueba que es nulo.
321 0 -1 3
4 2 0 =2 O 4
T 1 3 1 1N=11
020 2 0 0
12 3 2 1 1
2a a a
059 | Sealamatriz A = 2a a
a 2a
enfunciondea. \d a a
2a a a a 2
a 2a a a s |1
a a 2a a 1
a a a 2a 1
= a4 .

060 | Obtener, enfunciéndea, byc,
el determinante de la matriz:

NN — NN

S O = M W

w O w O —

a
a

2a

11 1 1 1 0 0 0
x 2 3 4| | x 2—-x —3—-x 4-—x
X2 4 96| |x? 4—x* 9—x* 16—x?
X 8 =27 64| |x* 8—x =27—x> 64—x°
1
=2—=Xx)3+x)(4—x)- 24 x

2—x —3—x
=4—x? 9—x
8—x —27—x°
—1
3—x

4—x
16— x?
64— x*

1
4+ x

XC42x+4 —x*+3x=9 xX*+4x4+16

2 1 0
2 0 =2
13 1
2 0 2
2 3 2
-2 -1
-4 0
0 1
0 0
0 1

_ O = O

I
N}

- =~ w

oL O =

. Calcular el valor de su determinante

11 2 -1 1
T _geft 1 0 0
2 1 1T 0 1 0o
12 10 0 1
-1 =1 2 =1 =
1T 0|+ 1 0ll=a*-(1+4)=5a*
o 11 |1 0 1
1 1 11
A|Tta 1 11
1T 1+b 1 1
1 1T 14c 1
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SOLUCIONARIO 2

1
+a 11 | _|i+a —a —a —a|_| 7 7 7
1146 1 |1 b 0 o] -

0 ¢ ©
11 4c

En este ejercicio los numeros x, y, zy u son todos distintos de cero. Justificar,
sin efectuar su desarrollo, que el siguiente determinante vale 0.

yz xz xy
u u u
PRO=l 0
X y z
(Canarias. Junio 2003. Opcion A. Cuestion 3)
Yz xz Xy Yz xz Xy Yz Xz xy Yz o xz xy
u u u —y 1 1 1 _u 1 1 1 _u |1 1 1
ALY I A e R ] I
X y z X y z y z z
Yz xz Xy
=—-|1 1 11=0
V2ol xz oxy

Averiguar segun el valor de a el nimero de raices reales que tiene la ecuacion.

x> a a a
2
a x> a a
2 =0
a a x* a
a a a x°
(Cantabria. Septiembre 2000. Bloque 2. Opcion B)
x> a a a x° a a a
a x* a al|_la—-x* x*-a 0 0 |_
a a x> a a—x’ 0 X’ —a 0
a a a x° a—x? 0 0 x’—a
x? +3a a a a
0 X’ —a 0 0
= 5 =’ +3a)x*—aP=0
0 0 X°—a 0
0 0 0 X’ —a

« Sia=0— x®* =0 — Laecuacion tiene una Unica solucion real (x = 0).
« Sia >0 — Laecuacién tiene dos soluciones reales (x = v a)
« Sia <0 — Laecuacién tiene dos soluciones reales (x = 4+ —3a )
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063 | Se considera la funcién:

a b —2a 3b
Flx) = -1 x 0 0
0 -1 X 0
0o o0 -1 x

Sabiendo que f(0) = —3y f(1) = f(—1), determinaray b.

a b —=2a 3b

-1 0 0
Sif=-3-|"" 9 0 0l 310 1 ol=3=-35b=-1
0 -1 0 0
0 0 —
0 0 -1 0
a -1 —=2a -3
Asifpy =71 X 90
0 -1 x 0
0 0 -1
a] _1 ‘200 ‘S 10 0 |-1 —2a -3
f(1>f_o : e A 1 0[+|—1 1 0=
- 0 —1 1 0 -1 1
0 0 -1 1
=ad+(—-4—-2a0)=—-4—-a
"1 _] _ZO" _8 1 0 o |-1 =20 -3
== _ =a-|-1 =1 0|+[-1 =1 0=
0 =1 —I 0 0 =1 —1 0 -1 =1
0 0 -1 =1

=a(-N+(-4+2a)=a—4
—4—-a=a—-4—->a=0

064 | Sea A una matriz cuadrada de orden 2 verificando que 2A% = A. Calcular
razonadamente los posibles valores del determinante de A.

Al = 2. A% = 22|A%] = 4lAP

Al =0
A = 4lA” - 4lAP — Al =0— 1
A -1=0—A=—
4
065 | Estudia el rango de estas matrices.
3 5 =2 2 6 1 3
a)[213] g1 4 s ol-2 30 5
—4 =20 8 11 —11 2 24 3 19
6 —9 1T —4 0
b) |-8 12 d|-2 8 3 |-t 2 63
12 —18 3001 -2 4 -8 —24 1
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a) i 8‘:12¢O—>E|rangodelamatrizesz.
b) _g 729‘:0 ‘126 :]Z‘:O 6 = 0 — El rango de la matriz es 1.
35 =2 3 s
o |1 4 5/=0 ‘ ‘:7¢O—>E|rangode|amatrizes2.
1 4
8 11 —11
1 —4 0
d) |-2 8 3| = —39 = 0 — Elrango de la matriz es 3.
3 1 =2
2 6 1 ) 6
e) |[—2 3 0/=0 ‘ 5 3‘:18¢O—>E|rangodelamatrizesZ.
2 24 3 N
f) _jl 3:—13::O—>E|rangodelamatrizesZ.
13 —1 =5
066 | Calcular el del o
alcular el rango de la matriz 2 4 0 —6|°
3 2 4 —1

(Castilla y Leén. Junio 2008. Prueba B. Cuestion 2)

13 =1 =5 1 3 =1 =5

-1 1 =3 =3 -4 -8 0 12 —0

2 4 0 -6 2 4 0 -6

3 2 4 -1 7 14 0 -21

1 3 =1 1T 3 =1 1 3 =5 1 3 =5
-1 1 =3]=0 -1 1 =3]=0 -1 1 =3|= -1 1 =3|=
2 4 0 32 4 2 4 —6 32 -1

1 ? =4 = 0 — Elrango de la matriz es 2.

067 | Los rangos de estas matrices son 2, 3 y 4. Averigua, sin realizar operaciones,
cual corresponde a cada una.

3 6 9 12 123 4 3 6 9 12
—4 -3 —2 1 b 567 8 —4 -3 —2 1
A3 o 3 o Vo 8 7 6 913 0o 2 o
0 1 0 1 1111 0 1 0 1
a) 3 b) 2 Q4
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2 4
068 | Comprueba que la matriz [6 _3 2] tiene rango 2. Aihade dos filas que no sean

nulas ni iguales a las anteriores de modo que el rango siga siendo 2.

‘é 3‘ = —20 = 0 — El rango de la matriz es 2.
2 =1 4
) . -3 2
Respuesta abierta. Por ejemplo:
—4 2 2
8 —4 6

4 —6

069 | Dadalamatriz|—6 9], afade una columna de modo que el rango sea 3.
—1
Demuéstralo.

4 —6 1
Respuesta abierta. Por ejemplo:|—6 9 0
2 =10
4 —6 1
—6 9 0|=-12= 0 — Elrango de la matriz es 3.
2 =10

3 1 0 2
070 | Comprueba que la siguiente matriz |—6 —2 3 —1| esderango 2.
12 4 -3 5

Encuentra dos columnas linealmente independientes, y expresa las otras dos
como combinacién lineal de las primeras.

3 T 0 3 T 2 30 0 T 0 2

-6 =2 3 =|-6 =2 —-1|=|-6 3 —-1|=|-2 3 —-1/=0
12 4 =3 12 4 5 12 =3 5 4 =3 5

‘ ; g‘:3¢0—>EI rango de la matriz es 2.

Respuesta abierta. Por ejemplo: Las columnas G, y G; son linealmente
independientes.

G =3G +=2G+ G
071 | ;Para qué valor de m el rango 1 4 6
de esta matriz es 2? 4 m 6
-5 3 -7

Para que el rango de la matriz sea 2, el menor de orden 3 tiene que ser igual a 0.

T 4 6

4 m 6/=0->—-7m—-1204+72430m—-18+112=0
-5 3 -7 - 2m+4+46=0—>m=-2

1 6

9‘4 6

‘ = —18 = 0 — Elrango de la matriz es 2.
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Obtener el valor de a para que el rango de la matriz A sea igual a 2.

1 =2 3 0
A=|2 30 —1
4 -1 6 a

(La Rioja. Junio 2003. Propuesta A. Ejercicio 1)

Para que el rango de la matriz sea 2, los menores de orden 3 tienen
que seriguales a 0.

1 =2 3

2 3 0/=0

4 -1 6

13 0

2 0 -1|=0->—-1246-60=0—>—-6—-60=0—>qag=—1
4 6 a

; 7§ =7 = 0 — Elrango de la matriz es 2.

Calcula el rango de cada matriz en funcién de cada uno de los pardametros.

—1 2 4
a) 3 2 a
-5 —6 2
b 2 -1
by [3 2 b1
7 6 1

d|[-3 6 -9 6

2) ‘_; ;‘:—8¢O%Rango(A)22
1204
3 2 al=-48-16a
5 6 2

+ Sia = —3 — El menor de orden 3 es distinto de cero. El rango de la matriz es 3.
+ Sia = —3 — El menor de orden 3 es nulo. El rango de la matriz es 2.
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o) ‘3 2‘:4¢O—>Rango(%\)22
7 6
b 2 -1 b=2
3 2 b+1=4410b—6b? —6b>+10b+4=0— 1
7 6 b:‘g

+ SibeR— {2, —;} — El menor de orden 3 es distinto de cero. El rango

de la matriz es 3.

-Sibzzob:—i—> El menor de orden 3 es nulo. El rango de la matriz
es 2. 3
A |- 2:—6¢O—>Rango(A)22
30
-1 2 1 -1 4 2
30 =3|=0 3 ¢ 0|=6—-3c
T 1 =1 1 3 1

+ Sic= 2 — El menor de orden 3 es distinto de cero. El rango de la matriz
es 3.

« Sic =2 — Elmenor de orden 3 es nulo. El rango de la matriz es 2.

d| 1 d 3

-3 6| -9|=9d? —36d+36=9(d—2)

d —4| 6
1 7d=673d=0 -3 6:1276d=0

-3 06 d —4

« Sid =2 — Hay menores de orden 3 distintos de cero. El rango de la matriz
es 3.

+ Sid =2 —Todos los menores de orden 2y 3 son nulos. El rango de la matriz
es 1.

074 | Estudia el rango de las matrices segun los valores de los parametros.

1 a 1 1 b 0
-2 -1 2 1 0 b
Al 2 g 5 lp41 0 2
-1 2 3 1 2 0
11
a) 5 2:4¢O—>Rango(A)22
1T a 1 -2 =1 2
—2 =1 2l=4a-12 —1 2 a=3a-23
-1 2 3 1 2 3

Para cualquier valor de a al menos uno de los menores de orden 3 es distinto
de cero. El rango de la matriz es 3.
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SOLUCIONARIO 2

b) “ (2)‘=2:¢0—>Rango(A)22
0 1
bl=b*—-2b b+1
0 1

=202 +2b—4=2b-1(b+2)

N OO
N O O
O N O

Para cualquier valor de b al menos uno de los menores de orden 3 es distinto
de cero. El rango de la matriz es 3.

Estudia el rango de la matriz para los distintos valores del pardmetro.

T —1 0 5
0 1 1 a
1 0 —2 3
2 0 -3 a
1T =1
0 1=1:¢O—>Rango(A)22
1T =1 0
0 1 1l=—-3=0—>Rango (A) >3
1 0 -2
1T =1 0 5 T =1 0 5
1 1 54a
0 1 1a:1 0 15—&-021_2 3 |=20—24
1 0 -2 3 1 0 -2 3
2 -3 a
2 0 -3 a 2 0 -3

+ Sia= 10— El menor de orden 4 es distinto de cero. El rango de la matriz es 4.

+ Sia= 10— El menor de orden 4 es nulo. El rango de la matriz es 3.

a b c
Si el rango de [d e f] es 2, ;cudl serd el rango de la matriz

a b c
d—a e—b f—c|?
2a—d 2b—e 2c—f

a b c a b c a b ¢
d—a e—b f—c|= d e f |=|d e f|=0
20—d 2b—e 2c—f 2a—d 2b—e 2c—f 2a 2b 2c

— El rango de la matriz es menor que 3.

a b c
d e f

son linealmente independientes, por tanto, esta matriz tiene rango 2.

Como el rango de [ ] es 2, las dos primeras filas de la matriz cuadrada
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077

078

Silamatriz A = [CCJ b] tienerango 1y la matriz B = [)z( v);] tiene rango 2, explicar

d
qué valores puede tener el rango de las matrices:

a b 0 0 a b 00 a b 0 0
C:chO D:chO E:chO
0 0 x y x y 00 x 0 y O
0 0 z w z w 0 O z 0w O

Por ser la matriz A de rango 1, las dos primeras filas de las matrices C, Dy £
son linealmente dependientes y al menos uno de los valores de la matriz A
es distinto de cero.

Al tener la matriz B rango 2, las dos ultimas filas de las matrices C,Dy £
son linealmente independientes, por tanto, las tres matrices tienen al menos

rango 2.
. ) ) n 0 O
Sien la matriz C elegimos un menor de orden 3 0 B Xy 0
que contenga las dos ultimas filas serd 0 X y=n s owl™
zZ w

de la forma:

Siendo n uno de los elementos de la matriz A. Como las dos primeras filas
son linealmente dependientes el menor de orden 4 es nulo, por tanto, el rango
de la matrizCes 3.

) ) ) b 0 c d o0
Sielegimos en la matriz D un menor y 0l=0y|x y 0|=0
de orden 3 que contenga las dos Ultimas w0 s w0

filas seran de la forma:

N X Q

Como las dos primeras filas son linealmente dependientes, el menor de orden 4
es nulo, por tanto, el rango de la matriz D es 2.

Si elegimos en la matriz £ un menor de orden 3 que contenga las dos Ultimas filas
serd de la forma:
a b 0

y|=—b-|" 7
w

z W

—d.1¥ y‘
zw

o o a
S < o

c
x 0 o |X
z 0 z
Por tanto, dependiendo de si los valores de b o d son nulos o no, los menores
de orden 3 seran distintos de cero o no. Luego, la matriz £ puede tener rango 3.
Como las dos primeras filas son linealmente dependientes, el menor de orden 4
es nulo, por tanto, el rango de la matriz £ puede ser2 o 3.

Encuentra los valores de m y n que hacen que estas matrices tengan:

m 0 n 2
B=Im 4 4
0 2 n

>
Il
o33
3 3o
N A DS

m
m
a) Rango (A)=2yRango(B) =3

b) Rango (A) = Rango (B) =2
¢) Rango (A) =Rango (B) =3
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SOLUCIONARIO 2

=—m-(n—=2)

o 3 3
3 3 0o
N RS
Il
3'\D
s
|
>
3 30
NS
SR N)

a) No podemos encontrar valores de my n que verifiquen las dos condiciones,
por tanto, el rango de A no puede ser 2 si el de Bes 3.

b Sim=0yn=2-|" O‘zO%Rango(A)22
m m

n =2 — Los menores de orden 3 son nulos y los rangos de las matrices son 2.

c) Sim=0yn=2— Losmenores de orden 3 son distintos de cero y los rangos
de las matrices son 3.

Halla el rango de la matriz M en funcién de los valores del parametro x.

2x—6 x —I1
M= X x =1
4 4 x—4
2Xx—6 X —1
X X =1 |=x>=10x>4+28x —24 = (x — 2)*(x — 6)
4 4 x—4

+ Six € R—{2,6}— El menor de orden 3 es distinto de cero. El rango de la matriz
es 3.

-2 2
2 2
de orden 2 distinto de cero. El rango de la matriz es 2.

= —8 = 0 — El menor de orden 3 es nulo y hay un menor

. Six:2—>‘

« Six=6—> ‘i _;‘ =16 = 0 — El menor de orden 3 es nulo y hay un menor

de orden 2 distinto de cero. El rango de la matriz es 2.

Calcula el rango de la matriz A seguin los valores del parametro k.

1 k —1 1
A=]2 1 —k 2
1T =1 =1 k-1

(Baleares. Septiembre 2003. Opcion A. Cuestion 2)

Tk =1

2 1 —k|==K4+k+2=—k=2)k+1

T =1 =1

Tk 1

2 1 2 | =2k +5k—2=(k—2)(1—2k)
T =1 k=1
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Determinantes

+ Si k=2 — Hay un menor de orden 3 distinto de cero. El rango de la matriz es 3.
1 2
2

hay un menor de orden 2 distinto de cero. El rango de la matriz es 2.

« Sik=2-> 1= —3 = 0 — Los menores de orden 3 son nulos y al menos

081 | Estudia el rango de la siguiente matriz para los distintos valores de sus parametros.

a+1 1 —a b
1 a+1 0 2b
a 1 1 0

a+1 1 —a a+1 1 b
T a+1 0|=ala+"1? T a+1 2b|=—ba@+a+")
a 1 1 a 1 0
1 —-a b a+1 —a b
a+1 0 2bl=-bla+)) 1 0 2bl=-ba*+2a+1)
1 T 0 a 10

+ Sia € R—{-1,0}, para cualquier valor de b, hay un menor de orden 3 distinto
de cero. El rango de la matriz es 3.

« Sia=0y b= 0— El segundo menor de orden 3 es distinto de cero. El rango
de la matriz es 3.

. Sia:Oyb:O%“ ?‘:1¢O—>E|rangode|amatrizesz.

« Sia=-1-> ‘? (]) = —1= 0 — Elrango es mayor o igual que 2: el rango

es2sib=0yes3sib=0.

X 1 0
082 | CalculaelrangodelamatrizA=|—1 2X —2| enfuncién del pardmetroX € R.
1 =1 2
X 0
—1T 2N 22[=4N =2 =202x =)
1T =1 2

« SINER— <]O, 1} — El menor de orden 3 es distinto de cero. El rango

de la matriz es 3.

0 1

+ SIA=0—> 10

‘ = 1= 0 — Elrango de la matriz es 2.

1
1 — 3
-Si)\:z—> ) 1:5:&0—)EIrangodelamatrizesz.
—1

1
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SOLUCIONARIO 2

Estudiar el rango de la matriz que sigue, mediante transformaciones de filas
y columnas, indicando en cada caso las transformaciones realizadas.

b a a
A=la b a
a a b

(Pais Vasco. Junio 2000. Bloque E. Cuestion E)

Sirestamos la primera columna a las dos ultimas:

b a—-b a-»b
a b—a 0
a 0 b—a

Si sumamos las dos ultimas filas a la primera:

2a+b 0 0
a b—a 0
a 0 b—a

« Sia=b=0— Elrango de la matrizes 0.

3a 0 O
« Sia=b=0—|a 0 0|—-Elrangodelamatrizes1.
a 00
0 0 0
« Sib=—-2a=0—|a —3a 0 |- Elrangodelamatrizes?.
a 0 —=3a

- Sia=by b= —2a— Las tres filas son linealmente independientes. El rango
de la matrizes 3.

a 0 b O
SiA=b+1 a 00
0 b+1 0 a
0 0 a b

a) Prueba que para cualquier valor de ay b, Rango (A) > 2.

b) Determina un par de valores reales para los cuales sea Rango (A) = 3 y otro par
de valores de a y b de forma que Rango (A) = 4.

(Cantabria. Junio 2001. Bloque 2. Opcion A)

a) Sia=b=0—->b+1=0—Rango(A) >1

b+1 a | _ 2
‘0 b+1‘—(b+1)
b ool .,
a b‘_b

Como ambos menores no pueden ser nulos para cualquier valor
deayb—Rango (A) >3
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Determinantes

b) Respuesta abierta. Por ejemplo:

bi] 2 g 8 a 00 b+1 a 0
=a-lb+1 0 a|+b:| 0 b+1 al=—a*+b*(b+1)’
0 b+10 a
0 a b 0 0 b
0 0 a b

« Para que Rango (A) < 4 el determinante tiene que valer cero:
at=b b+ > a*=bb+)

a 0 b
Como|b+1 a 0]= a? paraque el Rango (A) = 3 basta con tomar
0 0 a

un valor de a que sea distinto de cero:sib=1y a = J2 el rango
de la matriz es 3.

- Para que Rango (A) = 4 basta con que —a* + b*(b + 1)? = 0, por ejemplo,
paraa=1yb =1 lamatriztiene rango 4.

085 | Sean las matricesA:[1 _1];8:[1 0].
4 2 4

Vemos que ambas tienen rango maximo, o sea, 2. Determina los valores de c tales
que la matriz A 4+ cB ya no tenga rango 2. ;Cudl es el rango que tienen las respectivas
matrices suma?

el oy L

4 2 4 1) |4+4c 2—c
T+c =1 =1
4+ 4c 27c’(1+5)"4 24"(”6)(6 2
Sic=60c=—1— El menor de orden 2 es nulo y la matriz A 4+ ¢B no tiene
rango 2.

Como —1 = 0 — Elrango de las matrices A+ 6By A —Bes 1.

086 | a) SiAesunamatrizya € R, jcudndo se cumple que Rango (aA) = Rango (A)?
1 1T —1 —a
b) Estudie, en funcién de los valores de g, el rango de la matriz: |a —1 1 a
1 1 1 a

a) + SiAeslamatriznula, surango es 0y el rango de la matriz aA también es 0
para cualquier valor de a.
« Sia = 0 — El nimero de filas o columnas linealmente independientes
de Ay de gA coincide. Los rangos de ambas matrices son iguales.
» Sia=0— Lamatriz gA tiene rango 0y solo coincide con el rango de A
si esta matriz es nula.

1 1 =1
b)la =1 1|l=-2-2a
1 1 1
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de la matriz es 3.

e Sia=-1->

Respuesta abierta. Por ejemplo:

1

A= Adj (A) — A7 :[
|Al

A

Al AP

Como A~ = 151
Al A

Halla la matriz inversa de estas matrices:

10 2
A:[3 2] B=|—-1 11 Cc=

> 4 -3 2 1
2 -1
a A=2=0-A"=| 5 3
2 2
-1 4 =2
b) Bl=1=0—-58"=|—2 7 =3
1T =2

Si A es una matriz cuadrada de orden n:

Sea A= [ ? ;] una matriz cuadrada de orden 2.

|Adj (A)] =7

Como | Adj (A) | = |Adj (A)| tenemos que:

|A1|=[1] A ()] = —- | Adj ()

SOLUCIONARIO 2

|Ad) (4)] = 4

3 =1
(A = Al=7

Ad) (4 [1 2] A
10 =1

SeaA=|-2 1 2| una matriz cuadrada de orden 3.
0 1 2
0 —4 =2

Adj(A=|1 2 1 |A| =2
1 0 1

] -|Ad) (AY |

= o [P = | ag )=

-1 1
: 1‘ = —2 =0 — Elrango de la matriz es 2.

+ Sia= —1— Hay un menor de orden 3 distinto de cero. El rango

Toma una matriz cuadrada de orden 2 y calcula su matriz adjunta. Compara sus
determinantes. Haz lo mismo con una matriz cuadrada de orden 3. Establece
una hipotesis general y trata de demostrarla.
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Determinantes

_1 3
9 ld=-20=0-c"= 110 170
20 20

1 9 2

00 10 5

& bl=10=0-p"=|-2> 11 _3
10 10

3 7 1

10 10 5

089 | ;Para qué valores del pardmetro a la matriz no tiene inversa? Calcula la matriz inversa
cuandoa=2.

M =a-a
La matriz no tiene inversa si su determinante es nulo, es decir,sia=00a=1.

o L
110 2 2
Sla=2->M=2 0 1|>|M==-2->M"= a1 i 1
31 2 2 2
-1 =1 1
2a a a a
090 | SealamatrizA=|9 20 a al.
a 2a a
a a a 2a
Encuentra su inversa, si existe, cuandoa = 1.
_ 4
Al = 5a 4 -1 -1 —
1T (-1 4 -1 —
ia=1 A= All=—.
Sia=1-Al=5- |47 il IR
-1 =1 =1 4
4 3 X\
091 | Para cada numero real \, M(\) es lamatriz M(X) =2 1 2|, Se pide:
A XN -1

a) Obtener el determinante de la matriz M(\), y justificar que para cualquier
numero real X existe la matriz M(X)~" inversa de M(X\).

b) Calcular la matriz M(0)~".

c) SiA=M(8), B=M(4)y C=M(@3), calcular el determinante de la matriz
productoA-B~'-C™.
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SOLUCIONARIO 2

a) IMOIl=N=2n+2

La ecuacion N> — 2\ + 2 = 0 no tiene solucion, por tanto, el determinante
de la matriz es distinto de cero y siempre existe la matriz inversa.

| w

4 3 0 1 3
b) MO)={2 1 2[|>MOl=2->M"= % 75 »
00 —1 I
0 A= M®B)— |Al=50
B=M4)—lsl=10
C=M3)—lcl=5
A8l =1l lc =1l - =50 Ly
I8l Icl 10 5

A, By C son tres matrices cuadradas tales que |A| =5,|B| =4y | C| = 2. Decide
razonadamente el valor de los siguientes determinantes.

a) |AY q |AB7| e) |(BO)™|
b) |B7"| d) |AB7| f) |c'BY|
a) |Al=1A=5
o) o= =1
Bl 4
9 1 l=lAl- B = 1Al L =5. 1 =2
Ial 4
o) Al =14 ol = L lpl= Lo a= 2
Al 5 5

1 1 1 1
e [B0)=—= =—
Bl Bl-lcl 42 8

f lcB =l I8t = - |8l =

14—
(@ 2
—1 0 —1
a) CompruebaquelamatrizA=|—1 0 0| cumpleque A®>=—A—1
2 -1 1

y calcula la matriz inversa de A.

b) SiA es cualquier matriz de n filas y n columnas tal que A* = —A — I y se sabe
que det (A) = m, calcula el valor del determinante de A + I en funcién de m.
(I representa la matriz unidad.)

(Cantabria. Junio 2002. Bloque 2. Opcion B)
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Determinantes

—1 0 —1) (-1 0 -1 —1 1 0
a) A2 =AA=|-1 0 Of-|—1 0 O|=| 1 0 1
2 =1 1) 2 =1 7 T =1 -1
—1 1 0) (-1 0 —1 0 0
A =AA=| 1 0 1-1—1 0 o= 1 —1 0
1T -1 -1 2 =1 1 -2 1 =2
—1 0 —1 1 00 0 0 1
—A—I=—|— 0 Of{—{0 1 0|=| 1 =1 0
2 -1 1 0 0 1 -2 1 =2
A=-A-los A A= A-A-D=I>A"=-A~1
—1 1 0 100 0 -1 0
A=~ 1 0 1—={0 1 O|=|—-1 —1 —1
T =1 =1 0 0 1 —1 1 0
b) [A+1|=]-A|= Al =-m’
094 | Calculalas matrices X, Y, Zy T que cumplen las ecuaciones.
1 3 15 5 9 2 66 14
X= Z- =
3) [—2 4] [30 o] © [5 1] [—13 —3]

2 =3}, _(11 10 o
b) [4 2]'Y_[14 4 16]

2 3
137 (15 5 |5 10
R b I A
5 10
1
o v —[2 =3} (110 0)_| g
42 e 48| 1
4
66 14) (9 2] 66 14
9 Z [43 73]'[5 1] [713 -3
17 o179
dT=[0 -1 [i ;] =lo -1
6 6 9
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Determina las matrices X, Y, Z

321 14 9
a) |[-3 =2 of-x=|-17 —10
4 21 17 1
-3 2
o v a2 als(2 75 (0 0 )
0 —2 —4 - - -
1 (2 o 3 -7
o | 31— =1 3.z=]| 8
-8 0 —2 —1 10
10 3
o 3372 2 =3 % )
10 2
321‘*149_]3?;149 32
a) X=[-3 =2 0| :|—-17 —10|= S 5 S —17 —=10|=| 4 2
4 21 171 o LU A L B G B
—1
-3 2 0
b)Y:[m -10 —10]_[7 —4 —2]]. PR
-0 10 —10) (13 -2 31, 5,
5 4 1
3 -6 -8 3 10 2
= 18 6 ==
-23 12 —7] 2 [912]
—4 =3 -1
sz 3 3
2 0 '[N (-7 ? ‘1‘ g 8) (4
o Z=|1 =1 3 3[—| 8ll=] — — —=|.|=5|=]|9
0o -2 -1 |l-8) (10 %‘1‘?—180
4 2 4
- 10 3]
4 1) (32 28 111
d)T:[ ][ ]-_241 _
702) 54 o2 )Y,
-2 0 3
(2 -1 (32 28 1| 5 1 7|
T |=7 4) (54 52 194 4 4 4|
10 -1
-2 0 3
(10 4 28)| 5 1 7| (31 9
-8 12 1 4 4 4 0 3 =2
1T 0 -1

SOLUCIONARIO 2

... en las ecuaciones.
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1 2 3 2 11 12
096 |SiendoA=|—1 5 3]yB=|—1 —4 17|, encuentrados matrices CyD
2 5 —4 2 12 2
tales que:
CA=B DB=A

;Qué relacion hay entre Cy D?

21 12 (12 3
C=BA'=|—1 —4 17|-|=1 5 3| =
2012 2| 2 5 —4
2 1 1) (35 =23 9] (31 o0
=1 —4 17|-—|—2 10 6|=[3 0 —2
2 12 2] s 17 11
1 3 (2 11 12)"
D=AB"=|-1 5 3|.|-1 -4 17| =
25 —4|| 2 12 2
1203 (212 122 =238 2 -1 =2
—|-1 5 3].—|-3 20 46|=|-5 3 6
25 —4| 70| 4 2 -3 3 2 -3

(D =BA"AB'=BIB'=BB"'=1-— Cy D son inversas.

097 | Se consideran las matrices cuadradas reales de orden 2,

SRR

Calcular:

a) LamatrizP™".

b) La matriz real cuadrada X de orden 2, tal que P~'XP = Q.
¢) Lamatriz cuadrada (PQP~")%

) Pl=—1=0op'=|3 2
>

v oo (1 2) (2 0) (-3 2)_
o pw =0 x=re=[) L Y2 -

S A I
S <PQP*>2:xz:[6 *2}[6 72]:[24 fmJ

6 —1) 16 —1 30 =11
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SOLUCIONARIO 2

Sea k un numero natural y sean las matrices:

1
0 B=| 1 c=(1 1 2
1 —1

>

Il
o O =
O = =

a) Calcular A%,
b) Hallar la matriz X que verifica la ecuacién: AXX = BC

(Madrid. Junio 2001. Opcién A. Ejercicio 2)

T —k —k 0
by AX=BC—o>X=(A)BC=0 1 0 -0 1 2)=
0 0 1)~
1T —k =ky(0 0 0 0 0 0
=0 1 o1 1 2=[1 1 2
0 0 1)(-1 =1 =2) (-1 =1 =2

099

001 1 0 1
A=l 00 0l yB=|0 1 1
-1.0 0 0 —1 —1

(Andalucia. Junio 2002. Opcién B. Ejercicio 3)

AX=X-Bo>AX-X=-B—>(A-DX=-B—>X=(A-1)"(-B)

1
00 1) (100 (=1 0 1 5
A—I=| 0 0 0|—|0 1 o|=] 0 =1 O|>(A-D"=| 0
-1 00 00 1] |=1 0 —1 1
2
1 1 1 1
—— 0 —— — —— 0
2 20 (=1 0 =1 2 2
X= 0 =1 ol]o0o =1 =1=| 0 11
L L L L A P
2 2 2 2
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1T —1 3 10
0 -1 2
100 | Dadas las matrices A=|—1 0 =3[, B=|—1 2 yc=[_2 1 _1]¢
—1 2 1 0 1
a) Hallalainversade A — BC.
b) Resuelve la ecuacion matricial AX — BCX = A.
1T =1 3 10
a) A=BC=|-1 0 =3|—-|-1 2 [_g _1 _?]—
—1 2 1 0 1
1T =1 3 0 -1 2 1 0 1
=|-1 0 —=3|—-|-4 3 —4|=[3 =3 1
—1 2 1 -2 I 1 1 2
7 =1 =3
JA-BCl=—=1=0—>(A-BCO)"'=| 5 —1 =2
-6 1 3
b) AX—=BCX=A—> (A—BOX=A
7 =1 =3 1T =1 3 11 =13 21
X=(A=BC)'A=| 5 =1 =2|-|-1 0 —3|= 8 =9 16
—6 1 3] =1 2 1 —-10 12 —18

101 | Responde razonadamente:
a) SiAtieneinversa, jcudl es el rangode A™"?
b) ;Es cierto que siempre Rango (A) = Rango (A")?

c) ;Essiempre cierto que, si Ay B son matrices de la misma dimensién,
Rango (A + B) = Rango (A) 4+ Rango (B)?

d) ;Y que Rango (A% = Rango (A)?

a) SiAtiene inversa, verifica que:

1
A= 0—|A = 7 = 0 — Rango (A~') = Rango (A)
b) Si, ya que el rango corresponde al nimero de filas o columnas linealmente
independientes y esta relacidon no cambia al trasponerlas.

c) No.Por ejemplo, si Ay B son dos matrices de orden 2 con rango 2, la matriz
suma A + B también es una matriz de orden 2 que no puede tener
rango 2+ 2 =4.

. . 0 1 0 1] (0 1 0 0
No. P lo:siA= A = . =
d) No. Por ejemplo: si [O O] - [O O] [O O] [O O] de modo

que el rango de Aes 1y el de A?es 0. Solo es cierto cuando A es una
matriz regular.
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SOLUCIONARIO 2

a) Calcula la matriz inversa de

- - o

1
A=]0
1

O = =

b) Escribe en forma matricial el siguiente sistema y resuélvelo usando la matrizA™'
hallada en el apartado anterior:

x+y=1
y+z=-2
X+z=3

(Andalucia. Junio 2007. Opcion B. Ejercicio 3)

AL
2 2 2
» 11
a A=2=00A"=| — — ——
2 2 2
L
2 2 2
11 0) (x N (x) (11 0] (1
by [0 1 1|-|ly|=|-2|—=|y[=]|0 1 1 —2|=
10 1] |z 30 |z 1o 3
AL
I T
i Ty B Il
T R
2 2 2

a) Sean F,, F,, F; las filas primera, segunda y tercera, respectivamente, de una matriz
cuadrada M de orden 3, con det (M) = —2. Calcula el valor del determinante

de la matriz que tiene por filas F, — F,, 2F;, F, + Fs.
b) Dadala matriz C = [; :], halla dos matrices X e Y que verifican:

X+y'=cC
X—y'=c

siendo C'la matriz traspuesta de C.

(Galicia. Junio 2007. Bloque 1. Opcion 1)
a) Siescribimos:
det (M) = det (F, K, i) = =2

Entonces:
det (A —F, 2R, h+F)=2det(F—F, kL L+F)=2det(A, R RL+F)=

=2det (R, h, K) = 2(-2) = —4
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Determinantes

b) Sisumamos las ecuaciones tenemos:

3
1 -
1L (1 2)_(2 3 >
X = ‘— - X =
che [2 1]+[1 1] [3 2]_> 3
2
X+Y ' =CoY ' '=C—XoY=(C=X)"
A M 0 2
X = — = Y=(C—X)"=
[y s[5 g

0

N w
\

104 | Sean F,, F,, F3 y F, las filas de una matriz cuadrada P de orden 4 X 4, cuyo
determinante vale 3. Calcula razonadamente el valor del determinante de la inversa
de P, el valor del determinante de la matriz oP, donde o denota un niimero real
no nulo, y el valor del determinante de la matriz cuyas filas son 2F;, — F,, F5, 7F, y F,.

1
Pl=3>|P = —=— loPl = a*lPl = 304
Pl 3
det 2h —Fi, £, 7h, F) =7det QR —F, F, B, B) = —7det 2 = f,, K, K, F) =
= —7det (2, F,, F, f,) = —14det (R, £, £, F) =
=-14.3=-4

PREPARA TU SELECTIVIDAD

X
1
1 | Sea P(x) =
ea(x)3

w x =
[N
w = -

3 3 3 x

Halla dos raices de este polinomio de grado cuatro.

x 1 1 1 X 1 1 1
T x 1 1 | 1T=x x—=1 0 0
3 3 x 3 |3=3x 0 x-=3 0
3 3 3 x 3—-3x 0 0 Xx—3
1—x 0 0 X 1 1
=—|3-3x x-3 0 |+(x—=17-[3—3x x-—3 0 |=
3—3x 0 X—73 3—3x 0 X =73

(
(
(
(
por tanto, x =1y x = 3 son dos raices del polinomio.
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SOLUCIONARIO 2

Utiliza las propiedades de los determinantes para desarrollar el siguiente:

X 2x4+1 3x4+2
X 2x+4+3 3x+4
X 2x+4+5 3x+6

Enuncia las propiedades que has utilizado.
(Castilla-La Mancha. Junio 2003. Bloque 1. Pregunta B)

X 2x4+1 3x+2 1 2x+1 3x+4+2 1 2x+1 3x+2
X 2x+3 3x+4|/=x-|1 2x+3 3x+4|=x-/0 2 2 =0
X 2x+5 3x+6 1 2x+5 3x+6 0 4 4

En primer lugar, utilizamos la siguiente propiedad: si todos los elementos

de una columna de la matriz estdn multiplicados por un mismo ndmero,

su determinante queda multiplicado por ese nimero. A continuacion,

a las dos ultimas filas le restamos la primera fila de la matriz por la propiedad
que dice que el determinante no varia si a una fila le sumamos una combinacién
lineal de las demas. Por Ultimo, el determinante es nulo porque tiene

dos filas iguales.

a b c
Teniendo en cuentaque |p g r|= 7, calcular el valor del siguiente determinante
. Xy z
sin desarrollarlo:
3a 3b 3c

a+p b+qg c+r
—x+a —y+b —z+4c

(Aragon. Septiembre 2006. Opcion B. Cuestion 1)

3a 3b 3c a b C
a+p b4+qg c+r|=3-la+p b+qg c+r|=
—x+a —y+b —z+c —Xx+a —y+b —z+c
a b c
=3. p q r =
—x+a —y+b —z+c
a b ¢ a b c
=3 p q rl==3-\p q rl=-3-7==-21
—X —y -z Xy z

Hallar los valores de k para que la matriz|

a) Notengainversa.
b) Tengarango 3.

(Canarias. Septiembre 2006. Opcion B. Cuestion 3)
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Determinantes

-k 4 5 6 |-k 4 5 6
2 -k 1 2 3]_|0 -3 -3 =3|_
-k —k 0 = 0 —k—-4 -5 -7
—k —k —k =1 0 —k—4 —k—-5 -7
-3 -3 -3 1 T
=—k-|-k—4 -5 —7|=3k-lk+4 5 7|=
—k—4 —k—-5 -7 k+4 k+5 7
1 1T
=3k-lk—3 =2 o:zk-‘/;’g k*22=
k=3 k=2 0 B B

N

= 3k[(k =3)(k = 2) + 2(k — 3)] = 3k*(k = 3)
Si k=00 si k=3 — El determinante es nulo. La matriz no tiene inversa.

b) Sik=0o0sik=3— Elmenordeorden 4 esigual a cero.
Comprobamos si hay un menor de orden 3 no nulo.

« Sik=0:
4 5 6 4z
T2 3=- = —3 = 0 — El rango de la matriz es 3.
1 2
0 0 -1
« Sik=3
4 5 6
1 2 3]=-12=0 — Elrango de la matriz es 3.
-3 0 -1
2 1 —a
5 | DadalamatrizM=|2a 1 -1|:
2 a 1

a) Determinar el rango de M segun los valores del parametro a.
b) Determinar para qué valores de a existe matriz inversa de M. Calcular dicha matriz
inversa paraa = 2.

2 1 —a
a) [2a 1 —1|=2a-2ad°=2a(1—a?)
2 a 1

b) « SiaeR —{-1,0, 1 — El menor de orden 3 es distinto de cero. El rango
de la matriz es 3.

«Sia=0 > 2 1‘:2¢O—>EIrangodelamatrizesz.

- Sia=1 —>“ _1‘:2:&0—>EIrangodeIamatrizesZ.
) 21 )

« Sia=-1 - 5 1 =4 = 0 — Elrango de la matrizes 2.
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SOLUCIONARIO 2

2 2 1 2 4 1
Dadas las matrices A=[—1 —1 —1| yT=[—1 —3 —1| sepide:
2 4 3 1 2 1

a) Probar que la matriz T tiene inversa, T~', y calcular dicha inversa T~

b) Dada la ecuacion con matriz incognita B, A = T~'BT, calcular el determinante de B.

c) Obtener los elementos de la matriz B considerada en el apartado b).

(C. Valenciana. Junio 2006. Ejercicio B. Problema 1)

T2
a Tl==1=20-57"=| 0 =1 —1
-1 0 2
b) A:T*WBT%B:TAT*W—>IBI:ITI.IAI.IT*’I:ITI-IAI-ﬁ:|AI=2
2 4 (2 2 1 T2
O B=TAT'=|-1 =3 —=1|-|-1 =1 =1|-] 0 =1 —1|=
1T 2 1l 2 4 3|=1 0o 2
2 4 1T 2 1 10 0
=|-1 =3 —=1|-| 0 =1 —1|=]0 1 0
2 4 2/|-1 0o 2/ 00 2

127



LITERATURA Y MATEMATICAS

Amor se escribe sin hache

[Esta novela es una historia de amor contada con un humor disparata-
| do. En la siguiente escena, los protagonistas, Sylvia y Zambombo, lle-
gan a una isla después de naufragar el barco donde viajaban. Una vez
encendida una hoguera admirable, Zambombo determind construir
una cabafia.]

—iSi, si! —palmoted Sylvia—. Una cabafia... y tu amor... jAh! {Qué di-
chosa soy!

Zamb se dirigio a la entrada del bosque y transporté a la playa unos
cuantos arboles que yacian en el suelo derribados, tal vez, por alguna
tormenta. Calcul6 la resistencia de los arboles midiendo su diametro y
su longitud y escribié en su cuadernito:

A+B=A+B-A+B-(A+B +A+B)

Elevo al cuadrado el primer término, y con gran sorpresa suya, que no 73
—% creia saber tantas matematicas, obtuvo: b
(A+BY=(A+B) ~(A+B)-(A+B) +A+B)
Y sustituyendo esto por las cifras averiguadas, logro: <
73> = (10 + 10) AT
La resistencia de los troncos del arbol era de 730 kilogramos. ,;' \‘

Puso los troncos apoyados entre si, formando dos vertientes, en nime- .
ro de quince. De manera que cuando Zamb y Sylvia se metieron deba- ..
w jo, los kilos de arbol que se les cayeron encima, al desplomarse la ca- !

bana, fueron: T

I
730 - 15 B
o sea: 10.950. 3(-.(

g,
Ambos se desmayaron a consecuencia del traumatismo. Al volver en g f
si, era de noche.* i

' * Puede calcularse que, por cada 100 kilos que le caen en la cabeza a
§ un ser humano, permanece desmayado un minuto. Como en 10.950
§ kilos hay, aproximadamente, 109 veces 100 kilos, resulta que Zam- ;\

bombo y Sylvia estuvieron desmayados durante 109 minutos, o sea, ..
dos horas menos once minutos. No nos explicamos, por lo tanto, por %

N A
y qué al volver en si era ya de noche. %
ENRIQUE JARDIEL PONCELA . .

S
= 4 R
N




SOLUCIONARIO

Amor se escribe sin hache
Enrique Jardiel Poncela

En esta obra, como en casi todas las de Jardiel Poncela,

el humor es el recurso literario predominante y, a través
de un manejo casi surrealista del mismo, logra que los
lectores (cuando se trata de novelas) y los espectadores
(cuando se trata de piezas teatrales) revisen su percepcion
de los problemas humanos mds importantes. En esta
novela aborda el tema del amor a través de la historia
disparatada que viven los protagonistas,

Sylviay Zambombo.

El texto anterior forma parte de una escena donde

los protagonistas han llegado a una isla después

de naufragar el barco donde viajaban. Alli tienen

que enfrentarse a cuatro problemas: localizar
geograficamente el sitio donde se encuentran, hacer
fuego, construir una choza y encontrar viveres.
Zambombo aborda el problema de la orientacién con técnicas disparatadas, como la medida
de la velocidad del viento mediante una regla de tres:

Para ello, por medio de dos rayas, senialo en el suelo su estatura, que era de un metro y setenta
y cinco. Coloco en una de las rayas un papelito y midio, reloj en mano, lo que el viento
tardaba en llevar el papel a la otra rayita. Tardo cuatro segundos. Y Zamb razoné por medio
de la regla de tres:

1,75 metros los recorre en 4 segundos
1.000 metros (o sea un kilémetro) los recorrera en x
De donde x era igual a 1.000 multiplicado por 4 y partido por 1,75.

Hizo las operaciones, contando por los dedos, y comprobo que el viento corria que se las pelaba.

Luego Zambombo, como si fuera un robinsén, se dedica a hacer fuego frotando dos trozos

de madera. Cuando consigue una llamita tras seis horas de trabajo, su propio sudor se la apaga.
Sylvia le dice: «;Qué? ;No puedes hacer fuego?».Y él le contesta: «Podré, porque traigo cerillas,
pero si no las hubiera traido, no sé cémo nos las habriamos arreglado..».

Una vez encendida una hoguera admirable, Zambombo determiné construir una cabafia

tal como se describe en el texto elegido.

Finalmente, el cuarto problema, el de los viveres, lo resuelven comiendo los productos
vegetales anunciados en el cartel que vieron al llegar en la playa. Veinte dias después,

Sylvia habfa adelgazado dieciocho libras y Zambombo, diecinueve. Pero se recuperaron
cuando aprendieron a pescar “piscis rodolphus valentinus'’.

La ingenuidad romantica de Zambombo desencadena el desenlace de esta aventura y le sirve
a Jardiel para plantear la siguiente y llegar, finalmente, a la conclusion moral de la novela.

Jardiel Poncela utiliza aqui el lenguaje algebraico como un recurso humoristico,
una aplicacién novedosa, porque en Matematicas y en las otras ciencias

se emplea para expresar propiedades o resolver problemas como este:

«Sylvia tiene 24 afos; tiene el doble de la edad que tenia Zambombo cuando ella
tenia la edad que él tiene ahora. ;Qué edad tiene Zambombo?».

Sea x la edad que tiene Zambombo.
Entonces: 24 = 2(x — (24 — x)) > 24 =2(2x — 24) - 12 =2x— 24 — 2x=36 — x= 18 afos
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Sistemas de ecuaciones lineales

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Resuelve estos sistemas.

a) x4+ y=0 b) x—2y=-
2x =2y =4 2x— y=0
a x4+ y=0 x=1 b) =
2X—2y:4}_>{y:—1 x—2y=-1 N 3
2x — y=0 y= 2
3
002 | Escribe tres ecuaciones equivalentes a estas.
a) x—2=7 b) 2x=—3 c)§_4:6
a) Respuesta abierta. Por ejemplo:
x—9=0 2Xx—4=14 2—x=—7
b) Respuesta abierta. Por ejemplo:
4x+6=0 1 —6x=10 10x4+15=0
c) Respuesta abierta. Por ejemplo:
x—8=12 16 —2x=—24 3x=1060
003 | Escribe dos sistemas equivalentes a estos.
a) —x+2y=0 b) x— y=0
2x+ y=5 2x =2y =3

a) Respuesta abierta. Por ejemplo:
x—2y=0 x—2y=0
2x+ y=5 3x— y=5
b) Aunque el sistema es incompatible, podemos considerar sistemas equivalentes.
Los siguientes sistemas se han obtenido multiplicando las ecuaciones
por una constante:
—Xx+ y=0 x— y=0
2x =2y =3 4x —4y =06

ACTIVIDADES

001 | Escribe una ecuacién con tres incégnitas de coeficientes 4, —1y 1, respectivamente,
y con término independiente —2.
Calcula tres soluciones de esta ecuacion.

La ecuacion es 4x — y 4+ z= —2,y tres soluciones son:
x=1y=6yz=0

x==1,y=0yz=2

x=0,y=2yz=0



002

003

004

005

Determina una solucion de este sistema:

—Xx—y+z=0
—2x=0
y—z=0

Respuesta abierta. Por ejemplo: x=0, y=2, z=2

Clasifica estos sistemas seguin su nimero de soluciones.

a) —2x+y= 2
2x —y =-2

b) —x+2y=14
2x —4y =1

|

<)

SOLUCIONARIO 3

3x+2y=1
2x— y=3

a) Tiene infinitas soluciones. El sistema es compatible indeterminado.

b) No tiene solucion. El sistema es incompatible.

0 3x+2y=1
2x— y=3

-2t

Tiene solucion Unica. El sistema es compatible determinado.

Convierte este sistema en un sistema escalonado y resuélvelo.

X+y— z=1
—y+2z=1->

—X

=5

}

X+y—z=1

—y+2z=1

—Xx =5
X+y— z=1 xX+y— z=1 X =-=5
—y+2z2=1=> —y+2z=1—>y=13
—y— z=6 z=7 z=7

Resuelve estos sistemas de ecuaciones lineales utilizando el método de Gauss.

a)

a)

X+2y—2z=1 b) y— z=1
—X—y+ z=0 2x —2y+ z=3
y—z=1 3x —2z=7
T2 =21 T2 =21 T2 =21
-1 -1 110|—=>1[0 1T —=1|1|=>(0 1 —=1]1
0o 1 =1|1 0o 1 =11 00 0|0
y—22=1 |*°7]
Xt Z_}—> y=1+X XeR
y— z=1 z=X
0 1 =11 2 =2 1|3 2 =2 1| 3 2 =2
2 =2 1|3|->0 1 —=1|1|—>|0 1T —=1| 1|—>|0 1
30 =217 30 =27 0 -6 7|5 0 O
2X—=2y+z=3 X=3
- y—z=1—>iy=2
z=1 z=1
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Sistemas de ecuaciones lineales

006 | Resuelve aplicando el método de Gauss.
a) y+z=-5 b) —x—y+z+t=4
2x—y =0 3X =2y —t=-=2
X+z=—4 X+2y—2z—t=0
y+z—4t=-4
0 1 1]-5 1 0 1]-4 1 0 11—4 1 0
a |2 =1 0| 0|—]|0 1 1]1-5[{—>|0 1 11=5|—>10 1
1 0O 11-4 2 —1 0] O 0 -1 —=2| 8 00
X +z=-4 X = —1
= Y+z=-5;—=>1y=-2
7= 3 z=-3
-1 =1 1 1 4 1T 2 =2 -1 0 1 2 =2
3 =2 0 —1|-=2 o 1 1 —-4|-4 o 1 1
b) -
1 2 =2 =1, 0 3 -2 0 —-1|=2 0 -8 6
0 1 1 —4|—-4 -1 =1 1 11 4 0 1 =1
12 =2 =1 0 12 =2 -1
01 1 —4| -4 01 1 —4
- -
00 14 —-30|-34 0 0 14 -30
00 2 —4|-8 00 0 =2
X+2y— 22— =0 x=-19
N y+ z— 4t=-4 =-22
14z — 30t = —34 =-2
- 2A=22 t=—11
007 | Discute estos sistemas de ecuaciones lineales utilizando el método de Gauss.
a) x+2y—2z=1 b) —2x+ y— z=1
—X—y+ z=0 2x =2y — z=3
y— z=1 —y —2z=17
1 2 =21 1 2 =21 1 2 =211
a) | =1 =1 110|—=>(0 1T —=1[1—=>[0 1T =111
0 1T =11 0 1 =11 0 0 010
Sistema compatible indeterminado
-2 1 =1 -2 1 =11 -2 1 =11
b)| 2 -2 —1|3|=>| 0 =1 =2]4|=| 0 -1 2|4
0 -1 =2|7 0 -1 =217 0 0 0}3

Sistema incompatible



008

009

Discute utilizando el método de Gauss.

—X+y+z—2t=-5
2x—y—t=0
X+z-3t=-2

—X+y—2z4+t=0

SOLUCIONARIO 3

—1 1 1 =2|-5 1 0 1 =3|-2
2 =1 0 —1] 0 —1 1 1 =2|-5
%
1 0 1 =3|=2 2 =1 0 =11 0
—1 1 =2 11 0 —1 1T =2 11 0
1 0 1 =3|-2 10 1 =3|-2
0 1 2 —=5|-7 01 2 —=5(-7
- -
0O -1 =2 5| 4 00 0 0|3
o 1 =1 =2|=-2 00 3 —-3|-5
Sistema incompatible
Discute y resuelve este sistema:
2x+ y— z=1]
—Xx—=2y+ z=0
X— y+rz=2]
2 T —=1]1 T =1 XN|2 I N 2
-1 =2 110|—>|—-1 =2 110[—=]|0 =3 X+1 2
T =1 X2 2 T =111 0 3 —1—=2X\|-3
I DN 2
-0 =3 X+1] 2
0 0 =X |-
T =1 0] 2
+ Six=0—-[0 =3 1| 2|— Sistema incompatible
0 0 0]—1
I N 2
+ SiAx=0—>[0 =3 X+1| 2|— Sistema compatible determinado
0 0 —X\|-1
T+ 2X
X =
3X
X— y+ ANz= 2 _
—3y+XN+0)z= 2> jy=—— cconXxeR—-{0}
—Xz=-1 3
1
z=—
A
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Sistemas de ecuaciones lineales

010 | Discute y resuelve el siguiente sistema:

X—=2y+z=-2

2x =2y =1
X—Xz=3
T =2 1 |=2 1 =2 1T =2 1T =2 1 1=2
2 =2 0 11—10 2 -2 5[—10 2 =2 5
1 0 —X\| 3 0 2 —Xx—1| 5 0 0 1-X| O
=3
12 1 |2 B
«Six=1=|0 2 =2 | 5| Sistemacompatible =y =—
0 0 1-Xx| 0 2
z=0
1 =2 112
« Six=1—>|0 2 —=2| 5|— Sistema compatible indeterminado
0 0 0] O
_ Xx=3+a
X=2y+ 2==2 5+2a
2y —2z= 5p =Y = cona € R
0= 0
z=a

011 | Escribe mediante ecuaciones este sistema, y resuélvelo aplicando el método de Gauss.

1 2 =2) [x 1

-2 1 =1f-|yl=|-2

0 —2 1 |z —1
X+2y —2z= 1 T2 =21 1 1 2 =2| 1
22X+ y— z==2;—>|-2 1 =1|=2|=>(0 5 =51 0
—2y+ z= -1 0 -2 11 -1 0 -2 1] =1

012 | Determina la expresion matricial de este sistema, y resuélvelo como si fuera
una ecuacién matricial.

—3x4+ y+2z= 0
—X =2y + z=-2
X—y+ z= 1

-3 12 X 0
A=|-1 =2 1|->X=|y|>B8=|-2
T =11 z 1

134



SOLUCIONARIO 3

AX=B—->X=ATB

-1 =3 5
|A|:H::O—>A”:i 2 -5 1
3 -2 7

7 38 o) [ X =1

X=— 2 =5 1| |=2|=1|>1y=1

M3 2 71| 1] | 7=

013 | Utiliza el teorema de Rouché-Frobenius para determinar si estos sistemas
son compatibles, y resuélvelos aplicando el método de Gauss.

a) 2x—-3y+ z=-2 b) X+3y—2z=1
—X— y+2z=0 —2x —3y+ z=0
X—4y +3z=-2 —X —z=7

2 =31 2 =3 1|=2
a A=|—-1 =1 2 Af=|—-1 =1 2 0
1 —4 3 1 —4 3|=2
lAl=0
‘ ? _?‘:—5:¢O—>Rango(A):2
2 -3 =2
-1 =1  0|=0->Rango (A*) =2
1 -4 =2

Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incognitas
Sistema compatible indeterminado

2 -3 1]=2 1 —4 3|2 1 -4 3|=2 1 —4 3|=2
-1 =1 2| 0o|=|=1 =1 2| 0o|=l0 =5 5|=2|=|0 —5 5|=2
1 —4 3|-2 2 =3 1|=2 0 5 —5| 2 0 00| 0
—245X
X:f
X—4y +3z=-2
- -
—5y+52:—2} y:2+5>\ conxeR
Z=\
1 3 =2 T 3 =2 1
b) A=|—2 -3 1 A=|-2 -3 10
-1 0 -1 -1 0 -1 7
|Al=0
" 3123205 Rango(4) = 2
2 3|7 90 =
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Sistemas de ecuaciones lineales

1 31
—2 =3 0|=18=0—Rango(A*) =3
-1 0 7

Rango (A) = 2 # Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible

014 | Mediante el teorema de Rouché-Frobenius, determina si el sistema es compatible.

2Xx+y—z+t=1
X—3y+z—-t=0

3x =2y =1
y—2z=4
2 1T =1 1 2 1T =1 11
A:] -3 1T =1 A*:] -3 1T =10
3 =2 0 O 3 -2 0 0 1
0 1T =2 0 0 1T =2 0 4
2 1T =1 1 2 1T =11
Al = T =3 1 71:3 -2 0 O:O
3 =2 0 O 3 =2 00
0 1T =2 0 0 1 =2 0
2 1T =1
1 =3 1|=—-11=0—>Rango(A) =3
3 -2 0
2 T =11 2 1T =11
1T =3 1 O: 1 =3 1 O:O—)Rango(*):3
3 =2 0 1 1 =3 10
0 1 =2 4 -8 =3 2 0

Rango (A) = Rango (A*) = 3 < n.° de incognitas
Sistema compatible indeterminado
015 | Discute este sistema aplicando el teorema de Rouché-Frébenius.

X+y—z+t=1
—Xx—=3y+z-2t=0

=2y —t=1
y—2z=-3
1 T =1 1 1 T =1 1 1
A= -1 =3 1T =2 A* — -1 =3 1T =2 0
0 -2 0 -1 0o -2 0 -1 1
0 T -2 0 0 T -2 0 =3
1 1T =1 1 1 T =1 1
-1 =3 1T =2 0 -2 0 =1
A= = =0
g 0 -2 0 =1 0 -2 0 =1
0 1T =2 0 0 1T =2 0
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016

017

SOLUCIONARIO 3

-1 =3 1
0 -2 0|=-4=0->RangoA)=3
0 1 =2
T 1 =1 T 1 =1
-1 =3 1 0 0 -2 0 1
= = R %) =
0 -2 0 1|0 -2 o 3|T07RangoAI=3
0 1 =2 =3 0 1 -2 =3

Rango (A) = Rango (A*) = 3 < n.° de incognitas
Sistema compatible indeterminado

Anade una ecuacion al sistema de ecuaciones 2X+2y —z=1
para que se convierta en: —X— y+z=3
a) Un sistema compatible determinado.

b) Un sistema compatible indeterminado.

c) Unsistema incompatible.

a) Respuesta abierta. Por ejemplo:
2x+2y —z=1
—X— y+z=3
2Xx+ y+z=1

b) Respuesta abierta. Por ejemplo:
2x+2y —z=1
—X— y+z=3
X+ y =4

c) Respuesta abierta. Por ejemplo:

2x 42y —z=1
—X— y+z=3
X+ y+z=1

Evalla si se puede aplicar la regla de Cramer a estos sistemas de ecuaciones.

a) x+y+z=-2 b) x+2y+z+t=0
X—y+z=4 X—=3y+z-2t=-2
—2y+4+z=-3 —2y+3t=3

a) Elndmero de ecuaciones es igual al nimero de incégnitas.

1 11
1 =1 1/=-=2=0— Sepuede aplicar laregla de Cramer.
0 -2 1
b) Elndmero de ecuaciones no es el mismo que el nimero de incognitas,
por tanto, no se puede aplicar la regla de Cramer.
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Sistemas de ecuaciones lineales

018 | Escribe dos sistemas de ecuaciones lineales a los que se pueda aplicar la regla
de Cramer y que cumplan cada una de estas condiciones.

a) Tenga 3 ecuaciones. b) Tenga 4 incégnitas.

a) Respuesta abierta. Por ejemplo:

X+y+z=1
X+y =0
y+2z=0
X+y+z=2
XxX—y+z=0
y+z=0

b) Respuesta abierta. Por ejemplo:

xX+y+z+t =4
X+y—z—t=0
2xX+y—z =2

y+z+t=3

X—y+z— t=4
X+y—z— t=-2
X+y—2z =—1

y+z+2t=-1

019 | Evalua si se puede aplicar la regla de Cramer a este sistema, y si se puede, calcula |A,|,
|A,| ¥ |A,] y resuelve el sistema.

—X+2y—z=2
X—y+2z=1
—2x+z=-1

El nimero de ecuaciones es igual al nUmero de incognitas.

—1 2 -1
1 =1  2|=-7=0— Sepuede aplicar laregla de Cramer.
—2 0 1
2 2 =1 ‘ ‘
Al=] 1 =1 2|=-T7-sx=""t=1
-1 0 1 A
—1 2 -1
Al=] 1 1 2:—14%)/:@:2
2 -1 Al
—1 2 2
A= 1 1 |7
20 - 1Al
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020

021

SOLUCIONARIO 3

Resuelve este sistema de ecuaciones utilizando la regla de Cramer, si es posible.

—2Xx+y—z+t=4

—X—3y+z—2t=-8
=2y —t=—4
y—2z=-1

El nimero de ecuaciones es igual al nimero de incognitas.

-2 [ 1 o 7 -3 5

1 -3 1 =2 1 =3 1 =2 73
T =T TCl=|-2 0 —1|=9=0
0 =2 0 =1 |0 -2 0 - T ol
0 1 -2 0 0 1 -2 0
— Se puede aplicar la regla de Cramer.
4 1 =1 1 0 5 -9 1
5 -9 1
|Ax|: -8 -3 1 =2 _ o -1 17 =2 -1 17 —2l=o0
—4 -2 0 -1 0 -6 8 -1 6 8
-1 1 =2 0| [= 1 =2 0
TP I [ B
Al=]" " — =", ““l=l-4 0 -1|=-3
0 -4 0 -1 0 -4 0 —1 1 0
0 -1 =2 0 0 -1 =2 0
R RO A R
Al=]"" 72 7° T4 =70 T2 T T =1 -1 2| =3
0 —2 —4 -1 0 -2 —6 -1 0 6
0 1 -1 0 0 1 0 0
R e
Al = B eI Sl 0 —4|=a
-2 0 —4 0 -2 0 —4 L
0 1 -2 - 0 1 =2 -1
L N Y N N N R B
Al Al 3 Al 3 Al 3

Resuelve estos sistemas de ecuaciones mediante la regla de Cramer.

x+ y—2z= 0
X—y+ z= 1
2x+4y —4z = -1

a) 3x+2y—3z=0 b)
X— y+4z=1
2x 43y —7z= -1

32 =3 3 o
a) |1 =1 41=0 ‘] 1‘:—5¢O%Rango(A):2
2 3 -7 -
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Sistemas de ecuaciones lineales

3 2 0
R 1] = 0 — Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incdgnitas
2 3 -1

Sistema compatible indeterminado

Consideremos el sistema: 42y =3z }

X— y=1-4z
3z 2 3 3z

Al = —57-2 Al = =3-15
Al ‘1742 71‘ ? 4| ‘1 1742‘ ‘
Al _sz-2_2-5 y7m737152715273

|A -5 5 A -5 5
La solucion es: x = 2_55>\, y = ]5>\5_3, z=XcoonxeR
1 1T =1 . 1

b) |1 —1 11=0 ‘1 1‘:—2¢O—>Rango(A):2

2 4 —4 B
1 1 0
1T =1 1] = 0 — Rango (A) = Rango (A*) = 2 < ne°deincdgnitas
2 4 -1

Sistema compatible indeterminado

Consideramos el sistema: Xty=2 }
X—y=1-2z
z 1 1 z
mHH 4\7_1 |Ay|—‘1 H\J_ZZ
oAl Al 12z 221
Al 2 Al -2 2
1 2XN—1
Lasolucic’mes:x:;, y = A ., z=xoonxeR

022 | Resuelve el sistema utilizando la regla de Cramer.

2x+y—3z42t=4
—Xx—3y+z—-2t=0
X —2y —2z=4
3x+4y —4z+ 4t =4

2 1 -3 2] |2 1 -3 2
123 1 -2 |1 22 20
_ — 0 — Rango (4) < 4
1 22 2 o|T|1 -2 2 o|T9>RangoW<
3 4 —4 4| |3 4 —4 4
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SOLUCIONARIO 3

2 1T =3 2|4 2 1T -3 2| 4 2 1 -3 214
-1 =3 1 =210 N 0O -5 -1 =2| 4 N 0 -5 -1 =214
1T -2 =2 014 0O -5 -1 =2| 4 0o o0 0 0|0
3 4 -4 414 0 5 1 2| -4 0 0 0 0]0

Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incognitas
Sistema compatible indeterminado

2X+y=4+32-2t
—X—=3y=—z+2

Consideramos el sistema:

|A«] = A3zt N g arsx= A _ 12+82-4t
—z+2t =3 |Al 5
2 443z-2t] A —8—z+ 2
\Ay\_‘_1 it ‘—8—!—2 A—>y= T -
La solucion es:
X:12+8>\—4u/ y:—8—>\+2u, J=N t=p conhpeR
5 5
Resuelve este sistema: 5x—y+2z=0
—2x4+y—z=0
—X—y—z=0
5 =1 2
-2 1 —1]=-3=0— Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incoégnitas

Sistema compatible determinado

Lasoluciénes: x=0, y=0, z=0

Escribe un sistema de ecuaciones lineales homogéneo de cuatro ecuaciones
y que tenga:

a) Solucién unica.

b) Infinitas soluciones.

a) Respuesta abierta. Por ejemplo:

X+y+z+t=0
X+y—z—-t=0
2X+y—2z =0

y+z4+1t=0

b) Respuesta abierta. Por ejemplo:
x+y+z+t=0
X+y—z—-t=0

X+y =0
y+z4+t=0
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Sistemas de ecuaciones lineales

025 | Discute este sistema en funcion de los valores de m.

X+ y— z=-1
4x =2y + 2z=2m
—3x=2y+mz=—-4

—1 [

4 =2 2|=4-2m
-3 =2 m

e Sim=2-=lA=0—> Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incognitas
Sistema compatible determinado

cSim=2-A=0
=1 ! =—-2=0—Rango (A) =2
4 -2 ?
—1 1T =1
4 =2 4|=2=0-Rango(A*) =3
-3 -2 —4

Rango (A) = Rango (A*) — Sistema incompatible

026 | Discute el sistema segun los valores de a.
2x —=3y+ z=0
x—ay—3z=0
5x4+3y— z=0

El sistema es homogéneo — Rango (A) = Rango (A*) — Sistema compatible

2 =3 1
1 —a —-3|=7a+63
5 3 -1

+ Si g = —9 — |Al = 0 = Rango (A) = 3 = n° de incégnitas
Sistema compatible determinado
cSia=-9-lA=0

2 =3 .
T olT 21=0 —Rango (A) = 2 < n.° de incognitas

Sistema compatible indeterminado

027 | Resuelve este sistema en funcion de los valores de m.
X+ y— z=-1
4x =2y + 2z=2m

—3x—=2y+mz=—-4
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SOLUCIONARIO 3

Sim=2—|Al=4—2m=0— Se puede aplicar la regla de Cramer.

-1 1 =
Al=|2m —2 2 |=-2m’+6m—4==201-m)2—m)
-4 -2 m
-1 =1 = -1 1 4
Al=| 4 2m 2 |==2m*+m-7) |Al=| 4 -2 2m|=22—-10m
-3 -4 m -3 -2 —4
co A 20-me-m
Al 4-2m
_AlC —amrem=7) - mPem=7
Al 4-2m m—2

Al 2—10m - 5m—11

7 = = =
Al 4-2m m-—2

Resuelve el sistema segun los valores de a.

2x—=3y+ z=0
x—ay —3z=0
5x+3y—z=0

«Sia= -9 [Al =7a+63=0
Como el sistema es homogéneo la solucidn es: x=0, y=0, y z=0

«Sia=-9->4=0

— 2X —3y = —
2 3 = 21= 0 — Consideramos el sistema: X=2y ‘
T 9 X+9y = 3z
-z =3 2 -z
|A*|_‘3z 9‘_0 |Ay|_‘1 3|72
DL 7z 2
Al W 21 3

Lasoluciénes: x =0, y:%, z=xconxeR

Resuelve por los métodos clasicos: reduccion, igualacion o sustitucién, los sistemas
de ecuaciones y clasificalos atendiendo a su nimero de soluciones.

a) 2x+5y=1 } <) 2x+6y:5} e) 3y4+z=3
—3x 42y = —11 —3x —9y =1 3x+4y =11

—2x+2z=-8

b) 4x—6y =10 } d) 2x+5y= 4 f) 3a—2b=—1
—6x + 9y = —15 —x—y= 1 —2a—-b=-4
3x+2y=-5 a+4b=3
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Sistemas de ecuaciones lineales

a) 2x+5y=1 Xx=3
%
—3x+2y =—11 y=-1

Sistema compatible determinado

b — 6y =
) Ax—6y 10 —>2x—3y:5—>x:5+3>\, y=Xx con xeR
—6x +9y =-15
Sistema compatible indeterminado
Q 2x+6y=5 6x +18y =15
—3x =9y =1 —6x — 18y =2
Sistema incompatible
2 Sy =4
? );+ i—w —>{XZ*3
= 5
3 42y=-5] V
Sistema compatible determinado
e) 3y+ z=3 3y+z=3 3y+z=3 x=1
3x+4y =11 1—=3x+4y =11->3x+4y =11 (=>iy=2
—2x +2z=-8 X+ 3y =7 — Sy =-10 z=
Sistema compatible determinado
f)  3a—2b=-1 6a —4b = -2 a=1
—2a— b=—-4{—>—-6a—-3b=—-12{ >b=2
a+4b=3 a+4b=3 1+8=3

Sistema incompatible

xX+2y =1
3X— y=2

030 | Dado el sistema

}, escribir una tercera ecuacién de la forma ax + by =c¢

(distinta que las anteriores) de manera que el sistema de tres ecuaciones
y dos incégnitas resultante siga siendo compatible.

X+2y=1}_}

3x4+6y=3
ﬁ
3X— y=2

—3x+ y=-2

Respuesta abierta. Por ejemplo:

X+2y=1
3X— y=2
IxX+7y =06

X =

y:

N = ~]w



031

Resuelve aplicando el método de Gauss.

SOLUCIONARIO 3

a) 2x+3y+5z=1 d) 3y+z=3 g) 3x—y+4+2z=7
4x+7y +13z = -1 3x + 4y =11 —X+2y+5z2=-2
2x+3y+7z=-3 —2x+2z=-8 3x+4y +19z2=38

b) x+2y+z=1 e) x—2y—z=-—1 h) 2a—4b—c=-7
X+y—z=1 X—y+2z=2 —3a+2b—-3c=-4
2x+3y+z=1 Xx+2y+z=3 —a—3b—8c=-12

¢ 5x+2y+3z=5 f) —p+3qg—r=12
—X+3y —2z=12 3p+2r=7

X+y+z=2 5p—6g+4r=>5
2 3 5|1 2 3 5] 1 2x43y+5z=1 x =1
a) (4 7 13|=1|—>|0 1 3|=-3|-> y+3z=-3r—>1y=3
2 3 7|-3 00 2|4 2z=-4 z==2
T2 11 T2 11 T2 0
by {1 1 —=1|1|—=>f0 =1 =2| 0|—>|0 =1 =2/ 0
2 3 11 0 -1 —=1]-1 0 0 1-1
X+2y+ z=1 X =-=2
- — y—=2z=0 >iy=2
z=-—1 z=-1
52 315 11 112 1 1 1] 2
Q [—-1 3 =2|12|>|—-1 3 =2|12]|—>]0 4 —1]14
T 1 112 52 3|5 0 -3 =2|-5
11 11 2 X+ y+ z=2 X =1
-0 4 —=1|14|-> 4y — z=14; =y =3
00 —11]22 —11z=22 z==2
0 3 1] 3 34 0/ 34 0011 (3 4 0 1
d| 3 4 0|1|>] 0 3 1| 3[>|0 3 1] 3]—>|0 3 1] 3
-2 0 2|-8 -2 0 2|-8 0 8 6|2 0 0 10|-30
3x + 4y 11 x=1
- 3y+ z=3 -y =
10z =-30 z=-3
T =2 =11 T =2 =1 T =2 =11
e (1T =1 2| 2[—>|0 1 3| 3|->|0 1 31 3
T2 1] 3 0 4 2| 4 0 0 —-10|-8
x =1
Xx=2y— z=-1 _3
S y+ 3z=3 |7
—10z=-8 4
z=—
5
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Sistemas de ecuaciones lineales

—1 3 =112 -1 3 =1]12 -1 3 —=1]12
f) 3 0 217> 0 9 —1{43|—>| 0 9 —1]43
5 -6 4|5 0 9 —1|65 00 0|22
Sistema incompatible
3 -1 27 1 2 5|=2) (=1 2 5]-=2
9 l-1 2 s5|=2|-|3 =1 2| 7|>| 0 5 17| 1
3 4 19|38 3 4 19| 8 0 10 34| 2
129X\
A 2y + 5z2=-2 I
>0 517 —>X+SY+17Z:]_}—> _1-I s em
00 ol o y+17z= = con X €
Z=X
2 -4 =1 =7 1 3 8112 1 3 8 12
h) |3 2 —3| —4|—>|-3 2 —3|—-4|—->|0 1 211 32
-1 -3 =8|-12 2 -4 —=1|-7 0 =10 —=17|-31
123
13 8| 12) x+ 3y+ 8z=12 =
-0 11 21 32| —> My 4+21z=32 { 5y =——
0 0 23|-21 23z =21 23
_ 2
23
032 | Utiliza el método de Gauss para discutir los siguientes sistemas de ecuaciones
lineales.
a) 6x—3y=9 e) —4p+2q=-8
—4x 4+ 2y =—6 6p —3g=5
b) —x —3y =2 f) 3x =3y =3
2x+ y=-1 2x =0

o x-—

2x —2y+ z=6
5x —5y +4z=16

y+2z=4 g) 2x+ 3y — z=3
3x+4y+2z=5

5x4+7y+ z=1

d) 3a+2b+2c=1 h) 3a+ b— c=2
2a4+ b+ ¢c=0 —2a+ 3b+ 2c=5
3b+2c=—1 116 + 4c =19

a) [2 _i ‘ 2] - [6 -3 9] — Sistema compatible indeterminado

-3 ‘ 2] - [_1 -3 ‘ 2] — Sistema compatible determinado

0 —5|3
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SOLUCIONARIO 3

1T =1 2|4 T =1 2| 4 T =1 2| 4
g2 -2 1]6|/=0 0 —=3|-2|—=|0 0 —=3|-2
5 =5 4116 0 0 —6|—4 0 0 0|0

Sistema compatible indeterminado

32 2] 1 32 2|1 32 2] 1
d|2 1 1] 0|—=|0 1 1| 2|—>]|0 1 11 2

0 3 2|-1 0 3 2|-1 0 0 —=1|-7

Sistema compatible determinado

-4 21-8 -4 2|-8 . . .
e) 6 -3l 51l o0 o ‘ _7] — Sistema incompatible

f) 333 - 2 010 - 2 010 — Sistema compatible determinado
3 =313 0 =313

2 3 —1|3 2 3 =1 3 2 3 -1 3
913 4 2|5—>|0 =1 7 1M=10 =1 7 1
5 7 111 0 -1 7|13 0O 0 0|-14

Sistema incompatible

317 =12 31 =12 31 —=1]2
hy |-2 3 2| 5[—=|0 11 4(19]—>|0 11 4119
0 11 4119 0 11 4|19 0 0 0|0
Sistema compatible indeterminado
Resolver el sistema de ecuaciones lineales:
y—x=1z
X—z=y
y+z=x
(Extremadura. Septiembre 2005. Repertorio A. Ejercicio 2)
—X+y—2z=0 -1 1 -1]0 -1 1 =1|0 -1 1 =1]0
X—y—z=0;-> 1—1—10—) 00 —-2|0|—>| 00 —-2|0
—Xx+y+z=0 =1 0 00 210 00 010
—X+y—-—z= O =X
- Y B y=X con xeR
—22—0 -0

En un sistema hay, entre otras, estas dos ecuaciones:

X+2y—3z=5 'y 2x+4y—6z=-2.
{Qué puede decirse de las soluciones del sistema?
(Cataluna. Septiembre 2005. Cuestion 1)

Como los coeficientes de las incodgnitas son proporcionales y los términos
independientes no lo son, el sistema es incompatible.
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Sistemas de ecuaciones lineales

035 | Dar un ejemplo de un sistema de 3 ecuaciones lineales con 3 incégnitas
gue sea incompatible.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

X+y+z=3
X—y—z=-—]
2x+y+2z=0

2x+2y — z=1

036 | Dado el sistema X+ y+2z=1

}, escribir una tercera ecuacion de la forma

ax + By + ~z=1 (distinta que las anteriores) de manera que el sistema
de 3 ecuaciones y 3 incdgnitas resultante sea compatible indeterminado.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

2x+2y — z=1
X+ y+2z2=1
52=1

037 | Dado el sistema de ecuaciones

3x—2y+z=5
2x —3y+z=4

a) Anade una ecuacion lineal de manera que el sistema resultante sea incompatible.

b) Anade una ecuacién lineal de manera que el sistema resultante sea compatible
indeterminado. Resuelve el sistema.

a) Respuesta abierta. Por ejemplo:

3Xx—=2y+z=5
2x=3y+z=4
3Xx=2y+z=1

b) Respuesta abierta. Por ejemplo:

3x—=2y+z=5 3x—=2y+2z=5 3x—=2y+z=5 x=T1=X
2X—=3y+z=41—> x+ y =lt—> x+y =1l>iy=Xx conXeR
x+y =1 x+y =1 0=0 Z=245X

038 | Discute por el método de Gauss el sistema:

X+2y+z=2
—x+3y+z=0
—Xx+y+az=1
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SOLUCIONARIO 3

12 1|2 1 2 1 2 1 2 1 2
-1 3 1|0|—>|0 5 2 |2]—>|0 5 2 2
-1 1 a1l 0 3 1+a|3 0 0 1—=5a|-9
12 1 2
*Sia=——1|0 5 2 2| — Sistema compatible determinado
0 0 1—5a|-9
: 1T 2 1) 2
+Sia=——|0 5 2| 2|— Sistemaincompatible
> o0 0|-9

X+2y+3z=1
2X4+y—z=2

de manera que al afadir al sistema anterior una tercera ecuacion: 5x + y + az =03,

el sistema resultante sea compatible indeterminado.

(Madrid. Junio 2005. Opcion B. Ejercicio 1)

Resolver el sistema de ecuaciones: } . Hallar dos constantes oy 3

12 3|1 12 3 1 12 3|1
2 1 —1]2|>]0 =3 =7 | 0 |=lo =3 =7 | 0
5 1 alB] [0 =9 a—15(8=5 |0 0 a+6|B-=5

Para que el sistema sea compatible indeterminado debe ocurrir que:
a+6=0->a=-6
B—5=0—-B=>5

1
0
halle los valores de a y b que hacen que las dos matrices conmuten, es decir,
que hacen que se cumpla AB = BA.

Dadas las matrices A = [(1) (11] y B= [ ?] ,donde ay b son nimeros reales,

(Cataluiia. Aiio 2005. Serie 4. Cuestion 1)

oS 3

1 06| (1 a T a+b
M‘& J% J‘& 1]
1=1
at+b=a+b
0=0
1=1
Los productos son iguales para cualquier valor de ay de b.

AB =BA—

4 z 0

{Qué condiciones han de cumplir x, y y z para que las matrices Ay B conmuten,
es decir, para que AB = BA?

Considera las matrices A = [; 2] y B= [X y].

(Cantabria. Septiembre 2005. Bloque 2. Opcion B)
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Sistemas de ecuaciones lineales

AB:] 20 [x y|_| x+2z2 y
3 41z 0 3x+4z 3y
ga—|X V] T 2| _|x+3y 2x+4y
z 0) |3 4 z 2z
X+2Zi;+3i , ?/722?8 > 3 olo
AB=BA— 4y: Xt+ay —>3XJr y Lol —[3 0 3o
X+4z=7z X + 3z = 03 —210
3y =2z 3y —2z=0
2 3 0]0 2 3 010
-0 =9 6|0|—>|0 -9 6|0
0 3 =210 0 0 0]0
2x+3 —o] _|*=72
x+9y 6 :O}% y= 2x con xeR
-y Foez= z= 3\
042 | Escribe mediante ecuaciones estos sistemas.
23 s\ ¥ (3 ; : _;
pr— .a
3 [1 2 —1] )z’_[—1] b s [b] 2
-6 7 5
a) 2x+3y+5z2=3
X+2y— z=-1
by a+4b=-1
2a+3b=4
a+50=2
—6a+7b=>5
043 | Escribe en forma matricial estos sistemas de ecuaciones.
a) x+2y—3z=-2  x+y— z4+t— v=-1
—X— y+2z=3 2x — 3z + 6v=2_8
3y —5z=0
b) p+g+r—s=3 d x+4+y—z=3
2p—qg+2s=5 —X+z=-7
qg—+3r—5s=-—1 2x+y+4z=5
3y —9z = -1
12 =3} (x) (=2 o1 =N Pl (3
a|-1 =1 2| |y|l=] 3 b2 =10 2f|9=]>5
0 3 -5] |z 0 013—52—1
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SOLUCIONARIO 3

1 3
X

1| —7

4 ﬁ 5

9 1

Escribe en forma matricial, y luego resuelve empleando la matriz inversa.

a)

4x —y =18 b) X—z=-—7
3x+2y =28 2x+y—3z=-26
4y +2z=0

eI

a) . =

3 2) \y 8
AX=B-3X=A"B

2 1
A=1=0—a"=| 11 1
3 4

1m 1

2 1
18 4 X=4
y—| 11 n _
3 4|'8)T ) T ly==2
1
10 1) (x) (=7
b [2 1 =3|-|y|=|-26
0 4 2|z 0
AX=B—X=ATB
7z 2 1
33 6
W=6=0a'=|-2 L 1
33 6
4 21
33 6
7 21
?2’ ?? -7 ) [x=1
i o2 0 8 7=8
3 3 6
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Sistemas de ecuaciones lineales

045 | Discute los siguientes sistemas de ecuaciones lineales utilizando el teorema

de Rouché-Frobenius.

a) x+3y—5z=-8 Q) 3a+2b—6c+3d=7
3x+6y —5z=0 a—b+2c—d=6
4x+9y —10z = -8 6a—b=3

b) 8x —6y+2z=—1 d) a+5b=7

3x+y—z=10 —2a+2b+3c=-2
—x+3y—2z=5 —a+3b+2c=1
db+c=4
1 3 =5 1 3 —=5|-8
a) A=|3 6 =5 A*=|3 6 —5| O
4 9 -10 4 9 —10]|-8
[Al=0
13 =-—-3=0—>Rango(A) =2
49 d
1 3 -8
3 6 0]|=0—RangoA*) =2
4 9 -8

Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incégnitas
Sistema compatible indeterminado

8 —6 2 8 -6 2|-1
b) A=| 3 1T =1 A*¥=| 3 T —=1110
—1 3 =2 —1 3 =21 5

\A\ = —14 = 0 — Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incognitas

Sistema compatible determinado

3 2 —6 3 3 2 —6 317
Q A=|1 -1 2 =1 A¥=|1 -1 2 —116

6 -1 0 0 6 -1 0 0]3

3 2 —6 3 2 3

1T =1 21=0 1T =1 =1|=0

6 —1 0 6 —1 O

? 72] =-5=0—>RangoA) =2

3 2 7

1 =1 6/=110=0—Rango (A*) =3

6 —1 3

Rango (A) = Rango (A*) — Sistema incompatible
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SOLUCIONARIO 3

150 T 50| 7
=2 2 3 «_ |72 2 3]=2
d A= -1 3 2 A= -1 3 2| 1
0 4 1 0 4 1 4
1750 150
-2 2 3|=0 -2 2 3|=0
-1 3 2 0 4 1
13 =12=0—>Rango(A) =2
2 2 9
150 7 T 50 7
-2 2 3 =2|_|0 12 3 12 —0
-1 3 2 1 0 8 2 8
04 1 4 0 4 1 4
15 7 15 7
-2 2 =2|=0 -2 2 =2/=0
-1 3 1 0 4 4
Rango (A*) =2

Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incdgnitas
Sistema compatible indeterminado

Resuelve, aplicando la regla de Cramer, estos sistemas compatibles determinados.

a)  2x+y=2 }

0 2a—-3b=6
—3x -2y = -1

—a+5b=-3

b) 3a+2b+2c=1 d) 3x+5y =33+2z

2a+b+c=0 3x=19—y
3b+2c=—1 104+3z=x+2y
2 1 )
a) |A|:‘ ; 2‘:—17¢O—>Se|ouedeap||carIaregladeCramer.
2 1 2 2
nl=| 3 _J=-3 nl=| 3 3=+
A Al
X = =3 y:iz_
Al Al
3 2 2
b) JAl=[2 1 1|=1%= 0 — Sepuede aplicar laregla de Cramer.
0 3 2
12 2 3 1 2 3
Ad=| 0 1 1|==1 lal=[2 o0 1|==5 |al=]2
-1 3 2 0o -1 2 0
a:|Aa|:_] b:m:—S C:|Ac|_
Al Al Al
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Sistemas de ecuaciones lineales

o A= ‘ 21 3 ‘ =7 = 0 — Se puede aplicar la regla de Cramer.
6 -3 2 6
1A ‘73 5‘_21 IAbI_‘4 73‘_0
Lol bl _
A A
3 5 =2
d) JAl=[3 1 0|=26%=0— Sepuede aplicar la regla de Cramer.
1 2 =3
33 5 =2 3 33 =2 35
[Ad={19 1 0[=130 I4l=|3 19 0|=104 |Al=|3 1
10 2 -3 1 10 -3 1 2
Ll ol wl_
A Al Al
047 | Resuelve, aplicando la regla de Cramer, estos sistemas compatibles
indeterminados.
a) X+2y+z=6 Q) 2a—b=0
—3x+y—2z=-3 1Ma—b—3c=0
2x —3y+z=-3 a—2b+c=0
b) x+y+z4+t=4 d 3p—3g+1Ir=0
x—y+z=1 4p+7r=0
y—z+t=1 5p+3q+3r=0
—6p—6q+r=0
1 2 1
a |-3 1 =2/=0
2 =3 1
1 2 S N X+2y=6—-2
-3 1 —3X+y=-3+2z
6—-—z 2 1 6—2
|AX|7‘73+2Z 1‘*12_52 |Ay|*‘73 i
Al 12-5z Al 15—z
X = = y = =
Al 7 |4l 7
Lasoluciénes:x:]z;Sx, y:]57_>\, z=XwnXeR
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SOLUCIONARIO 3

X+y+z=4—t

b) [1 =1 1|=2=#0—>x—y+z=1

0 1 = y—z=1—t
4 —t 1 1
-t 1 =1 Al
1 44—t 1

|Ay|= 1 1 1:3—{—))/:&73_1.
0 1—t —I | 2
1 1 4—t¢

|Az|: [ 1 :1+1‘—)2:|AZ|—H_7I
0 1 1—t Al 2

Lasolucidnes: x =2 — X, y:%, Z:]‘;x, t=Ncon\=R

2 -1 0

o [11T =1 =3|=0

1 =2 1

2 =1 20—-b=0

‘H —J 9¢O%1m—bzsi
U 2.0

|Aa| 3¢ _]‘—3C |Ab|_"|'| 3¢ = 6C

(J_|Aa|:£ :ng
A3 A3

2N

La solucion es: a:%’ b:?, c=xconixelR

r=2x
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Sistemas de ecuaciones lineales

048 | Discute y resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales.

a) x+2y+z=3 d 5x+4y+2z=0 9) 2x—4y+z=7
xX+y—3z=3 2x+3y+2z=0 —3x+6y—2z=4
2x + 3y +z=3] 16x+17y +72=0 Mx —22y + 6z =24

dx —y+4z=1
b) x+y+2z=3 e) a+c=0 hy 2a—b+c=7
2y +3z=2 b—c=1 3a+2b—2c=1
3x+y+3z=7 a+3b—-2c=5
d] a+c=0 f) 2x —y+t=0
b—c=1 X+2y —z+ 4t =—1
a+3b+c=5 3x —4y+z-—-2t=1
1 2 1 1 2 113
a) A=|1 1 =3 A*=11 1 =33
2 3 1 2 3 113
1 2 1
[Al=]1 1 —3|=—3=0—Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n° de incognitas
2 3 1
Sistema compatible determinado
3 2 1 1 3 1 12 3
Al=[3 1 =3]=12 |Al=]1 3 =3|==12  |Al=|1 1 3|=3
3 3 1 2 3 1 2 3 3
X:|AX|:_4 :m:Ar Z:|AZ|=_1
A A A
11 2 11 213
b) A={0 2 3 A*=10 2 3|2
31 3 31 3|7

=220 Rango(4) = 2

=0 —> Rango (A*) =2

w O —
JE NS TEN
~N N W

Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incégnitas
Sistema compatible indeterminado
X+y=3— 22}

Consideramos el sistema:
2y =2-3z



SOLUCIONARIO 3

3—-2z 1 1 3-2z
Il ‘2—32 2‘ ‘ 4| ‘o 2-3z ‘
Al 4-z Al 2-3z
X = = y=-—-=
Al 2 |4l 2
La solucién es:x:%, y = 2_23>‘, z=Xcon\eR
10 1 1 0 110
o A=|(0 1 =1 A*¥=10 1 =111
1 3 1 1 3 115
10 1
[Al=|0 1 —1|=3s0— Rango (4) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas
1 3 1
Sistema compatible determinado
0 0 1 T 0 1 10 0
Ad=|1 1 =1|==2 lal=]|0 1 =1|=5 IlAl=]0 1 1]|=2
5 3 1 15 1 1 3 5
Al 2 L Al 2
a= =—= b=—-—== c= ==
Al 3 A3 A3
5 4 2 5 4 2|0
2 31 2 3 1|0
d) A= AF =
) 16 17 7 16 17 710
4 -1 4 4 =1 411
5 4 2 5 4 2
2 3 1/=0 2 3 1|=21—>RangoA) =3
16 17 7 4 -1 4
5 4 20
é 1; ; 8:0—>Rango(*):3=n.° de incégnitas
4 -1 4
Sistema compatible determinado
5 4 210 2 3 1|0 2 3 1|0 2 3 1|0
2 3 1|10|—>|5 4 2(0|>| 1 =2 0|0|>1 =2 0|0
4 =1 411 4 =1 411 -4 =13 0|1 0 =21 0|1
2
X=——
2x+ 3y+2z=0 2]]
- X — 2y =0 = jy=——
-2y =1 -
7=—
3

157



Sistemas de ecuaciones lineales

10 1
e) A=|0 1 -1

1 3 =2

10 110
At=10 1 =11

1 3 =215

10 1
[Al=l0 1 =1=0

13 =2

‘10

2 -1 0 1 2 -1 0 1] 0
fy A=1 2 -1 4 A=[1 2 =1 4|-1
3 -4 1 -2 3 -4 1 =2 1
2 -1 0 2 -1 1
12 —1=0 12 4=0
3 4 1 3 4 -2

: 72‘ = 5= 0 — Rango (4) = Rango (A*) = 2 < n.° de incégnitas

Sistema compatible indeterminado

Consideramos el sistema: X —y=-t
Xx+2y=-1+z-4
—t -1

|AX|7‘—]+Z—4I 2‘7—1+z—6t

|Al 5

2 —t
|Ay|f‘1 71+Zi4t‘7—2+22—7r
_Al 2=

Al 5

La solucién es: x = 71+Z‘76“1 - *2+25>\*7HI

z=X\ t=pcon\ peR
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9)

SOLUCIONARIO 3

2 —4
A=|-3 6 =2
1 -2 6
2 —4 1] 7
A*=|-3 6 —2| 4
1M1 -2 6|24
2 —4 1
Al=|-3 6 —2|=0
1m -2 6
2 M L1205 Rango (A) =2
3 2 9
2 1 7
-3 -2 4|=0—->RangoA*) =2

11 6 24

Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incégnitas
Sistema compatible indeterminado

2)(—|—z:7—|—4y]>

Consideramos el sistema:
—3x—2z=4—-06y

744y 1
4 -6y =2

2 744y

|A*|:‘ -3 4-6y

‘:—18—2)/ IAZI:‘ ‘:29

AL _1g 4 on SO N
|A| |Al

La soluciénes: x =18 42X, y =X, z=-29conXeR

2 -1 1
A‘[z 2 —2]

N P e N
A_[a 2 —2‘1]

X =

‘2 —1

3 ‘ =7 = 0 — Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incognitas

Sistema compatible indeterminado

Consideramos el sistema: 20-b=7-c }

3a+2b=1+2c

2 7—c

3 1+ 2

Al s po WAl _ 7c-19
A7 A 7

‘:15 IAb|:‘ =7c—19

Lasolucic’mes:a:%, b:M, c=xonXxeR
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Sistemas de ecuaciones lineales

049 | Discute el sistema de ecuaciones lineales segun los distintos valores del parametro m.

(m—2)x4+y=0
x+(m-—=2)y=0

Al ser un sistema homogéneo sabemos que es compatible para cualquier

valor de m.
m-—2 1
A=
[ 1 mfz]
AW=|""2 T | —am43
1 m-—2
mz—4m—|—3:0—>{m:1
m=3

« Sime R —{1, 3} > Rango (A) = Rango (A*) = 2 = n.° de incoégnitas
Sistema compatible determinado

« Sim=10m=3—Rango (A) = Rango (A*) = 1 < n.° de incégnitas
Sistema compatible indeterminado

050 | Discute, en funcién de g, el sistema.

ax+ay=a

x—ay =1

_f(a a « [a ala

A_[W fa] 4 _[1 —a 1]
|/-\|:[1J I=_g’—q
—az—a:O—>{a:O
a=-1

Al ser la Ultima columna de la matriz A* igual que la primera:
« Siae R —{-1,0} - Rango (A) = Rango (A*) = 2 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado

« Sia=—10a=0-Rango (A) = Rango (A*) = 1 < n.° de incdgnitas
Sistema compatible indeterminado

051 | El siguiente sistema de ecuaciones depende de un pardmetro p. Discutelo segun
los valores de p.

X+2y+z=p
2x+3y+z=p
X+y—pz=p
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052

053

SOLUCIONARIO

12 1 T2 1 p

A=12 3 1 A¥=12 3 1 p
T 1 —p T 1 —p p
12 1 12 p

Al=[2 3 1|=p 2 3 pl=—p
1T 1 —p T 1 p

]2:—1¢O

2 3

+ Sip=0— Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado

« Sip=0-—Rango (A) = Rango (A¥) = 2 < n.° de incégnitas
Sisterna compatible indeterminado

Discute el sistema segun los valores de a.

2Xx+y+3z=2
5x+2y+4z= -1
3x+y+a’z=3a

2 1 3 2 1 3 2

A=1|5 2 4 A*=15 2 4 | -1
31 a 3 1 a’l3a
2 1 3 2 1 2

A=|5 2 4|=1-& 52 —1|=-3a-3
31 4 3 1 3a

2 1=—1¢O

5 2

« Siae R —{—1, 1} > Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado
« Sia=1 - Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible
« Sia= —1 - Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incognitas
Sistema compatible indeterminado

Discute este sistema para los distintos valores de k.

x—2y=4
2x+y=5
4x —3y = k|
1 =2 1 =214
A=|2 1 A* =12 115
4 -3 4 3|k
1 =2
5 ]‘:S¢O—>Rango(A):2
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Sistemas de ecuaciones lineales

N

1 =5k —65

INIFCIR
w
~ N

+ Sik=13 - Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible

« Sik=13 — Rango (A) = Rango (A*) = 2 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado

054 | Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales segun los distintos valores
del parametro p.

px+(p+Nz=p

py+z=p
y+pz=p
p 0 p+1 p 0 p+1|p
A=[0 p 1 Af=10 p 1 |p
o1 p o1 p |p
p 0 p+1 p 0 p
A=lo p 1 |=pp-1) 0 p pl=pp’—p)=p’p-1)
o1 »p o 1 p

« Sipe R—{-1,0,1} = Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incdgnitas
Sistema compatible determinado

« Sip=—1,como 79) 7?‘ =1 0 — Rango (A) = 2 = Rango (A*) =3
Sistema incompatible
0 0 1 00 1|0
+Sip=0—>A=[0 0 1| y AA=|0 0 1|0
010 0 1 010

Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incégnitas
Sistema compatible indeterminado

1

T 0 2
« Sip=1->A=[0 1 1
0o 11 1

1
y A*=|0
0

-~ - O

201
1
1

Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incdgnitas
Sistema compatible indeterminado

055 | ;Qué valores debe tomar g en el siguiente sistema de ecuaciones lineales
para que sea incompatible?

x+@—-Ty+z=1
3x+ay+az=3

¢{Y para que sea compatible?



056

057

SOLUCIONARIO 3

=a-3

1T a-1 11
=3—-2a
‘3 a ‘ ‘3 a

Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incognitas para cualquier valor de a
Sistema compatible indeterminado para cualquier valor de a

Clasifica el siguiente sistema para los distintos valores del parametro p.

a+pb—2c=0
pb+c=0
3a+2b—c=0

Al ser un sistema homogéneo sabemos que es compatible para cualquier valor de p.

1T p =2
A=[0 p 1
32 -1

1T p =2
Al=0 p 1|=8p—2
3.2 -1

1T =2 _
‘3 _]‘_5¢O

« Sip= i — Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incdégnitas
Sistema compatible determinado

« Sip= L — Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incognitas
Sistema compatible indeterminado

Halla para qué valores del parametro a este sistema es incompatible.

(@a+NWx+y+z=ala+3)
x+(a+Ny+z=a(a+3)
x+y+(@a+0z=a*a+3)

;Qué valor debe tomar a para que sea compatible indeterminado?

a—+1 1 1
A= 1 a—+1 1
1 1 a—+1
a-+1 1 1 ala+3)
A= 1 a+1 1 |da+3)
1 1 a+1|a*(a+3)
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Sistemas de ecuaciones lineales

a—+1 1 1
A=l 1 a+1 1 |=@+P+2-30+N=0d+3d>=a’a+3)
1 1T a+1
a-+1 1 ala+3) a+1 1 1
1 a+1 dla+3)|=a@+3) 1 a+1 a|=
1 1 a’(a+3) 1 1 a’

=ala+3)a@(@+1 —a’ —ala+1) =
=a*(a+3)a>+2a*—a—1)
» Sige R —{-3,0} = Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado
+ Sia=0— Rango (A) = Rango (A*) = 1 — Sistema compatible indeterminado

-2 1 1 -2 1 110
e Sia=-3-5A=| 1 =2 Wy A=] 1 =2 110
1 1T =2 1 1 =210

Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incégnitas
Sistema compatible indeterminado

Luego no hay ningun valor de a para el que el sistema sea incompatible.
Los valores para los que es compatible indeterminado son 0y —3.

058 | Averigie si el siguiente sistema puede ser compatible indeterminado para algin
valor de m.

xX+3y+2z=0
2x+4y+3z=0
X+y4+mz=0

{Es incompatible para algun valor de m?

Al ser un sistema homogéneo sabemos que es compatible para cualquier
valor de m.

« Sim =1 — Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incoégnitas
Sistema compatible determinado

« Sim =1 — Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incognitas
Sistema compatible indeterminado

El sistema no es incompatible para ningun valor de m.



SOLUCIONARIO 3

059 | Discute el sistema de ecuaciones lineales seguin los valores de b.
X+2y—z=2
x+(0+b)ly —bz=2b
X+by+Q0+bz=1
(Extremadura. Junio 2006. Repertorio B. Ejercicio 4)
1 2 —1 1 2 —1 2
A=[1 1+b —b A*=|1 1+b —b |2b
1 b 1+0b 1 b T+0b6| 1
1 2 —1
Al=[1 1+b —b |=2b—2b=2bb—1)
T b 1406
1 2 2
1T 14+b 2b|=-b>+3b-2=—(b—-1(b-2)
T b b
+ Sibe R — {0, 1} > Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado
. Sib:O—>“ ?‘——1¢O%Rango(A):ZiRango( *) =
Sistema incompatible
1
. Sib=1 _>‘1 : ‘: —1s= 0 — Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incégnitas
Sistema compatible indeterminado
060

Discutir la compatibilidad del siguiente sistema de ecuaciones en funcién
del pardmetro a.

X—y+z=a
X+y—z=1
3x+3y4+az=a

(Pais Vasco. Julio 2006. Bloque A. Problema A)

T -1 1 1 =1 1la
A=[1 1 = A=|1 1 =11
3 3 a 3 3 ala
-1 1 T -1 a
\A\_ 1 1 —1|=2a+6 11 1|=2a-6
3 3 a 3 3 a

» Sia= —3 —> Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado

. Sia:f3—>“ _1] = 2= 0 — Rango (A) = 2 = Rango (A*) =3

Sistema incompatible
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Sistemas de ecuaciones lineales

061 | Estudie, segun los valores del parametro g, el sistema de ecuaciones lineales

siguiente:
ax+ay =a
X—y+az=a
X+2y+3z=a
a 0 a a 0 a
1 a A*=I[1 =1 a a
1 3 1 2 3 a
a a 0 a a a
|Al = —1 a|=—ala+6) 1 —1 a|=-3aa-1)
W 2 3 1 2 a

» Sige R — {—6,0} = Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado
« Sia=—6 — Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible
« Sia=0— Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incoégnitas
Sistema compatible indeterminado

062 | a) Elsiguiente sistema es compatible y determinado.

—X+y+z=1
4y +3z=2
x+2y=1

xX+3y+2z=1
Calcula su solucion.

b) Considera ahora el sistema:

—X+y+z=1
4y +az =2
xX+2y =1

X+ay+2z=1
« ;Es posible encontrar valores para a tales que el sistema sea incompatible?
En caso afirmativo, indica cuales. Justifica tu respuesta.

« ;Es posible encontrar valores para a tales que el sistema sea compatible
indeterminado? En caso afirmativo, indica cuales. Justifica tu respuesta.

-1 11
a)| 0 4 3
120
1101 -1 11 -1 1 7
Al=|2 4 3|=-3 JAl=] 0 2 3|=4 |Al=] 0 4 2|=
120 110 12 7
Al _ 3 Al 4 Al 2
X = =—= y=—=— z= -
A 5 A s |l 5



063

SOLUCIONARIO 3

- g 3 4 2
Comprobamos con la Ultima ecuacion: e +3- = +2 'y =1

Por tanto, la soluciénes:x:—i, y:i, z:—g
5 5 5
-1 1 1 -1 1 1|1
0 4 a 0 4 a|2
A: *=
o) 1 2 0 /A 1 2 011
1 a 2 1 a 2|1
-1 1 1 -1 1 1
0 4 a|=3a—-4 1 2 0|l=a-8
1 2 0 1 a 2
Rango (A) = 3 para cualquier valor de a
-1 1 1 1 —1 1 11
4 a 2
04 a2 |0 4 a2 - ,
12 0 1 0 3 12_“30;5_6“ 2a
1T a 2 1 0 1+a 3 2

« Siae R — {0, 3} —» Rango (A*) = 4 = Rango (A) = 3 — Sistema incompatible

+ Sia=00a=3 — Rango (A*) =Rango (4) =3
Sistema compatible determinado

Por tanto no hay valores para los que el sistema sea compatible
indeterminado.

Clasificar el siguiente sistema segun los distintos valores de los parametros a 'y b.

X—y—z=0>b
—X+y=2
x+ay+2z=-2

(Murcia. Junio 2008. Bloque 1. Cuestion B)

A=|-1 1 0 Ar=|=1 1 0] 2
1 a 2 1 a 2| =2
1T =1 =1 1T =1 b

Al=|-1 1 0l=a+1 -1 0 2|=-2b-4
1 a 2 1T 2 =2

« Sia= —1ypara cualquier valor de b:
Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado

—1

0 = —1=0— Rango (A) =2 = Rango (A*) =3

Sistema incompatible

. Sia:—]yb¢—2—>‘_]1

« Sig=—1 yb:—2—>‘_]1 _3‘: —1= 0 — Rango (A) = Rango (A*) = 2
Sistema compatible indeterminado
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Sistemas de ecuaciones lineales

064 | Discute este sistema y resuélvelo cuando m = 6.

x+y+z=0

2x+3y=0

X—=2y+mz=m
1 11 1 T 110
A=|2 3 0 A¥=12 3 0|0
1 =2 m 1T =2 m|m

1T 10
Al=|2 3 0|l=m-7 2 3 0l=m
1 m

-2 m 1 =2

« Sim =7 — Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incognitas
Sistema compatible determinado

. Sim:7—>‘; ;‘——1¢O—> Rango (A) = 2 = Rango (A*) =3
Sistema incompatible

cSim=6-A=-1
0 11 10 1 110
lal=]0 3 o|=-18 IAl=]2 0 o|=12 |Al=|2 3 0|=6
6 -2 6 16 6 1 -2 6
|Al Al Al

xX+y+az=4
ax + y —z = 0}, donde a es un parametro real.
2Xx+2y—z=2

065 | Se considera el sistema

a) Discutir el sistema en funcién del valor de a.
b) Resolver el sistema paraa=1.

11 a 11 al4
a) A=la 1 -1 A*=la 1 =110
2 2 -1 2 2 —=1|2
11 a 1 1 4
Al=la 1 —1|=2d0"—a—1 a 1 0|=6a—6
2 2 -1 2 2 2
1 =1
‘2 _]‘_110
a=1
20° —a—-1=0— 1
a=——
2

« SiaeR— {—1, 1} —Rango (A) = Rango (A%) =3
2 Sistema compatible determinado
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066

SOLUCIONARIO 3

1
. Sia= —E — Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible

« Sia=1—Rango (A) = Rango (A*) = 2 — Sistema compatible indeterminado

—Z=—X
b) Consideramos el sistema: Y }

2y —z=2—-2x
al=| % N=2-x al=|1 = 1=
2—=2x -1 2 2-—2x
y:m:2—x z:lAZ|:2
Al |l
Lasoluciénes: x=X, y=2—X z=2conXeR
Se considera el sistema de ecuaciones:
(Mm+2)x+mM-="y—z=3
mx—y+z=2
X+my—z=0
a) Discutelo para los distintos valores de m.
b) Resuélvelo param=1.
(Castilla-La Mancha. Junio 2004. Bloque 2. Pregunta B)
m+2 m—-1 —1 m+2 m—1 —1|3
a) A=| m —1 1 A¥*=| m =1 112
1 m —1 1 m —-110
m+2 m-—1 —1 m—1 —1 3
A= m -1 I|=-m=-m —1 1 2|=-3m+1
1 m —1 m -1 0

+ SimeR —{—1,0} - Rango (A) = Rango (A*) = 3
Sistema compatible determinado

-Sim:ﬁ—)‘_l :ﬂ:73¢O—>Rango(A)¢Rango(A*):3
Sistema incompatible
-Sim:O—)‘2 4‘:—2::0—>Rango(A):2¢Rango(A*)=3
0 -1 . . )
Sistema incompatible
b) Sim=1-lAl=-2
30 —1 3 3 -1 3 0 3
Al=12 =1 1|l==2 1Al=]1 2 1]=2 lAl=[1 =1 2|=0
0 1T =1 1 0 —1 1 10
X=|AX|=1 y:M:—] Z:|AZ|:0
Al |Al Al
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Sistemas de ecuaciones lineales

X+oy+z=9
067 | Dado el sistema de ecuaciones lineales 3x + 5y 4+ z = 9¢, se pide:
ox+y+z=9

a) Prueba que siempre es compatible, obteniendo los valores de o para los que
es indeterminado.

b) Resuelve el ejercicio anterior paraa =7.

1
1 A* =
1

1
1

1
a) A=13
e 1

— w1 Q
R w —
— w1 Q
O O O

Las dos ultimas columnas de la matrizampliada son proporcionales entonces
Rango (A) = Rango (A*) para cualquier a.
1

(6%
5 1|=o?—8a+7 042—80L+7:O%<[OL7
1 a=7

Al =

2w o

+ Siaoe R—{1,7} > Rango (A) = Rango (A*) =3
Sistema compatible determinado

. Siu:1%‘; ;‘:2¢O—>Rango(A):Rango(A*):2
Sistema compatible indeterminado

. Siu:7—>‘; Z‘:—16¢O—> Rango (A) = Rango (A*) =2
Sistema compatible indeterminado

7y =9 —
b) Consideramos el sistema: X+ 7y ‘
3X+5y=9-2z
9—z 7 1 9—-2
Al = =2z—-18 Al= =2z-18
Al ‘972 5‘ A ‘3 9z

Al _2z2-18 _9-z Al

7 , Al 2z-18 9-2
Al -16 8 |Al -16 8

- -
Lasoluciénes: x=y=——, z=XXconXER

068 | Sea S el sistema de ecuaciones lineales:

xX+2y+3z=6

= X+4y+9z=14

x+8y+Az:$A

Estudiar la compatibilidad del sistema en funcion de A. Resolver para A = 0.
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SOLUCIONARIO 3

12 3 6
12 3
B=|[1 4 9 B*:]Afg 1104
1 8 A 18 A|—A
7
123 Ve |10
\B\: 1 4 9|=2A-42 10 (2A—42)
18 A 1 8 —A
7
2
‘1 4‘—2:¢O

« SiA= 21 — Rango (A) = Rango (A*) = 3 — Sistema compatible determinado
+ SiA= 21— Rango (A) = Rango (A*) = 2 — Sistema compatible indeterminado

ParaA=0:
16
X =
X+2y+32=6 X+2y+37=6 X+2y+37=6 72
X+4y+9z2=14 > 2x+ 2y =4r > 2x+2y =4 —iy=—
X+ 8y =0 x+ 8y =0 —7X =-16 107
7=—
7
Considere el sistema de ecuaciones:
px+7y +8z=1370
X+y+z=200
7x+ py + 8z =1.395
a) Discutalo en funcién del parametro p.
b) Resuelva el sistema parap =6.
(Cataluna. Septiembre 2006. Problema 6)
p 7 8 p 7 8[1370
a A=|(1 1 1 A*=11 1 1| 200
7 p 8 7 p 8139
p 7 8 p 8 1370
A=[1 1 1|=—-p>+16p—63 1 1 200|=—205p+1410
7 p 8 7 8 1395

7 8
11

‘:—17:0
p=7
16 63=0—
g a {p—9

+ Sipe R —{7,9} - Rango (A) = Rango (A*) =3
Sistema compatible determinado

+ Sip=70p=9—Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible
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b) Parap=6—|Al=-3

1370 7 8 N
Al=| 200 1 1|=-255—>x=-2=285
1395 6 8 Al
6 1370 8 al
Al=]1 200 1|=—-180—y=-2=60
7 1395 8 A
6 7 1370 Al
Al=[1 1 200|=—-165— 7z =2 — 55
7 6 139 Al

Discute, segun los valores del pardmetro m, el sistema:

y+mz=0
x+z=0
mx—y=m

Resuélvelo, si es posible, param =0y m=2.

0 T m 0 T m|O
A=]|1 0 1 A =11 0 110
m =1 0 m =1 0|m
0 1T m 0 10
Al=l1 0 1]=0 1 0 0|=-m
m =1 0 m =1 m
‘O ]‘:f1¢0
10

+ Sim =0 — Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible
» Sim =0 — Rango (A) = Rango (A*) = 2 — Sistema compatible indeterminado
y=0 X ==X\
Resolvemosparam=0: x4+z=0;—>1y=0 conXeR
-y =0 Z=X
Para m = 2 el sistema es incompatible.

Discute el siguiente sistema segun el valor del pardmetro ky resuélvelo cuando k = —1.

xX+y+z=k
(I+Kkx+y+z=2k
x+(+ky+z=1

1 1 1 1 1 1 k
A=|1+k 1 1 A*=[1+k 1 112k
1 T+k 1 1 T+k 1)1
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SOLUCIONARIO 3

1+k 1|

+ Si k=0 — Rango (A) = Rango (A*) = 3 — Sistema compatible determinado
« Sik=0-—Rango (A) = 1 = Rango (A*) = 2 — Sistema incompatible

Parak=—1—|Al =1
—1 1 1 1T =11 T 1 -1
Al=1-2 1 11=1 Al=]0 -2 1|=-2 Al=]0 1 =2|=0
10 1 T 11 10 1
Lo Al Y R
|Al Al Al

Clasifica en funcion del parametro el sistema de ecuaciones:

ax —3y —2z=0
—x+G5+az=0
2x+3y+4z=0

y resuélvelo, si es posible, para a = —4.
(Castilla-La Mancha. Septiembre 2006. Bloque 3. Pregunta B)

Al ser un sistema homogéneo sabemos que es compatible para cualquier

valor de a.
a -3 =2
A=|-1 0 5+a
2 3 4
a -3 =2
Al=|-1 0 54a|=-3d"—2la—36
2 3 4
-1 0] _
‘ ) 3‘— 3=0

a=-3

7302721073620—){
a=—4

« Siae R — {—4, —3} > Rango (A) = Rango (A*) = 3
Sistema compatible determinado

« Sia=—40a= -3 —>Rango (A) =Rango (A*) =2
Sistema compatible indeterminado

X=X
Para a = —4 consideramos el sistema: B y=-=2\ conxeR
2x + 3y = -4z PN
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Sistemas de ecuaciones lineales

073 | Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales y resuélvelo en el caso de que sea
compatible indeterminado.

ax —y —4z=1
X+ay —2z=—1
y+z=-—a
a =1 —4 a —1 —4 1
A=|1 a -2 A*=11 a -2|-1
0 1 1 0 1 1] —a
a -1 —4 a —4 1
Al=|1 a —2|=d"4+2a-3 1 =2 —1|=2d°—3a+1
0 1 1 0 1 —a
‘] _2‘:1¢O
1
a=-3

a2+2(173:0—>1
a=1

« Siae R —{—3,1} > Rango (A) = Rango (A*) = 3
Sistema compatible determinado

+ Sia=—3 — Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible

« Sia=1 - Rango (A) = Rango (A*) = 2 — Sistema compatible indeterminado

Paraa = 1 consideramos el sistena: 7 4z=1- X}
y+z=-1
|Ay|:‘\—X —4 — x_3 |Az|: —1 ‘\—X:X
—1 1 |
Al —x-3 Al x
y = — = 7 = Pf—
Al 3 Al 3
-, -3
Lasoluciénes: x =X\, y= P z=—conXeR

074 | Estudiar y resolver, cuando sea posible, el sistema:

ax+by =0
X+y=a
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+ Sia=b— Rango (A) = Rango (A*) = 2 = n.° de incdgnitas
Sistema compatible determinado
« Sia=b=0-—Rango (A) = Rango (A*) =1
Sistema compatible indeterminado
« Sia=b=0-—Rango (A) =1 = Rango (A*) = 2 — Sistema incompatible
2
}—>(b—a)y:—a2 —>y=-— T x= ab
b—a b—a

ax+by=0

Paraa=b — 5
—0X —ay = —a

Paraa=b=0->x+y=0—>y=—x

Lasolucidnes: x=X\, y=—-XxconXeR

075 | Discute el siguiente sistema de ecuaciones y resuélvelo en los casos en que

sea posible.
ax+y+z=a®
X—y=—a
X+ay+z=a
a 11 a 1 1] @
A=|1 =1 0 A*=|1 —1 0| —a
1 a 1 1 a 1 a
a 1 1 T 1 a
Al=|1 =1 0|=0 -1 0 —a|=-2da"+2a=-2aa-")
1 a 1 a 1 a
11
=1=0
RS

« Siae R — {0, 1} > Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible

« Sia=00a=1—-Rango (A) = Rango (A*) =2
Sistema compatible indeterminado

X=X
Para a = 0 consideramos el sistema: ” T % i 0 } —>1y=X conXxeR
=X z7=-\
= ]—
Para a= 1 consideramos el sistema: ” t; o j x}

Lasolucidnes: x=X\, y=14+X z=-2xconXeR

076 | Discute el sistemay resuélvelo para los valores del pardmetro que lo hagan
compatible determinado.

mx+2y+3z=0
2X4+my+2z=2
2x4+my+3z=m-—-2
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077

m 2 3 m 2 3 0
A=|2 m 2 A¥=12 m 2 2
2 m 3 2 m 3|\m-=2
m 2 3 m 3 0
Al=|2 m 2|=m?’—4 2 2 2 |=2m'—16m+24
2 m 3 2 3 m-2
2 2
=2=0
;3=

« Sim = £+2 — Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incognitas
Sistema compatible determinado

» Sim = —2—Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible
« Sim =2 — Rango (A) = Rango (A*) = 2 — Sistema compatible indeterminado

Param=4+2—|Al=m>—4

0 2 3
Al=] 2 m 2|==3m+16m—20
m—-2 m 3
%X_|AX|_—3m2+16m—ZO_—3m+1O
Al m>—4 m+2
m 0 3
Al=2 2 2|=-2m’+16m—24
2 m—2 3
%y7m772m2+16m724772m+12
Al m —4 m+2
m 2 0
lAl=12 m 2 |=mP—4m’ —4m+16
2 m m-—2
Al mP—4m? —4m+16
7= = =m-4
Al m—4
Para m = 2 consideramos el sistema: X+ 22=2-2
2X 43z =2y
2-2y 2 2 2=
Al= =6-2 Al= =4
||\_2y 3‘ y ||‘2 _2y‘
oAl LAl _
|Al Al

Lasolucidnes: x=3—-X, y=X\ z=-2conxeR

Resuelve para los valores del parametro que lo hacen compatible determinado.

ax —z=a
ay+2z=0
3x+y+z=5
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SOLUCIONARIO 3

Siae R —{—1,0} - Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incognitas
Sistema compatible determinado

a 0 —1
Al=]0 a 2 :az+30_>X:|AX|:aZ+73a:a+3
g 1 1 |A| az+a a+1
a a - 8 Y R —
Al=10 0 2|=—da—y="2= -
3 5 1 |A| az-‘ra a—+1
a 0 a
|Az|: 0 g 0l=20 = 7= |Az| _ 24’ _ 2a
3 1 5 |A| Gz+a G+1

Estudiar el siguiente sistema de ecuaciones segun los valores del pardmetro o
y resolverlo en los casos que sea posible.

6x+2y+22=06
ax+2y+z=a
5x4+3y+az=>5

(Canarias. Junio 2008. Bloque 3. Opcion A)

6 2 2 6 2 216
A=la 2 1 AA=la 2 1]«
5 3 « 5 3 al5
6 2 2
Al=|a 2 1]=-2a”+18a—28
5 3 «
‘22‘:72¢O
27

a=2

—2a2+18a—28=0—>{
a=7

+ Sia € R —{2,7} > Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incdgnitas
Sistema compatible determinado

+ Siae=20a=7-—Rango (A) = Rango (A*) =2
Sistema compatible indeterminado

Paracxe R — {2, 7}
6 2 2 | |

Al=la 2 1|=-204+180—28 = x = As
5 3 « ||

=1
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Sistemas de ecuaciones lineales

6 6 2 Al
Al=la a 1|=0-5y=-2=0
5 5 o Al
6 2 6
Al=]la 2 a :0—>z:|AZ|:o
53 5 A
) ) _2y+22:676x
Para oo = 2 consideramos el sistema: dy4zr=2— 2)(}
|Ay|: 6—6x 2 — 2 9y |Az|: 2 6—6x —8x_8
2—2x 1 2 2—-2x
y:m:2—2xzxi] oAl _sx-8
Al -2 |l -2
Lasoluciones: x=X, y=X—1, z=4—-4xconxeR
Para ae = 7 consideramos el sistema: 2y +22=6-6x
2y +z=7-7x
|Ay|—6 6Xx 2=8X78 |Az|:2 6 —6x — ) _Jx
7—=7x 1 2 7-7x
Al _ex-s_, sl _2-ax
|Al -2 Al -2

Lasoluciones: x=X\, y=4—-4\, z=X—TconXeR

079 | Considerar el sistema lineal de ecuacionesenx,yy z.

x+3y+z=5
mx+2z=0
my—z=m

a) Determinar los valores del parametro m para los que el sistema tiene solucién
Unica. Calcular dicha solucién param = 1.

b) Determinar los valores del parametro m para los que el sistema tiene infinitas
soluciones. Calcular dichas soluciones.

¢) Estudiar si existe algin valor de m para el cual el sistema no tiene solucién.

1 3 1 1 3 115
A=m O 2 A¥=Im 0 210
0 m -1 0O m —1|m
1 3 1 3 1 5
Al=lm 0 2|=m"4+m 0 2 0|=-4m
0 m -1 -1 m
31
=6=0
0 27 °7
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SOLUCIONARIO 3

a) SimeR —{-1,0} - Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado

Param=1—Al=2

53 1 15 1 135
Al=l0 0 2|=—4 |Al=|1 0 2|=4 |Al=]1 0 0]|=2
11— 0 1 -1 0 1 1
_Aal _al_, Lo Al
A A A

b) Sim =0 — Rango (A) = Rango (A*) = 2 — Sistema compatible indeterminado

Para m = 0 consideramos: y=X con N eR
2z=0

x=5-3X\
3)/+Z=5—><}_>
z=0

c) Sim= —1—-Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible

Discutase, en funcion del parametro real k, el siguiente sistema de ecuaciones
lineales:

kx +3y =0
3x+2y =k
3x+ky=0

Resuélvase el sistema cuando sea posible.
(Castilla y Leon. Septiembre 2006. Prueba B. Problema 1)

k 3 k 310
A=|3 2 A*=|3 2|k
3 k 3 k|0
k 3 3 2 )
3 2 =2k—-9 - = 3k — 6 = Rango (A) = 2 para cualquier valor de k
k 30
3 2 k|=—k(k*-9)
3 kO

« Sike R —{-3,0,3} = Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible

« Sik=-3,k=00k=3—Rango (A) = Rango (A*) = 2 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado

X =_—=
Para k = —3 consideramos el sistema: Wty= _3} - >

3x =3y =0

Para k = 0 consideramos el sistema: ¥ +2y=0 SX= 0
3x=0 y=0

Para k = 3 consideramos el sistema: X T2 =31 ]x=3
3x4+3y=0 y=-3
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081 | Dado el sistema de ecuaciones lineales:

X+ (k+MNy+2z=-1
kx+y+z=k
(k—T)x =2y —z=k+1
a) Discutirlo segun los distintos valores del parametro k.
b) Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.

T k4+1 2 1T k+1 2| =
a) A=| k 1 1 At =1 k 1 1 «k
k—1 =2 —1 k—1 =2 —1|k+1
T k+1 2 k+1 2 =
Al=| k 1 T|=2k>—5k+2 1 1Tk |=2k—=3k=2
k—1 =2 —1 -2 =1 k+1
1T
=120
=

a=2
2k? —5k+2=0—>

1
2
, 1 o
. SikeR— |f, 2} — Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas
2 Sistema compatible determinado

1
. Sik= ; — Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible

+ Sik=2—Rango (A) = Rango (A*) = 2 — Sistema compatible indeterminado

b) Para k= 2 consideramos el sistema: y+Z:2_2X}
-2y —7z=3—X
|Ay|_ 2 2Xx 1 —3x_5 |Az|: 1 2—2x —7_5y
3—x -1 -2 3—x
y_m:3)(75 =|AZ|=7*5X
Al Al

Lasoluciénes: x=X, y=3X\—5 z=7—-5xconXeR

082 | Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real a
y resuélvelo en los casos en que es compatible.

xX—y—z=0
x+ (@ —a—1y=-1
X+ (@ —a—"Ny+(a—2)z=1—a?
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Dado el sistema

SOLUCIONARIO 3

1 —1 —1 1 —1 —1 0
A=I[1 a>—a—-1 0 A*=[1 a°—a—-1 0 —1
1T a—a—-1 a=2 1T a—a—-1 a=2|1-a
1 —1 —1 1 —1 0
Al=|1 a>=a—-1 0 |=al@—=2@-1 |1 0 -1 |=—ala-"1)
1T a—a—1 a=2 1T a-2 1-a
[ P
1 0

« Siae R—{1,0,2} - Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado
« Sia =2 —Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible
« Sia=00a=1-—Rango (A) =Rango (A*) =2
Sistema compatible indeterminado
Paraae R—{1,0, 2}

0 -1 —1 i
Al=| =1 a>—a-1 0 :a(a—])(3—az)—>x:lAX':B_a)
1—a> a>—a—1 a-=2 Al (a—2)
1 0 —1
Al=]1 = 0 :a(a—1)%y:m: a@=1n 1
1 1-a a-2 Al aa—2@—1) (a-2)
1 —1 0
Al=|1 >—a—-1 =1 |=ala-N2-ad")
T a*—a—-1 1=-a°

Al _ala-1n2-a’) 2—a%

T aa—-2@-1n  (@-2

XxX=x—1
Para a = 0 consideramos el sisterna: _)Z( i § B 1} —>iy=2X con AeR

X —

X =
Para a =1 consideramos el sistema: 2=y 1} -S>y = con xeR
X=y—
7 =

X+3y—az=4

—ax+y+az=0
—X+2ay =a+2

2x —y—2z=0

discutirlo segun los valores de a,

y resolverlo cuando sea compatible.
(Aragon. Junio 2008. Bloque 1. Opcién B)

1 3 —a 1 3 —a 4

. 1 a px— |70 1 a 0
-1 2a 0 —1 2a 0 |a+2

2 =1 =2 2 =1 =2 0
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13
-7

) =0

1 3 —a 1 3 —a

—a 1 al=2ala—2)a+1) —a 1 al=—(a—2)(a-"1)

1 2a 0 2 -1 =2

] ? —a g 13 4

_‘]’ , g J=@=2@+3) |-a 1 0 |=(a-2(-5a-3)

—aa a+t 1 20 a+2

2 -1 =2 0

« Siae R — {—3,2} - Rango (A) = 3 = Rango (A*) = 4 — Sistema incompatible

» Sia= —3 — Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incognitas
Sistema compatible determinado
« Sia=2— Rango (A) = Rango (A*) = 2 — Sistema compatible indeterminado

x+3y+3z=4

Para a = —3 consideramos el sistema: 3x +y —3z=0
—x —6y =—1
|Al = —60
4 3
Al=] 0 1 —3|=-60 x:'AX|—1
-1 =6 0 A
4 3
Al=] 3 0 —3|=0 y—mzo
-1 -1 0 A
1 3 4
Al=| 3 1 0|=-60 P
-1 —6 -1 A
Paraa = 2 consideramos el sistema: X+3y:4+2z}
2X—y =2z
4+2z 3 1 442z
Al = =—4— Al = =-8-2
Al ‘ 27 71‘ 8z 4 ‘2 27 8-
oAl _a+sz y_m_8+2z
Al 7 |l 7
Lasoluciénes:x:4+78>\, y:8+72>\, z=XxoONXER

084 | Discutir, segun los valores que adopte el pardmetro t (un nimero real),
la compatibilidad o incompatibilidad del sistema:

tx+3y=2
3x+2y=t
2x+ty =3

Resuélvelo cuando sea posible.
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SOLUCIONARIO 3

t 3 t 3|2
A=|3 2 A*=|3 2|t
2t 2 t]3
t 3 3 2 )
3 2 =2t—9 ; = 3t — 4 — Rango (A) = 2 para cualquier valor de t
t 3 2
3 2 t|=—(t+5)(*—=5+7)
2t 3

« Sit= —5 — Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible
« Sit=—5—Rango (A) = Rango (A*) = 2 = n.° de incdgnitas
Sistema compatible determinado

Para t = —5 consideramos el sistema: > + 3y =2 S =
3x 42y =5 y=-1

Considera el sistema de ecuaciones lineales, donde m € R.

X+y+mz=1
mx+(Mm—=Ty+z=m
X+y+z=m+1
a) Determina el caracter del sistema segun los valores de m.
b) Resuelve el sistema cuando sea compatible determinado.

¢) Modifica solamente un coeficiente de la ultima ecuacién para que el sistema
resultante sea compatible para cualquier valor de m.

(Cantabria. Septiembre 2007. Bloque 2. Opcion A)

1 1 m 1 1 m 1
a) A=lm m-—1 1 Ax=Im m-=1 1 m
1 1 1 1 1 1T 1m41
1 1 m 1 1 1
Al=m m=1 1|=m-1 m m—=1 m |=-m
1 1 1 1 1 m+41
‘] ! ‘:—110

m m-—1
+ Sim=1— Rango (A) = Rango (A¥) = 3 = n.° de incognitas
Sistema compatible determinado
+ Sim=1—Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible
b) Sim=1
1 1 m
Al=l m m=1 1|==-m*+m>+2m—1
m+1 1 1
Al w4 m? 4 2m -1
Al m—1
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Sistemas de ecuaciones lineales

1 1 m 3
Al=lm m 1 :mS—m%y:mfu:m(m—H)
N A m=
1 1 1 |Az| m
Al=Im m=1 m |=—-m—>z= -
1 mA A =i
c) Respuesta abierta. Por ejemplo:
X+y+mz=1 1 1 m
mx+m-="y+z=m SlA=mm=1 1 |==1=0
X+y+m+Nz=m+1 T 1 m+1

Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado para cualquier valor de m

086 | Dado el sistema de ecuaciones lineales:
xX—ay =2
ax —y=a+1

Determinar para qué valor o valores de a el sistema tiene una solucién en la que y = 2.

X—2a=2

Siy=2->
ax—2 =a+1

}—)x:2+2a—>a(2+20)—2:a+1
a=1
—2a’+a—-3=0->

3
2

087 | Considera este sistema de ecuaciones:
mx —y=1
X—my =2m-—1

a) Clasifica el sistema segun los valores de m.

b) Calcula los valores de m para los que el sistema tiene una solucién en la que x = 3.

a)A:m —1 A*:m —1 1
1 —m 1T —m|2m—1

‘m 71‘ m 1

1T 2m—1

=—m’+1 ‘
1T —m

‘:2m2—m—1

« Sim = 41— Rango (A) = Rango (A*) = 2 = n.° de incognitas
Sistema compatible determinado

+ Sim=—1—Rango (A) = 1 = Rango (A*) = 2 — Sistema incompatible

« Sim =1 —Rango (A) = Rango (A*) = 1 < n.° de incognitas
Sistema compatible indeterminado
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SOLUCIONARIO 3

3Im—y =1
b) Six=3— Y —>y=3m—-1-53-mBm-1)=2m-—1
3—my =2m—1
m=1
- -3’ -m+4=0- 4
m

3

a) Resolver el sistema de ecuaciones:
xX+y—3z=0
2x+3y—z=5

b) Hallar la solucién del sistema anterior tal que la suma de los valores
correspondientes a cada una de las tres incognitas sea igual a 4.

(Madrid. Septiembre 2006. Opcion B. Ejercicio 1)

x=-=5+8X\
Q) x+y=3z }_)x+y:32 }_)

y=5-5x conXxeR

2x+3y=5+7z y=5-52 PN
Xx=3
b) Six+y+z=4—>—-54+48N\+5-5A+XAx=4>5x=1>4y=0
z=1

Dado el sistema de ecuaciones lineales:

6x+3y+2z=5
3x+4y+6z=3
X+3y+2z=a

a) Justificar que, para cualquier valor del parametro real o, el sistema tiene solucién
Unica.
b) Hallar la solucion del sistema en funcién del parametro c.

c) Determinar el valor de o para el que la solucién (x, y, z) del sistema satisface
X+y+z=1.

(C. Valenciana. Septiembre 2007. Bloque 1. Problema 1)

6 3 2 6 3 2|5
a A=1|3 4 6 A*=|3 4 613
1 3 2 1 3 2|«
6 3 2
|JAl=|3 4 6|=—503=0— Rango (4) = Rango (A*) = 3 = n° de incognitas
1 3 2

Sistema compatible determinado para cualquier valor de
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5 3 2

b IAl=|3 4 6|=100—50— x = Al _100-50 _5-a
a 3 2 Al —50 5
6 5 2

lal=]3 3 6 :—30&+3an:m:_300‘+30=30‘_3
5 Al —50 5

Al=]3 4 3|=15a-20—>z=

1 3 « Al —50 10
3
X ==
5
) 5—a 3a—3 4 — 3 3
g Sixty+z=1- + + =loa=2->1y==
5 5 10 5
1
z=——
5

090 | Demuestra que para que el sistema siguiente sea compatible tiene que suceder que:

c=a+b.
2x—y+z=a
2x+z=0b
4x —y+2z=c
2 =11 2 =1 1]a
A=|2 0 1 A*¥=|2 0 11|b
4 -1 2 4 -1 2|c
‘2 _1‘:2¢o
2 0
2 =11 2 =1 a
Al=|2 0 1]=0 2 0 bl=-2a-2b+2
4 -1 2 4 -1 ¢

El rango de la matriz A es 2. Para que el sistema sea compatible el rango
de la matriz A* también tiene que serigual a 2. Para ello:

—2a—-2b+2c=0—>c=a+b

ax+y+bz=-4 X—2y+3z=1

091 | Lossistemas: bx +ay +cz=—-9 t y X + z = —1} son equivalentes.
cx + by +az=—11 x—z=3
Hallara, by c.
X—2y+3z=1 X—2y+3z=1 x =1
X+z=-1t > X+z=—1t—>1y=-3
X—z=3 2x =2 z=-2
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SOLUCIONARIO 3

Si los sistemas son equivalentes entonces tienen la misma solucion. As:

a—3—-2b=-4 a—2b=-1 1 =2 0] —1
b—3a—2c=-9t—>-3a+b-2c=-9;—>|-3 1T =21 -9
c—3b—2a=-11 —2a—-3b+c=-11 -2 =3 T1=11
-2 =3 11-m -2 =3 1|—-Nn -2 =3 1|-1"
- -3 1 =2 -9|—>|-7 =5 0|-31—>|—-7 =5 0|-31
1T =2 0] —1 1 =2 0] —1 0 —19 0]-38
—2a—3b+c=-1 a=3
- —7a—-5b=-31y >ib=2
—19b = —38 c=1
Se considera el sistema de ecuaciones:
T 1 1 X PN
RPN
1T X1 ’z’_ 1
X 11 1
a) Discutirlo segun los valores del parametro real X.
b) Resolverlo paraX = —3.
c) Resolverlo paraX =1.
(Madrid. Junio 2001. Opcién B. Ejercicio 3)
1T 1 1 T 1 TN
T 1 X T 1 XN|1
A= A* =
3 N TN 10
X 11 X 1T 11
1T 1 1 T 11
T 1 X NN —T=—N—1? T 1T XN=XN=-2A+1=0\=-17°
TN 1 X 11
T 1 1 X 34N 34N 34X 3+
T 1N 1| 7 1 X 1]
TN 1 1| N 1 T
X 1T 101 DN 1 1 1
T 1 11 1 0 0 0
T 1 X1 1 0 A—1 0
=(3 =(3 =
B+ T X 11 34N T X=1 0 0
X 1 11 X T=X 1T=X 1=X
—1
0 A 0 0 A—1
=B+N[X=1 0 0 =3+>\)(17>\)>\ .o
T=X 1=X 1=X -

=—CB+NI=NA=12=C+NO=1°

+ SixeR —{-=3,1} > Rango (A*) = 4 = Rango (A) = 3 — Sistema incompatible
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+ SiX = —3 > Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incdgnitas
Sistema compatible determinado

« Six=1-—Rango (A) = Rango (A*) = 1 — Sistema compatible indeterminado

b) Para A = —3 consideramos el sistema:

1 1 1 | x -3 X+y+z=-3
1 1T =3 |ly|l=| 1|=>x+y—-3z2=1
1T =3 1] |z 1 x=3y+z=1

X+y+z=-3 X =-—1
4z =—41 > 1y =-—1
4y = —4 z=-1

c) Para\ =1 elsistema se reduce a:

x=1—-a-b
x+y+z=1->{y=a cona, beR
z=b

093 | Dado el sistema de ecuaciones:

X+2y+z=A
S=1x+ y+z=8B
x+ y—z=C

Demostrar que es compatible determinado para cualquier valor de A, By C
y encontrar la solucién en funcién de dichos valores.

1
1 A* =11
1

12 1
A=|1 1
T 1 =1

Al =11
1

Sistema compatible determinado para cualquier valor de A, By C

1 2 1
1 1|= 2= 0 — Rango (A) = Rango (A*) = 3 =n.° de incognitas
T =1

A2 1
Wi=|s 1 1|= 241381 C oo Al Z2AFBEC
c 1 - Al P
1A 1 "
|Ay|:1 B 1|=2A-2—>y=-—2=A—8
1.C 1 |Al

12 A
=1 1 Bleg_co = Al_8=C
11 C Al 2
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SOLUCIONARIO 3

En un supermercado se venden huevos de categorias XL, L y M. Averigua el precio
de una docena de cada tipo de huevos sabiendo que:

« Carmen compr6 una docena de cada categoria y pag 4,90 €.

« Jesus pagé 9,60 € por 2 docenas XL y 4 docenas M.

« Estherse llevd 3 docenas Ly 3 My pagd 9,30 €.

Sean x, y, zlos precios de cada docena de huevos de categorias XL, Ly M,
respectivamente.

Entonces:

X+y+z=49 X+y+z=49 X+y+z=49 x=18
2X+4z2=961> 2y+22=-02t—> 2y+2z2=-02f =>4y =16
3y+3z=93 y+z=31 4z=06 z=15

Asi, la docena de huevos XL cuesta 1,80 €, la de categoria L vale 1,60 €
yladeM150€.

El bloque de pisos en el que vivo ha estado de obras. El administrador
de la comunidad estd tratando de descubrir cuédnto cobran a la hora un electricista,
un fontanero y un albail. Sabe que:
e Enel4.° Aelelectricista estuvo 1 horay el albaiil 2 horas y tuvieron que pagar
78 € de mano de obra.
« En el 3.° D pagaron 85 € por las 2 horas que estuvo el fontanero y la hora
que estuvo el albanil.
« En mi casa estuvieron 1 hora el fontanero, 1 hora el electricista y 3 horas el albaiil
y nos cobraron 133 €.

{Cuanto cobra por hora cada profesional?

Sean x, y, zlos precios por hora de trabajo del electricista, el fontaneroy el albanil,
respectivamente.

Entonces:

X+2z=78 X+y+3z=133 X+y+3z=133
2y4+z=85 > 2y +z=85—> 2y +z=285
x+y+3z=133 x+2z=78 —y—z=-55

X+y+3z=133 x =28
- 2y +z=85 -1y =30
y =30 z=25

El electricista cobra 28 €, el fontanero 30 € y el albafil 25 €.

Tengo ahorradas 20 monedas por un valor total
de 29,50 €. Hay cuatro veces mas monedas de 2 €
que de 1 €.También hay monedas de 50
céntimos. ;Cuantas monedas hay en total?
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Sistemas de ecuaciones lineales

097

098

Sean x, y,zlas monedas de 2 €, 1 € y 50 céntimos que tengo ahorradas,
respectivamente.

Entonces:
XxX+y+z=20 x+y+z=20 X+y+z=20
2X+y 40,52 =295t = 20x + 10y + 52 = 295 — 15x 4+ 5y =195
X =4y x—4y =0 x—4y =0
X+y+2z=20 x =12

— I5x+5y =19 =>1y=3
65y =195 z=5

Hay 12 monedas de 2 €,3 de 1 €y 5 de 50 céntimos.

Pilar compra 200 acciones de la empresa A, 150 de By 100 de Cy paga 3.300 €
mientras que Juan gasta 3.750 € por la compra de 50 acciones de A, 120 de By 240
de C. Con estos datos, ;jes posible saber el precio de cada accién? ;Y si cada acciéon
tiene un precio entero comprendido entre 1 € y 12 €, ambos incluidos?

Sean x, y, zlos precios de las acciones de las empresas A, By C, respectivamente.
Entonces:

200x 4+ 150y + 100z = 3.300
50x 4120y + 240z = 3.750

200 150
50 120

‘ =16500 =0

Los rangos de la matriz de coeficientes y de la matrizampliada son iguales a 2,
como el sistema tiene 3 incégnitas, el sistema es compatible indeterminado.
Es decir, el sistema tiene infinitas soluciones de la forma:

200x 4+ 150y + 100z = 3.300 4x + 3y + 2z =66
50x + 120y + 240z = 3.750 S5x+12y + 24z =375

16X —111
X=

11

4x+ 3y + 2z =166 1170 — 86X

_)
33y+86z:1.170} y con X eR

Z=X

Con los datos no es posible determinar los precios de las acciones.

Silas acciones tienen un precio entero, el valor de la accién de la empresa C solo
puede serde 9 €, asi las acciones de la empresa Avalen3€ylasde B 12 €.

El encargado de un almacén de electrodomésticos desea conocer lo que pesan un
frigorifico y una lavadora. Como no tiene bascula requiere ciertas informaciones a
otros empleados:

« Sr. Moreno: un frigorifico y una lavadora juntos pesan 120 kg.

« Sr. Arce: el otro dia llevé en el camidn 3 frigorificos y 4 lavadoras. La camioneta
vacia pesa 1.250 kg y con la carga pesaba 1.550 kg.

« Sr. Puente: yo llevé 4 frigorificos y 5 lavadoras y todo pesaba 480 kg.
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SOLUCIONARIO 3

Realiza los cdlculos para determinar los pesos. ;Qué sucede? Busca alguna
explicacion de esos resultados.

Seaxel peso de un frigorifico y sea y el de una lavadora.

Entonces:

X+y=120 X+y =120
3x + 4y = 1550 — 12501 — 3x + 4y = 300
4x + 5y = 480 4x+5y =430

11
3 4

‘:1¢O—>Rango(A)=2

11 120
3 4 300|=60=0— Rango (A*) = 3 = Rango (A) = 2 — Sistema incompatible
4 5 480

El sistema no tiene solucién, por tanto los datos recogidos no pueden ser
correctos.

Cuando en el afio 1800 Beethoven escribe su primera
sinfonia, su edad es diez veces mayor

que la del jovencito Franz Schubert. Pasa el tiempo

y es Schubert el que compone su célebre Sinfonia
Incompleta. Entonces la suma de las edades

de ambos musicos es igual a 77 afos. Cinco afos
después muere Beethoven y en ese momento Schubert
tiene los mismos afios que tenia Beethoven cuando
compuso su primera sinfonia.

Determinar el afo de nacimiento de cada uno
de estos dos compositores.

(Aragon. Junio 2004. Opcion A. Cuestion 1)

Sean x ey los afos de nacimiento de Beethoveny Schubert, respectivamente,
y sea zel ano en que se compuso la Sinfonia completa.

Entonces:
1.800 — x = 10(1.800 — y) —x + 10y =16.200
(z—=y)+(z=x)=77 > —X—-y+2z2=77
z+5—y=1800—x X—y+z=179

X—y+z=179 X—y+z=179
- —Xx—y+2z2=77 — —3x+y=-3513

—x 4+ 10y =16.200 —x 4+ 10y =16.200
X—y+z=1795 x =1770
— —3x+y=-3513t =iy =179/
29x = 51.330 z=1822

Asi, Beethoven naci6 en el afo 1770y Schubert en el 1797.
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100 | La liga de futbol de un cierto pais la juegan 21 equipos a doble vuelta. Este afio, los
partidos ganados valian 3 puntos, los empatados 1 punto y los perdidos 0 puntos.
En estas condiciones, el equipo campedn de liga obtuvo 70 puntos.

Hasta el ano pasado los partidos ganados valian 2 puntos y el resto, igual. Con el
sistema antiguo, el actual campedn hubiera obtenido 50 puntos.

;Cuantos partidos gand, empaté y perdioé el equipo campeédn?

Sean x, y, zlos partidos ganados, empatados y perdidos por el equipo,

respectivamente.

Entonces:

x+y+z=40 X+y+z=40 x =20
3X+y=70=> 3x+y=70 =>3y=10
2x+y =150 —x =-=20 z=10

El equipo gand 20 partidos, empatd 10y perdié otros 10.

101 | Las edades, en afos, de un nifo, su padre y su abuelo verifican las siguientes
condiciones:

« La edad del padre es o veces la de su hijo.

« El doble de la edad del abuelo mas la edad del nifio y mas la del padre es de 182
anos.

« El doble de la edad del nifio mas la del abuelo es 100.
a) Establece las edades de los tres suponiendo que o = 2.
b) Para o = 3, ;qué ocurre con el problema planteado?

¢) Siguiendo con o = 3, ;qué ocurre si en la segunda condicién la suma es de 200
en vez de 1827

Sean x, y, zlas edades del nifio, del padre y del abuelo, respectivamente.

Entonces:
y =ox oax—y =0 X+y+22=182
224+ Xx+y=182t > x+y+2z2=182 > ax—y=0
2x +z=100 2x 4+ z =100 2x 4+ z =100
1 12
a Sia=2-A=[2 -1 0|=1=0
2 0 1
182 1 2 1182 2 1 1182
Al=| 0 —1 0|=18 IAl=|2 0 0|=36 |Al=|2 -1 o0|=064
100 0 1 2 100 1 2 0 100
x:lAX|:18 :m:% z:|AZ|:64
Al |l Al

El'hijo tiene 18 afos, el padre 36y el abuelo 64.
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SOLUCIONARIO 3

T 12
b) SSa=3—>/4=[3 =1 0|=0
2 0 1

1]‘:—4¢0—>Rango(A):2

3 —
1 1 182
3 -1 0| = —36 =0 — Rango (A*) = 3 = Rango (A) = 2
2 0 100
Sistema incompatible
o) y =3x 3x—y=0 X+ y+2z=200
224+ x+y=200f > x+y+22=200; = 3x—y=0
2x +z =100 2x 4+ z =100 2x 4+ z =100
1 1 200
3 -1 0| =0 — Rango (A¥) = 2 = Rango (A) < n.° deincdgnitas
2 0 100

Sistema compatible indeterminado

En una caja hay monedas de tres tipos: de 2 €, de 1€ y de 50 céntimos.

Se sabe que, en total, hay 33 monedas y el valor conjunto de todas ellas es de 40 €.

{Se puede determinar el nimero de cada tipo de monedas?

Si la respuesta es afirmativa, encuentra el nimero de cada uno de los tipos
de moneda.

Si la respuesta es negativa, encuentra, al menos, dos conjuntos diferentes
de 33 monedas de los tipos descritos y de manera que el valor total sea de 40.
(Pais Vasco. Junio 2002. Bloque E. Cuestion E)

Sean x,y,zel nimero de monedas de 2 €, 1 €y 50 céntimos que hay en la caja,
respectivamente.

Entonces:
X+y+z=33
2x+y+0,5z =40

11
21

son iguales a 2, como el sistema tiene 3 incognitas, el sistema
es compatible indeterminado. Es decir, el sistema tiene infinitas soluciones
de la forma:

y=26—15x conxeR

x+y+z=33}_> X+y+z=33
Z=N\

x =7+0,5X\
_)
2x+y+0,52 =40 7X+O,5Z:77}
Respuesta abierta: dos soluciones posibles son 8 monedas de 2 €,23de 1€
y 2 de 50 céntimos, o bien, 9 monedas de 2 €, 20 de 1 € y 4 de 50 céntimos.

‘ = — 1= 0 — Los rangos de la matriz de coeficientesy de la matrizampliada
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103 | De tres numeros, x, y, z, sabemos lo siguiente: que el primero mas el segundo suman
0; que el primero mas el tercero suman 1; que la suma de los tres es 0 y, para
terminar, que el primero multiplicado por un nimero k mas el doble de la suma
del segundo y el tercero da 1.

a) ¢Qué puede decirse del valor de k?
b) ;Cuanto valen esos tres nUmeros?

x+y=20 x+y=0
x+z=1 5 x+z=1
Xx+y+z=0 x+y+z=0
kx + 2y +2)=1 kx +2y +2z=1

Considerando las tres primeras ecuaciones:
x+y=0 x =1
X+z=1f—=q1y=-1
z=0 z=0
Si sustituimos en la Ultima ecuacion:k—2=1—k=3
Por tanto, si k = 3 el sistema es compatible determinado y los nimeros son:
1,—1y0

Si k = 3 el sistema es incompatible, es decir, no tiene solucion.

104 | En el mercado podemos encontrar tres alimentos preparados para gatos que se
fabrican poniendo, por kilo, las siguientes cantidades de carne, pescado y verdura:
 Alimento Migato: 600 g de carne, 300 g de pescado y 100 g de verdura.

» Alimento Catomeal: 300 g de carne, 400 g de pescado y 300 g de verdura.

« Alimento Comecat: 200 g de carne, 600 g de pescado y 200 g de verdura.

Si queremos ofrecer a nuestro gato 470 g de carne, 370 g de pescadoy 160 g

de verdura por kilo de alimento, ;qué porcentaje de cada uno de los compuestos
anteriores hemos de mezclar para obtener la proporciéon deseada?

Sean x, y, zlos porcentajes de carne, pescado y verdura que se encuentran
en los alimentos, respectivamente.

Entonces:

600x + 300y + 200z = 470 60x + 30y + 20z = 47
300x + 400y + 600z = 370 — 30x + 40y + 60z = 37

100x + 300y + 200z = 160 5x 415y 4+ 10z = 8
60 30 20
|[Al=130 40 60|=—25000=0
5 15 10
47 30 20 A
|Al=137 40 60|=—15500 - x = —= = 0,62
8 15 10 Al
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60 47 20

lAl=1]30 37 60 :—5.500—>y:m:o,22
5 8 10 Al
60 30 47 Al
|Al=130 40 37|=-4000 > z=-—"2=0,16
515 8 Al

Los porcentajes son: 62 %, 22%y 16 %.

Luis, Juan y Oscar son tres amigos. Luis le dice a Juan: Si te doy la tercera parte
del dinero que tengo, los tres tendremos la misma cantidad. Calcular lo que tiene
cada uno ellos sabiendo que entre los tres relinen 60 €.

(Aragon. Junio 2003. Opcién A. Cuestion 1)

X +y +z =60 X =30
X X B
— +y =X——r— 1y =10
3 3 z=20
i+y -z =0

3

Un coleccionista decide regalar un monton de sellos.
A cada persona con la que se encuentra le da

la mitad de los sellos que llevaba mas uno,

y se encuentra exactamente con 6 personas.

Si al final regala todos los sellos, ;cuantos sellos
tenia el coleccionista?

(Pais Vasco. Julio 2007. Bloque E. Cuestion E)

Sea x el nUmero de sellos que tenfa el coleccionista.
' X
A la primera persona le da: — + 1
2
A la segunda:

X — X+1] :2+1:[X1]:2+1:X—1+1=X+1
2 2 4 2 4 2

A la tercera:

:2+1—[x—3x—3];2+1zx—3+1:X+1
4 4

X X 1
X—|—+14+—+—
2 4 2 2 8 4 8

Ala cuarta:

X X 1 X 1 7X 7
X—|=—4+1+=—+—+—+—||2+1=|x————|:2+1=
2 4 2 8 4 4
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107

Ala quinta:

X X 1 X 1 X 1
X—|—+1+—+—+—+—+—+—||:
2 4 2 8 4 16 8

A la sexta:

X X 1 X 1 X 1 X 1
X—|—+14+—+—+—+——F+—+—4+—+—||: 2+ 1=
2 4 2 8 4 16 8 32 16

:[wa]:u]:xm]:xg

32 16 64 32 64 32
Entonces:
X X 1 X 1 X 1 X 1 X 1
—+ 1+ =+ =+ —+—+ —+—+— — =X
2 4 2 8 4 16 8 32 16 64 32
—>63—X+§:x%63x+126:64x—>x:wz6
% 32

Julia y Pedro estan hablando por teléfono para comprobar que los sistemas que han
resuelto les dan los resultados. Solo hay uno donde los resultados son diferentes.

A+ 8 1IN+ 18
Para Julia las soluciones de ese sistema son x = + = + L Z= N,

’

10 7n—18
mientras que para Pedro son x = P»+1 Y =W Z= uT . Después

de cerciorarse de que ambos han escrito el enunciado del problema de la misma
manera, empiezan a pensar que quizas sean dos maneras diferentes de resolver
el mismo sistema de ecuaciones. Decidelo tu.

X+8
X =

/ /X=2z+38 /XxX—z=28
y:H)\%B —>7y:11z+18}%7y—11z:W8}
Z=X\
XZu—]‘—]]O

11X =y +10 1Mx—y=10

y=w 11z:§y—18}_>7y—11§:18}
L, /m—18

11

Si formamos un sistema con las tres ecuaciones:

/x—z=28
7y =11z =18
1x —y =10

comprobamos que ambas soluciones son correctas.



PREPARA TU SELECTIVIDAD

tales que AP = PA.

(Madrid. Junio 2006. Opcion A. Ejercicio 2)

Ap:[1 2]_ a b]:[a+2c b+2d]

0 1) \c d c d
PA:ab_]ZZcJZa—f—b
c d) |0 1 c 2c+d
a+2c=a c=0
AP:PA_)b—i—Zd:ZcH—b N d=
c=c c=c

d=2c+d 0=

Las matrices P son de la forma [8 2] cona,beR.

2 0 5| (x —2 5
Resuelve:[ 1 1 —2|-|y|+| 2|=]|0
=11 1 |z 3 2

2 0 5| [x -2 5 20 5
T 1 =2 |y|+]| 2|=|0|—=| 1T 1 =2
-1 1 4 3 2 -1 1 1
X 2 0
—lyl=| 1 1
z -1 1
3 5
2 0 5 16 16
11 —2:16¢O—>A”:i e
1 1 16 16
1 1
8 8
3 5 _5
X 16 16 16 7 1
1 7 9
yl=|— - — | |=21=1-1
7 16 16 16 1 1
L
8 8 8

NS X
Il

& |ea|w

® | —

Dada la matriz A = [:) ?] encontrar todas las matrices P = [‘CJ b

SOLUCIONARIO 3

)
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Sistemas de ecuaciones lineales

3 | Se consideran las matrices A = ,B=(a@ 2 3)yC=(4 0 2.

- < X
N O <
N < X

a) Halle los valores x, y y z para los que A no tiene inversa.
b) Determine los valores de a para los que el sistema BA = C tiene solucion.
¢) Resuelva el sistema anterior cuando sea posible.

a) Ano tiene inversa si |Al = 0.

X y X X y x
y 0 yl=yl1 0 1|=yly—yz2)=y*(1-2)
1 z z 1 z z

Lainversano existesiy=00z=1.

Xy X ax+2y+3=4
b) BA=C—(@a@ 2 3|y 0 y|=(4 0 2)> ay+3z=0
1z z ax+2y+3z=2
ax + 2y =1 a 2 0 a 2 0|1
ay+3z=0—>A=|0 a 3 A*=10 a 3|0
ax +2y +3z=2 a 2 3 a 2 3|2
2 O‘:6¢O
a 3
a 2 0 2 01
0 a 3|=3d a 3 0|=3a+6
a 2 3 2 32

+ Sia=0— Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incdgnitas
Sistema compatible determinado

« Sia=0-— Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible

o) Sia=0:

12 0

lAl=10 a 3|=3a+6—>x=
5 9 3 |Al 3a° a’

Al=]0 0 3|=3asy=-"2=-—"T"=_—

Al=]0 a 0|l=a’>z= = - L




SOLUCIONARIO 3

X—y+z=-1
Se considera el sistema y + z = 2a donde a es un pardmetro real.
x+2z=ad*

a) Discutir el sistema en funcién del valor de a.
b) Resolver el sistema paraa = 0.
c) Resolver el sistema paraa = 1.

(Castilla y Leon. Junio 2008. Prueba B. Problema 1)

T =11 T =1 1]=1
a A=|0 1 1 A=|0 1 1|24
10 2 1 0 2|a
T =17 1T -1 —1
lAl=lo 1 1]=0 0 1 2a|l=ad—-2a+1=(a—"
10 2 10 &

‘é _11‘:1¢O—>Rango(A):2

« Siaga=1—Rango (A¥) = 3 = Rango (A) = 2 — Sistema incompatible

+ Sia=1-—Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incdégnitas
Sistema compatible indeterminado

b) Para a =0 — El sistema es incompatible, no tiene solucion.

¢) Paraa =1 consideramos el sistema:

_ z=1-2X\
X_)):;Z_—_ZZ}_) y=2-X conXeR

Z=X\
ax+y+z=1
Dado el sistema dependiente del parametroo: x + oy +z =1
X+y+az=1

Se pide:

a) Determinar, razonadamente, los valores de o para los que el sistema es
compatible determinado, compatible indeterminado e incompatible.

b) Resolver el sistema cuando es compatible determinado.

c) Obtener, razonadamente, la solucién del sistema cuando o = 0.

(C. Valenciana. Junio 2008. Bloque 1. Problema 1)

1 1
a 1
1 «

199



200

Sistemas de ecuaciones lineales

o 1T 1 a+2 1 1 1T 1 1
Al=|1 o 1|=|a+2 a 1|=@+21 a 1|=
1T 1 « a+2 1 « 1T 1 «
1 1 1
=0@+2)|0 a—=1 0 |=(a+2)a—17°
0 0 o—1
a 1 1 a—1 0 1
T o 1= 0 a—=1 1=(@=17
1T 11 0 0 1

« Sia€ R —{—2, 1} > Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incognitas
Sistema compatible determinado
+ Siae=—2 — Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible
+ Siae=1— Rango (A) = Rango (A*) = 1 < n.° de incégnitas
Sistema compatible indeterminado

b) Sia €R—{=2,1 = A = (@ + 2)(x — 1)?

T 1 1

Al=]1 o« 1 :(OL—1>2—)X7|AX|: 1
11« A a2
a 1 1

A

W=7 1 1|y AT
11« Al a2
a 1 1

|Az|: 1 (e} ]:(OL7‘|)2 _)Z:|AZ|: 1
11 Al a2

o) Siu:O—)X:y:Z:%

6 | Cierto pais importa 21.000 vehiculos de tres marcas A, By C al precio de 10.000,
15.000 y 20.000 € respectivamente. El total de la importacién asciende a 332
millones de euros. Se ha observado que también hay 21.000 vehiculos contando
solamente los de la marca By o veces los de la A.

a) Plantea un sistema de ecuaciones con las condiciones del problema en funcién
del niumero de vehiculos de cada marca.

b) Establece el nimero de vehiculos de cada marca suponiendo o = 3.

¢) Estudia si existe algun valor o para el cual la situacién no pueda darse
en el campo de los nimeros reales.

a) Seanx,y,zlos vehiculos de cada marca. Entonces:

X+ y+ z = 21.000 X+ y+ z=21000
10.000x 4 15,000y + 20.000z = 332.000.000 f — 10x + 15y + 20z = 332.000
ox + y = 21.000 ax + oy = 21.000



SOLUCIONARIO 3

X+ y+z=21000 X+ y+z=21000
b) Siav =3 —10x+ 15y 4+ 20z = 3320001 — 10x + 5y = 88.000
3x + y = 21.000 3x + y = 21.000

X+ y+2z=21000 x = 3400
— 10x + 5y =88.000 — 1y = 10.800
5x =17.000 z = 6.800

11 11 1] 21000
9 A=l10 15 2 A =110 15 20332000
10 o« 1 0| 21000
IR
10 15 20| =50 —10 ‘ ! ]‘:5::0
% IRE

11 21000

10 15 332000] = 17.000a — 17.000

o 1 21000

Sia=2—|A =0 — Rango (4) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible
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Nocilla Experience

Marc estudia con detenimiento el libro que tiene delante, Guia agricola
Philips 1968; la encontro6 entre los trastos viejos de su padre y se la
quedo. Observa de reojo la azotea a través de la puerta de su caseta.
Vive ahi. Un tinglado, situado en lo alto de un edificio de 8 plantas,
que ha ido construyendo con diferentes hojas de latas, bidones, trozos
de cartones petroleados y fragmentos de uralitas. Todo ensamblado
de tal modo que las 4 paredes configuran un mosaico de palabras e
iconos cuarteados de aceite La Giralda, lubricantes Repsol, Beba Pepsi
o0 sanitarios Roca. A veces los mira, y entre todo ese hermanamiento
de marcas comerciales intenta descubrir mapas, recorridos, seniales
latentes de otros territorios artificiales. En la azotea, que ningin
vecino ya frecuenta, hay una serie de alambres que van de lado a
lado en los que en vez de ropa colgada hay hojas escritas, a mano y
por una sola cara, con férmulas matematicas; cada una sujeta de una
pinza. Cuando sopla el viento [siempre sopla] y se mira de frente el
conjunto de hojas, éstas forman una especie de mar de tinta tedrico
y convulso. Si se ven desde atras, las caras en blanco de las DIN-
A4 parecen la mas exacta simbologfa de un desierto. Las ve aletear y
piensa, Es fascinante mi teoria. Cierra la Guia agricola Philips 1968, la
deja sobre la mesa, sale y descuelga unas cuantas hojas de los cables
numero 1, 4y 7. Antes de volver a entrar se acoda en la barandilla y
piensa en el Mundial que nunca hemos ganado, en que lo mas plano
que existe sobre la Tierra son las vias de los trenes, en que la musica de
El acorazado Potemkin, si te fijas, es el «Purple Haze» de Jimi Hendrix
versioneado. Después entra en la caseta, que tiembla cuando cierra la
puerta de un golpe. [...]

Domingo, son mas de las 4 de la tarde, la gente esta en la playa; él ain
no ha comido. Por entre las uralitas de la caseta entra un pincel de luz
que incide sobre la tecla O del PC. Tiene sonando el CD de Sufjan
Stevens, The Avalanche, [...] mientras termina de dar los ultimos
retoques a una demostracion de la cual se siente muy satisfecho. Sale
a la azotea con el folio en la mano, y en los tendales que conforman
la reticula lo cuelga en la posicion, x = 10, y = 15. No hay nada
mejor para comprobar la firmeza de una teoria que airearla antes de

AGUSTIN FERNANDEZ MALLO




SOLUCIONARIO 4

Nocilla Experience
Agustin Fernandez Mallo

El protagonista de esta novela, cuyo autor es licenciado
en ciencias Fisicas, es una especie de ermitafo moderno
que vive en una especie de chabola

que ha construido en la azotea de una casa.

El asunto que lo distrae es una teoria que hace afios

que tiene en marcha, enmarcada en algo mas

amplio que él denomina socio-fisica tedrica. El radio

de accion, el banco de pruebas para su constatacion,

no pasa de 2 0 3 manzanas en torno a su azotea.

En el barrio encuentra todo cuanto necesita: comestibles,
conversaciones banales y ropa

de temporada en tergal. La pretension de su teorfa
consiste en demostrar con términos matematicos

que la soledad es una propiedad, un estado, connatural
a los seres humanos superiores, y para ello

se fundamenta en una evidencia fisica bien conocida por los cientificos: sélo existen en la naturaleza
dos clases de particulas, los fermiones [electrones y protones, por ejemplo] y los bosones [fotones,
gluones, gravitones, etcétera. Los fermiones se caracterizan por el hecho, ampliamente demostrado,
de que no puede haber 2 0 mas en un mismo estado, o lo que es lo mismo, que no pueden estar
juntos. La virtud de los bosones es justamente la contraria: no sélo pueden estar varios en un mismo
estado y juntos, sino que buscan ese apilamiento, lo necesitan. Asi, Marc toma como reflejo y patron
esa clasificacion para postular la existencia de personas solitarias que, como los fermiones,

no soportan la presencia de nadie. Son éstas las inicas que le merecen respeto alguno. Aparte,

estan las otras, las que como los bosones se arraciman en cuanto pueden bajo asociaciones, grupos

y demas apifiamientos a fin de enmascarar en la masa su genética mediocridad. A estos ultimos Marc
los desprecia, por eso no es extrano que a €l no le importe como marcha el mundo, ni si hay pobreza
o riqueza, ni si sube o baja el precio de la fruta o el pescado, ni las manifestaciones, colectividades,
partidos politicos, religiones u ONGs. Por supuesto, tiene por auténticos modelos de vida elevada,
de vida esencialmente fermionica, a Nietzsche, Wittgenstein, Unabomber, Cioran y sobre todo

a Henry J. Darger, aquel hombre que jamas sali6 de su habitacion de Chicago. Ademas, Marc,

como todo fermion, hace tiempo que dejo de frecuentar mujeres y amigos. Su tinica conexion
estable con el mundo es la red internauta.

Pese a su aislamiento, a Marc le suceden algunas cosas interesantes, como la visita del gran
escritor Julio Cortdzar, convertido por el autor de la novela en un personaje de ficcién.

{Cémo ha logrado Marc convertir el conjunto de tendales de la azotea en un sistema

de coordenadas cartesianas?

Ahora imagina que Marc ya los llené todos y, para tener mds espacio, decide poner otro
cable debajo de cada uno de los que ya habia, a media altura. Explica como asignarias
las coordenadas para determinar la posicion de los folios que cuelgue.

Ha numerado los cables por orden y ha asignado una numeracion, también ordenada,
a las pinzas que utiliza para colgar las hojas.

Se podrian mantener las dos coordenadas que ya tenfa cada folio y afadir una tercera
coordenada que fuese 1 si este se encontrara en los cables que ya habifa 6 2 si se coloca
en la nueva serie de alambres.
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Geometria en el espacio

001

002

003

004

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA
Dados los puntos A(0, 3), B(2, 1), C(—2, 2) y D(—3, 4), halla los vectores.
a) AB—CD b) AC + DC c) BD+CA

a) AB—(D=(2,-2)—(=1,2)=(3,—4)

b) AC+DC =(=2,—1)+(1,—2)=(-1,-3)

Q) BD+CA=(=53)+(2,1)=(-3,4)

Dados U= (2, —1) y v=(0, 3), realiza estas operaciones de vectores.

a) u—3v b) 5U+V Q) —u+2v
a) U—3v=(2,—-1)—-3(0,3)=(2,—10)
b) 50+v=>52,—-1)+(0,3)=(10,-2)
Q —U+2v=—(2,-142(0,3)=(=2,7)
Calcula estos determinantes.
0 3 : 4 2 =2 0 1 1
a)1 , b) 5 _g ol—2 61 d) |—2 1
e 5 5 2 -2 4
0 3 2 =2 0
a) - =-3 Q|-2 6 1|=-4
5 5 2
1 4 1T 10
b) 5 8_0 d [-2 1 3|=0
B -2 4 6
Halla el rango de estas matrices.
0 3 : 4 2 -2 0 1T 1
a)[ ] b)[ ] o |—2 6 1 d|—-2 1
1 2 —2 -8
5 5 2 —2 4
0 2 =2 0
a) Rango[] ]— ¢ Rango|—-2 6 1|=3
5 5 2
4 1 10
b) Rango[ 8]1 d) Rango|—-2 1 3|=2
o -2 4 6

O w O

<}



SOLUCIONARIO

ACTIVIDADES

Dados los siguientes vectores, calcula.

S
|
+ |
I> 1z 12 Is s ﬁ
+ 1 F + + +
Is Is iIs Is is IS

—_ s~ /o~

T O U T v

1z 12

—- =

—

g9 W+V)+(Vv—w)

001
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Geometria en el espacio

002 | Demuestra que el opuesto de cualquier vector coincide con el vector
multiplicado por —1.
Op(V)=—1-Vv

Deduce que el opuesto del opuesto de un vector es el mismo vector: Op (Op (1)) =u

—

—1.V=-v=0p(V) Op(Op(U)) = Op(—U)=—(—u)=1

003 | Comprueba las siguientes igualdades.

a) Op(U—V)=v—-u

b) Op (U +O0p (U +O0p([U+0p U —V)))=—V
a) Op(U—-V)=—(U-V)=-0+V=v-0
b) Op(U+ Op(U+ Op(u+ Op(u—Vv)) = Op(t+ Op(U+ Op(U+V—0)) =

— — —

—u)=0p(v)=—v

004 | ;Es cierto que si tres vectores son linealmente independientes, dos a dos, entonces
son linealmente independientes considerando los tres a la vez?

No necesariamente, ya que si son linealmente independientes dos a dos tienen
distintas direcciones, pero la combinacion lineal de un par de ellos puede dar
como resultado el tercero de modo que sean linealmente dependientes.

005 | Comprueba si los vectores cuya expresion respecto de la base {u;, U, Uz} es (1,0, 2),
(2,0,1)y(1,0,5), son base del espacio.

Los vectores forman una base si existen tres valores X;, \, y \; tales que:

N(1,0,2)+X(2,0, )4+ X3(1,0,5)=(0,0,0)

>\1 + 2)\2 + >\3 =0
0 =0t — Sistema compatible indeterminado

2N+ X +5X3 =0

Los vectores no son linealmente independientes y no forman una base.
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SOLUCIONARIO 4

Calcula las coordenadas y el médulo de estos vectores:

bl=v0* + P+ =2
C=(-1,3,D-01,10=(-2,2,1

[Cl=v(=2P2 +22+7 =3

Dada la siguiente igualdad de vectores:

(1,2,3)+3,21) =444
comprueba esta desigualdad de sus médulos:

(1, 2,3)[+1(3,2,0)[ > (4, 4, 4)|

[(1,2,3) =1 +22 +32 =414
[(3,2,0) =+/32 +22 + 0> =413
(4, 4,4)| =42 +42 + 4 =43

(1,2, 3) +1(3,2,0)] = V14 +13 > 43 = |(4, 4, 4)|

Demuestra que para todo numero real X:
Ix-a,X-b,Xx-)[=I\|-|(a, b, c)

Ix-a, %0, %-0) = J(h-a) + (-6 +(n-c) =
=N (@ +b6>+?) =NV +bP 4+ =
=IX\|-|(a, b, o)
Realiza las siguientes operaciones de vectores.
i =(0,1,1) 0=(1,0,1) U;=(1,1,0)
a) U+ 20+ 30; b) Uy — U, + U3
a) U +2wm +30;=(0,1,1)+2(1,0,1)+3(1,1,0)=(5,4,3)
b) T -t +U;s =(0,1, )=(1,0,1)4(1,1,0)=(0,2,0)

207



Geometria en el espacio

010 | Halla dos vectores U y v tales que:
u—v=(0,01) u+v=(1,00)
;Cuantos vectores en el espacio verifican estas dos condiciones?

20=(U=V)+(U+V)=1(0,0,1)+(1,0,0)=(1,0,1)

2v=(u4+Vv)—(u=v)=(1,0,0)—(0,0,1)=(1,0,=1)

Los vectores Uy V'son Unicos.

011 | Determina el nimero maximo de vectores independientes, y elige vectores
que lo sean.

9)1:(11_170) T/)ZZ(OI‘II_'I) ?3:(3101_3) E:(1r111)

I 0
-1 0
0 1T -1
0 1 —=1=3=0 - Rango =3
3 0 -3
1 1
1 1 1
Hay tres vectores linealmente independientes.
Vi=(1,-1,0), v, =(0,1,—=1) y V4 = (1,1, 1) son vectores linealmente

independientes.

012 | Comprueba si estas colecciones de vectores son base del espacio o no.
a) vi=(2,-1,0),v,=(210yv;=(201)
b) vi=(3,—-7,1),v,=(—1,4,0y vs=(5,—10,2)

2 =10 2 =10
a) |2 1 0|=4=0-—>Rango| 2 1 0]=3
2 0 1 2 0 1

Los vectores forman una base.

3 =71
b) |—1 4 0|=0
5 =10 2
3 =7 1
3 -7
"4 =5=0—>Rango| —1 4 0|=2
a 5 -10 2

Los vectores no forman una base.
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SOLUCIONARIO

013 | Halla un punto Cen el segmento AB, determinado por los puntos A(—3, 0, 1)
y B(0, 6, 5), de modo que AC sea la mitad que CB.

Sea C(cy, ¢y, G3) entonces: AC = (a+3,0,-1NyB=(—¢,6—0,5-0q)

— - 1
SiAC:%~CB—)(C1+3,C2,Cgf‘l):E'(—Ch67C2/57C3)
s ]
a+ _7;C1 aq=-2
- 7
Q= (6—c)to1 2%C[—2,2, ]
2 7 3
1 ¢T3
G —1=—(5-c) 3
2

014 | Encuentra un punto D, para que el poligono ABCD sea un paralelogramo.

A(0, 0, 0) B(2,—1,3) a-1,2,1)

Respuesta abierta.

Por ejemplo:

Considerando los vectores AB yA_C>, el punto D que buscamos es:

D=B+AC=C+AB

AB=(2,—1,3) AC=(=1,2,1)

D=B+AC=(2,-1,3)+(-1,2)=0,1,4

015 | Calcula la ecuacién vectorial de la recta que pasa por el punto y tiene el vector
director indicado.

a) AR, —1,—-1yv=(=2-4,4) b) A(1,1,1)yv=(=2-2-2)
3 OP=0A+tV—(x,y,2)=(2, -1, =) +t(~2,—4,4)
b) OP=0A+tV—(x y, z)=11+t(-2,-2,-2)

016 | Halla las ecuaciones paramétricas de la recta, sabiendo que un punto y un vector
director son:

a) AB,0,—7)yv=(—10,2,6) b) A(0,0,0)y v =(1,0,0)
x=3-10t x=t
a) y=2t b) y=0
z=—7+6t z=0

017 | Calcula la ecuacién continua de la recta que pasa por cada par de puntos.
a) A2, —1,—1)yB(0, —5,3) b) A(1,1, 1) yB(—1,—1,-1)

x—=2 y+1 741
-2 —4 4

a) AB=(-2,-4,4)>

D) AB=(—2 -2 -2 X1 _¥y=1_2z-]
2 ) D)
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Geometria en el espacio

018 | Halla las ecuaciones cartesianas de la recta que pasa por cada par de puntos.

a) AB,0,—7)yB(—7,2,—1) b) A(0,0,0)yB(1,0,0)
8 AB=(-10,2,6) 52> L ZH7
—10 2 6

2x6=10y}_> x+5y3:0}

%
6x —18=-10z2—-70 6x+10z4+52=0

_ —0
b) AB=(1,00)—" }
z=0

019 | Obtén la ecuacién vectorial del plano en cada caso.

a) AR, —1,—1),B0,—-53)yC(1,1,1) b) A(1,1,1),B(=1,—1,—1)y C(1,2,2)
a) AB= (=2 —4,4) AC=(=1,2,2)
OP = OA+NAB+ nAC = (X, y, 2) = (2, =1, =1) + N(=2, —4, 4) + u(—1, 2, 2)
b) AB=(-2,—2 —2) AC=1(0,1,1)

OP = OA+ NAB + pAC = (x, y, z) = (1,1, ) + N(=2, =2, =2) + (0, 1, 1)

020 | Hallalas ecuaciones paramétricas del plano correspondiente.
a) AB,0,—7),u=(—10,2,6)yv=(0,3,10)
b) A(0,0,0), 0 =(1,0,0)yV =(4,4,4)

x=3—-10X X=XN+4p
a) my=2XN+3p b) my=4p
z=—74+6X+10p Z=4p

021 | Halla la ecuacion general del plano que pasa por el punto P(—1, 0, 2) y contiene

a la recta de ecuacion:
, x—1_ y—3 z+4
o —1 3

El plano esta definido por P(—1, 0, 2), el vector director de la recta v,=(1,-1,3)
y el vector AP,con A(1,3, —4) € r.

AP =(—2,—3,6)
x+1 y—-0 z=-2

e 1 —1 3 |=0->m3x—-12y—-52z413=0
-2 -3 6

022 | Obtén la ecuacién general del plano que pasa por los puntos A(1, 1, —7),
B(5, —2,9) y C(5, —4, 0).

— —

AB=(4,-3,16) AC=(4,-5,7)
x=1 y=1 z47

| 4 -3 16 |=0—>m:59x+36y—-8z—-151=0
4 =5 7
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SOLUCIONARIO 4

Calcula la ecuacion general de los planos que contienen a dos de los ejes coordenados.

X y z
EeXyeeY: |1 0 0|=0—>2z=0
0 1 o0

Xy

BeXyeezZ |1 0 0|=0—>y=0
0 1
Xy

EieYyeeZ |0 1 0|=0—-x=0
0 0 1

Determina la posicion de estas rectas:
ri(x,y,z)=(0,-5,3)+¢t(1,1,1)
S x—=3 'y z+2

2 2 2

11 1
T 11
Rango =1 Rango |2 2 2|=2
E [2 2 2] E
35 =5
Las rectas son paralelas.

Determina las posiciones relativas de las siguientes rectas:
ri(x,y,z)=(2,2,2)+t(1,1,1)
s:(x,y,2)=(0,0,0)+¢(1,0,0)

T 11
Rango[1 0 ]=2 Rango| 1 0 0]|=2

Las rectas son secantes.
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Geometria en el espacio

026 | Estudia la posicidn relativa de estas rectas:

r —x+2y—z=0}

NN
[

2x+y—2z=0
-1
-1 2 =1
2
2 1 =1|=1=0-— Rango
T 1 =1
T =2
-1 2 =10 —1
2 1 =10 2
=0 — Rango
1 1T =1 2 1
1T =2 10 1
Las rectas son secantes.
027 | Estudia la posicion relativa de las rectas:
, y—z—3=0
2x—z+1=0
. —y+z=0
"x—3y+z—1=0
0
o 1 -1
2 0
2 0 —1=3=0-—>Rango 0 :
1 =3 a
T =3
o 1 -1 =3 0
2 0 =1 1
=9 =0 — Rango
0 -1 1
T =3 1 - 1

Las rectas se cruzan.

028 | Calcula la posicion relativa de la recta y el plano:

xX+y—z+2=0
.—x+3y—z+1=0

T =1 171
-1 3 =1|=6=0—>Rango|—1 3
10 1 10

Larectay el plano se cortan en un punto.

—1

o NN O O

]» T Xx4+2z4+1=0

1

—1|=Rango | —1

1

1



SOLUCIONARIO 4

029 | Halla la posicion relativa de la recta y el plano:
r:%:"174_2=27_11 T:2x—5y+3z4+3=0

r:%: y+2 _z-1 _)rZZX:y+2}_>r:2X—y—2:O}

2 —1 —x=z-1 X+z-1=0
2 =10 2 =10 2 -1 0 =2
10 1|=1M1=0—->Rango|1 O 1|=Rango|1 O 1 —=1|=3
2 =5 3 2 =5 3 2 =5 3 3

La recta y el plano se cortan en un punto.

030 | Halla la posicion relativa de estas parejas de planos.
a) ®™i—x+2y—z=0

X —2y+2z+1=0
b) mi:x—z+11=0

T —2y—2z4+11=0

-1 2 -
a) Rango =1
J [ 1T =2 1]
-1 0 -1 2 =10
= —1= 0 — Rango =2
1 T =2 11

Los planos son paralelos.

1 0
0 -2

Los planos son secantes.

= —2=0—Rango 1 0 -l = Rango 1
E 0 9 0

0o -1 1
-2 =1

-2 =1 1

031 | Estudia la posicién relativa de los planos.
a) w:—6x+5y—3z+2=0
TyX—y+z=0
b) ®mix—2y—z+1=0
T —2Xx+4y —2z+3=0

—6 5 -6 5 =3 — 5 =3 2
a) =1=0— = Rango =2
I 1 -1 1 —1 10
Los planos son secantes.
1T =1 1T =2 -1 1T =2 =11
b) = —4 = 0 — Rango = Rango =2
-2 -2 -2 4 =2 -2 4 =23

Los planos son secantes.
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032 | Escribe la ecuacioén vectorial de un plano que sea paralelo al plano que pasa
por los puntos A0, 1, 2), B(—1,2,3)y C(2, —1, 4).

{Cuantos planos hay que verifiquen esta condicion?

El plano que buscamos tiene como vectores directores AB = (-=1,1,1)

y AC = (2, =2, 2),y puede pasar por cualquier punto que no pertenezca al plano
que pasa por A, By C.

El punto D(0, 0, 0) no pertenece a ese plano.
*%y,20=1(0,0,00+X=1,1,1)+pn2 =22

Hay infinitos planos paralelos al plano que pasa por A, By C.

033 | Halla la ecuacién del plano que pasa por el origen de coordenadas y es paralelo

a las rectas:
r_x—1_y—3_z+4 S.L_V‘H_i
T -1 3 T -1 3
A(1,3,—-4) B(0,—1,0)
- 1 AB=(—1,—4,4
r{u:(1,—1,3) 5{v:(1,—1,3) ( )
Xy z
| 1 =1 3|=0->m8x—-7y—-52=0
-1 —4 4

034 | Escribe la ecuacién de tres planos en el espacio que se cortan en el origen
de coordenadas. Comprueba que verifican la condicién de planos que se cortan

en un punto.
T X—y+2z=0
Respuesta abierta. Por ejemplo: ty: x +y —z =0
T3 X+y+2z=0

0
Rango | 1 1 —1|=Rango |1 1 —1 0|= 3 — Secantes en un punto.
0

035 | Da la ecuacién vectorial de tres planos distintos que contengan al eje X,
y comprueba que verifican la condicién de ser planos concurrentes en una recta.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

(X y,2)=1(0,0,0)+ X(1,0,0)+pn(1,1,1) T:y—2z=0
T (X y,2)=1(0,0,0)+X(1,0,0)+p(2, =1, > m:y+2z=0
m3: (X, ¥, 2)=1(0,0,0)4+ X(1,0,0) + p(1,-1,2) m3:2y+2z=0
0 1 —1 0O 1 —-10
b =2=0—>Rango|0 1 1|=Rango|0 1 1 0|=2
W 0 2 1 0 2 10

Los planos verifican la condicién de ser secantes en una recta.
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Determina la posicién relativa de estos planos:
T:6x+3y—z=0
T:3x—2y+z—3=0
T2y —z+1=0

6 3 -1 6 3 -1 6 3 -1 0
3 =2 1|=3=0—->Rango|3 -2 1|=Rango|3 -2 1 —3|=3
0o 2 -1 0o 2 -1 o 2 =1 1

Los planos se cortan en un punto.

Estudia la posicion relativa de los planos:
T:X—z+2=0
32X+ 2y+3z43=0
T3:3x+8y+7z+1=0

10 —1 T 0 —1 T 0 -1 2
2 2 3|=—-20=0—->Rango|2 2 3|=Rango|2 2 3 3|=3
38 7 38 7 38 71

Los planos se cortan en un punto.

Dados los vectores U= (3,5, 1) y V = (6, —4, —2), realiza las siguientes operaciones.
a) 2U +3v

b) 50 — 4V
Q —U+2v
d —2u—-V
a) 2U+3v=1(6,10,2)+(18, —12,—6) = (24, =2, —4)
b) 5u—4Vv={(15,25,5) — (24, —16, —8) = (=9, 41,13)
0 —U+2v=(=3-5-1)+(12,-8,—4)=(9,—13, —5)
(

u
d —2u—-v=(-6,-10,-2)—(6, -4, —2)=(—12, -6, 0)

Halla dos vectores U y v que verifiquen las siguientes condiciones simultaneamente:
2U04+Vv=(=3,4-1)
30 —2v=(—8,13,—19)

204+ v=(=3, 4,—-1) —>+ 4U42v=(-6, 8 — 2)
3U—2V=(-8,13,—19) 30—2V =(-8,13,—19)
70 =(=14,21,-21) > U= (=2, 3, =3)
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040 | Calculamy n para que se verifique que ma + nb= c,
siendod =(2,10,—4), b=(—1,3,—-2)yc =(11,15, =2).

2m—n=11
m(2,10, —=4)+n(=1,3,=2)=(11,15,-2) > 10m+3n=15
—4m—2n= -2

Resolvemos las dos primeras ecuaciones:

6m—3n=33

—>16m=48—->m=3—>n=-5
10m+3n=15

Comprobamos que se verifica la Ultima ecuacion:
—4.3-2.(=5=-2

La solucién esvalidaam=3yn= -5
041 | Encuentra un vector ?que verifique que 20 — 3V = 2t — w,
siendou=(8,—1,3),v=(2,0,—6)yw=(—6,2,4).

2T=2U0-3Vv+w=»16,-2,6)— (6,0, —18) + (=6, 2, 4) = (4, 0, 28)
T

042 | Las componentes de U, V y W en una cierta base de V; son:
U=(2,0,—1) v=(-312) w=(4,—2,7)

Hallar en esa misma base las componentes del vector:

T
2u—v+—w
3
2T-V4 LW =(4,0,-2)— (3,1, + (4, —2,7)=| 2, -2 -2
3 3 3 3 3
043 | Expresa, en cada caso, el vector w como combinacién lineal
deti=(—23,-3)yv=(1,—-25).
a) w=(—9,14,—17)
b) w=(10, —16,22)
Q w=(—1,1,-1)
a) (=9,14, —-17)=a(-2,3,-3)+b(1,-2,5)
2P = b=
30—2b=14 —>_30+2b_14}%a:4—>a:4%b:1
—3q+5b=—17 ama=
Comprobamos en la dltima ecuacion: =3 -4 +5-(=1)=—17

Entonces:w =40 — v
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b) (10, —16,22) =a(-2,3,-3)+b(1,-2,5)

—2a+b=10 4 b %0
3a—-2b=-16 %_3a+2b_ 16}—)—024_>a:_4_>b:2
—3a45b=22 ameo=T

Comprobamos en la Ultima ecuaciéon: —3 - (—4) +5-2 =22
Entonces: w= —4U + 2V

o (=1,1,-1)=a(-23,-3)+b(1,-2,5)

—-2a+b=-1 da+2b 5

3a—2b=1 —>_3a+2b_1}—>—a:—1—>a=1—>b:1
—3a45b=—1 amo=
Comprobamos en la Ultima ecuacién: =3 -1+ 5-1=2= —1

Entonces w no se puede expresar como combinacion lineal de Uy v,

Determina k para que los tres vectores sean linealmente dependientes.

u=(3-20) v=(1,3,11) w=(2,4,k
Silos tres vectores son linealmente dependientes:
3 =2 0 3 =2 0
Rango|1 3 11|{<3—>[1 3 1|=0-51k-176=0—>k=16
2 4 k 2 4 k

Demuestra que no se pueden encontrar g, by ¢, distintos de cero,
tales que au + bv + cw =0, siendo U =(—2,0,4), v=(—1,—3,9)
yw=03,1,7).

a(=2,0,4)+b(—1,-3,9)+¢(3,1,7) = (0, 0, 0)

—2a—-b+3c=0 -2 -13
—3b+c=0;y—>| 0 =3 1/=92=0

4a+9b+7c=0 4 9 7

El sistema es compatible determinado. Al ser un sistema homogéneo, la Unica
soluciénes:a=b=c=0

Demuestra que los tres vectores son coplanarios.

U=(9,4,1) vV=(-33,-7) W=(2,—2,6)
9 4
-3 3 —7|=52=0
2 -2 6

Los vectores son coplanarios porgue son linealmente dependientes.
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047 | Decide si son bases del espacio los trios de vectores siguientes.

a) u=(5,2—1) V=(4,0-2) w=@3,42)
b) Uu=(5—2,3) Vv=(=242) w=(—1,10,9)
o u=(2730) v=(0,—1,3) w=(—1,-1,-1)
d) U=(-=2,1,0) v=(2273) w=(4,3,3)
-1
a) —2|=—-4=0

Forman una base porque son linealmente independientes.

5 -2 3
b) |[-2 4 2|=0
-1 10 9

No forman una base porque son linealmente dependientes.

Forman una base porque son linealmente independientes.

|
N

w N —

0
3|=12=0
3

&

Forman una base porque son linealmente independientes.

048 | ;Qué valor debe tener p para que el vector U = (4, p, 6) esté en el mismo plano
quev=(2,—1,5yw=(-5,3,—13)?

Para que el vector U esté en el mismo plano que vy W los tres vectores tienen
que ser coplanarios, por tanto, deben ser linealmente dependientes.

4 p 6
2 =1 5/l=0>p—2=0—>p=2
-5 3 -13

049 | ;Qué relacion deben cumplir ay b para que los tres vectores sean coplanarios?
U):(arzrb) 7:(31015) W:(lr_br_1)
Los vectores son coplanarios si son linealmente dependientes.

a 2 b
3 g 5|=0->—-a’+4ab—-3b>+16=0
1 —b —1
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Di si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa, y justifica tu respuesta
con un ejemplo ilustrativo:

Si tres vectores U, vV y w son linealmente independientes, entonces también
lo son los vectores: U +V, U —Vyu — V + W.

(Cantabria. Septiembre 2007. Bloque 3. Opcion A)
La afirmacién es verdadera. Si tres vectores son linealmente independientes,

el determinante que forman sus coordenadas es distinto de cero.
Por las propiedades de los determinantes, al hacer combinaciones lineales

de sus filas, el valor del determinante no varia, es decir, también es distinto de cero.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

u=(2,1,3) 2 1 3
V=(1,2,1)t—=|1 2 1|=-2=0 — Son linealmente independientes.
w=(1,01) 101

U+V=1(334) 3 3 4

U-v=(1,-1,2)t— |1 =1 2|=4=0— Sonlinealmente
T-V+w=(2-13) 2 1 3 independientes.

Considera los vectores: U =(1,1,m) v=(0,m,—1) w=(1,2m, 0)
a) Determina el valor de m para que los vectores U, vV y w sean linealmente
dependientes.

b) Para el valor de m obtenido en el apartado anterior expresa el vector w como
combinacién lineal de los vectores Uy V.

(Andalucia. Septiembre 2007. Opcion B. Ejercicio 4)

1 1 m
A0 m —1=0->-m+2m—-1=0—-m=1
1T 2m O
a=1
b) (1,2,0)=a(1,1,1)+b(0,1,-1) > a+b=2t>b=1>Ww=U0+V
a—b=0

Halla un punto C en el segmento AB, sabiendo que A(—1, 4, 3) y B(2, 10, —6),
de modo que AC sea la mitad que CB.

Sea C(c, ¢, ¢3), entonces:

AC:%'@—)(C]+1,C2—4,C3 -3)=—"02-0,10-c, -6-¢)

x
2

c1+1=1—ic1
2 =0
+c2—4:5—ic2 -1 =6—->C0060
21 C3:O
G3—3=-3——¢3
2
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053 | Determina los cuatro puntos que dividen el segmento de extremos A(2, —6, 3)
y B(12, —1, 8) en cinco partes iguales.

(0]
OC = OA+ AC = o7\+%A79 — (=6, 3)+ (10,5, 5) = (4, =5, 4) = C(4, 5, 4)
OD = OA+ AD = 674+§A§ =(2,-6, 3)+%<1o, 5,5) = (6,—4, 5 — D(6, —4, 5)
OF = OA + AE = o7\+%A§ (2,6, 3)+ (10,5, 5) = (8, =3, 6) — E(8, =3, 6)

OF = OA + AF = o7\+§A§: Q, 76/3)+%(1O,5,5): (10, =2, 7) = F(10, =2, 7)

054 | Comprueba si estan alineados los siguientes puntos en el espacio.

a) A3, 3,—5),B(4,—6,1)yC(2, —4,5) b) A(—4,1,2),B(0,6,1)y C((—12,—9,4)
a) AB=(1,-9,6) AC=(=1,-7,10)
Los vectores no son proporcionales, por tanto, los puntos no estan alineados.
b) AB=(4,5 —1) AC=(—8-10,2)

Los vectores son proporcionales, luego los puntos estan alineados.

055 | Encuentra los valores de ay b que hacen que los tres puntos estén alineados:
P2,—1,a),Q(5,1,6) y R(b, =5, 9).

Los puntos estan alineados si los vectores son proporcionales:

PO =(3 2 6-a) 3 2 6-a [a=7
%

- - = =
PR=(b—2,—-4,9—a) b—2 —4 9—a b=-4

056 | Tres vértices consecutivos de un paralelogramo son A(3, 1,0), B(4,5,2) y C(4, 7, —2).
a) Halla el cuarto vértice del paralelogramo. b) Calcula su perimetro.

a) SeaD(d, d, ds) el vértice que buscamos.
AB=(1,4,2)
Entonces: (D =(dy — 4, dy, —7, d3 +2) =(1,4,2)— D(5,11,0)

b) |AB| =P +42+22 =21

—

AC=(1,6,-2)

IBC| = /P + 6% + (=272 =41

El perimetro del paralelogramo es: 221 + 2441
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Decide si los siguientes cuartetos de puntos estan en el mismo plano o no.
a) A(0,1,2),B(2,2,1),C(1,0,5yD(,3,—2)
b) A(Ol OI _1)1 B(1/ OI _2)/ C(Or 1! _2) y D(4r 1! 5)

a) AB=(2,1,—1) AC=(1,-1,3) AD=(1,2,—4)
10 —1
0 1 —=1]=11— Los puntos son coplanarios.
4 1 6

b) AB=(1,0,—1) AC=(0,1,-1) AD=(41,6)
10 —1
0 1 —1/=11— Lospuntos no son coplanarios.
4 1 6

{Qué condiciones deben cumplir g, by c para que los puntos P(3, 5, —7),
Q(4,a, —3)y R(b, —7, ¢) estén alineados?

SiP,Qy R estan alineados, entonces PQ y PR son linealmente dependientes,
es decir, son proporcionales.

PO=(1,a-54) 1 a-5_ 4 (a=5(b-—3)=-12

— - -
PR=(b—3, =12, c+7) b—3 —12 c+7 (a—5)c+7)=-48

Halla la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(3, —1,4) y B(—4, 3, 2).

xX=3-7t
AB=(=74,-2) ry=-1+4t
z=4-=2t

Determina una recta paralela al eje Y que pase por el punto (4, —2, 3).

Por ser paralelo al eje Y, un vector director de la recta es (0, 1, 0).

X =4
rry=-=2+t
z=3
X==24X
{Pertenece el punto (—1,2,7)alarectar: y =3 —X ;?En caso negativo, obtén
z=2+43X\

la ecuacién en forma paramétrica de la recta paralela a r que pasa por dicho punto.
—T==24+xX>x=1
2=3-XN->x=1
7 =243X—= X=1- Elpunto no pertenece a la recta.

x==T+X
ry=2—=x
z=7+3X\
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062 | Expresa en forma continua la ecuacién de la recta que pasa por el punto (—5, —4, 0)
y es paralela a la recta r, cuyas ecuaciones paramétricas son:

XxX=1=2X\
r-y =3X
z=—24+X
a) ;Estdel punto (1, —13, —3) en dicha recta? b) ¢Y(—3,—-7,-2)?

- x+5 y+4 _Z
C 2 3 1
a) % = % s N punto pertenece a la recta.
b) L—;S = % DN punto no pertenece a la recta.

063 | Dados los puntos A(—3, 2,9), B(1,0, —7) y C(0, 4, —3):
a) Halla la ecuacién de la recta que pasa por Ay B.
b) ;Estan los tres puntos alineados?

a) AB=(4,—2,—16)

X =144t
rry=-=2t
z=—7—16t
O=1+4t—>t= 1
b) S C no pertenece a la recta que pasa por Ay por B.
4= Dt >t=—— Los puntos no estan alineados.

064 | Calcula el valor que debe tomar m para que las siguientes rectas se corten en un punto.

x=1
— 1
r:X m=y+0=z+3 sy = 644X
- 4 0 z=—1+42X
, P(m,—10,—3) s Q(,6,-1
V=(-14,0) u=1(0,4,2)
-1 4 -1 4 0
= —4 = 0 — Rango =2
0 4 4 2
PQ=(1-m,16,2)
-1 4 0
Las rectas se cortan si Rango 0 4 2(=2
T-m 16 2
—1 4 0
0 4 2|=0->-8m+32=0->m=4
1—m 16 2
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Expresa en la forma indicada la ecuacion de las rectas cuyas ecuaciones

implicitas son:

r.x—3y+4z=2

: en forma paramétrica
3x—y+2z=4

2x+y—z=1

: en forma continua
X+3y+2z=0

X—=3y+4z=2

=243y—-4z—> -
a) x=2+3y—4z 8y—10z:—2} Y=

z =4t
X:E'f‘l'
2x+y—z=1
=1-2 1
b) y X+Z_>—5x+52——3}_>y=—5—t
z=t
Pasa a forma implicita la ecuacién de la recta:
r x+3 y—2 z+1
S 2 —1 3
, x—1 _ y—1 _ z—2 S X—1=-3y+3
-3 1 2 2x—2=-324+6

x—i y—O—i
N 5 _ 5 _ 7
1 -1 1

- X+3y—4=0

2x+3z-8=0

Calcular la ecuacion cartesiana de la recta cuya expresién paramétrica

x=1-3a
esrry=1+a
z=242a

¢(Existe algun valor de v tal que el punto (v, v, v) pertenezca a la recta?

Razonar la respuesta.

(Pais Vasco. Julio 2006. Bloque B. Problema B)

r.x—1_y—1_z—2 p x—1=-3y+3
-3 1 2 2x—2=-37+6
X+3y—4=0| pyvy Vv+3v—4=0—>v=1
r LAVA/ALN
2x+3z—-8=0 243-8=0

- x+3y—4—0}

‘2x+3z-8=0

Ningun punto (v, v, v) verifica las dos ecuaciones, por tanto, no existe un valor

devtalqueP(v,v,v) er.
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x+y—z=0

068 | Calcule la ecuacion de la recta paralela alarecta r:
2x—y+z=1

} que pasa
por el punto (0, 1, 0).

3 x =0
L Z=xty . 1 Sy =
r }—)r. [ Larectaparalelaess y =14t

3x=1
3 z=t

069 | Sear larecta definida por Xx—2 = u -z y s la recta definida por
3

1 2

x+2 = y—1 = z=-3 . Halla k sabiendo que las rectas r y s se cortan en un punto.

[Pk 0) .
1v=0,2,3) '

T2 3
:4¢O—>Rango[ ]:2

(=2,1,3
=(=3,-2,-1)

i

PO = (—4,1— k 3)

-3 =2 -1

070 | Determina la ecuacidn de la recta que pasa por el punto P(—2, —1, —4) y se apoya
en las siguientes rectas:

XxX=4+t
2x—y+z+4=0
ry=let x+3y—27-3=0
z=2+t Y -
Calculamos la ecuacion del plano que contiene al punto Py alarectar:
Q@4,1,2)er PQ=1(6,206) v,=(01,1,1)
x+2 y+1 z+4
w| 6 2 6 |=—4x+4z4+8=0->mx—2z—-2=0

1 1 1

Calculamos la ecuacion del plano que contiene al punto Py a la recta s:

X=—=1—t

5;2XY+Z+4:0}_>5;y_5f R(-1,0-2es  PR=(1,1,2)
—7y+5Z+10:O Z= 247t 75:(—1,5,7>

x+2 y+1 z+4

o 1 1 2 |=-3x—-9y+6z24+9=0—>0:x+3y—22-3=0

—1 5 7

La recta buscada es m: X—z-2=0
X+3y—2z—-3=0
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Sean Ay B los puntos del espacio de coordenadas A(0, 1, 2), B(1, 2, 3).

Encontrar la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por dichos puntos.

{Existen valores de ry s para los cuales el punto C de coordenadas C(3,r +s,r — s)
pertenezca a la recta calculada antes? En caso afirmativo calcular los valores de ry s.
Razonar la contestacion en caso negativo.

(Pais Vasco. Junio 2004. Bloque B. Cuestion B)

AB=(1,1,1)
x=t 3=t r:g
r+s=+4 2
m.y =1+t r+s=1+t - s - ]
z=2+t r—s=2+t r=5= 5:—5

Halla la ecuacién continua de la recta que pasa por el punto P(1, 0, 0) y corta a las rectas:

x—=2 _y—1_12z r.x+2y+z—1:0}

n: 2
1 —1 2 2x—y—2z—3=0

(Navarra. Septiembre 2006. Grupo 1. Opcion B)

Calculamos la ecuacion del plano que contiene al punto Py a la recta r;:

Q@,1,0€ern PQ =(1,1,0) T=01,-1,2
x—=1 y z

SH 1 0|l=2x—-2y—2z2-2=0->m:x—y—2z—-1=0
112

Calculamos la ecuacion del plano que contiene al punto Py a la recta ry:

X=t
n:X+2Y+Z_]:O}—>n2:y_4—3r RO4 —7)€r, PR=(=1,4,-7)
3xy—4=0 z=-7+5¢t v,=(1,-3,5)
x=1 vy z
| =1 4 —TJ|l=—x=-2y—7zZ4+1=0->mx+2y+2z—-1=0
T =3 5
1=0 =t 2 3
Larectaess: :_2’\/;2_1:0}—>5:y_2—2r —>5;1sz2+
X+2y+z—-1I= 27— 343t -2 3

Prueba que las ecuaciones

X—y+z—4=0}y X—3 y+1_ z

3x4+5z—9=0 5 5 —_3

representan la misma recta.

(La Rioja. Septiembre 2002. Propuesta A. Ejercicio 1)

x=3+5t
r.X—Y+Z—4:O} x—=3 y+1 z

= rny==1+2ty >r = =—
3x+52-9=0 5
z=—3t

Las dos rectas tienen la misma ecuacion, representan la misma recta.
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074 | Sean Py Q los puntos del espacio P(1, 2, 2) y Q(2, a, a). Hallar el valor de a para
que la recta que une Py Q pase por el origen de coordenadas.

Hallar la ecuacion de la recta como interseccion de dos planos y en forma
paramétrica.

Xx=14t
PO=(0,a—2,a—2) rry=2+4(a-2)t
z=2+(a—-2)t

0=1+t
Sila recta pasa por el origen de coordenadas: 0 = 2 + (g — 2)t _>{t_]
0=2+(a—2)| 954
Asi, la ecuacion de la recta es:
=1 2 2 0
ry=2+42tt-or xZl_y=2_2=2 | 2X-V=
1 2 2 2x—z=0
z=2+42t

075 | De todas las rectas que pasan por el punto P(0, 2, —1), halle la que corta a las rectas
de ecuaciones:

xy,2=(1,1,2)+t(2, —1,0) (x,y,22=1(0,1,1) +5(—3,1,2)

Sean A(1 + 2t, 1 — t, 2) un punto de la primera recta,y B(—3s, 1 + 5, 1 + 25)
un punto de la segunda.

Silla recta que buscamos pasa por A, By P entonces, los puntos
estan alineados, es decir, APy BP son proporcionales.

%_\):(—1—2r,1+r,—3)}%—1—2r 1+t -3

BP = (3s,1—s5, —2—125) 35 :1_5 —2—2s

(14 2t)(2+ 25) = —9s _>4t+115+45t_—2}

(+0(2+25)=3(1—5) 2t+ 55+ 2st =1
S 4t 5)=—2—11s o> t = 2115
4(1+s)
24+ 11s 24 11s s =—1(no vdlida)
- 455 =155 4554+ 4=0— Z
2(1+s) 2(1+5s) S=-—45t=—"

2
Asi, P(0, 2, —1) € ry un vector director es BP = (12, =5, —6).

x =12t
r:y=2-5t
z=-—1—06t
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SOLUCIONARIO 4

Encuentra la ecuacion de la recta contenida en el plano w: x4+ 2y + 6z — 2 =10
que cortaalos ejes Yy Z.

(Cataluia. Junio 2007. Cuestion 4)

X+2y4+6z-2=0
x =0t — A(0,1,0) esel punto de intersecciéon del plano
z=0 coneleje.

X+2y+6z—-2=0 :
x=01— B[O, 0, 3] es el punto de interseccion del plano
y=0

coneleje”Z
Asf, un vector director de la recta contenida en w que corta a los ejes Yy Z

esA_l§ :[0,—1,]].
3

x=0
py=1-t
=L,
3

— =1
Dados los puntos A(—2, —4, —3)y B(2, 6, 5), y larecta r: X—ytz }

2x+y—3z=2
averiguar si existe alguna recta tal que contenga los puntos Ay B
y corte a la recta r. Razonar la respuesta.

(Castilla-La Mancha. Septiembre 2000. Bloque 1. Pregunta B)

La recta que contienea Ay Bes:

X=2+4t
AB = (4,10, 8) sty =64+10t
z=548t
Calcularemos un vector director de r:
_ X =2t
r:X_y+Zf Sry=-2+5tf > v,=(2,53)
3x—2z=2
z=—143t
PO, —2,—1)€r AP=(2,2,2)
Estudiamos las posiciones relativas de ry s.
4 10 8
Rango =
2 5 3
4 10 8 4 10 8
2 5 3|=—-12=0—->Rango|2 5 3|=3
2 2 2 2 2 2

Las rectas no se cortan, se cruzan.
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078 | Halla las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por los puntos P(3, —1, 5),
0(11 21 3) y R(gr _21 _2)~

PQ=(-2,3,-2) PR=(6,—1,—7)

X =3—-2X+6p
Ty =—14+3x—p
z=5=-2XN—7p

079 | Obtén la ecuacion implicita del plano que pasa por los puntos P(4, 3, 1), Q(6, 2, —3)

yR(2,4, —2).
PQ=(,—1,—4) PR=(=2,1,-3)
XxX—4 y—3 z-1
| 2 —1 —4 |=7x4+14y—-70=0->m:x+2y—10=0
-2 1 -3

080 | Encuentra las ecuaciones paramétricas del plano paralelo a las rectas

X=2—-X
r X = y—3 = z+1 y sty =3X que pasa por el punto P (8,9, 1).
-2 T z=—1-3X

Los vectores directores de las rectas son los vectores directores del plano.

X=8=2XN—p
Ty =9—X\+3p
Z=142x=3p

081 | Escribe en forma paramétrica las ecuaciones del plano 2x —y + 4z=7.

X=X
Ty =—7+2N+4p
zZ=pu

082 | Escribe en forma implicita la ecuacién del plano:
x=—=14+X+3p
y=34+2X—p
z=542p

x+1 y=3 z-5

w1 2 0 |=4x—-2y—7z24+45=0—>m4x—-2y—724+45=0
3 —1 2
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083 | Escribe las ecuaciones paramétricas de los planos cartesianos (los planos que contienen
a dos de los ejes cartesianos).

084

085

SOLUCIONARIO 4

Ecuaciones paramétricas del plano OXY: y =p
X=X\
Ecuaciones paramétricas del plano OXZ: y =0
z=p

X
Ecuaciones paramétricas del plano OYZ: y = X
z=p

Determina la ecuacion del plano que contiene a larecta r: il =Y +1 == >
y pasa por el punto A(4, 0, —1). —1 3 2
P(1,—1,5€r AP=(-3,-1,6) V=(-1,32
Buscamos un plano que pase por A(4, 0, —1) y tiene como vectores directores v,
yAP.
x—4 y z4+1
| =1 3 2 |=20x410z2-70=0—>m2x+2z—-7=0

Halla los puntos en que corta a los ejes coordenados el plano
T:2x —3y+5z—30=0.

2x =3y +5z—-30=0
y=0;y—=>x=15
z=0

Corta al eje Xen el punto P(15, 0, 0).

2x =3y +52-30=0
x=0r—>y=-10
z=0

Corta al eje Yen el punto Q(0, —10, 0).

2x—=3y+52-30=0
x=0t—>2z=6
y=0

Corta al eje Zen el punto R(0, 0, 6).
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086 | Obtén las ecuaciones del plano paralelo al plano 2x — 2y 4+ 3z — 12 = 0 que pasa
por el punto (—2, 3, —1).

X=6+X—-3pn
T2X—=2y4+3z2-12=0->my=X\
Z=2p
Los vectores U= (1,1,0)y V=(—3,0, 2) son también vectores directores
del plano que buscamos.
X+2 y—=3 z+41
w1 1 0 |=2x—-2y+3z+13=0>7"2x—-2y+32+13=0

-3 0 2

087 | Calcula la ecuacién del plano que contiene alarectar: X1 = yA+1 = z+3
X+2y—z4+4=0 —2 2 =1
2x—3y+2z4+4=0]

y es paralelo a larecta s:

X=-=3—t
' Xzzyzerjig}—)s:y—é\r - V.=(=1,4,7)
X=3y+ez+a= z=1+7t

El punto que buscamos pasa por el punto P(—1, —1, =3) € r, y tiene por vectores
directores v, =(—2,2, =1y v, = (1,4, —7).
x+1 y+1 z+43

T =2 2 -1 |=18x+15y —6z+15=0—-> m:6x+5y—-224+5=0
-1 4 7

088 | Considera los puntos del espacio:
A(0,0,1) B(1,1,2) c(,—1,-1)
a) Encuentra la ecuacién del plano ABC.

b) SiD es el punto de coordenadas (k, 0, 0), ;cuénto ha de valer k para que los cuatro
puntos A, B, Cy D sean coplanarios?

a) AB=(1,1,1) AC=(0,-1,-2)
x y z-=1
w1 1 1 |=—x4+2y—2z4+1=0->mx—-2y4+2z-1=0
o -1 =2

b) SiD pertenece al mismo plano entonces:
k=2-04+40—-1=0—>k=1
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SOLUCIONARIO 4

Calcula la ecuacién de una recta que pasa por el punto de intersecciéon
del plano w: x4+ y —z 46 =0 conlarecta s: X = y—2=2z+1yesparalela

3x+y—4=0
4x—3y+z—1=0]

alarectar:

(Castilla-La Mancha. Septiembre 2005. Bloque 4. Pregunta A)

Calculamos la interseccién entre Ty s.

x =3t
Y 3 4 1—t46=0—1=—3
z=—1+t

X+y—-z+6=0

P(=9, —1, —4) es el punto de interseccion del plano wt y la recta s.
Calculamos un vector director de r:

X =t

3x4+y—4=0 _

: Xty Sry=4-3t | o v.=(0,-313)
4x=3y4+z—-1=0

z=13-13t
X=-94+t
Larecta paralela arque pasaporPes m: y = —1—3t
z=—4—-13t
- —1
Encuentra el plano que es paralelo a la recta: r: X=2 =7 _Zt 3
y que pasa por los puntos: A(—3, 0, 1) B(2,2, —3). 2 -3 4

El plano pasa por Ay tiene por vectores AB = (52, -4y Vv,=02, -3,4.

x+3 vy z-1
w:| 5 2 4 |=—4x—-28y—-19247=0->m4x+28y+192—-7=0
2 =3 4

Sean los puntos A(1, 1, 1), B(a, 2, b) y C(1, 0, 0).
a) Cona =2, calcula b para que los tres puntos determinen un plano que pase
por el punto P(2, 0, 1). ;Cudl es la ecuacién de dicho plano?

b) Calcula los valores de ay b para que los puntos A, By C estén alineados.
(Asturias. Junio 2006. Bloque 3)

a) AB=(1,1,b—1) AC=(0,—1,-1)
x—=1 vy z
| 1 T b—1=0->mb-2)x+y—2z42-b=0
0 -1 -

Si‘el plano contiene al punto Pentonces: (b —2)-2—14+2—-b=0—->b=3
La ecuaciéndelplanoes:x +y—z—1=0

231



Geometria en el espacio

b) A, By Cestan alineados si los vectores AB yA_f son proporcionales.

AB=(a-11b-1)] a-1=0 a=1
— -
AC=(0,—1,-1) b—1=1 b=2

092 | Calcula la ecuacién paramétrica y la ecuacién cartesiana del plano que contiene
alos puntos A, By C de coordenadas A(1, 0, 0), B(0, 1, 1) y C(1, 1, 1).
{Existe algun valor de u tal que el punto (3, 2u, u + 3) pertenezca al plano?
Razonar la respuesta, calculando el valor de u en caso de que sea afirmativa.

a) AB=(=1,1,1) AC=(0,1,1)
x=1—X\ x—1 vy z
my=X+prowm| -1 1 1|=0->my—z=0
Z=X4p 0 11

Siel plano contiene el punto (3, 2u, u 4 3) entonces:2u —u—3=0—>u=3
—2 _y+1_z  x=1_y+7 _z+5
2 —1 S 2 3
y el punto P(1, 1, —1), queremos encontrar la ecuacidn de la recta que pasa
por Py que cortaary as. Para conseguirlo:

093 | Dadas las rectas: r: X

a) Encuentra la ecuacién general o cartesiana (es decir, la ecuacion
de laforma Ax + By + Cz + D = 0) del plano ~ que contiene a la recta r
y al punto P.

b) Encuentra el punto M calculando el punto de intersecciéon del plano ©
con larectass.

¢) Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos Py M.

d) Comprueba que la recta encontrada en el apartado anterior
es la que buscamos.

—

a) Q2,-1,0¢€r PQ=(,-2,1)
x—=1 y—=1 z4+1
| 1 -2 1T |=2y+4z4+2=0->my+2z2+1=0
1 2 —1
x =1+t
b) sty =—-7+2t
z=-543t

Ty+2z41=0->—-74+2t—-104+6t+1=0—>t=2—->M(3,-3,1)

X =142t
Q0 PM=(2 —4,2) miy =14t
z=-—1+2t

d) Larectam pasa por P, parat =0,y por el punto M, punto de interseccién
derys, parat=1.
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SOLUCIONARIO 4

Determinar una recta que sea paralela al plano que pasa por los puntos
de coordenadas (1, 1,0),(1,0,1) y (0, 1, 1), que también sea paralela
al plano x 4+ 2y + 3z =0, y que no esté contenida en ninguno de estos planos.

(Extremadura. Septiembre 2004. Repertorio A. Ejercicio 2)
El plano que pasa por A(1,1,0), B(1,0, 1)y C(0, 1, 1) es:
AB=(0,—1,1) AC=(~1,0,1)

| 0 —1
—1 0

x—=1 y—=1 2z
lNN=—Xx—y—2z42=0->mx+y+2z—-2=0
1

La recta de interseccién entre los dos planos es:
X=44t

:x+y+22:O}_)r: x+y+z2=0}_}r:y:_2_2t

x+2y+3z=0 y+2z4+2=0 [

La solucién del problema es una recta paralela a r. Por ejemplo:

Xx=14t
siy=1=2t
z=14t

Determine los extremos de un segmento AB sabiendo que el punto A pertenece

x—1 —2 z
al plano 2x + y + z =0, el punto B pertenece a la recta 5 = yil = 3

y el punto medio del segmento es (0, 0, 0).
(Cataluria. Septiembre 2006. Problema 4)

El punto Bes de laforma (1 + 2t,2 — ¢, 3¢).

Si el punto medio del segmento es (0, 0, 0) entonces el punto A
ha de serde laforma (—1 — 2t, —2 + t, —3t).

Como este punto pertenece al plano 2x + y + z= 0 tenemos que:

2(7172t)72+t73t:0—>76t:4—>t:f§

Asi, los puntos son A[], — § 2] y8[1, E 2]~
3 3 3 3

Encuentra las condiciones que deben satisfacer a y b para que el punto Q(2, g, b)
esté en el mismo plano que los puntos A(1, 3, 1), B(1,0, —1) y C(0, 0, 2).

(Pais Vasco. Julio 2005. Bloque B. Cuestion B)
AB=(0,-3,—2) AC=(~1,-3,1)
x—=1 y=3 z-1
w:| O -3 —2 |=-9x42y—-3z24+46=0->m9x—2y+32-6=0
—1 -3 1

Si Q pertenece al plano entonces: 18 —2a+3b—6=0—2a—-3b =12
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097 | Se consideranlarecta r:(x,y,z) = (t +1, 2¢t,3t), el plano ®: x —2y —z =0
y el punto P(1, 1, 1). Se pide:
a) Determinar la ecuacion del plano T, que pasa por el punto Py es paralelo
al plano .

b) Determinar la ecuacidn del plano 7, que contiene a larecta ry pasa
por el punto P.

¢) Calcular la ecuacion paramétrica de la recta interseccion de los planos anteriores,

™Y T,
X=2N+p X=1+2X+n
a) my=X\ > mry=14+X
Z=H z=1+p
x—1 y—=1 z-1
Tl 2 1 0 |=0->m:x—2y—2z4+2=0
1 0 1
b) Q(1,0,0)€r PO =(0,—1,—1) V,=01,2,3)
x—=1 y—=1 z-1
o 1 2 3 |=0->mux+y—2z—-1=0
0 —1 -1
X=t
X—2y—z4+2=0 X—2y—z+2=0
S: - s - sy =1
xX+y—-z-1=0 3y—3=0
z=t
x—1 z+1

098 | Dados el punto A(3,5, —1) ylarecta r: =y+2=

héllese el punto B perteneciente a r tal que el vector de extremos Ay B es paralelo
al plano w de ecuaciéon 3x — 2y +z+5=0.

El punto Bes de laforma (1+ 2t, =2+ t, =14 4t).
AB= (=242t —7+141)
X=X
T3X—=2y+z4+5=0->my=p
7=-5-3\+2p

Si‘el vector de extremos Ay B es paralelo a @ entonces los vectores AB,
U=(1,0,-3)yv=1(0,1,2) son linealmente dependientes.

—2+4+2t =7+t 4t

1 0 —3=0—>8+8=0—t=-1
0 1 2
Sustituyendo t = —1 en la expresién de B obtenemos B(—1, —3, —5).
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SOLUCIONARIO 4

Estudia las posiciones relativas de las parejas de rectas siguientes.

— 2
X 2:y+ —

a) r: 3 s:
—1 3
b) r X_3=y7=z+4 s
2 —_
9 r:x—3:y+2:z—1 S
—1 2 3
2x+z=4

'x+3y+z:4

S 2x+y—z=1
‘X+2y+2z=0

5x—y—z=16

X+y—z=38
3x—y+3z=18

|

—X+y+2z=-2
3x—y+3z=1

2= y+4 _ z—4
—1 —2
x+1 _ y—5_ z+1
" 2 -2
3x4+z=10

|

f) r.2x+4y—z=7 S‘x—1_y—1_z+1
—Xx+y+2z=-2 ©3 -1 2
a) 2(2’_2’3) s: 8(2’_4'4) PO =(0,-2,1)
u=1(-1,3,1) v=(1,-1-2)
—1 3 — 1
= —2 =0 — Rango 3 =
T =1 -1 =2
-1 3 1 -1 3 1
1 =1 =2|=0—-Rango| 1 =1 =2|=2
0 -2 1 0o -2 1
Las rectas son secantes.
P(3,2,—4 -1,5,-1 —~
o) ] 5! ’ s ) FO = (=43,
u=(2,-11) v=(-4,2,-2)
2 =1 1
Rango =1
-4 2 =2
4 2 =1 1
B =—4=0—->Rango| -4 2 —-2|=2
—4 3
—4 3
Las rectas son paralelas.
X=t
P(3,-2,1) 3x+2z=10

s:
5x—y—2z=16

PO =

|

(=3,-24,9)

— sy =—-26+8t

z=10-3t
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-1 2 -1 2 3
=—10=0 — Rango =2
8 18 =3
—1 2 3 —1 2 3
1 8 —3|=0-—>Rango| 1 8§ —3|=2
-3 =24 9 -3 =24 9
Las rectas son secantes.
2 1
2 0 1 0
1 3 1
d) |1 3 1]=-10=0—Rango Lo =3
11 = a
3 -1 3
2 0 1 4 2 0 1 4
1 31 4 1 3 1 4
= —180 = 0 — Rango =4
1 [ 1 1T -1 8
3 -1 3 18 3 -1 318
Las rectas se cruzan.
2 [
2 1 =1
1 2
e | 1 2 2|=-3%0-Rango ] 5 =3
-1 1 2 a
3 -1 3
2 [ 1 2 1 1 1
1 2 2 1 2 0
=0 — Rango =3
—1 1 2 =2 —1 2 =2
3 -1 3N 3 -1 3 1
Las rectas son secantes.
3 4 _ x=4-=3t
f) r: X+6 y_azg}—w:y:t
ytoz= 7=1-2t
P(4,0,1 — —
- _)( 0,1 .. S(H, ) O
u=(-3,1,-2) v=(3-1,2)
- 1 =2
Rango =1
o3 7
-3 1 =2
Rango| 3 -1 2|=1
-3 1 =2

Las rectas son coincidentes.
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Las rectas son paralelas.
El plano que las contiene es:

x—=1 y—-2 z
T 3 -1

1l=—8y—-8z4+16=0->my+2z—-2=0
-8 0 0

Decide si las dos rectas se cortan, y en caso de que sea asi, calcula el plano
que las contiene.
X=3—2X
r:X+3:y_1:z+1 Sy:1+)\
2 2 —1 N
P(=3,1, -1 3,1,0 —~
r _)( ) s: _Q>( ) PQ=(6,01)
u=1(2,2,-1 v=1(-2,1-1
2 2 2 2 -1
=6 = 0 - Rango =2
-2 1 -2 1 =1
2 2 =1 2 2 -1
-2 1 —=1|=0—->Rango|—-2 1 —-1|=2
6 0 1 6 0 1
Las rectas son secantes.
El plano que las contiene es:
xX+3 y—=1 z41
T 2 2 -1 |==—x4+4y4+6z-1=0->m:x—4y—-6z+1=0
-2 1 —1
Di si las dos rectas son o no paralelas.
5 13 x=1-3X\
r:2X+ y—7z—16} ssy=24+X\
X—y—=/iz= z=-X
En caso afirmativo, determina la ecuacién del plano que las contiene.
x =943t
X+2y—z=13
r: > —>ry=2—t
yt+z= z=t
P(9,2,0 1,2,0 —
r _>( ) s: 2( ) PQ =(-8,0,0)
u=1(3,-1,1 v={(-3,1-0
: 3 -1 1
Rango[ : ]] = Rango | —3 1T =1|=2
- a 8 0 0
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102 | Decide si estas dos rectas se cortan y, en caso afirmativo, determina
el punto de corte.

X=—4+7X x=1—X
rry =2Xx sty =104+4X
z=—1 zZ=342X
S A 90 10.3) PO =(510,4)
u=(7,2,0) v=(-14,2)
7 2 7 2 0
=30 = 0 — Rango =2
1 4 -1 4 2
7 20 7
-1 4 2|=0->Rango| -1 4 =2
510 4 510

Las rectas son secantes.

4+ TN=1—t o
2N=10+ 4t e{ B , — P(3,2, 1) es el punto de corte.
—1=342t

103 | Decide las posiciones relativas de las siguientes parejas formadas por un plano

y una recta.
XxX=3—X
a)riy=2 ™2Xx—3y4+z—-2=0
z=—1+3X\
2 —3z+43=0
b) r: Xty zt T X+3y—z—5=0
5x+4+5y—7z4+1=0
4 2743=0 X=1m e
qQr Xty—ez43= Ty =24+2X—p
2x+4y+z+4=0
zZ=3—n
xZ3_zF] 3x—9=—z—1 3X+2-8=0
a) r 3 - _, : 5— 0
30 1 30 —1
0O 1 O0|]=1=0—->Rango|0 1 0|=3
2 =3 1 2 =3
30 -1 -8
Rango|0 1 0 —2|=3
2 =3 1 =2

La rectay el plano se cortan en un punto.
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1 =3 5 2 1 =3
b) 5 =71=0 . =5=0—>Rango|5 5 —7(=2
1 3 =1 13 =1
T3 21 -3 3
55 11l=0—>Rango|5 5 -7 11=2
1 3 =5 1 3 =1 =5
La recta esta contenida en el plano.
xX+1 y—2 z-3
o w:| —1 2 0 |[=—2x—y—z43=0->m2x4+y+2z-3=0
1 =1 —1
2 1 1 5 1 2 1 1
-4 1 =2|=0 ]_6¢O—>Rango -4 1 =2|=2
2 4 a 2 4
2 1 =3 2 1 1 =3
—4 1 3]=60=0—>Rango|—4 1 -2 3|=3
2 4 4 2 4 1 4
La rectay el plano son paralelos.
Estudia las posiciones relativas de las parejas de planos.
X=242X+p
a my=—1+2X—3p 7w —5x+5y+4z—12=0
z=14+5p
b) m:x—2y+4z—1=0 T:2x+5y—3z4+2=0
X=—=XN—p
Q my=34+2X+3p T:X—y+z+2=0
z=14+3X+4p
x—2 y+1 z-1
a) w:| 2 2 0 |=10x—-10y—82z—-22=0— ®:5x—5y—4z—-11=0
1 -3 5
5 =5 —4
Rango =1
-5 5 4
-5 —4 -
=2

5 1

= —115= 0 — Rango
5 —12

-5 5 4 =12

Los planos son paralelos.
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-2
= 9= 0 — Rango

-2 4
=2
;)

T -2 4 -
Rango =2
[2 5 =3 2 ]

Los planos son secantes.

X y—3 z—1
o w1 2 3 |=—x4+y—z=0->mx—y+2z+2=0
-1 3 4

Las ecuaciones de wy w' son iguales, es decir, los planos son coincidentes.

Haciéndolo por rangos:
T =11

Rango =1
J [1 —1 1]

Rano1_112—1
E T =112

Los planos son coincidentes.

105 | Estudia las posiciones relativas de los trios de planos siguientes.

a) m4x+y+3z+2=0
w:—3x+5y+4z—7=0
" y+3z—6=0

b) m:x—2y+4+3z—1=0
w:2x+y—z4+5=0
T 7x—4y+7z4+7=0

Q m6x—3y+9z—1=0
w:—X+2y—z4+1=0
714X —2y+62+5=0

d m2x—-3y+z=0
T 2x—y+4z4+5=0
T 6Xx—5y+9z—1=0

4 1 3 4 1 3
a) |-3 5 4/=4=0—->Rango| -3 5 4|=3
01 3 01 3
4 1 3 2
Rango| -3 5 4 —7|=3
01 3 -6

Los planos se cortan en un punto.
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T =2 3
2 1 —=1|=0
—4 7
1T =2 3
1T =2
=5=0—>Rango |2 1T =1]=2
2 7 -4 7
T =2 -1 1T =2 3 -
2 1 5|=0—>Rango| 2 1T =1 5|=2
7 -4 7 7 -4 7 7

6 -3 9
-1 2 —=1|=0

4 =2 6

6 -3 9
6 —3
=9=0—->Rango| -1 2 —1|=2

- 4 -2 6

6 -3 -1 6 -3 9 -1
-1 2 11=51=0—>Rango| -1 2 -1 11=3

4 =2 5 4 =2 6 5

Como wy ' son paralelos:

6 -3 9 —1
P

4 2 6 7

Tenemos dos planos paralelos que cortan al tercero.

-3 1

—1 =0

-5 9

3 2 =31

_1 =4=0—>Rango |2 —1 4|=2

B 6 -5 9

-3 0 2 -3 1 0

-1 5|=—-4=0—->Rango|2 -1 4 5|=3
6 —5 —1 6 =5 9 -1

Como no hay planos paralelos, los planos se cortan dos a dos.
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106 | Determina la posicion relativa de las siguientes rectas:

IX+5y—7z2—-12=0 r~5x—5y—z—16:0
2x+3z4+11=0 ' 3x—2y-7=0

7 5 =7
7 5 =7

2 0 3
2 0 3|=260=0—>Rango =3

5 =5 -1
5 =5 —1

3 =2 0
7 5 =7 =12 7 5 =7 =12
2 0 3 11 2 0 3 11

= —552 = 0 = Rango =

5 =5 =1 =16 5 =5 -1 -16
3 =2 0 -7 3 =2 0 -7

Las rectas se cruzan.

107 | Determinese si el plano w: 2x + 3y — 4 = 0 corta o no al segmento de extremos
A(2,1,3)yB(3,2,1).

Calculamos la ecuacion de la recta que pasa por Ay por B.

AB=(1,1,-2)
X=2+t
X—2 y—1 z—3
rry=1+t -r: = =
z7=3-2t W W -2

X—2=y—1 x—y—1=0
= >
—2x+4=z-3 2x+2z—-7=0

1T =10 1 =10
2 0 1|=-5=0—->Rango|2 0 1(=3
2 30 2 30
T =1 0 =1
Rango|2 0 1 —7|=3
2 30 —4

Larectay el plano se cortan en un punto. Calculamos su interseccion.

2(2+r>+3(1+r)—4_0—>r_—3—>P[

7221]
5

555
Este punto no esta situado entre Ay B, por tanto, el plano no corta
al segmento.
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Xx=5_y+2_z y la recta s dada
2 —1 4

Searlarecta de ecuacién

3x—2y+z:2}
por .

—X+2y—3z=2
a) Determina la posicion relativa de ambas rectas.
b) Halla la ecuacién del plano que contiene a la recta ry es paralelo a la recta s.
(Andalucia. Afio 2006. Modelo 4. Opcion A. Ejercicio 4)

3x—2 2 e Q(2,2,0
a) s T yt+z= Ssy=2+42t s: _)( 2,0)
y—2z=2 v={(1,2,1)
z=t
P(5,—=2,0 —
] Pl ) PO = (~3,4,0)
U=(2,-1,4)
2 -1 2 =1 4
=5=0— Rango =2
1 2 1 2 1
2 =1 4 2 =1 4
1 2 1}/=35=20—>Rango| 1 2 1|=3
-3 4 0 -3 4 0
Las rectas se cruzan.
X=5 y+2 =z
b) m:| 2 -1 4|=0->m9x—-2y—5z—-49=0
1 2 1
Sean ry s las rectas dadas por:
r_2x—y=m S X+y=2
'z+2y=3 ‘x+2z=3

a) Halla m para que ambas rectas se corten.
b) Param =1, halla la ecuacién del plano que contienearyas.
(Castilla y Leén. Junio 2006. Prueba A. Problema 1)

a) Elrango de la matriz de coeficientes y de la ampliada tiene que ser 3.

2 =10
o 0 21
2 1|=-3=0—-Rango =3
1 10
10
1T 0 2
2 =10 m 2 =10 m
o 2 1 3 o 2 1 3
=5m—>5 — Rango =3->m=1
1 10 2 1 10 2
10 2 3 1 0 2 3
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2 1 ot
= }—)r:y_—H-Zt

L o —
z+2y=3 7=5_ 4
5 X=3-2t
L ry= —Ssy=—14+2t
X+2z=3
z=t

El plano que buscamos pasa por el punto A(0, —1,5) € ry tiene
como vectores directores los vectores directores de las rectas ry s.

X y+1 z=5

w1 2 —4 |=0->m10x+7y+6z-23=0
-2 2 1

110 | Estudia, segun los valores del pardmetro k, la posicién relativa de las rectas siguientes:

k= ytt _z X _Y=2_,.5
2k—1 2 k+1 —1
P(k, —1,0 0,2, =2 ~
r: _)( ) s: _Q)( ) PQ = (—k, 3,—-2)
u=1(1,2k=1,2) v=(k+1-11
1 2k—1
=—k(2k+1)
k+1 =1
1
=-2k—1
k+1
2k —1 2:2k+]
1 2k—1 2 L
k+1 =1 1 =2k +7k+3 ; 2——1
—k 3 =2
k=-3
2k +7k+3=0— 1
T

. SikeR —{—3, —;}: el rango de la matriz formada por 4, vV'y PQes 3

y el de la matriz determinada por U’y v es 2, por tanto, las rectas se cruzan.
+ Si k= —3:los rangos de ambas matrices valen 2, luego las rectas son secantes.

. Sik= —%: el rango de la matriz formadapor U, V'y PQes 2 y el de la matriz

determinada por Uy v es 1, por lo que las rectas son paralelas.
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1 , x=14+X
Dadas las rectas: r: X_ Y- _zZ- sty=342X
1 —1 —3 214N

a) Estudia su posicion relativa.
b) Calcula la ecuacion del plano que contiene a larectary es paralelo a larectass.

(Galicia. Septiembre 2007. Bloque 2. Opcion 2)

a) r;{i(o']'Z) 5:{8(113’1) P—5=(1,2,—1)
u=(1-1-3) v=(1,2,1

1T =1 1T =1 =3

=3 = 0— Rango =2
1 2 1 2
1T -1 =3 1T -1 =3
1 2 1|=—-6=0—Rango|1 2 11=3
1 2 =1 1 2 =1

Las rectas se cruzan.

X y—1 z-=-2
b) mi|1 -1 =3 |=0->mb5x—4y+32z-2=0
1 2 1
Dadas las siguientes rectas: X—a _ y+1 = z+1 X+y—z=0
) 1 2 2x+z=1

calcula el valor de a de tal manera que ambas rectas se corten. Determina el punto
de corte.
(Baleares. Septiembre 2004. Opcion A. Cuestion 4)

X=t
—z=0 1,1
S:XZy ‘ 1}—)5:)/:13t 5:{_0,(0'1' )3 5
X+z= -t v={(1-3-2)
P(a,—1,—1 —
pfPla == PO =(-0,2,2)
u=1(-2,-1,2)
-2 -1 -2 =1 2
=7 =0 — Rango =2
1 =3 1 =3 =2

Las rectas se cortan si la matriz formada por U, V'y PQ tiene rango 2.

-2 =1 2

1 -3 =2|=0->10-8ad=0—>a=—

—a 2 2

i72>\=t )\zi

N - 4%Pi—i L es el punto de corte
—1=X=1-3t . 3 4 ) P ’
—14+2X=1-2t 4
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113 | Seanr, yr,las rectas de ecuaciones: r;:

x—2z—-1=0 r'x+y+z—1=0
¥ _2y+4+2z—a=0

y—z—-2=0

Determina el valor de a para que r; y r, sean coplanarias.

Las rectas son coplanarias si no se cruzan. Asi, la matriz formada por las dos rectas
no puede tener rango 4.

1 0 -2 -1

0 1T =1 =2
=—4a-16=0—>a=-4

1 1 1 -1

0 -2 2 —a
X=2+t

114 | Se consideranlarectar:y =2+ 2t ,elplano w:2x —4y —2z=0

z=3+43t

y el punto P(1, 1, 1). Se pide:
a) Determinar la ecuacién del plano ; que pasa por el punto Py es paralelo al plano .
b) Determinar la ecuacién general del plano T, que contiene a la recta r

y pasa por el punto P.

X=X\ x—=1 y—=1 z-1
a) ™Y =H ] 0 1 |[=0->mix—2y—2z42=0
Z=XN—2u 0 1 -2
2,2,3 —
b) r _Q)( ) PQ=(1,1,2)
u=1(1,2,3)
x=1 y—=1 z-1
UPHI 2 3 |=0-=mux+y—z—1=0
1 1 2

5x — z=0
115 | Calcula a para que la recta: r: y+
X—y—z=-—4

} sea paralela al plano
T:aX —6y +4z=>5.

—1 T 0 5 -1 T 0
-1 =1 —4|=18=0—>Rango|1 -1 -1 —4|=3
-6 4 5 a —6 4 5

La recta es paralela al plano si la matriz de coeficientes tiene rango 2.
5 =1 1

1T =1 =1|=2a-52=0—>a=26

a —6 4
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Sea w el plano de ecuacién 2x + 3y + 4z = ay rla recta que contiene
al punto P(1, 1, —1) y tiene como vector de direcciéna v =(1, 2, —2).

{Existe algun valor de a para el cual la recta esté contenida en el plano? Razonar
la contestacion en caso negativo. En caso afirmativo encontrar el valor de a.

(Pais Vasco. Julio 2006. Bloque B. Cuestion B)

r: Xl _y=l_ z4] —>r:2X_y_1}
1 2 —2 2x+z=1
2 -1 0 2 -1 0
2 0 1=0 2 _1:2¢0—>Rango 20 1
2 3 4 20 2 3 4
La recta esta contenida en el plano si la matrizampliada tiene rango 2.
2 =11
2 0 1|=2a—-2=0—->a=1
2 3 a
¢Para qué valores del pardmetrom larecta: x =y +1= ”_% es paralela

al plano 2x + y + z = 9?7 Determinar el punto de interseccién de la recta
y el plano param = 2.

(Aragon. Septiembre 2006. Opcion A. Cuestion 4)

ol I
3x=11—-mz 3x+mz=11

T =1 1 1T =1 0 1

3 0 M=-3=0—>Rango|3 0 m 11|=3
2 1 9 2 1 1 9

La recta es paralela al plano si la matriz de coeficientes tiene rango 2.

T =10

30 m=3-3m=0->m=1

2 11
T =1 0

; _(l =3=0—-Rango|3 0 m|=2
2 T

Calculamos la interseccion param = 2.
X=t
Sim=2-ry=-1+t
1M 3
7=——=t
2 2

m 3

Sustituyendo en el plano:

=2

20—1+t4+——=—t=9—>t=3—> P(3, 2, 1) esel punto de interseccion.
2 2
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118 | Estudiar la posicién relativa del plano w:5x + Ay —2z+1=0

2x—y =1 , )
ylarectar: y } segun los valores del parametro .

X—y+2z=-1

—2 1 5 N =22 1
2 0 —1|=20=0—>Rango|2 -1 0 —1|=3
T2 1 T =1 2 1
2 -1

=—1=0

I
5 X =2
2 -1 0|=-4X-8
T =1
o Sin= -2

El rango de la matriz de coeficientes es 3 y coincide con el de la matriz ampliada,
por tanto, la recta y el plano se cortan.

« Six=-2

El rango de la matriz de coeficientes es 2, distinto al de la matriz ampliada,
asfla rectay el plano son paralelos.

119 | Sean los planos:
m:2x+3y4+z=2
Ty:Xx+y—z=1
a) Determina la posicion relativa de los mismos.

b) Calcula una recta que esté contenidaenel plano wy: x +y —z =1,
sea paralela a la interseccién de esos dos planos y que pase
por el punto (5, —3, 1).

2 3 2 3 1
a) = —1= 0 —Rango =2
11 T 1 =1
2 3 1 2
Rango =2
T 1 =11
Los planos son secantes.
2x+3y+z=2 2x+3y+z=2 f=1ma
b) r: XAy z=2l L XAyt = —>ry=3t
X+y—z=1 3x+4y =3
7=t
El punto (5, —3, 1) pertenece a esta recta (t = —1), por tanto, dicha recta

es la que cumple las condiciones del ejercicio.
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120 | Consideramos las rectas:

'x+y=5} , y=1} 'x—y=1}

: : r3:
y+z=2 2x+y+z=6 3y—z=3

n
Se pide:
a) Demuestra que las rectas r; y r, se cortan en un Unico punto.

b) Halla las ecuaciones en forma continua de la recta que pasa por el punto
deinterseccionder; y r, y es paralela ars.

(Castilla-La Mancha. Junio 2007. Bloque 4. Pregunta A)

1T 10 110
a) |0 1 1|==1=0—Rango|0 1 1
10 010

=3

0 5

12
=0 — Rango

0 1

1

—_ O O —
—_ O O —
A = N W

1
1
1
1 6 11

Las rectas r; y r, se cortan en un punto.

Xx+y=>5
+z=2

b) y : — P(4,1,1) es el punto de interseccién de r, y r,
y:
X+y+z=6

r=at 4 1 i
rpy=3+t} larectaess: 22 =Y "1 _ 2~

z=t

121 | Estudie si existe alguiin punto que pertenezca a la vez a los tres planos siguientes.
Calcule los puntos en comun (si existen).

x=1+X
T:X—y+z=0 ™1z =2y Ty =1+X+p
z=1+4+2X—p
(Murcia. Septiembre 2007. Bloque 2. Cuestion B)
x—=1 y—=1 z-1
w3 ] 1 2 |==-3x+y+z+1=0->73:3x—y—z—-1=0
0 1 —1
T =1 1 T =1 1 T =1 10
0 2 —1|=—-6=0—->Rango|0 2 —1|=Rango|0 2 —1 0|=3
3 =1 =1 3 -1 -1 3 -1 =11

Los tres planos se cortan en un punto.
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x=—
X—y+z=0 X—y+z=0| x—-y+z=0 °
2y —z=0t—> 2y—z=0;—> 2y—z=0 — y:—%
3x—y—z=1 2y —4z =1 3z=-1 1
7=
3
. o 1 1 1
El punto de interseccion es: P| —, ——, ——
6 6 3

122 | Discute, segun los valores de g, la posicion relativa de los siguientes planos
indicando las figuras que determinan (no es necesario resolverlo).

m:(a+)x+y+z=3 T X+2y+az=4 T™3:X+ay+2z=2a

a+1 1 1
1 2 al=—-ad*>-a>+6a
1 a 2
a=20
- —ad*+6a=0>—-a(@>+a—-6)=0—>1{a=2
a=-3

« SiaeR—{-3,0, 2}:elsistema formado por las ecuaciones de los tres planos
es compatible determinado, es decir, los planos se cortan en un punto.

—2X+y+z=3
«Sia=-31 x+4+2y—3z=4
X—=3y+2z=-6

-2 1
= —5 = 0 — Elrango de la matriz de coeficientes es 2.
1
—2 1 3
1 2 4|=-5=0->Elrango de la matrizampliada es 3.
T =3 —6

Como no hay planos paralelos, los planos se cortan dos a dos.

x+y+z=3
+Sia=0 x+2y=4
X+2z=0

= 1= 0 — Elrango de la matriz de coeficientes es 2.

11 3
1 2 4|=-2=0 — Elrango de la matrizampliada es 3.
10 0

Como no hay planos paralelos, los planos se cortan dos a dos.
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3x4+y+z=3

e Sia=2x+2y+2z=4
X+2y+2z=4

301

- = 5= 0 — Elrango de las dos matrices es 2.

Dos planos coinciden y cortan al primero en una recta.

Determina ay b para que los planos:
X+y+z=2 2x+3y+2z=3 ax+ 10y +4z=>
se corten en una recta r. Da algun tipo de ecuaciones para r (las que quieras).

(La Rioja. Septiembre 2007. Propuesta B. Ejercicio 5)

11
2 3

=1=0

Los planos se cortan en una recta si el rango de la matriz de coeficientes
y de la ampliada es 2. Entonces:

T 11

1W=14-2a=0—>a=7
a 10 4
T 1 2

3/=b—11=0—>b=1
7 10

, x=1-=2t : :

:2X+3y+z_3}—>r:y:t Sp Xl Y 2T
X+3y+z= P14t -2 1 1

En el espacio se consideran los tres planos de ecuaciones:
TiX+2y+z=1 T:px+y+pz=1 T3ipx+y+2z=1
donde p es un pardmetro real.

a) Averiglie para qué valores de p los tres planos se cortan en un Unico punto.
Halle este punto cuando p = 1.

b) ;Hay algun valor de p que hace que la interseccion comun sea una recta?
Si es asi, escriba la ecuacion vectorial de esta recta.

. . . 1
c) Encuentre cudl es la posicion relativa de los tres planos cuando p = ES

(Cataluiia. Junio 2007. Problema 6)

a) Los planos se cortan en un punto si el rango de la matriz de coeficientes
y de la ampliada es 3.

120 :
p 1 p|l=2p*>-5p4+2=0— P=73
p 1 2 p=2
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« SipeR— {1, 2}: el sistema es compatible determinado, es decir,
2

los tres planos se cortan en un Unico punto.

« Sip=1:
X+2y+z=1 X+2y+z=1 x =1
X+y+z=1t-> y=0r—>{y=0
X+y+2z=1 y—2z=0 z=0

El punto de interseccion es P(1, 0, 0).
b) Sip=2:
X+2y+z=1
2X+y+2z=1
2X+y+2z=1

1 2
=—-3=0
2 1

Como la segunda'y la tercera ecuacion son iguales, el rango de ambas
matrices es 2.

Un plano corta a dos planos coincidentes en una recta.

1
X=——t
dy+z=1 ’ 1
p XEyFE=I 1 _>,(le,2)—[,,O]—H(—T,O,U
2x+y+2z=1 y=3 33
7=t

Q) Sip:%:

X+2y+z=1

iX—l— +lzf1
2 Y 2

%x—i—y-ﬁ-Zz:]

1

- 3

2= B = 0 — El rango de la matriz de coeficientes es 2.
2

3
1 1= - # 0 = El rango de la matrizampliada es 3.

1

Como los dos primeros planos son paralelos, el tercero los corta en dos rectas
paralelas.
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Halla la ecuacion del plano & que pasa por el punto P(3, —1, 4)
y es paralelo a las rectas:

5x—y+3z—4=0 X +1 y—2 z42
n: r: = =
2x—y+z—-1=0 1 2 -3

(Navarra. Junio 2008. Grupo 1. Opcion A)

5 37-4=0 x=1ma
X Ty Ezma= Sroy=1—t
3x+2z—3=0
z =73t

El plano que buscamos pasa por (3, —1, 4) y tiene como vectores directores
los vectores directores de ry y r,.

Xx—=3 y+1 z—-4
| =2 —1 3 |=-3x-3y—-3z2418=0->mx+y+2z-6=0
1 2 -3

Halla las ecuaciones paramétricas de una recta sabiendo que corta a la recta r
de ecuaciones x = y = z, es paralela al plano « de ecuacién 3x + 2y —z=4
y pasa por el punto A(1, 2, —1).

(Andalucia. Aho 2006. Modelo 6. Opcion B. Ejercicio 4)

Determinamos los vectores directores de .

X=X\
TiI3X+2y—z=4->y=p
Z=—443XN+2p
Calculamos la ecuacion del plano paralelo a «© que pasa por A.
x—1 y—=2 z+1
w1 0 3 |[=0->7:3x+2y—2—-8=0
0 1 2
Hallamos el punto de interseccion de la recta r con este plano.
rx=y=z
T3X+2y—2-8=0—-23x+2x—x—-8=0->x=2
El punto de interseccion del plano conlarectar:x=y=zesP(2,2,2).

La recta que se pide pasa por Ay por P.

AP=(1,0,3)
x=1+t

riy=2
z=—143t
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127 | Estudiay resuelve, segun los valores de X\, el sistema:

X+y+z=2
2X—y =X
y+3z=X

xX—y+2z=0

Si las dos primeras ecuaciones representan una recta ry las dos ultimas otra recta s,
interpreta geométricamente los resultados obtenidos.

1 1
1 11
2 =10
—1 0|=-7=0 - Rango =3
o 13
13
1T =1 2
1 T 1 2
2 =1
0 X:14x7w4:0%x:1
0 1 3 X
T =120

« Six= 1: el sistema es incompatible y las rectas se cruzan.

« Six = 1:el sistema es compatible determinado, es decir, las rectas se cortan
en un punto.

7x+8y—z=0

128 | Estudia la posicién relativa de los cuatro planos siguientes: X—y=—4
2x+3y—5z=-1
x+y=0
7 8 —1
7 8 —1
T =1 0
[ 0|=70=0 — Rango =3
2 3 =5
2 3 =5
1 1 0
7 8 =1 0 7 8 =1 0
1T =1 0 —4 1T =1 0 —4
=14 = 0 — Rango =4
2 3 =5 -1 2 3 =5 -1
1 T 0 0 1 T 0 0

Los cuatro planos no tienen una interseccion comun. Estudiamos las posiciones
relativas de los tres primeros planos.

7 8 —I 7 8 —I 7 8 =1 0
1 =1 0|=70->Rango|1 -1 O|=Rango|1 -1 0 —4|=3
2 3 =5 2 3 =5 2 3 =5 -1

Los tres primeros planos se cortan en un punto. Como el cuarto plano
no es paralelo a ninguno de los otros tres, este plano corta en una recta
a cada uno de los otros planos.
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SOLUCIONARIO 4

Considera las rectas:
z—5 . x—=5 _ y—4 zZ—m
2 -2 —1 2

rx—3=y—4=

dondem e R.
a) Estudia, segun los valores del parametro m, las posiciones relativas de las dos
rectas. En caso de que se corten las rectas ry s, calcula el punto de corte.
b) Cuando sean coplanarias, determina la ecuacién general del plano que las contiene.
c) Estudia la posicién relativa del plano del apartado anterior con el plano que pasa
por los tres puntos: A(3, 4, 5), B(5,4, —3) y C(1, 2, 1).
Indicacién: No es necesario construir el plano que pasa por esos tres puntos.
(Cantabria. Septiembre 2006. Bloque 3. Opcion B)

5 o [PBAS . [oG.4m)
lu=01,1,2) V=(=2 -1,2)

—

PQ=(2,00m—15)
1
1—1:¢O—>Rango[ ; ] 2]:2

-2 =1 -2 =1 2
1 1 2

-2 =1 2 |=m+3

2 0 m-5

+Sim+3=0->m=-3

El rango de la matriz de coeficientes es 2 y el de la ampliada 3, las rectas se cruzan.
+Sim+3=0->m=-3:

El rango de las dos matrices es 2, las rectas son secantes.

Calculamos en este caso la interseccion entre las dos rectas. Para ello
igualaremos las ecuaciones paramétricas de ambas rectas.

34 X=5-2t \ 5
A4 xN=4—t —>{ _2_ — C(1,2, 1) es el punto de corte.
54+ 2N=-3+2¢ =

b) Las rectas son coplanarias si son secantes, es decir, sim = — 3.

El plano que buscamos pasa por P(3, 4, 5) € ry tiene como vectores directores
los vectores directores dery s.

x—3 y—4 z-5

w1 1 2 |=0->m4x—-6y+2z4+7=0
-2 —1 2
o AB45€r
B(5,4,-3)er
c(,2,1) 1—-3=2—-4=1-5->Cer

Los puntos A, By C pertenecen a las rectas ry s por lo que también estan
en el plano. El plano que pasa por estos tres puntos es coincidente
con el anterior.
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PREPARA TU SELECTIVIDAD

1 | Responde a estas cuestiones.
a) ;Estan alineados los puntos A(1,0, —1), B(—1, 1,2) y C(3, 0, 1)? Justificar
la respuesta.
b) En caso afirmativo, determinar la ecuacién de la recta que los contiene.
En caso negativo, determinar la ecuacion del plano que pasa
por los tres puntos.

—

a) AB=(=21,3) AC=(2,0,2)

Los vectores ABy AC no son proporcionales, por tanto, los puntos A, By C
no estan alineados.

x=1 vy z+1
b) m:| =2 1 3 |=2x4+10y—-2z2—-4=0—>m:x+5y—-2z-2=0
2 0 2

3x4+y+z=0
2 | Encontrar las ecuaciones paramétricas de la recta dada porr: .

X—y+2z=0
¢Existe algun valor de s tal que el punto (—3, s, s) pertenezca a la recta?
Razona la respuesta tanto en caso afirmativo como negativo.

; 0 X = —3t

r: X4+y+32—0}_”: y =5t

K= 7 =41
—3=-3t|>t=-1

s=5 —>s=-5
s=4t | — —5= —4 — Noexiste valor de stal que (=3,s,5) € .

3 | Calcula la ecuacién de una recta que pasa por el punto de interseccion
delplano®:x+y —z+6=0 conlarectas: i:y— 2=2z+ 1yesparalela

3x+y—4=0
4x—3y+z—1=0]

alarectar:

X =3t
Ssy=2+4t¢t
z=—1+t

Calculamos la interseccion entre sy .
ﬂ:X+y—Z+6:O—>3t+2+t—(—1+t)+6:O%T:—3
P(=9, —1, —4) es el punto de interseccion del plano y de la recta s.



SOLUCIONARIO 4

:4 3;+y_jig}—>r:y—4—3r
Xoytz-i= =13-13t
X=-941

La recta que buscamoses: r': y = —1—3t
z=—4-13t

z—2
S

Consideraunplanow:x+y+mz=3ylarectar: x=y —1=
a) Halla m para que ry = sean paralelos.

b) ;Existe algun valor de m para que la recta r esté contenida en el plano =?

(Andalucia. Septiembre 2005. Opcion A. Ejercicio 4)

a) Si2+2m=0->m=-—1:
El rango de la matriz de coeficientes es 2 y el de la matrizampliada es 3.
La recta ry el plano w son paralelos.

b) Elrango de la matrizampliada es 3 para cualquier valor de m, por lo que no hay
ningun valor para el que la recta r esté contenida en el plano .

Estudia la posicion relativa de los planos:

TX+y+2z=2 B:2X+my+2mz=2+m omx+2y+Q2+mz=0
segun los valores de m.

(Cataluna. Septiembre 2007. Cuestion 2)

11
=m-2
2 m
11 2 T 2
2 m 2m |=m’—4m+4 2 m 24m|=4—m?
m 2 24+ m m 2 0

« Sim = 2: el rango de la matriz de coeficientes y el de la matrizampliada es 3,
los planos se cortan en un Unico punto.

« Sim = 2:elrango de la matriz de coeficientes y el de la ampliada es 1,
los planos son coincidentes.
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6 | Dadaslasrectasy: X —1 = Y F1 _ 2=k y s:
—1 1 1 3x+z=1

_x—y+z=3}

a) Hallar el valor de k para que las dos rectas estén contenidas en el mismo plano.

b) Para el valor de k obtenido en el apartado anterior, determinar la ecuacién
general del plano que las contiene.

g pXTIE Ty Xy =0 }

‘X—1=—z+4k X4+ z=k+1

Las rectas son coplanarias si no se cruzan, es decir, si la matriz ampliada

no tiene rango 4.
1 10 0
1 0 1 k+1
1T =11 3

3 0 1 1

—>k—-4=0->k=4

Si k =4, las rectas estan contenidas en el mismo plano.

T 10
b) |1 0 1]|=1=0—-Rango
T =11

1 10
0 1
=11
30 1

Rango

- w u1 O

Si k =4, las rectas se cortan en un punto.

Calculamos el punto de interseccién entre ry s.

Xx+y=0 X =-=2
X+z=5

=3 y:—2

X—y+z= L7
3x4+2z=1

El punto de interseccién entre ry ses P(—2,2, 7).
Determinamos un vector director de s.

X =t
X—y+z=3 _
s: —>sy=-2-2t v=>,-2-3)
3x+z=1
z=1-3t

El plano que buscamos pasa por P(—=2,2,7) € rN s y tiene como vectores
directores los vectores directores de ry s.

X+2 y=2 z-7
| —1 1 1 |=—x—-2y+z-5=0->mx+2y—2z+5=0
1 -2 -3



SOLUCIONARIO 4

Sea r la recta definida por x—2 = y —k = iysla recta definida
3 4 5
orX+2 _y—-1_2z-3

1 2 3

p

a) Halla k sabiendo que las rectas ry s se cortan en un punto.
b) Determina la ecuacién del plano que contiene a las rectas ry s.
(Andalucia. Aiio 2007. Modelo 3. Opcion A. Ejercicio 4)

? r:{i(z'k'o) 51{3(_2’1'3) PO =(~4,1—k3)
U=(3,4,5) Uu=(-1,2,3)
3 4 3 45
=10= 0 — Rango =2
-1 2 -1 2 3
5
Lasrectas se cortansi Rango| —1 2 3|=2
—4 1—k 3
3 4 5
12 3|=8tik=0ok=-2
41—k 3 /

b) Elplano que buscamos pasa por Q(—2, 1, 3) € sy tiene como vectores
directores los vectores directores de ry's.

xX+2 y—1 z-3

| 3 4 5 |=2x-14y+10z2-12=0—>mx—-7y+52—-6=0
—1 2 3

5x — z=0
Calcula el valor de a para que larecta r: y+

4 } sea paralela
al plano w:ax — 6y + 4z ="5. X—y—z=-

(La Rioja. Junio 2002. Propuesta B. Ejercicio 2)

Para que la recta y el plano sean paralelos, el rango de la matriz de coeficientes
debe ser 2,y el de la matriz ampliada, 3.

5 -1
=—4=0
1T =1
5 =1 1 —1 1 0
T =1 =1{=2a-52 -1 =1 —4|=18=0
a —6 4 -6 4 5

El rango de la matrizampliada es 3 para cualquier valor de a. El rango de la matriz
de coeficientes es 2 si se cumple:

20—52=0—>a=26
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 LITERATURA Y MATEMATICAS

| La cometa dorada

[En la dltima clase de matematicas, antes del examen final, el pro-
fesor Novéak intenta ayudar a su alumno Vili y le pide que hable de
cualquier tema. Vili, siguiendo la explicacion que inicia Novak, elige
las variaciones.]

—Tracemos una recta —dijo Vili senalando la pizarra con la idea de

1 aprovechar el paseo hasta la tarima para mover los musculos.

—Como quiera —repuso Novak, sorprendido—. Trace esa recta. Pero no
aqui, sino mentalmente.

| —Que sea AB.

—O CD —propuso contrariado Novak; ya veia que el muchacho no
tenfa la menor idea de lo que estaba hablando.

Vili le seguia la corriente aferrandose a sus palabras como a un sal-
vavidas.

—Pues que sea CD —repitid.
—O XY —sugirio el profesor, complicandolo todavia mas.
—O XY —cedi6 Vili.

—Pero ;qué es lo que pretende con esa recta? —exclamo por fin No-
vak-. ;Para qué va a utilizar la recta en las variaciones? Definitivamen-
te, no lo entiendo. [...]

—Me he hecho un lio —balbuce¢ Vili.
—¢Con qué, hijo? ;Si hasta ahora ni ha abierto la boca!

El profesor propuso otro ejercicio: trazar una perpendicular a un pla-

no oblicuo. Vili repetia como un loro, pero cuando Novak lo interro-

gaba, se quedaba mudo, desamparado, sin saber qué decir.

s Afligido por tanta incomprension, Novak se prometio a si mismo que,
=% por mucho que le costara, conseguiria que aquel chico entendiese.

[...] Vili miraba al profesor y pensaba: «Para éste es tan facil». Pero en

vez de visualizar la imagen del plano inclinado y la linea perpendicu-
y lar, conceptos totalmente ajenos a él, solo veia los ademanes bruscos

del profesor, que gesticulaba como un saltimbanqui: sus dedos, sus
anillos incluido el de cornalina, revoloteaban en el aire. Las abstrac-
ciones no eran el fuerte de Vili. Solo le resultaba inteligible la realidad
mas inmediata, lo visible y palpable.




SOLUCIONARIO

La cometa dorada

Dezso Kosztolanyi KOS Z[:IL(/)\ EA NY]I
Uno de los protagonistas de esta novela, LA COMETA DORADA
que se desarrolla en una ciudad de Hungria, es un joven e

llamado Vili al que no le gustan ni las matematicas
ni la fisica. Una tarde abre en su habitacion el libro
de fisicay observa durante un rato esta férmula:

g=5+ 4R 6052@_247#?
T’g

r’g

cos’p

Se le fueron las ganas de vivir. «;Qué sentido tiene esto?
—se pregunté confuso—. ;Quién inventa estas cosas para
amargarle la vida a los alumnos?» Sinti6 rabia.

Se le hizo un nudo en la garganta. Los estupidos ntimeros
se arrastraban frente a ¢l como gusanos, mientras

que las letras lo hacian como larvas.

Mientras esperaba al profesor particular, traté de resolver algunos problemas de mateméticas:

Podia pasar horas leyéndolos, pero en vano: «Un sefior compro cinco metros de pano...»,
«Ocho anos atras un padre era cien veces mas viejo que su hijo; ocho afios mas tarde

solo le faltaban cuatro afios para ser tres veces mayor que el mismo hijo...»,

«Un hombre rico que contrata a dos jornaleros...» Fijandose solo en lo anecdotico

y sin preocuparse de lo que habia que resolver, fantaseaba divertidas situaciones

con los personajes de los problemas. Se dejaba envolver como en un lento sueno,
imaginandose los pormenores: el color del pafio, quiénes eran el padre y su hijo, si ese sefior
tendria barba, si sabria el chaval montar en bicicleta y donde viviria el rico... Pero, cuando
llegaba el momento inevitable de vérselas con los nameros, desbaratado su juego,

se justificaba argumentando: «Pero, vamos a ver, ;quién necesita ese pafio? Yo, seguro que no.

Esta mas que claro que el padre, el hijo y el rico, todos, son unos burros y no sirven para nada».

En la escena que se narra en el texto, el profesor de matemaéticas y fisica, Antal Novak,
preocupado porque Vili no ha aprendido nada de lo que ha explicado durante el curso, trata,
sin éxito, de ensefarle algo antes del examen final.

Determina la ecuacion de la recta perpendicular al plano horizontal z= 1 que pasa
por el punto (—1, 3, 2). Como ves, este problema es sencillo. Pero ;como se haria
si fuese el plano inclinado 2x — y +z=1?

Una recta perpendicular al plano horizontal z = 1 tiene por vector director m= (0, 0, 1).
Por tanto:

Punto: P(-1,3,2) ="
) - —->ry=3
Vector director: n= (0,0, 1) =24

Siel plano es 2x — y 4+ z = 1, un vector perpendicular a él es 7 = (2, —1, 1). Por tanto:

Punto: P(-1,3,2)

S sy=3-X
n=(2,-1,1 Y

} x=—=14+2X
z=2+X

Vector director:
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Producto escalar

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 |Siu=(1,—1,2),v=(0,2, —4) yw=(—7,0,7), hallalos vectores.
a) U—3v+w

1 -

b) v+ —w
3
9 2@—V)+ LW
3 3
a U—=3v4+w=0(>1,-,2)=3(0,2,—-4)+(=7,0,7)= (=6, —7,21)
b) 7+1~v7:(0,2,4)+[7,0,7]—[ 71_2,W9]
3 3 3 3
q i.(u_T/’)_,_i.W:g (1,—3,6)+[7,0,7]—[—5,—2,19]
3 3 3 3 3 3 3

002 | Calcula el médulo del vector AE, siendo los puntos:

a) A(1,1,1)yB(—1,—1,-1)

a) | AB] = (=27 +(=2r +(-2r =12 =2V3

b) | AB| = 2" +(—2) +2* =12 =23

003 | Halla un punto Cen el segmento AB, con A(1, 1, 1) y B(—1, —1, —1), de modo queR
sea la mitad que CB.

Llamamos C (¢, ¢, ¢;) al punto que nos piden.
A_f:(q—1,cz—1,c3—1) 55:(—1—c1,—1—cz,—1—c3)

_ —1—q —l-¢ -—1-
CB=>(g—-16-1¢—-1)= Q, < <

Como AC = i ,
2 2 2 2

Igualando coordenadas:

1—q

— 1
G—l=—>¢=—
3
1 1
G —1= -6 =—
3

1—c¢
G —1= Lo =—

El punto es C[1, i 1]4
3 3 3
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SOLUCIONARIO 5

ACTIVIDADES
001 |Calcula el producto escalar U - v, sabiendo que ' = (—1,1,0), | V| =2y el dngulo
que forman es o = 30°.
"J‘:\/(—Uz +1240° :\/5%277:‘3‘-"\7‘{05 a=+22-c0s30°=/6
002 |SiuyVvsontalesquetu=(—1,1,0),|V|=2ya=30°halla:
a) Proy; Vv b) Proy.u
a Uu-v= ‘U‘~‘7‘-cosa:‘ﬁ‘-Proy;7
Como‘?‘ =J=+12 =V2yT-v=16:
U-v= ‘U‘-Proy;7—> J6 =2 - Proy:v = Proy:v =3
b) u-v= ‘7‘-Proy77—> 6 =2-Proy-U — Proy;U = Vo
003 |Siu-v=2u-w=—1yV-w=2,calcula estas operaciones.
a) u-(w—Vv) Q 3w-(—2u+V)
b) —wW-QuU +V) d Qu+V)-(—w)
A U-(V—wW)=U-V+(=1)-(T-wW)=2+(=1-(=1)=3
b) —w-(2U+V)=(=2)-(W- W)+ (=1)- (W-V)==2-(=1)+(=1)-2=0
Q 3W-(2U+V)=(=6)-(W-U)+3-(W-V)=(=6)(=1)+3-2=12
d) QUAV) - (=) = (=2)-(T- W)+ (=D (V- W) ==2-(=D)+(=1)-2=0
004 | Dados los vectores U= (0, —1,0), v=(—1,—2,0)yw = (—4, 1, 1), efectia
las operaciones.
a) u-(w—1v) Q) 3w-(=2u+V)
b) —wW-QuU+V) d QU+V)-(—w)
a U-(w—=v)=(0,-1,0)-(=3,3,1)=-3
b) —w-QQU+V)=(4,—1,-1)-(=1,-4,0)=0
Q 3w (=20+V)=(-12,3,3)-(=1,0,0) =12
d) (QU+V)- (W) =(—1,-4,0)-(4,-1,-1)=0
005 | Halla el angulo que forman estos vectores.
a) U=(—2,3,00 v=(0,1,-1) b) U=(3,1,2) v=(0,—1,-1)
2) cosa = uvo (=2)-043-1+0-(=1) 3
a-[7] J—2r +3 40 Joe kP (-2 Va6
3
Q = arc cos = 53,96°
26
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u-v 3041 (=D +2-(=1) -3
b) cosa = —— = =
0]V VB2 Jo -y V@
u:arccosi:W24,54°

J28

006 | Discute, ayudandote de un ejemplo, cudndo el angulo que forman dos vectores
es igual al angulo que forman otros dos vectores paralelos a ellos.
{Pueden ser diferentes los dngulos?

Consideramos los vectores i = (1,2, —1)y v = (2, —1,0).
U-v=0—-cwsa=0—a=90

Dos vectores paralelos a los anteriores son, por ejemplo, U7 = (2,4, —2)
yVi=(4,-2,0).

U -vi=0->csa=0—a=090

El dngulo que forman dos vectores es siempre igual al angulo que forman otros
dos vectores paralelos a ellos.

007 | Calcula los vectores perpendiculares a estos.
a) u=(1,0,0) b) v=(1,1,0) o w=(0,11)

a) Tomamos Vv = (v, vy, V3).
U=(1,00LV=_(,v,Vv) > 1-v;+0-v, +0-v; =0
->vi=0,v; =\, Vs =p
(vi, v5, v3) = (0, \, ) = (0, X\,0)+ (0,0, ) = X(0,1,0) + (0,0, 1)
Los vectores (0, 1,0) y (0, 0, 1) forman una base de los vectores
perpendiculares a U
Todo vector perpendicular a U es combinacion lineal de ellos.

b) Tomemos U = (uy, Uy, Us).

v=010Lu0=U,uyu) = 1-uy+1-u, +0-u3; =0

SU ==l DU =\ U =—X\ U =}
(U, Uy, us) = (N, =X\, p) = X(1,-1,0)+p(0,0,1)
Los vectores (1, —1,0) y (0, 0, 1) forman una base de los vectores

perpendiculares a v,
Todo vector perpendicular a V" es combinacion lineal de ellos.

o) TomamosZ = (2,, 2, z3).

W=0111N1LZ=@,222) 212 +1- 2, +1-2 =0

D ==2) =723 > =—N—W, 2, =N, Z3 =}
(21, 25, z3) = (=N —p, N, ) = N(=1,1,0) + p(=1,0,1)
Los vectores (—1,1,0) y (—1,0, 1) forman una base de los vectores

perpendiculares a w.
Todo vector perpendicular a w es combinacion lineal de ellos.
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SOLUCIONARIO 5

008 | Encuentra el vector normal al plano:

T:3X—2y =241

Llamamos 1 = (n, n,, ns) a un vector genérico normal al plano .
Tomamos P(0,0, —1),Q(1,1,0) y R(2, 0, 5) puntos pertenecientes al plano.
Buscamos el vector n” que cumpla:

c T PQ=0-7-PO=(m n, n)-(1,1,1)=n+n +n =0
“H-PR=0=71-PR=(n, ny n)-(2,0,6)=2n, +6n =0

n = -3\
m-+n+n=0 -~
Resolvemos el sistema; ’ ’ mn=2X —>n=(=3X\2X\\)
2n,+6n; =0
ny =X\
Un vector normal al plano  serd, por ejemplo, cuando X = —1— n=(3, =2, —1).

009 | Encuentra los planos que pasan por el punto P(2, 1, 2) y son perpendiculares

a las rectas.
a)r X—2 _ y—3 _ z—1
2 2 3
-2 3z—1=0
by s: X 2T
X+2z=0

a) Un vector director de larectaesu = (2, 2, 3).
La ecuacion del plano es de la forma: 2x + 2y +3z+D =0
PorpasarporP(2,1,2) > 2-242-1+43-24+D=0->D=-12
Elplanoesw: 2x +2y +3z—-12=0.

S

Escribimos la recta en forma paramétrica:

X =—=2X\
X—2y+3z—1:0} —14+X
Sly=

X+2z=0 B 2
Z=X
X ==2\
1 1

rry= —54- 5>\ — Un vector director es U =

—_—

—2,],1].
2

Tomamos como vector director de la recta un vector proporcional
au—->Vv=(-41,D2.

Z=X\

La ecuacién del plano es de laforma: —4x + y +2z+D =0

PorpasarporP(2,1,2) > —4-2414+2-24D=0—->D=3

Elplanoesm: —4x —1y +2z+3=0.
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010 | Halla la ecuacion de la recta que pasa por el origen de coordenadas
y es perpendicular al plano:

X=3=-3X\+2p
TY=—X+}
z=2
;Cual es su punto de corte?
Escribimos la ecuacion del plano en forma implicita:
x=3 y z-=2
| =3 =1 0 |=—2z24+2=0->mz-2=0
2 1 0
Un vector normal al planoesn = (0,0, 1).

La recta que buscamos es el eje Z.

x=0
r:y =0 ryelpuntode cortedelarectay el planoes P(0, 0, 2).
Z=X

011 | Halla el haz de planos secantes y el haz de planos perpendiculares a la recta:

x=1_y+1_ z
1 -1 -1

r:

Hallamos la ecuacion de la recta en forma implicita:

—l=—y—1 =0
I'ZX Y — I X+y }

y+l1=z y—z+1=0
El haz de planos secantes es:
(X+y)+XN-(y—2z4+1)=0
El haz de planos perpendiculares es:
X—y—z+D=0

012 | Calculala ecuacién de la recta cuyo haz de planos perpendicularesesx —y+z+ D=0,
sabiendo que pasa por el punto P(0, 0, 0). ;Cual es su haz de planos secantes?
El vector director de larectaes vV = (1, —1, 1), y por pasar por el punto
P0,0,0)>rn =L 2
1 —1 1
Calculamos el haz de planos secantes:
X =— x+y=0
y}% g ]»—>(x+y)+My+z)—O
y=-z y+z=0
013

Halla el angulo que forman la recta r, que pasa por los puntos A(1, 1, 1) y B(0, 0, 0),
ylarectas: (x,y,z) =(—1,2,3) +X\(1,2, —3).

El vector AB = (—=1,—=1,—=1) es un vector director de la recta r, y el vector director
delarectasest = (1,2, —3).
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— o =arccos 0 = 90°

0
RN

Calcula el angulo que forman larectar: (x,y,z) = (0,0, 1) + X(1,0, —1) y el plano
de ecuacion m:x+y —3z+2=0.

La recta tiene por vector director i = (1,0, —1), y el vector normal del plano
esn=1(1,1,-3).

_ u-n 114014 (=1)(=3) 4
w177 _| | _

@A V2 V2

4
o = 90° — arc cos = 90° — 31,48° = 58,52°
J22
Calcula el angulo que forman las siguientes parejas de planos.
a) ™:3x—2y+z—3=0 wix—y—25=0
b) m:x+y+z=0 T x+2y+3z—2=0
Q m2y+2z—3=0 wi—y—2z42=0
a) El vector normal del plano wes i1, = (3, —2, 1), y el vector normal del plano ='
esn,=(1,—1,0).
e | 13- 14 (=2)(=1)+1-0] 5
cos o = = =

BRI N G N O N

Q= drc cos =19,07°

5
J28

b) El vector normal del plano wes i, = (1, 1, 1), y el vector normal del plano '
esn,=(1,273).
e | 11412413 6
R T N RN N e N oy
o = arc cos =22,21°

6
Va2
) Elvector normal del plano wes i1, = (0, 2, 2), y el vector normal al plano =’

esm,=(0,—1,-1).

mem| o042 (-D+2- (-] 4
IR N E SN ()
a=arccosl=0

s o =

Los planos son paralelos.
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016 | Halla el angulo que forman los siguientes planos:

X=1T—X+p
Ty =X+R
Z=X+p

(X, ¥, 2)=(=1,-12)+ X1, 1, )+ p0, 0, -1

Calculamos la ecuacion implicita del plano .
x—=1vy z
m| =1 1 1|=2y—2z=0-Vectornormal n; = (0,2,2)
1 11

Calculamos la ecuacion implicita del plano «'.

X+1 y4+1 z=-2
|1 1 1 |=—x+2y—2z+3=0-Vectornormalm,=(-1,2,-1)
1 0 —1

Calculamos el angulo que forman los dos planos.

a0 (=N+2:242:(=1)
oS = -0 = =
|- | NERNG Ja8
2
= drc cos =73,22°
\/ 48
017 | Encuentra la proyecciéon de los puntos A(0, 0, 0), B(—1, 1, 1) y C(0, 2, 0) sobre la recta r.
g X=3_y=2 _z-1 b) r:X+2Z:3}
3 2 T y—z=0

a) « Proyeccion del punto A.
0-3 0-2 0-

3 2
La proyeccion ortogonal de A sobre res A.

— A pertenece ar.

Proyeccién del punto B.

Calculamos la ecuacion del plano perpendicular a la recta rque pasa
por el punto B.

Vector normal: n=(3,2,1)

Punto: B(=1,1,1) }%3(X+1)+2(y—1)+1(z—1)_0

- T 3Xx+2y+2z=0

Calculamos el punto de corte de la recta con el plano.

x—=3 y=2 z-1 x=0
3 2 1 —>1y=0
3x+2y+2z=0 z=0

La proyeccion ortogonal de B sobre res Q(0, 0, 0).
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Proyeccién del punto C.

Calculamos el plano perpendicular a la recta r que pasa
por el punto C.

Vector normal: n=(3,2,1)

Punto: C(0,2,0) }%3()(_0)*'2()/—2)—%1(2—0):0

> m3x+2y4+z—-4=0

Calculamos el punto de corte de la recta con el plano.

6
X:7

X—3 -2 —1
_y :Z 4
3 2 1 - )/27
3x+2y+2z2-4=0 5
z=—

6
~

\I‘L

7
L 2
La proyeccion del punto Csobre res Q =
Proyeccién del punto A.
La ecuacién en forma continua de la recta res:

x—=3 y—0 z-0

2 —1 —1
Calculamos la ecuacion del plano perpendicular a la recta rque pasa
por el punto A.

Vector normal: m= (2, —1, —1)
2(x = -y - “)z—0)=
PUNtO: A0.0,0) } 22X =0)+(=(y —0)+(=1)(z-0)=0

- m2x—y—z=0

Calculamos el punto de corte de la recta con el plano.

9

X ==

X+2z=3 U
12
y—2z2=0;>1y=—
2x—y—2z=0 /
yme= 6
zZ=—

7

La proyeccion de A sobre la recta r es Q[ % % ?]

Proyeccién del punto 8.

Calculamos la ecuacion del plano perpendicular a la recta rque pasa
por el punto B.

Vector normal: 7 = (2,

—1,-1
QXN+ (=D =D+ (=D(z =1 =
Punto: B(—111) }—) X+D+(=D =D+ (=Nz-1)=0

S>T2Xx—y—z4+4=0
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Calculamos el punto de corte de la recta con el plano.

1
X=—
X+2z=3 /
y—2z=0;—> y:§
2x—y—z+4=0
=
7

’

La proyeccion de B sobre la recta res Q[

N
~ |8

x
7

10 J
)
Proyeccién del punto C.
Calculamos la ecuacion del plano perpendicular a la recta rque pasa
por el punto C.

Vector normal: 0= (2, =1, —1)

}—> 2x=0)+(=N(y—2)+(=N(z-0)=
Punto: C(0,2,0)

> T 2x—y—z+2=0

Calculamos el punto de corte de la recta con el plano.

5
X=—=
X+2z=3 /
16
y—=22=0r—>1y=—
2x—y—z+2=0 87
7=
7
- 5 16 8
La proyeccion de C sobre la recta r es el punto Q P

018 | Calcula la proyeccién de los puntos A(0, 0, 0), B(—1, 1, 1) y C(0, 2, 0) sobre el plano T,
determinado por las rectas:

pX=3_y—2 _z-—1 S_x+22:3}

3 2 1 'y—2z=0

Hallamos el plano w determinado por las rectas ry s:

X=3—-2X\
r:x—3:y—2:z—1 5:X+2ZZ3}—>r:y_2>\
3 2 1 y—2z=0 N
X—=3 y z
T 3 2 1|=-5y+10z=0->my—-2z=0
-2 21

Su vector normalesm = (0, 1, —2).

« Proyeccion del punto A.

El punto A pertenece a la recta r, por tanto, la proyeccion de A sobre
el plano wes A.
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« Proyeccion del punto B.

Hallamos la ecuacion de la recta perpendicular al plano © que pasa
por el punto B.

Vector normal: 1= (0, 1, —2) N X+1 _ y—1_ z-1 o X =—1
Punto: B(—1,1,1) o ) 2y4+z=3

Calculamos el punto de corte de la recta con el plano.
X =—1

6

2y+z=3 > y:E
y—2z=0 3
5

La proyeccion del punto B sobre el plano w es Q[ -1, % 2]

.

Proyeccion del punto C.

Calculamos la ecuacion de la recta perpendicular al plano © que pasa

por el punto C.

Vector normal: 7= (0,1, —2) x—0 y—2 z-0 x=0
- -

Punto: C(0,2,0)

Calculamos el punto de corte de esta recta y el plano .

x=0

x=0 8
y+rz=41r51""73
y—2z=0 4
z=—

5

La proyeccion de C sobre sobre el plano w es Q[ 0, % :]

Calcula la proyeccién ortogonal de la recta:
X—2 _y—2 z-—2
1 1 —1

r:

sobre el plano:
X=X—p
Ty =2—X+3p
Z=34+2Xx—-2p

Hallamos la ecuacion del plano w en forma implicita.

x—0 y—2 z-3

T 1 —1 2 |=—4x4+22—-6=0->m2x—2z+3=0
—1 3 -2

Vector directorde larectar: U = (1,1, —1)

Vector normal del plano® = (2,0, —1)

Puntoder: P2,2,2)

271



272

Producto escalar

Calculamos el plano &' que pasa por Py tiene por vectores directores U y 1.

X—2 y—2 z-2
w1 1 -1
2 0 —1

=—X—y—2z48=0->71"x+y+2z—-8=0

Calculamos la recta s de interseccién entre los planos Ty ',

X:—i—ﬁ—i)\
2 2
2x—z43=0 19 5
s: S sy=——=\
X+y+2z-8=0 22
zZ=X
X:——-i—ik
2
. 19 5
La proyeccion de larecta rsobre el planomes s: y = — — B
zZ=X
020 | Halla el punto donde se cortan las proyecciones de las rectas:
x=-=84+X
r:X+2y_21:g} sty =1+X
X—y+i= z=—1+X

sobreelplano:m: x —y +z+4+2=0

Calculamos la recta r' proyeccién de la recta r sobre el plano .

x=0
r:X+2y_21_8}—>r:y:1 SV =(0,0,1)  P(0,1,0)
XxoyHi= zZ=2X
Vector director de r: v, =(0,0,1) x y—=1 1z
Vector normala®: n, =(1,=1,1) - =" |0 0 1l=x4+y—-1=0
Punto de r: P (0,1,0) T =1 1

Por tanto, la proyeccion de r sobre w es:
ﬂxfy+z+2:O

X+y—1=0
Hallamos la recta s' proyeccion de la recta s sobre el plano .

ve=(1,11
Vector normalaw n, =(1,—1,1)
P,

Punto de s: (=8,1,1)

Vector director de s:

x+8 y—1 z-1
w1 1 1
1 -1 1

=2x—2z24+18=0—>7"x—-2z+9=0



021

022

SOLUCIONARIO 5

Por tanto, la proyeccion de s sobre T es:
5. x—y+z+2=0}

X —z+9=0
El punto de corteder'y s'es:

__10
X—y+z+42=0 T3
x+y—-1=0 13

> y= =
X—y+z+2=0 3
X—z49=0 Z:%

. 1
Las proyecciones de ry s sobre el plano = se cortan en Q[ 5

Obtén el simétrico de P(0, 0, 1) respecto de Q(1, —2, 1).
El punto Q es el punto medio del segmento PP', siendo P'(a, b, ©).

b a=?2
(],_2,_]): g: 7"I_‘_7C
2 2 2

c=-3

S -3
Halla el simétrico del punto P(—1, 2, 3) respecto de la recta r: X 3 -

Calculamos la proyeccion ortogonal Q del punto P sobre r.

Vector normal: m= (3, — 2, 2)

Punto: P(—1,2,3) }
Ti3x+ND—-2(y—=2)+2(z-3)=0->m3x—-2y+2z+1=0

15
X:F
3 =2 2> 2x—37=6}t—- y:%
3x=2y+2z+1=0 3x =2y +2z+1=0 o4
z=—
17
La proyeccion ortogonal de P sobre res Q E L _2 .
17 17 17
Hallamos el punto simétrico P' respecto de la proyeccion Q.
47
a=—
17
[15 7 24 [1+a 24b 3+c 20
= L = , , Slp=_=22
17 17 17 2 2 2 17
-_%
17

El punto simétrico de P respecto de res P'[ a0 ]

17" 17 a7

01317]
373 )

J — { b =—4 — El punto simétrico es P' (2, —4, —3).
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Calcula los vértices del triangulo simétrico al formado por los puntos A(0, —1, 2),
a) Respecto del origen de coordenadas.
b) Respectodelarectar:(x,y, z)=(1,1,10)+X(1,1,1).

a) Calculamos el simétrico del punto A respecto de O(0, 0, 0).

1 ' ' a"‘ = O
<0,0,0)—[ Gt 0 @-1a+ 2J—> ay=1 — A(0,1,-2)
2 2 2 ,
a; = —2
Hallamos el simétrico del punto B respecto de O(0, 0, 0).
by—1 by +2 by+ 0 b=
<o,o,0)_[ *2*], 22+ , 32+ ]% b, = —2 - BY(1, -2, 0)
by =0

Calculamos el simétrico del punto C respecto de O(0, 0, 0).

, , , G = -2
(0,0,0)= C*+2,CZ+O,C3_1 >1id =0 —=C(-2,0,1
2 2 2 o
=

El triangulo simétrico respecto al origen tendra por vértices A", B'y C'.

b) Escribimos la recta en forma continua.
x=1 y—=1 z-1
I T
« Punto simétrico de Arespecto ar.
Calculamos la proyeccion ortogonal Q, del punto A sobre r.

I

Vector normal: n=(1,1,1)
- mXx+y+z—-1=0

Punto: A0, —-1,2)
1
ng
x=1 _y=1_ z-1 X=y | ]
T T X=z —>y:3—>OA[3,
X+y+z—-1=0 X+y+z-1=0 .
z=—
3

Hallamos el punto simétrico A'(a;, a5, as) respecto de la proyeccion Q,.

, 2
a ==
3
11 7 [O+a{ —1+ad, 2+d .5
— = , , —>ia ==
3 3 3 2 2 2 3
0'3 :*g
s J 25 4
El punto simétrico de Arespectoderes A'| —, —, —— |.
3 3 3

:
3

’

:
3

|



SOLUCIONARIO 5

« Punto simétrico de B respecto de r.
Calculamos la proyeccién ortogonal Qg del punto B sobre r.

Vector normal: n=(1,1,1)
S TX+y+z+1=0

Punto: B(-1,2,0)
1
X=—-—=
3
x—1 y—=1 z—1 X=Y
= = 1 1
1 1 [ g =zr— y=—§—>OB?
X+y+z+1=0 X+y+z+1=0 .
7=——
3
Hallamos el punto simétrico B'(b}, b3, b}) respecto de la proyeccion Q.
e
3
[1/1(1]:[—1+b; 2+b 0+ }_} by =8
3 3 3 2 2 2 3
, 2
%773
o o 8 2
El punto simétrico de BrespectoderesB'| —, ——, ——|.
3 3 3
Punto simétrico de Crespecto ar:
Calculamos la proyeccién ortogonal Q¢ del punto Csobre r.
Vector normal: n=(1,1,1)
> T X+y+2z-1=0
Punto: C(2,0,-1)
1
X=—
3
x—1 y—=1 z—1 X=Yy
= = 1 11
1 1 1 — X=Z— yzgﬁocg,g
X+y+z-1=0 X+y+z—-1=0 .
7=—
3

Hallamos el punto simétrico C'(c;, ¢5, ¢3) respecto de la proyeccion Qc.

, 4
G = -
3
[1 1 1] [Z—I—d 043 —1+C§] L2
- = —|= . , -6 ==
333 2 2 2 3
C; =
3
o | 4 2 5
El punto simétrico de C respecto de res C 335

El tridngulo simétrico respecto a la recta r tendrd por vértices A, B'y C'.

:
3

|
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Halla el simétrico del punto P(0, 1, —3) respecto del plano cuya ecuacién es:

TX+y+z—2=0

Hallamos la proyeccién ortogonal Q del punto P sobre el plano .

Vector normal: = (1, 1,1)} x—0 y—-1 z+3
- =

Punto: P(0,1, -3) I

4
= =
1 3 x=y-—I ’
x_y-_z+ 7 4 7
1 1 1 —> X:Z+3 —)y:§—>O§,§7*
X+y+z-2=0 X+y+z-2=0
7=-2
3
Calculamos las coordenadas del punto P'simétrico de P respecto
de la proyeccion Q.
8
pr = 3
ro o '
i,l, ) _ 0+p , +p> , 3+p3 Sip :l
33 3 2 2 2 3
by — L
T3
o 18 1 1
El punto simétrico del punto P respecto del plano « es P [ ? ? —3].

Silos puntos P(2,0,2) y P'(3, 1, —3) son simétricos, halla el punto, una recta
y el plano respecto de los cuales dichos puntos son simétricos.
¢Son Unicos?

Los puntos Py P' son simétricos respecto del punto medio
del segmento PP".

Q ‘ ,
2 2 2

22" 2

2+3 o+123] [51 1]
-0

La recta respecto de la cual Py P' son simétricos pasa por el punto Q,
y su vector director es perpendiculara PP'= (1, 1, =5).

Un vector perpendicular a PP'esT = (5,5,2), por tanto:

5
X=—=45X\
2+
1
/’y:E'FS)\
1
7=——+2)
2
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El plano respecto del cual Py P' son simétricos pasa por el punto Q
y tiene por vector normal al vector PP'= (1, 1, =5).

Vector normal: PP' = (1,1, =5)

Punto: Q[S, i — 1]
2 2 2

1 x—i +1- y—i -5 z+i :O—>ﬂ:x+y—52—l:0
2 2 2 2

El planoy el punto respecto del cual Py P' son simétricos, son Unicos.

Sin embargo, como existen infinitos vectores perpendiculares a PP, hay infinitas

rectas respecto de las cuales los dos puntos son simétricos.

x+2 y—1_ z

Halla la distancia del punto P(1, 1, —1) alarecta r:

Calculamos el plano w que pasa por Py es perpendicular a r.
Vector normal: 0= (3,1, —2)

(3 =1 —-1-2 =0
Punto: P(1,1,=1) }_MT Wy =D

- m3x+y—2z-6=0

Hallamos el punto de corte de larecta ry el plano .

5
=
x+2 y—-1_  z X—=3y=-5
_ -z 25
3 1 2= 2X+3z=—-4;—> y:a
3x+y—-2z—-6=0 3x+y—-2z2-6=0 1
7
La proyeccion ortogonal de P sobre res Q [5, é _H]
14 14 7

La distancia del punto P a la recta res la distancia de P al punto Q.

2 2 2
d(PfQ)=\/[5—1] +[25—1] +[—]7]+1J _ 26

14 14

Calcula el perimetro del tridngulo de vértices:
A(0,0, —3) B(2,2,2) C(2,0,5)

Calculamos la medida de los lados del tridngulo.
d(AB) =|AB| =T 12 15 =B
d(A C)=|AC|=\2 +8 =168
d(8,C)=[6C| =(=2y +3 =13

El perimetro del tridangulo es:

P= 33 +J68 +13
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028 | Calcula el rea del tridngulo que forman los puntos:
A(2,0,0) B(—1,3,2) c1,—4,-1)
Toma, por ejemplo, como base el lado ABYy la altura sera la distancia del vértice C
a la recta que determinan los puntos Ay B.

Labasees:d(A, B) :‘A_é‘ =J(=3) +3¥+22 =J22

—2
La recta que determinan los puntos Ay Bes r: X 3 = % = é

Calculamos el plano w que pasa por Cy es perpendicular ar.

Vector normal: n= (-3, 3,2)

> 7 =3(x—1N+3(y+4)+2(z+1)=0
Punto: c@,—4,-1 } g

-7 =3x+3y+2z+17=0

Hallamos el punto de corte de la recta ry el plano .

7
X=—
x=2 _y _z 3x+3y =6 2
=L == 3
-3 3 21— 2X+3z=4r > 1y=——
—3x+3y+2z+17=0 —3Xx+3y+2z+17=0 12
7 =

7 3
La proyeccion ortogonal del punto C sobre la recta res Q[ S =1 ]

La altura del tridngulo es la distancia del punto Ca larectar.

2 2
d(c,r>d(c,o>\/[7—w] +[—3+4] b= [R5
2 2 4 2

Por tanto, el 4rea del tridngulo es:

.52
Area = 2 :5\/ﬁ

2 2

029 | Halla la distancia del punto P(2, 1, 0) al plano .

X=2—X+p
Ty =3XN—2n
Z=T4+X—2p

Hallamos la ecuacion implicita del plano .
Xx—2 y z—=1
| =1 3 1 |=—4x—-y—-—2z4+9=0->m4x+y+2z-9=0
1 -2 =2

|4-2+1-141-0-9|
= =0

d(p, )=
N

El punto P(2, 1, 0) pertenece al plano .
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Calcula la altura trazada desde el vértice D del tetraedro determinado por los puntos:

A(zl 0/ 0) B(_1r 3! 2) C(1I_4I _1) D(O/ 0/ 0)

Halla el plano determinado por los puntos A, By C, y obtén la distancia
del punto D a este plano.

Calculamos el plano que determinan los puntos A, By C.

AB =(-3,3,2) AC =(—1,—4,—1)
X—2 'y z

| =3 3 2|=5x-5y+4+15z-10=0->mx—-y+3z—-2=0
-1 —4 -1

_rro-1043.0-21 5 o7y

Altura=d(D, ©) = = =
JP (=1 43 N

12x—2y+3z=0

. . 0y
Halla la distancia que hay entre los planos: 7 Ax — Ay +67=12

Los vectores normales a los planos, T = (2, —2,3)yn'= (4, —4, 6),
son proporcionales. El punto P(3, 0, —2) € 7y P(3, 0, —2) € =, por tanto,
los planos son paralelos.

4.3—4.046-(—2)—12 J
d(“,ﬂ:d(Plﬂ,):\ (=2-12[ _ 12 _ 617
42 4 (—4)? + 67 \ 68 17
Calcula la distancia entre la recta r: - = y=2_2z y el plano
TXx+2y—3z—1=0. L ! !
El vector director de res U = (1, 1, 1), y el vector normal del plano
esn=(1,2,-3).
Comou-n=0yP(0,2,0)€ryP(0,2,0) ¢, larectay el plano son paralelos.
1.04+2-2-3-0-1
drmy = d(p,m = 10F |3 3Je
7+ 27 +(-3) V14 14

Calcula la distancia entre los siguientes pares de rectas.

g X_Y_ 2 G X _y+l_ 7
2 3 —1 1 -3 —1
b) X1yl z41 S:2x—3y:0
-1 -1 -1 2y —3z=0
a) Estudiamos la posicion relativaderys.
v, =(2,3, -1 (0,0, A
=231 fi(0,0 O)F R0, =(0,-1,0)
Vsz(]:_?):_]) Q5(O,7’|,O)
0o -1 0
Rango|2 3 —1|= 3 — Llasrectas se cruzan.
T =3 -1

279



Producto escalar

Por tanto, d(r, s) = d(s, w,), siendo =, el plano que contiene ary es paralelo a s.

x—0 y—0 z-0
iy 2 3 1 |=—6x4+y—92=0->7:6x—y+92=0
1 -3 —1

o1 (=n+9-0f 1 118

d(sr ﬁf):d(QSl ’“r)* — =
V6D (=12 +9° V118 118

b) La forma continua de la recta ses: x=0 _ y =0 _z=0
9 6 4

Estudiamos la posicion relativa dery s.
Vo =(=1,-1,-1 -1, -1, — —
S=h D G Ny T
v, =0(9,6,4) Q,(0,0,0)

1 1 1
Rango| -1 -1 —=1|=2

9 6 4

Como Vv, y v, no son proporcionales, las rectas son secantes — d(r, s) = 0.

034 | Halla la distancia entre los siguientes pares de rectas.

r'2x+y—2=0} s‘x+y+z=0}

a)
z=0 x+y=0

b) res larecta que pasa por el origen de coordenadas y por el punto P(—1, 2, 1),
y s es la recta que pasa por el punto Q(1, 1, 1) y es perpendicular
al plano ®: x=0.

a) Estudiamos la posicion relativa de ry s analizando el sistema formado
por los cuatro planos.

2 1 0 2 1 0 =2
0 0 1 0 0 1
A= A¥ = Rango (A) = Rango (A*) = 3
1T 1 1 1T 1 1 0 90 (A) 90 (A7)
1T 10 T 10 0

El sistema es compatible determinado. Son rectas secantes — d(r, s) = 0.

b) Calculamos las ecuaciones de las rectas.
PO=(1,—2, ) X0 _¥y=0_2-0
1 -2 —1

X=1+X
Vector normalam:v; = (1,0,0) = s: y =1

z=1
Estudiamos su posicion relativa.
V,=0,-2 -1 - —~
=02 PV2VL L o= (2,10
V. =(1,0,0) Q(1,1,0)
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2 -1 0
Rango| 1 —2 —1|=3 — Lasrectas se cruzan.
T 0 0

Por tanto, d(r, s) = d(s, w,), siendo T, el plano que contiene ary es paralelo as.

X+1 y—=2 z-1
| 1 -2 1 |==—y+2z2=0->7:y—-2z=0
1 0 0

jo+1-2a] 1 5

d(s, m,)=d(Q, w,) =
O P+ 5 5

Dados U = (3,4, —2)y v= (5, —1, 6), calcula:
a)u-v b) |U| o |V]

A UV=354+4-(=1)+(-2)-6=—1
b) [T]=T-T=J9+16+4 =29
o Vl=v-v=v25+1+36 =62

Halla el médulo del vector U = (3, —5, 2). Calcula también dos vectores unitarios
paralelos a él.

|T] = /3 + (=5 +22 =38

Vectores unitarios paralelos a U

3—143—5m—[ 2 2]
BN NECIENECIINET)
— 1 3 5 2
5o st 2]
’ 38 38 38 38
En general, no es cierto que |a|+|6|=]|a+ b|.Compruébalo con a=(—3,2,2)
yb=(1,—4,3).
15l=17 16] =26 la+b6l=](=2,-2,5|=V33
1l +|5]=|a+0b| > V17 +v26 = /33
:Como tienen que ser dos vectores para que se verifique que || + |b| =|d + b|?

Los vectores a y b deben ser paralelos y tener el mismo sentido, en caso contrario,
el modulo de la suma es menor.

Compruebacon U = (—5,1,2),v= (3,4, —1)yw = (2, 1, —4) que se verifica
la propiedad distributiva: - (V+w)=0-V+U-W.

+W=(55-5)>0-(V+w)=(=5)-5+1-5+(=5)-2=—30

2
U-V+U-w=-134+(-17)=-30
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040 | Dados los vectoresu =(3,1,2),v=(—2,3,—1)yw = (7, —2, 1), realiza
las operaciones posibles y explica por qué no se puede hacer el resto.

a) u-v+w b) U-(V+w) o (u-v)-w
a) No se puede realizar. El producto escalar U - vV es un nimero
y No se puede sumar a un vector.
b) V4w =(510)—>T-(V+w)=16
o (U-V)-w=—5w=(-35,10, =5)

041 | Demuestra que las diagonales de un paralelogramo solo son iguales

cuando sus lados son perpendiculares. Utiliza el resultado
que afirma que si los lados de un paralelogramo son U’y v, entonces
las diagonalesson U+ vV yu — V.

- =2 _> — — _>

\U+V\ = (@+V)- T+ =Tl + 20 V+ IV

TV =(@T=V)-(T=v) =TI =20V +IvI

Las diagonales son iguales si se cumple:

- V==2U-Vo4U-v=0->10-v=0

Es decir, si los vectores son perpendiculares.

042 | Los vectores U, V' y U — v forman un triangulo. Demuestra que se cumple
el teorema del coseno, aplicando la definicion de médulo
que proporciona el producto escalar |4 — V|>=(U — V) - (U — V).
Sillamamos g, by c a los lados del tridangulo:
a=lv=vl b=lul c=IVl
- =2 - - — 2 - — —2
Como [TVl =W-V)-(U-v) =t —=2u- v+ IV
2 =b*—2bc-cos A+ c?
Que es la expresion que conocemos como el teorema del coseno.

043 | Sabiendo que |u | =3, |V | =5y que ambos vectores son perpendiculares,
calcula el producto escalar: (30 — 2V) - 2u — V).

—

(3U+2V)-QU-V)=6U0-U+U-V=-2V-V=6-33+0-2-5=4

044 | Halla, en cada caso, el valor de p para que los vectores tengan médulo 7.
¢Hay siempre una Unica solucién? Razona la respuesta.

a) u=(2,-3,p
o w=(p, —1,6)

A N2+ (=3 +pt =T p =49-4-9>p=146
b) J(=5)*+p?+6> =7 — p? =49 — 25— 36 = —12 — No hay solucién
QNP H(=1)YP 462 =7T>p" =49—-1-36=12—>p=%12

Podemos obtener dos soluciones, una o ninguna.
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;Qué valor debe tomar t para que los vectores U= (3,t,5)y v = (2, —7, t) sean
perpendiculares? ;Y para que sean paralelos?

Para que sean perpendiculares, su producto escalar ha de ser 0.
(3,t,5-(2,-7,1)=6-2t=0->t=3

Para que sean paralelos deben ser proporcionales:

3 t 5 ) o,

— = —— = — —>No tiene solucién.

2 =7 t

No existe ningun valor de t para el que los vectores sean paralelos.

Escribe un vector de modulo 1 que sea ortogonal al vector de coordenadas (1, 2, 1).
(Extremadura. Junio 2007. Opcién B. Ejercicio 4)
Llamamos U = (u;, u,, us) al vector que buscamos.
U= (uy, Uy, us) L (1,2,1) = (uy, Us, U3) - (1,2, 1) =ty +2u, +u; =0
Un vector que cumple esta condicion es U = (—2, 1, 0), pero no es unitario.
ComolTl= \/E un vector unitario que cumple esta condicion es:

— 1 -2 1
v=—-(-2,1,0)=|—,—,0
V5 [\/5 V5 ]

¢Cuanto debe valer m para que los puntos A(5, m, 7), B(3, —1, 4) y C(6, 5, 4) formen
un triangulo rectangulo con el angulo recto en B?
Los vectores BA — (2,m+1,3)y BC = (3, 6, 0) deben ser perpendiculares.
BA-BC=6+6m+6=0—>m=—2

Calcula la ecuacién de la recta perpendicular al plano «: 2x — 5y — z = 8 que pasa
por el punto P(3, 3, —5).

Vector normal a m: 1, = (2, — 5, — 1) X3 _y-3 _ 745
Punto: P(3,3,-5) ' -5 —1

Halla la ecuacién de un plano perpendicular a larectar: X g 2 =y+1= x+7

y que la corte en el punto P(5, 0, —9).

El vector director de la recta es el vector normal del plano:
n=(31-2)>m:3x+y—-224+D=0
P(5,0,—-9)ew® —>3:-540—-2(-9)+D=0—>D=-33
Elplanoesm: 3x+y—2z—-33=0.

Demuestra que en cualquier triangulo, sus lados verifican que a + b > c.

Consideramos como lados del tridngulo los vectores U, V y U + V.
Supongamos que no es cierta la hipotesis a + b > ¢, es decir, que se cumple
[T+ V] >Tal+IVl.

283



284

Producto escalar

Por ser ambos miembros positivos: T+vI > (Tl + 7))
T+VI = @+V)- @+V) =T + 20 V+ [V = T + 21TV Icos o + 1V
(T1+ W) =177 + 2TV + VT

SilT+7] > [Tl+Iv

, entonces:

Jal + 2017 cos o+ 171 > JaT + 200171+ 77 = 20717 cos o > 2/T 7]

Como cos o <1, la desigualdad no es cierta.

051 | Determina el plano paralelo a 5x — 3y + 2z — 7 = 0 que pasa
por el punto P(1, 2, 1).
Si'los planos son paralelos tienen el mismo vector normal.
n=(5-3,2)>m5x=3y+2z+D=0
P(1,2,)en—>51-3.242-1+4D=0->D=—-1->m5x—-3y+2z—-1=0
052

Realiza de dos modos diferentes el siguiente problema: ;Qué posicion relativa
2X — 3z=8
tienen larectar: X—y4oz yelplanon: x — y +3z =127
—X+2y+2z=3
iYlarectaryelplano~:3x —3y +z =67

+ Posicion relativade ry .

— Primera forma. Estudiamos las soluciones del sistema de ecuaciones conjunto

2 -1 3 2 -1 3 -8
A=|-1 2 2 A=-12 2 =3
1 -1 3 1 -1 3 -12

Rango (A) = Rango (A*) = 3 — Sistema compatible determinado.

La rectay el plano se cortan en un punto.
- Segunda forma. Comparamos los vectores director y normal.
Calculamos el vector director de la recta.

X=———=
3 3

py= 14T o= (8 7))
Z=X\

Como -V, = 0, larecta y el plano no son paralelos ni la recta esta contenida
en el plano, entonces, se cortan.
+ Posicion relativa de ry ~.

— Primera forma.

2 =13 2 -1 3 8
A=]| -1 2 2 A= —1 2 2 3
3 =3 1 3 -3 16

Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible.

La rectay el plano son paralelos.
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- Segunda forma.
V,=(-8,-7.3)

_ —(—8-7,3-3,-3,1)=0
m=(3,-3,1)

Los vectores son perpendiculares, por tanto, la recta es paralela al plano

0 esta contenida en él.
P(1,0,2)er y P(1,0,2) & ~,larectay el plano son paralelos.

Expresa en forma implicita la ecuacién del plano perpendicular
al vector n = (3, —1, 10) y que pasa por el punto P(—3, —3, 2).
;Pertenece el punto Q(—4, 2, 5) a dicho plano?
Elplanoserd delaformam: 3x —y +10z+D =0
P(—=3,-3,2)ex > 3-(=3)—1-(-3)4+10-24+D=0—>D=-14
> m3x—y+10z-14=0
Elpunto Qcumpleque:3-(—4)—2410-5—14=0—>Q0¢ =

Conlasrectasr:(x,y,2)=(—=12,00+ X4, —1, m)ys: X+2 _y _z-1

halla m para que: —8 2 —6

a) Las rectas sean paralelas. En este caso, halla el plano que las contiene.

b) Las rectas sean perpendiculares. ;Se cortan? Si es asi, determina
el punto de corte.

Escribimos un punto y un vector director de cada recta.

V.o=(4,-1,m P(—1,2,0 —
=t ) ( N SBP = (1,21
vV, =(-8,2,-6) P (=2,0,1)
4 —1 m )
a) — = — = —— — Lasrectas son paralelas sim = 3.
—8 2 —6
Calculamos el plano que las contiene.
Dos vectores del plano son v; y P,_:BS y un punto P,(—1, 2, 0), por tanto:
X=—-1—8\—p
Yy =24+2N—2p
Z=—6X+p
bV, LV, -V, -V, =(4,-1,m)-(=8,2,—6)=—-32—-2—6m=0
7
- >m=—-——
3

Estudiamos su posicion relativa.

-1 =2 1
17

Rango| 4 —1 ——|= 3 — Lasrectasno se cortan, se cruzan.
-8 2 -6

’
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055 | Dadoslosplanos ™ mx+y+2Z2—7=0yx".3x+4y+z+1=0,hallam
para que los planos:
a) Sean paralelos.
b) Sean perpendiculares.

m 1 2 . I ;
a) ? = — = — — No existe ningun valor para m que cumpla estas igualdades.
4

Por tanto, ™y ©' no pueden ser paralelos.

b)nm Ln —>n -n.=(m,1,2)-(3,41N=3m+44+2=0>m=—-2

056 | Sear:(x,y,z)=(0,3,3)+t(0, 1, 1). Demuestra que:
a) resta contenida en el plano w: 3x +2y —2z = 0.
b) res paralelaal plano®"3x+y —z—5=0.

Q) Vv, =011 P.(0,3,3) =032 -2
V, o m=0-341-241-(=2)=0-7, L,

ry « paralelos o r contenida en .

P.(0,3,3) emn—3-0+2-3—2-3=0— restd contenida en r.
b) V.=(0,1,1) P.(0,3,3) =311

V, He=0-341-14+1-(=1)=0-V, L7,

ry ' paralelos o r contenida en «'.

P(0,33)¢nw' —>3-041-3—1-3—-5=0—>resparalelaam.

—X+y+4z+7=0
6x —2y+2z+8=0
que la contenga y que sea perpendiculara w: 4x +2y —z—7 =0,

057 | Dadalarectar: }, halla la ecuacion de un plano

Escribimos las rectas ren forma paramétrica.

BN

2 2

25 13 1 25
ry=—"2C N[5 Pl —— —2,0 T _

S [ ST ] v=0513-2

El plano =" esta determinado por P, v, y el vector normal de &, 1, = (4, 2, —1).

1 25
X+— y+— z-0
2 2
" 5 13 -2 |=-9x—-3y—422z-8/=0
4 2 —1

T:3x+y+142z4+29=0
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Sean las rectas:
. 2x+y—z—3=0 S 2x+5z+12=0
"3x—2y—4z—3=0 "x—2y—3z4+5=0
Encuentra la ecuacion de un plano que:

a) Contenga ary seaparaleloas.
b) Contenga a ry sea perpendicular as.

Escribimos las rectas ry s en forma paramétrica.

9 6

X=—+—-X

77
ro 3 5. t—Vv, =(6-57) P,[,,O]
=TT
z=y
X=—6—%u
5: 1 11 =V, =(=10,-11,4) R[—6,—],OJ
y= 5 4 2
zZ=p

a) Los vectores directores del plano son los de ry s, y cualquier punto de r
pertenece al plano.

9 3

X—= -= z
7 777
| 6 -5  7|=57x—9%y—1162-33=0
-0 -1 4

b) Siun plano es perpendicular a s, todas las rectas contenidas en el plano
son perpendiculares a s, y por tanto, ry s deben ser perpendiculares.
ComoV, -V, =(6,—5,7)- (=10, =11, 4) = 23 = 0, las rectas
no son perpendiculares y no existe el plano que buscamos.

Calcula la ecuacién de una recta que corte perpendicularmente
X y—3 z—1

ar: —=2—"—=2"___ypase porel punto P(14, 3, 3).
5 - 3 y pase p p
Buscamos un punto Q € r, tal que PQ sea perpendicular al vector director
delarectar.

Un punto genérico de rtiene la forma Q (2N, 3 —2X\, 1+ 3X).
PQ = (2X—14, =2X, 3X — 2)
P_Q)-U):(Z)\—M,—2>\,3>\—2)-(2,—2,3):17>\—34:O—>>\=2
Asi,Q(4, —1,7)y PO = (—10, —4, 4).

4 _y-3_z-3

X —
Por tanto la recta es s: =
—10 —4 4
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060 | Halla la ecuacién de la recta que corta ary s perpendicularmente.

x=1 X=6—4pn
rry=1142X Sty==—24pn
z=—14+X Z=24p

Hallamos un punto P € ry un punto Q € s de modo que el vector PQ sea
perpendicular a ambas rectas.

P(L1T4+2XN, =14+ XN) €T

S PO=(5—4p, —13+p—2X, 3+p—\)
Q(64u,2+u,2+u)65}

PO-(0,2,1)=—5\+ 3u—-23=0] _ [\=—4
PQ-(—4,1,1) = —3X\+18p—30=0 w=1

P(1,3,=5)€r A
SN PO=(1,—4,8
Por tanto Q(2,—1,3)€5}_> Q = ( )
Luego, la recta buscada es: x—1_y=3_z+5
1 —4 8

061 | Investiga si existe un plano que contenga a la recta ry sea perpendicular a la recta s.

x =145X
I’:X_3:y7—i_1:i Sy:1—2>\
2 4 —1 72—\

En caso afirmativo, calcula la ecuacién del plano.
Siun plano es perpendicular a s, todas las rectas contenidas en el plano
son perpendiculares a dicha recta, y por tanto, ry s deben ser perpendiculares.
Como (2, 4,—1)-(5,—2,2) = 0 — Los vectores son perpendiculares.

El plano que buscamos tiene como vector normal el vector director de s
y pasar por el punto P(3, —1,0) € r.

T5x—=2y+2z+D=0
5:3=2-(=1)+2-0+D=0->D=-17
La ecuacién del plano que buscamos es w: 5x —2y +2z—17 = 0.

062 | Se consideran los puntos A(3, 0, 0), B(0, 2, 0) y C(0, O, 1).
a) Halla la ecuacion general del plano w que los contiene.

b) Halla la ecuacién de la recta perpendicular a  y que pasa por el origen
de coordenadas. Halla también el punto de interseccion de la recta con el plano.

a) Elplano pasa por A(3, 0, 0) y tiene por vectores
directores AB = (—3,2,0)y BC = (0, =2, 1).

xX=3 y z
| =3 2 0|=2x+3y+6z-6=0
0o =21
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b) La recta perpendicular a m que pasa por el origen es:

X =2\
rry =3\
zZ=06\
Hallamos el punto de interseccion de la recta ry el plano .

2-2>\+3-3>\+6-6)\—6:O—>>\:%

. - 12 18 36
El punto interseccion es P| —, —, — |.
49 49 49

Encuentra la ecuacion continua de la recta que corta perpendicularmente a las rectas:
Xty 22 Bi(x, y, 2)= (0,0, N+t(1,11)
2 1 0
(Navarra. Septiembre 2004. Grupo 1. Opcion B)

Hallamos un punto P € r y un punto Q € s de modo que el vector PQ sea
perpendicular a ambas rectas.

P+ N 2)] =
(+ )}—>Po_(u—1—zx,u—x,u—1)

Qp, p, T+ )
P(1,0,2)
PQ-(2,1,0)=3p—5N—2=0 r=0 0[2,2}]
= - 2 = 3 3 3
PO-(1, 1, 1)=3u—3X—2=0 T——
pQ:[1,2,1]
3 3 3
Larectabuscadaest:x_1:y_ozz_z_n;X_]:lzz_2
1 2 1 -1 2 —1
3 3 3
Se consideran las rectas:
r'x—ay:1 S.x—2y—z:0
Cy—z=1 C x+y+z=8

Prueba que, para ninguin valor de g, ry s pueden ser paralelas y averigua el tnico
valor de a para el que se cortan. Para este valor de g, se pide:

a) Calcula el punto P interseccion de ry sy la ecuacion del plano w que las contiene.
b) Determina la ecuacién de la recta t que estd contenida en T y es perpendiculara r
en el punto P. Escribe la ecuacion de otras dos rectas que sean perpendiculares

arporel punto P.

(Cantabria. Septiembre 2000. Bloque 3. Opcién B)

Escribimos las rectas en forma paramétrica.

w01
x=14ax 3 3M
ry=»= — P (1,0,-1) g;y_g ) 605[136,2,0]
z=—-14+X Vi=1(a1,1) 3 3
Z=1p V.=(1,2,-3)
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Estudiamos si v, y V; son proporcionales.

a

1 1 ,
— = 5 # —3 — Las rectas no son paralelas para ningun valor de a.
1 —
Las rectas ry s son secantes si el rango de la matriz formada por P,_@S,V), yV,es?2.
a2
=10a—-20
a 1
1 2 =3

ryssecantes —»>Rango(A)=2—-10ad—-20=0—a=2

a) Resolvemos el sistema:

1+2>\:§—iu

A=y
3 3

-1+ X=p

3
AN=2
8 2 — { — El punto de interseccién es P(5, 2, 1).

El plano que contiene a las dos rectas es:
x=5 y—=2 z-1
™| 2 1 1 |=-5x+7y+32z4+8=0
1 2 —3

g

La recta t es la interseccion del plano w y otro plano perpendicular a la recta r
que pasa por P

El plano, ', perpendicular a rque pasa por P, tiene por vector
normal U= (2,1, 1) y pasa por el punto P(5, 2, 1) € «"

T 2x+y+z4+D=0
P(5,2,)en" > 2-5+24+1+D=0—>D=-13
El plano que buscamos es": 2x + y +z—13 =0.
La recta t es la interseccion entre los dos planos.
. 2x+y+42z-13=0
'—5x+7y+32+8—0}
Calculamos otras dos rectas perpendiculares a r que pasan por P.

SirLlr—=v, LV, = (u, uyus)-(2,1,1)=0

Por ejemplo: Yr= (0,1, =1) cumplen esta condicion.
ve=(1,-1,-1
Asi, las rectas:
X=75 x=5+a
riy=2+4n~ y Mmy=2—-a
z=1—1n z=1-«

Son perpendiculares a r que pasan por P.
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065 | Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto A(1, 0, —1), es perpendicular
alplano x — y +2z +1= 0y es paralelo a la recta X—2y= g}

zZ =
(Andalucia. Junio 2001. Opcion A. Ejercicio 4)

El plano que buscamos tiene por vectores directores el vector normal al plano
y el vector director de la recta, y pasa por el punto A.

X =2\
Larecta en forma paramétricaesr: y =X =V, =(2,1,0)
z=0

T X—y+2z2+1=0 - Vectornormal:n = (1, —1,2)
La ecuacién del plano que buscamos es:
x—=1 y z41
w2 1 0 |=2x—4y—-3z—-5=0
1 —1 2

066 | Considera A(1,1,1),B(2,0,—1),C(5,2,1)yD(4,3,3).

a) Justifica que los puntos son los vértices consecutivos de un paralelogramo.
b) Razona si dicho paralelogramo es un rectangulo.

c) Determina la ecuacién general del plano que contiene a los cuatro puntos.
(Cantabria. Junio 2007. Bloque 3. Opcion B)

a) AB =DC = 1,-1,-2)- A_§y DC son paralelos y de la misma medida.
BC =AD = (3,2,2) — BC y AD son paralelos y de la misma medida.
Por tanto, son los vértices consecutivos de un paralelogramo.
b) AB -DC = (1, —1,—2)- (3,2, 2) = 0 — No son vectores perpendiculares.
No es un rectangulo, es un romboide.
c) Determinamos el plano con vectores directores AB y B_f,y pasa por A.
x—=1 y—=1 z-1
w1 —1 —2 |=2x—-8y+5z—-1=0
3 2 2

2x—y—2z+4+3=0
067 | Encuentra los puntos R pertenecientes a la recta: r: y + }

—2x+3y—z—1=0
tales que los segmentos PQy PR forman un angulo recto, siendo P(1,0,0)y Q(0, —1, 5).
(Navarra. Junio 2002. Opcidn A. Pregunta 2)

Escribimos la recta en forma paramétrica.

X==2+X
ry=—1+X{-v, =11
z=t
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SIRer—R(—2+ X\, =T+ X\ N)
PO = (=1, —=1,5) L PR=(=3+ X, =14+ X, \)

(—1,—w,5>-<—3+x,—1+x,x):3x+4:o+x:—%
S L 10 7 4
Por tanto, el Unico punto que cumple la condicion es R[g’ 7;' 3].

068 | Considera los puntos A(0, 3, —1) y B(0, 1, 5).
a) Calcula los valores de x sabiendo que el triangulo ABC de vértices A, By C(x, 4, 3)
tiene un dngulo recto en C.
b) Halla la ecuacién del plano que pasa por los puntos (0, 1, 5) y (3, 4, 3) y es paralelo

a la recta definida por las ecuaciones: X—y+z=0
2x+y=3
A CALCB—CA-CB=(—x—1,—4) (—x,—3,2) =x* ~5=0— x = +/5

b) Escribimos la recta en forma paramétrica.

x:1fi>\

3

,=(0,-2,-3

TN il )

3
zZ=X
P(0, 1,5 —
(0,1,5) - PQ=(3,3 -2)
Q(3, 4,3)

Calculamos la ecuacion del plano que pasa por el punto P(0, 1, 5)
y tiene por vectores directores v, y PQ.

x y—1 z=5
T =2 -3 |=13x—-7y+9z-38=0
3 3 -2

069 | Halla la ecuacion continua de la recta que corta perpendicularmente a las rectas:

x+z—1=0 n
h: 90°
2x+y+z+1=0
r-L:l:ZH 90°
1 2 &

Hallamos un punto Q € r; y un punto Q € r, de modo que el vector PQ sea
perpendicular a ambas rectas.

X=1-=X :
— X V4 -
ey =34 Nb o T=(=1,1,1) ’2371:%2 2* SV =(-112)
Z=A\ -
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Un punto genéricode larectaesres P(1—X, =34+ X\, \) }

Un punto genérico de r, es O(—p, p, =14 2p)

PO =(N—p—1,—N4p+3, —XN+2p—1)
PO-T=-3N+4p+3=0 L Han+3=0]_[h=5
PQ-V=—4X+6p+2=0 4N+ 6p+2=0 p=3

Por tanto los puntos son P(—4, 2, 5) y Q(— 3, 3, 5).
La recta que buscamos tiene por vector director PO = (1,1,0) y pasa por P(—4, 2, 5).
. x+4 _ y—=2 _z=5

1 1 0

Sean las rectas:
r'x+1_y—2_ z s'x—2_y+1_z+2

-2 2 —4 B 1 1
a) Hallar la ecuacién de la recta t que pasa por el origen y corta a las dos rectas
anteriores.
b) Hallar la perpendicular comun a las rectasrys.

(Madrid. Junio 2006. Opcidn A. Ejercicio 4)

a) Larectates lainterseccion de los planos wt y «', siendo = el plano que contiene
alarectar,y w'el plano que contiene a sy pasa por el origen.

0(0,0,0) Xy z
T U =(=2,2,—4) m|=2 2 —4|=8x+4y—-2z=0
FO=(-1,2,0) -12 0

T4x+2y—z=0

0(0,0,0) Xy Z
v, =(311 S w3 1 T |==x+8y—-5z=0
Q.0=(2,-1,-2) 2 -1 2

Por tanto, la recta t es:
 4x+2y—z=0
—x+8y—57=0

b) Buscamos un vector i = (q, b, ¢) perpendicular a los vectores U, y v; .

a:—%x
(a,b,¢)(=2,2,—4)==2a+2b—4c=0 N .
(a,b,c)-(3,1,=3a+b+c=0 b=Z>\
c=X

Por ejemplo, un vector que cumple esta condicion es i = (=3, 5, 4).

La recta perpendicular comUn ary as es la interseccion de los planos wy =',
siendo T el plano que contiene a r y tiene por vector director 17, y ©' el plano
que contiene a s y tiene por vector director 1.
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071

072

F(-1,2,0) X+1 y=-2 z
U =(=2,2-4) t>m| =2 2 —4|=28x+20y—4z-12=0
n=(-3,5,4) -3 5 4

- T /x+5—-2-3=0

Q,(2,-1,-2) X—2 y+1 z+42
TV, =(311 > 3 1 1 |=—=x—15y+18z+23=0
n=(=3,54) -3 5 4

Por tanto, la recta perpendicular comun a larectary s es:
/7X+5y—z—-3=0
—Xx—=15y+18z+23=0

Calcula la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(2, —1, 1) y corta
perpendicularmente la recta:

x—3 y+1_ =z

3 1 2

Calculamos el plano que es perpendicular a la recta y pasa por P (2, —1, 1).
Vector normal: v, = (3,1,2) > m:3x+y+2z+D=0

P2, -1, Mem—>324(-N+2-1+D=0->D=-7

El plano buscadoes m:3x +y +2z—7 =0.

Hallamos el punto de corte de la recta y el plano.

39
X =
14
X—3 +1 z
=¥r_z 15
3 1 21— y:_a
3x+y+2z—-7=0 1
z7=——
7
Larecta pasa porP(2, —1,1) yQ[ﬁ, —E, —i] SPQ = (11, =1, =16).
14 14 7
La recta que buscamos tiene como vector director PO y pasa por el punto P(2, —1, 1).
. x=2 y+1 z-1
R — -16

Dados los puntos A(1, 1, 1), B(—1, 3, 1), C(1, 0,0) y D(0, 2, 0); se pide hallar el punto P
perteneciente a la recta determinada por A y B tal que el tridangulo CDP sea
rectdngulo con hipotenusa CP.

Xx=1—2N\
La recta que pasapor Ay Bes:rs: y =142\
z=1
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Un punto genéricode riges P(T—2X, T+ 2X, 1).

D_EL[S,B%(1,—2,0)~(1—2>\,—1+2>\,1):0%3—6>\:O—>>\:%

Por tanto, el punto que buscamos es P(0, 2, 1).

x=1_y _z—1
4

de ecuacién 2x — y + 3z = 0. Determine v y 3 en cada uno de los siguientes
casos.

Considere la recta r, definida por y el plano

a) Larectares perpendicular al plano .
b) La recta r estd contenida en el plano .
(Andalucia. Ao 2007. Modelo 4. Opcion A. Ejercicio 4)

r: x| =L z-1 >V, =(a, 4,2)
o1 4 2

m2x—y+Bz=0->7, =(2,-1,8)

a=-8
- . ) —~ a 4
a) v, tiene que ser proporcional a n, = ? =—

2
= — — 1
=1 B B:—;

b) Elpunto” (1,0, er —>2-1-1-04+B-1=0>03=-2

V, = (a, 4, 2) es perpendicularan, = (2, -1, =2):
V,on=0->(a,4,2)-(2,-1,-2)=0>5a=4

Decide si el plano 6x — 4y + z — 1= 0 pertenece al haz de planos definido
2x—y+4+2z—3=0
y+2z—8=0

En caso afirmativo, exprésalo como combinacién lineal de los dos planos
que definen la recta.

por la recta

Estudiamos si el plano contiene a la recta.

2 =11 2 =11 =3
A=|0 1 2 A*¥=|0 1 2 -8
6 —4 1 6 —4 1 -1

Rango (A) = Rango (A*) = 2 — Sistema compatible indeterminado

El plano pertenece al haz de planos definido por la recta. La expresion del plano
como combinacion lineal de los dos planos que definen el haz de planos es:

6X—4y+z—1=a2x—y+z-3)+0(y+2z-38)
6=2a
—4=—-a+8 a=3
%
1=a+28 B=—1
—1=-3a -8B
As6x —4y+z—-1=32x—y+2z—-3)—(y+22-38)
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075 | Determina un plano que contiene a la recta:
xX—2y—5z=0
2x —y+3z—8= 0}
y que sea paralelo al plano 6x 4+ 22z —1= 0.

Escribimos las ecuaciones paramétricas de la recta.

r._ 8 Ex —v, =(11,-8,-3) 3[16’8'0]
Y*3 3 3
Z=X

76X+ 227 —1= 0 — Vector normal: n, = (6,0, 22)

Como w'paraleloan — w:6x +22z+D =0

ComoP,[m,g,O
33

6r—>6~£+22~O+D:0—>D:—32
3
Por tanto, la ecuacion del plano que buscamos es " 6 x + 22z — 32 = 0.

076 | Halla un plano del haz de planos de la recta:

x—1

r: =y+2=z-1
que sea perpendicular a la recta:
x =1+t
sty =2t
z=-—-3+t

Expresamos la recta en forma implicita:
—1=2 —Jy—5=

- X y+4 5 x—2y—=5=0

y+2=2z-1 y—z+3=0
El haz de planos es:

ANx=2y=5)4+y—z4+3=0->3Xx+1-2Ny—2—-5X+3=0

Buscamos un plano del haz cuyo vector normal sea paralelo al vector U, = (1, 2, 1).
N 1—2XN —1

= — — No tiene solucion.
1 2 1

Por tanto, no existe el plano pedido.

077 | Calcula, empleando el haz de planos, la ecuacion del plano que contiene
3x —2y+4z=28
5x —2y+z=5

alarectar: } y que pasa por el punto P(1, 0, 3).

El haz de planos que contiene a la recta es:

3x =2y+4z—-8+XN5x—-2y+2z-5)=0

Como debe pasar por el punto P(1, 0, 3):

3.1—=2.044-3-84X(5-1-2-043-5) =0 x=—_
3
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El plano que buscamos es:
3x—2y+4z—8—%(5x—2y+z—5):O

26 8 5 11
X+—y+—2z+—=0—>206x—-8y—52—-11=0
3 3)/ 3 3 4

Clasifica en agudo, obtuso o recto el 4ngulo que forman Uy vV segun el signo
deu-V.

)
)

Siu-V>0—costuV>0—UVesagudo.
SiT-V<0—cosUV<0—UV esobtuso.
SiT-v=0-—>cosu v=0—UV es recto.

;Para qué valores de k los vectores a= (k, 3,5) y b = (2, —4, —2) forman
un dngulo obtuso?

a-b=2k—12-10
Formaran un dngulo obtuso cuando: 2k — 22 < 0 — k < 11

Determina el angulo que forma el vector U = (3, —2,4) con v = (4,0, —1),
y encuentra otro vector que forme el mismo angulo con V.

uv=s8 lul=+v29 IVl=+17 ecosu:L:o,%O?)—m:és,ss"

J29 17

—

Para que w = (a, b, ¢) cumplaquew v =u v:

—

u-v w-v  4a—c
OSQU= —— = =
Givl  Iwlvl  wlv]
Es decir,|w | = 7] y4a — ¢ = 8.Porejemplo, w = (3, 2,4) cumple estas condiciones.

Halla el angulo que forman estas parejas de vectores.
a) U=(4,-1,3)yv=(,0,2)

b) G=(54—-1)yv=(, -3, -2

Q u=(—4,25yv=(1,3-2)

d) U=(6,8—-4yv=(=9,—12,6)

18
a) cosa=——=0,9791 > a = 11°44'34"
\N26 413
b) COSOL—L—O—)u—OO
NA42 N7
-8
¢ cosaa = —— =-—0,3187 - o = 108°31'10"
V4514
d) osa=——t o =180
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082

083

084

085

Determina la proyeccion ortogonal del vector U sobre el vector V.
a) a): (3/ _5/ 2) Y 7: (1/ 2/ 0)
b) U= —-1,-2yv=03-21)

v -7 75 ~ oV 12 614
\

Q) Poysi=— = —— =—-"" b) Proys U =

vVl s 5

;Qué valor debe tomar a para que el angulo que forman u = (1,2,2)yv=(—3,1,a)
mida 60°?
cos6r=—29=1__ 1 75 _16a—8=0

3710 + @ 2

.. S 8+ 3V74
La Unica solucién vélidaesg = ——.
7

Si Uy vV son vectores ortogonales y de médulo 1, halla los posibles valores
del pardmetro real a para que los vectores U + av'y U — av formen un angulo de 60°.

T+av)- (T—an)=0-T—av-v=lil -Vl =1-a

T+an)- (T+an) =Tl +2a0V+ @Vl =1+ > T+ av|=V1+a*

(T—aV) (T—av) =Tl —2a0-V+ @V =1+ s |T-avi=V1+a*
(T+av)- (T—av) @ AR

3

1—
cos 60° = = =
|T—avllT—aVl J1+a? N1+ a2 2

Decide si el tridngulo de vértices A(—2, 4, 0), B(3, —3, 1) y C(6, —2, 4) es rectangulo,
acutangulo u obtusangulo.

| AB|=1(5,-7,1)| =543
|AC|=1(8, —6, 4)| = 2/29
18Cl=1(3,1,3)| =19

El lado mayor es | AC |y ademés:
|ACI =116 > | ABI" +|BCI =19+ 75

Por tanto, el tridngulo es obtusédngulo.

086 | Calcula el angulo que forman @y b, sabiendo que |@|=3,|b| =8

yque|d + b| =6.

G+8l =lal +23.5+16 >36=9+2a-5+64
5T b= (36-9—64) =L
2 2
T T =2 15Tl a=3-8cosa— cosa = —SL —5 o = 140°25' 43"
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Obténelvalorde |d — b|,si|d| =4y |b| =7yel 4ngulo que forman Gy b es de 67°.

- -

(a—-b)-(a—b6)=lal—2a-5+6f
|G—BI'=16—-2-4-7cos 67°+ 49 = 4311 — |ad— bl = 6,56

Si|u| =3y|V|=4yambos vectores forman un angulo de 135°, determina el
angulo que forman los vectores 2u + V' y 3u — 2V.

QU+V)-3T—2V)=6lul —T-v—2vI'=6-3 —3-4.c0s135° — 2. 4 =

=6v2 +22
QU+V)-2U+V) = 4lul + 47 v+ VI
[20+V]=4-3+4-3-4.c05135°+ 4> = 4,249

— — — — —|2 - — —2
(3U+2V)-(3U—2v) =9lul =120V + 4Vl
37— 271 = /9.3 —12-3-4-cos 135°+ 4- 47 = 15,7106

coso = 2UFV)-Bu=2v) 632 +2 — 0,4566 — o = 62°49'55"
[20+7V]-130—2v] 4,249 -15,7106

Demuestra que las diagonales de un rombo son perpendiculares.

Los dos vectores, Zyg gue generan un rombo tienen el mismo maédulo. Sus

; AR At k=N T T
diagonales sona + by a — by su producto escalar(a + b)(a — b) = lal” =16l =0
Por tanto, las diagonales son perpendiculares.

Determina los dngulos que describen las siguientes parejas de rectas.

x=T1—X

a)rry=4—Xx s:XIZ:%ZZ;H
z=242X\ N

b) r:x—1:y+2:z—1 S:x+1=y—1:z—2

6 —4 2 -3 2 —1

X=-x 2 6

Q riy=2—4x X y-;z_O}
7=7+14x X haz=

d)r: 2x—y+3z=0 5:x+1=y+4=z—2
3x —2y+4z=5 2 2 —1

QU =(-1,-12)yv=(3-4,2)
TV 5

ol Ve vao

b) U, =(6,—4,2)yV, =(=3,2,-1)

gvl o ®

7l VT Jse 14

cos o = =0,379 5> a = 67°43'37

s o =
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091

)
X =4X
5 -~
s:y:73+§>\ -V, =(8,5,2)
9

Z=X\
UV=0—a=90
dvi=022-1
X=-5—=2X\
rry==10-Xt—>u =(=2-21)
Z=X\
17Vl 7 o 4y cpn
OSQU = ———=7 = =0,9526 -5 o =17°42'56
lal-vl e -3

Calcula el angulo que forman estas parejas de rectas y planos.

x=—1+X
a) m:x—2y+3z=8 rry=2+42Xx
z=3—X\
b) m:x—3y—z=6 pX=3_y=3_z-1
2 2 —4
2y — —
Q) mw2x+42y+2z=-3 X+ y—3z=8
—2x+y+z—4
ne=(1,-2,3) , 7, -7
a) —>a=90"—arc ©s| ——— | =
 =(1,2,-1) PARES
—90°—arccos[ 6 ] 90° — 49,1° = 40,9°
NG ' '
no=(1,-3,—1 a,-n,
b)i“ ( ) — o = 90° — arc s Lu i
u, =(2,2,-4) [a,1-1n,
= 90° — arc cos[ ]— 90° — 90° = 40°
0 =222
X=X\
ry=4+xi-u=011
Z=\
90° — arc COS[ Uy 7| ] 90° — arc cos[ 6 ] 90° — 0°= 90°
o= — —|= — _ | =
G173, | NEWNIP)
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Halla el angulo que definen estas parejas de planos.
a) aw2x—y+3z=-9 B:2x —2y —2z=19
b) a: —x + 5y +3z=—1 B:3x+5y+7z=9

X=—2+t+3s
Q) o —4x+12y—28z=—-13 PB:y=2—-2t+s

z=1—t

no=1(2-13 .
a) ( ) = NNy =00 =090

ng =(2,-2,-2)

m =(-153
o ( )

ng =(3,5,7)

T - 1Ty
cosoe:‘ s —0,7978 = o = 37°4'45"

|nal- Il 3583
c) Escribimos el plano 3 en forma implicita.

xX+2 y—2 z-1

B:1 1 -2 —1 |=x-3y+7z+1=0

3 1 0
e =(—4,12,-28) A, - 75 236 .
~ — 0s o = = =1l->a=0

y=(1,-3,7) |7l 17| Joaa 59

Determina el vector o vectores unitarios, V= (a, b, ¢) (cona > 0,b > 0, ¢ > 0),
0y — .
que forman un dngulo de 6 radianes con el vector u= (1, 1, 1) y un dngulo de %

radianes con el vectorw = (2, 0, 2).
(Galicia. Junio 2002. Bloque 2. Pregunta 2)

Planteamos un sistema con las condiciones del enunciado.

WVi=Ja? +b* + ¢ =1

w u-v a+b+c 3
s —=—"—"-= =
6 Ial- 1V ﬁ 2
T WV 2a+2c 2
s — == =—-—
4wl vl J8 2
Quitando denominadores y suprimiendo las raices obtenemos el siguiente
sistema:

at+b 4+ =1
a—}-b—f—c:3
2

a+c=1
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Este sistema tiene dos soluciones:

2-2 2++2
a=— a=—
4 4
b=~ b=
2 2
2442 22
T4 T4

Por tanto, existen dos vectores que cumplen las condiciones del problema:

~ [(2-42 112+\/5] - {2%5/1'2—\5]

4 2" 4

Vi= ,— =

4 "2 4

094 | Dadas las rectas:
r:x—y+2:0 . x=2
z=-1 y—z—5=0
a) Determina su posicion relativa.
b) En caso de cortarse, determina el dngulo que forman y el punto de corte.

a) Pasamos ambas rectas a forma paramétrica.

X==24+X

Cy+2=0 _
p XY 1}—>y:>\ ST =110  P(=2,0 -1
=T z=—]
X =2
xX=2 _
s —y=5+p;—->v,=(011) 0Q(2,5,0)
y—z—-5=0 S

Estudiamos el rango de la matriz formada por los vectores PO = (4,5,1), U yv,.
4 5 1

A=|1 1 0|—>Rango(A)=2
0o 11

Como los vectores Uy V no son paralelos, r y s son secantes.

=z

Angulo que forman:

6. 7| 1 L oa=6r

w222

Calculamos el punto de corte.

oS v =

—2+XN=2
=14
A=54+pr—>
p=—1
1=

El punto de corte entre las dos rectas es C(2, 4, —1).
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Calcula el angulo que forma el plano x + y + z=0 con la recta

de ecuaciones ty=1 .
y+z=1
(Extremadura. Septiembre 2006. Repertorio A. Ejercicio 2)
: x=1—t
X = .
r: Y ->ry=t - U =(-11-1
y+z=1
z=1-t

TX+y+z=0->n0,=(,1,1)

T, - 7| ] [ 1 ]
a =90 —arccos| ————|=90"—arccos | ——=|=19,47°
[anﬂ J343

Sean y 7' los planos del espacio R?, determinados del modo siguiente:

El plano = pasa por los puntos (0, 2, 1), (3, —1, 1) y (1, —1, 5) y el plano ' pasa

por los puntos (3,0, 2), (2, 1, 1) y (5, 4, —2). Se pide calcular:

a) Una ecuacidn paramétrica de la recta interseccion de los planos wy ='.

b) El dngulo o que forman los planos ®y ='.

c) Laecuacion del plano que contiene a la recta ry forma un angulo de 90°
con el plano .

(C. Valenciana. Septiembre 2003. Ejercicio B. Problema 4)

+ Plano . N _
P0,2,1) QE,-1,1) R(1,-1,5) PQ=(3,-3,0) PR=(1,-3,4)
X y—2 z—1
w3 =3 0 |=—12x—=12y —62z24+30=0->m2x+2y+2z—-5=0
T =3 4
« Plano «'. . .
P'(3,0,2) Q'(,1,1) R'(5,4,—-2) PQ'=(3,-3,0) PR = (2,4, —4)
X—3 y z-=2
| =1 1 =1|=-6y—6z412=0->71"y4+2z-2=0
2 4 -4
X=X
a) r: 2X+2Y+Z_5_O}—>r:y:3—2>\
y+z-2=0 z=—-142X\
b) cos o = ‘_T“ﬁ)“‘ -3 :£—>0¢:45°
]l 32 2
P(0,3,-Ner X y—3 z+4+1
o u=>0-2,2)t->x"1 =2 2 |=—6x+3y+62—-3=0
n=1(2,2,1 2 2 1

> 7" 2x—y—2z41=0
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X+2y+5z=m
X—y—z=-=-2
x—1_y+1_z—4
3 5
Calcula el coseno del angulo que forman ambas rectas.

097 | Averigua para qué valor de mlarecta r: } se corta

con larectas:

Estudiamos el sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones de las dos rectas.

X+2y+5z=m
2x—y—z=-2 X+2y+5z=m
x=1_y+11 2X—y—z=-2
>3 3x =2y =5
y+1 z—4 Sy—=3z=-1
3 5
1 2 5 T2 5 m
1 — 2 -1 =1 =2
a2 -1 - A
3 2 0 3 =2 0 5
0 5 =3 0 5 =3 =17
1 2 5 m
1 2 > 2 1 1
—1 —1|=0—>Rango (A)=3 =12m—327
3 -2 0
-2 0
0 5 =3 =17
-Si12m—327:0—>m:%eRango(*):3
A 327 .
-S|12m—327¢0—>m:T%Rango(A):4
) 327 ) )
Sim= TS — Rango (A) = Rango (A*) = 3. El sistema es compatible
determinado. Las rectas ry s se cortan en un punto.
Determinamos los vectores directores de las rectas.
_m—-4 3
5 5
_2m+2 N 15T =(-3,-115)
5 5
Z=X
.. X —1 _ y+1 _ z—4 ST =(23,5)
2 3 5
El dngulo que forman ry s es el que forman sus vectores directores.
cos o = uevl 14 =0,1824 — o = arc cos 0,1824 = 79,49°

1Tl IV1 155438
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SOLUCIONARIO 5

Consideremos los planos:
T:X+y—6=0 T:2X+4y +Xz+2=0
donde X es un parametro real. Se pide:

a) Determina las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion
de los dos planos T, y 7, cuando \ = 4.

b) Calcula razonadamente X para que los planos «; y &, se corten formando
un dngulo de 45°.

(C. Valenciana. Septiembre 2002. Ejercicio A. Problema 3)

A SIN=4> m2x+4y+47z4+2=0->mix+2y+2z+1=0

6—0 x=1342X\
: 2X+2y_]o}—>r:y:—7—2>\
X+2y+2z41= SN
Ay =(1,1,0) } |7 - ol 6 1
by " — 0545 = ———"— = =—
o =(2,4,%) ml-ml V2 Jao4n V2

—»6=v20+N 5>X=14

Dados los planos =, y T, de ecuaciones:

T:X+2y+z+3=0 T:2X+y—2z—6=0
se pide:
a) Calcula el angulo o que forman los planos T« y ,.

b) Calcula la ecuacién paramétrica de la recta r, interseccion
de los planos T« y ..

c) Comprueba que el plano & de ecuacién «: x + y — 1= 0 es el plano bisector

. , @
de T, y T, es decir, ™ forma un angulo > con cada uno de los planos T, y T,

donde a es el angulo obtenido en el apartado a).
(C. Valenciana. Septiembre 2007. Bloque 2. Problema 2)

a) n=021) }—mosoa— i-ml ___6 —l—>u—60°
n,=(2,1,-1 Iml-Iml Jede 2
5 320 X=54+X
X z =
b) r:2+ y+ +6 O}ﬁr:y——él—)\
Xty-z+06= zZ=X

QO mx+y—-1=0-n.=(1,1,0

moml 3 V3

os=——7—= =— —>03=30
[ml-[m] - Jed2 o 2
cos N = Mol _ 3 gew:?)o"

ml- 15 Jev2

Por tanto, el plano T es bisector de los planos T, y .
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100 | Dadoslarectar: x=-1 yelplanom: x + y —2=0:
y—z—1=0
a) Determina su posicion relativa.
b) En caso de cortarse, determina el dngulo que forman y el punto de corte.

x=—1
X =1 ~
a) r —o }er:y—H—)\ —->u,=(0,11)
y=z=1= Z=2X

TX+y—2=0->n,=(1,1,0)

Como U, =11, = 0 — Los vectores no son perpendiculares, y por tanto, el plano
y la recta son secantes.

u, =(0,1,1
o) g, (0,1,1)
n, =(1,1,0)
u—90°arccos[ \EE:\ ]—90°arccos[ L ]—30o
lu |- V22

El punto de corte lo hallamos resolviendo el sistema formado por todas
las ecuaciones.

X =1 x=-1
y—z—1=0 =>iy=3
X+y—2=0 z=72

Por tanto, el punto de corte es P(—1, 3, 2).

101 | Dadas las rectas:

r.y=2x+1 S.x+3_y—}—3’»_z+2
Tz=2x41 ) 2 1
encuentra una recta bisectriz de ry s (una recta bisectriz de otras dos pasa

por el punto de interseccion de estas, esta en el mismo plano que ellas y forma
el mismo angulo con ambas).

Hallamos el punto de interseccion de las rectas.

y=2x+1

Z=2x+41 X = ]
X4+3 _yH3t sty =
2 2 _
y+3 z42
T2

El punto de interseccion dery ses P(—1, =1, —1).
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Determinamos los vectores directores de ry s.

X =\

=2x+1 —~

r:y + S>ry=2x+1;->u=(»122
z=2x+1

z=2N+1

GXHE3_yH3 242 g0
2 2 1

— —

U - w VW

AR AR

a+2b+2c  2a+2b+c

3[lwl 30wl

a—c=0—->a=c

Los vectores w que buscamos son del tipo w = (q, b, a).

Ademds, el vector w tiene que pertenecer al plano determinado
por las rectas ry s, es decir, tiene que ser linealmente dependiente de los vectores
directores de las rectas.

a b a
1 2 Z:O—>3b—4a:0%a:%b
2 21

Si hacemos b = 4, un vector puede ser w = (3, 4, 3).
La ecuacién de la bisectrizde ry s es:

x=—1+3¢
ty=-—1+4t
z=-—1+43t

Calcula la altura que parte de B en el tridngulo de vértices A(3, —1, —2), B(4,2, 1)
y C(5, 3, 4), haciendo uso de proyecciones de vectores.
B

D
C

—

AB=(1,3,3) AC =(2,4,6)

| ABl =19 |ACl =214

p=|AD| = Proyz AE:AB'_)AC: 32 _ 8vi4
el NP 7

h=+IABI" = ADI" =0,8452
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103 | Dada larecta: r: X;5 = y;3 = 241_17 yelplano w: 2x +y —3z+8 = 0:

a) Decide su posicion relativa y, en caso de cortarse, el angulo que forman.
b) Calcula la proyeccién ortogonal de la recta r sobre el plano .

a) U=@25-11 ne=021-3)

Como U, = n. = 0 — Los vectores no son perpendiculares. La recta corta al plano.
u-n 42
| | = 90° — arc (05 ———— = 66,42°

u-n
lul- 7l J150 V14

b) Calculamos el plano &' que contiene a r y corta perpendicularmente .

o = 90° — arc cos

P(5,3,=7)er xX—=5 y—3 z+47
U =(2,5-1)t->xn: 2 5 11 |=—4x—16y—82z+12=0
n.=(2,1,-3) 2 1 -3

> Tmix+4y+2z2-3=0

La recta s, proyeccion ortogonal de la recta r sobre , es el corte
delos planos my ="

5~2x+y—3z+8:0

: -S> y=2—-X\
X+4y+2z2—-3=0

} X=-=5+2\
Z=X

104 | Calcula el punto simétrico de P(6, 10, 22) respecto
del plano2x 4+ 3y +7z—10=0.

Hallamos la proyeccion ortogonal Q del punto P sobre el plano .
« Recta perpendicular a © que pasa por P.

X=6+2\
P(6,10, 22)
. —ry=104+ 3\
n.=1(2,3,7)
Z=22+7X\

« Interseccién entre la recta y el plano.

X=6+2X\ x=0

y=1043X y = 11

—n4n| ] z=1 Q@D
2X+43y4+77-10=0 X=—3

Q es el punto medio entre Py su punto simétrico P'(a, b, ¢).

a=—6

(0,1,1) = 6+a'10+bl22+c b—_g
2 2 2

c=-20

El punto simétrico del punto P respecto del plano w es P'(—6, —8, —20).
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Halla la proyeccion ortogonal P' del punto P(7, 3, —3) sobre el plano w: 3x + y — z = 5.
Comprueba que la distancia de P al plano es la misma que la distancia a P".
Utiliza P' para calcular el punto simétrico de P respecto del plano.

Hallamos la proyeccion ortogonal P' del punto P sobre el plano .

« Recta perpendicular a © que pasa por P.

P(7.3 —3) x=74+3X
n, (é 11_1)}_””:3“\
e =120 L= z=-3-X\

- Interseccion entre la recta y el plano.

x=743X x =1

Yy=34+X y=1 P11 -1

FENEEEN Ind PRI a LI
3x4+y—z=5 A=-2

Veamos que las distancias son iguales:
_ 374335l - 2 Ly

Jo+i+1
d(p, P)=1PP'l=(=6,—2,—2)| = Va4 =211

Calculamos el punto Q(gy, g,, g3) simétrico del punto P respecto al plano .

d(P, ™)

G =-=5
7 3 -3
(0, -n=|lt9 24% a6 | 1,
2 2 2
g =1

El punto simétrico del punto P respecto del plano wes Q(—5, —1, 1).

Obtén las coordenadas del punto simétrico a P(2, 1, 17) respecto de la recta r, cuya
ecuacién vectorial es: r: (x,y,2) = (—1,4,2) + X(2, 1, 4).

Calculamos la proyeccién ortogonal Q del punto P sobre .
« Plano perpendicular a r que pasa por P.

P(2,1,17)
_ > m2x+y+4z—-73=0
u, =(2,1,4)
« Interseccion entre el plano y la recta.
x=—=14+2X x=5
y=4+X y=7
57,14
7= 244N 74— )
2x+y+4z—-73=0 A=3

Hallamos el punto simétrico P'(a, b, ¢) respecto de la proyeccion Q.

a=238

(5.7,14) = 2+al1+b,17+c Syt
2 2 2

c=11

El punto simétrico de P respecto de larestares P'(8, 13, 11).
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107 | Considera el punto P(2,0, 1) y la recta:

r'x+2y:6
' z=2

a) Halla la ecuacion del plano que contieneaPyar.
b) Calcula el punto simétrico de P respecto de larectar.

a) Escribimos la recta ren forma paramétrica.

Sy —6 X=6—2\
hx+§: }%ﬁy:x ST =(=21,0 Q.6,0,2)
- z7=2

El plano que buscamos tiene como vectores directores U, y PQ,, y pasa
por el punto P.

P(2,0,1) x—=2 y z—-1
UG =(-210t>m| -2 1 0 |[=x+2y—4z+2=0
PQ, =(4,0,1) 4 0 1

b) Calculamos la proyeccion ortogonal Q del punto P sobre r.
« Plano perpendicular a r que pasa por P.

P(2,0,1)

. i=2 4=0
U,:(*Z,‘I,O)}%’Tr X+y+

« Interseccion entre el plano y la recta.

_
X+2y=6 >
z=2;—> y:é _)Q[MISIz]
2x+y+4=0 > >
z=2

Calculamos el punto P'(a, b, ¢) simétrico del punto P respecto al plano .

18
=5
[M 8 [2+a 0+b 1+c¢
—, = 2|= s , 4 16
5 2 2 2 b=—
5
c=3
o | 18 16
El punto simétrico del punto P respecto del plano « es P [ ? ? 3 ]

108 | Para cada valor de a los puntos P(1, 2, 3) y A(0, 1, a) son simétricos respecto
a un plano.
Halla, de forma razonada, la ecuacion de dicho plano. En particular encuentra
el plano paraa = 2.
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Hallamos el plano que pasa por el punto medio M del segmento PA
y cuyo vector normal es el vector PA.
M i i 3+a
2 2 2 >m—=-X—y+(a-3)z—
PA=(—1,—1,a—3)

a’—13

=0

Paraa:2—>m:—x—y—z-l—%:O—Mn:2x—|—2y+22—9:0

Escribir las ecuaciones implicitas de una recta con la direccion del vector (1, —1, 0)
y que pasa por P', siendo P' el simétrico de P(0, —2, 0) respecto
alplanom: x +3y +z=5.

(Aragén. Junio 2007. Opcion A. Cuestion 4)

Hallamos la proyeccién ortogonal Q del punto P sobre el plano .
+ Recta perpendicular a © que pasa por P.

P(0, -2, 0) =X
e —ry=-2+3X\
n, =(1,3,1)
Z=X\
« Interseccion entre la recta y el plano.
X=X\ x=1
y==243 L 1y=1_00,1,1
Z=X z=1
x+3y4+z-5=0 A=1
Calculamos las coordenadas de P'(a, b, ¢), punto simétrico de P respecto de .
b a=2
(=] 2Fa 2250 0xc) g
2 2 2
c=2

El punto simétrico del punto P respecto del plano wes P'(2, 4, 2).

La ecuacién de la recta, en forma implicita, que pasa por el punto P'y tiene
por vector director (1, —1, 0) es:

X—2 y—4 72 T X+y—6=0
= : — S
1 —1 0 y—4 z—2 z—-2=0

Halla la distancia del punto A(3, —1, —2) al punto B(5, 2, 4).

d(A B) =|ABl=(5-37 + 2 +12 +(4+2) =7

{Es isésceles el tridngulo de vértices A(2, 5, —1), B(3, —2,4) y C(—2, —3,11)?

| AB| =1(=1,-7,5)=5V3 |BCl=1(=5,-1,7)|=5V3
|AC|=(—4,—8,12)| = 4414
Tiene dos lados iguales y uno desigual, el tridngulo es isdsceles.
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112 | ;Qué lado es menor en el tridngulo de vértices A(3, —1, 4), B(0, —2,3) y C(5, 5, —1)?
| ABl=1(=3, =1, =) =11 |8C| =1(5,7, —4)| = Vo0
|ACI=1(2,6,—5)| = /65

El menor lado es AB.

113 | Determina las distancias que hay entre estos puntos: P(1, 0, 3), Q(4,5, 1)
y R(10, 15, —3). ;Qué puedes decir de los tres puntos?

d(p, Q) =1P0I=1(3,5 -2)| =38

d(Q, R =|CR|=1(6,10, —4) = 2438

d(P, R) =PRI =1(9,15,—6)| = 34/38

Como d(P, Q)+ d(Q, R) = d(P, R) — Los tres puntos estan alineados.
X—3 y+1

= *——=2z+3nocortaal plano3x — 2y =8.

114 | Comprueba que la recta 3

x—=3 y+I1
2
T 3x—2y =87 =3, —20).

r =z4+3->U0 =(2,3,1) P(3,—1,-3)

U, - n,=0—U,yn, son perpendiculares.
La recta es paralela al plano o esta contenida en él.
ComoP,(3,-1,3)ery P(3,—1,3)¢& m—larectay el plano son paralelos.

115 | Halla la distancia al plano =: 8x — 4y + z — 5 = 0 de los puntos P(2, 4, 12),
Q(0, —1,1)y R(1, 3, 2). ;Qué puedes decir del punto Q? ;Y qué tienen en comun Py R?

dpm |8 2m4 a5 7 e |8 143425 7
8 4 (—4Y + 7 9 g+ (—4P+7 | 9
40, |80 DHI-5]

8+ (—4) +7

El punto Q pertenece al plano y los puntos Py R equidistan de él.

116 | Calcula la distancia entre las siguientes parejas de planos.

X=—442X+2p X=4+4pn

a my=14+X—p Ty =34+X+p
z=2—X—-5n Z=—442X—4p
Xx=14+3x—p X=5+4p

b) m:y=—2X+p Ty =—1+X—2p
z=3+4+p z=8+4+3X\+2p

Q) m:2x—4y+z—7=0 T —x+3y—5z+9=0
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a) Escribimos los planos en forma implicita.
x+4 y—1 z-=2
| 2 1 —1 |=—6x+4+8y—4z-24=0
2 —1 )

x—4 y—=3 z+4
x| 0 1 2 |=—6x+4+8y—4z—-16=0
4 1 —4

Los planos son paralelos. Tomando P(4, 3, —4) € .

d(iw, ®')=d(w, P)=

|-6-4+8-3-4-(-4)-24] 8 429
V36 + 64416 J116 29

b) Escribimos los planos en forma implicita.
x—1 y z-=3
™ 3 -2 0 |=-2x-3y+z—-1=0
—1 1 1

x=5 y+1 z-8
w:| 0 1 3 |=8x+12y—4z44=0
4 -2 2
Los planos son coincidentes — d(x, ©') = 0.

Q) Los planos son secantes — d(m, ©') = 0.

Halla la distancia del punto P(—5, 2, —2) al plano de ecuacién w:2x —y +z — 4 =0.

Obtén la proyeccion ortogonal de P sobre el plano =, que es un punto P'.
Comprueba que la distancia de P a P' es la misma que de P al plano .

=3J6

2.(=5)—2+4(=2)—4
(=147

Hallamos la proyeccién ortogonal P' del punto P sobre el plano .

d(P, m) =

+ Recta perpendicular a © que pasa por P.

P(=5, 2, —2) x=-=5+4+2X
~ _(é ’1_1)}—>r:y:2>\
o=t = z=-2+X

+ Interseccion entre la recta y el plano.

X =-=5+2X\ x=1

y=2-Xx y==1,5pqa,—1,1

z=—24x [ |z=1 " (=110
2x—y+z—4=0 A=3

Hallamos la distancia de Pa P".
d(P.P)=1PPl=1(6,-3,3)| =54 =36 — d(P, P)=d(P, )
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xX=-=3+p
118 | Halla dos puntosde r: y = —2 ydes: X;6 = y—311 = z+22
z=—5+p B

que se encuentren a la minima distancia.

Hallamos un punto P € r y un punto Q € s con la condicion de que el vector PQ
sea perpendicular a ambas rectas.
P(=3+p,—2,-5+0p)

SPO=(—p+29+9,3g+13, —p—2g+3)
Q(6+2q,ﬂ+3q,—2—2q)}

PO-T,=(—p+2q+93g+13, —p—29+3)-(1,0,)=12—2p=0—p=6

PQV,=(-p+2q+93q+13,—p—2q+3)-(2,3,-2) =17g+51=0
g=-3
Por tanto, los puntos buscados son P(3, =2, 1) y Q(0, 2, 4).

119 | a) Calcula las ecuaciones implicitas de la recta r; que pasa por los puntos A(1, 2, 3)
yB(2,2,3).
b) Calcula la ecuacién general del plano  que pasa por los puntos A, By C(2, 2, 4).
¢) ;Cuantos planos distintos pueden formarse con los puntos A, B, Cy D(1, 2, 4)?
Justifica tu respuesta.
d) Prueba que los puntos A, B, Cy D anteriores forman un cuadrado y calcula su érea.

A1, 2,3) =1 2
a — Tl sy =2 N
AB=(1,0,0) z7=3
z=3
A1, 2,3) x—1 y—=2 z-3
b) AB=(1,0,0)}—m| I 0 0 |=y-2=0
AC=(1,0,1) 1 0 1

D(1,2,
g my—2=0—202% 5 5_open

Con los puntos A, B, Cy D sélo puede formarse un plano.

d) AB=(1,0,0) BC =(0,0,1)
O =(-1,0,0) DA=(0,0,-1)
Estos vectores son de modulo uno y ademas paralelos dos a dos, por tanto,
generan un cuadrado de area 1.

120 | De una recta r se sabe que esta contenida en el plano = de ecuacion x — y = 0, que
A(0, 0, 0) pertenece ar, y que el vector que une Ay B(1, 0, —1) es perpendicular a r.
Determina la recta r y calcula la distancia entre r y el plano paralelo a  que pasa por B.

« Elvector director de larectar, U, = (g, b, ¢), es perpendicular al vector normal
del plano &, 77, = (1, —1,0)
U-n.=@bo-(1,-1,0=a—-b=0—a=>b
El vector director de la recta es de la forma u, = (g, g, ©).
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« Elvector director de larectar, U, = (g, g, ©), es perpendicular al vector AB = (1,0, —1).
U -AB=(,a0-(1,00-=a—-c=0—>a=c
El vector director de la recta es de la forma U, = (g, a, a). Por ejemplo, paraa = 1,

el vectoru, = (1,1, 1) es un vector director de r.

Por tanto, la ecuacion de la recta r es:

Punto: A(0,0,0) Xy z
) _) >rn—=2 ==

Vector director: u, = (1,1, 1)

1 1 1
El plano w'es paralelo al plano® — ©': x —y +D =0

B(1,0,-M e >1-04+4D=0—>D=-1
Tx—y—1=0
Como res paralela a 7' la distancia de la recta al plano es la misma
que la distancia del punto A(0, 0, 0) € r al plano ',

Cdo—o—1l 1 2

dir,m)=dA t)= ——r— = —— = ——

141 22

a) Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el origen y es perpendicular al plano
T:X+y+z=3.
b) Obtén el punto de corte de la recta con el plano .

X=X
c) Hallael puntodelarectay =3 — X  cuya distancia al punto P(1, 0, 2) sea \/E
z=T4+2X\

(Aragon. Junio 2008. Bloque 2. Opcién B)

X=X\
Punto: A(0,0,0)
] ~ —>ry=2=x
Vector director: n, = (1,1, 1)
Z=X\
X=X\ x =1
b) y=M =T 5000,
Z=X\ z=1
X+y+z= A=1

c) Unpunto genéricode larectaresQ(X\,3 =X\, 14+ 2N\).

d(P,Q)=1POl =5 5 (X=17 + BN + (X1 =57
S 6N =X +11=5-5X=1
Por tanto, el punto buscado es Q(1, 2, 3).

XxX=2—-X
La trayectoria de un proyectil viene dada por larecta:r: y =3+ X
z=142X\

a) Estudia si el proyectil impacta con la superficie determinada por el plano.

b) Calcula el punto de impacto y la distancia recorrida por el proyectil desde
el punto inicial P(2, 3, 1) hasta el punto de impacto.

(Murcia. Junio 2006. Bloque 2. Cuestion B)
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Producto escalar

X=2—-X x=0

y=34+X y=5

3 z=1427] | z=5
3x+y—z=0 =2

Este sistema tiene soluciodn, por tanto, el proyectil impacta con la superficie
determinada por el plano.

b) El punto delimpacto es Q(0, 5, 5).
d(P,Q=1P0l=1(-2,2,4)| =24 =26

123 | Halla los puntos de larectar:x — 1 =y + 2 = zque equidistan
delos planos wy:4x —3z—1=0y ®;:3x+4y—1=0.

Un punto genéricode larectares P(1+ X, =2+ X\, \).

Llaran-anal 3433 -8+ 4x-1|

1649 VI +16

3+>\:7>\—6—>>\:%

%
3+>\:—7>\+6%>\:%

5 1 3 " 13 3
e e
2 2 2 8 8 8

d(P, m)=d(P =)

Los puntos son Q, [

124 | Calcula la distancia entre los planos x+y —z=5yx+y—z—1=0.

Los planos son paralelos. La distancia entre los dos planos es la misma
que la distancia entre un punto del primer plano al segundo plano.

A(3,2,0)em:x+y—z=5
C342-0-1] 4 a3

N J3 3

125 | Sean Py Q los puntos del espacio de coordenadas P(0, 0, 0) y Q(0, 1, 2). Encuentra
la condicién que debe cumplir un punto de coordenadas A(x, y, z)
para que la distancia de A hasta P sea igual que la distancia desde A hasta Q.
¢{El conjunto de todos los puntos que satisfacen esta condicion forma un plano?
Razona la contestacion.

dim, ©')=d(A «')

—

PA=(x,y, 2)

_ — |PAl =] Al
QA=(x,y—1,2-2)

\/X2+y2+22 :\/><2+(y71)2+(272)2 —2y+4z=5
La condicién que deben cumplir las coordenadas del punto A(x, y, 2) es que 2y 4 4z =5.

El conjunto de todos los puntos que cumplen esta condicién
esel plano w2y +4z=>5.
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SOLUCIONARIO 5

Un helicoptero situado
en el punto P(1, 2, 1) quiere
aterrizar en el plano ®:x+y+3z=0.

a) Calcula la ecuacién en forma continua
de la recta de la trayectoria que le lleve
al punto mas cercano del plano .

b) Calcula dicho punto.
¢) Calcula la distancia que debe recorrer.
(Murcia. Junio 2007. Bloque 2. Cuestion A) =

a) La trayectoria es la recta perpendicular al plano que pasa por P.

Punt: P(1,2,1) (=T
unto: En
ector airector: n, = (1, 1, Z:]+3>\
5
X = —
11
X=1+N 16
Y=
=2+X
b) y + - 1 —>Qi£,—l
z=143\ R m 1 on
X+y+3z=0 1
N
11

0 d(P,o)—P?)—[—6, -2, —18]— o
11 I 11

Halla razonadamente las ecuaciones de los dos planos paralelos al plano =
de ecuacién w: 12x + 3y — 4z =7 que distan 6 unidades de .

(C. Valenciana. Junio 2001. Ejercicio A. Problema 1)
7, paraleloal planow — w,: 12x+3y —4z4+D, =0
m, paraleloal planow — m,: 12x+3y —4z+D, =0
Como A, 1, -1 em:

_12.0431-4-(-1+D| _

- 1243 +(—47

d(m, m) = d(A, m)

6

D =71
ID+7]=78 >
D= -85

Losplanos son:m;: 12x +3y —4z+71=0 y ®,:12x +3y —4z—-85=0
Halla la ecuacion general del plano que corta a los ejes de coordenadas en los puntos
(1,0,0),(0,2,0)y (0,0, 3).

Halla los puntos de la recta x =y = z que estén a distancia % de este plano.

(Baleares. Junio 2002. Opcion B. Cuestion 4)
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Producto escalar

Si A(1,0,0),B8(0,2,0)y C(0,0, 3):

A(1,0,0) x—1y z
AB=(-1,2,0t>m| =1 2 0|=6x+3y+2z2—6=0
AC=(-1,0,3) -1 0 3

Un punto genéricode larectar: x = y = z esdelaformaP(X, X\, \).

N 1+6_ 7
dp = 18 XEINFID6L 1y gy, o
J36+9+4 7 N —1+6 _ 5

77 7 5 5 5
Los puntos buscados son: Q| —, —, — |y Qz[, — |
1M1 n 11 11 M

129 | a) Hallar la ecuacion del plano perpendicular a la recta
que pasa por el punto (5, 0, 10).
b) Hallar la distancia de dicho plano al punto (2, 1, 0).

x+y+2z—3=0
X—y+2z+1=0

a) Elvector director de la recta es el vector normal del plano que buscamos.

320 X =7—=3N
r:X+y+2Z_]_Oj—>r:y_>\ -0 =(-3,12)
Xoytezdl= 2= 442\
Punto: P(5,0,10
unto Pl L r skt y427-5-0
Vector normal: u, = (-=3,1, 2)
|-3.2414+2-0-5] 10 _ 5y14
b) d(m(2,1,0) = - =
J(=3)P+1P 422 V14 7
X =2X+3p
130 | Halla la distancia del plano w:4x — 10y +2z=—1alplanoo: y =X+ pn
Z=A—Q

Determinamos sus posiciones relativas.

A(0,0,0) Xy z
U, =02, 1,)t—0:|2 1T 1|==2x+5y—z=0-n,=(-2,5 -1
Ve =(3,1,-1 31 -7

mA4x—10y+2z=—-1=n, =(4,-10, 2)

n,y N, son proporcionales — ¢ y w son paralelos.

La distancia entre los dos planos es igual a la distancia entre
un punto A(0, 0, 0) € oy el plano .

_l4.0-10-042-0+1| 1 V30

J16 + 100 + 4 N

d(o, ™) = d(A, )
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SOLUCIONARIO 5

Construye un triangulo equilatero de forma

que dos de sus vértices sean P(1,2,3)y Q(—1, 4, 3)
y el tercer vértice R esté

en el plano w: x4+ y + z=2. ;Qué area tiene?

(Navarra. Junio 2003. Opcidn C. Pregunta 1)

«R(a,b,c)ern—>a+b+c=2
« d(P,Q)=d(P. R)=d(Q,R)

J=2P +22 400 = (@12 +(b—27 +(c—3) =
= Jla+ 17+ (b—4) +(c—3)

R 8=(a—1V+(b—2)+(c—3)
8=(a+1°+(b—4P+(c—3)

Tenemos el sistema de ecuaciones:

a+b+c=2

a=-1,b,=2,¢ =1
(a=174+(b—=2V4+(c-3=8}— 5 4 7
0 =——b=—c=—
(a+1°+(b—4)+(c—3)° =38
. 5 4 7
Obtenemos dos soluciones: R(—1,2,1) y R, —g, ? ?

Calculamos el érea:
Basez\ti’—é\zx/g:%/?

Como los angulos de un tridngulo equildtero valen 60°:

Altura:\/g-sen60°:\/§-g:\/€

Area:M:%/?
2
Sean las rectas:
,.L_y—1_2—2 S_x—3y—5=0
"1 —1 2 "X—3z—8=0

a) Halla la ecuacién del plano & que contiene ary es paralelo as.
b) Calcula la distancia entre el plano w y larecta s.
(Madrid. Septiembre 2007. Opcion B. Ejercicio 3)

N X = 843X
s T TEUL oy cen s T =3 Q.(8,1,0)
X—3z—8=0
Z=\
p XY 222 v 19 P.(0,1,2)

—
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Producto escalar

El plano w tiene como vectores directores U; y v, y pasa
por el punto P, (0, 1, 2).

P (0,1,2) X y—=1 2z=2
v=0-1,2)t>= |1 =1 2 |=-3x+5y+4z-13=0
U= (3,11 31 1

b) La distancia de la recta s al plano = es la distancia de un punto de la recta s
al plano.

Tomamos Q.(8,1,0) €s.

d(s,w):d(os,m:‘*3'8+5'1+4'O*B‘: 32 1642

Vo4 25416 V50 5

133 | Sean los puntos A\, 2, \), B(2, =X, 0)y C(\, 0, X + 2).
a) ¢Existe algun valor de X para el que los puntos A, By C estén alineados?

b) Comprobar que si A, By C no estan alineados el triangulo que forman
es isosceles.

¢) Calcular la ecuacion del plano que contiene al tridngulo ABC
para el valor de X\ = 0y hallar la distancia de este plano al origen
de coordenadas.

a) ParaqueA, By Cestén alineados, AB yA_C) tienen que ser proporcionales.
AB=(2—X —2—X,—\) L 2-N_22-X
AC =(0,-2,2) 0 —2 2
— No existe solucion.
Los tres puntos no estan alineados.

b) AB=(2—X, —2=X\, =N [ ABl = (2= NP+ (=2= N7+ (=\)} =
=3\ +8
AC=1(0,-2,2) |ACl=0? + (=27 + 22 =8

—

BC=(=2,02+2) IBCl=JOn =27+ N+ +2) =33 +8

Luego| ABl=1Bl ¥X\eRE tridangulo es siempre isdsceles.

@)
~

El plano pasa por A(0, 2, 0) y_tiene por vectores
directores AB= (2, —2, 0)y AC= (0, -2, 2):

A0, 2, 0) X y—2 z
AB=(2,-2,0)t 5m |2 -2 O|=-4x—4y—4z+8=0
AC =1(0,-2,2) 0 -2 2
S>TXxX+y+2z-2=0
Jo, o2l 2 _ 23

J+1+1 3 3
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SOLUCIONARIO 5

1— 2—2z
Larecta x = Ty = corta a los tres planos coordenados en tres puntos.

Determina las coordenadas de esos puntos, las distancias existentes entre cada par
de ellos e indica cudl es el que se encuentra en medio de los otros dos.

(Aragon. Septiembre 2004. Opcion A. Cuestion 2)

+ Corte con gje X.

x:o—>o:1_y:2_z—>]_y20} {y_1—>P(o,1,2)
3 2 2—z=0 z=72
» Corte con gje Y.
1 x:i
y:O—>x:]_272—> T3l 3—)@[1,0,4]
32 6-32=2 z:% 0

z:O—)x:uzge X - X — R(1,-2,0)
3 2 1-y=3 y=-2

La distancia entre cada par de puntos son los moddulos de los vectores
que determinan.
— 14

P6=[—,—1 ——] PQl=~——
3
PR=(1,—-3,-2) PRl =14

[5 - —i] GRI= 214
3 3

La distancia méas larga es la que hay desde el punto P al punto R, por tanto,
el punto Q es el que estd en el medio de los otros dos.

Se consideran los puntos A(0, 1,0) y B(1, 0, 1). Se pide:

a) Escribe la ecuacidn que deben verificar los puntos X(x, y, z) que equidistan
deAyB.

b) Determina la ecuacién que verifican los puntos X(x, y, z) cuya distancia a A es igual
ala distancia de A a B.

¢) Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta formada por los puntos
C(x,y,z) del plano x + y + z= 3 tales que el tridngulo ABC es rectangulo
con el dngulo recto en el vértice A.

(Madrid. Septiembre 2006. Opcion A. Ejercicio 4)
a) d(A X)=d(B, X)

\/x2+(yf1)2+zz :\/(><71)2+y2+(zf1)2 —2x—2y+2z-1=0

La ecuacién que verifican los puntos X es un plano.

b) d(A, X) =d(A B)

[+ (y—1P+27 =3 5+ (y—1+27=3

Se trata de la ecuacion de la esfera de centro el punto A(0, 1, 0) y radio \E
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Producto escalar

QCemx+y+z=3->CO\p,3—A—p)
El tridngulo ABC es rectédngulo con dngulo recto en A:
AB = (1, =1, 1)y/—\_C): (X, p—1,3—=X—p) son perpendiculares.
AB-AC=0>N—p+1+3-N—p=0->p=2

Por tanto, los puntos que buscamos son de la forma C(\, 2, 1— \). Es decir,
pertenecen a la recta:

X=X
rry=>2
z=1—X

136 | Demostrar que las rectas:

x=1+t 3 4=0
Liy=3+3t Ly: X_y+4_0}
z=3+t X—z+4=

son paralelas.
Encontrar la ecuacion del plano paralelo al determinado por dichas rectas
y que diste de él J6.

X=14+t
L:y=3+3tf—>u=(1,31) P(1,3,3)
z=3+t
X=—44+X
Ly: 3X_Y+4_O}%L2:y——8+3>\ -S>V, =(1,3,1)  Q)(—4,-8,0)
X—2z+4=0 N

Las dos rectas tienen el mismo vector director, por tanto, son paralelas.
El plano determinado por L; y L, tiene como vectores directores U, y PTZDZ, y pasa
por el punto P,(1, 3, 3).
P(1,3,3)
U =(1,3,1
PQ, = (=5, —11, =3)
x—1 y—3 z-3
- 1 3 1 |=2x=-2y+4z-8=0->mx—y+2z—4=0
-5 —11 -3
Un plano paralelo a wserd de laformaw': x —y + 2z + D = 0. Ast:

_h-3+6+D[ _[4+4Dl _ ;=

d(m, @) = d(P, ) = -6
] Jir1+4 J6
D=6—4=2
|4+Dl=6—
D=—6-4=-10

Los planos buscadossonoy: x —y +2z4+2=0y o, x—y+2z—10=0.
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SOLUCIONARIO 5

El plano T es el que pasa por los puntos P,(—3, 0, 0), P,(1, —1, —1) y Ps(—1,0, —1).

Encuentra los dos puntos de la recta:
X Y= 1 _z42

1 0 —1
que estan a distancia 1 del plano .

(Navarra. Septiembre 2007. Grupo 1. Opcion B)

El plano esté determinado por el punto P,(—3, 0, 0) y los vectores
directores PP = (2,0, —1).

P(-3,0,0) x+3 y z
PR =(4-1,-Nt>x| 4 =1 —1|=x+2y+2z+3=0
PP, =(2,0,-1) 20 -1
1 X=X\
r:%:iyo_ :Z+12—>r:y:1
B z=—-2—X\
Un punto genéricoderes A(X\, 1, —2 — \).
dA o D223 T
J1+4+4 3
AN=3+1=4
N-X\l=3> +
A=-3+1=-2

Los puntos buscados son A,(4, 1, —=6) y A,(—=2,1,0).

PREPARA TU SELECTIVIDAD

a) Definicion de médulo de un vector. Propiedades.

b) Determine los valores de ay b (a > 0) para que los vectores U = (a, b, b),
v=(b,a,b)y w=(b,b,a)sean unitarios y ortogonales dos a dos.

(Galicia. Junio 2003. Bloque 2. Pregunta 1)

a) Elmédulo de un vector es la raiz cuadrada positiva del producto escalar del

vector por si mismo.

Propiedades: 1. |7] >0
2. |ku| = kl[Tl, vk e R
3. [u+vI<lal+ vl

|=Vl=lwl=15 Ja*+ 20> =15 a’+2b* =1
V=ab+ba+bb=2ab+b’=0
-W=0bb+ab+ba=2ab+b>=0
W=ab+bb+ba=2ab+b'=0
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Producto escalar

Resolvemos el sistema:
b=0,a==
@420 =1 @420 =1 g= p=_2
) - _ 3 3
2ab+b° =0 b(2a+b)=0 b=-2a— 1 ,
a=—b=—
3 3
a=1b=0
Como a > 0, tenemos dos soluciones: 1, 2
a=—,b=—=
3 3

Determina una constante a para que el plano de ecuacién w: ax + y + z= 2 forme

2
. T
un dngulo de —- radianes con el plano z= 0.

Tax+y+z=2-n.=(1,1)

tz=0->7.=(001)

l(a,1,1)-(0,0,1)]

oS — = =
3 Ja+ 1741 a*+2

— Sa’+2=4—>a==2

2 a’+?2

y=1_.2 que estan

X—2

1 —2

3 | Encuentra los puntos de la recta

adistancia 1 del plano w:2x — 2y +z—5=0.

T2xX—2y+z-5=0->n.=(2,-21)

] X=2+X
r: X=2 :L:i%r:y:1+>\ ->u=01-2
! =2 Z==2\

1

Un punto genéricoderes A(2+ X\, T+ X, — 2\).
22+ N =204+ M) + (=20 =5 _

d(A, ©) =
Ja+4+1

—3-3
= =-3
—2X-3
g=1—>\72x73\=3—> 32 ;
3 n= 12 ¢
2
Los puntos buscados son A(—1, =2, 6) y A,(2,1,0)
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SOLUCIONARIO 5

Encuentra las ecuaciones de los planos paralelos a w: 2x — y + 2z = 3 situados
a 6 unidades de distancia del mismo.

(Cataluna. Septiembre 2007. Cuestion 1)

' paraleloar® > w2x —y+2z+D=0

Sitomamos P(1, —1, 0) € &, tenemos:
2-1—(=1 2-04+D
dlm, ) = d(p, ) = 1212V F 204Dl
24+ (=142
D=18-3=15
3401 _ ¢ L134pl=18
3 D=-18—-3=-21

Portanto, los planosson ®y: 2x —y +2z+15=0y®; 2x —y +2z—21=0.

X =1+2t
a) Hallaunpuntodelarectar: y = —t equidistante de los puntos P(—1, 2, 1)
yQ(0,3,1). z=—1

b) Calcula la ecuacién implicita de un plano ~ de modo que el simétrico del punto P
respecto del plano T sea el punto Q.

(Castilla-La Mancha. Junio 2006. Bloque 4. Pregunta B)
Un punto genérico de larectares R(1+ 2t, —t, —1).
PR=(2t+2,—t—2,-2)

OR =(142t,—t—3,-2)

1PRI=1QR| = J(2t + 27 + (=t — 27 + (=27 = J(2t + 1) + (=t — 3) + (—2)?
S (2t 42 + (=t =2 > 2t +1P? + (=t =3 >t=1
Por tanto, un punto de la recta r equidistante de los puntos Py Q es R(3, —1, —1).

Dados los puntos P(1, 1, 3) y Q(0, 1, 0) se pide:
a) Hallar todos los puntos R tales que la distancia entre Py R sea igual a la distancia
entre Qy R. Describir dicho conjunto de puntos.

b) Hallar todos los puntos S contenidos en la recta que pasa por Py Q que verifican
dist (P, S) = 2 dist (Q, S), donde «dist» significa distancia.

(Madrid. Septiembre 2008. Opcién A. Ejercicio 3)
a) Buscamos los puntos R(a, b, ¢), tales que d(P, R) = d(Q, R).

PRI =1QRl > Jla— 17+ (b—17+(c =3 =Ja+(b—17+¢

a=5-3p
S @=1+(c-3V=a+c">a+3c=5->1b=2X
c=p
Los puntos que cumplen esta condicién son de la forma R(5 — 3, X, p)
X =5=-3p
y forman el plano de ecuacion ©: y = X\
z=p
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en el plano w: x + 2y + 3z=1, y es perpendicular a la recta s:

Producto escalar

b) Hallamos la recta que pasa por Py Q.

x=1—=X
Punto: P(1,1,3)
Vector director: /371)—(71 0, —3) oy =
' o z7=3-3\

Un punto genéricode larectaes S(1—X\, 1, 3 — 3\).
PS = (=X, 0,=3X\) > |PS| =10\
Q5 =(1=X,0,=3X\) = | Q5| = /10X = 20X + 10

d(P,5)=2-d(Q,5) —> V10X =2/10N = 20X+ 10
=2

- 3N -82\+4=0—>

2
3

Los puntos buscados son S;(—1,1, =3) vy 52[;, 1, 1].

Hallense las ecuaciones de la recta r que pasa por P(2, 1, —1), esta contenida

x=2z-—3
y=z+4 ’

Escribimos la recta s en forma paramétrica:

X=-—34+2X
y=44+X %U)g:(Z],])
Z=X

Hallamos el plano " perpendicular al plano que pase por el punto P.
x—2 y—1 z41
w2 1 T |=x—=5y+3z2+6=0
1 2 3

X+ 2 3z=1
Larectarserar: Ty }

X—y+2z=38

8 | Calcule la distancia del punto P(1, —1,3) alarectar.

x=1+X
rry=1—Xx
z=14+2X\

Calculamos el plano w que pasa por Py es perpendicular ar.

Punto: P(1,-1,3)

_ > TX—y+22-8=0
Vector normal: u, = (1, -1, 2)



SOLUCIONARIO 5

Hallamos el punto de corte Q de la recta ry el plano .

Xx=1+X\ X=2

y=1=x 1 y:O—>Q(2,O,3)

z=142X z=3
X—y+2z—-8=0 A=1

La distancia del punto P a la recta res la distancia de Pa Q.

d(P, Q) =2 =17+ (0+17+(3-37 =2

x=0
Determina los puntos de la recta r de ecuaciones r: 7z — 3 t que equidistan
2
del plano w de ecuacion «: x + z =1y del plano «' de ecuacion ©":y — z=3.

(Andalucia. Septiembre 2006. Opcion A. Ejercicio 4)

x=0 x=0
s Z—3 Sy =X\
y—1=
2 z=142X\

Un punto genérico de larectasesP(0, X\, T+ 2\).
d(P, )= d(P, ©')

123 =11 IN—(+2)\) 3|
P47 P (=)

N
2 =4l SoA=|-X—4]l> 3
NN N}
3
4 5 4 N
Los puntos buscados son PW[O, - ——] y PZ[O, —, 7]
3 3 3 3
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LITERATURA Y MATEMATICAS

Las cenizas de Angela

El senior O’Neill es el maestro del cuarto curso de la escuela. Lo llama-
mos «Puntito» porque es pequeiio como un punto. Nos da clase en la
unica aula donde hay tarima, porque asi puede estar mas alto que no-

sotros, amenazarnos con su palmeta de fresno y pelar su manzana ala 8§

vista de todos. El primer dia del curso, en septiembre, escribe en la
pizarra tres palabras que habran de seguir alli el resto del curso: Eucli-
des, geometria, idiota. Dice que si pilla a algin nifio tocando esas pala-
bras, ese nifio pasara el resto de su vida con una mano sola. Dice que
cualquiera que no entienda los teoremas de Euclides es idiota. «Bien, |
repetid: Cualquiera que no entienda los teoremas de Euclides, es idio-
ta». Naturalmente, todos sabemos lo que es un idiota, pues los maes-
tros nos dicen constantemente que lo somos.

Brendan Quigley levanta la mano.

=3 —Serior, ;qué es un teorema y qué es un Euclides?

Esperamos que «Puntito» fustigue a Brendan como hacen todos los i
maestros cuando se les hace una pregunta, pero ¢l mira a Brendan
con una sonrisita.

—Y bien, he aqui un nifio que no tiene una sola pregunta, sino dos.
;Como te llamas, nifio?

—Brendan Quigley, sefior.
—Este es un nifo que llegara lejos. ;Donde llegara, nifios?
—Lejos, sefor.

—Desde luego que si. El nino que quiere saber algo de la gracia, de la |
elegancia y de la belleza de Euclides no puede menos de subir en la

\ vida. ;Qué hara en la vida este nifo sin falta, nifos?

—Subir, serior.

-Sin Euclides, nifios, las matematicas serian una cosa mezquina e in- \
segura. Sin Euclides no seriamos capaces de ir de aqui a alli. Sin
Euclides, la bicicleta no tendria ruedas. Sin Euclides, San José no po-
dria haber sido carpintero, pues la carpinteria es geometria y la geo-

metria es carpinterfa. Sin Euclides, esta escuela misma no podria ha- s

ber sido construida.

FrRANK McCoOuRT




SOLUCIONARIO

Las cenizas de Angela
Frank McCourt

En esta novela se narra la vida en Irlanda antes y durante
la sequnda guerra mundial. No contiene mds referencias
alas matemdticas que las que aparecen en la magistral
descripcion de la primera clase que imparte el profesor
«Puntiton.

—Jodido Euclides -murmura detras de mi Paddy Clohessy.
«Puntito» le dice con voz cortante:

~Taq, nifio: jcomo te llamas?

—Clohessy, sefior.

—Ah, el nifio vuela con un ala. ;Cual es tu nombre de pila?
—Paddy.

—Paddy, ;y qué mas?

—Paddy, sefor.

=Y ;qué decias a McCourt, Paddy?

—Le decia que debiamos ponemos de rodillas y dar gracias a Dios de que haya existido Euclides.
—Ya lo creo, Clohessy. Veo la mentira podrida en tus labios. ;Qué veo, ninos?

—La mentira, sefior.

—;Y como esta la mentira, nifios?

—Podrida, sefior.

—;Donde, ninos, donde?

—En sus labios, sefior.

—Euclides era griego, nifios. ;Qué es un griego, Clohessy?

—Una especie de extranjero, sefior.

—Clohessy, eres retrasado mental. Y bien, Brendan, sin duda tu debes de saber lo que es

un griego, ;no?

—S1, senor. Euclides era griego.

«Puntito» le dirige la sonrisita. Dice a Clohessy que debe imitar el modelo de Quigley, que sabe
lo que es un griego. Traza dos lineas, una junto a otra, y nos dice que son lineas paralelas,

y que lo magico y lo misterioso es que no se encuentran nunca, aungue se prolonguen

hasta el infinito, aunque se prolonguen hasta los hombros de Dios, y eso, nifos, esta muy lejos,
aungque ahora hay un judio aleman que esta poniendo todo el mundo patas arriba con sus ideas
sobre las lineas paralelas.

Escuchamos a «Puntito» y nos preguntamos qué tiene que ver todo esto con el estado

del mundo, con que los alemanes lo invadan todo y bombardeen todo lo que se tiene en pie.
No podemos preguntarselo nosotros, pero podemos hacer que Brendan Quigley se lo pregunte.
Esta claro que Brendan es el ojito derecho del maestro, y eso significa que puede hacerle

las preguntas que quiera.

La geometria que se estudia en estos temas se llama euclidea, porque se ajusta

a las ideas que expuso Euclides en uno de los libros mas importantes de toda la historia:
Los Elementos. Pero existen también geometrias no euclideas. Investiga las diferencias
que hay entre unas y otras, y escribe un breve trabajo con los datos obtenidos.

Se denomina geometria no euclidea a la rama de la geometria cuyos postulados
y propiedades difieren en alguin punto de los establecidos por Euclides.

329



Productos vectorial y mixto

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Calcula los siguientes determinantes:

a|-5 0 2 b)| x —1 vy Jlx+2 y z-3
2 1 4 0 —4 1 3 3 0
—6 0 —1 -2 0 2 -1 0 -4

-5 0 2
a | 21 4/=17
-6 0 —1
x =1y
b) |0 —4 1|=-8x—8y+2
-2 0 2
x+2 y z-3
9| 3 3 0 |=-12x+12y+37-33
-1 0 -4

002 | Halla un punto y un vector director de la siguiente recta:

—1_y—1_ z-1
r:X =7 z

1 —1 2

Un punto es P(1, 1, 1) y un vector director es U = (1, —1, 2).

003 | Calcula un punto y un vector normal de este plano:
™ 2x—3y+z+5=0

Un punto es P(—4, —1, 0) y un vector normal es 1= (2, —3, 1).

004 | Dibuja el lugar geométrico de los puntos que equidistan de dos rectas:
a) Que se cortan.
b) Que son paralelas.

a) b) r

———

005 | Halla el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de coordenadas
cartesianas es 10.

El lugar geométrico es el plano de ecuacion: x + y + z—10 = 0.
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SOLUCIONARIO

ACTIVIDADES

Calcula U X Vv, sabiendo que U= (—1,1,0), v=(—1,0, 1) y el dngulo que forman
esa = 60°.

. Médulo: |T]=~2 V=2
. . V3
\uxv\:\v\.\v\.semo:6.6.726

« Direccion: Hallamos el plano que tiene por vectores directores U y V' y pasa
por el origen de coordenadas.
X y z
-1 1 0l=x+y+2z=0
-1 0 1

El vector U x V tiene la direccién del vector normal del plano i = (1, 1, 1).
. Sentido: el del avance de un sacacorchos que girade U a V.

Siu=(—1,1,0),v=(—1,0,1) ysudangulo es o. = 60°, halla el 4rea
del paralelogramo que forman.

Area del paralelogramo = |7 x V|=|T|-|[V|- sen 60° = J2 2 \/5 -3

003 |SiTXV=2fyuxw=—T,calcula:
a) Ux(w—Vv) Q) 3UX(—2w+V)
b) —U X QW+ V) d) QW+ 7V) X (=1)
A UXW—-V)=UXW—UXV=—t -2t =-3¢
b) —UXQW4+V)=UX(—2W)—UxV=-200xW)—-0xvV=20—-2t=0
Q) 3UX(=2W+V)=—6T xW)+3U xV)=6( +6t =12¢
d QW+ V)x(0)=—2WxT)—Vxu)=2t —2t =0
004 |Siv=(0,—1,0,v=(—1,—20y w=(—4,1,1), halla:

X (W—V) Q 3UX(—2w+V)
b) —U X QW+ V) d) QW+ V) X (—1)
T 7K
A UxW—V)=0-1,0x(=330=]0 —1 0|=—7 —3k=(=1,0,-3)
-3 3 1

gk
b) —UxQ@WxV)=(010x(-902=|0 1 0|=2+9 =(20,9)
0 2

Q) 3T X(=2W+V)=(0,-3,0)x(7,—4, -2 =|0 -3
7 —4 =2

I
d) QW +V)x (=0)=(=9,0,2x(0,1,00=|-9 0
1
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005 | Encuentra el vector normal al plano que pasa por:

a) A(1,1,1) B(3,1,0) c(—1,0,1)
b) D(0, 0, 0) E(2,2,2) F0,1,=2)
a) Elvector normal es:
Tk
ABXxAC=|2 0 —1|=-7T+2 —2k=(-1,2-2
-2 =1 0
b) El vector normal es:
TT %
DExDF=|2 2 2|=—6 +4] +2k =(—6,4,2)
0o 1 =2

006 | Halla una base ortogonal que contengaa u = (2, —1, 0).

Tomamos un vector no proporcional a U, por ejemplo (0,0, 1), y hallamos
el segundo vector de la base, que llamamos V.

- =

i j ok
V=02-10x001=|2 =1 0|==7 —2] =(=1,-2,0)
0 0 1
Hallamos el tercer vector de la base, que llamamos w.
ik
W=UxVv=02-10x(=1,-20=|2 =10 =75?=(O/O/75)
-1 =2 0

Una base B = {(2, —1,0), (=1, —2,0), (0, 0, —5)} es ortoganal.

007 | Halla una base de vectores ortogonales en el espacio. ;Cuantas bases hay?
Razona tu respuesta.

Cualquier conjunto de tres vectores perpendiculares entre si forman una base
del espacio. Como existen infinitos conjuntos de tres vectores perpendiculares
entre si, hay infinitas bases.

Un ejemplo de base ortogonal es la base canénica: B = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, N}

008 | Calcula el vector director de la recta determinada por cada pareja de planos.

a) mi—y—z+1=0 T:3x+z2—6=0
b) ®:2x—y—3z=0 T3x—y+5z=0
_ 77T
) ﬂ:(g'51'])_1)}—>ﬁxni: 0 —1 —1|=—T—37%3k
M =130 3.0 1
El vector director de larectaes v = ( —1, =3, 3).
. T 7k
o) M= I mm ol D1 3= —§T— 197+ K
m =3 -15)
3 =1 5
El vector director de larectaes v = ( —8, —19, 1).
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SOLUCIONARIO

Dada la recta:

X _y+1 z—1

1 —1 2
Halla su ecuacion implicita, y comprueba que el producto vectorial de los vectores
normales de los planos es proporcionala v = (1, —1, 2).

Hallamos la ecuacion implicita de la recta r.

y+1
X= X+y+1=0
S I QN Y
z—1 2Xx—z4+1=0
X=—-—
2
Los vectores normales de los planos son:
m=(1,1,0
m=1(2,0-1)
Tk
Mxm=|1 1 0|=—i4j-2k=(-11-2)
2 0 -1
El vector my x 1, = (—1,1, —2) es proporcional a v = (1, —1, 2).

Halla el area encerrada en los triangulos cuyos vértices son:
a) A(0,0,0) B(—1,2,1) c(—=1,-1,-1)

b) A(3,0,0) B(0,2,0) C(0,0,1)
a) Dos lados del tridangulo son:
AB=(—1,2,1)
AC=(—1,-1,-1)
T

kK
ABxAC=|-1 2 1
—1 =1 -1

|ABx AC| = /(=17 + (-2 + 3 =14

= T—2]+3K=(-1-273)

) |ABx AC| 14
Area= ——— = ——
2 2
b) Dos lados del tridangulo son:
AB=(=3,2,0)
AC=(-3,0,1)
T Tk
ABxAC=|—-3 2 0|=2I+3]+6k=(23,6)
-3 0 1
|ABX AC| =2 +3 +6° =49 =7
) |ABx AC| 7
Areazizg
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011 | Calcula el area del triangulo cuyos vértices son:
A(2,1,3) B(3,0,1) c(—1,—-2,0)

Comprueba que el resultado es independiente de los vectores que elijas
para hallar el &rea.

AB=(1,-1,-2) AC=(=3,-3,-3)
7K

ABxAC=|1 —1 —2|=-37+9/—6k=(-39 —6)
-3 -3 -3

|ABx AC| = (=3 + 9 + =126 =314

) \ABxAC\ 3\/14

Area = = 5

Comprobamos que el resultado es independiente de los vectores elegidos.
« Eldrea del tridangulo de lados BA= (=1,1,2)y BC = (—4,—-2,—1)es

T7 K
BAxBC=|-1 1 2|=3—9+6k
—4 -2 -1

|84 x BC | =126 =314

. ‘E?ATXB?‘ 3\/?
Area = 5 = 5

« El drea del triangulo de lados CA=(3,3,3) y CB=421)es

i
CAxCB=|3 3 3|=-3+9]—6k
4 2

|CA x CB|= 126 =314

) |CAxCB| 314
Area = =
2 2
El &rea del tridangulo tampoco varia.

012 | Halla la distancia del punto P(1, 0, 2) a las rectas.
x—y=0 X y+2 z—=5
a)r: X _YrTe 270
) y+3z= 0} o) s 1 3 2

a) Calculamos un vector director v,y un punto A de la recta.

ik
V=1 =1 0|==37—34+k=(=3-31
0 1 3
A(0,0,0) € r AP =(1,0,2)
7K
V,xAP =|-3 =3 1|=—6i+7]+3k=(-6,7,3)
1 0 2



013

SOLUCIONARIO

V]=vo+9+1=+19 [V, % 4P| = /36 + 49+ 9 = /o4
La distancia del punto P a la recta r es:

v x APl Joa 1786

dP, r)=

AR 19
b) Calculamos un vector director V; y un punto A de la recta.
V.=(1,3,2) A0, —2,5)€s AP =(1,2,-3)
Tk
V,xAP=|1 3 2|=—-13i+5/—k=(-13,5 -1
1 2 =3

V=v1+9+4 =14 V. x AP| = V169 + 25+ 1 = V195

La distancia del punto P a la recta s es:

_\vsxAP\_\H% \/E

diP,s)=

7zl s
Calcula la distancia del origen de coordenadas a las siguientes rectas.
x =143X\
a) r:y:2—)\ b)S:X_Zzy_1:z+4
7=0 —1 —1 2
a) Hallamos un vector director v,y un punto A de la recta.
V,=(3,-1,0) AL 2,0)€s AD=(~1,-2,0)
7K
V,xAO=|3 -1 0|=-7k=(0,0,-7)
-1 =2 0
V] =+v9+1 =410 [V, x AP| =~49 =7

La distancia del origen de coordenadas O a la rectares:

v, xA0| _ 7 _ o

do, r) = =
Vi V10 10
b) Calculamos un vector director V; y un punto A de la recta.
V.=(=1,-1,2) AQ2,1,—4)€s AD =(-2,-1,4)
Tk
V,xAO=|-1 =1 2|==2i—k=(-2,0-1)
-2 -1 4

Vl=Vi+1+4 =6 V. x A0|=/4+1 =15
La distancia del origen de coordenadas O a la recta s es:

7V, x AO| :£: V30

V. Je 6

d(O, s) =
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Productos vectorial y mixto

014 | Calcula el producto mixto [U, v, w], siendo los vectores t=(0,1,0), v= (1,1, 1)
yw = (0,0, —1).

S
=l
3
I
<y
3
X
5
I
S
=
T
IS
I

015 | Calcula el volumen del paralelepipedo definido por los vectores t = (—2, 0, 0),
v=(3,21yw=(-2,04.

T 7K
VxW=|3 2 1|=8—14]+4k = (8 —14, 4)
-2 0 4
[GV,Wl=0U-(VxW) =(=2,00)-8 —144) =—16
Volumen =T, V,w1|=16

016 | Calcula el producto mixto de los siguientes vectores:

—

U=(3,8,0) v=(0,—-1,3) wW=(=540)

3 8 0
[Gviwl=|0 -1 3|=-15
-5 4 0

017 | Comprueba que este producto mixto es cero.
(U, V,u+V]

Sean: U = (U, U, Ua) V=V, vV, V3
u U Us
(GV,u+Vvi=| v Vs v |[=0

u+v, u+Vv, U+Vvs

La tercera fila es combinacién de la primera y la segunda.

018 | Halla el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores:
u=(—1,-1,-1) v=(1,1,1) w=1(0,0,2)

Como Uy vV son proporcionales, los tres vectores, U, V'y W, no generan
un paralelepipedo.

019 | Obtén el volumen del tetraedro cuyos vértices tienen las siguientes coordenadas:
A(0,0,0) B(0,0, 1) (0, 2,0) D(3,0,0)

AB=1(0,0,1) AC=1(0,2,0) AD = (3,0,0)
00 1
[AB,AC.ADI=|0 2 0|=-6
300
[[ABx ACx AD]| 6
Vo\umen:7:E:1
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SOLUCIONARIO

Determina la distancia entre las siguientes rectas que se cruzan:
- y=1 S:x+1=y+1=z—4
X+z=-2 -2 3 -2

Hallamos un punto y un vector de cada recta.

i j ok
V.=[0 1 0|=i—k=(,0-1 P(=2,1,00€r
1 0 1
V,=(-2,3 -2 P (—=1,—-1,4€s
El vector determinado por los puntos Ry P, es: EE =(1,-2,4)
T 7K
Vxv,=|1 0 =1=3+4j+3k=34,3)
-2 3 =2

PRV, VI=PP-(V, x V) =(1,-2,4)-(3,4,3)=7
Por tanto, la distancia entre las rectas es:

iRV, v 7 238
|

T Joti6+9 34

Estudia la posicién relativa de estas rectas, y calcula la distancia entre ellas.
. 3X—y=-2 S‘x+y+z:3
‘X+y—z=0 X—y—z=2

Hallamos un punto y un vector de cada recta.

- =

7k
V=13 =1 0|=7T+3/4+4k=(1,34) R0,2,2)€r
1T 1
[IVER3 507
=11 1|=2-2k=1(0,2 -2 R[—,—,O]es
1 -1 - 22

Determinamos la posicion relativa de las dos rectas.

El vector determinado por los puntos Ay P, es: P,_)R = [% —%, —2]
Tk

VXV, =|1 3 4 |==14i4+2j+2k=(=14,2,2)=0
0 2 =2

(PP, V., V.= PP, (7 x 7)) = [% - —2]-(—14, 2= 4220

Es decir, las rectas se cruzan.
Por tanto, la distancia entre las rectas es:

IZaal 42 4 7451
air, s) = ————= = =
v, XV, J(=14) 422 422 204 17
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022 | Calcula el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de dos puntos
fijos A(2,0, 1)y B(4, —2, 0).

Llamamos P(x, y, z) a los puntos del espacio que equidistan de los puntos Ay B.
d(A P) = (x =2V +(y —0F +(z 17
d(B, P) = J(x — 47 + (y + 2 +(z —O)

Igualando ambas distancias:
X=20+(y—=0F +(z=0 =(x—-47+(y+2 +(z-0)
—4x -4y —2z—-15=0
El lugar geométrico de los puntos que equidistan de Ay de B es el plano
de ecuacion:
T A4x+4y+22+15=0

023 | Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de tres puntos fijos A(1, 0, 0),
B(0,1,0)y C(0,0, 1).

Llamamos P(x, y, 2) a los puntos que equidistan de los puntos A By C.
dAP)=A(x=17 =x—1
dB,P)=Ay—=10 =y—1
diC,P)=A(z=10 =2z-1

Igualando las distancias:

X—l=y—-1=z-1
El lugar geométrico de los puntos que equidistan de los puntos A, By C es la recta
de ecuacion:
—1 —1 —1
X = -

1 1 1

024 | Determina el lugar geométrico de los puntos del espacio que distan 1 unidad
de los planos.

a) m:x=0 b) myx—y+2z=0

a) Llamamos P(x, y, z) a los puntos del espacio que distan 1 unidad del plano ;.

LI
-2

El lugar geométrico estd formado por dos planos:

1

d(P,m) i

1—>M:1%{XZ
X =

X =1 X =—1
b) Llamamos P(x, y, ) a los puntos del espacio que distan 1 unidad del plano ..

xfy+22:\/g

|x—y+2
X—y+22:—\/g

V14+1+4
El lugar geométrico esta formado por dos planos:

owzx—y—i-Zz—\/g:O OZ:X—y+ZZ+\/g:O

d(P, m.) :]*‘X*)HLZZ‘:\/E—)
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SOLUCIONARIO

Determina el lugar geométrico de los puntos que equidistan de estos planos:

T:x=0 TyX—y+2z=0
Llamamos P(x, y, z) a los puntos que equidistan de los planos m y ..
X
diP, ) _Id | x|
J1
_ [x—y+27

dP, m,) =

Je

Igualando las distancias:

¥ = X—y+2z
_ ) =

4P 7) = (P 7y > o] = Y2 7o
Jo o Xty—2z

e
El lugar geométrico esta formado por los planos:

01:(\/g—1)x+y—22=0 02:(\/g+1)x—y+22:0

Halla la ecuacién general de la esfera cuyo centro es el punto C(7, —1, 0) y que pasa
por el punto de coordenadas P(—3, 4, —2).

Calculamos el radio de la esfera.

d(p, ) =107 + (=57 +2¢ =129

La ecuacioén de la esfera es:
(xX=77+(y+1+(z-07 =129
Desarrollando obtenemos la ecuacion general.
X+ y + 722 —=14x+2y—-79=0

Estudia si esta ecuacion corresponde a una esfera. En caso afirmativo, calcula
su centro y su radio.
X +y?+22-2y+2=0

Si esta ecuacién correspondiera a una esfera se deberia cumplir que:

—2a=0 a=0
—2b=-2 5 b=1
—2c=0 c=0
a+b+c—-r=2 1—r=2-r=-
Como r* = —1no tiene solucion, esta ecuacion no corresponde a una esfera.

Discute la posicion relativa de larecta s: (x, y, z) = (4, —2, 1) + X(1, 2, —1) y la esfera
de centro C(2,0,3)yradior=3.

Hallamos la distancia de la recta al centro de la esfera:
V.=(1,2 -1 A4, —2,N€Es AC=(-2,2,2)

- =
~|

—1l=6/+6k=1(606)
-2 2 2
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V. x AC| = /36 +36 =72
V. x AC
:‘Vsi _ V7 =12 >3
P+ 22+ (-1

\/S
La distancia de la recta al centro es mayor que el radio. Por tanto, la recta
es exterior a la esfera.

d(c, s)

029 | Halla la posicién relativa del plano «: 3x — 2y + 3z =1y la esfera de centro C(2, 0, 3)

yradior=3.
Hallamos la distancia del centro de la esfera al plano.
3:2—2:-043-3-1
4c, = 4,

13, -2, -3)| V22

La distancia del centro al plano es menor que el radio. Por tanto, el plano
es secante a la esfera.

030 | Halla el plano tangente a la esfera de centro C(2, 0, 3) y radio r =3
en el punto P(2, 0, 0).

El vector normal del plano es: CP=1(0,0,-3)

La ecuacién del plano tangente a la esfera en el punto P es:
m0-(x—=2)4+0-(y—-0)+(=3):-(z-0=0->m—-32=0

031 | Calcula la recta normal a la esfera de centro C(2, 0, 3) y radio r =3
en el punto P(2, 0, 0).

X =2
P(2,0,0)
T — (0.0, -3) —=sy=0
e z= -3\
032 | Comprueba, con un ejemplo, la relacién que hay entre:
Una recta perpendicular al plano tangente a una esfera en un punto, y la recta
normal a la esfera en ese mismo punto.
Una recta perpendicular al plano tangente a una esfera en un punto es la recta
normal a la esfera en ese punto.

Por ejemplo, el plano tangente a la esfera de centro C(2, 0, 1) y radio r = 2
en el punto P(0, 0, 1) es 2x = 0.

La recta tangente a ese plano en P(0, 0, 1) es:

X =2\
sy=0
z=1

La recta normal a la esferaen P(0, 0, 1) es:

X =2\
sy=0
z=1

Ambas expresiones coinciden.
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033 |Siu=(—1,4,2),v=(=3,1,6)yw= (3,3, —1), calcula:

UXV byux(V-—2w) o 2U+vxw

3
a) UxvV=|-1 4 2|=220+1Kk=(22,0,10
-3 16
T 7K
b) Ux(V—2w)=|—1 4 2|=42—10j+ 41k = (42,10, 41)
-9 -5 8
i 7K
Q WHVXW=20+|-3 1 6|=2-14,2) +(=19,15 -12) = (21,23, —8)
3.3 -1

034 | Siendou=(3,2,00y v=(3,6,—2), hallau x VyV X U, y explica el resultado.

035

036

037

<y
X
<
~
<
X
<y

Siu=(3,2,0)

TT K TT K
UXV=|3 2 0|=-4i+6j+12k VxU=|3 6 —2|=4i—6j—12
3 6 =2 32 0

Encuentra dos vectores que tengan médulo 5y que sean perpendiculares
alosvectores U= (2,0, —1)y v=(6,—3,2).

Calculamos un vector perpendiculara U y V.

!
TxV=[2 0 —1=-3—10j—6k =(=3,—10, —6)
6

[T xV|=+9+100+36 =+145

Los vectores perpendiculares a Uy v' de modulo 5 son:

5 106 - [ Wi 10v145 _6\/145]
\/ 29 29 29
_ [3J145 104145 64145 ]
W= —— 2 (=3,-10,—6) = / ,
N/ 29 29 29

= (3,6, —2), calcula U - (U x V). Extrae una conclusién general.

yv
Tk
UxV=[3 2 0|=—4+6]+12k
36 =2
U-(UxV)=(3,20)-(-4,612)=0
U - (U x V) siempre vale 0 porque U x V es un vector perpendiculara u.

Justifica mediante determinantes que U X U=0.

El determinante de una matriz con dos filas iguales es siempre nulo.

tienen el mismo modulo, la misma direccidn y sentidos opuestos.
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Productos vectorial y mixto

038 | Demuestra, usando las propiedades de los determinantes, que el producto vectorial

distribuye a la suma.
UX(V4+W)=UXV+UXW

Consideramos los vectores U = (uy, Uy, Us), V. = (v;, V5, V3)

i J k i j ok i J
Uy Uy Us =|U U Us|+H|U U U
Vitw, v +w, v 4ws ViV V3 Wy W, Wi

Ux(U4+W)=UXV+Uxw

039 | Determina, usando el producto vectorial, el angulo que forman los vectores (4, —1, 3)

y(3,0,2).
U=(4,-13) V=002
T 7K
UxV=[4 —1 3|==2i+j+3k=(=213)
3.0 2

[T x V|=[d|-|V]-sen

S sena = |77 = [(-2.13)] = 14 :OZO35%{O¢:”O44I 347
7] |7] Je 13 V2613 ' o = 168°15' 26"

Tomando el &ngulo entre dos vectores como el menor que forman sus direcciones
al cortarse, la solucién es v = 11° 44" 34",

040 | Halla [u, v, w] en los siguientes casos.

a) a):(07472) V ( 21711) W:(57_211)
b) t=(0,42 Vv=(5-21) w=(=271)
Q) u=(941) v=(-1,5—11) w=1(12,6,0)
0 4 2 9 4 1
a) |u, v, w|=|-2 7 1|=-34 Q |uvV,wl=|-1 5 —=11=0
5 =21 12 6 0
0 4 2
b) |u,v,w|=| 5 =2 1|=34
-2 71

041 | Demuestra, utilizando propiedades de los determinantes, que parak, U, vy w
se verifica que:
[kd, v,w]=[u, kv,w] = kU, v, w]
Consideramos los vectores U = (uy, Uy, Us), V. = (v, V5, v3) Y W = (W, Wy, W3).
Utilizando las propiedades de los determinantes:

ku, ku, kus U U U U U U
vi v, vyl =lkv, kv, kvs|=klvi v, v,
W, W, W Wy, W, Wi W, W, W

S
=
5

Por tanto: [ku, V, w] = [U, kv, w] = k[



SOLUCIONARIO

042

Dado el vector a = (3, —5, 2), elige otro vector Ey comprueba
que[a, b,2a — b] = 0. Explica por qué sucede esto.

Para cualquier vector. b que elijamos, 2d — b es combinacion lineal
de los vectores a y b. Como el producto mixto de vectores linealmente
dependientes es cero: [d,0,2a —b]=0

043 | Explica por qué para cualesquiera g, by C:

[a+2b—c —3a+5b—2a+7b—cl=
El producto mixto de los tres vectores definidos como combinacion lineal
deda,b yC es:

1 2 1
-3 5 0]=0
-2 7 1
Esto ocurre porque los tres vectores son coplanarios y, por tanto, el volumen
del paralelepipedo que forman es cero
044 | Comprueba con v = (3, —4, =(—2, 3, 1) si se verifica la igualdad:
[Ux V|=|u]|-|v]—(u-V)?

=197 =137+ k= (=19, =13, 1)

T]=vo+16+25 =50 =5v2
Vi=va+o+r1=+14

(U-V)=(-6—12+5) =169

[T [V]— (@ VY= 5214 —169 = 1047 —169

Como 3v/59 = 1077 — 169 — No se verifica la igualdad

045 | En general, el producto vectorial no tiene la propiedad asociativa
UxXV)Xxw=Uux(VXw)
Compruébalo para =, v=kyw= k.
(TXV)xW = ([xK)xk=Txk=—] ) o
- e~ = = = = = = —>Nosecumple la propiedad asociativa.
UxX(vxw)=jx(kxk)=jx0=0
046

Demuestra que (U — V) X (

2(U x V), sean cualesquiera los vectores Uy V.
(T-V)X(U+V)=UXU+UXV-VXU—-VXV

Sabemos que:

UxT=VxvV=0 — e -
e e~ (u=V)X(utV)=2Auxy)
VXU=—UXV
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047 | Encuentra un vector d que tenga moédulo 3, y tal que si b=(3,—3,0)se verifique
qued X b= (6,6,3).

Consideramos el vector d = (aj, a,, ;).

- = -

i j k
axb=l|a a a|=3ai+3a;j—3(a,+a,)k=(6,6,3)
3 -3 0
Igualando coordenadas:
30; =6 as; =2 -
- —a= —1—a,?2
73(aw+az):3} {az =—1-q a=la a2

|d|=+2a; + 20, +5

C0m0\5\=3—>2a$+2a]+5=9_>{a* =2

a =1
Por tanto, hay dos vectores que cumplen la condicién inicial: d; = (=2, 1, 2)
ya,=(1,-22)

048 | Calcula el valor de a para que el producto vectorial de los vectores (a, —a, 2)
y (2, a, 1) sea proporcional al vector (1, 1, 0).

U=, —a?2) vV=(2al
Tk
Uxw=|a —a 2
2 a 1

= 3di+ (4 —a)j+ (@* + 2a)k = (=3a, 4 — a, &> + 2a)

Como debe ser proporcional al vector (1, 1, 0), entonces:

—3a 4—a a+2a _—3a=4-a
= = - —a=-2
1 1 0 a‘+2a=0
049 | Sitenemosu =(3,—2,5)y vV =(—1,1, 1), ;qué vectores w cumplen
que U X w= Vv ?Escribe tres ejemplos.

Consideramos el vector w = (w,, w,, ws).
7K

UxwW=|3 =2 5]|=(=5w, —2w;)i+ (5w, —3w;)j+ 2w, + 3w, )k = (=1,1,2)
W, W, W,

Igualando coordenadas:

T+ 3X
—5W, — 2wy = —1 M=
5wy =3ws; =1 = 1—2X\
Wy + 3w, =1 Wo=—2
Wi =\
Obtenemos tres ejemplos dando valores a \:
Parax=—2—>w,=(-1,1,-2)
Parax=3—w,=(2,—1,3)

Parax=8— w; = (5, —3,8)
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051 | ;Como han de ser dos vectores para que cumplan que [u X V|=|u |- |V]?

|7 x V|=|T|-|V] sen a=|T]|-[V| = sen a =1

Los vectores deben ser perpendiculares.

12x + 6y —18z2—13 = o}

052 | Halla el vector director de larecta r:
—8x —4y +12z+5=0

v, =

—

i

1

2

-8
Como los vectores normales son proporcionales, los planos son paralelos
o coincidentes, es decir, no se cortan en una Unica recta.

7
6

—4

—

k
—18|=(0, 0, 0) = Los planos no definen una recta.

12

053 | Determina la ecuacién de una recta perpendicular a ry s que pase

054

por el punto P(3, —2, 0), siendo:

x=2
r:x=y7_2=z+2 ssy=-—3+X
—2 3 z=5-2\
7K
Vi=0,-23 V.=(01-2 VxV.=[1 -2 3|=7+2j+k
0 1 -2
X= 34X

La recta que buscamosest: y = —2 + 2\

Z=X\

Decide si las rectas son paralelas.

V,i=(32-1

3

4

-3

x=—1+3X\
rry =2\ s: 2x+y—z—3=0}
Z=2-) —x+2y+2z2—-5=0
T 7K
V,=[2 1 —1=4/—3]45=(4 -3,5)
-1 2 2

2 —1 .
= —— = — — Los vectores no son proporoonales,

por tanto, las rectas no son paralelas.

050 | Encuentra un vector U, de modo que para los vectores @ = (3, 5, 1), b=(1,0,—4)
y € =(—3,—1,2)severifique que2d —3U=b X C.
7k
bxT=|1 0 —4|=—4i+10j—k=(—4,10,-1)
-3 =1 2
27— 3=bxC— 3= 25— bxC U= (27— bx7)
ST %[2(3, 5, 1) — (=4, 10, —1)] = g 0, 1]
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055 | Determina la distancia del punto P(1, 2, 3) a la recta:

—1 1
pXloy+l_ 2

2 —1 —2
Tomamos un vector director v,y un punto A de la recta.
v,=(2, -1 -2 Al =10 €er AP=(0,3,3)
T ox
VUxAP=|2 —1 —2|=37—6]+6k=(3,—6,6)
0o 3 3

Vi=Vva+1+4 =3 [V, x AP| =9 +36+36 =9
La distancia del punto P a la recta r es:

7 % AP
g TPl _9 .

v, 3

056 | Halla la distancia del punto P(—2, 2, —9) a la recta:
_ x+3y = 1}
X+6y+2z=1
Encuentra también el punto de r que se encuentra a esa distancia de P.
Comprueba que las dos distancias coinciden.
« Calculamos la distancia del punto P a la recta.
Tomamos un vector director v,y un punto A de la recta.

Tk
V=1 3 0|=61—2+3k=(6-23)

16 2
A(1,0,0) € r AP = (=3,2,—9)

T 7K
VXAP=|6 —2 3|=12+45]46k =12, 45,6)

-3 2 -9

V] =V36+4+9=7  |VxAP|=+144 + 2025+ 36 = 2205 = 215

La distancia del punto P a la recta r es:
7, x AP
[ZxApl _ s _ Lz

v, 7

dP, r)=

« Determinamos el punto que se encuentra a esta distancia de P.
Hallamos el plano perpendicular a la recta r que pasa por P.
6x—2y+324+4D=0—>6-(—2)—2-243-(-9)9+D=0->D=43
T 6X—2y+324+43=0
Calculamos el punto Q interseccion de la recta r con el plano .

x+3y =1 X==5
X+6y+2z=1r—>1y=2 —0Q(-52 -3)
6x —2y+324+43=0 z=-3

d(p,Q) =|P0| = |(=3,0, 6)| =45 = 3v5 =d(P, r)
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057 | Encuentraun puntoenlarectar: y = —1+ 5t que se halla a 3 unidades
z=2t

de distancia del punto P(8, 11, 3).

Comprueba que ese es el punto de la recta mas proximo a P.

Un punto de la recta res de la forma R(2 + 4t, —1+ 5t, 2t).
d(P, R) =|PR| = |(4t — 6, 5t —12, 2t — 3)| = 45 — 180t + 189
d(P,R) =3 — /451> =180t +189 =3 —t =2 — El puntoes R(10, 9, 4).

Calculamos la distancia de P a la recta.
_ ik
1
2

PRXV.=|2 —2 1|=-974+18k=(-9,0,18)

5

Vil=Vi6+25+4 =35
PR x V| = 81+ 324 = 95

_IPRx7| oV

==

Como la distancia del punto a la recta es también 3, el punto R
es el mas proximo a P.

IR

dP, r) 3

—

V/

058 | Calcula el punto del plano w: y = 14+ 4X+ p { que se halla mas préximo
z=14+2X+2p

al punto P(17, —4, 9). ;A qué distancia se encuentra?

Tenemos que hallar la proyeccion del punto P sobre el plano.

Calculamos el vector normal 7 del plano.

—6i—6j+3k=(6-623)—>n=(2-21

_\_J>\\¢
NN x|

i
m=|3
0

La recta perpendicular al plano que pasa por P es:

xX= 1742t
rry=-4-2t
z=9+4t¢

Calculamos la interseccién de esta recta con el plano.

17 4+ 2t = =14 3X\ =2
—4 =2t=1+4XN+p [ > ip =—1 > El punto de interseccion es P'(5, 8, 3).
O+t=1+2x+21 t=-6

La distancia del punto P al plano coincide con la distancia entre Py P'.
d(P, Py =|PP'| =|(~12,12, —6)| = 18
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059 | Halla la distancia entre las rectas:

x=—1
rx—5=y—-2=2-z sty=44+X
z=44+X
Hallamos un punto y un vector de cada recta.
vi=(1,1,-1) P(5,2,2) v.=(0,1,1 Pi(—1,4,4)
Calculamos un vector determinado por un punto de cada recta.
PP.=(~6,2,2)
Calculamos el producto mixto de los tres vectores.
T x
TxvV=|1 1 1= =T+Fk=@2, 11 V. x 7| =6
0o 1 1

(PR, V, V]=PP- (V,x V) =(~6,2,2)-(2,—1 ) = —12
Por tanto, la distancia entre las rectas es:

b v v
4. 5) (PP, 7, V.1 _ 2 o[

V, x| Je

060 | Comprueba que la distancia entre las siguientes rectas es 3, y halla un punto
de cada una de las rectas que se encuentre a esa distancia.

X=4+22 x —1 y—4 z—1
rry=-1 st = =
Z=06+4X 3 —1 4

« Calculamos la distancia entre las dos rectas.
Hallamos un punto y un vector de cada recta.

vV,=1(2,0,4) P4, —1,6) V,=03,-1,4) R(1,4,1)
Calculamos un vector determinado por un punto de cada recta.
PP = (3,5 —5)
Calculamos el producto mixto de los tres vectores.

[
VXV, =2 0 4|=4i+4]j—-2k=(4,4 -2)

3 =1 4

[V, x V| =+16+16+4 =6
[RP,V, V] =PP - (V,x V) =(~3,5-5)-(4,4,—2) =18
La distancia entre las rectas es:

RP.V,.7,
dir o= SRRV VI 18

v, xv.| 6

Calculamos los puntos que se encuentran a esta distancia.

Sean Ry Sdos puntos genéricos de las rectas ry s, respectivamente.
R(442XN, —1,64+4N) €T SO4+3p, 4 —p, 14+ 4p)€s
RS = (—2X\+30—3, —pn+5 — 4N+ 4p—5)
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El vector RS debe ser perpendicular a los vectores directores de las rectas.
E-VT:—ZOX+22M—26:O}_>{>\:2
RS-V, = —=22X\+26p—34 =0 p=23
Los puntos que buscamos son R(8, —1, 14) y S(10, 1, 13).

La distancia entre estos dos puntos es: d(R, S) = \,%\ =] 2 -1=3

Calcula la distancia entre las rectas ry s:

X=3_y+2 _ x+6

r pasa por el punto P(—1, 2, —4) y es paralela a la recta ] s

C 2x+y—z=4
Cx42y4+z=1

Las ecuaciones paramétricas de las rectas ry s son:

x=—143X Xx=5-3u
rry=2—-Xx A
z=—4+4+5\ z=6-—"5

Hallamos un punto y un vector de cada recta:

v,=(3,-1,5) P(—1,2,—4) V,=(-3,1,-5) Py(5,0,6)
Como v,y V; son proporcionales, las rectas son paralelas o coincidentes.
La distancia entre las rectas es la distancia de P.(—1, 2, —4) a larecta s.

PP.=(6,-2,10)

N [ PP XV,

PP XV, =|6 —2 10 :O%d(r,s):d(/%,s)"s_)ivf‘:
-3 1 -5 Vi

Las rectas son coincidentes.

Expresa en forma paramétrica las ecuaciones de la recta que resulta de cortar
los planos w: 2x —3y + 5z =10y ~": —x + y —2z = —4.

a) Resolviendo primero el sistema que forman.

b) Hazlo también calculando un vector director.

X=2—-X\
2X—3)/+52:1O}_>y:_2+>\
—X+y—-2z=-4 PN

3
b) ¥, =|2 -3 5|=i—-j—-k=0,-1-1
-1 1 =2

Calculamos un punto de la recta.

2x =3y +52=10| Siz=2 2x—-3y =0 x=0
S -
—X+y—2z2=—4 —x+y=0 y=0

Un punto de larecta es P(0, 0, 2)

X=X\
La ecuacién paramétricade larectaesr:y = —X\
z=2-X
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063 | Encuentra la ecuacién del plano que contiene a la recta ry es paralelo a la recta s.

r:

x—1 _ y+2 z-3 s: 2Xx4+y—z+4+8=0

S "5x —2y—2z—6=0
Buscamos el plano que pasa por A(1, —2, 3) y tiene como vectores directores
V,i=(2,-2-1) yV.

- = -

i j K
V=2 1 —1|=—4i—]—9%k=(-4,-1-9)
5 -2 =2
x—1 y+2 z-3
| 2 =2 =1 |=17x+2y—10z2+57=0
e i

064 | Determina la ecuacién de una recta que pasa por el punto (—1, 4, 2) y es paralela
a la recta interseccion de los planos:

™2x+3y—z+42=0 Twix—2y+2z4+5=0

Buscamos la recta que pasa por P(—1, 4, 2) y tiene como vector director el vector
director de la recta dada.
7K
V.=12 3 —1|=4i—-5j—-7k=(4, -5 -7)
T =2 2
La ecuacién de la recta buscada es:
x+1 y—4 z-2
4 -5 —7

S:

065 | Decide si las dos rectas se cortan y, en caso afirmativo, determina el punto de corte.
Halla también la ecuacién de una recta que pase por el punto A(3, —1,0) y sea
perpendicular a las dos rectas.

x=54+2X
— 4
L= 6_z+4 sty=4—X\
-1 1 2 =2

+ Determinamos la posicion relativa de las rectas.

U0,=(-1,1,2 F(0, 6, —4) V,=(2,-1,0 Q,(5,4,-2)
PO, = (5 -2,2)

5 -2 2
Rango -1 1 2|=2

2 -1 0

Como los vectores directores no son proporcionales, las rectas se cortan.
+ Determinamos el punto de corte de las rectas.
x _y—-6 _z+4

1 1 2 X =—1

X =542\ — 1y =7 —ElpuntodecorteesC(—1,7, —2).
y=4-X\ z=-2

z==2
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« Hallamos la recta que pasa por A(3, —1, 0) y es perpendicular a las rectas ry s.

- =

3
T XV =|-1 2 =2044/—k=(24,-)
0

Larectaest: X;3 _y+l_z

066 | Una recta pasa por el punto (1, —1,0) y es paralelaalos planosx+y=1,x+z=1.
Halla sus ecuaciones.

(La Rioja. Junio 2004. Propuesta A. Ejercicio 1)

Buscamos una recta que pasa por P(1, —1, 0) y tiene como vector director
el producto vectorial de los vectores normales de los planos.
TJk
T 1 0|=i—j—k=(0,-1-10
170 1
X —1 y+1_ z

Larectaesr: ] ==

067 | Encuentra una recta paralela al plano «: 2x — 5y + z — 2 = 0 que se halle a 230
de distancia.

Tomamos un punto del plano, por ejemplo: P(2, 1, 3) € ©

Sial punto P le sumamos un vector de médulo 2430 que sea perpendicular
al plano, obtendremos un punto que estd a esa distancia del plano.

El vector perpendicular al plano con médulo 2430 serad un vector proporcional
al vector normal del plano.

Comon = (2, -5, 1), el vector que buscamos seré de la forma:
AT =XN2, =5 1) =2\ =5N\N)

Y debe cumplir que:

[2X, =53 M) = V308 = 2430 > X =2

Es decir, un vector perpendicular al plano con médulo 230 esT = (4,-10, 2).
Q+UT=(2,13)+(4,-10,2=(6-9,5)

El punto Q(6, —9, 5) estd a distancia 2430 del plano.

La recta que buscamos pasa por el punto Qy tiene como vector director un vector
perpendicular al vector normal.

SiVv, = (a, b, 0), tiene que cumplirse:
V..-n=0-=(a,bc) (2, -50N=2a—-5+c=0
Sta=1yb=0—->c=-2

El vector v, = (1, 0, —2) es perpendiculara .

La recta buscada es:

X=6+X\
ry=-9
Z=5-2\
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068 | Calcula la distancia de P(—3, 4, 0) a las rectas.

a) r:

X+4=y_2=Z—2 9t X+2y+3z—-1=0
2 -3 2Xx —4y+2z412=0
X =342\
y =194 5X
zZ=—-3—X
a 4=021,-3 Q(—=4,2,2) PO, =(=1,-2,2)
- T 7k
PO xU, =|—-1 =2 2 |=4i+j+3k=1(4123)
2 1 =3
PO, x| 26 13 o
dp,rn=——-"1= =, = =7
u, 14 7 7
b) T=(25-1 Q,3,19,-3) PO, = (6,15, -3)
_ T 7k
PQ. xU, =|6 15 —3| =0 — El punto P pertenece a la recta s.
2 5 -1
Tk
O U=|1 2 3|=14i+5/—-8k=1(4,5 —8)
2 —4 1
01,3, -2) PO, = (4, —1,-2)
_ Tk
PO, T, =|4 —1 —2| =187+ 4]+ 34k = (18, 4, 34)
14 5 =8
PO, x T, . .
P8 PO x G| 1496 2J1065%

@l Vs 285

069 | Halla la distancia entre larectar: (13+t,7 —t, —4 + 2t) y el plano
T:4x 4+ 2y — z — 7 = 0. Encuentra dos puntos del plano que se encuentren
a esa distancia de r. Obtén la ecuacion de la proyeccién ortogonal de r sobre .

v, =(0,-12)
n=(4,2 -1

La recta es paralela al plano o estd contenida en él.

} — Son perpendiculares.

Calculamos la distancia de un punto de la recta, P(13, 7, —4) € r, al plano «:

4-1342.7+4-7|_ 6 _ .o

NPENEIET N

Para hallar dos puntos del plano que se encuentren a distancia 3v 21, calculamos
los puntos Py Q' del plano que sean proyeccién ortogonal de dos puntos Py Q
delarectar.

dir, ®) = d(P, ®) =
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SOLUCIONARIO

« Proyeccién ortogonal P’ del punto P(13, 7, —4) € r sobre el plano.

x=134+4p
La recta perpendicular al plano que pasa porPesr:y =7+ 2p
z=—4-p
Hallamos el punto P’ interseccion entre r; y .
x=134+4p x =1
y=742p L =T )
z=—4-p z=-1
4x+2y—z—-7=0 p=-3

« Proyeccién ortogonal Q" del punto Q(14, 6, —2) € r sobre el plano.

X =14+ 4p
La recta perpendicular al plano que pasa porQesr,: y = 6+ 2p
z=-2—p
Hallamos el punto Q' interseccion entre r, y .
x=14+4p X =2
y=6+2p 1 V=0 0001
Z=-2-p z=1
4x+2y—z—-7=0 p=-3
La proyeccion ortogonal de r sobre  pasa por los puntos P'y Q".
x=T1+X
rry=1-=Xx
z=—142\

Calcula la distancia entre las dos rectas.

x =1+ 4t
"3 23X_62y_91:g} sy=—14 6o
X+2y+6z-9= z=2-4t

Justifica lo que sucede.

Determinamos los vectores directores de las rectas.

ik
v, =13 =2 0|=-12i—18j+12k =(—12,-18,12)
3 2 6
V,=(4,6,—4)
gk
VXV, =|—1 —% 1 | = 0 — Las rectas son paralelas o coincidentes.
4 6 —4
La ecuacion implicita de la recta s es: =2y —=5=0
X —z4+1=0
3 -2 0 3 -2 0 -1
32 6 3 6 -9
MOl 5 o T3 2 0 s
1 0 -1 1 0 -1 1

Las rectas son coincidentes, por tanto, d(r, s) = 0.
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071 | Halla la distancia entre las rectas r: (3 —X, 2\, 54+ \) y s, que pasa por los puntos
A(—1,—-2,4)yB(3,—10,0).

Calculamos un punto y un vector director de cada recta.

U,=(=121) P@3,0,5) A(=1,-2,4) AB = (4, —8, —4)
Como los vectores son proporcionales, las rectas son paralelas o coincidentes.
_ Tk
AP=(4,2,1) APxu, =4 2 1|=-5j+10k =(0, —5,10)
-1 2 1

=Ji+4+1=+6 |7 x AP| =25+ 100 = 545
Como las rectas son paralelas:

U),XA_:E‘ _ 5\/?2 530

[

ds, r)=d(A r) =

—

7 NG 6
X =243\
072 | Calculaladistanciadelarectar: y = —14 2\t al eje Z.
z=4-—-X\
0=032-1 P2, —1,4) 0(0,0,0) vV,=1(0,0,1)
_ -2 1 —4
[Prozu)n\_/)z]: 3 2 =1|=-7
0 0 1
i jk
Uxv.=[3 2 —1=2—3=(2,-3,0) |G xV,|=+13
0 0 1
(PO, T, 72] 7 73
d(r,s) = — = =
u V13 13

073 | Determina la ecuacién de un plano paralelo al plano OXY que se encuentre
a 5 unidades de distancia.

La ecuacién del plano OXY es z = 0. Hay dos planos paralelos que estan
a 5 unidades de distancia de él, son los planos z = 5y z = —5.
074 | Halla la ecuacién de un plano paralelo al eje Y que se encuentre a 4 unidades
de distancia.
Hay infinitos planos en esa situacion. Por ejemplo, z = 4y x = —4.

075 | Determina las ecuaciones de una recta paralela al eje Y que esta a 6 unidades
de distancia de O(0, 0, 0).

El eje Y tiene por ecuacion: ; - 8} Una recta que estd a 6 unidades del origen
es la recta que pasa por (6, 0, 0). La recta paralela al eje Y que pasa

X =06
| to (6,0, 0) es:
por el punto ( )eszzo}



SOLUCIONARIO

076 | Halla el valor del pardmetro a para que las rectas:

X=-=3+X
rr—x=y—a=z-3 sty=6-—X\
z=-34+X

se encuentren a una distancia de v/2 unidades.
Determinamos un punto y un vector director de cada recta.
U=(-1,11) P(0, a, 3) V,=(,-1,1) Q(—3,6,-3)
PO=(-3,6—a,—6)

11
[G,V,PQl=| 1 -1 1|=6-2a
3 6-a -6

=242/=(220 G x 7 =8

. v.pa|  |6—2a] [3-a| B a=1
. s) = _ -t ,\/5%\3—@72%{0:5

T XV, | J8

077 | Considera el tridngulo que tiene por vértices los puntos A(1, 1, 2), B(1,0, —1)
y C(1,=3,2).
a) Razona si el tridngulo es rectangulo.
b) Calcula la recta r que pasa por By es perpendicular al lado AC.
c) Calcula larecta s que pasa por los puntos Ay C.
d) SiD esel punto de corte de las rectas r y s, calcula el médulo del vector BD.
e) Calcula la longitud del lado AC.

f) Calcula el producto vectorial de los vectores A—_E)yA_é y comprueba que su médulo

esigual a h - b siendo h el médulo del vector BD y b la longitud del lado AC
(calculados en apartados anteriores).

a) Analizamos los productos escalares AC - AB, AC - B_Ey%\_f BC.
AC=(0,-40  AB=(0,—1,-3) BC=1(0,-3,3)
AC-AB=14=0
AC-BC=12=0
AB-BC=—6=0
El tridngulo no tiene lados perpendiculares, no es un triangulo rectadngulo.

b) Hallamos el plano perpendicular al lado ACy que pase por el punto B.
AC=(0,—4,0) >m —4y+D =0
B(1,0,-Nem—>D=0

Por tanto, el planoes m:y = 0.
X =1
LarectaquepasaporAyCes:s:y =1—4X
z=2



Productos vectorial y mixto

Calculamos el punto de corte del plano y la recta.

x =1
)z/ i 127 4 — El punto de corte es D(1, 0, 2).
y=0

La recta que buscamos es la recta que pasa por By D.

x=1
BD=(0,0,3)>ry=0
z=-1+3u
x =1
Q) AC=(0,—4,0) 5 y=1—4X
z=2

d) |8D|=](0,0,3)|=3

e) |AC|=](0, —4,0)| =4

3
f) ACxAB=[0 —4 0 |=12I=(12,0,0) |AC x AB|=12
0 -1 -3

|BD|-|AC|=3-4=12
Portanto:\A_E X /TE\:\BTDH%Ta

078 | Dadas las rectas:
XxX+y—z=0 S_x=2
‘x+2y=7 y=-5

Halla un punto en cada una de ellas, de tal forma que el vector que los una sea
perpendicular a ambas.

7K
P(7,0,7) V=011 S=20—j4+k=(@2 -1
12 0
TTK
P(2,—5,0) V.=[1 0 0|=k=1(0,0,1)
010

Sea A(7 + 2\, — X\, 7 -+ X\) un punto genérico de la recta r,y B(2, —5, p)
un punto genérico de la recta s. Tenemos que hallar Xy p de forma

que el vector AB sea perpendicular a ambas rectas.

AB=(-2x—=5X—5pu—X—7)

AB-(=2,1,—) =6\ —p+12=0 =1
AB- (0,0, 1):u>\7:0;_>{p:6

Los puntos son: A(5, 1, 6) y B(2, =5, 6)
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SOLUCIONARIO

Larecta )\); ::'_ i z 1} cortaen Py Q respectivamente a los planosy =0y x = 0.

a) Determina los puntos (si los hay) en el eje Z que equidisten de Py de Q.
Naturalmente estos posibles puntos dependen del valor de X.

b) Determina X para que, ademas, los puntos del eje Zformen con Py Q
un tridangulo equilatero.

(Aragon. Junio 2002. Opcion A. Cuestion 2)

Hallamos los puntos Py Q.

X+y=1 X+y=1
N+z=1r—>P010,7 N+z=1r—>00,1,1=X\)
y=0 x=0

a) Un punto genérico del eje Z es de la forma A(0, 0, a). Buscamos los puntos A
que cumplen: d(A, P) = d(A, Q)

AP=](1,0,1— )| = 14 (1— a)?
A=0,11-X—a)| =1+ (=X —a)
X=0
d(A,P)=d(A Q) 51+ (1—af =1+ (1-x—a) > Vo272
2

« SiX =0 — a puede tomar cualquier valor.
Todos los puntos del eje Z equidistan de Py Q.

. SinOﬁu:ﬂ

El Unico punto del eje Z que equidistade Py Q es A[O 0, %]

b) Los puntos A, Py Q formaran un tridngulo equilatero si existen un X para el que:
d(A P)=d(A Q) =d(P, Q)

S|X¢O%A[OO%]
—— 2
\AP\:[ Mo e
4
— \ N H—— NIHTHEN 53N =4
|AQl = 1,o,—? =1+

No tiene soluciones reales.

Pl = (=11, =N =1+ 1+ N2

A, Py Q no forman un tridangulo equilétero.
+ SIN=0—=P(10,1,00,17)y AQ0,0, o)

|27 = | Q=1+ 0-a¢

18 =01 1- ] T+ 1=y |1 0-aF =V 5 {22

i =2
POl =|(=1,1,0)| =2

Hay dos puntos del eje Z que forman un tridangulo equildtero con Py Q:
A0, 0,0) y A(0, 0, 2).
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080 | a) Demuestra que las rectas:

xX=t
lyy=—t 12:x+y—z:0}
Z:2+t 2X+y+1:0

se cruzan en el espacio.
b) Encuentra la distancia entre dichas rectas.

a) Expresamos la recta I, en forma paramétrica.

X=—=1=p
Liy=14+2p
z=p
Determinamos un punto y un vector director de cada recta.
G=0-1) P00 V=(-121) Q=110 PQ=(-11-2)
I 1
[0, v, PQl=|-1 2 1|=-1
—1 1T =2
ioj ok
Uxv, =1 —1 1|==3—2j+k=(=3-2,1
-1 2 1

Como [0y, v5, POl = 0y U, x V5 = 0 — Las rectas se cruzan.

b) [T x V3| =vo+4+1 =14
0,7, 70 _ |- _ 14

T <77 Jia 4

d(r, s) =

081 | a) Calcula la ecuacién de la recta que pasa por el origen y es perpendicular
al plano ©: x + y 4+ z = 3. Obtén el punto de corte de la recta con el plano =.

X=X
b) Hallael puntodelarectar:y =3 —X  cuya distancia al punto P(1, 0, 2) sea \/E
z=14+2X\

a) Buscamos una recta que pasa por O(0, 0, 0) y tiene como vector director
al vector normal del plano m = (1, 1, 1).

X =q
sSy=p
zZ=
Hallamos el punto de corte de la recta con el plano =.
X=p
Y= =100,
Z=p
X+y+z=3
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SOLUCIONARIO

b) Un punto genérico de larectares A\, 3—X\, 14 2\).
PAl=v=13=X =14+ 20| =5 5\ =1 + B =\ +(=1+ 2 =5
> A=
El punto que cumple la condicién es A, 2, 3).

Determinar las coordenadas de un punto que diste 2 unidades de la recta:
x —1 y z—1

1 1 —1

(Extremadura. Junio 2005. Repertorio A. Ejercicio 4)

A0 er
m = 1(0,1,1) es un vector perpendicular al vector director v = (1, 1, —1) de la recta.
Determinamos un vector perpendicular a la recta que tenga médulo 2.

@mo\ﬁ\:ﬁ—ﬂﬁ-ﬁ\:z

El extremo P del vector OP = OA + J2 - Fesun punto que estd a 2 unidades
de distancia de la recta.

P=01,010+v2-0110=1+v2,142)

Veamos que es cierto:

Tk
PAxT=|20 —~2 —N2|=22T=V274V2k=(2v2, -2, 42)
i

1 1 -

PA x 7] =23
d(P,r):‘PAju‘: 2\/? —>
[al (1,1, =1

Halla la ecuacién general del plano que corta a los ejes coordenados
en los puntos (2,0, 0), (0, 1,0) y (0, 0, 2). Determina los puntos de larectax=y =z
que estan a distancia 5 de este plano.

Buscamos un plano que pasa por A2, 0, 0) y tiene por vectores directores
AB=(—2,1,0)yAC=(-2,0,2).

X—2 y z
| =2 1 0|l=2x+4y+22-4=0->m x+2y+2-2=0
-2 0 2
Determinamos los puntos de la recta que estén a 5 unidades del plano.
Un punto genérico de la recta es P(t, t, t).
56 +2
2 -2 -2 = B
g ltr2rt=al o a-2=sV6 | 4
J1+4+1 4t—2=-576 t__s\/€+2
4

5v6 +2 576 42 5J€+2]
o ,

Los puntos son A,
4 4

56 +2 —5J6 +2 —5J€+2]

4 4 4

|
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084 | Dado el plano ;: 3x + ay + z = 6, calcula a para que la recta r que pasa
por el punto P(1, 1, 2) y es perpendicular a este plano () sea paralela
al plano 7,: x —y = 3. Calcula la distancia de la recta r al origen.

Buscamos la recta que pasa por P(1, 1, 2)y tiene como director el vector normal
alplano ™, 1 = (3, o, 1).

x =143\
ry=71+ax

z=24X
Sires paralela a w,, el vector director de r es perpendicular al vector normal de ,.
BaN-(10-,0=0->3-a=0>a=3
Calculamos la distancia de r al origen de coordenadas.
_ 7k
OPxU=|1 1 2|=-5+5/=(-550) |OP x T| =50

3 31

|0PxT| 5o 50 sz

do, = = = =

I 13,3, 0] 19 19

085 | Dadas las rectas:
r:x—ay:Z} SZX_Z:1}
ay+z=1 y+z=3
se pide:
a) Discutir la posicion relativa de las dos rectas r, s segun los valores del parametro a.
b) Sia =1, calcular la distancia minima entre las dos rectas r, s.

a) Estudiamos el rango de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada
del sistema que forman los cuatro planos.

X—ay =2 1 —a O 1 —a 0 2
ay+z=1 A= 0 a 1 A*— 0 a 11
X—z=1 T 0 -1 T 0 =1 1
y+z=3 0o 1 1 o 1 13
o 0o
: g | |=a 10 —1|=-a+1

- 01 1
o 1 13

+ Sia=0— Rango (A*) = 4 yRango (A) = 3 — Las rectas se cruzan.
+ Sia=0-— Rango (A) = Rango (A*) = 3 — Las rectas se cortan en un punto.

b) Escribimos las rectas en forma paramétrica.

X=3-=X\ x=T+p
rry=1—=Xx S y=3—p
zZ=X Z=p

Calculamos un punto y un vector director de cada recta.
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SOLUCIONARIO

T=(-1,-1,1) PG, 1,00 v.=(,-1,1) Q01,30 PO=(-220)

[T, V,POl=| 1 =1 1|=4
-2 2
3
UxV,=|—1 =1 1|=2]42k=(0,22 |Gxv|=v8=2/2
1T =11
[, v, PQ]
R U215 ) | B S 7y
T xv| A2
086 | Las trayectorias de dos aviones vienen dadas por las rectas:
x=T14+X x=T1—X
nry=1—X Ly =X
z=142X\ z=2

a) Estudie si las trayectorias se cortan, se cruzan o son coincidentes.
b) Calcule la distancia minima entre ambas trayectorias.
(Murcia. Junio 2006. Bloque 2. Cuestion A)

a) Determinamos un punto y un vector director de cada recta.
T=0,-1,2 P11 W=(=1,1,00 Q1,02 PQ=(0,—11)

1 -1 2
[G,V,POl=|—1 1 0|=2
0 —1 1
T K
Uxv,=|1 =1 2|=-2—2]=(-2,-2,0)
-1 1 0

Como [U;, V5, POl = 0y Uy x V, = 0 — 1,y 1, se cruzan.

o) dr, 5) = ‘[ulvz,fQ]‘ _ 2 _ 2
\u1><\/2\ 2\/3 2

Dado un cubo (hexaedro regular) de lado 1 dm, se considera una de sus diagonales

y la diagonal de una de sus caras de manera que estas no tengan ningun vértice
en comun.

S 1dm

X

Halla la distancia entre estas diagonales.

Indicacion: Dibuja el cubo con un vértice en el origen de coordenadas y los vértices contiguos
sobre los ejes de coordenadas.

(Baleares. Junio 2006. Opcion A. Cuestion 2)
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D, diagonal que pasa por los puntos A(0, 0, 0) y B(1, 1, 1).
D, diagonal que pasa por los puntos C(1, 0, 0) y D(0, 1, 0).

Calculamos un punto y un vector director de cada diagonal.

AB=(1,1,1) A®0,00 CD=(-1,1,00 ({1,000 AC={(1,0,0)
111
[AB,CD,ACl=|—-1 1 0|=—1
10 0
|7 Tx
ABxCD=|1 1 1|=——]+2k=(=1-12)
110
T x7v]=v6
[TV, AC] 1 6
d(DW,Dz)_‘ R, ‘: -
\uxv\ 6 6

088 | Un asteroide que sigue aproximadamente la trayectoria dada por la recta:
y

rx+1=—=2z+4+1

se estd acercando a un planeta situado en el punto P(1, 1, 2).
a) Calcule la distancia mas cercana a la que se encontrara del planeta.

b) Calcule el punto de la trayectoria del asteroide donde se alcanzard dicha
distancia minima.

Lo . 1
¢) Siinicialmente el asteroide se encuentra en el punto Q[—], 0, —2], calcule

la distancia que debera recorrer para alcanzar dicho punto.

a) Escribimos la ecuacion de la recta en forma continua.

1
Z+— 1
x+1 vy 2 Q|-10,——
r === - 2
] 2 1 T=(2,4,
5 4
PO= [72/ -1, 73]
2
Calculamos la distancia de la recta al punto.
i ]k
POXT=|—-2 —1 ’% — 9376k =(9,—3,—6)
2 4 1

\P_éxff\:?)m
_lPaxd] _ e 3e JE

= =6

pi @40 a1

dp,r)




SOLUCIONARIO

b) Un punto genérico de la recta res R[—1 + 2N\, 4\, —% + >\].

— 5
Hallamos el valor de X\ para el que el vector PR = [2>\ —2,IN—1,X— —]
sea perpendicular al vector director de la recta. 2
— 21

PR-U:[ZX—Z4>\—1,>\—%J~(2,4,1):21>\—7=O—>>\:%

El punto que cumple la condicion es R(0, 2, 0).

1]25

) 5??:[1/2,
2

2

089 | Dados el punto Q(3, —1,4) y la recta r de ecuaciones paramétricas:

X =—-24+3X\
rry =-—=2X
z="1+4X

se pide:
a) Hallar la distancia del punto Qalarectar.

b) Justificar que la recta s que pasa por Qy tiene a (1, —1, 1) como vector direccional
nocortaar.

c) Calcular la distancia entre las rectas ry s.
(C. Valenciana. Junio 2007. Bloque 2. Problema 2)

a) Un punto de larectaes A(—2, 0, 1) y un vector director es U, = (3, — 2, 4).

QA= (-51-3)

_ 'S

OAXU =|=5 1 =3|==2+11j+7k=(=2,11,7)
3 -2 4

|04 x T =174
\QAxu,\_ Vi7a N g

dQ, =
16, -24] V20
X=3+p
b) sy=—1—p 1,1
Z=4+n
3
(u, \/S,QA 1 1 = —6 = 0— Las rectas se cruzan.
-5
T7 ok
Q UXV,=|3 =2 4|=2i4j—-k=(2,1-1 ‘U),X\/SI\/g
T =11
_)VI_ZI_)A
ais, = 20 _ 6 _ o

uxv,| e
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090

091

Se considera larecta r: © +t2y=7
y+2z=4

a) Calcula las ecuaciones paramétricas del plano & que es perpendicular a la recta r
y contiene al punto P.

} y el punto P(1, 2, 3).

b) Considera la recta:

x=1
ssy=2+4+a
z=34 2

;Cudl es la posicidn relativa entre la recta s y el plano =?

¢) Calcula cudles son las coordenadas del punto Q de la recta s que estd mas
proximo a la recta r. Justifica tu respuesta.

a) Buscamos un plano que pasa por le punto P(1, 2, 2) y que tiene como vector
normal al vector director de la recta.

=—14+4X
.x+2y:7} X *

tor—4 Sy=4-2\ U =04 -21)

Z=\
T A4x =2y +z4+D=0
4.1-2-243+D=0—->D=-3

X=X\
T A4X—=2y4+7z-3=0->7 y=p
Z=3—4X+2p

b) Vector director de larectas: v, = (0, 1, 2)
Vector normalde m: i = (4, =2, 1)

V,-n=0-441-(=2)+2-1=0 — Larecta es paralela al plano o esta
contenida en él.

Como el punto P(1, 2, 3) € ry P(1, 2, 3) € , larecta y el plano son coincidentes.
c) UnpuntogenéricodesesQ(], 2+ a, 3+ 2a).

Un punto genérico de larectares R(—14 4X, 4 — 2\, \).

RO=(Q2— 4N\ a+2X—2, 20— X +3)

RQ debe ser perpendicular a las dos rectas:

RQ-T =15—2\=0

—

! 7 6 7
V. El punto es Q[ 1, —, —|.
RQ -V, = 5o + 4 :o}_’ - punoeso[ ; 5]

Halla la distancia del punto P(2, 1, 1) a la recta:

X =

<
I
Ywlnw|=
4
b

N
I
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=011 A[i,g,o er AP:[E,in]
33 33
Tk
TxA=|0 | 1:£7+£7_2r:[3,2,_i] 7 x 4P| = o
51 3 3 3 (373 3
3 3
U’,x;/)’
d(P,f):f‘:ﬁ:\/g
7, V2

Con los datos de la actividad anterior, encuentra el punto Q de r mas préximo a P.
Comprueba que la distancia entre esos puntos es la misma que has calculado antes.

El punto Q es la interseccién de la recta ry el plano que pasa por P

y es perpendicular a la recta.

El plano que pasa por Py es perpendicular a r tiene como vector normal el vector
directorder.
G=010>my+z+D=0
P,1LNET>1+1+4D=0—>D=-2
Calculamos la interseccién entre la recta y el plano.

}—)11:)/4—2—2:0

1

X=—

3

2
y=—-=+X —>>\_2—>Q[1,4,2]
3 3 333

Z=X

y+z-2=0

Comprobamos que la distancia entre los dos puntos coincide con la distancia
del punto a la recta.

— 1 1

d(P, Q) =|PQ| = [—5, - —] =3 =dlp,7)
3 3 3

Calcula la distancia entre las rectas de ecuaciones:

y=1_z=4 SiX—2=+"—""=
3 7 3 4

(Galicia. Junio 2005. Bloque 2. Pregunta 1)

r.x =

Hallamos un punto y un vector de cada recta.
=037 P04 V=034 Q@223 FO=21-1)

TTK
UxV.=[1 3 7|==943]=(-9,3,0)
13 4

[PQ., G, V.]=PQ, - (U, xV,) = (2,1, =1)- (=9, 3,0) = =15

15 Jio

dr, s) = ‘ = =

J81+9 2
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Productos vectorial y mixto

094 | Halla el area del paralelogramo definido por los vectores U = (4, —3, 2)

yv=1(2-3,3)
7K
UxV=|4 -3 2|=-3—8]—6k=(-3 -8 —6)
2 -3 3

Area del paralelogramo = 9 4 64 4+ 36 =109

095 | Dados los vectores U= (1,2,0)y v=(0, 1, 2), calcula:
a) El producto vectorialde Uy V.
b) Un vector unitario ortogonala U’y v.
c) Elarea del paralelogramo que tiene por lados los vectores U y V.

TTx
Q) UxV=|1 2 0|=4—2]+k=(4-21)
01 2

b) | x7|=+21
El vector unitario y ortogonal a los dos vectores dados sera:

i N RC TR NIRRT

(TUxV)

J21 21 21

¢) Area del paralelogramo = [T x V| = +/21

096 | Halla el &rea del tridngulo de vértices A(1, 2, 3), B(4, —3,4) y C(5, 9, 9).

—

AB=(3,—5,1) AC= (4,7, 6)
X
1| = —37T—14]+ 41k = (=37, —14, 41)
6

|AB x AC| = /3246

Area del triangulo = % |AB x AC| =

\3.246

2

097 | Los vectores U= (—4,3,2)y v=(1, 2, 3) son dos de los lados de un triangulo.
a) Calcula el perimetro de dicho tridngulo.
b) Halla su area.
a) Perimetro = [U]+|V| +|7 - V|=

V29 + V14 + (4 -1 +B3-22+(2-37 =1418

iK
b) UxV=|—4 3 2|=51+14]—11k = (514, —11)
23

, . 11— o 32 338
Area del tr|angulo:5\u X V‘:T: -
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100

SOLUCIONARIO

C
Tres vértices consecutivos de un paralelogramo son A(3, 1, 0),
B(4,5,2)y C(4,7, —2). Halla el cuarto vértice y su area.
AB=(1,4,2) \ B
El punto D cumple:
OD=0C—AB=(4,7,-2)—(1,4,2)=(3,3,—-4)>D = (3,3, —4)
Calculamos el rea.
AD=1(0,2,—4)
7T x
ABx AD = 4 2 |=-20i+4j+2k=(-20,4,2)
0 2 —4
Area del paralelogramo = \ZE X A_E)\ =|(=20, 4, 2)| = 24105
C
El centro del paralelogramo ABCD es M(2, 2, 6). D
Determina los vértices Cy D, sabiendo que A(0, 1, 3)
y B(1, 4, 5). Calcula también su drea. 8

A
El punto C cumple: OC = OA + 24M = (0,1, 3) + 2(2, 1,3) = (4, 3, 9) = C(4, 3, 9)
El punto D cumple: OD = OB + 26M =(1, 4, 5)+ 2(1, =2, ) = (3,0, 7) = D(3, 0, 7)

- = =

e L
ABxAD=|1 3 2|=147+2]—10k = (14,2, -10)
3 -1 4

Area del paralelogramo =|AB x AD| =] (14, 2, —10)| = 103
Comprueba que los puntos A(2, 3,0), B(4, 5, 2), C(7,6,5) y D(6, 1, 4) son coplanarios.
Halla el area del poligono ABCD.

Los puntos son coplanarios si los vectores AB = (2,2,2), AC = (5,3,5
yA_E = (4, —2, 2) son linealmente dependientes.

2 2 2
5 3 5|=0 — Lospuntos son coplanarios.
4 -2 4

Calculamos el drea del triangulo descrito por los vectores AB y AC.

|k ~
ABXAC=|2 2 2|=4i—4k=(4,0,—4)
535

AreaT, = — \AB AC|= 2\ (4,0,4) =22
Calculamos el drea del tridngulo descrito por los vectores A_EyA_[)J.
I V3
AC x AD = 3 5|=22- 22k*(22 0,—22)
4 =2 4
AreaT, = \AC AD|= \ 22,0,-22)| =242

Area de cuadrildtero = 2\/— 2 + 22\/5 = 24\/—
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Productos vectorial y mixto

101 | Calcula el area de un rombo de 2 cm de lado, sabiendo que tiene un angulo de 60°.
Tenemos dos vectores de médulo 2 cm que forman un angulo de 60°.

Area del rombo = [T x 7| =[T]|7]sen o = 2+ 2 sen 60° = 24/3 crm?

102 | En el triangulo determinado por los vectores U= (1,0, —=3)y v=(2, 1, 4):
a) Halla el area.
b) Decide si es acutangulo, rectdngulo u obtusangulo.

J
a) Uxv=|1 0 —3|=3—10j4k=(3,-10,1)

J1o
2
b) Calculamos los modulos de los vectores que forman el tridngulo.
7|=+10
V]=+21
7 —7|=JE + )+ =51

El angulo formado por los vectores Uy V' serd el angulo mayor del triangulo
por ser el lado U — Vel de mayor medida.
u-v —10

7]~ VoV

El tridngulo es obtusdngulo.

Area del tridngulo = — [T x V|= (3, =10, )| =

cos o = — o =133°387"

103 | Calcula el area de un tridngulo rectangulo que tiene un cateto sobre la recta:

xX=3 _y+1_,
3 4

y dos de sus vértices son P(5, —3,4) y Q(6, 3, 3).

r: —2

P

Comprueba que se verifica el teorema de Pitagoras.

Calculamos el punto de corte de la recta r con el plano que pasa por el punto P
y es perpendicularar.

El plano que pasa por el punto Py es perpendicular a r tiene como vector normal
al vector director de la recta r.

—

v, =03,40N>m3x+4y+2z4+4D=0
P(5,—3,4)€m—3-5+4-(-3)+4+D=0—>D=—7

Elplanoesm: 3x+4y4+2z—-7=0



104

SOLUCIONARIO

Calculamos la interseccién entre este plano y la recta r.

x—=3 y+1
3 4 x=3
=y =-1
YA o)
4 z=2

3X+4y+z—-7=0
El tercer vértice del triangulo rectdngulo es A(3, —1, 2).

Calculamos el drea del tridngulo.

I 1

APxAQ=|2 =2 2
304 07

AP x AQ| = 2478

Area del triangulo = % AP x AQ|= J78

= —10/ + 4]+ 14K = (=10, 4, 14)

Comprobamos que se verifica el teorema de Pitadgoras.
dP, Q) =|P0| =38

d(A Q) =|A0| =26

d(A, P)=| 4P| =12

[d(P, Q)Y =T[d(A Q) +I[d(A P

(V) =(W2) +(W12) »38=26+12

Calcula o para que los puntos A(1, 1, 1), B(3,0, 2), C(5, —2,2) y D(2, 1, o) sean
coplanarios. Calcula el area del poligono ABCD.

(Galicia. Septiembre 2000. Bloque 2. Pregunta 1)

Loi)puntos son coplanarios si los vectores CA = (—4, 3, =1, CB= (=2,2,0),
y CD = (-3, 3, a — 2) son linealmente dependientes.

-4 3 -1

-2 2 0 |=4—-2x

-3 3 a—-2

Los puntos son coplanarios si4 —2a =0 > a =2

SiD(2,1, 2), los vectores CB = (=2, 2, 0) y CD=(~3,3,0)s0n proporcionales,
por tanto, los puntos C, By D estan alineados, y estan situados en ese orden.

La figura ABCD es un tridngulo de vértices A, Cy D.

- = -

I L .
AxD=|—4 3 —1|=314+3j—-3k=(3,3 -3)
-3 3 0

|CAx CD| _ 13,3, -3)] 33

2 2

Area del triangulo =
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Productos vectorial y mixto

105 | Sea el plano « de ecuaciéon x —5y + z + 3 = y sean las rectas ry s con ecuaciones:
3:y—2:z—4 S:x+1
2 3 2

r:x — =y=z42

Determina:

a) Los puntos de interseccion del plano & con cada una de las dos rectas.

b) El4reay el perimetro del tridngulo formado por los dos puntos anteriores
y el origen de coordenadas.

-2
x—3=2—% X +1
2 =Y
a — — P(3,2, 4 —0Q(-1,0, -2
) w3 Z=4 ( ) y—z42 ( )
3 X—=5y+z+3=0
X—=5y+z+3=0
b) OP=(-3,—2, —4) 00=(1,0,2) PO = (—4, —2, —6)
I
OPx0Q=|-3 -2 —4|=—-4i+2j+2k=(-4,22)
1 0 2

|0P x 00| = 26

[0Px 00| _ 26 _J5
2 2
Perfmetrodeltriéngulo:\OT’\HP—C))\—HO_C))\ =v29 + 2414 445 =15

Area del tridngulo =

106 | Determina el valor de a para que los puntos A(1, 0, 1), B(1, 2, 1) y C(1, 0, a) sean
- - 7
los tres vértices de un tridngulo de area EE

—

AB=(0,2,0) AC=(0,0,a-1)
_ T K -
ABXAC=[0 2 0 |=(Qa-2i=(2a—20,0) |AB x AC|=|2a -2
0 0 a-—1

_ g2
‘ AB x AC 20 —2 o ==
Areadeltriéngulo:‘ ‘:‘ ‘:l_> 20-2=7 _, P

a=——

107 Dadaslasrectasr1zx+2y:2}yrz:xz_y },sepide:
X =-—-2z y=z+1

a) Determinar las coordenadas del punto P en que se cortan y las ecuaciones
del plano que las contiene.

b) Calcular la ecuacién de la recta s que pasa por el punto Q(2, 0, 1) y corta
perpendicularmente a r,.

c) Obtener las coordenadas del punto R, intersecciéon der; y s, y el rea del tridngulo
de vértices P, QyR.

370



a)

SOLUCIONARIO

Calculamos el punto de interseccion.

X+2y=2
X==221 L p220)
X=—y
y=2z+1

El plano que contiene a estas dos rectas es un plano que pasa
por el punto P(— 2,2,1) y tiene como vectores directores los vectores
directores de las rectas.

X =—=2X\
y=1+X=>v,=(=211
Z=X
X=—=1—pn
y=1+p =V, =(=111
Z=yu
X+2 y—2 z-1
T =2 1 1 |=y—z—-1=0
—1 1 1
Hallamos el plano perpendicular a r, que pasa por Q. Este plano tiene

como vector normal el vector director de r;.

N=(=21>m-2x+y+z+D=0

-2 3=0
Q(z,o,1)eqr—>—2-2+0+1+D:0—>D:3}_>Tr Xty+z+

Calculamos el punto de corte de r; y .

—2(—2>\)+1+>\+>\+3:O—>>\:—£—>T[i,i,—£]
3 3 3 3
La recta que buscamos, s, pasa por los puntos Qy T.
x=2-2t
G2 L -2)os v o
33 3 z=1-5¢t
' - 4 1 2
La interseccion entre r, y s es el punto T[; g —g]
PO = (4, -2, 0)
(22
3 33
3
= 4 =2 0 10— 20— (10 20
PQ X PT = =—i+—j=|— —,0
Q x 05 s 3l+ 3] [ ]
3 3 3
7 7| = 1205

Area del tridngulo = % \P_é X lgﬂ =—
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Productos vectorial y mixto

108 | En el espacio se consideran:
La recta r interseccion de dos planos de ecuaciones implicitas:
X+y—z=5 2xX+y—2z=2
Y la recta s que pasa por los puntos: P(3,10,5) Q(5,12,6)
Se pide:
a) Calcular las ecuaciones paramétricas de la recta ry de la recta s.
b) Calcular el punto H, interseccién dery sy el angulo o que determinanrys.

c) Calcular los puntos My N de la recta r para los que el drea de cada uno
de los tridngulos de vértices PQM y PQN es de 3 unidades.

X=-=34+X X =342
a) ry=38 POQ=1(2,2,1)—>s y=10+2p
Z=X z=54+p

b) Calculamos la interseccion de las dos rectas.
—34+X= 342

8=10+2pr —
A=54+p
El dangulo que determinan ry s es el que determinan sus vectores directores.

. — H(1,8,4)

S i B (LR | I B FR
bilid V23 V22
c) Un punto genérico de larectares M(—=3+ X, 8, \).
PM=(—6+X —2, =5+ ) PO=(2,2,1)
L Tk
PMXPQ=|—-64+X =2 —54XN==22+8)i+XN—4)j+02X\—-8k =
2 2 1 =(=2X\+8, X—4,2X\—18)

|PM x PQ| = 3(\ — 4)

) PMxPQ|  3x—4 4 _
Areadeltriéngulo:‘ XQ‘: ‘ 3_>|>‘ 4=2 %P 6

2 AN—4=-2 A=2
Los puntos que buscamos son M(3, 8, 6) y N(—1, 8, 2).

109 | Dados los puntos: A(1,2,3) B(0,2,0) C(1,0,1)
a) Prueba que no estan alineados y escribe la ecuacion general del plano =
determinado por estos tres puntos.

b) Determina las ecuaciones paramétricas de la recta que es la altura del tridngulo
ABC correspondiente al vértice C.

B A
c) Calcula el drea de ABC.
d) Calcula un punto D del plano  que has calculado
en el apartado a) tal que, el tridngulo ABD cumpla c D

las dos condiciones siguientes:
+ ABD es un triangulo rectdngulo con el dngulo recto en el vértice A.
+ Area (ABD) = Area (ABC)
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SOLUCIONARIO

a) Los vectores AB = (—1,0,-3) yA_g = (0, —2, —2) no son proporcionales,
por tanto, los tres puntos no estan alineados.

El plano que los contiene pasa por el punto Ay tiene como vectores
directores AB 'y AC.

x—1 y—=2 z-3

| —1 0 3 |=—6x—-2y+224+4=0->m:3x+y—-—2z—-2=0

0 -2 -2

b) La altura que buscamos es la recta perpendicular al segmento AB que pasa

por el punto C.

Calcul