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PROLOGO

Querido lector/a:

Al igual que hicimos al prologar la edicién anterior de este libro, nos resulta grato
expresar en primer lugar nuestro reconocimiento al I.C.E. de la Universidad de
Extremadura porque haya considerado interesante para sus objetivos de coordinacion del
Curso de Orientacion Universitaria la publicacion de las presentes pdginas. Atribuye sus
posibles deficiencias a los propios autores y no a la generosidad para con ellos del citado
instituto.

La unica finalidad que nos ha motivado a preparar esta nueva edicién, como
sucedié en su dia cuando redactamos la primera, ha sido la de facilitar tu tarea como
estudiante y la nuestra como profesores. Hemos querido escribir exclusivamente lo que
procuramos hacer en clase, y en este sentido debes entender el librito que tienes en las
manos. Deseamos que puedas prestar mds atencion en el aula a lo que realmente tiene
dificultad en matemdticas: demostraciones, modos de razonar, aspectos filoséficos inmersos
en algunos conceptos, problemas... y ocupes en ello el esfuerzo y el tiempo que requiere esa
toma de apuntes que nunca es tarea acabada y siempre es dudosa en cuanto a la seguridad
en lo que se ha tomado. Creemos que hemos escrito todo lo que un alumno debe saber
después de un buen aprovechamiento del curso, y apenas sélo eso. Tentados en algunas
ocasiones por profundizar mds en determinados conceptos, hemos terminado por recordar
que a veces los libros son mds fdciles de escribir que de leer y que el curso sdélo tiene ocho

meses mal contados.

La redaccion y seleccion de los contenidos, consideradas las caracteristicas del par
no ordenado escribidor, no han estado exentas de mutuas concesiones; el acuerdo ha
llegado como fruto de nuestro fin ultimo, proporcionarte este material de trabajo, v,
aunque esté mal decirlo, de un comiun entusiamo por las matemdticas y, sobre todo, su
enserianza, que, aunque personal y diferente en cada uno de nosotros, hemos querido
transmitir en las pdginas que siguen. Porque estamos convencidos de que en la medida en
que sepamos comunicarte nuestra ilusion por lo que hacemos y nuestra creencia no
dogmdtica en lo que enseriamos, en la misma medida, insistimos, lograremos que
encuentres satisfaccion e ilusion por lo que estudias.

Y como en ocasion precedente, suscribiremos las palabras de otro insigne mate-
mdtico, Rolf Nevanlinna:

"No es muy dificil hacer y escribir programas para la ensefianza de las
matematicas, lo es mucho mas llevarlos a la practica. Puede enseinarse bien de
muchas maneras, hacerse mal de muchisimas, pero lo peor es hacerlo de un modo

aburrido."

¢Serd pretencioso decir que confiamos en hacerlo bien y no aburrirte mds de lo

indispensable?

Los autores.
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ESPACIOS VECTORIALES




Espacios vectoriales

1. INTRODUCCION

Empezar las matematicas de COU diciendo que el objetivo de su primera parte son
los sistemas de ecuaciones lineales puede ser sorprendente para quien, como tu, hace ya
algun tiempo que los sabe resolver. Si es asi, no importa, o incluso mejor: sera seial de que
no partiremos de cero. Lo que ocurre, como puedes suponer, es que en este curso
aprenderemos cosas nuevas y, con los sistemas de ecuaciones, siguiendo un método habitual
en matematicas, procederemos intentando encontrar lo que de comiin puedan tener todos
ellos para, analizada convenientemente esa estructura comun, estar en condiciones de
resolver cualquier problema particular que se nos pueda presentar.

De modo que, efectivamente, estudiaremos sistemas de ecuaciones, pero en lugar de
limitarnos a trabajar con ejemplos concretos, veremos como hay que proceder ante un
sistema de m (es decir, cualquier namero) ecuaciones lineales (de primer grado) con n (esto
es, cualquier otro ntimero, igual o no a m) incégnitas; y aunque ante un sistema en particular
nos podriamos apanar con lo que ya sabemos, intentaremos asegurarnos de que nos
enfrentaremos con éxito a cualquier sistema, por dificil que parezca.

Antes de entrar en el analisis de los sistemas de ecuaciones -cosa que haremos en el
capitulo tercero-, dedicaremos este tema y el siguiente a proveernos de los instrumentos
necesarios para nuestro fin, esto es, a los espacios vectoriales (de los que ya has oido
hablar), las matrices y los determinantes; pero si cuando concluyamos nuestra tarea alguien
dijera que lo del estudio de los sistemas no ha sido sino una excusa para hablar de lo que en
realidad queriamos, o sea, de espacios vectoriales, matrices y determinantes, a lo mejor, y a
fuer de ser sinceros, no nos quedaria mas remedio que concederle parte de razon.
Deseariamos, en todo caso, que al terminar esta parte del curso quedaras convencido de que
gracias a lo que para entonces habremos estudiado -y a algo mas, ciertamente-, una
maquinita puede resolver sistemas de, por ejemplo, mil ecuaciones con mil incégnitas como
si tal cosa.

¢De acuerdo? Pues ya, sin mas, empezamos.

2. LEYES DE COMPOSICION
Ejemplo

Consideremos los dos conjuntos siguientes: A = {a1, ag, ag}; B = {b1, ba}. Si quisié-
ramos emparejar de todas las formas posibles los elementos de A con los de B, escribiendo en
primer lugar los elementos de A y, después, los de B, tendriamos las siguientes posibilidades:

(a1, b1), (a1, b2), (ag, b1), (ag, be), (ag, b1), (ag, b2)

Pues bien, a cada pareja anterior le llamaremos par ordenado y, al conjunto de todas
ellas, producto cartesiano de A por B, al que representaremos asi: AxB.

(Observa que como los pares son ordenados, para que dos de ellos sean iguales no sélo han de
tener los mismos elementos, sino que éstos han de aparecer en el mismo orden).
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Espacios vectoriales
Definicion (de producto cartesiano)

Dados dos conjuntos cualesquiera, A y B, llamaremos producto cartesiano de A por
B, y lo representaremos por AxB, al conjunto:

AxB ={(a,b),dondea €A, be B}

Ejemplos (de otra cosa)

[l Cuando en la escuela aprendimos que 2 + 3 = 5, lo que estdbamos haciendo era
establecer un criterio, la suma, que permitia asociar al par de nimeros (2, 3) otro namero, el
5. Si con el simbolo R representasemos el conjunto de los nimeros reales, la operaciéon
anterior no seria sino una aplicacion del producto cartesiano RxR en R. En este caso, al par
(2, 3) corresponderia la misma imagen, 5, que al par (3, 2).

[J Cuando escribiamos 23 = 8, también lo haciamos en virtud de una aplicacién Rx
R —— R a la que llamabamos potenciacién. Pero en este caso, al contrario de lo que
sucedia en el anterior, mientras que al par (2, 3) le corresponderia como imagen 8, al par (3,
2) le corresponderia 32, es decir, 9.

[0 Cuando en el plano vectorial, V2, sumaba-
mos vectores libres mediante el criterio reflejado en
la figura, lo que estabamos estableciendo era una
aplicacién de V 2xV 2 en V 2 que a cada par ordenado
de vectores hacia corresponder otro vector. a

Definicion (de ley de composicion interna)

[] Se llama ley de composicion interna en un conjunto C a cualquier aplicacién:

CxC——-—>C

es decir, a cualquier criterio que a todo par ordenado de elementos de C le haga corresponder
un unico elemento de C.

Mas ejemplos

[] Considera ahora el conjunto R, [x] de todos los polinomios en la indeterminada x,
con coeficientes reales, de grado menor o igual a 2. Es decir:

Ro[x]={ax2+bx+c/a,b,ce R}
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Espacios vectoriales

Recordaras que si o era un nimero real cualquiera, el producto de o por un polinomio
ax2 + bx + ¢ de Ro[x] se definia asi:

@. (ax2+bx+c) | = | (0a)x2+ (ab)x + (cic)
| |

Pertenece Pertenece Pertenece
aR a R, [x] a R, [x]

Por ello, escribias 2.(3x2 + 2x + 1) =6x2 +4x+ 2 6 3.(x2-1x+ 3) =3x2-3x + 9, etc.
Es decir, la multiplicacién de un nimero real por un polinomio de grado menor o igual que 2,
permitia asociar a cada elemento (o, p(x)) del producto cartesiano RxR 2[x] otro polinomio
q(x), perteneciente al conjunto Ro[x].

[1 Recordaras que la multiplicacién de un ntiimero real por un vector libre del plano V
2 se efectuaba como se indica en la figura:

La multiplicacién de un nimero por un vector libre era, pues, un criterio que nos
permitia hacer corresponder a todo par de RxV2 otro elemento de V2.

Definicion (ley de composicion externa)

Llamaremos ley de composicion externa definida en un conjunto C con operadores en
otro conjunto A a cualquier aplicacion:

AxC——C

es decir, a cualquier criterio que a todo par formado por un elemento de A y otro de C le hace
corresponder un unico elemento de C.

3. EL CONCEPTO DE ESPACIO VECTORIAL

Ejemplo ya conocido

Consideremos el conjunto R? = {x = (x;, x9) / X1, Xo € R} y definamos las dos opera-
ciones siguientes:

00 x1,x9+((y1,y2 (x1+y1, X2+y92, |V (x1,x9),(y1,y2 € R?

0o o.(x1,x9) (o0x1, 00 X9), V ooe R, (x1,x9) € R?
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Espacios vectoriales

Tenemos asi que la operacion (+) es una ley de composicién interna en Rz, ala que

llamaremos suma, y la operacion (.), a la que llamaremos multiplicacion por un niimero o
por un escalar, una ley de composicién externa en R2 con operadores en R. Dichas
operaciones, como es facil de comprobar, cumplen las siguientes propiedades:

La suma:
11) x+y =y+x, Vx,yeR2
1.2) x+(y+z)=x+y)+z, V x,y,zecR?
1.3) x+0=x, V xe R?, siendo 0 =(0,0)
14) x+(x)=0 V x=(x1,x9) € R?, siendo -x = (X7, -X9)

La multiplicacién por un ntimero:

2.1) o.(x+y)=ax+0y, VoeR;x,yeR2
2.2) (a+P) x=ox+pBx, V o,pe R, xe R2
2.3) (o.p).x =o0.(B.x), V o,pe R,x e R2
24) 1.x=x, V xe R?

[] Por todo ello, se dice que la terna (R2, +, .) es un espacio vectorial sobre R.

Definicion (de espacio vectorial)

Llamaremos espacio vectorial sobre R a una terna (V, +, .), donde:

[0 V={a,b,c ...} esunconjunto a cuyos elementos llamaremos vectores.
[J + esunaley de composiciOn interna en V.
[ . esunaley de composicion externa en V con operadores en R.

cumpliéndose, cualesquiera que seana ,b ,¢c € V;o,B e R:

1.1) a+b=b+a 2.1) aa+b)=oc.a+o.b
1.2) a+(b+c)=(@+b)+c 22) (o+P)a=o.a+P.a
1.3) 30€ V talquea+0=a 2.3) (o.p).a=o.(B.a)
1.4) d-ae Vtalquea+(-a)=0 24) la=a

Al vector 0 le llamaremos vector nulo; al vector -a, opuesto de a, y a los elementos o,
B, ... de R, escalares.

Ejemplo importante

Considerado el conjunto R™ = {(x1, X9, ... , Xn) / Xj € R} y definidas las operaciones:
D (Xl,Xz,---,Xn)+(YI,Y2,---,Yn) = (X1+Y17X2+Y2,---,Xn+Yn)
0 o.(X1,X9, ... , Xp) = (00X1,0Xg, ..., 0Xy), con o.e R,

es facil demostrar que (R™, +, . ) es un espacio vectorial sobre R. Es el espacio vectorial de
las n-tuplas de numeros reales. Siendo x = (x1, X9, ... , Xn), de los x; se dice que son las
componentes del vector x.
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Espacios vectoriales

Consecuencias de la definicion

Si (V, +, .) es un espacio vectorial sobre R, se verifican las siguientes proposiciones,
para todo a, b de V y todo o, 3 de R:

O a0 =0.a=0 O (-o).a = o.(-a) = -(o.a)

O (a—B)a = o.a-B.a O o(a-b) = ca-ob

O oaa=0<[(a=0)6 (a=0)] 0 oa=ob, conaz 0 = a=b
0O oa=pa, conaz 0 = o=f

Demostraremos, a titulo de ejemplo, la primera:
ca=o@a+0)=ca+o0, Iluego 0.0 =0
oca=(o+0)a =oa+0a, luego 0a =0

Demuestra ti alguna otra.

4. SUBESPACIOS VECTORIALES

Ejemplo
Considera el conjunto S = {(x, 0) / x € R}, que, como ves, es un subconjunto de R2, y
las operaciones siguientes:

00 (x0) +(y,0) x+y,0)
0ad o.(x, 0) = (ox,0), con aeR

Como observaras, la "suma" y la "multiplicacién por un nimero" en S, son las
mismas que se establecian en R2. Pero, ademas:

1°) La suma de elementos de S (caracterizados por tener su segunda componente
nula) da como resultado otro elemento de S. Se trata, pues, de una ley de composicién in-
terna en S.

2°) La multiplicacion de un ntimero real por un elemento de S da como resultado otro
elemento de S. Se trata de una ley de composiciéon externa en S con operadores en R.

3°) Es facil demostrar, y te lo dejamos como ejercicio, que las operaciones anteriores
cumplen las propiedades requeridas para que (S, +, .) sea espacio vectorial sobre R.

O Pues bien, por ser S un subconjunto de R2 y (S, +, .) un espacio vectorial, diremos
que (S, +, .) es un subespacio vectorial de (R2, +, .).

Definicion (de subespacio vectorial)

[] Dado un espacio vectorial (V, +, .), llamaremos subespacio vectorial de V a
cualquier subconjunto no vacio S de V tal que la terna (S, +, .) sea espacio vectorial.
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Espacios vectoriales

Observacion

Segun la definicion anterior, si dado un subconjunto S de un espacio vectorial V quisiéramos
averiguar si es o no subespacio vectorial de V, no nos quedaria mas remedio que comprobar si, a fin de
cuentas, (S, +, .) es 0 no espacio vectorial, con lo que poca ayuda encontrariamos en el hecho de saber que (V,
+, .) silo es. ;)No habra, por tanto, una forma mas sencilla de caracterizar los subespacios vectoriales?

Teorema (caracterizacion de un subespacio vectorial)

Sean (V,+,.) un espacio vectorial sobre R y S un subconjunto no vacio de V.
Entonces:

(S, +, .) es subespacio a,beS

vectorial de (V, +, . ) < o,BeR

/F

Este simbolo, de equivalencia,
se lee "siy solo si"

}:a.a+B.beS

En efecto:

[] La demostracién del teorema en el sentido =) es facil:

Si suponemos que (S, +, .) es subespacio vectorial, es espacio vectorial, luego si los
vectores a, b pertenecen a S y los nimeros o,3a R, entonces tanto a.a como .b perte-
neceran a Sy, por ello, también su suma.

[1 En sentido reciproco:
Veamos, primero, que si cualesquiera que sean a, b de Sy o, de R, se cumple que
o.a + B.b € S, entonces la operacion (+) cumple las propiedades exigidas:

O Es interna en S, pues tomando o.=f= 1 se tendra, sia,be S,que l.a+ 1.be S,
esdecir, a+be S.

[0 Es asociativa [a + (b + ¢) = (a +b ) + ¢], por serlo en V (;Por qué lo es en V?).

O El vector nulo, 0, pertenece a S;para demostrarlo,basta tomar a, be S; a==0.

[0 Todo a € S tiene su opuesto,-a, en S;toma,para comprobarlo,a,be S;a=-1,3=0.

00 Es conmutativa[a + b =b + a], por serlo en V.

Por otra parte, la segunda ley, la (.), también cumple las condiciones requeridas:

0 Que se trata de una aplicaciéon R x S — S se deduce del hecho de que tomados
a,beS;0,0e R,setendra a.a+0be S,o0sea,a.acS.
0 Las demas propiedades se cumplian en V, luego también en S.

Ejemplo

Para demostrar que, por ejemplo, S={(x,y,z) € R3/x+ 2y =z} es subespacio vecto-
rial de (R3, +,. ), como S no es vacio, pues (0, 0, 0) € S, bastara con tomar:
(x1,¥1,21), (X2,¥2,22) € S;  o,fe R,
y ver que o .(X1,¥y1, 21) +B.(X2, y2, z2) = (A X1+P X2, 00 y1+PB y2, a z1+P z2) € S, ya que:
azy+Pzg =o(xy+2y1) +PRe+2y2) = (ax1 + Pxg) + 2(ay; + Pya)

-18 -



Espacios vectoriales

Observacién importante

La ecuacion x + 2y = z, que determina cuales son los vectores pertenecientes al subespacio S del
ejemplo anterior, se dice que es la ecuacién implicita de S. Como veremos en el apartado de ejercicios, al
final del capitulo, un subespacio vectorial puede quedar definido por méas de una ecuacién implicita.

Mas ejemplos

0 Demuestra que si (S, +, .) y (T, +, .) son dos subespacios vectoriales de (V, +,.),
entonces (S NT, +, .) también lo es.

O Demuestra que S ={(x,y,z) € R3/x + 2y =z + 1 } no es subespacio vectorial de
(R3, +,.).

5. SISTEMA GENERADOR
Ejemplo
Considera en R3 los vectores a; = (2, 1,-1), ag = (0, 2, 3). Es inmediato que, por ejem-

plo, 2.a1 + 3.a9 = (4,8, 7), o que -1.a; + 2.a2 = (-2, 3, 7). Pues bien, tanto del vector (4, 8, 7)
como del (-2,3,7) diremos que son una combinacion lineal de a; y as.

Definicion (de combinacion lineal)
Dados p vectores aj, ag, ..., a, de un espacio vectorial (V, +, .) sobre R, diremos que

otro vector a €V es combinacion lineal de los anteriores si existen o, 0 2,... ,0tp€ R, que
llamaremos coeficientes de la combinacion lineal, tales que:

a=0ja;t+0gaz+..+0pap

0 Observa que, en particular, como cualesquiera que sean a1, ag, ... ,ap € V:

0=0.a; +0.ag + ... + O.ap

el vector nulo es combinacion lineal de cualesquiera otros.
Ejemplo (de otra cosa)

Considera el conjunto S = { (x, y, x+y) / X,y € R } que, como puedes comprobar si lo
deseas, es subespacio vectorial de (R3, +, .). Al suceder que:

(x,y,x+y)=x.(1,0,1) + y.(0,1,1)

resulta que cualquier vector de S se puede escribir como combinacién lineal de los vectores
(1,0,1) y (0,1,1), ;no? Pues bien:
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Espacios vectoriales

Definicion (sistema generador)

De una familia de vectores {a1, ag, ..., ap} de un espacio vectorial (V, +, .) diremos que
es un sistema generador de un subespacio vectorial (S, +, .) si y s6lo si todo vector ae S
puede expresarse como combinacién lineal de ay, ag, ..., ap. Es decir:

{aj,ag,...,ap/aje V}esun sistema generador de (S, +,.) <
Vae Sexisten o, 02, ..., 0p € Rtalesquea =01 aj +o0g2ag+ ... + 0p ap

Ejemplos

1°) En el caso del subespacio de R3 que vimos antes, S = {(x,y,x+y)/x,y€ R}, se
tenia que (x,y,x+y) =x.(1,0,1)+y.(0,1,1), luego (1,0,1) y (0,1,1) forman un sistema
generador de S.
2°) Obtén un sistema generador del subespacio vectorial de R4 :
S={(X'ZY3Y9X'Y7 0)/X’ye R}
Sugerencia: Escribe (x - 2y,y,x-y, 0) = (x, 0, x, 0) + (-2y, y, -y, 0)
Comentario

En lo anterior hemos partido de la existencia de un subespacio y hemos buscado algin sistema
generador de él. Ha sido algo asi como buscar los padres de las criaturas. Pero, jqué ocurrira si combinamos
de todas las maneras posibles unos vectores dados? ;Qué formaran las criaturas que obtengamos?

Teorema (de la clausura lineal)

[1 Dada una familia de vectores {a1,a g, ..., a} de un espacio vectorial (V,
+, .), el conjunto:

Rlai,ag,..,apl={oqai+ogag+...+0pa,/01,09,..,0p€ R}

de todas las combinaciones lineales que se pueden formar con ellos
es un subespacio vectorial de (V, +, .).

En vez de escribirte la demostraciéon completa, te la vamos a insinuar:

1°) Lee el teorema de caracterizacion de los subespacios vectoriales.

2°) Tomaa,be Rlaj,ag, ..., ap] (Qué significa eso?

3°) Siendo o, B € R, calcula a.a +[.b, simplificando todo lo que puedas.

4°) ;Has llegado a la conclusion?, o sea, jhas visto que a.a +[3.b también es una
combinacién linealde a1, ag, ..., a,? (Si? Pues, [J, ya tienes demostrado el teorema.

Por cierto: al subespacio anterior le llamaremos clausura lineal dea1,as, ..., ap,
diciéndose también que dicho subespacio ha sido engendrado por a1, as, ... ,a,.
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Espacios vectoriales

Otro comentario

Posiblemente hayas observado ya que un espacio vectorial puede tener mas de un sistema gene-
rador. Pero no sé6lo es eso, sino que incluso puede suceder que haya sistemas generadores de un mismo
espacio vectorial que estén formados por distinto nimero de vectores. Asi, por ejemplo, antes vimos que los
vectores (1,0,1) y (0,1,1) constituian un sistema generador del subespacio vectorial de R3:

S={(x,y,x+y)/x,ye R}
Pero, dado que:
x,y,x+y)=x.(1,0,0)+y.(0,1,0) + (x + y).(0, 0, 1)

los vectores (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) también forman un sistema generador de S. Y se trata de sélo un
ejemplo entre otros muchos.

Entonces, ;jhabra entre todos los sistemas generadores de un mismo subespacio vectorial algunos
especialmente recomendables? ;Habra, en concreto, sistemas generadores que estén formados por el
minimo nimero posible de vectores? Sin que olvidemos que nuestro objetivo tltimo no son los espacios
vectoriales, de los que quizas en el futuro tengas que estudiar bastante mas de lo que hacemos aqui, te
adelantamos que la respuesta es afirmativa. Efectivamente, existen sistemas generadores formados por el
menor nimero posible de vectores. Son los que llamaremos bases. Pero antes de entrar en ello, recordemos

algo que, en parte, has estudiado ya en cursos anteriores.

6. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL
Ejemplos

00 Considera, en (R2, +, .), los vectores a; = (2, 0), ag = (1, 3).

Supén que se tuvieraoj.a; + og.as = 0. JA qué conclusiéon llegarias respecto a los
valores que habrian de tomar oy y oy ?

00 Toma ahora a; = (2, 4), as = (1, 2).

Si de nuevo se tuviera o;.a; + 0g.ag = 0, jllegarias a la misma conclusién que antes
respecto a o1 y 09 0, por el contrario, ya no seria necesario que ambos coeficientes fueran
iguales a cero? ;/Qué sucederia si, por ejemplo, tomaras o =1, og = -2?

Definiciones (de independencia y dependencia lineal)

L0 Se dice que una familia { a;, ag, ... , a, } de vectores es libre, o que los vectores
que la forman son linealmente independientes, si la tinica combinacién lineal de ellos que es

igual al vector nulo es aquella en la que todos los coeficientes son iguales a cero. O sea, si:
Definicion de "vectores linealmente independientes”

oqa;+ogag+..+0pa,=0 S o;=0g=..=0,=0
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Espacios vectoriales

[0 En caso contrario, o sea, si existe alguna combinacién lineal dea,agq,...,a,
que, pese a tener algun coeficiente distinto de cero, sea igual al vector nulo, se dice que dichos
vectores son linealmente dependientes, o que forman una familia ligada.

Ejemplo (sencillo e importante)

Siendo a1, ag, ag pertenecientes a un espacio vectorial (V, +, .), consideremos la
siguiente combinacion lineal: 0.a; +0.ag+0.a3+ 1.0

(A qué es igual? ;Son nulos todos los coeficientes? Por tanto, jqué le sucede a cual-
quier familia que, como la{a, a9, a3, 0}, incluya el vector nulo?

Teorema (otra forma de definir la dependencia lineal)

Una familia de vectores { a1, ag, ..., ap} esligada siy sélo si uno al
menos de los vectores que la forman es combinacién lineal de los restantes.

En efecto: Supongamos, en primer lugar, que la familia{a,az, ... ,a} fuese ligada.
Entonces, como sabes, existiria al menos una combinacién lineal:

ora;+ogag+..+opa,=0

con algun coeficiente, o, por ejemplo,distinto de 0. Despejando a1, se tendria:

luegoa; seria combinacion lineal de los restantes vectores.

Si, reciprocamente, en la familia hubiese al menos un vector, el a;, por ejemplo, que
fuera combinacién lineal de los demés: a1 =Bgag + ... + Bpa,, se tendria:

1.31 + (—[32).&2 + ...+ (—Bp).ap =0

sin que todos los coeficientes fueran nulos, luego{ a1, a9, ..., a, } seria ligada.

Consecuencia

Supon dados dos vectores de R™: x =(X1,X9,...,Xn), ¥ =¥1,¥2, ..., Yn)- (En qué se
traduciria, en términos referidos a sus componentes, la dependencia e independencia lineal?
(Coémo seran los vectores de R3: x =(1,3,2),y =(2, 6, 3)?

Observacion

Siendo necesario que los conceptos anteriores queden bien fijados, te propondremos varios ejercicios
sobre ellos al final del tema. Sin embargo, cdlculos que ahora nos resultaran engorrosos, cuando manejemos
lo que llamaremos rango de una matriz nos resultaran triviales; por tanto, tu forma de proceder con los
ejercicios de dependencia lineal debera ser distinta si te enfrentas a ellos por primera vez o después de
haber estudiado el tema 2. Ahora no podemos ser mas explicitos, pero no olvides lo que te decimos.
Volveremos sobre ello.
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7. BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL

Definicion (de base de un espacio vectorial)

Llamaremos base de un espacio vectorial (V, +, .) a cualquier familia de vectores B =
{ai1,a9,..,a,/a;eV}tal que:

[] B es un sistema generador de V

[] B es una familia libre

O sea, tal que :

[] VaeV, 3x1,Xx9,..,Xx ne R/a=x1a1+ x9a9 +... + Xpnan

L] X141+ X942 +... + Xpanp=0=>x1=x9=..=x=0

Ejemplos

[J Demuestra que a; = (2, 1), ag = (0, 4) forman una base de (R2, +, .).

Comprueba, en primer lugar, que cualquiera que sea el vector (x1,x9) € R2, existen o,fe R tales

que (x1,x2)=0(2,1) + B (0, 4). Estudia, posteriormente, la dependencia lineal de a1,a 9.

[l Es fécil probar que los vectores (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) forman una base del es-
pacio (R3, +, .). Por ser la mas sencilla, se dice que es la base candnica de (R3, +, .).

[] Vimos en la pagina 18 que S ={(x,y, z)e R3/x + 2y = z } era un subespacio vec-
torial de (R3, +, .). Comprueba que los vectores (1,0, 1) y (0, 1, 2) constituyen un sistema
generador de S. jForman una base de S?

La familia formada por los vectores (1, 0, 0), (0,1,0) y (0,0, 1) también es un siste-
ma generador de S. Sin embargo, /por qué no es una base de S?

Definicion (coordenadas de un vector)

Sea B={ai,agq,..,a,) una base de un espacio vectorial (V, +, .). Dado aeV,
sabemos que existen x1,xg9, ..., X ,€ R tales que:

a=XxXja;+Xg9ag + ... +Xpan

Ahora bien, json estos x j los inicos coeficientes para los que se cumple lo anterior?
Supongamos que hubiera otros coeficientes, y1 , y2, ..., ¥n, tales que:
a=yjas+ygsaz+...+ynan

Qué ocurrira si restamos las dos dltimas igualdades?
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Obtendremos:
(X1-y1.a1 + (X2-y2).a2 + ... + (Xp- yn).ap=0

y, por ser los vectores a; linealmente independientes, en esta combinacién lineal todos los
coeficientes habran de ser nulos, luego xj=y; ,parai=1, 2, ..., n.

En resumen:

[l Siendo B={a,as9,..,a,} una base de un espacio vectorial (V, +, .) sobre R,
para todo vector ac V existen unos inicos nimeros reales x1 ,x9, ... ,X, tales que:

a=Xja;+XxXoag + ...+ Xpan.
De x1, X9, ... , X, se dice que son las coordenadas del vector a en la base B.

Ejemplos

1°) Determina el vector de R3 cuyas coordenadas en la base formada por los vectores
(2,0,1),(1,1,2),(2,1,3)sonxy=1,x9 =0, x3=2.

2°) ;Son iguales las coordenadas de un vector de R® que las componentes? ;Cuando
son iguales?

3°) Halla las coordenadas en la base B = {(2,1), (1,4) } del vector de R?:a = (3,6).
Definicion (dimensién de un espacio vectorial)

Ocurre que no siempre es posible encontrar una base de un espacio vectorial con un
numero finito de elementos. (Piensa, por ejemplo, en el conjunto R [x] de todos los polinomios con
coeficientes reales, que, con la suma y la multiplicacién por un ntimero, es espacio vectorial). Sin embargo,
puede demostrarse, aunque aqui no lo hagamos, que si en un espacio vectorial (V, +,.) existe
una base con n vectores, entonces cualquier otra base ha de tener precisamente n vectores.
De n se dice que es la dimension de (V, +, .).

En otras palabras:

la dimension de un espacio vectorial es el niimero en comiin

de vectores que tienen todas las bases de dicho espacio vectorial

si es que existe al menos una con un numero finito de elementos.

i0jo!, no hay que confundir dimensién de un espacio vectorial con nimero de componentes
de sus vectores. Asi, por ejemplo, S ={(0, x,y)/x,y € R} es un subespacio de (R3, +, .) de
dimension dos, aunque sus vectores tengan tres componentes.

Ejemplo

Obtén la dimensién del subespacio de (R3, +,.): S={(x,y,2)/x+z =y}
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Un paréntesis (que puedes obviar en una primera lectura)

(Lineas atras habiamos dicho que de entre todos los sistemas generadores de un espacio vectorial
los més "recomendables" son aquellos a los que llamariamos bases. jPor qué? Pues por la sencilla razén de
que no hay ningin sistema generador de un espacio vectorial que tenga menos vectores que los que haya en
una base.

Sup6n, por ejemplo, que siendo { a1,a9,ag,ay } una base de cierto espacio vectorial (V, +, .),

hubiera un sistema generador de V con sélo tres vectores b1,b o,b 3.

Entonces, o bien b1, b 9, b 3 serian linealmente independientes, y formarian una base con sélo 3
elementos (imposible, porque todas las bases tienen el mismo niimero de elementos ), o bien serian lineal-
mente dependientes. En tal caso, al ser, por ejemplo, bg3=pf1b 1+ 2b g, todo vector que fuera
combinacién lineal de b1 ,b 2,b 3 loserifadebi,b 2,luego{b7,b 9} seria un sistema generador de
(V, +, .). De ser libre, seria una base con sélo dos elementos (absurdo) y, de ser ligado, al tenerse, por
ejemplo, bo=Ab 1, {b 1} seria una base de V con un solo elemento, lo cual también seria absurdo.)

Una vez cerrado el paréntesis anterior, te diremos que el procedimiento de demostracién en €l
utilizado se llama de reduccion al absurdo. Lo cual no quiere decir precisamente que el procedimiento sea
absurdo, no vayamos a liarla.

8. RANGO DE UNA FAMILIA DE VECTORES

Recapitulemos un poco. En las paginas anteriores hemos definido los conceptos de
espacio y subespacio vectorial, que son esencialmente la misma cosa; estudiando vectores,
hemos establecido las nociones de dependencia e independencia lineal y de sistema
generador; finalmente, hemos definido la dimensiéon de un subespacio vectorial como el
numero de vectores de un sistema generador libre (base). Pero, jqué ocurrira cuando una
familia de vectores engendre un subespacio y, por no ser libre, no sea base de €él? La
dimension del subespacio ya no tiene por qué coincidir con el nimero de elementos de dicha
familia. ;Con qué coincidira?

A responder esta cuestion dedicaremos el presente apartado del tema. Empecemos
con un ejemplo.

Ejemplo

Supongamos que dada una familia F={a,ay,a 3} de vectores de un espacio vec-
torial (V, +, .), el subespacioS=R[a,a9,a 3] por ella engendrado fuera de dimensién dos.
(Podra ser tres el maximo nimero de vectores linealmente independientes en F?

La respuesta, desde luego, es negativa, porque si fuera afirmativa, F seria un sis-
tema generador libre, y, por tanto, base de S, cuya dimensién no podria ser 2. En conse-
cuencia, al ser F ligada, habra al menos un vector, por ejemplo ag, combinacién lineal de los
otros: ag=o0q1a1+0gag, ajec R. Pero entonces F'={a 1, aqs}, que también sera sistema
generador de S, habra de ser libre, porque de ser ligado seria, por ejemplo, as =Aa;, Ae R, y {
ai} engendraria todo el subespacio S, que seria de dimension 1, contra lo supuesto.
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[0 En cuanto a que T esta contenido a su vez en S, supongamos que
a=Maj+Mhag+..+ha+Aan+..+AaeT
Como cada uno de los vectores ary.1,ar+2,ar43,.... ,ap es combinacién lineal de a
1,49,..,ay, se podria escribir:
a =Mar+Mag+ ...+ Mar + A (jar + pag + ...+ Yeay) + ..+ Ap(ag Hhast .. + Uay)

y, operando: a=90;a;+0yas+..+0a,€8S.

O Finalmente, al cumplirse la cadena de igualdades:
rang (F) = r = dimension S = dimension T,
se concluye lo que queriamos.

Veamos por tltimo tres consecuencias de este teorema, que nos seran de gran utilidad cuando, en
el préximo capitulo, aprendamos a calcular lo que llamaremos rango de una matriz.

Corolario (uno)

[0 El rango de una familia de vectores no se modifica si se prescinde de un vector que
sea combinacion lineal de los demds.

En efecto: Acabamos de ver que cuando en una familia de vectores se prescinde de un
vector que sea combinacion lineal de otros, los subespacios engendrados por una y otra
familia coinciden, luego tendran igual dimensién y, en consecuencia, las familias de vectores
que los engendran, igual rango.

Observa que, en particular, siendo el vector nulo combinacién lineal de cualesquiera otros, no se
modificard el rango de una familia de vectores si, formando parte de dicha familia el vector nulo, se prescinde
de él.

Corolario (otro)

[0 El rango de una familia de vectores no se modifica si a uno de los vectores que la
forman se le multiplica por un niimero distinto de cero.

En efecto: Siendo, por ejemplo, a, b, ¢ tres vectores de un cierto espacio vectorial (V,
+, .), y o un nimero distinto de cero, es facil comprobar, mediante la doble inclusién, que R
[a, b, c] = R[aa, b, c], luego...

Corolario (no hay dos sin tres)

[0 El rango de una familia de vectores no se modifica si a uno de los vectores que la
forman se le suma una combinacion lineal de los demds.

En efecto: Siendo, por ejemplo, F ={a;,as,as}, F'={a;+0yas+ 0zas, ag, ag}, bas-
tara probar que los subespacios engendrados por F y F' coinciden. Pero a estas alturas del
tema, ello no debe resultarte muy dificil.
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9. EJERCICIOS

1.- Se considera el conjuntoV:{a+b\/§ / a, b € R} ylas operaciones:
(@a+b/3 )+(c+d\/3) =(a+c)+(b+d)/3
oc.(a+b\/§)=(oca+ocb\/§),oceR.

(Es (V, +, .) espacio vectorial?

2.- Demuestra que en la definicion de espacio vectorial podria haberse prescindido de la
conmutatividad de la suma, por ser una propiedad que se deduce de las restantes.

3.- Averigua cudles de los siguientes subconjuntos de R4, son subespacios vectoriales de (R*,
+,.):
S={(x,y,z,t)/2x+y=t} T={(x,y,2,t)/2x-y=3)}
U={(x,y,2z,t)/3y-z=0,2x +y -4t =0) }.

4.- Halla, caso de que existan, seis vectores comunes a los subespacios de (R3,+,.) engen-
drados por (1,3,2) y (3,1,2), el primero, y por (1,1,0) y (3,3,4), el segundo.

5.- Obtén el valor de x,sabiendo que el vector (8,7,x,6) pertenece al subespacio de (R4, +, .):
S =RI[(1,2,3,0), (2,1,1,2)].

6.- Determina un sistema generador de los siguientes subespacios de (R4, +,.):
S={(x,y,z,t)/x+y=2z+3t}
T={(x,y,z,t)/x+y=z;x-y=t}

7.- El vector (x, y, -23, -5) pertenece a R [(1,2,-5,3), (2,-1,4,7)]. Halla x, y.

8.- En (R3,+,.) se consideran los subespacios S = R[(1,0,1), (0,2,1)], T = R[(1,2,2), (-1,4,1)].
Demuestra que son el mismo subespacio.

9.- De las siguientes familias de vectores de (R3,+,.), averigua cudles son libres:
A ={(0,0,0), (1,1,1)} B ={(1,2,3),(3,2,1)}
C=A{2,3,1)} D ={(0,2,-4), (1,-2,1), (1,-4,3) }
E={@1,-2,3),(3,-6,9)} F={1,-1,1),(,3,1),(-1,4,0), (1,1,0) }

10.- Demuestra que si a, b, ¢ son vectores linealmente independientes, entonces también
son linealmente independientes los vectoresa + b, a + ¢, b + c.

11.- Visto el ejercicio anterior, jse deduce que si a + b, a + ¢, b + ¢ son linealmente depen-
dientes, entonces a, b, ¢ también son linealmente dependientes?

12.- Los vectores (3,-2,-1,3),(1,0,2,4),(7,-4,%,y) son linealmente dependientes. Halla x, y.

13.- Demuestra que los vectores (2,0,1), (2,0,2), (0,4,0) forman una base de (R3,+,.).
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14.- Estudia si el conjunto S = {(x1,x92,x3)/ 2x1 + 3x9 +4x3 = 0} es subespacio vectorial de
(R3,+,.). En caso afirmativo, obtén una base de S. ;Cuaél es su dimensién?

15.- Demuestra que el conjunto Ry [x] de todos los polinomios en la indeterminada x, con
coeficientes reales, de grado menor o igual que 2, junto con la suma de polinomios y la
multiplicacién por un nimero habituales, es un espacio vectorial y comprueba que los
polinomios 1, x, x(x - 1) constituyen una base de é€l.

16.- En (R3, +,.) se consideran los dos subespacios vectoriales siguientes:

S={0,x,y)}, T=R[1,1,1),Q1,2,3)].
Halla una base del subespacio (S~T, +, .).

17.- La unién de dos subespacios vectoriales de un mismo espacio vectorial (V, +, .), jes
siempre un subespacio vectorial de (V, +, .)?

18.- En el espacio vectorial (Rg[x], +, .) se consideran los siguientes subconjuntos:
S = { todos los polinomios p(x) tales que p(0) =0 }
T = { todos los polinomios p(x) tales que p(1) =0}

Tienes que hacer lo siguiente:

1°) Demostrar que S y T son subespacios vectoriales.
2°) Hallar una base de S y otra de T.
3°) Calcular la dimensién de S ~T.

19.- Los vectores de (R3, +, .): (x, -3, 2), (2, 3, x), (4, 6, -4) engendran un subespacio vectorial
de dimension 1. Halla el valor de x.

20.- Determina una base del subespacio vectorial de (R4, +, .) engendrado por los vectores (1,
2,1,0), (3,1,0,2), (5,0,-1,4).

21.- Las coordenadas de un vector v de R3 respecto de la base B ={(1,2,0), (0,2,4), (1,0,4)}
son (2,2,3). Halla las coordenadas de v en la base B'={(2,2,0), (1,0,1), (3,2,0)}.

22.- En cierto espacio vectorial (V, +, .) sobre R se consideran dos bases:
B ={aj, ay, agj, B'={a';,a'y, a's}
entre cuyos vectores se verifican:
aj=a';+2a's; as=2a'1-a'g9+a'sg; ag=2a'1-4a's.
Se pide:
1°) Expresion en la base B' de un vector cuyas coordenadas en B son (1,2,3)

2°) Coordenadas en B de un vector cuyas coordenadas en B' son (3,4,2).
3°) Determinar si existe algiin vector cuyas coordenadas en B y B' sean iguales.

23.- Demuestra que si en un espacio vectorial (V, +, .) sobre R dos vectores ¢ y d son com-
binacion lineal de otros dos, a y b, entonces R [a, b, c,d] = R [a, b].
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1. INTRODUCCION

Como ya habras observado, en cuanto se trabaja con espacios vectoriales de
dimension tres o superior las operaciones se complican bastante y hay que tener mucho
cuidado para no confundir unas coordenadas con otras, unos subespacios con otros y, en
resumen, no cometer ningun error en los calculos. Ademas -no lo olvides-, nuestro objetivo
final son los sistemas de m ecuaciones con n incégnitas, y con ellos, si no se tiene cierto
orden, el problema puede ser maytsculo... Habra que hacer algo al respecto, ;no?

Empezaremos el presente capitulo introduciendo el concepto de matriz. Diremos algo,
no mucho, sobre operaciones con matrices y, una vez hayamos establecido qué son los
determinantes (de los que no tendremos reparos en admitir sin demostraciéon algunas
propiedades, preocupandonos mas de saber manejarlos), definiremos el concepto de rango de
una matriz, que no nos resultara completamente nuevo y sin el cual dificilmente podriamos
estudiar los sistemas de ecuaciones. Terminaremos el capitulo viendo un par de
procedimientos para el calculo de dicho rango... Si hemos sobrevivido, estaremos en
condiciones de enfrentarnos a nuestro objetivo.

2. MATRIZ DE NUMEROS REALES

Definicion (de matriz)

[1 Llamaremos matriz de niimeros reales de orden m xn a un conjunto ordenado de
m.n nimeros reales, dispuestos en m filas y n columnas:

all 3.12 a13 alj aln
321 322 323 azj azn
A= a a a a a
il i2 i3 v ij v in
aml am2 am3 amj amn

Como ves, con el simbolo ajj nos referiremos al elemento situado en la fila iy la
columna j, y la matriz se escribira: A = (ajj). Naturalmente, puede ocurrir que m = n. Se
dice, entonces, que la matriz es cuadrada.

Consecuencias

A poco que nos fijemos en la matriz A, observaremos que sus m filas pueden con-
siderarse como un conjunto de m vectores del espacio vectorial (R®, +, .) de la forma:

a;=(ai;,aie,..,am; az=(ag1, a2, ..., a2n) ; weeevee ; 8m = (@m1 , @m2 5 -+ » Amn)
asi como que las n columnas forman un conjunto de n vectores de (R™, +, .) de la forma:

a'y=(ai1,a21,...,am1); a'2=(a2,a2,...,am2);....;an=(ain, a2, .... , amn)
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3. OPERACIONES CON MATRICES

Definicion (de suma de matrices)

[] Dadas dos matrices A = (ajj), B = (bjj), que necesariamente han de ser del
mismo orden m xn, se define la matriz suma C = A + B como la matriz de orden m xn
dada por C = (cjj) , con cjj = ajj + bjj.

(O sea, que para sumar dos matrices, basta con sumar cada elemento de la primera matriz con el
que ocupa el mismo lugar en la segunda)

Definicion (de producto de un niimero real por una matriz)

[l Dada una matriz de orden mxn, A = (ajj), y un numero o€ R,se define el
producto o. A como la matriz de orden mxn dada por o.A = (o ajj).

(O sea, que para multiplicar un ntimero por una matriz, basta con multiplicar cada elemento de la
matriz por dicho ntimero)-

Ejemplo
1 2 3 2 2 3 01 5 8 3 4
Comprueba que: 3142 |+2./3113|=|9 36 8
20 71 1 40 4 4 8 79

Consecuencia

Te sera facil comprobar que el conjunto M(mxn) de todas las matrices de orden m x
n es, con las operaciones anteriores, un espacio vectorial sobre R. Y si lo tuyo es vicio,
puedes buscar una base de dicho espacio. ;Cual es su dimension?

Definicion (de producto de matrices)

[] Dadas una matriz A, de orden mxn y otra matriz B, de orden nxp (observa que el
ntimero de columnas de A coincide con el de filas de B), se define la matriz producto C = A.B como
la matriz de orden mx p cuyo elemento ¢jj viene dado por:

n
€= ailblj + aizb2j + ai3b3j+ ot ainbnj = Z aikbkj
k=1
Traduzcamos: Para obtener el elemento  ¢jj de la matriz A.B basta con que multipliques uno

a uno los elementos de la fila i de A por los de la columna j de B y sumes todos esos productos como se
indica en el siguiente esquema:

~— Se suman estos productos

T

filaideA | o o o ..}, =

elemento 1,j
de AB

columna jde B
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Pregunta

Se puede demostrar, a partir de la definicién anterior, que la multiplicacién de matrices es aso-
ciativa; pero, en cuanto a si es conmutativa, jtd qué crees?

Ejemplo
230
Comprueba que: (1 23 2) -3 01 :(3 11 10)
31 4 2 -1 2 2 9 19 11
5 11

Algunos comentarios

[l Las operaciones anteriores no se sacan de la manga, y dan mucho juego en
aplicaciones no estrictamente matematicas. Lo que ocurre es que aqui se trata exclusi-
vamente de dar noticia de su existencia, sin que, al no sernos de mucha utilidad para nuestro
cometido, nos podamos detener con detalle en ellas y en su justificacion.

[l No obstante lo anterior, parece necesario decir que en el conjunto M(n) de las
matrices cuadradas de orden n existe una matriz, la:

10 ..0
01 ..0

OO

n 00 ...1 ..0

00 ..0 ..1
a la que se llama matriz unidad (o identidad) de orden n, tal que, cualquiera que sea la
matriz cuadrada A de orden n:

A.In=In.A=A

[0 Asi mismo, dada una matriz A, cuadrada de orden n, se puede demostrar que si se

cumple determinada condicién (que veremos en el capitulo siguiente), existe otra matriz A-1,
tal que

A Al=A1 A=T,

[ ] De A-1, cuando existe, se dice que es la matriz inversa de A.

4. DETERMINANTES

Advertencia

Hacemos una pausa en el estudio de las matrices para proveernos de un instrumento fundamental
en los calculos que en el futuro tendremos que hacer: los determinantes. Como ya hemos dicho, no
insistiremos en las demostraciones de sus propiedades. Nos preocuparemos, sobre todo, de que al terminar
con ellos estés en condiciones de manejarlos sin dificultad.
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Definiciones previas

[0 Llamaremos permutacion principal de los n primeros nimeros naturales a la

ordenaci6on | 1 2 3 4 5 n

[0 Formada otra permutacién de ellos, i1 iz i3 i4 i5 .. 1in/|, diremos
que entre dos de sus elementos se presenta una inversién si el orden en el que tales
elementos aparecen es distinto del que les corresponde en la permutacion principal.

Ejemplo

Considera la ordenacion 1 4 2 3, formada con los cuatro primeros nimeros na-
turales. Te bastara con observar el esquema:

1<4 1<2 1<3 4>2 4>3 2<3

para concluir que el nimero de inversiones de la permutacion anterior es 2.
Definicion (de determinante)

[] Llamaremos determinante de una matriz cuadrada de orden n, A = (aij), y lo
representaremos por det (A) o| A| al nimero que se obtiene sumando todos los productos
que se puedan formar con n elementos de la matriz, tomando un elemento de cada fila y de
cada columna,y adjudicando a cada producto el signo + 6 - segin que siendo

2, 2, A ...a . uno de ellos (con sus factores ordenados respecto al primer subindice),
1 72 3 n
el nimero de inversiones de la permutacion i1 i 5 i g i, sea par o impar.

En consecuencia, si llamamos s al nimero de inversiones de cada permutacion

ilizi g i, ,como (-1) S serd igual a +1 si s es par, e igual a -1 si s es impar, se tendra:

S
det (A)=|Al=2 (-1 ST T P

Dos preguntas:

1%) ;{De cuantos sumandos consta la suma anterior?
2%) ¢Se te ocurre alguna forma sistematica de escribirlos todos?

Consecuencias

Comprueba, aplicando la definicién, que:

a a
11 %12
0 O

=a_ _a —a_ _a
a21 822 11 22 12 21
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O sea, que para calcular un determinante de orden dos basta con multiplicar primero

® O c e
asi: AN y, luego, restar el producto: /
o e ® O

a11a22a33 * a12a23a31+ a138'218'32

—a

U0

a11 319 253
91 299 %93 ={

a__a_.—a_ _a_a__—a _a_.a
a a a 13 22 31 12 21 33 11 23 32
31 32 33
Desarrollo que puede memorizarse facilmente haciendo uso del siguiente esquema,
conocido como regla de Sarrus:

O/
N

(;0jo!: La regla de Sarrus sélo es valida para determinantes de orden tres)

Productos con

\ signo -

Productos con

signo + /

Ejemplos
Comprueba que:

Observacion

Como comprenderas, mal asunto seria que, para conocer el valor de un determinante de orden n,
tuviéramos que calcular los n! sumandos necesarios. El cédlculo de un determinante de orden 4 exigiria
calcular 24 productos (y sumarlos); el de uno de orden 5, 120... Para calcular un determinante de orden 10
necesitariamos calcular la friolera de 3.628.800 productos, cada uno de ellos de 10 factores... ;Qué hacer
llegados a esta situacion?

Dos definiciones nuevas nos aportaran un procedimiento para el calculo de un determinante que
resultara mucho mas cémodo que la aplicacién de la definicién anterior.

Definiciones (de menor complementario y adjunto)

1) Llamaremos menor complementario del elemento ajj de una matriz A, cuadrada
de orden n, y lo representaremos por «.ij, al determinante de la matriz cuadrada de orden n-1
que resulta de prescindir en A de la fila i y de la columna j.

2) Llamaremos adjunto del elemento ajj de A, y lo representaremos por Ajj, a:

[Aij = (D 4L oy )
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Ejemplos

o, . =—-13, a__=0.
, comprueba que: { All —_¢ A23 - _13
34 7 44 ’

Dada la matriz A =

S = W o
W N = DN

21
10
0 2
4 1
Hasta que no estés seguro de que lo sabes hacer no sigas.

Consecuencia (desarrollo de un determinante por los elementos de una linea)

El valor de un determinante es igual a la suma de los productos de los
|:| elementos de una linea (fila o columna) por sus adjuntos respectivos. \

Osea:
a;; 25, 84 - alj SH
3,1 By, Byg - a2j ST P
: . . . . =a, A +a A _+..+a. A.
‘A‘— : : : : : _ il il i2 12 in 1
B . a.. ... a. | |=a . A +a. A_+..+a A .
ail ai2 ai3 alJ ain 1j j 27 2j nj nj
8 8, @ g By Ay
Para tu alegria, lo admitimos sin demostracion. ;O tienes inconveniente?
Ejemplo
1 03 2
2-31 0
Supongamos que se deseara calcular el valor de: [Al=| _ 3 192 0
2-5 3 1

Como en la cuarta columna aparecen dos ceros, eligiremos dicha linea para efectuar
el desarrollo y tendremos:

2 -3 1 1 0 3
|Al=—2/-3 1 2]/+1| 2 -3 1]|=-2.0+1.(-28) =-28
2 -5 3 -3 1 2

/Observas qué bueno es que aparezcan esos ceros en los lugares (2,4) y (3,4)? ;Y si no los hubiera?

Observacion

Vemos, pues, que aunque el desarrollo de un determinante por los elementos de una
linea permite un calculo mas rapido de éste, si en dicha linea no aparecieran varios ceros,
aun resultaria tarea excesivamente prolija. El problema se resolvera, definitivamente, con lo

que sigue.
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Teorema (transformaciones en un determinante)

[1 Dada una matriz cuadrada A de orden n, se verifican las siguientes proposiciones,
sobre cuyas demostraciones te ofrecemos algunas sugerencias:

[1 El valor de IAl no varia si se intercambian filas por columnas.

Es dificil de demostrar, pues habria que ver que los productos cuya suma es igual a Al
aparecen con el mismo signo, sin que sobre ni falte ninguno, en el desarrollo del nuevo
determinante. Compruébala, si quieres, para un determinante de orden 3.

[] Si todos los elementos de una fila (columna) de A son nulos, entonces IAl=0.
Todos los sumandos de Al (que, a su vez, son productos) contendran un elemento de tal
fila, luego seran nulos.

[]Si en A si se intercambian dos filas (columnas), entonces IAl cambia de signo.

Es muy liosa de demostrar. Compruébala, si acaso, para un determinante de orden 3.

[1Si en A existen dos filas (columnas) iguales, entonces IAl=0.

Segun la propiedad anterior, al intercambiarse tales filas (columnas) se obtendra otra
matriz, B, tal que |Bl=-1Al, pero como B = A, se tendra |Al=0.

[] Si se multiplican todos los elementos de una fila (columna) de A por un mismo
numero k, el IAl también queda multiplicado por dicho néimero.

Si, por ejemplo, hubiéramos multiplicado la 2° fila de A por k, obtendiendo la matriz B,

seria:|B|=2(—1>sa1. (ka, )..a__ =k2(—1)sa1. a, ..a_. —k.|A|
11 12 Illn 11 l2 1’11n

[1Si en A existen dos filas (columnas) proporcionales, entonces IAl=0.
a, k.a1

a4 k.a2

an 21
891 291

1
Utilizando las propiedades 4* y 5% es facil. Asi: =k. =0

1

[] El valor de IAl no se modifica si a una fila (columna) se le suma otra fila
(columna) multiplicada por un namero.

Si, efectuada esa suma, se desarrolla el determinante por los adjuntos de la nueva linea,
tal determinante puede descomponerse en suma de otros dos: uno que coincide con el
inicial y otro que, por tener dos lineas paralelas iguales, sera nulo.

[]Si en A existe una fila (columna) combinacion lineal de otras,entonces |Al=0.

a b oa+pb a b 0
Por ejemplo: | ¢ d oc+ Pd |=(porpropiedad7) =|c d 0| =0
e f oe+ff e f O

[1 La suma de los productos de los elementos de una fila (columna) de A por los
adjuntos de otra fila (columna) es igual a cero.

La suma en cuestién coincidiria con el desarrollo por adjuntos de un determinante con dos
lineas paralelas iguales, que seria nulo por la propiedad 4°.
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Observacion
Ahora se trata de ver como se aplican las propiedades anteriores al calculo de de-

terminantes, especialmente para lograr cuantos mas ceros mejor en una linea, lo cual nos
permitira un comodo desarrollo del determinante por los adjuntos de tal linea.

13 25

: . 21 3 4

Supongamos, por ejemplo, que desearamos calcular: 59 7 6
38 9 2

Aplicando reiteradamente la propiedad 7% anterior, a la segunda fila le podemos
restar la primera multiplicada por 2; a la tercera, la primera multiplicada por 5; y, a la
ultima, la primera multiplicada por 3. Llegados aqui, la primera columna tendria todos sus
elementos, salvo uno, nulos, y bastaria con desarrollar por ella para calcular el
determinante:

1325 1 3 2 5

-5 -1 -6
2134 |0 -5-1 -6
58 76| |0-7-3-19| " :Z _gjg =264
3892 |0 -1 3 -13

Un error facil de cometer consiste en pensar que para conseguir un cero en el lugar (2,2), por
ejemplo, se puede multiplicar por 3 la segunda fila y restarle la primera. Efectivamente, obtendriamos un
cero en dicho lugar, pero el valor del determinante, de acuerdo con la propiedad 5%, ya no seria el mismo.

Ejemplos

Comprueba que:

1 4 3 1 4
3 1 5 1 0 11

-5 2 0 38 5 |=-1.101 a b ¢ |_(b-a)(c—a)(c—-b)
2 -1 -1 1 1 a2 b2 o2
0 -1 2 0 3

Ya que surge la ocasion, te diremos que el Gltimo determinante es un caso particular del llamado
determinante de Vandermonde. Volveremos a encontrarnoslo.

5. RANGO DE UNA MATRIZ

Poquito a poco nos vamos acercando a nuestro objetivo, o sea, a los sistemas de
ecuaciones. Pieza basica para su estudio es el concepto de rango de una matriz, que, en gran
medida, te resultara familiar. Empezaremos dando su definicién y, posteriormente, veremos
un par de procedimientos para calcularlo.
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Definicion (de rango de una matriz)

11 B9 Byg3 o Ay
. a a a ... a
Dada la matriz: [ ] A = 21 22 23 2n
a_,a . a . .a .
cadaunadesusmfilasa;, aq, ..... , @y puede considerarse, como sabes, como un vector del
espacio vectorial (R®, +, .).
[] Pues bien, llamaremos rango de A al rango de la familia F ={a;, as, ....,an} 0, si

prefieres, al maximo numero de filas de A que, como vectores de R™, son linealmente
independientes.

O sea, que el concepto de rango de una matriz no difiere esencialmente en nada del de rango de
una familia de vectores. Los resultados que vimos cuando estudidbamos tal asunto, en la pagina 27 -que
debes releer-, son los que traducimos a continuacién.

Consecuencias (transformaciones que no modifican el rango de una matriz)

El rango de una matriz A no se modifica si:

Se altera el orden de las filas de A.

[] Se prescinde, en A, de una fila que sea combinacion lineal
de otras (en particular, si se elimina una fila de ceros).

Se multiplica una fila de A por un nimero distinto de cero.

[] Se suma a una fila de A una combinacion lineal de otras.

Ejemplo
1 21
Sea la matrizA=| 2 1 0 . Si restamos a la tercera fila la suma de la primera y
3 31

la segunda, quedandonos: A* , las matrices A y A* tendran igual rango.

3

3

6
1
2
0

[Nl V)
S W W

1
0
0
Como en A* la tltima fila tiene todos sus elementos nulos, se podra prescindir de ella sin que
se modifique el rango, luego:

1 21 3
rango A = rango( 21 0 3 ) = 2 (ya que las dos filas no son proporcionales)

Naturalmente, habra que sistematizar estas transformaciones, para asegurarnos de que siempre,
con independencia de la vista de cada cual, podremos calcular el rango. Ya llegaremos a ello.
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Ejemplo (de otra cosa)

Si observas la matriz A = , veras que en ella se ha sefialado la

O o
o [0o] o] on

< =R
< DD ©

RS

[—

interseccion de las filas segunda y tercera con las columnas segunda y cuarta. Pues bien, el

determinante es un ejemplo de lo que llamaremos menor de la matriz A. Menor de

orden dos, en este caso.

Definicion (de menor de orden r en una matriz)

Si en una matriz A = (ajj), de orden mxn sobre R, se eligen las r filas iy, iz, ... , i, (en
el orden natural) y las r columnas j,je, ..., jr (en igual orden), del determinante:

a, . a, . a,. a, .

1 Yo 3 r
a, . a, . a, . a, .

2l 1 239 273 2l r
a.. a. . a. . .. a..

lr-]l lr-]2 lr-]3 Iylr

diremos que es el menor de orden r correspondiente a tales filas y columnas.
(Pregunta capciosa: ;Cuantos menores de orden r tiene A?).

Teorema

Las filas de una matriz A = (ajj) con las que se pueda formar un menor no nulo son
linealmente independientes.

En efecto: Supongamos, por ejemplo, que el menor formado por los elementos
comunes a las r primeras filas y r primeras columnas de A, es distinto de cero. O sea:

a;, 2,5 854 0 AL
91 %22 %93 Bor | 20
a4, 8.5 8 4 o8
al_(all’ 19 "’alr’al,r+1""’a1n)
Entonces, los r vectores de R™: a2:(a21’322’ “’aZr’az,r_Hl’ @y )
ar_(arl’ar2’""arr’ar,rﬂ""’arn)

son linealmente independientes, porque en caso contrario se podria escribir:
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oq(a11,a12, ., @1r,81,r41, .-, A1n) + O2 (221,822, ..., A2y, 82 141, ... , A2n) +
+ i + (Xr (ar]_, arz 9 see arr, ar’r+1, ooy arn) = (0, 0, ooy O, O, eee 0)

con alguin coeficiente o; # 0, luego también seria:
o1(ai, aig,...,a1ry) + og(agy,ase,..,azy) +..+0:(ar1,ar2,...,ar)=(0,0,..,0)

con algin o;#0, y, en ese caso, al ser las r filas del menor que hemos considerado
linealmente dependientes y haber, por tanto, una al menos combinacion lineal de las demas,

tal menor tendria que ser nulo (propiedad 8 de los determinantes), y no distinto de cero como
hemos supuesto que era.

Teorema (otra forma de definir el rango de una matriz)

] Sien la matriz A = (ajj) existe un menor de orden r distinto de cero, mientras
que todos los de orden superior a r son nulos, entonces rango A =r.

a , a,, a, .. oa.
a a a oo a

En efecto. Supén que A =| 21 22 23 ) 2r 20
a_a ., a ., ..oa,

fuera uno de los menores de orden r no nulo (si no fuera asi, un oportuno cambio en el orden de las

filas y columnas de A resolveria la cuestién), mientras que todos los de orden superior a r fueran
iguales a cero.

Entonces, considerada la fila k de A, cualquiera que ésta sea, desde la (r+1) hasta la
m, se tendria, para todo valor de j, desde j=1 hasta j=n:

11 Zq9 Bpg o By By
a21 a22 a23 a2r a2j
M| = : =0
arl ar2 ar3 arr arj
A1 k2 ks v Fir i
(Si: Cuando j tome los valores 1, 2, ..., r en el determinante anterior habra dos columnas iguales;

cuando j tome valores desde (r+1) hasta n, IM| serda un menor de A de orden (r+1) > r, nulo por hipétesis).
Desarrollando | M| por la dltima columna y designando por Ai, Ag, ...., Ay los
adjuntos de ayj, agj, .... , ar j (que no variaran aunque varie el valor de j), se tendra:
alel + aszz + ...+ arjAr + Aakj =0
-A -A _
1 2 A

: = + + . +
y como A# 0 : akj A alj A 612j
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O sea, mas claramente (recuerda que la igualdad anterior se cumple para cualquier valor de j,
desde 1 hasta n):

k1 411 291 4r1
) —A1 212 —A2 899 ~A, Ao
ak3 :—A a13 + A 323 T + A ar3
akm alm aZm arm

lo cual significa que la fila k de A es combinacién lineal de las r primeras y, por tanto, se
puede prescindir de ella sin que el rango de A se modifique.

Finalmente, como eso ocurre para las (m-r) ultimas filas de A, se tendra, pres-
cindiendo de todas ellas:

all 3.12 3.13 alr...aln
a a a ... a ..a

rango A= rango 21 22 23 21" 2n | _ r
arl ar2 ar3 e By @0y

igualdad ésta dltima que se puede escribir debido a que:

11 219 %43 0 A,
a a a oo a

A-| %21 %22 Za3 2r | 4 0
arl arz ar3 arr

y ello, segin el teorema anterior, hace que las r primeras filas de A sean linealmente
independientes.

[ Observa, por tanto, que dado un menor no nulo de A, de orden r, para ver si otra fila
de A es combinacion lineal de aquéllas con parte de cuyos elementos se ha formado tal menor,
basta con calcular todos los menores de orden (r+1) que se puedan escribir completando el inicial
con los elementos de esa nueva fila. (Se dice que tales menores de orden (r+1) se han obtenido
orlando el menor inicial con tal fila). Si hubiera alguno no nulo, el rango de A serfa como mini-
mo (r+1) y partirfamos de €l para formar, ahora, menores de orden (r+2). Si, por el contrario, to-
dos los menores de orden (r+1) obtenidos orlando el inicial de orden r con dicha fila fueran nulos,
eso nos permitiria prescindir de ella sin que el rango de A se modificara, pues la fila en cuestion
seria combinacion lineal de las que intervienen en el menor de orden .

Lo entenderas mejor examinando el siguiente ejemplo.
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Ejemplo

Supongamos que se deseara calcular el rango de la matriz:

2 1-2 1 4
1 0 1-20
6 2 -2 -2 8
1 1 -3 4 2

A =

Como 10 # 0, las dos primeras filas de A son linealmente independientes y el
rango de A, como minimo, sera 2. Orlando el menor anterior con la tercera fila, se tiene:
2 1 -2 2 1 1 214
1 0 1/|=0 ; |1 0-2|=0 ; [100|=0
6 2 -2 6 2 -2 6 28

luego dicha fila es combinacién lineal de las dos primeras y, en consecuencia, puede
prescindirse de ella sin que el rango de A varie. Es decir:

2 1-2 1 4
rango A=rango | 1 0 1 -2 0
1 1 -3 4 2

Partiendo, de nuevo, de que 1 (1) ‘ # 0, si orlamos dicho menor con la tercera fila de la
nueva matriz, se tiene:
2 1 -2 2 1 1
1 0 1/=0 ; |1 0-2|=#0
1 1-2 1 1 4

y, sin necesidad de considerar el tercer menor que se podria formar (pues ya hemos en-
contrado uno no nulo), concluiriamos que el rango de A es 3.

Advertencia importante

Si hubiéramos definido el rango A como el maximo nimero de columnas, y no filas, de
A linealmente independientes, habriamos visto que también en ese caso el rango A
coincidiria con el orden del menor de A de mayor orden no nulo, luego:

da lo mismo definir el rango de A como maximo nimero de filas linealmente in-
dependientes que como maximo niimero de columnas linealmente independientes.

Y al igual que vimos transformaciones entre filas de A que no modificaban el rango,
también podriamos haber demostrado que el rango de A no se modifica si:

[J Alteramos el orden de las columnas.

[J Prescindimos de una columna combinacion lineal de otras.

[0 Multiplicamos una columna por un niimero distinto de cero.
[0 Sumamos a una columna una combinacion lineal de otras.
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6. METODO DE GAUSS PARA CALCULAR EL RANGO

Las transformaciones entre filas de una matriz vistas en la pagina 41 son las que realmente,
aplicadas de forma sistematica, se utilizan para calcular el rango, sin necesidad de recurrir a los menores;
procedimiento que, cuando la matriz es de orden elevado, resulta bastante engorroso. E1 método de Gauss,

junto a lo anterior, se basa en el siguiente teorema.

Teorema (rango de una matriz triangular)

8y, Ay, A e @ A
Boo Bgg 0 By e By
Si en la matriz: a ... a ... a
33 3r 3n
0 0 0 ... a ... a
rr rn

todos los términos de la forma a;j (es decir, los situados en la diagonal principal) son distintos de
cero, entonces rango A =r.

En efecto: El menor de orden r formado por las r primeras filas y r primeras
columnas de A es igual al producto a;;.agg.ass. ..... . ay, luego distinto de cero. Como no
hay ningtn menor de A de orden mayor que r, se concluye lo dicho.

Explicacion del método

Veamos, mediante un ejemplo, en qué consiste el método de Gauss. A tal fin,

supongamos dada la matriz: A =

DN -3 W DN
H -3~ w
W N O -
S 00 B~ DN
=N DN O

El rango de A no se modificara si:

O multiplicamos la 2° fila por 2 y le restamos la 1* multiplicada por 3.
0 multiplicamos la 3 fila por 2 y le restamos la 1* multiplicada por 7.
O restamos a la 4° fila la 1°.

23120 igual 2 3 1 20 quitamos 9 3 1 9 0
3104 2 rango 0 -7-3 2 4 tercera fila 0_-7 -3 9 4
77 28 2 0 -7-3 2 4 0-2 2 -2 1
21301 0 -2 2-21

Si, ahora, multiplicamos por -7 la 3* fila y le restamos la 2° multiplicada por -2:

2 3 1 2 0) igual 2 3 1 2 0
0 -7 -3 2 4 89 0 -7 -3 2 4
0 -2 2 -2 1 0 0 —-20 18 1

Y, en consecuencia, visto el teorema anterior, rango A = 3.
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Observaciones finales (y no por eso menos importantes)

[0 Después de todo lo anterior, parece innecesario decir que dados m vectores

a1=(3.11, a192, .- R aln)
a2=(a21, ad99 ., ... , azn)
ap=(am1,am9, - , Qmn)

del espacio vectorial (R?, +, .), para saber si son linealmente independientes o dependientes
bastara calcular el rango de:

a a a ... a
11 12 13 1n
a a a ... a
A = 21 22 23 2n
a ,a ,a oo..a
Si tal rango es igual a m, los vectores a1 ,aq, ..... , &y, seran linealmente inde-
pendientes. Si, por el contrario, rango A <m, la familia{aj, a9, ..... , &y, ) serd ligada.

[1] En particular, una condicién necesaria y suficiente para que n vectores

312(311, aA19 5 e , aln)
a2:(a21, A99 , eeen , agn)
an:( ant1, Apg, - , ann)

del espacio vectorial (R, +, .) sean linealmente independientes, sera:

411 %12 %13 o g

a a a oo a

21 22 23 . 2n £ 0
a a a ..o a

nl n 2 n3 nn

[0 Por ultimo, jhabra que decir que si m > n, entonces el rango de la matriz:

all a12 a13 a1n
a a a ... a

A = 21 22 23 2n
a 8 o8 g @

nunca podra ser superior a n (pues sélo hay n columnas) y, en consecuencia, que mds de n
vectores del espacio vectorial (R", +, .) formardn siempre una familia ligada? Por si las
moscas, lo decimos.
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7. EJERCICIOS

1 0 2 -1
1.-Setienenlasmatrices:A:(1 2 1) ; B:(2 12) ; Cz[l 2 5—4]

Calcula(A+B).C, (2.A-3B).C

STHIEA TR
2.- Calcula A2+ B.C siendo A = , B= ,C= 101 0 |
3113 4 10 91 5 1
0101 0 31
cosaa —seno O
3.-SiendoA=| seno cosa O |, calcula A2, A3, ..., An
0 0 1
4.- Calcula los siguientes determinantes:
1 2 1-3 2315 L1 1 1 t 1 3
_2321'2031'b+cc+aa+b'a2c 2
3-2 1 4| 14562 | 7 5 0 a%b c?d
5 4 -3 2 51 2 4 2B b ed
5.- Resuelve las ecuaciones siguientes:
1 1 1 1
;_x g—x i_x 0 Lox x*
—X 9-X &-X | = ; 2 4 6|~
3-x 4-x 5b-x 1 x* x* x
1 x3 x8 x°
6.- Expresa en forma de producto los determinantes siguientes:
aaaaa
abbbb a2 b c2 a—-b-c 2a 2a
abcecoc| ; a b c ; 2b b-c-a 2b
abecdd b+ec a+c a+b 2c 2c c—-b-a
abcde
7.- Calcula el valor de los determinantes de orden n siguientes:
1 1 1 ...1 nl1..1 1 nn ..n
-1 a 1 ...1 n 2 1 .. 1 n 2 n .. n
-1 -1 .15 n13 .. 1 5 |nn3 ..n
E E : : 1 H : : ‘. . . . . . .
-1 -1 -1 ... a nl 1l .. n n nn ..n

8.- Si el determinante de una matriz A, cuadrada de orden 6, es igual a 2, jcual es el valor del
determinante de la matriz 3. A?
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9.- Demuestra que si una matriz cuadrada de orden n, A, verifica A2 + 3.A - 3.1, = (0), donde
(0) es la matriz cuadrada de orden n todos cuyos términos son nulos, entonces dicha matriz
tiene inversa.

10.- Halla el rango de las siguientes matrices:

2 0 -3 4 -5 1 3 2
19 0 9 3 1 9 5 -1 3 0 -2 4 1 -1 0
3 2 1 -2 5 2 1 3
2 4 3 |; 4 2 1 5 -3 |; ;
6 5 8 6 -3 0 3 4 8§ -2 2 0O 2 2 4 6
4 3 1 -1 3 0 -2 1
-4 6 3 -8 13 1 -5 -2

2 34 3 5 3 15
11.- Las matrices A=(3 4 2] ; B—[Z 6 4 4 SJtienen igual rango. Halla el
2 -2 -2-6 4
valor de x.

12.- Sean A:( a' b, ) ; B=
a b
rango B - rango A?

(abc

2 b o ), con rango A # rango B. ;Cual es el valor de

13.- Si rango (a be

a b c
= ; — =929
def j 2,ipuedeser rango | d—a e+b f+c 27

d e f

14.- Los vectores de (R3, +, .): (2,1,-3), (1, 3, 2), (5, x, -4) son linealmente dependientes. Halla
el valor de x.

15.- Analiza si los vectores de (R4, +, .) : (6, 3,-3,9), (0,4, 2, 8), (3,1,0,-2), (5,4, 0,5) son
linealmente independientes.

16.- Estudia si las siguientes familias de vectores son libres o ligadas:
F {63,1,2),(0,2,4),(7,1,2) }
F' = {(2,1,0,3),(3,1,4,2),(0,7,2,8),(3,1,0,3) }
F" = {(1,2,0,3,4),(2,1,3,2,-1), (5,4,6,7,2) }

17.- Estudia, segun los valores de los parametros, los rangos de las matrices:

a1l 1 2 1 -1 1 1 1
A=|1 a 1 ; B=| 1 a 1 ; C=1 1+a 1
11 a 3 1 —-a 1 1 1+a

D:(mz—l (m+1)2j : E:(mg—l (m+1)2 m+1] . F=
m+1 m-1 m+1 m-1 m+1

7~ N\
(SN
[
o - T
o
O = =
~

18.- Escribe una matriz de orden 4x5 cuyo rango sea 4.
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Sistemas de ecuaciones

1. INTRODUCCION

Llega, por fin, el momento de dar utilidad a lo visto en los capitulos anteriores. En
este tema vamos a estudiar como hay que proceder ante un sistema ecuaciones lineales
para saber si tiene o no solucién(es) y, en caso afirmativo, obtenerla(s). Veremos que existen
un par de procedimientos distintos de trabajo -de modo que, cuando dependa de ti, puedas
elegir el que mas te guste-, y terminaremos diciendo alguna cosilla sobre algo que ya hemos
mencionado en el capitulo anterior: la matriz inversa.

Antes, permitenos una reflexion: Si en algin momento te sientes desorientado al
estudiar estas cuestiones, no te preocupes en exceso: es algo que al principio le pasa a todo el
mundo y no sélo a ti. De lo que se trata es de que, al tenerlo todo por escrito, puedas trabajar
a tu aire, que no tiene por qué ser el de los demas, y termines por encontrar el hilo conductor;
existe, ya lo veras.

2. DEFINICIONES Y CLASIFICACION
Definiciones (vocabulario)

[] Llamaremos sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas a un conjunto de m
expresiones algebraicas de primer grado:

a X + a, X, + ...+ a, X, = b1
a X, 4+ a x + ...+ a_ x = b

21 1 22 2 2n IR 2 (S)
a X +a X + .. +a x. =5>b J

ml 1 m2 2 mn 1 m

donde ajj,b i son numeros reales fijos,llamados coeficientes y términos independientes,
respectivamente, y xXj nimeros reales sin determinar, llamados incégnitas. En el caso
particular en que b1 =bg =... = by, =0, el sistema se llama homogéneo.

[J Con el simbolo E; representaremos la ecuacion:

a. X +a. X +...... +a. x.=Dhb.
il 1 i2 2 in 1 i

[] Siae R, con la notacién o.E; nos referiremos a:
(ocail)x1+ (ocaiz)x2+ ...... +(ocain)xn:(ocbi)

[1 De las matrices:

a a a ... a a a ... a b
11 12 13 1n a11 12 13 In 1
a a a a a a a ... a b
A = 21 22 23 2n - AF = 21 22 23 2n 2
a a a ... a
ml 2m2 @ms mn a_a o, a o ..oa b,

diremos que son la matriz de los coeficientes del sistema y la matriz ampliada con los
términos independientes, respectivamente.
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X b
1 1
e . . X b
[J Observa, por ultimo, que escritas las matrices: X =| 2 ; B=| 2
X, b m
el sistema (S) puede expresarse en forma matricial asi: ] | A.X=B
Otras definiciones (mas vocabulario)
[ ] Diremos que n ntimeros reales (o1, 02, 03, ... , 0n) (0, con mds propiedad, un

vector de R?) constituyen una solucion del sistema (S) si al sustituir x; por o; en todas las
ecuaciones, los dos miembros de cada una toman el mismo valor.

[ ] Discutir un sistema consiste en averiguar si posee alguna solucién y, en caso

afirmativo, cuantas.

[ ] Diremos que un sistema es compatible si tiene alguna solucién. Como veremos,

un sistema compatible en R o bien admite una solucién tinica (diremos que es compatible
determinado) o bien infinitas (se dice, en expresion no muy atinada, que es compatible
indeterminado). Si un sistema no tiene solucién, diremos que es incompatible.

[ ] Resolver un sistema compatible es, como te puedes suponer, encontrar todas

sus soluciones.

Ejemplo

Considera el sistema:

3x+2y=6}
4x — By 8

Escribe la matriz de los coeficientes y la ampliada, exprésalo en forma matricial y, si
es compatible, resuélvelo por los procedimientos que conoces de cursos anteriores.

3. SISTEMAS EQUIVALENTES

Definicion (de sistemas equivalentes)

[1 De dos sistemas de ecuaciones lineales con el mismo nimero de incégnitas
(aunque no tengan el mismo niimero de ecuaciones) se dice que son equivalentes si tienen las
mismas soluciones; es decir, si toda solucién del primero es solucién del segundo y viceversa.

Observacion

Hasta ahora, cuando resolvias un sistema de ecuaciones, lo que hacias eran transformaciones con
las ecuaciones hasta llegar a otro sistema equivalente al dado, pero més sencillo de resolver. En el fondo,
eso es lo que vamos a hacer aqui. Lo que ocurre es que quizas convenga justificar un poco las cosas. Por eso
(y por algo més) incluimos los dos siguientes teoremas.
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Teorema

[]Si(ag, oz, ag, ..., an) es una solucion del sistema S, también lo es de cualquier
ecuacion que sea "combinacion lineal" de las que forman dicho sistema.

La demostraciéon, de sencilla que resulta, casi no merece ese nombre. Supongamos
formada la siguiente ecuacién, combinacion lineal de las de (S):

Ala x +a  x +o.ta xp)+A(a, X +a X +..ta, Xp)+..+

+km(am1x1+ a o X ..t amnxn): k1b1+ 7\.2b2+ .+ kmbm,kieR

Al sustituir x; por o el primer paréntesis anterior tomara el valor by ; el segundo, bg,
.. y, el dltimo, b,. Por consiguiente, los dos miembros de la igualdad coincidiran.

Teorema (paso de un sistema a otro equivalente)

Se obtiene un sistema de ecuaciones equivalente a otro dado si:

[1 Se altera el orden de las ecuaciones.

[] Se prescinde de una ecuacion que sea combinacion lineal de otras.

[] Se sustituye una ecuacion por la que resulta de multiplicarla por un niimero distinto de cero.

[] Se sustituye una ecuacion por la que resulta de sumarle una combinacion lineal de otras.

Las demostraciones son faciles. Veamos, por ejemplo, la de la cuarta proposicion:

E1 E1
E, E,
Supongamos que S=< y T= :
E E
m-1 m-1
E_ AME FAE + A B+ By

son el sistema dado y el que resulta de cambiar su tltima ecuacién por la que se obtiene al
sumar a dicha ecuaciéon una combinacién lineal de las restantes.

Entonces, si (a1, 02, 03, ..., 0ln) es una solucion del sistema S, también lo es de E1,
Eg,E3, ..., Enp.1 (por definicion)yde A E. +A _E_+..+A _E +E_ (por el teorema
11 272 m-1" m-1 m
anterior), es decir, de T.

Reciprocamente, toda solucion de T'loes de E1, Eo, Eg3, ..., En-1, asi como de:

(klE1+ k2E2+ ...+7»m_1Em_1+Em)— klEl— szz— ...—km_lEm_l, es decir, de Em,

luego también de S.
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4. REGLA DE CRAMER

Definicion (de sistemas de Cramer)

Llamaremos sistema de Cramer a todo sistema de n ecuaciones lineales con n
incognitas:

a, X + a X, + ... + a, X, = b1

a X + a X + ...+ a_ x. =Db

21 1 22 2 2n 1 2 (S')
a X +a X, + ..+ a X, = an

en el que la matriz de los coeficientes, A, tenga determinante no nulo: |Al#0.

Teorema (de Cramer)

Enunciado:

El sistema de Cramer anterior es compatible determinado y su Gnica solucion es:
(\Al\ Al (A \An\)
(Al 7 1Al T Al T T A

donde A; representa la matriz obtenida al sustituir la columna j de la matriz de
los coeficientes del sistema, A, por la formada por los términos independientes.

Demostracion:

0 Primer paso:

[] Vamos a obtener unas ecuaciones, combinaciones lineales de las de S', de las que
hallaremos las soluciones. A tal efecto, multiplicando la primera ecuacién de S' por el
adjunto del elemento a1; de la matriz A, A11; la segunda por As;, y asi sucesivamente
hasta multiplicar la ultima ecuacién por A1, y sumando posteriormente, se obtiene la
ecuacion E'; :

a X +..+a x )+A _(a .+a_ x )+...+A (a x4+ ..+a__x )=
(111 In ) (211 2n n) nl( nl 1 nn n)

:b1A11+ b2A21+...+b A

N ""ni
Es decir:
(Ana11 ...+An )x + (Ana12 +An1an2)x2+...+
+ ..+(A11a1n+...+An1ann)xn: b A +..+Db A
Esto es: E'lz \A\.x1+O.X2+ .t 0ux :‘Al‘

(Recuerda lo que vimos en la pag. 39 sobre el desarrollo de un determinante por los elementos de
una linea y sobre la suma de los productos de los elementos de una linea por los adjuntos de una paralela.)
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Observa que cualquier solucién (a1, 09, 03, ..., 0tn) de E'1 ha de verificar:
N
o, = A ,cualesquiera que sean o9, 0.3, ... , On.

[] Si en lugar de multiplicar las ecuaciones del sistema S' por los adjuntos A1, Ag1,
... , Ap1 de los elementos de la primera columna de A lo hubiéramos hecho por Ajs, Agg, ... ,A
n2, 0 sea, por los adjuntos de los elementos de la segunda columna de A, habriamos llegado a
la ecuacion:

n

E'z: O.x1+\A\.X2+ ...+ 0.x =‘A2‘

A,
|A |

de la que toda solucién (o1, o9, 03, ... , ay) habria de verificar: o o= ,cualesquiera

que fueran los valores de a1, a3, ... , On.

[] Procediendo sucesivamente de forma semejante, multiplicando las ecuaciones de S

' por los adjuntos de los elementos de la tercera, cuarta... columnas de A, llegariamos
finalmente a la ecuacion:

E' : 0.X1+O.X2+ et \A\.Xn =‘An‘

n

n ‘

Al

de la que toda solucién (a1, ag, a3, ... , ap) habria de verificar: o =
[0 Segundo paso:

Como consecuencia de todo lo anterior y de que, segiin vimos en el primer teorema de
la pagina 55, toda solucion de S', si es que existe, ha de serlode E'; , E'y, ..., E', (pues son
combinacién lineal de las que forman S'), resulta que la #nica solucién que, en todo caso,
podra tener S' es:

[\Al\ Ayl |44 \Anlj
Al 7 (Al T al T T A
pues éste es el tnico vector (0 , a2, 03, ... , 0n) que cumple las condiciones requeridas.

[0 Tercer paso:

Asi pues, si S' posee solucién, es Unica y sélo puede ser la anterior. Pero, jcémo
confirmar que, efectivamente, es solucién de S'? Pues comprobando que al sustituir en las n

A
ecuaciones X ; por | J‘ los dos miembros de las ecuaciones toman el mismo valor.
A
n
A X bAL
h=1 )

Sustituyendo en la ecuaciéon E; cada x; por Ll , 0 sea, por , resulta:

|A | N
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B 1 n n n B
A Xt a Xyt ay X = {ailhabhAhﬁ a9 Z_:lbhAh2+...+ainhZ_:1bhAhn =

_ 1
= [a,1<b1A11+b2A21+...+bnAn

‘A‘ i )+a12(b1A12+b A +...+bnAn Yt oee b

1 2 22 2
+oota  (bA _+b A +..+b A ]

_ 1
= A [ bl.(ailA11+...+ ainA1n)+...+bi.(ailAi1 + ...+ ainAin) + ...+
+.o.tbp(a A L+t a; A )]
=L 0b . 0+b 0+..+b [Al+..+b 0+b,.0]=b
N X o ; 1 n- ;
, A A, ][44 A 5
luego, como queriamos demostrar, , , , ..., —— |, es solucién de la
Al 7 Al T (A A |

ecuacion E; de S', es decir, de todas las que forman el sistema, luego también de éste.

Ejemplo
Supongamos que se desea resolver el sistema:

2x + 3y + z = 5
3x - y + b5z = 20
5x + y - 6z = 2

2 3 -1
Como |A|=|3 -1 5|=139=0, se tratara de un sistema de Cramer, luego:
5 1 -6
5 3 1 2 5 1 2 3 5
20 -1 5 3 20 5 3 -1 20
2 1 -6 5 2 -6 5 1 2
X=""139 % Y= 139 1 2= 139 "2
Observacion

En general, nada obliga a que un sistema de ecuaciones lineales haya de tener necesariamente
igual nimero de ecuaciones que de incégnitas; o, incluso, siendo dicho nimero coincidente, la matriz de los
coeficientes no siempre tendra determinante distinto de cero y la regla de Cramer serd, al menos en
principio, inaplicable. A estudiar c6mo proceder en tales casos, es a lo que dedicaremos el siguiente -y
fundamental- apartado de este capitulo.
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5. TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS

Enunciado:
+ + ... + =
a1% a19%9 a1n%n b,
a_ X + a_ X + ... + a_ X = b
Dado el sistema: ?1 1 ?2 2 gn n .2 (S)
a x +a . x_ + ..+ a__x. =Db J
ml 1 m2 2 mn 1 m

y consideradas las matrices A, de los coeficientes, y A*, la ampliada con los términos
independientes, se verifica:

] iMuy importante!
[1 S es compatible < rango A = rango A* oy

< n = S es compatible indeterminado.
[] rango A =rango A*

=1n = S es compatible determinado.

(Lee dos o tres veces el enunciado antes de entrar en la demostracion)
Demostracion:

0 Primer paso:

Supongamos que el sistema S fuera compatible. Eso, como sabes, significa que

existirian nimeros reales a1 , 09, a3, ... , 0y tales que:
a1 A2 21n b,
a a a b
o 21 |4 22 |4 + o 2n | = 2
1| 21 ¢ n : :

luego la ultima columna de A* seria combinacién lineal de las restantes y aunque se
prescindiera de ella, quedandonos entonces la matriz A, el rango no se modificaria; es decir,
rango A = rango A*

0 Segundo paso:

Supongamos ahora que rango A = rango A* = r. Eso significa que en A (y en A¥%)
existe al menos un menor de orden r no nulo y que no hay ninguno de orden superior a r que
sea distinto de cero.

Si uno de tales menores de orden r no nulo fuera el formado por los elementos
comunes a las r primeras filas y r primeras columnas de A:
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411 19 13 o By

a a a ... a

21 %22 f23 7 far| L g
arl ar2 ar3 arr

(si no fuera asi, un cambio en el orden de las ecuaciones y/o en el de las incégnitas, permitiria suponerlo), el
sistema dado sera equivalente al:

a_ X + a,. X + ...+ a, x_. =b
11 1 12 2 ln 1 1
X+ X + ...+ a_ x_ =D>»
a21 1 a22 2 2n 1 2 (S')
= b
arl Xl + ar2 X2 + + arn Xn r

obtenido suprimiendo, si es que existian, las (m-r) dltimas ecuaciones de S, ya que al ser las
correspondientes filas de A* combinacion lineal de las r primeras —recuerda la observacién hecha
al final de la pagina 44—, también lo seran tales ecuaciones de las r primeras de S.

Llegados aqui, pueden presentarse dos posibilidades:

[0 [ Quer=n.Entonces, el sistema S' es de Cramer y tendra solucién unica. S,
equivalente a S' por lo visto en la pagina 55, sera compatible determinado.

[0 0 Quer<n.Dejando, entonces, en los primeros miembros de S' las r primeras
incégnitas (principales) y pasando a los segundos miembros las (n-r) restantes
(auxiliares), el sistema quedaria asi:

a__ X + a _X_ + ..+ a, Xx. = b_—a X —...—a, X
1171 12 2 1r ' T 1 1,r+1 r+l In 1
a__ X + a__ X_+ ...+ a_x = b_-a X —...—a_ X
2171 2272 2r ' r 2 2,r+1 r+l 2n (S")
a X + a _X_ + ..+ a_ x_. = Db,.—a X -...—a__Xx
rl 1 r2 2 rr- T r r,r+1° r+l rn- D
Y una vez dados valores cualesquieraen élax,,q1,xy49, ... , Xn, (y convertido en un
sistema de Cramer), obtendriamos unos valores para x1,x2, ... , Xy que, junto a los dados a
Xr+l, X142, - , Xn, constituirian una solucién de S. Pero como a las incégnitas auxiliares x
r+1,Xr+2, ... , Xn les podemos dar tantos valores como queramos, el sistema tendra infinitas

soluciones. Sera compatible indeterminado.
Ejemplos

[0 Supongamos que se desea discutir y, en su caso, resolver, el sistema:

2x + 'y - z = 41
3x + 2y + =7

5x — 2y + 2z =1 }
3x -y - Tz = lJ
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En primer lugar, procederemos a calcular los rangos de las matrices:

2 1 -1 2 1 -1 4
13 2 1 ) «_ | 3 2 1 7
A=lg _9 2| 3 AT 5 9 9 1
3 -1 -7 3 -1 -7 1
Como g ; # 0, si orlamos ese menor de orden 2 de la matriz A con la tercera fila,
nos encontramos con que el menor de orden 3 correspondiente a las tres primeras filas de A
2 1 -1
es distinto de cero: 3 2 1|=17#0, luego rango A = 3.
5 -2 2

Partiendo en A* del menor anterior de orden 3 no nulo, para ver si el rango de A* es 3
6 4, el inico menor que se puede formar, orlando el anterior con la cuarta fila es:

En consecuencia, la cuarta fila de A* es combinacién lineal de las tres primeras y, si
en el sistema prescindimos de la tdltima ecuacion, el nuevo sistema:

2x + 'y - z =4
3x + 2y + z =17
5x — 2y + 2z =1
en el que la matriz de los coeficientes y la ampliada tienen rango igual a 3, seria equivalente

al inicial y, ambos, compatibles determinados. Bastaria aplicar la regla de Cramer para
obtener su unica soluciéon: x=1;y=2;z=0.

[0 Supongamos dado el sistema:

2x + 3y - bz = 7
3x — y + 2z =9
4x - by + 9z = 11
3 2 3-5
Como ‘ ‘:_11;&0 - |83 -1 2|=0, elrangode A es 2.
3 _ 1 K M
4 -5 9
2 3 7
Para calcular el rango de A*, el iinico menor a considerares:|3 -1 9 |,pues el
4 -5 11

primero que se obtendria orlando

3 _1 ‘ ya hemos visto que es nulo.
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2 3 7
Ahora bien, como |3 -1 9 |=0,resulta que la tercera fila de A* y, por consi-
4 -5 11

guiente, la tercera ecuacion del sistema, es combinacion lineal de las dos primeras.

Se tendra rango A = rango A* = 2 y el sistema, compatible indeterminado en virtud
del teorema de Rouché-Friobenius, sera equivalente a:

2x + 3y - b5z =17
3x — y + 2z =9

2 3
3 -1
considerando la z como auxiliar. Escribiendo, pues:

Para resolverlo, ya que # 0, tomaremos como incégnitas principales x, y,

2x + 3y = 7+ 56z
3x — y = 9-2z

y aplicando la regla de Cramer, se tendria:

7+5z 3 ‘2 7 +5z2
19-22 -1| 34-z |3 9-22| 3+19z
x= —11 -T11 YT —11 11

En resumen, las infinitas soluciones del sistema formarian el conjunto:
34—z 3+19z ) }
{( 11 11 )/zeR

[0 Comprueba que el siguiente sistema es incompatible:

2x + 3y - z 2
3x + y + 2z =4
x — 9y + 10z 1

Sistemas homogéneos

Como un sistema homogéneo tiene todos los términos independientes nulos, la Gltima
columna de A* estara formada exclusivamente por ceros y, en consecuencia, rango A =
rango A*.

O 0O Si dicho rango coincide con n (nimero de incégnitas), la inica solucién sera la
trivial, es decir, x{ =x9=...=x,=0.

[ Sirango A < n, se procederda como hemos visto en el segundo ejemplo anterior,
expresando las r incégnitas principales en funcién de las (n—r) restantes.
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Ejemplos
[0 Dado el sistema homogéneo:
2x + y - z =0

3x -y + 2z =0
X + 3y + 3z =0

2 1 -1
se verifica que Al={3 -1 2|=0 , luego rango A < 3 (nimero de incégnitas) y, en con-
1 3 3

secuencia, la tinica solucion sera la trivial: x =0,y =0,z = 0.

10 Comprueba que el sistema:

2x + 'y -5z + t =0 1
3x -y - 5z — 6t =0
x + 2y - 4z + 5t =0 }

-x + 3y - z + 10t = O }

tiene infinitas soluciones, que forman el conjunto: {(2z+t ,z-3t,z,t) /z,t € R}

6. METODO DE GAUSS

Observacion

Como comprenderas, la regla de Cramer puede ser 1til para resolver sistemas en los
que el nimero de ecuaciones y/o incégnitas sea 2, 3 6, a lo sumo, 4. Pero para valores
superiores, su aplicacion es poco recomendable, por la cantidad de determinantes de orden
elevado que hay que calcular. El método que vamos a ver, llamado de Gauss, o de los pivotes,
tiene entre otras ventajas la de ser facilmente programable para que un ordenador lo
aplique. Y s6lo con un ordenador pueden resolverse sistemas de los que aparecen en
ocasiones en Economia, Astronautica... con centenares o miles de ecuaciones.

El método de Gauss consiste en la aplicacion reiterada, al sistema que se trate de
resolver, de transformaciones de las que mencionamos en la pag. 55, hasta que se llega a
otro sistema equivalente, pero lo mas sencillo posible; por otra parte, como lo que realmente
caracteriza a un sistema son sus coeficientes y términos independientes, y no las letras con
las que representemos las incégnitas, suele trabajarse directamente con su matriz
ampliada. E1 método de Gauss, en resumen, consiste en transformar la matriz del sistema
inicial en otra que tenga nulos todos los elementos situados por debajo de la diagonal
principal, es decir, todos los elementos ajj en los que i > j. Como puedes figurarte, se trata de
algo semejante a lo que haciamos para calcular el rango de una matriz.

Entenderas mejor como funciona tal metodo estudiando los siguientes ejemplos,
correspondientes a los tres casos posibles:
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Primer ejemplo

Discutir y resolver el sistema:

2x + y +

X — 2y + z
3x + 2y - 3z
5x — y + z

+ t —7]
+ 2t =1
-t :0F
+4t=8}

Como decimos, nos limitaremos a ir escribiendo la matriz del sistema sin necesidad
de escribir éste completamente. Con ese convenio, y representando con el simbolo — el paso
de un sistema a otro equivalente, el esquema de la discusién-resolucion es:

-2

Ot W N
@ O - g

-1

1 7
-5 1 3 -5
0 44 22 110
0 22 6 60

2
(2) 0
0
0

paso (1):

1)

(3 .

1
-5
1

1
1
-9
-3

1
3
-5
3

7
-5
-21
-19

(2)

2
0
0
0

1 1
-5 1
0 44
0 O

1 7
3 -5
22 110

2
0
0
0 -220 220

resta a la 2 fila, después de multiplicarla por 2, la 1* (multiplicada por 1).

resta a la 3 fila, después de multiplicarla por 2, la 1* multiplicada por 3.
resta a la 4? fila, después de multiplicarla por 2, la 1* multiplicada por 5.

paso (2):

resta a la 3 fila, después de multiplicarla por -5, la 2* (multiplicada por 1).

resta a la 4° fila, después de multiplicarla por -5, la 2% multiplicada por -7.

paso (3):

resta a la 4 fila, después de multiplicarla por 44, la 3* multiplicada por 22.

Lo anterior significa que el sistema dado es equivalente al:

2x + 'y + z
- by + z
44z

+
+
+

t = 7 ]
3t = -5
2t = 110 j
220t = 220

que se resuelve facilmente empezando por la dltima ecuacién, de la que se obtiene: t = -1;
llevando después ese valor a la tercera: z = 3; llevando ambos valores a la segunda: y = 1,
finalmente, sustituyendo en la primera: x = 2. El sistema, naturalmente, es compatible

determinado.
Segundo ejemplo
Discutir y resolver el sistema: 2%

X
4x
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El esquema es:

2 3 -1 17 2 3 -1 17 2 3 -1 17 9 3 -1 17
1 -2 3 -2 |0 -7 7-21|->0-7 7 -21 %(0_1 1_3)
4 -1 5 13 0 -14 14 -42 0O o0 O 0

(En el dltimo paso se ha simplificado la segunda fila, dividiendo entre -7, y se ha prescindido de la
tercera, por corresponder a la ecuacién 0x + Oy + 0z = 0, que, ademds de ser combinacién lineal de las
anteriores, se verifica para cualquier valor de las incégnitas).

Por tanto, el sistema inicial es equivalente al:

2x + 3y - =17}

y = 3 +

1 z , forman el conjunto: {(4 -z, 3+2z, z)/zeR}.
X = -

cuyas soluciones, {

(En otras palabras, que si, por ejemplo, haces z = 2, los valores x = 2, y = 5, z = 2 son una solucion;
si tomas z = 1, los valores x = 3, y =4, z =1 también son solucidn, y asi tantas veces como quieras.)

El sistema tiene infinitas soluciones: es compatible indeterminado.

Tercer ejemplo

Discutir y resolver el sistema:

2x + y + 3z = 8
3X—y+4z=11l
4x — 3y + bz = 3
x+3y+2z:5}

El esquema es:

2 1 3 8 2 1 3 8

3 -1 4 11 . 0-5 -1 -2 N 3_; _?i_g
4 -3 5 3 0-10 -2 -26 0 0 0 110
1 3 2 5 0-5 -1 -2

Por tanto, el sistema dado es equivalente al:

2x + y + 3z 8
- b5y - z =-2
O0x + Oy + Oz 110

cuya ultima ecuacion no tiene solucion. El sistema es incompatible.
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7. MATRIZ INVERSA

Definiciones (de matriz unidad y matriz inversa de otra)

Como dijimos en el capitulo anterior, en el conjunto M(n) de las matrices cuadradas
de orden n existia una matriz, la:

10 ..0 ..
01 ..0 ..0

-

n 00 ..1..0

00 ..0 ..1
a la que llamabamos matriz unidad (o identidad) de orden n, tal que, cualquiera que fuera la
matriz cuadrada A de orden n, se verificaba:

A.In=In.A=A

También anuncidbamos que dada una matriz A, cuadrada de orden n, si se cumplia
determinada condicién, existiria otra matriz A-1, la matriz inversa de A, tal que:

A Al1=A1 A=T,

Veamos, ahora, qué condicién es ésa y como calcular A-1 cuando exista.

Cuestion previa (unicidad de 1a matriz inversa)

De la definicién de matriz inversa se desprende que A-1, si existe, es tinica, pues si A
poseyera dos inversas, A-1, Al se tendria:

Al=a' =ala.a=1 A=A

ne
Teorema (condicién para la existencia de A-1y forma de calcularla)

[ La condicién necesaria y suficiente para que una matriz cuadrada A = (ajj) posea
inversa es que det (A) # 0. En tal caso:

es decir, que A-1 es la matriz cuyo elemento (xij) es el cociente entre el adjunto, en A, de (a;
1), y el determinante de A.
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Vamos a indicarte como se demostraria el teorema anterior para una matriz
cuadrada de orden 3 (la demostracién en el caso general seria semejante):

a11 a12 a13
Dada, pues, la matriz: A =| %91 399 293 |, setrataria de determinar si existen
a31 %32 %33
valores (xjj) tales que:
411 %12 213 11 %12 %13
291 222 %23 |-| ¥21 ¥22 %oz | =

|
o o+
o = o
= o o

a3 839 33 X317 X39 X33

Formados los tres sistemas de 3 ecuaciones lineales con 3 incégnitas en que se
descompone la igualdad precedente:

+ + =
8105 A%y toA5%gy T 9y L s
a__x .+ a__X_. + a__x_. = d_. - . = ) SLL=
2171j 2272j 23" 3j 2j (3_1’2’3’ Sij_{ 0,sii#]
a__ X _ + a_ X . + a_.x = 9
317 1j 3272j 337 3] 3j

tales sistemas tendrian solucién (que, vista la cuestion previa anterior, de existir habra de
ser Unica) si y solo si en cada uno de ellos es rango A = rango A* = 3. Ello, como sabes, ocurre
siy sélo si |A|#0.

En ese supuesto, bastaria aplicar a cada sistema la regla de Cramer para concluir
que, efectivamente:

-1 1
A _(X1j) = ‘A| (AJI)
Ejemplos
.. ) 2 1
[J[J Obtén la matriz inversa de la matriz: A = 9 4
2 _1
-1 | 3 &
solucién: A = ) 1 1
3 3
1 1 2
LI Obtén la matriz inversa de la matriz: A = 2 0 -1
-6 -1 0
L -1 -2 -1
solucién: A =| 6 12 5
~2 -5 -2

(Hay otro método para calcular A-1 -el metodo de Gauss-, pero lo dejamos, ;no?)
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8. EJERCICIOS

1.- Discute, aplicando el teorema de Rouché-Frobenius y, en su caso, resuelve por la regla de
Cramer, los sistemas:

3x + 2y + z =0 X —y+ z =1 3x + 2y + z =0
X —y +2z=2 X +y+ z =5 X —y +2z=2
4x + y +3z=5 2x —y+3z=5 4x + y + 3z =2
x+y—z:1] x—2y—z+w=—21 X +y - 3z =01
X + 2y + = 2 X+ y +2z-w= 3 X -z =0
2x+y—z=3} X+ y +W=9j X +Z—2W=0j
3X—y—22=5J X + z = 3 3Xx +y -3z -2w =0

2.- La matriz ampliada de cierto sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas tiene
de rango 3. ;jPuede asegurarse que el sistema es compatible?

3.- Dos sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas sélo se distinguen en los términos
independientes. Si el primero es compatible indeterminado, ;puede ser el segundo compatible
determinado?

4.- Halla el valor de m que hace compatible cada uno de los siguientes sistemas y, en los
casos en que sean compatibles, resuélvelos:

3x + 10y + 4z =0 2x +3y -z =5 mx+ y + Z =1]
4x — By + 6z = -7 _
mx+ y -z =20 X +my+ z = m}
< + 83v 4+ 7z =0 3x — 4y + 3z =-9 2J
Y mx + by — 3z = 7J X +y fmz=m
4Xx +my+ z = m+ 2

—9(m +1) (m2—1)x—(m+1)2y:m+

X + y +mz
(m+1)x + (m-1)y = m+

mx+ y + z = m

= =
—

5.- Discute, aplicando el teorema de Rouché-Frobenius, los siguientes sistemas:

mx + 2y = 2 2x + 'y - z =a ax + by + z =1
2X + my = m X +my+ z =b X +aby+ z =b
x -y =-1 3x + y - mz =¢ X + by +az=1

6.- En el primer capitulo hemos estudiado cémo hallar un sistema generador de un sub-
espacio vectorial que haya sido definido a través de unas ecuaciones implicitas. Halla, ahora,

unas ecuaciones implicitas del subespacio vectorial, S, de (R4, +,.), engendrado por los
vectores (1,1,2,1), (3,2,1,5).

Sugerencia: Piensaque S={(x,y,z,t)/(x,y, z, t) = a.(1,1,2,1) + B.(3,2,1,5), con o, R } y obtén
las relaciones que han de cumplir x , y , z , t para que, cualesquiera que sean sus valores, existan valores
de o, para los que se verifique la igualdad anterior.
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7.- El proceso sugerido en el ejercicio anterior para encontrar las ecuaciones implicitas del
subespacio S se conoce como eliminacion de pardmetros. Elimina, ahora, los parametros del
siguiente sistema:

= 4 + 60 - 28 + 471
1 - o - B - 2y

= -2 - o + 2B + vy F

= -5 - 20 + 3B + yJ

¢ N < M
Il

8.- Como sabes, un sistema de ecuaciones lineales puede escribirse en forma matricial como:
A.X = B, donde las matrices A, X y B tienen el significado que vimos en las paginas 53 y 54.
Utiliza la notaciéon anterior para obtener una condiciéon para que la suma de dos soluciones
de un sistema de ecuaciones también sea solucion del mismo. jEs condicién necesaria y
suficiente?

9.- Estudia y resuelve en caso de compatibilidad, por el método de Gauss, los sistemas:

3x + 2y + z =1 5x — y + z = -2 3X:2ylzii
5% + 3y + 4z = 2 X +2y+ 3z=-1 x yT &=
5x + 3y + 4z = 2
x +y —z =1 7x — 8y -7z = -1
-2x -y +5z =6
2x — 3y — b5z = 4
5x — 2y + z =-1 2x — by + 4z + v - w =-3
3x + 'y + b5z =-5 X — 2y + z — v +b5w= 5
5x + vy + 4z = 2 4x — 13y + 16z + 5v + w = 23
8x + by + 13z = 0 X — 4y + 6z +2v + w = 10
3x + 4y + 8z =-2 2x — By + 4z + v - w = 3
4x -3y - z =11

10.- Sean A, B dos matrices cuadradas de orden n, con |Al#0, | Bl #0. Demuestra que la
matriz inversa de A.B es B'1. AL,

11.- Halla, caso de que sea posible, las inversas de las matrices:

9 3 1 2 3 2 1 4
A:( );B2012;C:325;D=

59 131 43 6

Ao W
WO KR I
N H O
NSO RO

12.- Se considera el siguiente sistema de ecuaciones:

2x + y + 2z =17
x + 3y + z =17
3x + 4y - 2z = 8

Resuélvelo por el método que prefieras, escribelo en forma matricial, A.X = B, calcula la
matriz inversa de A, A1, y mira qué se obtiene cuando se calcula el producto A1l.B.
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El espacio afin

1. INTRODUCCION

En cursos anteriores hemos estudiado geometria del plano. Los elementos con los que
trabajabamos, recuerda, eran puntos y rectas. Este anno vamos a dar un pequeifio avance:
nos moveremos en el espacio, y en él manejaremos no sélo puntos y rectas, sino puntos,
rectas... y planos. El método que seguiremos no diferira mucho del que ya conoces de 2°y 3°
de BUP, pues entonces establecimos las bases tedricas que nos van a permitir, ahora,
progresar en nuestro estudio.

Iniciaremos este capitulo hablando de vectores fijos y libres; veremos después
distintas ecuaciones de la recta y el plano y terminaremos estudiando los que se han dado en
llamar problemas de incidencia, o sea, problemas de paralelismo, intersecciones... En el
capitulo préoximo, con el producto escalar, trataremos las cuestiones métricas, es decir,
aquellas relativas a perpendicularidad, medida de angulos y distancias, y daremos unas
definiciones que nos permitiran multiplicar vectores, ademéas de escalarmente, de otras
formas; formas tutiles para trabajar no s6lo en matematicas, sino también y especialmente
en fisica.

Y recuerda lo que decia Platon -jera é1?- respecto al ingreso en su Academia: "jQue
no entre aqui nadie que no sepa Geometria!". Podriamos imitarle, diciendo: jQue no salga
nadie de aqui sin saber Geometria!

2. VECTORES EN EL ESPACIO

Cuestion previa

Piensa en un punto en el espacio..., en una recta..., en un plano... ;Has sido capaz de
imaginarlos? Podemos suponer, pues, que los conceptos de punto, recta, plano y espacio son
intuitivos y, por consiguiente, los utilizaremos en lo que sigue sin necesidad de definirlos
previamente.

Definicion (de vector fijo)

Llamaremos vector fijo a un par ordenado (A, B) de puntos del B
espacio ordinario, E, no excluyendo la posibilidad de que ambos sean
coincidentes, caso en el que hablaremos de vector nulo. Con el simbolo
AB designaremos el vector definido por los puntos A y B, en ese orden,

y diremos que el vector AB tiene por origen Ay por extremo B. A

Observa que el vector AB esta definido exclusivamente por los puntos A y B. Dibujar la flecha

obedece a la necesidad de indicar, en la figura, un orden.
Definicion (relacion de equipolencia)

Con objeto de establecer una relacion entre vectores fijos, considera las figuras que
encabezan la pagina siguiente:
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Primer caso Segundo caso Tercer caso

B
CD A B C D
—_— —_—

[ ] A D
AB _—
E F
C

En las tres figuras aparecen los vectores AB y CD. En la dltima, aparece ademas un
tercer vector, el EF.

[0 En el primer caso, los vectores AB y CD son nulos, es decir, A=By C =D.

[0 En el segundo caso, en el que los puntos A, B, C y D no estan alineados, la figura
ABDC (jAtencién al orden de los vértices!) es un paralelogramo.

0 En el tercer caso, en el que los puntos A, B, C y D estan alineados, existe otro
vector EF tal que las figuras ABFE, CDFE son paralelogramos.

[ 1 Pues bien, cuando ocurra uno cualquiera de los tres casos anteriores (o, lo que es lo
mismo: cuando trasladando AB paralelamente a si mismo se pueda superponer con CD), diremos que los

vectores fijos AB y CD son equipolentes y escribiremos AB = CD.

Definiciones (de vector libre y V3)

Aunque sea en el "plano" de un papel, dibuja un vector fijo AB... Ahora, dibuja cuatro
vectores equipolentes a él... ;Hay mas? ;Cuantos? Al conjunto formado por todos ellos le
vamos a llamar vector libre. Es decir:

[1 Dado un vector fijo AB, llamaremos vector libre [AB] al conjunto de todos los
vectores fijos equipolentes a él:

[AB] ={XY /XY =AB}

Cuando no haya posibilidad de error, escribiremos AB en lugar de [AB] y utilizaremos
los simbolos a, b, c ... para designar vectores libres cualesquiera. En particular,
designaremos por 0 el vector libre nulo, es decir, el formado por todos los vectores fijos nulos.
Para mostrar en las figuras un vector libre, dibujaremos uno cualquiera de sus
representantes o vectores fijos equipolentes que lo formen.

[] Con el simbolo V3 designaremos el conjunto de todos los vectores libres del
espacio. Este conjunto juega un papel muy importante en matematicas y, sobre todo, en
fisica (por lo de las magnitudes vectoriales). En él se dio origen al concepto de espacio
vectorial, y en su honor los elementos de cualquier conjunto que esté dotado de esa estruc-
tura reciben el nombre de vectores, sean dichos elementos polinomios, funciones o lo que sea,
siempre que el conjunto tenga estructura de espacio vectorial.
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3. EL ESPACIO VECTORIAL V3

Establecido, pues, qué son los vectores libres, vamos a definir algunas operaciones
que se pueden efectuar con ellos. Antes, necesitamos un sencillo teorema.

Teorema

L1 Fijado un punto O del espacio, es posible encontrar para todo vector libre [AB] un
tinico representante de origen O.

La demostracion es sencilla. Fijado el punto O, la situaciéon de los puntos O, Ay B
puede ser una de las siguientes:

Primer caso Segundo caso Tercer caso
B
AB A B O
—> ®
A
[ ]
0]
‘0

Entonces, el representante de [AB] con origen en O cuya existencia asegura el
teorema seria en cada caso el que se indica a continuacion:

Primer caso Segundo caso Tercer caso
B
AB A B O X
e —_—>
A X
OX —
o

Definicion (de suma de vectores libres)

Estamos ahora en condiciones de definir una operacion entre vectores libres a la que,
convencionalmente, llamaremos suma. A tal fin, sean a y b dos vectores libres del espacio.
Como hemos dibujado en la figura siguiente, tomado un punto cualquiera, O, existirda un tnico
punto A tal que OA sea representante del vector libre a y, considerado este punto A, otro
unico punto B tal que AB sea representante de b:
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Se define entonces la suma
a + bcomo el vector libre del cual ]
OB es un representante.

O a A

(En rigor, aunque aqui lo omitamos, es necesario demostrar que la suma a + b no depende de los
representantes de a y b elegidos.)

Propiedades de la suma de vectores libres

Es facil demostrar que la suma de vectores libres es una ley de composicién interna
en V3 que cumple las propiedades propias de la ley interna de un espacio vectorial: aso-
ciativa, conmutativa, poseedora de elemento neutro y tal que todo elemento tiene opuesto.

Otras definiciones (médulo, direccion y sentido)

[] Seguin definimos la relacién de equipolencia, si AB y CD son dos representantes
cualesquiera de un mismo vector libre a, entonces la longitud de AB es igual a la de CD. A
dicha longitud, comun a todos los representantes de a, la representaremos por lal y la
llamaremos maodulo de a.

[] Diremos que dos vectores libres a y b tienen igual direccién, en cuyo caso
escribiremos a // b, cuando considerados representantes suyos con el mismo origen, OA 'y
OB, respectivamente, los puntos O, A y B estén alineados (O sea, que dos vectores libres ay b
tienen la misma direccién cuando... eso, tienen la misma direccién, son "paralelos".)

[ Dados dos vectores libres no nulos a y b de igual direccién, diremos que tienen el
mismo sentido cuando elegidos representantes suyos con el mismo origen, OA y OB,
respectivamente, los extremos A y B estén en la misma semirrecta de origen O. En caso
contrario, se dira que a y b tienen distinto sentido (Siempre manteniendo la misma direccién).

Ejemplos
Los vectores a y ¢ de la figura siguiente tienen igual direccion y sentido. Los vectores

b y d tienen igual direccién, pero sentidos opuestos. En cambio,no hay en la figura ningtn
vector que tenga igual direccién que el e.

b
. e
a (¢ < d

Consecuencia

[1 De lo anterior se deduce que dos vectores libres no nulos son iguales si y soélo si
tienen igual modulo, direccion y sentido. Demuéstralo.
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Definicion (de producto de un niimero real por un vector libre)
[1 Sea a un vector libre no nuloy seaAeR , A # 0. Se define A.a como el vector libre

de igual direcciéon que a, cuyo moédulo es [A|.|a |y cuyo sentido es el deasiA >0y el
opuestosiA<0.SiA=06a =0, sedefiner.a=0.

Consecuencia ((V3, +,.) es espacio vectorial)

Comprobar que el producto de un niimero por un vector libre es una aplicacién de R x
V3 en V3 que cumple las cuatro propiedades exigidas a la ley de composicién externa de un
espacio vectorial es relativamente sencillo, aunque no nos detendremos en ello. Como, por
otra parte, la suma de vectores libres también cumplia las oportunas propiedades,
concluiremos que (V3, +, .) es un espacio vectorial.

De tal espacio estudiaremos a continuacién algunos asuntos referidos a la dependencia lineal y
terminaremos esta parte del tema viendo que (V3, +, .) es de dimensién 3.

Teorema (dependencia lineal de dos vectores libres)

Sean a y b dos vectores libres no nulos. Entonces, las proposiciones siguientes son
equivalentes:

1°.- a y b son linealmente dependientes.

] 2°.- Existe un nimero real Atalque a= A.b

3%.- a yb tienen igual direccion.

En efecto, como la equivalencia entre las dos primeras proposiciones debe resultarte
inmediata, veamos la equivalencia entre la 2* y la 3%

Si se verifica la 2%, y existe un numero A tal que a = A.b , es obvio que a y b tendran
igual direccion.

Si se verifica la 3%, a y b diferiran, a lo sumo, en médulo y sentido, luego tomando
|a|

A= T\ ,seraa=2ADb 6 a=-Lb.(Observa la figura siguiente para cerciorarte.)
B
b
s e < .
2 " 4
a= b al=-— b

Observa, pues, que la dependencia lineal de dos vectores libres no nulos equivale
a que ambos (o representantes suyos, para ser mas precisos), se hallen en una misma recta.
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Teorema (dependencia lineal de tres vectores libres)

Tres vectores libres no nulos a, by ¢ de V3 son linealmente
dependientes si y s6lo si estan en un mismo plano.

T

(Cuando decimos que los vectores libres estan en un mismo plano, queremos decir que se pueden
elegir representantes suyos contenidos en él, ;vale?)

En efecto:

[ Supongamos en primer lugar que OA, OB y OC, representantes de a, b y ¢ con
igual origen, estan en el mismo plano, como se indica en la figura:

B' C
B
b c
0 a LA
Se tendra: OC =0A'+OB'

y como existen nuimeros A, u tales que:

OA'=)1.0A, OB' = 1.OB,
se concluira:
OC=10A+1u0B,osea:c=La+ b

luego a, b, ¢ son linealmente dependientes.

[] Supongamos ahora que a, b y ¢ son linealmente dependientes: Al menos uno de
ellos sera combinacién lineal de los otros dos, por ejemplo ¢ = A.a + u.b, y tomando
representantes con el mismo origen O, podremos escribir:

OC=21.0A + u.OB

que indica que OC esta en el mismo plano que OA y OB.
[0 De lo anterior, se deduce que para conseguir tres vectores libres linealmente
independientes bastard con tomarlos de forma que no estén en el mismo plano, ;no? Pero...

jexistiran cuatro vectores libres linealmente independientes? Lo que veremos a continuacién
te dara la respuesta.

Definicion (de bases en V3 y de coordenadas de un vector)
Supongamos que e, €9, €3 son tres vectores libres que, como los de la siguiente

figura, no estan en un mismo plano. Sabido ya que seran linealmente independientes,
veamos que constituyen un sistema generador del espacio vectorial V3:
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A tal fin, sean:

[0 x un vector cualquiera de V3, cuyo representante con origen O es OX.

[0 OEj1,OEg9 y OE3 los representantes con origen O de ey, eg, e3.

Entonces, siendo x; (i = 1,2,3) los nimeros reales que cumplen: OX; = x;.OE;,
podremos escribir:

x=0X=0X7 +0X9+0X3=x1.0E1 +x2.0E2 + x3.0Eg=x1.€1 + X2.€9 + X3.€3,

luego x es combinacién lineal de los vectores e, e9, €3 que, por tanto, forman una base de
V3 (pues son linealmente independientes y constituyen un sistema generador).

Como es normal, de (x 1,Xx 9, X 3) se dira que son las coordenadas
[] del vector x en la base{ e1, €2, e3}, y cuando no haya dudas sobre
cual es la base utilizada se escribira simplemente: x=(x1,x9,Xx3).

Consecuencia

Mas adelante nos sera util tener en cuenta que si se conocen las coordenadas de dos
vectores libres:

x=(x1,x2,X3), y=(1,Y2,53),
entonces se cumple:
X+y =(X1+y1,X2+y2,X3+Yy3)

Ax=(Ax1,Ax9,Ax3),AeR,

como puedes comprobar sin mas que expresar X e y en funcion de la correspondiente base y
aplicar las propiedades de la suma de vectores libres y de la multiplicaciéon de un nimero real
por un vector. No te resultara dificil.
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4. EL ESPACIO AFIN E3

Hasta ahora, y a partir de los puntos del espacio, hemos definido unas cosas a las
que hemos llamado vectores libres; pero, ;/qué utilidad tienen los vectores libres para el
estudio de las rectas y los planos? ;Qué relacion existe entre el espacio vectorial V3, y el
conjunto de puntos del espacio, E, del que las rectas y planos son subconjuntos? ;Cémo
podremos establecer una correspondencia entre vectores y puntos, de tal forma que las
operaciones que conocemos entre aquéllos las podamos trasladar a éstos?

El espacio afin E3, cuyo estudio nos permitird responder las cuestiones anteriores; no
sera otra cosa que el habitual conjunto de puntos del espacio en el que, mediante esa
correspondencia de la que hablamos, se habra sumergido el espacio vectorial V3. Preci-
saremos mas estas ideas en lo que sigue.

Definiciones (de vector de posicion de un punto y espacio afin)

Siendo O un punto fijo del espacio E, consideremos la aplicacion:
O:E— V3
que a cada punto X, le hace corresponder como imagen, ®(X), el vector libre OX.

Tal aplicacién en biyectiva, es decir, a cada punto X le corresponde un tnico vector
libre x = OX y, reciprocamente, dado un vector libre x, como sé6lo hay un representante de él
con origen en O, OX, a x le corresponde un tnico punto X. En esas condiciones:

[] Del vector libre OX diremos que es el vector de posicion del punto X.

[1 Llamaremos espacio afin, y lo representaremos por E3, al conjunto de puntos
E dotado de la aplicacion ® anterior.

Definiciones (de sistema de referencia afin y coordenadas de un punto)

[] El concepto de sistema de referencia es, podriamos decir, la extension a E3 del
concepto de base en el espacio vectorial V3:

Llamaremos sistema de referencia afin  en el espacio

a cualquier conjunto S={ O, e, e2,e3}, donde O es un

punto fijo del espacio y { e1,e2,e3} una base de V 3.
—

Esto es un sistema de referencia
[1 Al punto O se le llama origen del sistema de referencia y a las rectas que pasan

por el origen y contienen los representantes de los vectores de la base, ejes del sistema de
referencia o ejes de coordenadas.
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[0 La importancia de establecer un sistema de referencia, S, estriba en que a cada
punto X del espacio se le puede hacer corresponder una tnica terna de nimeros reales, y
reciprocamente. ;Cual? la formada por las coordenadas, en la base que forma parte de S, del
vector de posicion del punto. El esquema del proceso es éste:

Punto Vector de posicién Terna de nimeros

X — OX=x1e;1+x9e2+x3e3 ¢——> (X1,X92,X3)

T T

[] De (x1, x9, x3) se dice que son las coordenadas del punto X en el sistema de
referencia S.

Ejemplos

[ ] Te resultara inmediato que las coordenadas del origen del sistema son (0,0,0) y las
de los puntos situados en los ejes, (x1,0,0),(0,x9,0),(0, 0, x3), respectivamente.

[] Las coordenadas del punto P de la
figura de la derecha, respecto del sistema que

en ella aparece dibujado, son (2, 4, 3), pues: oP
OP=2e; + 4e2 + 3es es A
€
. . . O
[] Sitda tu en el dibujo el punto Q de —>
coordenadas (1, 2, 0). /

Coordenadas de un vector definido por dos puntos

Con frecuencia es necesario, dados dos puntos A y B de coordenadas (a1,a2,as3) y
(b1,bg,bs), respecto de un sistema de referencia S={0O, e1, e2, e3}, conocer las coorde-
nadas respecto de la base {e1, e2, e 3} del vector libre AB. Te bastara con observar que:

OA + AB = OB,

para concluir que [] las coordenadas de AB seran (bi1-a1,bg-ag,bg-ag).

Coordenadas del punto medio de un segmento

Otras veces se necesita conocer las coordenadas del punto medio, M, del segmento
AB:

A M B
Como AM = MB, llamando (m1,m2,m3) a las coordenadas del punto M, se tendra:
(mi-ai,mg-ag,mg-ag)=(b1-mi,bg-meo,bg-mg), de donde:

. :a1+b1 . :a2+b2 . :a3+b3
1 2 ’ 2 2 ’ 3 2

-81 -



El espacio afin

Cambio de sistema de referencia

Como puedes suponer, las coordenadas de un punto X dependen de cudl sea el
sistema de referencia elegido, de tal manera que aquéllas cambian cuando lo hace éste. En
este apartado veremos precisamente qué relaciones existen entre las coordenadas de un
mismo punto en dos sistemas distintos.

Sean, pues, S={0,e1,e2,e3},S'={0',e'1,e'9, e's} dos sistemas de referencia
en los que las coordenadas de un mismo punto X son (x1,x9,x3)y (x'1,X'9,X'3), respecti-

vamente. Supongamos, ademas, que (a1,a9,ag) son las coordenadas del punto O'en Sy
v
€17 8% T 2% " 21393

9= 89181 T 899851 855€4

e' =a_e +a_e +a_e
3 31 1 32 2 33 3

e

las relaciones entre los vectores de una y otra base.

Puesto que se verifica OX = 00"+ 0'X, se tendra:

Xe +X e +Xx e =a e_+a e +ae +x e +x' e' +x' e
1 1 2 2 3 3 11 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

de donde, sin mas que sustituir los e'; en funcion de los e, se llega sin dificultad a:

X = a, + a x' 4+ a_ . x_ + a_x'
1 1 11 1 21 2 31 3

Ecuaciones del cambio X =a + a x + a x + a x'
de coordenadas |:| 2 2 1271 227 2 327 3

X =a_ + a x'. + a_x'_ + a_x'
3 3 13 1 23 2 33 3

ecuaciones que relacionan las coordenadas del punto X en ambos sistemas.

5. LA RECTA EN EL ESPACIO

Llegados a este punto, parece obligado comentar que de rectas y planos los griegos de "antes"
sabian mucho, a pesar de que no conocian los vectores. Euclides, al menos, no los necesité para escribir en el
siglo III a. de C. sus Elementos, obra cumbre en la historia de las matematicas. Esto significa, pues, que se
podria estudiar la recta sin utilizar vectores: seria un estudio puramente geométrico, a base de figuras y
representaciones. Pero manejar rectas y planos y conocer sus posiciones relativas sin necesidad de acudir
continuamente a graficos, requiere la utilizacién de expresiones algebraicas o ecuaciones; que se obtienen
facil y rapidamente con el recurso del calculo vectorial. Aqui, pues, vamos a estudiar la recta y el plano
desde un punto de vista analitico (a través de sus ecuaciones), pero no olviddndonos -y ello nos sera de gran
ayuda- de la interpretacion geométrica de lo que vayamos haciendo. Asi que si no estds muy puesto en el
dibujo lineal, vas a tener ocasion de practicarlo.

Veremos, como decimos, que no es dificil expresar en términos de puntos y vectores lo esencial de
rectas y planos y, en tal sentido, comprobaremos que el que tres puntos estén en una misma recta se
correspondera con que haya dos vectores linealmente dependientes, y el que cuatro puntos estén en el
mismo plano, con que tres vectores sean linealmente dependientes... A partir de ahi saldra todo lo demas.
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r Sea r una recta en el espacio. Tomados en ella dos
B puntos A y B, podemos considerar el vector libre AB. De él

diremos que es un vector de direccion de r.

A O, si quieres, mas general: Llamaremos vector de
direccién de una recta r a cualquier vector libre no nulo, v,
v del que exista un representante contenido en ella.

Observa que, en consecuencia:

Dos vectores, vy w son vectores de
direccion de una misma recta

N

Existe un niimero real,
W= AV

A, tal que

Dos preguntas: ;Cudntos vectores de direccién tiene una recta? ;Podrias dar las coordenadas
de los mas sencillos vectores de direccion de los ejes de un sistema de referencia?

Ecuaciones de una recta

Ya sabes desde hace tiempo que se llama ecuacion de una recta, de un plano o de
cualquier otra curva o superficie a una ecuacién que sea satisfecha por todos los puntos que
la/lo forman (o por sus coordenadas, que es lo mismo) y sélo por ellos.

Supongamos inicialmente que la
recta r, cuya ecuaciéon queremos obtener,
es la que pasa por un punto A, conocido, y
tiene a v, también conocido, por vector de
direccién.

Un punto X pertenecera a la recta
si y s6lo si los vectores AX y vtienen la
misma direccion, es decir:

Xer< AX =\.v,paraalgin AeR

Pues ya est4, de aqui saldra todo .

Ecuacion vectorial de una recta

X

€3
€9
—>
O

Fijado un punto O de E3, se cumplir4a: OA + AX = OX, luego tendremos que un punto

X pertenecera a la recta r siy sélo si:

OX=0A+ A.v l
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Ecuaciones paramétricas de una recta

Fijemos ahora un sistema de referencia S ={0,e1,e2,es}ysean(aj,as,as)las
coordenadas del punto A, respecto de S, y (v1,vo,v3) las coordenadas del vector v, res-
pecto de la base{e1,e2,e3}.

Si llamamos (x1,x92,x3) a las coordenadas del punto genérico X, la ecuaciéon vec-
torial anterior se transforma en:

X1€e1+X2e9+X3e3 =ajej+ageg+ageg+Ai(vier+voeg+vses)

o también:
X L= a 1 + AV 1
Ecuaciones paramétricas
X = a_. + AV
2 2 2 \ de la recta
X = a_ + AV
3 3 3

Ecuacion continua de una recta

En el supuesto de que todas las coordenadas vjsean distintas de cero (lo cual no
siempre ocurre), eliminando el parametro A de las tres ecuaciones anteriores se llega a:

i
X 1 a 1 X 9~ a 9 X 3~ 33 / Ecuacidn continua

V1 - Vo - Va \I de la recta

Ejemplo

Supongamos que se desea obtener unas ecuaciones vectorial, paramétricas y con-
tinua de la recta que pasa por los puntos A(2,0,1) y B(4,5,4). Como el vector AB, cuyas
coordenadas son (2,5, 3), es un vector de direccion de tal recta, se tendra:

X, = 2 + 2
- X, - 2 x 9 Xg~ 1
o X = = — =
(x,%,,x5)=(2,0,1) +2(2,5,3) 9 2 5 3
Xy = 1 + 3
Ecuacion vectorial Ecuac. paramétricas Ecuacion continua

Posicion relativa de dos rectas en el espacio

Cuando en cursos anteriores estudiabas la recta en el plano veias que dos rectas, o se
cortaban en un punto o eran paralelas o eran coincidentes. Ahora, ademas, se presenta una
cuarta posibilidad: que se crucen sin cortarse. Hay que imaginar la situacion en el espacio,
porque el dibujo en el plano puede prestarse a confusiones.

-84 -



El espacio afin

Supoén que tenemos dos rectas en el espacio, r y s. (En la figura se ha supuesto que tienen
un punto en comin, pero su posicién relativa podria ser cualquier otra). La recta r queda determinada,
como ves, por el punto A y el vector v; la recta s, por el punto B y el vector w.

/O / A s

Las ecuaciones vectoriales de r y s, respectivamente, seran:
OX=0A+AvV, O0Y=0B+uw

;De qué dependera que r y s se corten, se crucen, coincidan, sean paralelas...? Pues,
evidentemente, de que tengan o no puntos en comun y de cuantos sean éstos. ;Que son
infinitos los puntos en comin? Las rectas son coincidentes. jQue sélo tienen un punto en
comun? Se cortan. jNinguno? O se cruzan o son paralelas.

En términos de vectores, habra algin punto comtun cuando algin OX, vector de
posicion de los puntos de r, coincida con algiin OY, vector de posicién de los puntos de s.

Y en términos de ecuaciones, habra algin punto comtin cuando existan valores de los
parametros A, u tales que:

OA+iv =0B + uw.

Es decir, cuando tenga solucion el sistema de tres ecuaciones lineales en las in-
cognitas A, u:

Vlk - W= b1 - a1]
vzk— Wl :b2—a2j

V3X—W3u=b3—a3

Pero, aplicando al sistema anterior el teorema de Rouché, y considerando la matriz de
los coeficientes y la ampliada con los términos independientes:

(Vi =W (v, -w, bi-a)
A= V2 —W2 . A= v2 —W2 bz—a2
A% - W _ _

3 3 Vg ~Wy by-ay

los casos que pueden presentarse en la discusion son los siguientes:
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1.- Rango de A* =3
1.1 Rangode A =1

Este caso en realidad no puede presentarse, pues al ser rango A = 1, las dos primeras
columnas de A* seran proporcionales y su rango no podra ser 3.

1.2 Rangode A =2
B w s

El sistema es incompatible y las rectas * >
no tienen ningin punto comuin. Ade-

mas, al ser rango A = 2, los vectores v,

w no tienen igual direccion. Por tanto, A

las rectas se cruzan. \'%

2.- Rango de A* = 2
2.1 Rangode A =1

El sistema es incompatible y las rectas

no tienen ningdn punto comin. Ade- S
mas, al ser rango A =1, los vectores vy v
w tienen igual direcciéon. Las rectas A
son paralelas.

2.2 Rango de A = 2

El sistema es compatible determinado,
con solucién unica. Las rectas se cor-
tan en un punto, cuyas coordenadas
podremos obtener resolviendo el siste-
ma.

3.- Rango de A* =1
3.1 Rangode A =1

El sistema es compatible indeterminado, con infinitas soluciones. Las dos rectas
tienen infinitos puntos en comun y son coincidentes.

— A A\

(Se acab6. Queda bonito, jverdad? Pues no se te ocurra ni por un momento memorizarlo: aunque el
procedimiento seguido es el mas conveniente para un estudio general del problema, ante casos concretos,
como veremos en el siguiente ejemplo, la cosa se simplifica bastante.)
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Ejemplo

Supongamos que se desea conocer la posicién relativa de las rectas, r y s, cuyas
ecuaciones paramétricas son:

X = 2 + t x =1 + 3p
riy =3+ 2t ; sy =4 - p
z =1 + t z =5 + 2p

(Con frecuencia se utilizan las letras «x, y, z en lugar de los simbolos x1, x9 ,x3)

Como sabes, las rectas r y s tendran algtin punto comun si y sé6lo si existen valores
de t, p tales que:

2 + t =1+ 3p
3 + 2t 4 - p
1 + t =5+ 2p

t - 3p =-1
es decir, siy sélo si existen valores de t, p tales que: [] 2t + p =1
t - 2p = 4

Pero como el sistema anterior es incompatible -compruébalo-, las dos rectas no
tienen ningin punto comuin. Descartado que sean paralelas (los vectores (1,2,1), (3,-1,2), cuyas
coordenadas no son proporcionales, son de distinta direccién), se concluye que r y s se cruzan.

6. EL PLANO EN EL ESPACIO

Hay varias formas de determinar un plano, empezando por la que consiste en dar
tres puntos no alineados (;Por qué, si no, los fotégrafos utilizan tripode?). Sin embargo, con
objeto de presentar la ecuacion del plano como una generalizaciéon de la de la recta,
supondremos que el plano T que vamos a considerar es el definido por un punto A, perte-
neciente a €l, y dos vectores libres vy w, de distinta direcciéon, contenidos en Tt. (Ya sabes lo
que queria decir que un vector libre esté contenido en un plano, jno?)

C X

A

Ecuacion vectorial de un plano

Sea Tt el plano de la figura anterior, definido por el punto A y los vectores v, w. Un
punto X pertenecera a Ttsi y sélo si existen ntimeros reales A, u tales que:

AX =A.Vv+ uw
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Si fijamos un punto O de E3, al cumplirse que OA + AX = OX, se tendra que X
pertenecera al plano 1tsi y sélo si:

OX=0A+ L.Vv+ LW l ] Ecuamgllla\;lgc;([maldel

Ecuaciones paramétricas de un plano

Fijemos ahora un sistema de referencia S ={0, e1,e2,e3}ysean(aj,as,as)las
coordenadas del punto A, respectode S,y (v1,ve,vs),(w1,wo,ws) las coordenadas de
los vectores v, w, respecto de la base {e1,e9,eg}. Si llamamos (x1,x92,x3) a las coorde-
nadas del punto genérico X, la ecuacién vectorial anterior equivale a:

X, = a + AV ; ToRwy
Ecuaciones paramétricas
X = a_ + AV_ + uUuw
2 2 2 2 \ del plano
= + +
X, a, AV 3 W,

Ecuacion general o cartesiana de un plano

Veamos que eliminando los parametros A y p de las ecuaciones anteriores se llega a
una expresion del tipo:

A1x1+Agx9 + Agxg+ Ay =0

a la que llamaremos ecuacion general o cartesiana del plano.

En efecto: Escritas las ecuaciones paramétricas en la forma:

kvl topw, = X - oay
kv2 topw, = X, - a,
kvg tORW, = X, - ag

un punto de coordenadas (x1 , X9, x3) pertenecera al plano si y sélo si existen valores de A y n
que cumplen estas igualdades; o sea, si el sistema de tres ecuaciones en las incégnitas A y p
anterior es compatible. Pero como el rango de la matriz de los coeficientes es 2, tal cosa
sucedera si y soélo si el rango de la matriz ampliada es también 2, es decir, si y sélo si su
determinante es nulo:

Vi Wi X7y X178 Xp78y Xg7ag
Vo Wy X578,1=0,0loqueeslomismo: [] Vi Vo Vg =0
Vg Wg X37 a5 Y1 Wy W3
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[1 Observa que la ecuacién anterior, que desarrollada nos conducira a la ecuacién general, cons-

tituye ya una ecuacion del plano.

Desarrollando el dltimo determinante por los elementos de la primera fila y llamando
A1, A9, As alos adjuntos:

A1: W2 W3 ’ A2:_ W1 W3 ’ ASZ W1 W2
2 3 1 3 1 2
resulta: Aj(x1-a1)+Ag(x9-as)+As(x3-ag) =0; o, también:
_ Ecuacion general o cartesiana
A1x1+A9xo+Agx3+A4=0 ! [] del plano Tt

Dos observaciones antes de seguir

1%: Ni se te ocurra memorizar los valores de los coeficientes y él término independiente de la
ecuacion anterior; ya veras en un préximo ejemplo coémo proceder en la practica.

2?%: Si en la ecuacién de una recta no pueden ser nulos todos los v, porque ello supondria que
habriamos tomado el vector nulo como vector de direccién, aqui nos encontramos con que no
pueden ser nulos todos los A;. ;Por qué?

Reciprocamente, jformaran un plano todos los puntos cuyas coordenadas verifiquen

una ecuacion como la anterior? Pues si. Supon (por suponer algo) que A1 # 0. Entonces, A1
X1 + A9 x9 + Agx3 + A4 =0 equivale a:

A 4 A 9 A
X =—— — —X_— —X
1 A 1 A1 2 A1 3
que también se puede escribir:
N s P
1 A 1 A 1 A 1
| X, = 0 + X2 4+ 0
[ x = 0 + 0 +
lo que significa que tales puntos forman el plano definido por el punto A de coordenadas
Ay Ay Ay
(—A—1 ,0,0)y losvectoresv=(—A—1 ,1,0) yw=(—A—1 ,0,1).
Ejemplo

El plano definido por el punto A(2,3,1) y los vectores v (2,0, 3), w(1,4,5) tendra las
siguientes ecuaciones:
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Vectorial: 0 (x,y,2z)=(2,3,1) + A (2,0,3) + n(1,4,5)
X =2+ 20+

Paramétricas: [J y =3 + 4n
z =1+ 30 + 5pu

x-2 y-3 z-1
General: O 2 0 3 |=0,esdecir: 12x+7y—-8z—-37=0
1 4 5

Plano definido por tres puntos

Como dijimos, un plano T también
queda determinado por tres puntos no ali- C
neados A, B y C. Para obtener su ecuacion v/@
vectorial bastara con pensar que T es el
plano definido, por ejemplo, por el punto
A y los vectores AB, AC.

Se tendra, pues: [J OX=0A+1AB + 1 AC

La ecuacion general, conocidas las coordenadas de A, B y C, la podras obtener desa-
rrollando la igualdad:

Observacion

No es por apabullarte, pero la verdad es que existen varias formas mas de deter-
minar un plano. Asi, por ejemplo, aunque mas adelante volveremos sobre ello, jcomo te
apanarias, ahorita mismo, para obtener la ecuacién del plano de la siguiente figura,
determinado por la recta r y un punto A que no pertenece ar ?

A r

Te ofrecemos uno de los varios procedimientos, para que no digas: Si la recta esta dada por unas
ecuaciones paramétricas o continuas, te sera inmediato obtener dos puntos de ella. Esos dos puntos, con el
punto A, te permitiran aplicar lo visto antes.
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Posicion relativa de dos planos

Para estudiar las posiciones relativas de dos planos haremos un estudio similar,
utilizando el teorema de Rouché, al que hicimos en el caso de dos rectas, pues el que dos
planos 11, 1T, de ecuaciones A1 x1 + Aoxo+Agx3+A4=0,A'1x1+A'9x0+A'3x3+A'4 =0,
respectivamente, tengan una u otra posicion relativa dependera de que ambos posean o no
puntos en comun; y, en el primer caso, de cuantos sean éstos. Lo cual se analiza, como
sabes, estudiando el sistema

A1X1+ A2x2+A3x3+A4:O
A1X1+ A2X2+A3X3+A4=0
En consecuencia, siendo:
A:(Al A2 As\ . A*:(Al A2 A3 —A4\
LAl A2 A?J LAI A2 A3 —A4J

los casos posibles son:
1.- Rango de A* = 2
1.1 Rangode A =1

El sistema es incompatible y los
planos son paralelos, no tienen
ningin punto comun. Observa ™
que los coeficientes de las x ; en
las dos ecuaciones son propor-

cionales; cosa que no ocurre con

los términos independientes. i

1.2 Rangode A =2

Sistema compatible indetermi-
nado. Los dos planos se cortan

en una recta, pues tienen infini- \
tos puntos comunes y son planos

distintos. (Si piensas que dos planos

distintos pueden tener infinitos puntos

comunes sin cortarse en una recta, es-

peraaalgo que haremos méas adelante .)
2.- Rango de A* =1
2.1 Rangode A =1

El sistema es compatible indeterminado y ambas ecuaciones (cuyos coeficientes y
términos independientes son proporcionales) son equivalentes. Los planos son coincidentes.
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Observaciones

El caso en el que los planos Tty Tt se cortan segin una recta tiene un interés especial,
ya que una nueva forma de dar una recta consistira en escribir las ecuaciones de dos planos
que se corten en ella. En ese supuesto, es decir, dada una recta r como interseccién de los
planos, se pueden plantear dos preguntas:

[1 ;Cémo obtener una ecuacion continua de ré¢

[] ;De qué forma serd la ecuacion de cualquier otro plano que contenga a r?

Veamos cudles son las respuestas.

Ecuacion continua de una recta dada como interseccién de dos planos

Supongamos que una recta r viniera dada como interseccion de dos planos:
T Alx1 + A2X2 + A3X3+A4=0

'. 1 1 1 1 _
' Alx1 + A2x2 + A3X3+A4—O

Como algtin menor de orden 2 de la matriz de los coeficientes del sistema anterior ha
de ser no nulo (pues el rango de tal matriz es 2), podremos asegurar que, por ejemplo:

A A
A= A'l A'2 =0
1 2
Resolviendo el sistema se llega, tras algunos calculos, a que sus soluciones estan
constituidas por todos los puntos (x1, x2, x3) tales que:

I B D T B T
AZ A3 Al A3 Al A2
AZ A3 Al A3 Al A2
Ay Ay ~ AL Ay
A, A A A
donde a, = A 5 AgE T A respectivamente.

O sea, que las soluciones del sistema (los puntos comunes a los dos planos) forman
una recta, como sabiamos, de la cual tendremos una ecuacion continua.

[l Te recomendamos que en la practica, para hallar una ecuacién continua de r, en lugar de memo-
rizar las formulitas anteriores, obtengas un punto arbitrario de ella -basta con dar un valor cualquiera a
una de las xj en las ecuaciones de Tty T y obtener el valor de las otras dos- y utilices, de lo que hemos hecho,
las coordenadas de un vector de direccién. Mira el siguiente ejemplo.
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Ejemplos

[] Para hallar una ecuacion continua de la recta:

[2x+y -z-2=20
™ x o+ 3y + z - 8 =0
bastara con obtener un punto de ella, ya que el vector:
( 1-1] |2 -1 2 1]
3 1|7 |1 1] |1 8|)”

o sea, el (4,-3, 5), es uno de sus vectores de direccién.

Pero dado que en la recta r se hallan todos los puntos cuyas coordenadas (x,y, z) son
solucion del sistema:
2x + 'y -z -2 =0
X +3y+z -8 =20 }
si damos a x un valor arbitrario, x = 2, por ejemplo, obtendremos y = 1, z = 3, lo cual indica
que el punto (2,1, 3) pertenecera ar.

En consecuencia, la ecuacion:

N 4 - —3 T ">

serd una ecuacién continua de r.

Advertencia: Si el menor correspondiente a las incégnitas y, z del sistema anterior hubiera sido
nulo, no habriamos podido obtener los valores de y, z a partir de un valor arbitrario de x. Para hallar, en tal
caso, un punto de r, tendriamos que haber partido de un valor cualquiera de y o de z.

[] El problema reciproco del anterior, es decir, la obtencion de las ecuaciones de dos
planos que se corten en una recta de la que se conozca una ecuacion continua, es muy facil
de resolver. Asi, supongamos que se desea hallar dos planos cuya interseccion sea la recta de
ecuacién continua:

X—3=y+1=Z—6

2 3 5
( x-3 _ Y+ 1
Bastara con descomponer las igualdades precedentes en éstas: 1 2 3 3 6
x-3 _z-—
2 5

. 3x — 2y - 11 =0
es decir, en: { % Y

bx — 2z — 3 =10
para tener resuelta la cuestion.
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Haz de planos

Habiamos planteado, lineas atras, otra cuestién: Cual seria la ecuacién de cualquier
otro plano 1" que, como el de la figura, contuviera a una recta r, dada como intersecciéon de
dos planos 1ty 1.

T '
1

r.{ T A1X1 + A2X2 + A3x3+A4:O
nt': A1X1 + A2x2 + A3x3+A4:O

Observa que 1" habra de poseer una ecuaciéon
que anadida a las del sistema precedente, dé lugar a
un sistema con las mismas soluciones; es decir, una
ecuacion que sea combinacion lineal de lasde Tty .

Por consiguiente, todo plano que contenga la
recta en la que se cortan Ty TU tendra una ecuacion
de la forma:

OL(A1X1+A2X2+A3X3+A4) + B(A1X1+A2X2+A3X3+A4) =0

Naturalmente, al ir variando a y B se van obteniendo los infinitos planos que
contienen a r. El conjunto de todos ellos se llama haz de planos definido por la recta r.

Ejemplos
[1 Para hallar la ecuacion del plano que contiene a la recta:

[2x+y —-z-2=0
™ x +3y+z-8=20
y pasa por el punto A(2,0,1), bastara con pensar que tal plano, por pertenecer al haz
definido por los dos anteriores, tendra una ecuacién de la forma:
a.2x+y-2z)+B.(x+3y+z-8)=0,

habiendo de tomar a, § valores para los que la correspondiente ecuacion sea satisfecha por
las coordenadas, (2,0,1), del punto A.

Habra de ser, por tanto, a - 53 = 0.

Todos los a, B que cumplan a = 5B proporcionaran la ecuacion buscada. Haciendo 8 =
1, por ejemplo, sera o = 5, y sustituyendo tales valores en la ecuacién anterior, se tendra que
el plano buscado es el:

11x + 8y -4z -18 = 0.

[1 Comprueba, aplicando el procedimiento anterior, que la ecuacion del plano que
contiene al eje OX y al punto (3,1, 2) es 2y -z = 0.
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Posiciones relativas de una recta y un plano

Para estudiar las posiciones relativas de una recta r y un plano 11, ya puedes
imaginarte lo que habra que hacer. Supuesta dada r en la forma:

{Alx1 + A2x2 + A3x3 + A4 =0
A1X1 + A2X2 + A3X3 + A4 =0
y siendo el plano Tt A1X1 + A2X2 + A3X3 + A4 =0

bastara con estudiar el sistema formado por las tres ecuaciones anteriores. Pero consi-
deradas las matrices:

(A Ay Ag) (A Ay Ay A
A=A Ay Agl A= A Ay Ag Ay
A1 A2 A3 A1 A2 A3 A4

y no poder ser igual a 1 ni el rango de A* ni el de A (;por qué?), los casos posibles son:
1.- Rango de A* =3

1.1 Rangode A =2

El sistema de ecuaciones es in-

r
compatible y la recta y el plano,
que no tienen ningun punto co-
mun, son paralelos.
L1

1.2 Rangode A =3

r

El sistema es compatible determi- /
nado. La recta y el plano se cortan /
LS

en un punto, cuyas coordenadas
pueden obtenerse resolviendo el
sistema.

2.- Rango de A* = 2

2.1 Rango de A =2

El sistema es compatible indeter-

minado y la recta y el plano tienen
infinitos puntos comunes. La rec- r
T

ta estd contenida en el plano.
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Ejemplo

Cuando la recta r venga dada en la forma paramétrica la discusién se simplifica
bastante. Asi, por ejemplo, si se desea conocer la posicion relativa de la recta r:

x =1 + 2t
riy =2+t
z =3 + 2t
y el plano: M:2x+y-z-4=0,

la cuestién se reducira a averiguar si existe algtn valor del parametro t para el que los
valores de x, y, z de la ecuacién de r, verifiquen la de 1t Esto es, tal que:

20+2t)+(2+t)-3+2t)-4=0

ecuacion que se cumple parat = 1, y s6lo para ese valor. La recta y el plano se cortaran en el
punto de coordenadas (3, 3, 5).

(Si la dltima ecuacién no hubiera tenido solucién, la recta y el plano habrian sido paralelos; si

hubiera tenido infinitas, la recta habria estado contenida en el plano)

Comentario final

Antes de terminar nos gustaria que reflexionaras sobre la relacién existente entre los conceptos
geométricos estudiados y los espacios vectoriales; que vieras en su conjunto todo lo que hemos analizado.

La ecuacién de una recta en el plano (espacio afin de dimensién 2) es del tipo: A xq +Agxg +Ag= 0.
La ecuacién de un plano en el espacio (espacio afin de dimensién 3) es del tipo: A;x;+Agxg+Agxg + Ay =0.
Ambas ecuaciones tienen la misma caracteristica: Constituyen una relacién lineal entrelas coordenadas (2
en el primer caso; 3 en el segundo) de los puntos del espacio afin que forman dichos conjuntos. Un punto en
el plano viene determinado por la interseccién de 2 rectas no paralelas; y una recta en el espacio, por la
interseccion de 2 planos no paralelos. En el espacio, un punto puede darse como interseccion de 3 planos.

Recordaras que los subespacios vectoriales se definen frecuentemente a través de relaciones li-
neales entre las coordenadas de sus vectores. Si aparece una relacién, la dimensién del subespacio es una
unidad menor que la del espacio en el que esté contenido; si son dos las relaciones, la dimensién del sub-
espacio disminuye en dos unidades; y si en tres, en tres, y asi sucesivamente. Por otra parte, la recta y el
plano se pueden considerar espacios vectoriales de dimensién 1 y 2 respectivamente y no hay problema en
considerar un punto (aunque en rigor sélo lo sea el origen de coordenadas) como un espacio vectorial de
dimensién 0. Con todo lo cual, el paralelismo de los conceptos queda méas que justificado.

Avanzando un "pelin" mas, podriamos establecer las siguientes conclusiones:

1*) Tanto desde el punto de vista geométrico como desde el algebraico o analitico, la recta juega,
respecto del plano el mismo papel que el plano respecto del espacio. Papel que queda claramente reflejado
en la definicién algebraica (una ecuacién) de una y otro.

2%) Teniendo en cuenta la conclusién anterior y el hecho de que los puntos aparecen como inter-
seccion de 2 rectas (2 ecuaciones) en el caso del plano (dimensién 2) y de 3 planos (3 ecuaciones) en el caso
del espacio (dimension 3), generalizamos estos resultados de la siguiente forma:

En un espacio de dimensiéon n (R, por ejemplo), una relacion lineal entre las coordenadas de los
puntos del tipo A1x1 + A1x1 +...+ ApXp + Ap1 = 0 constituye lo que se llama un hiperplano, espacio de di-
mension n-1. Sus puntos vendran dados como interseccién de n hiperplanos, y asi sucesivamente. Nuestras
rectas y planos no son otra cosa que hiperplanos en los espacios de dimension 2 y 3, respectivamente.
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7. EJERCICIOS

1.- En el espacio afin E3 se considera un sistema de referencia S = { O, OA, OB, OC }. Obtén
las coordenadas de los vectores AB, AC y BC en la base que forma parte de S.

2.- Siendo A, B, C y D cuatro puntos no coplanarios, se considera el sistema de referencia S =
{A, AB, AC, AD } y el punto M de coordenadas (x,y,z) en S. Obtén las coordenadas de M
respecto del sistema S' = { B, BA, BC, BD }.

3.- De un paralelogramo ABCD se conocen los vértices A(3,5,2), B(4,2,0) y C(7,6,5). Halla
las coordenadas del cuarto vértice.

4.- Halla los vértices C y D de un paralelogramo del que A(1,-1,2), B(2, 3,-4) son dos vértices
consecutivos y M(3,1,0) el centro.

5.- Halla las coordenadas de los puntos que dividen un segmento AB en 3 partes iguales.

6.- Demuestra que los puntos medios de los lados de un cuadrilatero cualquiera determinan
un paralelogramo.

7.- Sabiendo que el centro de gravedad de un tridangulo coincide con el baricentro, o punto
donde se cortan las medianas, expresa sus coordenadas en funcién de las coordenadas de los
vértices del triangulo.

8.- Los puntos A(2,-1,-1), B(-1,3,2) y C(x,y, 3) estan alineados. Calculax e y.

9.- Escribe unas ecuaciones paramétricas y continua de la recta que contiene los tres
puntos del ejercicio anterior.

10.- Se considera el sistema de referencia S = {O, e 1, e 9, e3}, donde O es el vértice de un
cubo de arista unidad y los vectores e 1, e 2, e3 los determinados por las aristas del cubo
concurrentes en O. Halla unas ecuaciones paramétricas de:

a) Las diagonales del cubo.

b) Las rectas determinadas por O y los puntos medios de las aristas que concurren
en el vértice opuesto a O.

c) Las rectas determinadas por el vértice opuesto a O y los puntos medios de las
aristas que concurren en O.

d) Las rectas determinadas por O y los centros de las caras que pasan por O.
11.- Halla el punto simétrico del A(4,-2,6) respecto del M(2, 3, 5).

12.- Estudia la posicién relativa de las rectas de ecuaciones:

1 y+3 x =2 - 3t
X — z . _
oo == sty =1+ ¢t
z = 3t
+4 -
13.- Las rectas r: % = % = %; S: X; L_ y3 =z 27 son paralelas. Hallaa y b.

-97 -



El espacio afin

14.- Los puntos A(1,2,0), B(5,3,0), C(2,6,0) y D(3,4,3) son los vértices de un tetraedro.
Comprueba que los puntos medios de los segmentos AB, BD, DC y CA forman un parale-
logramo.

15.- Halla el valor que debe tomar & para que se corten las rectas de ecuaciones:

x-2 y-k 2z x+2 y-1 z-3

2 3 -1’ -1 = 2 3
y, posteriormente, halla la ecuacién del plano definido por ambas.

16.- Halla unas ecuaciones cartesianas de los siguientes planos:
1°) El que pasando por el punto A(2,5,1) contiene a la recta r del ejercicio 12.

2°) El que contiene alarectax=2t;y=7-t;z=3 y es paralelo al eje OY.

17.- Obtén una ecuacion continua de la recta determinada por los planos de ecuaciones:
X+2y-z+7 =0 ; 4x-y+2z2-5=0.
18.- La recta que pasa por el punto P(2,1,0) con vector de direccion v(-3,1,2), tiene un seg-

mento comprendido entre los planos x +2y-z-2=0, x+ 2y -z -6 = 0. Halla los extremos
de dicho segmento.

19.- Escribe unas ecuaciones cartesianas de los siguientes planos:
1°) El determinado por la recta x =y =z y el punto A(0, 2,3).
2°) El paralelo a las rectas r:x=y =z; $:X -6 =6y =2z por el punto P(1,1,3).
3°) El que contiene los puntos A(2, 3,2), B(-1,3,-4) y es paralelo a la recta r de ecua-
cibn:x=3+2t; y=5-6t; z=1+1t.

20.- Obtén una ecuaciéon del plano simétrico del Tt x + y + z = 0 respecto del punto P(1,1,1)

21.- Halla una ecuacién continua de la recta que siendo paralela a la definida por los planos

4x +y + 6z =17, x-3z =4, pasa por el punto (3,2,6).

22.- Estudia la posicion relativa de:

x-2 y+1 z-4
3 5 1

2°)Elplanomt ylarecta s: x=3-2t; y=1-t; z=2+t.

1°) Larecta r: yelplanom: 2x+y-5z=0

3°) Las rectas rys.

23.- ;Existe algun valor de a para el cual la recta definida por los planos t:-x + y - 2z = 1, Tt:
-2x -y + 5z =1 sea paralela al plano t": ax +y - z = 2?

24.- ;Existen valores de a y b tales que la recta definida por los planos: x =ay;y+z=1
esté contenida en el plano 2x-3y+z=b?

25.- Estudia la posicién relativa, segin los valores de a y b, del plano 1t 2x -5y +az=-2 y
3x -y +2z=1
la recta I‘.{ x +dy+z =b"

- 08 -



El espacio afin

26.- Determina las condiciones que han de cumplir a y b para que los planos de ecuaciones
x-2z2=0, y-z= 1, ax + by + z = 1 se corten en un punto. Halla también el lugar geométrico
de los puntos de corte (es decir, el conjunto formado por tales puntos).

x—-2y—-2z=1
XxX+by—-2z =0
calcular los valores de m y n a fin de que:

27.- Se consideran la recta r:{ y el plano Tt 2x + y + mz + n = 0. Tienes que

1°) La recta corte al plano en un punto.
2°) La recta sea paralela al plano
3°) La recta esté contenida en el plano.
28.- Dibuja la recta que pasa por los puntos A y B de coordenadas (5,6,5) y (2,0, 2), respecto

del sistema del ejercicio 10, y las rectas proyecciones de ella sobre los planos coordenados.
Obtén una ecuacion de cada una de las cuatro rectas dibujadas.

29.- Obtén una ecuacion de la recta que pasa por el punto A(1,-1,0) y se apoya (corta) en las
rectas:

x-2 Yy z-1 _[2x + y +3z2 =20
’S'x—3y+2z 0

30.- Obtén una ecuacion continua de la recta que cortando al eje OX y a la recta r de

X =2 + 6t
ecuaciones paramétricas <y = 3t , pasa por el punto A(2,-3,1).
z=2+ t

31.- Obtén unas ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el origen de coordenadas
ycortaalasrectasr:x=2y=z-1; s:3x=2y-2 =6z.

32.- Estudia las posiciones relativas de los siguientes grupos de tres planos:

2x -y + z =1 3x + 2y —z =1 2x -y =5
3x + 2y - z =3 x — 2y +z =20 3x + 2y - z =3
X — 2y + 2z = 4 X = 3 4x + by — 2z =1

33.- Halla el valor que han de tomar a y b para que los planos de ecuaciones:

X + by +z =1
2x + ay —z = b
X — y +z =a

contengan una misma recta. Determina, asi mismo, otro plano que contenga esa recta y el
punto A =(1,0,1)

34.- Dadas las rectas: r: s:x =Yy =z, calcula la ecuacién del lugar geomé-

-0
trico de los puntos medios de los segmentos que tienen un extremo en la primera y otro en la
segunda. ;Qué relacion hay entre este lugar geométrico y las rectas dadas?

{x+32=3
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El espacio euclideo

1. INTRODUCCION

Como deciamos al comienzo del capitulo anterior, en éste vamos a estudiar pro-
blemas de los llamados métricos, es decir, problemas relativos a la medicion de cosas:
angulos entre rectas y planos, distancias entre puntos y rectas, etc.

Empezaremos definiendo la operacion que permite resolver tales cuestiones: el
producto escalar. Ocurre a menudo en matematicas que, enfrentados a la necesidad de
definir algo nuevo, las posibilidades a priori son multiples; y s6lo cuando se quiere llegar a
resultados concretos aparecen condiciones que obligan a definir los conceptos de una forma
determinada; eso sucede con el producto escalar en el espacio, que no sera sino una
generalizacion del que ya conoces en el plano. Terminaremos el tema definiendo los productos
vectorial y mixto y viendo algunas de sus aplicaciones.

2. PRODUCTO ESCALAR

Definicién (de angulo de dos vectores)

[] Se define el dngulo formado por dos vectores libres no nulos a y b, al que
designaremos por (a,b), como el angulo que forman dos representantes OA y OB de dichos
vectores tomados con un mismo origen.

b

(a,b)

p A

;Serias capaz de demostrar que el angulo (a,b) no se modifica al cambiar de representantes?

Definicion (de producto escalar)
[1 Dados dos vectores libres no nulos, ay b, de V3, se define el producto escalar de a

y b, que representaremos mediante a.b, como el nimero que resulta de multiplicar el
modulo de a por el médulo de b por el coseno del angulo que forman a y b. O sea:

a.b=|al.|bl|.cos(a,b) I

[] Sia 6 b sonnulos, se definea.b=0
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Propiedades del producto escalar

Cualesquiera que sean los vectores libres a, b de V3 y el nimero real A, se verifican
las siguientes propiedades:

Conmutativa: a.b=>b.a

Distributiva: a.(b+c)=a.b+a.c

Pseudoasociativa: (A.a). b=A.(a.b)=a.(A. b

[
[
[
[

Positividad: a.a=>0

Para demostrar la propiedad distributiva, inica un poco complicada, observa la
siguiente figura, que corresponde al caso mas general, en el que ninguno de los vectores a, b,
¢, b + ¢ es nulo:

Se tendra:

a.(lb+c)=|al.]b+cl|.cosa =|a|.|OD|=|al.(|OB'|+|BC'|) =

=|al.|]OB'| +]al.|IBC'| =]al.|b|.cos B+lal.lcl.cosy=a.b+a.c
Consecuencia
Interesa destacar que de la definicion de producto escalar y de la cuarta propiedad

anterior se deduce que el mdédulo de un vector es la raiz cuadrada del producto escalar de
dicho vector por si mismo:

lal = Va.a
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Definicion (de vectores ortogonales)

[ Diremos que dos vectores no nulos a y b son ortogonales o perpendiculares, y
escribiremos a 1 b, si el angulo que forman es de 90° 6 de 270°.

Te resultara evidente que: [] albsab=0

criterio que resultara muy 1util para averiguar si dos vectores son ortogonales.
Definicion (de base ortonormal)

Como sabes, los vectores se dan habitualmente a través de sus coordenadas res-
pecto de una base, de modo que de poco serviria el producto escalar si no supiéramos
calcularlo a partir de ellas, ;no?

Supongamos dados, pues, una base B={e1, e2, e3} y dos vectores a y b de coorde-
nadas (a1,a9,a3)y (b1, bg, bg), respectivamente.

En virtud de las propiedades del producto escalar, podremos escribir:

a.b =(ajej+azes+agesz).(bje;j+ba2eas+bges)=

=aibi.e1?2 +(aibg+agbi)ei.eg +(aijbg+agbi)ei.e3 +(agsbg+asgbg).e
2.3 +

+ agho.e9? + agbs.es
Y habremos trasladado el producto a.b al producto de los vectores de la base.

Observa que los calculos se facilitarian bastante si a la hora de elegir tal base:

[1 Los vectores e1, e2, e3 fueran unitarios, o sea, de médulo 1.

[] Los vectores e1, e2, e3 fueran ortogonales dos a dos.

pues en tal caso los productos e . €j (i#j) serian nulos y los e;Z iguales a la unidad.

[] A tal tipo de base la llamaremos base ortonormal, y utilizaremos habitualmente
los simbolos u1, ug, ug para designar sus vectores.

Expresion analitica del producto escalar

Si la base utilizada es ortonormal, sustituyendo en la expresion anterior del producto
escalar a.b cada e;? por 1y cada ej.ej (i=j) por 0, resulta:

Expresion analitica del

producto escalar. [] a.b=ajb;+agba+asbs
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Como calcular un vector perpendicular a otro.

Con frecuencia se presentan situaciones en las que hay que obtener un vector
perpendicular a otro previamente dado. Teniendo en cuenta la expresion anterior y el hecho
de que para que dos vectores sean ortogonales basta con que su producto escalar sea cero, el
problema puede resolverse con un truco la mar de facil:

Si queremos hallar un vector b perpendicular al a = (3,2, 5), pongamos por caso,
basta con que escribamos una de las coordenadas de b, la primera por ejemplo, nula.
Después, con cambiar el orden de las coordenadas segunda y tercera de a, cambiar una de
ellas de signo y adjudicarselas a b, tendremos el asunto resuelto. El vector (0, -5, 2) es
perpendicular al (3, 2, 5).

Calculo del modulo de un vector

Si a es un vector de coordenadas (a1, a9, ag)respecto de una base ortonormal se

P 2 2 2
tendra a.a=a’+ta +ag,
_ 2 2 2
de donde: [] lal = aj+aj+aj

Calculo del angulo de dos vectores

Si, ahora, quisiéramos calcular el angulo formado por dos vectores a y b , de coor-
denadas (a1,a92,a3)y (b1,bg,bs) respecto de una base ortonormal, bastaria recordar que:

a.b

cos (a,b) =
lal./b]

para, en virtud de lo anterior, poder escribir:

a1b1+a b2+a3b

2
[ 2. 2. .92 [2 2
a1+a2+a3 b1+b +b3

cos (a,b) =

DN || Co

\}

Observacion

Como ves, el disponer de una base ortonormal facilita extraordinariamente los
calculos. La dnica cuestion que quedaria por resolver seria si dada una base cualquiera se
podra construir a partir de ella otra ortonormal. Nos limitaremos a decirte que quizas hayas
de estudiar en el futuro el llamado método de Graham-Schmidt, que, efectivamente, permite
resolver la cuestion. Por nuestra parte, te advertimos que de ahora en adelante y salvo aviso
en contra, utilizaremos siempre bases ortonormales.

- 106 -



El espacio euclideo

3. EL ESPACIO EUCLIDEO

Como recordaras, en el capitulo anterior partimos de un conjunto de puntos, el
espacio E, y mediante una sencilla definicion construimos el conjunto de vectores V3;
establecimos una correspondencia entre puntos y vectores y a toda la estructura asi creada
la llamamos espacio afin E3. Ahora hemos definido en V3 el producto escalar, y, debido a ello,
diremos que V3 es un espacio vectorial euclideo.

Por otra parte, cuando en el espacio vectorial asociado a un espacio afin se define un
producto escalar, el espacio afin se llama espacio afin euclideo o simplemente espacio
euclideo, por lo que ésta sera la expresion que nosotros utilizaremos de ahora en adelante
para referirnos a E3.

Definicion (de sistema de referencia métrico)

[1 Sellama sistema de referencia métrico,
o simplemente sistema métrico, a todo sistema de
referencia S = { O, u1, ug, us} en el que la base sea
ortonormal.

Asi, el sistema representado en la figura
de la derecha es un sistema métrico, supuesto que
los vectores que en ella aparecen son unitarios.

Distancia entre dos puntos

Es el mas sencillo de los problemas métricos. Supongamos que se desea calcular la
distancia entre dos puntos A (a1,a9,a3)y B (b1, b2, bg). Como esa distancia coincide con
el médulo del vector AB, cuyas coordenadas son (b1—a1,b2—ag,bg—ag), se tendra:

2 2 2
d(A,B)=\/(b1—al) + (bz—a2) + (b3—a3)

Angulo de dos rectas

Al contrario de lo que sucede en el plano, en el espacio dos rectas no paralelas pueden
no tener ningin punto comin; sin embargo, aun asi tiene sentido el concepto de angulo
formado por ellas.

[1 Se define el angulo o formado por dos rectas como el menor de
los dngulos que forman sus paralelas por un punto cualquiera.
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Q

Si observas la figura, veras que si vy w son vectores de direccion de r y s orientados
como en ella, entonces a = (v, w). Pero si el sentido de uno cualquiera de los vectores de
direccion fuera el opuesto, entonces seria o = 180° — (v, w). Tanto en un caso como en otro
se tendra:

cos o = | cos (v, w) |

|V W VW VW

2 2 2 2 2 2
\/V1+V2+V3\/W1+W2+W3

supuesto que vj, wi (i=1, 2, 3) son las coordenadas de v y w, respectivamente.

es decir: cos a =

Cosenos directores

Sean a1, a2, ag los angulos que forma un vector de direccién de una recta r con los
vectores del sistema de referencia. Si partiendo de una ecuacién continua de r:

78 Xyma, Xg7ag
v - v - v
1 2 3
Vi
dividimos todos los denominadores por | v, y tenemos en cuenta que cos o, = v se llega

a que otra ecuacion continua de la recta es:

xl—al _ X2—a2: X3—a3

cos o cos o cos a
1 2 3

[1 Te sonard que en fisica (y en matematicas), a estos cosenos se les llama cosenos
directores de la recta.
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Vector caracteristico de un plano

Dado un punto A (a1, a2, ag)y un vector v (v1, vg, vg), considera el conjunto de
todos los puntos X (x1, x9, x3) tales que AX y v son ortogonales. Tales puntos verificaran:

AX.v=0, osea:vi(x1-a1)+vo(xg9-a9)+vg(xg-ag)=0,

relacion que constituye la ecuacion
VT de un plano Tt Diremos que ves per-
pendicular al plano 7T 0 que es un
I vector caracteristico de TU

X Reciprocamente, ;se podran
X obtener las coordenadas de un vector
perpendicular a un plano T a partir
de una ecuacion general de éste?

Supongamos que la ecuacion de T es:
A1x1+Ag9x9 +Agxg+Ay=0
yque A (a1, a9,as),B (b1, bg, bg) son dos puntos cualesquiera de €él. Se tendra:
Aja; +Agag + Agag + Ay4=0; Ai1b1 +Agbo + Agbg + A4=0
de donde, restando ambas igualdades:
A1 (by-a1)+Az(bg-az)+As(bg-az) =0

lo cual indica que el vector v (A1, Ao, A3) es perpendicular al AB y, por tanto, al plano 1t
Ejemplo

La ecuacién del plano que contiene el punto A(2,-3,1) y es perpendicular al vector v
(4,5,6) sera:
4x-2)+5(y+3)+6(z-1)=0

es decir: (] 4x+ 5y +6z+1=0.

Un par de consecuencias

la recta r que pasando por un punto
es perpendicular a un plano, basta-
\'% | ra con tomar como vector director de
la recta cualquier vector perpendi-
i1 cular al plano. Asi, por ejemplo, si
A { éste tiene por ecuacion:

r T [] Para hallar la ecuaciéon de
v

A1x1+A9x9+A3x3+A4=0
y el puntoes el A (a1, ag, ag), unas ecuaciones paramétricas de la recta r seran:

X1=ay1+A1A, x9=ag+Agh, xg=ag+ Agh
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[] También es facil entender que una recta, de la que v (v, vo, v3) sea un vector de
direcci6n, y un plano, del que w (A1, Ag, Ag) sea un vector caracteristico, seran per-
pendiculares si y sélo si v y w tienen la misma direccion, son proporcionales, linealmente
dependientes... O sea, si y sélo si:

_1__2__3 ( supuestos los vi= 0 ).

Angulo de dos planos

[] Se entiende por angulo o formado por dos planos el que forman vectores ca-
racteristicos de ellos vy w, en el caso de que (v, w) <90°, o bien 180° —(v, w), si (v, w) > 90°.

T[l

El hecho de que, tanto en un caso como en otro, se tenga cos a = | cos (v, w)|, nos
permitira concluir que si los planos tienen por ecuaciones:

I
S

TU: A1X1+A2X2+ A3x3+A4

I
S

'. 1 1 1 1
n.A1x1+A2x2+ A3x3+A4

entonces:

‘A1A1+A2A2+A3A3

2 2 9 .2 2 2
\/A1+A2+A3 JAl +A2 +A3

COos a =

[1 Observa que de lo anterior se desprende que una condicion necesaria y suficiente
para que los dos planos sean perpendiculares es: A1A'1 + Ao A'9g + A3A'3 = 0.

(Recuerdas cudl era la condiciéon de perpendicularidad de dos rectas en el plano?
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Angulo de recta y plano

Aunque a la hora de establecerlo podrian considerarse distintas posibilidades,
definiremos el angulo o formado por una recta r y un plano 11 como el que forma la recta
dada con su proyeccién r' sobre el plano.

Observa que si v es un vector de direccién de la recta y w un vector caracteristico del
plano, entonces o bien es o = 90° — (v, w), o bien a = (v, w)—90°. Tanto en un caso como en
otro, se tendrd sen o = | cos (v,w) |, porloque siv=(vi,va,v3)yw=(A1,Ag, A3), sera:

|V1A1+V2A2+V3A3|

9 9 9 2 2 2
\/V1+V2+V3 \/A1+A2+A3

sen o =

A la atencidn del lector

Seria un esfuerzo intutil que memorizaras las formulas anteriores. Acabarias mezclando senos,
cosenos, vectores directores, caracteristicos... y organizarias un batiburrillo digno de un apartado dentro del
campo de la Ciencia. Se trata, fundamentalmente, de que manejes correctamente los vectores y su
significado geométrico; con ello te bastara para resolver las cuestiones que puedan surgirte.

Distancia de un punto a un plano

Al igual que ocurria en el caso P
del angulo entre una recta y un plano,
podria pensarse que hay muchas dis-
tancias entre un punto P (p1,p2,p3)y T
un plano 1 A1x1+ A9xo+ Agxg+Ay4=0. |
N

Pues bien, definiremos la dis-
tancia entre P y T como la existente
entre Py el punto A, pie de la perpen- T
dicular trazada desde Pa T

Llamando (a1, a9, ag) a las coordenadas -desconocidas- del punto A, sera:

- 111 -



El espacio euclideo

d(P,m)=d(P,A) = J(al— p1)2+ (aZ—p2)2+ (a3— P3)2

y como el vector PA tendra igual direccién que el (A1, Ag, Ag), vector caracteristico del
plano, se tendra:
aj—p1=rA;, ag_po=AAg, ag_p3=»AAg, paraalginiecR

2

2 2
con lo cual: d(P,A):k\/A1+A2+ A3

(o)
Pero A es un punto del plano, luego sus coordenadas satisfaran su ecuacion:
A1(p1+AA1)+Ag(po+AAg)+A3(p3+AA3)+Aq =0

y de ahi, despejando el valor de A y llevandolo a (e), resulta:

‘A1p1+A +A3p

2P9 3|

2 2 2
\/A1+A2+A3

(E1 poner las barras de valor absoluto obedece al deseo de evitar que aparezcan distancias negati-
vas, lo cual estaria en contradiccion con la idea fisica que se tiene de distancia; sin embargo, y a titulo de

d(P,m) =

curiosidad, te podemos decir que el signo del numerador anterior, sin las barras, permite saber en cual de
los dos semiespacios en los que el plano 1t divide el espacio E se encuentra el punto P considerado.)

Distancia de un punto a una recta

Entendiendo por distancia entre un punto P y una recta r la menor de todas las que
resulten de unir P con puntos de r, existen varios procedimientos para calcularla.
Explicaremos por el momento dos, dejando un tercer método para mas adelante.

[] El primer procedimiento consiste en obtener
el punto Q, interseccién de la recta r con el plano TTque 1
pasa por P y es perpendicular a ella, resolviendo el sis-
tema formado por las ecuaciones de r yT1L La distancia
buscada sera la que haya entre P y Q. Facil, como ves.

Q r
[] El segundo procedimiento consiste en partir
de unas ecuaciones paramétricas de la recta r:
X1=alj+A vV,X2=2ags+ A v9,X3=ag+ A v3 P

y fijarse en que el valor de A correspondiente al punto Q
es el Unico para el que los vectores PQy v (vy, vo, v3),

vector de direccion de r, son ortogonales; o sea, el tnico tal que PQ . v = 0. Obtenido el valor
de A y sustituido en las ecuaciones paramétricas de r, se tendran las coordenadas de Q. La
distancia buscada sera, como antes, la existente entre P y Q.
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Ejemplo

Para hallar la distancia del punto P
P(7,9,-4)alarecta r x=3+2A, y=1+A4,
z = -3\, obtendremos el inico punto Q de r
tal que PQ es ortogonal a v(2,1,-3), vector . r

de direccién de . Q Q Q"

Dado que Qer, se tendra Q =(3 + 2A, 1 + A, -31), y, por tanto, PQ = (21-4,A-8,-3\+
4). De PQlv , se obtiene PQ .v =2(2A-4) + 1(L-8)-3(-3AL +4) =0, es decir, A = 2. Por
consiguiente, el punto Q es el (7,3,-6) y la distancia buscada sera:

d(P,r)=d(P,Q)= 24/10

Distancia entre dos rectas

Con el criterio ya conocido de considerar la minima posible, definiremos la distancia
entre dos rectas r y s como la longitud del menor de los segmentos que tienen un extremo en
una de ellas y el otro en la otra. O, si lo prefieres, como la longitud del dnico segmento que
corta perpendicularmente a las dos, que ambas cosas son equivalentes.

P
r >

m Q W

[0 Una primera forma de calcular dicha distancia consiste en hallar la ecuacién del
plano 1T que conteniendo una de las rectas, s, por ejemplo, es paralelo a la otra, r. Obtenida
tal ecuacion todo se reduce a calcular la distancia desde cualquier punto de r a 7T

00 Otro procedimiento forma se basa en hallar los inicos puntos puntos P, de r, y Q,
de s, para los que PQ es perpendicular tanto a r como a s. Para ello, basta con expresar las
coordenadas de tales puntos mediante las igualdades:

p1:a1+kv1, p2:a2+7w2, p3:ag+7uv3
q1:b1+uwl, q2:b2+uw2, q3:b3+uw3

obtenidas de las ecuaciones paramétricas de r y s, e imponer las condiciones: PQ.v =0, PQ
.w = 0. De ellas se obtendran los valores de A y pu correspondientes a los puntos Py Q, que-
dando asi resuelto el problema.
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Ejemplo
Para calcular la distancia existente entre las rectas:
y x=5+5p
o T
z=T7T- P

basta hallar los valores de o y B tales que los puntos P(2+a,2a,a),de r, y Q(5+5B,1,7-p),
de s, dan lugar a un vector PQ ortogonal tanto a vy, vector de direccién de r, como a vg,
vector de direccion de r. Imponiendo, pues, las condiciones PQ .vy = 0, PQ .vg = 0, se obtiene

a=2,p=0,luego: [ ] P=(4,4,2),Q=(5,1,7) y d(r,s)=d(P, Q) = V 35

4. PRODUCTOS VECTORIAL Y MIXTO

Si bien es cierto que el producto escalar es suficiente para resolver bastantes problemas métricos,
también lo es que algunos de tales problemas se simplifican si se establecen otro tipo de operaciones entre
vectores, entre ellas el producto vectorial. Y como una definicién rigurosa del mismo tendria mas dificultad
que las cuestiones que pretendemos resolver, haremos una pequena chapuza que, sin embargo, podras
presentar en cualquier parte (nosotros, sin ir mas lejos, nos atrevemos a presentarla aqui).

Definicion (de producto vectorial)

Supongamos fijado en E3 un sistema de referencia métrico S = {O, u1, ug, us}. Si
dados dos vectores libres no nulos, de distinta direccion, a (a1, ag, ag), b (b1, ba, bg), qui-
siéramos calcular las coordenadas (x1, X2, x3) de otro vector x que fuera ortogonal tanto a a
como a b, tendriamos que resolver el sistema:

a X, +a,x, + a X, = 0

b1x1+b2x2+b3x320

Pero este sistema homogéneo es compatible indeterminado (;por qué?) y resolviéndolo,
se llegaria a que x habria de ser necesariamente un vector de la forma:

0L(a2a3 %1% a1%} LR
bybg|” [Py by by by

En particular, para o = 1 se obtiene el vector:

(a233 a, ag a1azJ

[] b,bg " |b b |’|b, b,

al que llamaremos producto vectorial de a por b y representaremos por arb .
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Consecuencias (modulo, direccion y sentido de a A b)

[] A partir de las coordenadas de a Ab podemos expresar su moédulo en funcién de
los médulos de a y b y del angulo (a,b). En efecto, por una parte:

(a.b)2=lal2|bl” cosXa.b)=(a.b +ab +a b )2
: ) : ’ 11 2 2 3 3

a_a 2
3

byby

a_ a
1

by by

N 81 %9
b_. b
172

2
Yy, por otra: laab| = +

de donde sumando ambas igualdades y efectuando algunos calculos, se obtiene:
2 2 2 2 2
larbl + |al”.|b] .cos2(a,b):|a| Yy , es decir :

2 2 2 2 2
larbl =lal”.|b] .[1—0032(a,b)]=|a| Yy .sen2(a,b),osea:

la Ab| =al.|b]|.| sen (a,b)]

[1 En cuanto a la direccion de a A b, poco nuevo hay que decir: del procedimiento que
hemos seguido para definir el producto vectorial se desprende que el vector aAb es
perpendicular tanto a a como a b.

[ Finalmente, la chapuza que antes
menciondbamos consiste en que llega el
momento de establecer el sentido del vector
arby nos vemos en dificultades (la regla del
sacacorchos, aun siendo valida, no es muy
ortodoxa y ademdas requiere manejar un
artilugio que, con la paulatina desaparicion
del alcornoque, ira poco a poco cayendo en
desuso). Pero como el conocimiento de tal
sentido nos sera innecesario, prescindiremos de él, aunque teniendo muy claro que esta
implicito en la definicion que hemos dado. Y para despejar cualquier duda, si los vecto-
res a y b, en ese orden, son los representados en la figura, de su observacion se
desprende cual es el sentido del producto vectorial.

Algunas aplicaciones del producto vectorial

[1 La primera aplicacion es consecuencia del hecho de que el producto vectorial de
dos vectores es otro vector perpendicular a ambos: Como vector caracteristico de un plano
puede tomarse el producto vectorial de dos vectores v y w contenidos en él.
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[1 Analogamente, como vector de direccion de una recta perpendicular a otras dosry
s, de vectores de direccién v y Vg, podra ser tomado el vector vy A vg.

[] Designemos por S el drea de un tridngulo de vértices A, B, C.

Seré: S=%|AB\.h=% |AB|.|AC |.sena

1
luego: S = |AB AAC | o
uego 2 A B

(Para calcular el area de un poligono, bastaria con descomponer éste en tridngulos)

[1 Por tdltimo, si no te agrada ninguna de las formas que vimos para calcular la
distancia de un punto P a una recta r, observa la figura y veras que tomados dos puntos
cualesquiera, A y B, de la recta r, sera:

|ABAAP| = |AB|.|AP| .sena = |AB|.d

| 1 |ABAAP|
ego. = 1 .1
Hee [AB]|

Definicion (de producto mixto de tres vectores)

Rizando el rizo de las definiciones, veamos la dltima, que combina los productos
escalar y vectorial:

[1 Dados tres vectores libres a, b y ¢, se llama producto mixto de ellos, en el orden
dado, y se representa por [a, b, ¢] al producto escalar de a por el vector (b A ¢); esto es:

[a,b,c]l=a.(bAc)
Consecuencia (calculo del producto mixto)

Si las coordenadas de los vectores a, b,y ¢ son (a1, ag, ag), (b1, bo, bg)y(cy, co, c3),
respectivamente, se tendra:

a_a_a
b_b b1b3 blb bl b2 b3

- - + =
[a,b,c] Ale ¢ Bole. ¢ A3lc ¢ 123
2 "3 13 1 %2 c o e
1 2 3

expresion analitica que nos permitira calcular facilmente el producto mixto.
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Volumen del tetraedro

La principal aplicacién, para nosotros, del producto mixto, es que permite calcular
volimenes de forma sencilla. Considera, si te parece, el tetraedro de la figura:

A

arnb

B

Si llamamos S al area de su base y & a su altura, se tendra:

-|aAb\.|c|.cos¢ 1 c.(anb)

V = 5

o =

1.1
S.h = 39

o también, tomando el volumen en valor absoluto:

_| 1
V—‘ 5 [a,b,C]‘

Si las coordenadas de los vértices del tetraedro son: A (a1,a9,a3),B (b1, bg,bs), C
(c1,c2,c3)yD(dq1,d2, d3), tendremos, finalmente:

la.a_a

b.-a. b_ -a_ b_-a 123

1 1 2 2 3 3 1b b b
v-l|lc.—a c¢c.-a  c —a| |1 1°2°3
6 1 1 2 2 3 3 6 lc ¢ ¢

d —-a, d_-a d —-a 17273

1 1 2 2 3 3 1d d d

1 2 3

Y asi podriamos seguir... Podriamos hablar de que para calcular el volumen de un poliedro (sélido
determinado por superficies planas poligonales) basta con descomponerlo en tetraedros, de cual seria el
volumen de un paralelepipedo (;sabes que es tal cosa? Una caja de zapatos es un caso particular). Pero
aqui terminamos.
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5. EJERCICIOS

1.- Sean a, b, ¢ tres vectores libres del espacio. Demuestra que:
1°) Si a y b tienen el mismo médulo, entonces a+b y a-b son perpendiculares.
2°) Si a, b, ¢ son perpendiculares dos a dos, entonces (a + b).(b + ¢) 2 0.

2.- Averigua si existen valores de x, y tales que el vector (2-x-y, 1+x-y, 1-y) sea orto-
gonal a los vectores (2,1,-1) y (1,0,2).

3.- Demuestra que las alturas de un tridngulo son concurrentes, es decir, se cortan en un
mismo punto.
x-1 y—-2 z7-3

4.- Halla los angulos que la recta 5 =8 = @ forma con los ejes coordenados.

5.- Calcula los angulos que la recta de ecuaciéon x =y =z forma con:
1°) Los ejes coordenados

2°) La recta de ecuacion x+7=3y+5=3z-4.

6.- Obtén los planos bisectores de los planos: 3x-4y-5=0,2x-y + 2z -5 = 0. (Plano bisector
de otros dos: que forma iguales angulos con ellos).

7.- Halla la longitud de la proyeccion del segmento de extremos P(2,0,3) y Q(0,1,5) sobre el

X= A+ U
plano de ecuaciones <y = 2+ A
z= 1-p

8.- Calcula las ecuaciones de los siguientes planos:
1°) El que pasa por el punto A(2,3,4) y tiene como vector caracteristico el (5,0,1).

2°) El perpendicular al segmento de extremos P(2,5,3) y Q(4,1,-1), en su punto
medio.

3°) El que es perpendicular a la recta en la que se cortan los planos de ecuaciones 2x
+y=>5, x-z=2 ypasa por el punto P del apartado anterior.

4°) El perpendicular alarecta x=2;y=3 +t;z=4t por el origen.

9.- Demuestra que los tres planos perpendiculares a los lados de un triangulo ABC, en sus
puntos medios, pertenecen a un mismo haz. Determina la ecuacién de este haz si A(1, 3,-5),
B(-2,2,0), C(-1,-3,-2).

10.- Halla el punto P equidistante de A(1, 3, 3), B(2,-1,2), C(5,0,6) y D(4, 3, 2).
11.- Halla los puntos simétricos del P(1,2, 3) respecto a:

1°) El plano que pasa por los puntos A(1,0,0), B(0,2,0) y C(0,0,3)

2°) Larecta x=2y=z-3.
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12.- De entre todos los puntos pertenecientes a cierto plano T, el mas préximo al origen de
coordenadas es el P(1,2,5). Halla una ecuacién general de Tt

x -y +z=0

- los bl
x+ 3y —1=0 son equidistantes de los planos

13.- Determina qué puntos de la recta {

OYZ y OXZ.

14.- Obtén la ecuacion de una cualquiera de las infinitas rectas que estando contenidas en el
plano OXY son perpendiculares a la recta x =y = z.

15.- Se consideran los planos de ecuaciones ax + 9y -3z =8, x + ay - z = 0. Determina los
valores de a para los que:

1°) Los dos planos son paralelos.

2°) Los dos planos son perpendiculares.

3°) La recta determinada por ambos corta al plano OXY en un punto cuya distancia

al origen de coordenadas es \2 .

16.- Halla la distancia del punto P(3,2,4) a la recta 2x —y =3
3x +y =2

17.- Calcula unas ecuaciones paramétricas del plano que contiene alarecta: x=2+3t, y
=-4 +5t,z=1;y es perpendicular al plano 2x +y - 7z = 3.

-1
18.- La recta % = % = % yel plano x + 2y -z =4 son perpendiculares. Halla a y b.

19.- Obtén una ecuacion de la recta que resulta de proyectar ortogonalmente la de ecuacion

2
x+1 _Jy+2 _z+1 sobre el plano x+y-z=1.

2 3 5

20.- Halla la ecuacién de la recta que pasando por el punto P(2,2,4) y estando contenida en
el plano x + y - z = 0 tiene maxima pendiente respecto del plano z = 0.

+1 -
21.- Dadas las rectas r: — = yri_z ;S X 5 L % =z yel punto A(2,1,0), se pide:

1°) Distancia entre A y r.

2°) Distancia entre r y s.

3°) Plano paralelo a r y s pasando por el origen.

4°) Recta que corta perpendicularmente ar y s.

5°) Recta perpendicular a r y s pasando por A.

6°) Plano que pasa por A, es paralelo a r y perpendicular al plano OYZ.

22.- Halla una ecuaciéon de la recta que pasa por el punto A(3,4,2) y corta perpendicular-
mente al eje OX.
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+y=0
23.- Dada la recta r:{ ; N z _0 Y el plano 1T: 2x -y + 2z + 1 = 0, determina:

1°) Los puntos de r que distan % de 1T

2°) Los puntos de 1t que distan % de los hallados en el apartado anterior.

x-4_Y _z-2
- 2 1
coordenadas y el punto A(2,3,1) forma un triangulo rectangulo en A. Halla la longitud de la

altura sobre la hipotenusa de dicho triangulo.

24.- Halla el punto de la recta de ecuacion que junto con el origen de

X —y+z -3=0

25.- Obtén los puntos de la recta r:
2x+y+2z2+4=0

que equidistan de los planos OXY
y Tt 2x - 6y + 3z = 10.

26.- Halla la distancia existente entre las siguientes rectas:

{z+y:5 {2x—z:3
r: ;S:
z =4 y =0

27.- Calcula el area del triangulo cuyos vértices son los puntos en los que los ejes coorde-

nados cortan al plano de ecuacion: % + % g = 1.
28.- El plano perpendicular al segmento de extremos P(0,3,8) y Q(2,1,6) en su punto medio

corta a los ejes coordenados en los puntos A, B y C. Halla el area del triangulo ABC.

X =2
y =3
los puntos medios de las mismas es perpendicular a ambas, y la distancia entre estos dos
puntos es igual a la longitud de ambas aristas. Halla los vértices del tetraedro y su volumen.

29.- Lasrectas x=y=1z; { son aristas opuestas de un tetraedro. La recta que une

30.- Obtén las ecuaciones de los planos que pasando por los puntos A(1,0,0) y B(0,1,0),
cortan al eje OZ en puntos C tales que el area de los triangulos ABC es de 10 unidades.

31.- Obtén el lugar geométrico de las rectas que cortando al eje OZyalarectax=y-1=z,
se mantienen paralelas al plano z = 0.

32.- Dado el tetraedro de vértices O(0,0,0), A(0,2,0), B(1,0,0) y C(0,0, 3), calcula su volu-
men, la altura correspondiente a la cara ABC, la distancia entre las aristas AB y OC y el
angulo que forman las aristas AB y OA.

33.- Existen infinitos planos tangentes a la esfera de centro el origen de coordenadas y radio
unidad, pero sélo dos son paralelos al de ecuacion 2x +y = 3. jCuales son?

34.- Halla los dos planos paralelos al de ecuacion 2x + y - 2z = 0 que cortan a la esfera de
centro C(1,5,3) y radio 5 en una circunferencia de radio 4.
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Funciones continuas

1. INTRODUCCION

Con este tema empezamos la segunda parte del curso. Si dijéramos que en ella nos
dedicaremos casi exclusivamente a examinar la tangente a una curva en un punto (en
resumen, en eso consiste el calculo diferencial) y a determinar el area encerrada por tal
curva (eso es el calculo integral), podrias pensar que somos poco ambiciosos. El tiempo se
encargaria de demostrarte que no es pequetio el propésito. Permitenos recordarte al respecto
que la Humanidad tuvo que esperar a los siglos XVII y XVIII, el llamado Siglo de las Luces,
para que, dos mil afios después de que Arquimedes diera un primer procedimiento para
calcular el area encerrada por un segmento parabdlico, genios como Newton, Leibniz, los
Bernouilli o Euler, entre otros, o Rieman y Cauchy, ya en el XIX, pudieran no sélo plantear
tales problemas, sino resolverlos casi definitivamente. No sera, pues, tan trivial como
pudiera parecer este asunto de las tangentes y las areas, ;no crees?

El concepto clave de todo lo que sigue, en el que nunca se detendra uno tanto como
seria necesario, es el de limite. Su dificultad no debe asustarte: A todos nos ha ocurrido que
cuando creiamos haber asimilado bien tal idea, nuevos casos nos han sumido en la mayor de
las dudas. jQue no cunda el panico! Los conceptos de infinitésimo e infinito, y con ellos el de
limite, son posiblemente los mas dificiles de las matematicas, y quienes escribimos esto, que
hace tiempo dejamos de creer en la ciencia infusa, pensamos que solo el trabajo metédico, en
ocasiones aparentemente infructuoso, hace posible que un dia amanezcamos comprendiendo
por qué la suma de infinitas cantidades positivas puede ser una cantidad positiva finita,
por qué Aquiles alcanza a la tortuga, por qué el universo puede ser finito e ilimitado a la vez,
0 por qué...

Asi que con tal espiritu y con el consejo de otra figura del XVIII, D'Alembert, a sus
estudiantes: "jProseguid; ya llegara la confianza!", empezamos. ;/Quieres seguirnos?

2. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL

El conjunto de los niimeros reales

Aunque no sea ésta la ocasion de establecer con rigor qué cosa son los nimeros
reales, recordaremos que en el proceso de construcciéon de conjuntos numéricos, el que
aparece en primer lugar es el conjunto N de los nimeros naturales. En €l es posible sumar y
multiplicar, pero no siempre se puede restar o dividir. En Z, conjunto de los nimeros enteros,
la resta es siempre posible, y en Q, conjunto de los nimeros racionales, ademas de las
operaciones anteriores, también es siempre posible la division (excepto entre cero). Como
sabes, todo nimero racional puede representarse mediante una fraccién decimal finita o
infinita periédica. Por otra parte, NC Zc Q, es decir, todo nimero natural es entero y todo
entero es racional.

Sin embargo, no existe nimero racional que nos exprese la longitud de la diagonal de
un cuadrado de lado unidad, o el cociente entre la longitud de una circunferenciay su
diametro, o el limite de la sucesion de término general (1+1/n)"...
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De este tltimo tipo de m’lmeros,\/E , T, e ..., imposibles de representar mediante
una expresion decimal finita o infinita periédica, se dice que son irracionales.

El conjunto R de los niimeros reales, finalmente, es el
formado por los nimeros racionales y los irracionales.

En R operaremos como lo hemos hecho siempre, sumando, multiplicando, ordenando
sus elementos mediante la relacion <... Descartada aqui, como queda dicho, una construccion
rigurosa de R, conviene no obstante recordar la propiedad fundamental de los nimeros
reales; la propiedad de continuidad: Los nimeros reales llenan la recta.l Es decir, que si
sobre una recta representamos el O y el 1, a cada ntimero real correspondera un punto de la
recta y a cada punto de la recta, un nimero real, sin que haya puntos a los que no
corresponda un nuimero real. Se podra, en resumen, efectuar la habitual identificacion entre
numeros reales y puntos de una recta.

Vocabulario basico

Cuando se trabaja con nimeros reales suelen utilizarse expresiones y simbolos cuyo
significado, aunque ya conocido, conviene recordar:

® Siendo a, b6 dos nuimeros reales, con a < b, se define el intervalo abierto (a, b)
mediante la igualdad:
(a,b)={xeR/a<x<b}.

® Analogamente se define el intervalo cerrado [a, b] mediante:
[a,b]={xeR/a<x<b}.

® El valor absoluto, |x1, de un nimero real x, se define asi:

X , 8 x>0
x| = .
-Xx , sl x<0

® La distancia entre dos nimeros realesa y b es: d(a,b)=Ib-al

® El entorno E(a; r) de centro un nimero real a y radio >0, es el conjunto:

E(a;r)={xeR/a-r<x<a+r}

® El entorno reducido E'(a;r) de centro un nimero real a y radio r>0, es el
conjunto que resulta de prescindir en E(a; r) del punto a. Es decir:

E'(a;r) = E(a;1) - {a}

1 Formalmente: Diciéndose que un conjunto C de nimeros reales estd acotado superiormente si existe o e
R, al que se llama cota superior de C, tal que x < o, cualquiera que sea xe C, y llamandose extremo
superior de un conjunto ordenado a la menor de sus cotas superiores, la propiedad de continuidad de R
consiste en que todo conjunto de nimeros reales acotado superiormente tiene extremo superior.
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Funciones reales de variable real

Se llama funcion real de variable real a toda aplicacion:
U f:-D—> R

donde D es un subconjunto de R. Es decir, a todo criterio que
permita asociar a cada nimero real x de D un Gnico numero real y.

® Existen muchas formas de designar simbélicamente las funciones, pero ya que es
habitual escribir f(x) para referirse al nimero real que f hace corresponder a x, la funcién
anterior suele identificarse mediante la notacion:

y = f(x)

diciéndose que x es la variable independiente e y la variable dependiente.

® Aunque, como decimos, f(x) designe un ntimero real, también se escribe a menudo f
(x) para referirse a la funcion.

Dominio y recorrido de una funcion

Siendo y = f(x) una funcién real de variable real, se definen el dominio y el recorrido
de f(x) mediante las igualdades:

Dominiode f= Df={xecR/existef(x)}

Recorrido de f= Ryf={f(x)/x eD¢}

Observa que el dominio de f coincide con lo que, en la definicién previa, designabamos por D.

Dos observaciones

[] Si al definir una funcién, normalmente mediante una expresién algebraica, no se precisa cuél es
su dominio, habra que entender que éste es el mas amplio subconjunto de R en el que pueda tomar valores
la variable independiente x, teniendo sentido f (x).

Asi, por ejemplo, considerada la funciéon:

f(x)="V x2_ 4

como la raiz cuadrada anterior sélo tiene sentido en R cuando sea x2 — 4 = 0, resultara:
Df:{x/x2—42 0)=R-(-2,2).

[] Ya viste en cursos anteriores cudles eran las funciones mas sencillas y de qué forma eran sus
graficas. No estaria de mas que echaras un vistazo a tus apuntes de aquella época.
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3. EL CONCEPTO DE LIMITE
Ejemplos previos

[] Considera, en primer lugar, la funcién:

_3x2+38x -18  3(x-2)(x+3)
f(x) = =
X — 2 X —2

Para x = 2 la funcién no esta definida, pero si calculas £(1'99), f(2'001), f (1'99995),
etc., observaras que los valores de f(x) se aproximan a 15, tanto mas cuanto méas aproximes
el valor de x a 2. Y no sélo eso, sino que fijado cualquier nimero ¢ > 0, por pequeiio que sea,
puedes conseguir que la distancia de f(x) a 15 sea menor que ¢, sin mas que hacer que la
distancia de x a 2 sea menor que otro nimero 6 > 0, que seras capaz de determinar.

Efectivamente, no es dificil comprobar que para lograr:

2
3x“+3x—-18 _ 15l < ¢
x—2
basta con tomar x tal que:
O<’X—2\<8=§

[0 Diremos que el limite de f(x) cuando x tiende a 2 es 15, y escribiremos:

lim f(x) =15

X— 2
[] Considera ahora la funcién:
gx)=Tx+1

A diferencia de lo que ocurria antes, en este caso si existe g(2). Pero con indepen-
dencia de ello, también podrias conseguir que la funcion tomara valores tan préximos a 15
como quisieras, sin mas que aproximar el valor de x a 2 lo suficiente.

[0 Diremos que el limite de g(x) cuando x tiende a 2 es 15, y escribiremos:

lim g(x) = 15

X— 2

0 En resumen, que aunque una de las funciones anteriores no esté definida en el
punto x=2 y la otra si (lo cual también tiene su importancia, como veremos mas adelante),
en las cercanias de ese punto se comportan de forma semejante: sus valores se aproximan
a 15 tanto como se quiera sin mas que dar a x valores suficientemente préximos a 2. Por
ello diremos que el limite de ambas funciones, cuando x tiende a 2, es 15.
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Definicion (de limite de una funcién en un punto)

[] Dada una funcién real de variable real f: D —— R, diremos que su limite
cuando x tiende hacia a es L y escribiremos:
limf(x)=L
X—>a

siy solo si:

Fijado cualquier nimero positivo &, existe otro namero positivo 8, tal que
six cumple: O0< | x-al < &, entonces se verifica: | f (x)-LI < &.

Simbdlicamente:

lim f(x)=L & Ve>038>0/ 0<|x—a|<8:>]f(x)—L\<8

X—>a

Observacion

La definicién anterior puede darse en términos de entornos, de tal manera que lim f(x)=L
X—a

equivale a que para todo entorno E(L; ¢) exista un entorno E(a; 5) tal que baste con tomar x perteneciente a
E'(a; 8) para conseguir que f(x) pertenezca a E(L; ). Piensa un poco en ello.

Consecuencias (limite de la suma, producto y cociente de funciones)

Supongamos ahora que f(x), g(x) son dos funciones para las que existen los limites
cuando x tiende hacia a. ;Qué ocurrira con el limite de la suma, el producto y el cociente de
ambas funciones? Pues eso, lo que estas pensando:

[1 El limite de una suma es igual a la suma de los limites:

lim[f(x)+g(x)] = lim f(x) + lim g(x)
X—>a X—>a X—a
[1 El limite de un producto es igual al producto de los limites:

lim[f(x).g(x)] = lim f(x). lim g(x)
X—>a X—a X—>a

[1 El limite de un cociente es igual al cociente de los limites:

I (SN S
x>a g(x) lim g(x)
X—a

(Obviamos las demostraciones, aunque son sencillas. En el caso del limite de un cociente, para que

se cumpla lo afirmado, ha de ser lim g(x) = 0.)
X—a
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Observacion (limites infinitos y para x — «)

Como sabes de cursos anteriores, existen limites funcionales de tipos distintos al
precedente. Hay casos en los que, por ejemplo, los valores de la funcién se aproximan tanto
como se quiera a un cierto nimero L sin mas que hacer que la variable x tome valores
suficientemente grandes, y tal hecho se simboliza escribiendo:

lim f(x)=L

X—> 00
En otras ocasiones, para conseguir que la funcién f(x) tome valores mayores que

cualquier numero fijado previamente, basta con que x se aproxime lo suficiente a un cierto
numero real a, lo cual se representa escribiendo:

lim f(x) =
X—>a

También puede suceder que baste con que x tome valores suficientemente grandes
para lograr que la funcion f(x) tome valores mayores que cualquier numero fijado
previamente, lo cual se simboliza mediante:

lim f(x) =0
X—> ©
No nos detendremos més en estos casos, conformandonos con esta breve mencion
por si en el futuro, y aunque sea de forma esporadica, nos aparece alguno de ellos. Sin
embargo, si hay otro tipo de limites que requieren nuestra atencién: los limites laterales, que
estudiaremos seguidamente.

4. LIMITES LATERALES

Ejemplo previo

x—1 , six<4 ) . .
, cuya grafica tienes a la vista.

Considera la funciéon f(x) = .
-x+8 , six>4

Como veras, si los valores de x se aproximan a 4, por la izquierda, los valores de la

Y. funcién se acercan a 3, mientras
que cuando los valores de x se

4 acercan a 4, pero por la derecha,
los valores de f (x) se aproximan a

3 ) 4. Es decir, que segin que la

aproximaciéon de x a a se haga
con valores menores o mayores

1 que a, las consecuencias son
unas u otras. Surge asi el
' ' ; ' ; concepto de limite lateral, que
O ﬁ 2 3 4 5 6 7 s\ X p . al q
formalizamos a continuacion.
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Definiciones (de limites laterales)

[1 Diremos que el limite de una funcién f(x) cuando x tiende hacia a por la derecha
es L, y escribiremos:

lim f(x)=L

x—>a’

si y sélo si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que si x € (a, a + 3), entonces | fx)-L ‘ <e.

[] Diremos que el limite de una funcién f(x) cuando x tiende hacia a por la izquierda
es L, y escribiremos:

lim f(x)=L

X—>a-

siy solo si para todo ¢ > 0 existe 6 >0 tal que si x € (a - , a), entonces | fx)-L | <e.

Consecuencia

Una condicién necesaria y suficiente para que exista lim f(x)
X—>a

es que existan y tengan el mismo valor los limites laterales:

lim f(x); lim f(x)
x—>a’ X—a~

Te dejamos la facil demostracion como ejercicio. No olvides que la demostracion de
una equivalencia hay que efectuarla en doble sentido.

Ejemplos

1.- Supongamos que se desea calcular el limite, en a = 0, de la funcién:

. 3x + x|
f(x) = 5x — 2Ix|
Se tendra:
, . 3x — X . 2x 2
lim f(x)= lim ——=1im =—==%=
x>0 x>0  OX +2X x>0 (X 7
lim f(x)= lim -SX*X _ 1y 22X _4
+ + DX — 2x + 3x 3
x—>0 x—0 x>0

y, en consecuencia, no existira el limite de f(x) en el punto a = 0.

x2 ,81 x<3

3 , el valor que debe tomar a
ax —6,sl x> 3

2.- Comprueba que, siendo f(x) = {

para que exista 1im f(x) es 5.
x—3
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5. INFINITESIMOS

Observacion

Es probable que en més de una ocasién hayas oido decir que un ntmero es infinitamente pequefio,
0 que una variable es un infinitésimo. Ahora bien, decir que una variable (o0 una funcién, que para el caso es
lo mismo) toma valores muy pequerios es no decir practicamente nada de ella. Si una funcién alcanza el
valor 0'001, por ejemplo, ;esto significa que tome un valor muy pequefio? Si ese valor es el de la distancia en
afios luz entre dos puntos del universo, ;calificarias de pequefio el tiempo que tardaria en recorrerla un
cohete que viajara a 20.000 Km./h.? ;Se podra decir, entonces, que un infinitésimo es una variable que
toma valores muy pequerios? Piensa lo que quieras: La definicién formal la tienes a continuacién.

Definiciones (sobre infinitésimos)

[] Se dice que una funcién f(x) es un infinitésimo para x tendiendo hacia a si

lim f(x) =0. Es decir, si f(x) toma valores tan préximos a cero como se quiera, sin mas que
X—>a

aproximar x a a lo suficiente.

[] Siendo f(x), g(x) dos infinitésimos para x tendiendo hacia a, diremos que son de
igual orden si

fm 25 _ g 4 g
X— a g(X)
En particular, si
lim S5 _
X— a g(X)

se habla de infinitésimos equivalentes.

[] Siendo f(x), g(x) dos infinitésimos para x tendiendo hacia a, diremos que f(x) es
un infinitésimo de mayor orden que g(x) si
. fx)

X— a g(X) N

0
(lo que, para entendernos, es como decir que f(x) es méas infinitésimo que g(x), si tal cosa pudiera decirse).
Ejemplo

Es facil demostrar que sen x yx son
infinitésimos equivalentes, para x tendiendo
hacia cero. En 3° de BUP lo hiciste, a partir de C D
una figura como la de la derecha, comparando
las areas de los tridngulos OAC y OBD con la

del sector OBC, y efectuando algin otro paso . =

. ., o0

mas. ¢Serias capaz de repetir la demostracion? 7 2 g
(0] A B X
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6. FUNCION CONTINUA EN UN PUNTO

El concepto de continuidad, sin cuyo estudio poco podriamos hacer de ahora en
adelante, no es un invento de los matematicos, sino que, como tantas otras, se trata de una
idea que éstos han tomado de la realidad y, posteriormente, han formalizado. En efecto, en la
vida diaria se dan muchos fenémenos fisicos, sociales, etc., tales que las funciones que en
ellos intervienen y los explican son continuas, es decir, se caracterizan porque a pequeiios
incrementos de la variable independiente corresponden incrementos también pequeiios de la
variable dependiente. Asi, por poner el mas tipico de los ejemplos, si un movimiento se rige
por una ley de la forma e = £ (t), con la que se expresa la dependencia del espacio recorrido
en funcion del tiempo, es normal que a pequenias variaciones en el valor de t correspondan
variaciones igualmente pequenias de e; el espacio sera una funcién continua del tiempo. Y no
faltarian otras situaciones con las que ilustrar lo que decimos.

Veamos, sin embargo, antes de dar la definicién de funciéon continua, algunos
ejemplos de lo que no son funciones continuas.

Primer caso

Considera en primer lugar la funcion: Y
si <3 4 |
£(x) ={ e
4 s1 x>3

Si dibujas su grafica, obtendras una
figura como la de la derecha, en la que se
refleja el hecho de que ni esta definidaf (x) en .
X = 3 (eso se pretende indicar con los circulitos ) ni
existe el lim f(x), pues los limites laterales a - - . -

X—> 3 o o2 3 4 5 X
izquierda y derecha de x=3 son distintos.

Segundo caso

Si representas ahora la funcion: Y
2
- 4x + 3 4 .
fig)o X —4x+3
(x) x—3

(lo cual es mas facil de lo que parece, pues los valores

de f(x) coinciden, salvo en x =3, con los de g(x) =x-1), 2
obtendras la grafica de la figura, en la que se
observa que la funcién f (x) no esta definida
en x =3, aunque si existe 1im f(x). (0)

x> 3 o2 3 o4 05 X
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Tercer caso

Piensa ahora en la funcién:

f(x):{x_l s? x<3
3 sl x>3

Su grafica indica que f (x) si esta defi-
nida en x = 3, pero no existeel 1lim f(x) pues
x—> 3

los limites laterales a izquierda y derecha en
dicho punto son distintos.

Cuarto caso

Finalmente, considera la funcion:

X sl xX#3
1 si x=3

f(x) ={

cuya grafica tienes a la vista. En ella se ve
que f (x) si esta definida en el puntox =3, y

que también existe el lim f(x)
Xx— 3

Los valores de una y otro, sin embar-
go, son distintos.

Definicion (de funcién continua en un punto)

Hablando sin mucho rigor, podriamos decir que, aun siendo diferentes, lo que tienen en
comun los casos anteriores es que las graficas se rompen en el punto de abscisa 3, hay que
levantar el lapiz del papel al llegar a x = 3... Justamente cuando no suceda eso, cuando no
haya que levantar el lapiz del papel para dibujar la grafica, sera cuando diremos que la

funcion es continua. Formalmente:

Una funciéon f (x) es

O, dicho de otra manera:

. siy sélo si
continuaenx =a e

lim f(x) =f(a)

X—>a

f(x) es continua
enx=a

& V8>038>0/|X—a|<6:>\f(x)—f(a)\<s

En términos de entornos: f(x) es continua en a si y sélo si tomado cualquier entorno de f(a),
se puede lograr que f(x) pertenezca a él, sin mas que hacer que x se halle en un entorno de a, que sera

posible determinar.
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Observaciones

[l Quede claro, pues, que para producirse la continuidad de una funcién en un punto,
tienen que darse tres condiciones: Que la funcion esté definida en el punto, que exista el limite
en dicho punto y, finalmente, que los valores de una y otro coincidan.

[] Dijimos antes que las funciones continuas hacian corresponder a incrementos
pequerios de la variable independiente, incrementos también pequerios de la variable
dependiente. Veamoslo.

Sea la funcién f(x) y consideremos un valor x, de la variable independiente, per-
teneciente al dominio; el valor correspondiente de la funcion sera f(x,). Si a X, le sumamos
cierta cantidad Ax, a la que llamaremos incremento de x, el valor de la funciéon sera f(x, +
Ax). A la diferencia f(x, + Ax) - f(x,), que refleja la variacion de f(x) cuando la variable
independiente ha pasado de valer x, a valer x, + Ax, la llamaremos incremento de la funcién
y la representaremos por Af.

Y
f(x,+ Ax) +
Af
£(x ) \/
< Mx—p
Q) X4 X+ AX X

Pues bien, si la funcién f (x) es continua en x ,, entonces lim f(x)=f(x,) y, en tal
caso, sustituyendo x por x , + Ax, se tendra: XX

lim f(x, +Ax)=f(x,), esdecir : lim [f(x,+Ax)—-f(x,)]=1lim Af=0
Ax—0 Ax— 0 Ax —0

Luego, que f(x) sea continua en x, significa, efectivamente, que a incrementos Ax de
la variable independiente muy pequeiios (infinitesimales), corresponden incrementos Af de
la funcién también muy pequetios (infinitesimales).

[] El hecho de que la continuidad de una funcién en un punto suponga, pues, que a pe-
queios incrementos de la variable independiente correspondan pequeftios incrementos de la
funcién, permite predecir como se comportara ésta en las proximidades de tal punto. Asi, por
ejemplo, si f(x) es continua y toma valor positivo en un punto a, es logico pensar que podra
hallarse un pequeno entorno de a en el que f(x) siga siendo positiva. O también, que si f(a) =
8, pongamos por caso, se podra encontrar un entorno de a en el que los valores de f(x) estén
comprendidos entre 7 y 9, por ejemplo.

En el apartado de ejercicios te ofreceremos algunas sugerencias para que demuestres
formalmente las cuestiones anteriores.
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Consecuencias (algunas funciones continuas)

Partiendo de la definicion de funcion continua y de las propiedades de los limites, se
puede establecer:

[J La suma, producto y cociente de dos funciones, f(x) y g(x), continuas en un punto a es otra
f(x)

g(x)”’

L] Las funciones constante: f(x) = k, e identidad: f(x) = x, son continuas en todo punto a € R.

funcion continua en a (con la excepciodn, para la funcion del caso en que g(a) =0).

] Las funciones polinomicas:

— 2 3 n .
f(x)—a0+a1x+a2x ta Xt 4 tagxt o aieR,neN

y las funciones racionales:

a_ +ax+a.x2+a X3+...+aan

0 1 2 3
2 3 m
b0+blx+b2x +b3x +...+bmx

g(x) = ; ai,bieR;n,m eN
son continuas en todo punto a € R (salvo, a lo sumo, en el caso de g(x), en los puntos en los que
el denominador se anula).

[] Las funciones trigonométricas: f(x) = sen x, g(x) = cos x; exponencial: f(x)=ax,a>0;y
logaritmica: f(x) = log, X, a >0, son continuas en todos los puntos en los que estan definidas.

Naturalmente, hay muchas mas funciones continuas, pero casi todas se obtienen a
partir de las anteriores. Las demostraciones de lo dicho, salvo las del dltimo caso, son
sencillas y deberias intentar alguna antes de pasar al apartado siguiente.

7. FUNCIONES CONTINUAS EN UN INTERVALO

Definicion (de funcion continua en un intervalo abierto)

0 Diremos que una funcién f(x) es continua en un intervalo abierto (a, b) si lo es en
todos los puntos de dicho intervalo.

Como la cuestion es asi de sencilla, no vamos a darle mas vueltas. Pero, en cambio, considera
ahora una funcién f (x) cuya grafica fuera como la que tienes a la vista:

De acuerdo con la primera nocién, intuitiva, de

continuidad, pareceria razonable decir que tal funcién Y
seria continua en todo el intervalo cerrado [a, b]. Lo que )
ocurre es que no podriamos decir sin mas que f (x) fuera
continua en todos los puntos del intervalo cerrado, ya
que no sabriamos qué ocurriria con los limites de f (%)

en los puntos ay b. (A saber, sin ir mas lejos, si f (x)

estaria definida a la izquierda de a o a la derecha de b).

Se hace necesaria, por tanto, una precision.
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Definicion (de funcion continua en un intervalo cerrado)

[1 Diremos que una funcion f(x) es continua en un intervalo cerrado [a,b] si es
continua en el intervalo abierto (a, b) y, ademas:

lim f(x)=f(a); lim f(x)=£(b)

x—>a* x—b
Definiciones (de maximo y minimo absolutos)

O Diremos que una funciéon f: D ——— R tiene un mdximo absoluto en un punto
aeDsif(a)>f(x), VxeD.

[0 Diremos que una funcién f: D ——— R tiene un minimo absoluto en un punto
aeDsif(a)<f(x), VxeD.

(No debes confundir estos maximos y minimos absolutos con los maximos y minimos locales que
estudiaste en cursos anteriores, y de los que hablaremos méas adelante).

Advertencia

Las demostraciones de los teoremas siguientes requieren un conocimiento de los nimeros reales del
que no disponemos en este curso. Tratdndose, no obstante, de resultados basicos para casi todo lo que
sigue, enunciaremos los teoremas y haremos algunos comentarios sobre su significado.

Teorema (de Bolzano)

Si una funcion es continua en un
intervalo cerrado y toma valores de
distinto signo en sus extremos, en-
tonces existe al menos un punto en a

el interior del intervalo en el que la b
funcidn se anula.

Como decimos, la demostracién rigurosa del teorema no es trivial y requiere el uso de la propiedad
de continuidad de los ntimeros reales. Intuitivamente, sin embargo, la cosa parece facil. El que la funcién
pudiera pasar de valores negativos a positivos sin pasar por cero, supondria que la funcién tendria que dar

un salto y, como sabes, las funciones continuas no saltan.

Ejemplo

La funcién f(x) = x5 — 2x3 + x2 — 8 toma valor negativo en el punto x=1 y valor
positivo en x =4 (compruébalo); en consecuencia, tratdndose de una funcién continua en
todo R y admitido el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe algtin valor de x, 1 <
x <4, tal que x5 —2x3 +x2 -8 =0.
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Teorema (de Weierstrass)

Maximo absoluto

Una funcidn continua en un inter-
valo cerrado tiene en él un maximo Mo
y un minimo absolutos. absoluto

Dos comentarios sobre el teorema y la figura anteriores:

El primero, que en el dibujo hemos supuesto que el maximo absoluto se halla en un punto inte-
rior del intervalo [a,b] y el minimo absoluto en un extremo. Es un caso entre otros posibles.

El segundo, que alguien podria pensar que toda funcién definida en un intervalo cerrado, aunque
no sea continua en él, siempre habra de tomar un valor que sea el mayor de todos y otro que sea el menor.
Si ése es tu caso, observa la figura siguiente:

f(c) ®

a c b

La funcién correspondiente a la grafica estaria definida en [a,b] y, sin embargo, no existirian valo-
res de ella de los que pudiéramos decir que fueran el maximo o el minimo.

Teorema (de los valores intermedios)

Una funcidn continua en un inter-
valo cerrado toma en €l cualquier
valor comprendido entre el maxi-
mo y el minimo absolutos.

Yo

a Xo b

La demostracion de este teorema, admitidos los anteriores, si resulta asequible. Siendo xm y xar
los puntos del intervalo [a, b] en los que f(x) alcanza los valores minimo absoluto y maximo absoluto, m y
M, respectivamente, y siendo yo un valor cualquiera comprendido entre el minimo y el maximo absolutos,
la funcién g (x) = f(x) - yo es continua en [xy, Xm] (Suponemos que xu estd a la izquierda de xm) y en los
extremos de dicho intervalo cerrado toma valores de distinto signo.

Por consiguiente, y en virtud del teorema de Bolzano, existir4a al menos un punto xXo € (xu, Xm), luego

X0 €(a, b), tal que g(x0) =f(x) - yo =0; es decir, tal que f(x0) = yo.
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8. EJERCICIOS

1.- Ademas de los intervalos definidos en la pagina 124, en ocasiones aparecen los intervalos
[a, b), (a, b], (-0, b), (a, ), (-0, b], [a, ), que no parece necesario definir. Pues bien, simplifica
al méximo la expresién: {(-«,3) U[2, 5]} N (4,0).

2.- Un punto de acumulacién de un conjunto C de ntimeros reales es un punto (ntimero real)

a tal que todo entorno reducido de él contiene algiin punto de C. Demuestra que si a es punto

de acumulacion de C, entonces todo entorno de a contiene infinitos puntos de C. (Sugerencia:

Supoén que hubiera un entorno de a que sélo tuviera un ntimero finito de puntos de C).

3.- Demuestra que: lim (2x+4)=10; lim x.sen % =0; lim f(x)=1im f(a +h)
x—3 x—0 Xx—a h—0

4.- Siendo x € R, con el simbolo [x] se representa la parte entera de x, o sea, el mayor de los

numeros enteros menores o iguales que x. Sabiendo lo anterior, representa graficamente la

funcion f(x) = [x], di qué ocurre con sus limites laterales para x tendiendo hacia a, siendo a

un nimero entero, y estudia su continuidad.

5.- Haz lo mismo que en el ejercicio anterior, pero con la funcién f(x) = x - [x].

6.- Determina el valor de & para que las funciones:

x2-9
f(x) =9 x-38
k ,six=3

 six#3 . g(x) = (1+x)“—1,s%x¢o
k ,81x=0

sean continuas en los puntos x = 3 y x = 0, respectivamente.

7.- Representa graficamente la funcion f(x) = | x | y estudia su continuidad en x = 0.

8.- Estudia la continuidad de las funciones:

x|

‘ ; g(x)=x+[x] ; h(x)=—F-

X -2
2

f(x)=

9- Determina si existe algiin valor de & para el que sea continua en a = 2 la funcién:

( 3x — 6
f(x) =4 x2_4
k , Sl x=2

, sl x#2

10.- Determina si existe algtin valor de % tal que la funcion:

2x + k , si x<1
f(x) = 9 .
x“-kx+2 , six>1

sea continua en todo punto.
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x+1

no es continua en x = k?
2
x“-3x +k

11.- ;Para qué valores de % la funciéon f(x) =

12.- Demuestra que si una funcion f(x) es continua en un punto a, siendo f(a) >0, entonces
existe un entorno de a en el que los valores de f(x) también son positivos. (Sugerencia: Tras
escribir la condicion de continuidad de f(x) en a, toma un entorno de centro f(a) y radio f(a)/2 ).

13.- Determina una expresién algebraica y estudia la continuidad de la funcién f (x) cuya
grafica es la siguiente:

Y

14.- Tras representarla, estudia la continuidad de la funcién f(x)= Ix-2| + |x-61.
15.- Estudia la continuidad en el punto x = 0 de la funciéon:

1 .
x2sen =~ , st x#0

f(x)= X
0 , six=0

16.- Se dice que una funcién f(x) esta acotada en un intervalo si existen nimeros reales k, k'
tales que k < f(x) < k', cualquiera que sea el punto x de dicho intervalo. Demuestra que si
una funcién es continua en un punto a, entonces existe un entorno de a en el que la funcién
esta acotada. (Sugerencia: Toma un entorno de centro f(a) y radio 1).

17.- Demuestra que si una funcion f(x) es continua en un punto a y toma valores positivos y
negativos en cualquier entorno de a, entonces f(a) = 0. (Sugerencia: Demuestra que f(a) no puede

ser ni positiva ni negativa).

18.- Tras representarla, estudia si la funcion f (x) = 1x2 — 6x + 8| + 1 esta acotada en el
intervalo [1, 3].

19.- Determina un entorno de centro a = 2 en el que la funcién f(x) = 9x - 4x2 tenga signo
constante.

20.- Explica por qué puede asegurarse que existe algin x, 0 < x < 11, tal que:

5
— =14
2+ cosx
21.- La funcién f(x) = 6 toma distinto signo en los extremos del intervalo [2, 4] y, sin

embargo, no se anula en ningin punto de dicho intervalo. /No se contradice el teorema que
asegura que una funcién continua alcanza en un intervalo cerrado cualquier valor
comprendido entre el maximo y el minimo absolutos?
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El concepto de derivada

1. INTRODUCCION

A estas alturas de tus estudios, no vas a decirnos que no sabes qué es la derivada de
una funcién o que no conoces las reglas de derivacion, porque se trata de cuestiones
fundamentales en el analisis matematico que has visto con detalle en cursos anteriores; sin
embargo, la necesidad de manejar perfectamente tales conceptos en los préoximos capitulos,
nos aconseja dedicar éste a su recuerdo y actualizacién. Y si la idea de derivada surgi6
histéricamente de los problemas relativos a la tangente a una curva y a la velocidad de un
movil, bueno sera que nosotros también empecemos por el principio y hablemos de esos
problemas.

El desarrollo del capitulo, en todo caso, se hara partiendo de la base de que en él
trataremos asuntos que ya te son conocidos.

2. DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

Tangente a una curva en un punto

Si alguien -que de todo hay- nos preguntara qué es la tangente a una curva en un
punto, nosotros, pensando quizas en el caso de la circunferencia de la figura, podriamos
responder que es la recta que corta a la curva en ese tinico punto... No nos quedaria entonces
mas remedio que admitir que la segunda recta del dibujo no seria tangente a la sinusoide y
que, en cambio, si lo seria la tercera a la parabola:

La cuestién se resuelve asi:

1°) Como se observa en la figura siguiente, la recta secante a la grafica de la funcion
y=f(x) en los puntos A [xo, f(x0)], y B [x1,f(x1)] es la recta que pasando por A tiene por
pendiente:

f(xl) —f(xo)
tag a=m, .= X X,

U] Recuerda: la pendiente, m, de una recta en el plano es la tangente trigonométrica del angulo
que el eje OX forma con dicha recta. Conocido un punto (xq,yo) por el que pasa y su pendiente, la
ecuacion de la recta es: y - yo= m (x - Xg).
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Y Y
B
secantes
tangente
en A
A
0] (0] X

2°) Por otro lado, la tangente en el punto A parece ser la recta a la que tenderian las
secantes en A y B cuando el punto B tendiera a confundirse con el A.

] Por todo ello, se define formalmente la tangente a la funcién y = f (x) en el punto
A [x0,f(x0)] como la recta que pasando por dicho punto tiene por pendiente:

) f(xl)—f(xo)
m= lim X —X,

X, X, 1

en el supuesto de que tal limite exista.

e Interesa observar que si donde pone x1 ponemos X, +Ax, y donde figura f(x1),
escribimos f(x,+Ax), la pendiente de la tangente vendra dada por:

f +Ax)—f
(Xo ) (Xo): lm Af

AX AX

m= lim

Ax —0 Ax—0

Velocidad de una particula
Imaginemos ahora una particula que se mueve rectilineamente recorriendo un

espacio definido por una funcién e(t), que expresa la dependencia de la distancia recorrida, e,
respecto del tiempo, t. (En la figura, la "particula" es un dos caballos).

e(tl)

e(t,) - e(t,)

Si quisiéramos definir la velocidad en el instante t,, dado que el cociente

e(tl) —e(t,)
t,—t,
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es la velocidad media en el intervalo de tiempo comprendido entre t, y t1, bastaria consi-
derar velocidades medias entre instantes cada vez mas préximos, instantes que tendieran a
confundirse. Y como eso es bastante impreciso, la cuestion se resuelve definiendo la
velocidad en el instante t, asi:

e(tl)—e(to)
t, -t

V(to) = lim
t1—>t0

O también, llamando At a la diferencia t; - t,:

e(t,+At)-e(t )

_ 19m Ae
At = lim

At—>0 At

v(t,) = lim
At—>0

Observa que la velocidad instantdnea es un concepto teérico, una abstraccién, que no corresponde
exactamente a ninguna magnitud medible; aunque seria erréneo decir que no tiene nada que ver con una
magnitud que si lo es, como la velocidad media. La velocidad en el instante to no es igual al cociente:

e(t, + At) —e(t,)
At

para ningin valor de At, pero si es igual al valor del limite para At — 0 del cociente anterior, calculado
matematicamente. Asi, pues, cuando los fisicos miden velocidades, lo hacen para intervalos de tiempo, por
pequenos que éstos sean.

En resumen, que problemas aparentemente tan dispares como obtener la tangente a
una curva o calcular una velocidad instantanea encuentran su solucién con la misma
herramienta. Sera cuestién de darle nombre propio.

Definicion (de derivada de una funciéon en un punto)

[1 Sea y = f(x) una funcion real de variable real. Diremos que f(x) es derivable en
un punto X, si existe y es finito:

o fix) - f(x,)
}(l—l;nxo X=X,

[1 Tal limite, que también puede expresarse como:

lm f(x0+Ax) —f(xo)

Ax
Ax—0
recibe el nombre de derivada de la funcion f(x) en el punto Xy se representa normal-

mente por f'(x,), aunque también son utilizadas expresiones como y'(x,), (&y) , etc.
Xo
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[ Observa finalmente que, escribiendo A f = f(x  + Ax) - f(x ), se tendria:

f'(x,)= lim AL

Ax—)OAX

expresiéon que permite interpretar la derivada de f(x) en el punto x, como el limite del
cociente entre el incremento de la funcion y el incremento de la variable independiente, cuando
éste ultimo tiende a cero.

Una pregunta

;Cual sera la ecuacion de la tangente a la curva y = f(x) en un punto x¢ en el que sea derivable?
Ejemplos

O [0 Una forma de calcular la derivada de f(x) =x2 en el punto x,=5, seria ésta:

1°) Hallariamos f(x,) =52 =25
2°) Calculariamos f (x,+Ax) = (5 + Ax)2 = 25 + 10.Ax + (Ax)2
3°) Obtendriamos Af = f (x +Ax) — f (x,) =10.Ax + (Ax)2

4°) Hallariamos Af 10+ Ax
AX

5% Finalmente, calculariamos lim %z Iim (10+Ax)=10
Ax— 0 Ax— 0
O [0 Siendo f(x)=|x|, comprueba que:
. f(x)-£(0) . f(x)-£(0)
lim ————— # lim —————
X_)0+ X—O x>0 X—O

y, que, en consecuencia, f(x) =|x|no es derivable en el punto x = 0.

Teorema (la derivabilidad implica la continuidad)

Si una funcion es derivable en un punto x,, entonces es continua en dicho punto.

f(x) - f(xo)

En efecto, si siendo x # X, escribimos: f(x)-f(x,) = X=X
(0]

S (x-x)

y tomamos limites para x s Xo, se tendra:

, ) -fxy)
lim [f(x)—f(xo)]: lim ——x lim (x-x,)=f"(x,).0=0

XX, XX, 0 XX,

luego 1i im f(x) =f(x,) y, por tanto, f (x) es continua en Xo.
X X

(o]
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Advertencia importante

El teorema reciproco del anterior no es cierto. Asi, por citar el mas tipico de los
ejemplos, la funcién f(x) = | x| es continua en el punto x, = 0 y, sin embargo, como hemos
dicho lineas atras, no es derivable en dicho punto.

Observacion

Es importante reflexionar sobre el teorema y la advertencia precedentes, que expresan la relacién
entre la continuidad y la derivabilidad y marcan la diferencia entre una y otra.

En la figura puedes observar la grafica de la
funcién f (x) = Ix|. Se trata de una funcién continua en todo
R, pero existe un punto en el que no es derivable (x=0).
. f(x) = Ixl
Justamente aquel en el que la grafica parece quebrarse
(aunque no se rompa). Si, hablando sin mucha precision,
las funciones continuas eran aquellas cuyas graficas
podian dibujarse sin levantar el lapiz del papel -no estaban
rotas-, con el mismo lenguaje podriamos decir que las

funciones derivables son las que, ademaés de ser continuas,

tienen graficas que no se quiebran o, con méas precision, 0 X

funciones tales que a incrementos infinitésimales de la
variable corresponden incrementos de igual orden de la

‘7 P Af .
funcién, de manera que el lim — es un numero real.

Ax—0 2%

Evidentemente, este lenguaje que utiliza expresiones como roto, brusco, quebrada, etec., aunque
sumamente intuitivo, es demasiado ambiguo; por eso precisamente se dan las definiciones matematicas. No
se trata, como puedes figurarte, de introducir dificultades, sino de todo lo contrario.

Definiciones (de funciones derivables en un intervalo)

[] Diremos que una funcién f(x) es derivable en un intervalo abierto (a,b) si es
derivable en todo punto x, € (a, b).

[] Diremos que una funcién f(x) es derivable en un intervalo cerrado [a,b] si es
derivable en el intervalo abierto (a, b) y, ademas, existen y son finitos:

. f(x)-1f(a) ]
lim ——x—-—a lim
x—>a’ x—>b

f(x) - 1(b)
- x-b

Por cierto: a los limites anteriores, si existen y son finitos, se les llama derivadas laterales a

derecha e izquierda, en los puntos a y b, respectivamente, de la funcién f(x).
Ejercicio

Comprueba que la funcién f(x) = \V/x es derivable en el intervalo abierto (0,1). ;Lo
es también en el intervalo cerrado [0,1]?
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3. FUNCION DERIVADA
Ejemplo previo

Supén que dada f(x) = x3 quisiéramos obtener f'(2). Tendriamos que calcular:

f(x) - f(2) o bien : lim f(2+ Ax) - £(2)
X-2 ’ " Ax—0 Ax

lim

Xx—2

Si, posteriormente, necesitaramos conocer f'(5), tendriamos que calcular:

f(x)-1f(5) . . f(5+Ax)-f(H)
————————, 0 bien: lim AX

lim
X-9 Ax—0

X— 5

Pero, ;quién nos diria que no tendriamos necesidad de conocer f'(8), o f'(3), o...?

Por ello, lo mejor seria ver que:

3
(a+ Ax) —a3_

2.
Ax 3a“; VaeR

f'(a) = lim
Ax— 0

y, en consecuencia, el calculo de f'(2), f'(5), f'(8), etc., seria inmediato, pues bastaria hallar
las imagenes de 2, 5, 8... mediante la funcion:

R £ 5 R
a —> 3a2

Definicion (de funcion derivada)

[ ] Dada una funcién f(x), designaremos por f'(x) y llamaremos funcién derivada de
f(x) o, simplemente, derivada de f(x), a la funcién:

f'' A — R
a —— f'(a)

que a cada punto a en el cual f(x) sea derivable hace corresponder como imagen f'(a).
Ejemplos
[0 Comprueba que, si f (x) = x5 + 3x2, entonces f'(x) = 5x4 + 6x.

[0 Comprueba que, si f (x) = sen x, entonces f'(x) = cos x.

Te sera de utilidad recordar que, segtin debiste demostrar en el capitulo anterior, lim 22X =1

x—0
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Definiciones (de derivadas sucesivas)

[] Definida la funcién derivada de f(x), tiene sentido hablar de:

. f'(x)-f"(a)
Ilim < —a

X—>a

A tal limite, cuando exista, lo llamaremos derivada segunda de la funcién f(x) en el
punto a y lo representaremos por f"(a).

[ Por funcién derivada segunda de f(x) se entender4 la funcion
f': B — R
a ——f'"(a)
que a cada punto a en el cual f'(x) sea derivable hace corresponder como imagen f"(a).

En otras palabras: la derivada segunda de f(x) es la derivada de la derivada de f(x).

[] Reiterando el proceso, se pueden definir las derivadas tercera, cuarta..., n-ésima de
f(x) en un punto a y las funciones derivadas tercera, cuarta..., n-ésima de la funcién f(x). A
la derivada n-ésima de f(x) la representaremos por f(n(x).

4. REGLAS DE DERIVACION

Visto ya que el conocimiento de la funcién derivada de f(x) convierte en trivial el calculo de la
derivada de f(x) en cualquier punto, es claro que la simplificacién atin es mayor cuando se dispone de unas
reglas que permiten calcular mecdnicamente la funcién derivada de otra. Como sabes, la mayoria de las
funciones al uso son resultado de operaciones entre las llamadas funciones elementales. Por eso, antes de
recordar cuales son las derivadas de tales funciones, repasaremos qué ocurria con las derivadas, cuando se
sumaban, multiplicaban, dividian o componian las funciones. Las demostraciones de lo que sigue son
sencillas (salvo la de la regla de la cadena), y puedes hacerlas por ti mismo.

Operaciones con funciones derivables

Derivada de una suma O (f+g)(a)=1'(a)+ g'(a)

Derivada de un producto O (f.g)'(a) =1f'(a). g(a) + f(a). g'(a)
' f'(a). —f(a). g'

Derivada de un cociente O (é) (a) = (). g(a) ~ f(a). g'(a)

[g(a)]

Derivada de una funcion
f ! — f! . 1
compuesta (regla de la cadena) U (fog)'(a) lg@)].g(a)

Todo ello, en el supuesto de que f(x), g(x) son derivables en el punto a, que g(a) # 0 en el caso del
cociente, y que f(x) es derivable en g(a), en el caso de la funcion compuesta.
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Derivadas de las funciones elementales

Las derivadas de las funciones que se indican, son las siguientes:

Ejemplo

Funcion Derivada
K 0
X 1
1 1
n x Y’X>0
log . x I x>0
a X.ln a ’
Xk,kER k. xk-1
a* a*.ln a
eX eX
sen x COS X
CoS X —sen x
1 T
tag X , X Zk =
8 cos 2x 2
arc sen x 1 xz+1
\/l—x2
arc cos X — 1 , X7+ 1
1-x2
1
arc tag x >
1+x
. 1-cosx '
C b lad dade: f =lh |——= f'(x) = .
omprueba que la derivada de: f(x) 1+ oosx & (x) Sen x

;Para qué valores de x existe f'(x)?
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5. EJERCICIOS

1.- Partiendo de la definicién de derivada de una funcién en un punto, demuestra:

0 fx)=% = fla)=—-L ,va=0
a
1 fx)=lhx = f'(a)= = ,Va>0

2.- Siendo f (x) = x3, calcula f[f'(x)], f'[fx)], [f(x2)]', f'[f(x2)].

L

3.- Se consideran las funciones f(x) = 3

, g(x) =tag x , h(x)=e®%* Calcula:

£'(2) ,g'(%) , h'(%) , (fog)' (%) , (gof)'(1)
4.- Obtén la derivada de la funcién:
£(x) = x2sen% ,81 x#0
0 ,s1 x=0
(Es f'(x) continua en x =07 ;Es derivable en ese punto?
5.- Averigua los valores que han de tomar a y b para que la funcién:
£(x) = ax?+ 8x , si x<2
x2—bx -4 , sSI x> 2
sea derivable en todo punto de R.

6.- Determina, si es que existen, los valores de a y b para los que la funcién:

ax2+ b ,si |x|<3
f(x) =
L s Ixl>3
x|
es derivable en el punto x = 3.

7.- De cierta funciéon g(x) se sabe que es continua en el punto x = 0. Demuestra que, en-
tonces, la funcion f(x) = x.g(x) es derivable en x =0.

8.- Halla las derivadas primera y segunda de la funcién f(x) = x.Ix1.

9.- Estudia si la funcion f(x) = ‘X 2_4x -5/ es derivable en los puntos de su grafica per-
tenecientes al eje de abscisas.

10.- Escribe una funcién que sea derivable en todo R, salvo en el punto x = % .
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11.- Halla las derivadas de las siguientes funciones:

1+x2)arcta -
3a _SL (1+x7) B EX-X% \/cos 2X3+1;ag2x
x2 VX
1+¢ _
In —rhasx arctag 1-x arcsen/ x°— 5x 2
1-tagx 1+x
x 3[ 2 3] 3 2
(tag x) sen” (x“+senx) sen“[sen“(senx)]
logX(2x2—1) logx(xz—l) arcsen(ZX'\/ 1—x2)
A/ [ 2
In 1+ vsenx eln arc senV1-x 2 arctag V/x

1-Vsen x

12.- Calcula las ecuaciones de las tangentes a las siguientes curvas, en los puntos dados:

1) Ala curva y = arc sen en el punto de interseccion con el eje OX.

x—1
2
2) A la curva y = arc cos 3x en el punto de interseccion con el eje de ordenadas.

3) Ala curva y =x3 en el punto x = 0 (haz un dibujo al respecto).

13.- Halla los puntos de la curva y = en los que la tangente tiene una inclinacién de

1-x
45° respecto del eje OX.

14.- Calcula la pendiente de la tangente a la circunferencia: x2 + y2-2x+3y-17=0enel
punto de abscisa 1 y ordenada positiva. (Sugerencia: No es preciso despejar y para obtener y').

15.- Halla las derivadas segundas de las funciones:

f(x)=(1+x%arctag x; g(x)=hh (x+Va2+x?)

16.- Demuestra que siendo y = e 2x sen 5x, se verifica: y" -4y'+29y=0.

17.- Halla la derivada n-ésima de las siguientes funciones:

f(x) =sen x g(x)= e 3% h(x)= ——
1+x
2
j(x) = x+1 k(x):22X—_1 1(x)= #
x-1 X4 —x—2 x“+5x+6
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Funciones derivables

1. INTRODUCCION

En el capitulo anterior hemos recordado el concepto de derivada en sus dos acep-
ciones: derivada de una funcién en un punto y funcién derivada de otra; en éste, empe-
zaremos a sacar provecho de lo hecho hasta ahora. La primera parte del capitulo tratara de
la aplicacion de la derivada al estudio del crecimiento y decrecimiento y a la determinacion de
los maximos y minimos relativos de una funcién; son cuestiones ya conocidas de otros cursos
que, aunque aqui sean tratadas con algo mas de rigor, no te supondran mayor novedad: si
has olvidado, por ejemplo, como averiguar cual es el bote de conservas cilindrico méas
econémico, ahora tendras ocasién de recordarlo. En la segunda parte estudiaremos los
teoremas de Rolle, del valor medio, de Cauchy, la regla de 1'Hopital..., resultados cumbres del
pensamiento cientifico, que veras por primera vez en estas paginas y no te abandonaran
mientras sigas teniendo algo que ver con las matematicas.

2. CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO

Definiciones (de funcion creciente y decreciente)

Si observas detenidamente las figuras siguientes:

y =1(x)
f (x)) f(xy)
f (a) f@ y =1(x)
f(x2)
f(x1)
X1 a X2 X1 a X2

te resultara razonable que digamos:
[] Una funcion es creciente en un punto a € R si existe un entorno E(a) tal que:

x<a = fx)<f(a)

x e E(a) A {

x>a = fx)>f(a)
[] Una funcién es decreciente en un punto a € R si existe un entorno E(a) tal que:

< cE(a) A {x<a = fx)>f(a)

x>a = fix)<f(a)

[1 Por extension, diremos que una funcién es creciente (decreciente) en un intervalo
abierto cuando sea creciente (decreciente) en todos los puntos del intervalo.
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Teorema (sobre la relacion signo de la derivada-crecimiento)

Sea f(x) una funcién derivable en un punto a € R. Entonces:

f'(a)>0 = lafuncion es creciente en a.

f'(a)<0 = lafuncién es decreciente en a.

En efecto. Supongamos, por ejemplo, que f'(a) =k > 0; o sea:

. f(x)—1f(a)
lim ——————=

x>a X~—4a

k>0

Tomado entonces el entorno de centro k y radio % , podra asegurarse, en virtud de la

definicién de limite, que el cociente %g(a) se hallara en él, y por lo tanto sera positivo,

sin méas que tomar x perteneciente a cierto entorno reducido de a, E'(a).

xeE'(a), con x < a , implicaria f (x)<f(a)

P : ) .
ero, entonces { xeE'(a), con x> a , implicaria f (x)>f(a)

y por tanto la funcién f seria creciente en a.

En el caso en que f'(a) < 0, se procede de forma analoga.
Advertencia

El que la derivada de f (x) en el punto a sea Y
positiva (negativa) constituye, como acabamos de ver,
una condicion suficiente para que la funcién sea cre-
ciente (decreciente) en dicho punto, pero no es una
condicion necesaria.

f(x) = x3

Asi, por ejemplo, la funcién f (x) = x3 es cre-
ciente en el punto a =0 y, sin embargo, su derivada en
dicho punto no es positiva. ;De acuerdo?

Ejemplo
Sea f(x) =x2 — 2x + 8. Como f'(x) = 2x — 2 y sucede:

{2X—2>0 & x>1
2x - 2<0 © x<1

la funcién sera decreciente en el intervalo (-, 1) y creciente en el intervalo (1, ).
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3. MAXIMOS Y MINIMOS LOCALES

Una de las aplicaciones mas tutiles de la derivada es, como sabes, la referida a la
obtencion de los maximos y minimos locales o relativos de una funcién (aunque se trata de
conceptos relacionados, no debes confundir estos extremos locales con los absolutos, que
fueron definidos en la pagina 135). Empecemos estableciendo tales conceptos.

Definiciones (de maximo y minimo local)

1) Diremos que una funciéon y = f(x) tiene un mdximo local o relativo en un punto a
cuando exista un entorno E(a) tal que Vx € E(a) sea f(x) < f(a).

2) Diremos que una funciéon y = f(x) tiene un minimo local o relativo en un punto a
cuando exista un entorno E(a) tal que Vx € E(a) sea f(x) > f(a).

f (a) f(x1) f(x2)
f(x1) f (x7) f(a)

X1 a X2 X1 a X2

Teorema (condicion necesaria para la existencia de extremos locales)

La condicidn necesarigpara que una funcion f(x), derivable en un punto a € R,

tenga un maximo o un minimo local en dicho punto es que {' (a) = 0.

En efecto: Si fuera f'(a) # 0, se tendria, o bien f'(a) > 0, o bien f'(a) < 0, y la funcién
seria creciente o decreciente en a, donde no podria haber ni maximo ni minimo local.

Dos observaciones:

La primera, que la anterior no es condiciéon suficiente para la existencia de extremos loca-
les. En la pagina anterior hemos visto que siendo f (x) = x3, se tiene f'(0) = 0, y en tal punto la funcién no
tiene ni maximo ni minimo local: es creciente.

La segunda, que f'(a) = 0 es,efectivamente, Y
una condicién necesaria para la existencia de extremo f(x) = Il
local, pero en el supuesto de que f(x) sea derivable en el
punto a. El ejemplo mas sencillo para ilustrar lo que deci-
mos lo constituye la funciéon f (x) = IxI, de la que ya
hemos hablado en otras ocasiones. En a = 0 tiene un

minimo local y en ese punto la funcién ni siquiera es

derivable. o X
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Siguen las observaciones

Como ves, el teorema anterior permite seleccionar los puntos, de entre aquellos en los que f(x) es
derivable, en los que puede haber maximos o minimos relativos; pero aun en ellos, no despeja totalmente
las dudas. Asi, considera la funcién:

f(x) = 3x4 - 28x3 + 60x2 + 5

Su derivada se anula en los puntos x = 0, x = 2, x = 5, pero ;como saber si, efectivamente, alcanza
valores maximos o minimos locales en ellos?

Teorema (una condicion suficiente para la existencia de extremos locales)

Sean f(x) una funcion y a€ R un 0 { f''(a) <0 = en a existe un maximo local.

punto tales que f'(a) = 0. Entonces: f''(a) >0 = en a existe un minimo local.

En efecto. Supongamos f'(a) = 0, ' (a) < 0. Se tendra:

£ (a) = Lim 0@ g, T
X—a X—a x—>a X—a

<0

1

luego existe un entorno E(a) = (a — 98, a + 8) en el que el cociente %ﬁ;), x#a, es negativo, es

decir, en el que f'(x) es positiva a la izquierda del punto a y negativa a la derecha de a.

Por otra parte, como f (x) es derivable en el intervalo (a - 5, a + 8), sera continua en el

intervalo cerrado [a— %, a+ % 1, donde, en virtud del teorema de Weierstrass, alcanzara un
maximo absoluto. ;En qué punto? Debido a que a la izquierda de a la funciéon f(x) es creciente
(f'(x)>0) y a la derecha decreciente (f'(x) < 0), el inico punto en el que lo puede alcanzar es en

el a.

El teorema queda finalmente demostrado sin mas que observar que dicho maximo
absoluto también es local (si no lo ves, intenta dibujar una funcién continua en un intervalo
cerrado con el maximo absoluto en un punto del interior, sin que dicho maximo absoluto sea
local).

En el caso f'(a) =0, f'"(a) > 0, la demostracién es analoga.
Observaciones

1.- Ahora podemos concluir que la funcién que antes mencionabamos, f(x) = 3x4 — 28x3 + 60x2 + 5,
alcanza en x = 0 y x = 5 minimos locales y en x = 2 un méaximo local.

2.- Naturalmente, podria uno preguntarse que sucedera en puntos en los que, anuldandose la
derivada primera de una funcién f(x), también se anule la segunda. Pues puede que haya un maximo local,
puede que un minimo local, o puede que ni lo uno ni lo otro, como puedes comprobar si dibujas las graficas
de las funciones f(x) = x3 y de f(x) = x4 y miras qué sucede, en ambos casos, con f'(0) y f" (0). La cuestién
sera resuelta definitivamente en el préximo capitulo.
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4. TEOREMA DE ROLLE

Teorema (de Rolle)

Si f(x) es una funcidn continua en [a,b],derivable en (a,b) y tal que f(a)=f(b),
entonces existe al menos un punto a € (a, b) tal que f' (o) = O.

En efecto. Si recuerdas el teorema de Weierstrass (pagina 136), la demostracion de
éste te resultara facil: Como f(x) es continua en el intervalo cerrado [a, b], alcanza en él un
maximo y un minimo absolutos y, entonces, una de dos:

0 O bien cada uno de esos valores los toma en los extremos del intervalo, y eso
supondria, al ser f(a) = f(b), que los valores maximo y minimo de la funcién en el intervalo
coincidirian, luego la funcién seria constante, con derivada nula en todos los puntos de (a, b),

[0 O bien uno al menos de esos valores los toma en un punto interior o, de (a, b). Pero

ese maximo o minimo absoluto seria local -;por qué?- y, en consecuencia, siendo la funciéon f
(x) derivable en (a, b), habra de ser f'(a) = 0.

Interpretacion geométrica

Una interesante interpretaciéon geo-
métrica del teorema de Rolle es la que se
desprende de la figura adjunta: Trazada la
grafica de la funcion f (x), existe al menos un

punto en el interior del intervalo (a, b) en el f(a) £(b)
que la tangente a la curva, al tener pendiente

nula, es horizontal. a o b
Ejemplo

La funcién f(x) = x2 — 8x es continua en el intervalo [3, 5] y derivable en (3, 5), luego
existira a € (3, 5) tal que f'(a) = 0. Ahora bien, como f'(x) = 2x - 8, tendremos que f'(4) = 0;
luego, en este caso, el a del teorema es igual a 4.

Una interpretacion fisica

Supoén que la f(x) del teorema de Rolle indicara la posicién de un punto en movimiento rectilineo en
funcién del tiempo. La igualdad f (b) = f(a) significaria que al cabo del tiempo b —a el mévil se encontraria
en el punto de partida, luego al ser f'(a) = 0 para algin a € (a, b), lo que el teorema indicaria es que la
velocidad ha sido nula en algin momento. O sea, que o bien no se ha producido realmente movimiento o
bien ha habido al menos un momento en el que, al dejar de avanzar, y retroceder, el mévil se ha detenido.
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5. TEOREMAS DEL VALOR MEDIO

Teorema (de Cauchy o del valor medio generalizado)

Si f(x) y g (x) son dos funciones continuas en [a,b] yderivables en (a,b),
entonces existe al menos un punto a € (a, b) tal que:

[f(b) —f(@].g'(a) = [g(b) — g(@)].f' (V)

f(b) —f(a) f' (o)

= — si los denominadores no son nulos
g —g@ ~ (@ :

(O bien tal que:

En efecto. La funcién:

hx)=[f(b)-f@].gx)-[ghb)-g@].f(x)

es continua en [a, b], derivable en (a, b) y cumple: h(a) = h(b). Entonces, en virtud del teo-
rema de Rolle, existira al menos un punto a € (a, b) tal que h'(a) = 0. Pero como:

h'(a)=[f(b)-f(a)].g"(a)—[gb)—gla)].f" (),
se concluye lo que habiamos anunciado.

Observa que el teorema de Cauchy permite comparar el incremento experimentado por las dos fun-
ciones a lo largo del intervalo [a, b] comparando sus derivadas en un punto interior. Buscarle una in-
terpretacion geométrica es algo mas complicado que en el caso anterior; pero, sin embargo, desde un punto
de vista fisico, lo que se deduce de lo demostrado es que la relacion entre los espacios recorridos por dos
moéviles en un mismo intervalo de tiempo coincide con la relacién entre sus velocidades en un instante
determinado.

Teorema (del valor medio)

Si f(x) es una funcidn continua en [a,b] yderivable en (a,b),
entonces existe al menos un punto o € (a, b) tal que:

f(b) — f(a)
b-a

=f'(a)

La demostracion es sencilla: Las funciones f(x) y g(x) = x, son continuas en el
intervalo [a, b] y derivables en (a, b), luego existira al menos un punto o en (a, b) tal que:

f(b) - fa)  f'(a) . f(b) -~ f(a)
a

g(b) —g(a) = g' (o) , 0 sea: - —f'(a)
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Interpretacion geométrica

Si observas la figura de la derecha, te .
percatards de que el teorema del valor B
medio, desde un punto de vista geométrico,
significa que existe al menos un punto en el e
arco de curva AB en el que la tangente es f () (A
paralela a la secante que pasa por Ay B, al
tener ambas rectas igual pendiente. a o b

f(b)

Una interpretacion fisica

Considera un movimiento rectilineo de ecuacién e = f (t), con f (t) derivable en R. jHabra un instante
entre to y t1 en el que la velocidad coincida con la velocidad media a lo largo de ese intervalo?

Observacion

Antes de seguir, parece conveniente hacer alguna apostilla sobre la formula:

f(b) —f(a)
b-a

llamada formula de los incrementos finitos. El hecho de que el teorema asegure la existencia
del punto a, pero lo deje indeterminado, no le priva de trascendencia, y sobre ello tendremos
ocasion de hablar con mas detalle en el capitulo préximo. Por el momento, podemos decir que
la férmula anterior puede utilizarse para acotar el valor de f(x) en lugares en los que f'(x)
esté acotada.

=f'(a)

Asi, por ejemplo, intentemos acotar el valor de \/ 83 .

Buscamos los "cuadrados perfectos" inmediatamente anterior y posterior a 83:
92=81;102=100

Aplicando ahora el teorema del valor medio a la funcién f(x) = \/x en el intervalo
[81, 83], se tendra:

/83 -4/81 1

33_81 NG con 8l<a< 83

_ 1
O sea: \/83—9+\/a, con 8l<a< 83
Ahora bien:
81<oc<83:81<oc<100:>9<\/a<10:>%O< \/1&<%
luego:

1 _ /qa 1
9+1O< 83<9+9
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Corolario

[0 Sif(x) es una funcién tal que f'(x) = 0, Vx €(a, b), entonces f (x) es constante
en(a, b).

En efecto. Si tomas un intervalo cerrado [a',b'] contenido en (a, b), f(x) sera con-
tinua en [a',b'] y derivable en (a', b'), luego existira o € (a', b') tal que:

f(b')-fla') ., .
W:f (OC)—O

osea: f(b') =f(a'), de donde, al ser a', b' arbitrarios, se deduce la tesis.

O sea, que no sédlo es cierto que la derivada de una constante es cero, sino que si una funcién tiene
derivada nula en un intervalo, tal funcién es constante en el intervalo.

Otro corolario

[0 Sif(x), g(x) son dos funciones tales que f'(x) = g'(x), Vx €(a, b), entonces
existe k € R tal que, en dicho intervalo, f(x) = g(x) + k .

Es decir, si dos funciones tienen igual derivada, difieren en una constante.

Para demostrarlo, basta aplicar el corolario anterior a la funcién h(x) = f (x) — g(x).

6. REGLA DE L'HOPITAL

Una de las mas importantes consecuencias del teorema de Cauchy es el teorema que sigue, cono-
cido como regla de I'Hopital. Aunque en €l se encierre un procedimiento muy 1til para calcular cierto tipo de
limites, sus mayores beneficios, de otro tipo, se pondran de manifiesto en el préximo capitulo.

Teorema (Regla de 1'Hopital)

, N\
Si hm f(x) = hm g(x) =0 yexiste 11m 20X ) , entonces también
. X o f(x) f'(x)
existe lim —— , verificandose: Iim m ——
x—a g(X) X—a g( ) x—a g'(X)
_J

Efectuaremos la demostracion en dos partes.

[ ] Primero, veamos qué tenemos.

' x) oual .
g (x)’ supongamos que es igual a L, garantiza

que existe un entorno E(a) tal que f (x) y g(x) son derivables y g'(x) no se anula en E'(a).

1) La hipétesis de que existe hm
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En caso contrario, o sea, si todo entorno de a contuviera puntos en los que f(x) o g(x) no fueran de-

rivables, o g'(x) tomara el valor 0, no cabria que lim f' () _ L, pues ello exige que la funciéon f' (x)
x—a g' (x) g' (x)

esté

definida en un entorno de a.

2) Ademas, podemos suponer que f(a) = g(a) = 0, porque aunque no fuese asi ini-
cialmente, podriamos cambiar el valor de las funciones en a, ya que para la existencia y, en
su caso, valor de los limites para x —a, es indiferente lo que ocurra precisamente en a.

3) En tal caso, cualquiera que sea x € E'(a) (supongamos x > a), la funcién g no se
anula en (a, x], porque de anularse en un punto y, con a <y < x, g cumpliria las condiciones
del teorema de Rolle en [a, y], luego existiria B € (a, y) (y, por tanto, B € (a, x), que esta
contenido en E'(a)) tal que g'(p) = 0, contra lo dicho en 1)

[] Segundo:

Como consecuencia de todo lo anterior, cualquiera que sea x € E'(a) (supongamos x >
a), fy g cumplen las hipétesis de Cauchy en [a, x], luego existira un z € (a, x) tal que:

f(x)-f(a) f'(z) . f(x) f'(z)

= ) d . = .
gx)-ga g'@ " gx) T g

. . f'(2) ) . o
Pero, siendo lim — = L , se tendra que para todo ¢ > 0 existira 6 > 0 tal que:
x—>a 8 (z)
0<|z—a|<8:>‘&—L <eg
g'(z)

y en esas condiciones, fijado ¢ > 0 bastara tomar un x € E'(a) que verifique: 0<|x —a|<3J,
con lo cual sera 0 < |z —a | < 3, como se observa en el esquema:

a-9o a z X a+d

E(a)
fx) _‘ f'(z) e
para que se cumpla: 2(x) = g'(2)
En resumen: [] lim M:L: lim f,(X)
X—a g(X) x—>a g (x)
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Ejemplo

Afortunadamente, la regla de 'Hopital es mucho mas facil de aplicar que de de-
mostrar. Asi, por ejemplo, supongamos que se desea calcular:

lim x2_6x+5 .

x—>5 x2_ 4x — 5

Cumpliéndose las hipétesis del teorema, se tendra:

2
1i x—6x+5:1, 2x -6 4_2_
S5x® 4x-5 xo52x-4 6 3

Xx—5 X7 —

Observacion importante

Puede demostrarse, aunque aqui no lo hagamos, que la regla de 1'Hépital también es

(00]
valida para calcular limites en los que x — o, y para deshacer indeterminaciones del tipo o ,
si se nos permite tal simbolismo. Asimismo, mediante artificios sencillos, se puede aplicar a

indeterminaciones del tipo 0. o, 00 — 0o, 6 1%.

P leular lim | 4 1 iempl deri i
ara calcular 1im | & - o - |, por ejemplo, procederiamos asi:
x—>0
, 1 1 ) senx—-x @O _, cosx —1 (2)
lim | % - senx = lim X.senx lim senx+X.CoSX
x— 0 x— 0 : x—>0 :
(2) —senx 0
= lim =5 =0
x50 COSX +COSX—X.senx 2

Como ves, el truco ha consistido en transformar la expresion inicial en un cociente, para asi poder
aplicar la regla. También habras notado que hay ocasiones en que el teorema de 1'Hopital ha de ser
aplicado més de una vez. En el ejemplo precedente lo hemos aplicado en los pasos (1) y (2).

Otros ejemplos

| =

1.- Comprueba que lim (cos x)" = 0.
x—0
1

Sugerencia: Con objeto de transformar (cos x) en un cociente, inico tipo de expresiéon a la que

=

puede aplicarse la regla de 1'Hépital, escribe y = (cos x) * y toma logaritmos neperianos.

X
2.- Comprueba que lim e_n =0; (neN)
Xx—> 0 X
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7. EJERCICIOS

1.- Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las funciones:

flx)=— X . o(x) =X - Jx; h(x) =1n (1 +x2)
x2 - 6x - 16 3
j(x)=x.In x; ; k(x)=x +sen x; p(x)=In [(x-1)(x-2)]

2.- Determina los maximos y minimos relativos de las funciones:
2 3
f(x)=x.(x-1).(x-2) gx)=x-In (1+x)

h(x)= %[sen(]n x) — cos (In x)] k(x) =senx+ cosx
3.- Determina los valores maximo y minimo absolutos de las funciones que se indican, en los
intervalos correspondientes:
1°) f(x)=x2-2x,en[-2, 5]

2°) g(x)=x3-x2-8x+1,en [-2,2]

0 — con2 n 4n
3%°) h(x) =sen x,en[Z, 3

4.- Aplica, si es posible, el teorema de Rolle a las funciones que se indican, en los intervalos
correspondientes:

f(x) = x2 - bx +8,en [-2,5] g(x)=tagx,en [0, n]
h(x)=x2+ 2 en [-2,1]  j(x)=|cosx|,en [0, n]

5.- Para cada una de las funciones e intervalos que se indican a continuacion, se cumple f(a)
=f(b) y, sin embargo, no existe ningin a € (a, b) tal que f'(a) = 0. Explica en cada caso por
qué no se contradice el teorema de Rolle:

1) f(x):iz,en[—z,z]. 9) f(x)=1-Ixl,en[-1,1].
X

2 .
b 5 2
6.- La funcion: £(x) :{ ax“+bx +5 si x<

cx +1 si x>2

cumple las hipédtesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 4]. Halla a, b y ¢ y determina en
qué punto(s) se verifica lo asegurado por el teorema.

7.- Si la derivada de una funcién f(x) es positiva en todo punto x € R, jpueden existir dos
puntos a, b € R tales que f(a) = f(b)?
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8.- Demuestra que x = 0 es la Unica raiz real de la ecuacién 5x9 + 3x5 + 7x = 0.

9.-Siendo f (x) =x.(x+1).(x + 2).(x +3), demuestra que la ecuaciéon f'(x) = 0 tiene tres
raices reales.

10.- La ecuacion eX = 1 + x tiene una raiz real en x = 0. Demuestra que es la tnica.
11.- Determina los valores de a y b tales que la funcion:
ax + 2 si x<3

f(x):{
x2+4x+b si x>3

cumpla las hipétesis del teorema del valor medio en el intervalo [0, 8]. ;En qué punto(s) se
verifica la tesis?

12.- Aplica, si es posible, el teorema del valor medio a las funciones que se indican, en los
intervalos correspondientes:

f(x)=x2-3x+4,en[-2, 3] g(x)=x-x3,en[-2, 1].

13.- Calcula un valor aproximado de V' 170 , haciendo uso del teorema del valor medio.

14.- Aplica, si es posible, el teorema de Cauchy a las funciones que se indican, en los
intervalos correspondientes:

Dfx)=x2+2, gx)=x3-1, en|1, 2]
2)f(x)=senx, g(x)=cosx, en |0, %].

15.- Calcula los siguientes limites:

lim X-5€nX lim x.In x lfm x.In (1+1)
x—0 1-cosx x— 0 X—>0
tag x Ty _

A  tag(x+ -1 ) e 1

lim < lim lim = -

x>0 x>0  Senx rsileX—e x-1
3 sen x

lim x(Ya - 1) lim X *+8 lim (-1

X0 x—>-2 X2+ 5x+6 x—0 ~1—cosX

5
liml n S X lim 2R X X lim (cos 4x)Xz
—>OX. X x>0 X —tag x x—0
. 4 2 ., 3-Vh+x , et‘?lg‘rx—eX
lim|— - lim ————— lim ———
x—0\x2 1-cosx x>41-Vb5-x x>0 BEX—X
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Aproximacion local a una funcion

1. INTRODUCCION

Presentamos en este capitulo lo que, por su fecundidad, constituye un resultado
central del calculo diferencial: la aproximacioén polinémica de una funciéon. Exagerariamos si
dijéramos que casi todo el calculo en matematicas puede reducirse a sumar, restar,
multiplicar y dividir, porque para llegar a esa conclusién hacen falta unos conocimientos
tedricos que no se reducen a las cuatro reglas; pero en lo que sigue veremos que tal
afirmacion tiene mas fundamento del que en un principio pudiera parecer.

Antes, permitenos contarte una pequena historia: En un papiro escrito hacia el afio
1700 a.de C. aparece el primer calculo del nimero Tt (cociente entre la longitud de la
circunferencia y el didmetro), asignandole el valor (16/9)2 = 3'1604... Al cabo de 12 siglos, en
la época de Pericles, los intentos de cuadratura del circulo permiten obtener mejores
aproximaciones, y Euclides, ya en el siglo III a. de C., sistematiza el problema mediante el
uso de poligonos regulares inscritos y circunscritos a la circunferencia. Arquimedes, en el
mismo siglo, enuncia: "la circunferencia de un circulo es igual al triplo del didmetro y una
parte, menor que la séptima parte y mayor que diez setentaiunavos del diametro"; lo que se
puede traducir por:

3+E<n<3+l
71

7

Pasan 21 siglos y, en el XVIII, entre Taylor y Bernouilli proporcionan una férmula
que permite conocer el valor de Ttcon tanta aproximacion como se quiera:

meaf1-1.1 1.1 ]
3 5 7 9

;Qué es mas complicado, el estudio que hace Euclides y permite a Arquimedes
calcular 110 el conocimiento de la teoria de funciones que conduce al desarrollo de Taylor de
una funcién y, a posteriori, el calculo de TTcomo un caso particular? No lo sabemos. Lo que si
afirmamos es que, independientemente del interés de ambos procedimientos, como ejemplos
del método cientifico, la potencia del segundo, no sélo para el calculo de T, con ser esto
importante, sino para multitud de calculos con los que fisicos, ingenieros, economistas y
otras gentes de mal vivir vienen conformando desde hace tiempo el mundo en que
habitamos, hacen de su conocimiento algo indispensable para quien no se conforme con dar
a una maquinita para saber que, por ejemplo, sen 31°20'= 0'520016... y quiera saber el
porqué de las cosas.

Pero concretemos algo mas: A menudo se utilizan funciones de valores facilmente
calculables en ciertos puntos, pero cuyos valores en puntos préximos a los anteriores no son
de obtencién tan sencilla. Asi, una cosa es saber que sen 30°= 0'5, o que log 100 =2, y otra
bien distinta conocer, como deciamos antes, sen 31° 20' o log 102'3. En lo que sigue, veremos
que el conocimiento del valor de una funcién en un punto permitira, si se dan determinadas
condiciones, calcular el valor, aunque sea aproximado, de dicha funcién cerca de tal punto,
utilizando para ello las funciones mas sencillas: las polinémicas. Determinar qué tendra que
cumplir una funcién para que podamos sustituirla por otra funcién polinémica y
equivocarnos poco, y averiguar cual sera ese polinomio y en cuanto nos equivocaremos, son
cuestiones que quedaran resueltas en las lineas siguientes.
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2. APROXIMACION LINEAL

Planteamiento inicial del problema

Supongamos que dada una funcién f (x) como
la representada en la figura, quisiéramos hallar una
funcién polinémica de primer grado:

f(x)

p1x) =a,+aix

que en las cercanias del punto a tomara valores tan
préximos a los de f (x) como para, en caso de no cono-
cer los valores exactos de f (x), poder tomar en su a
lugar, sin cometer excesivo error, lo s de p1(x). E(a)

Naturalmente, el problema tendria una doble vertiente: Por un lado, se trataria de
determinar dicha funcién lineal; por otro, convendria averiguar cuan grande (o pequeno) seria
el error que cometeriamos. Pues bien, puestos a determinar p1(x), esto es, a establecer dos
condiciones que permitieran calcular a, y a1, podriamos pensar lo siguiente:

[] Como queremos que p1(x) se aproxime a f(x) en un entorno del punto a, no seria
descabellado empezar exigiendo que los valores de la funcion f(x) y el polinomio p1(x)
coincidan en a:

pi(a) =f(a)

[1 Desde luego, son infinitas las funciones f(x) p1(x)
lineales (rectas) que cumplen la condicion anterior
y en la figura hemos dibujado varias. A la vista de
ellas procederemos a ver qué resultados se obten-
drian si la segunda condicién que impusiéramos a
p1(x) fuera la de ser tangente a f (x) en el punto a. Es
decir, si ademas de exigirp 1(a) = f(a), exigiéramos:

a

p'i(a) =1"(a) E(a)

(pues f'(a) es la pendiente de la recta tangente a f(x) en a y p'1 (a) = a7 la de la recta p1(x), y si ambas rec-
tas han de coincidir, sus pendientes también habran de hacerlo.)

Planteado asi el problema, pasemos a enunciarlo formalmente y a resolverlo.

Planteamiento y solucion formal del problema

[0 Dada una funcién f(x), derivable en un entorno E(a) de cierto punto a, se trata de
obtener un polinomio de primer grado:
p1 X =a,+a;x
0 p,(a) = f(a)
tal que: (]
N p'l(a) = f'(a)
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[0 La solucioén es facil de obtener:

p,(a)
p'l(a) =f'(a) = a,

f(a) = a0+a1.a

f(a) a,=f(a) - f'(a)a
f'(a) :{a1= f'(a)

luego:
pix)=f(a)-f'(a).a+f'(a).x=f(a)+f'(a).(x—a)

(Desde luego, podiamos haber escrito p1(x) directamente, buscando la ecuacion de la tangente a la
funcién f(x) en el punto a; pero con el razonamiento anterior hemos pretendido una sistematizacién en la
busqueda del resultado que nos permitira, mas adelante, generalizar el problema.)

Estimacion del error

Recapitulando lo hecho hasta aqui, hemos partido de la funcién f (x) y creemos que
p1(x) constituye una buena aproximacion a f(x) en las cercanias de a, pero:

1°) ;Cémo confirmarlo?

2°) ;Coémo cuantificar el error que se cometera si, finalmente, se toma como valor

de f(x) el de p1(x)?

Respondamos por separado a ambas preguntas.

[1 Considerado un entorno de a, E(a), en el fx)
que §up0n@remos que la f"uncién f es derivable y la s //p10
funcién derivada f' continua, sea: R
R1(x) =f(x)-p1(x), x €E(a).
R1(x), que es el error que se cometeria cuando
tomaramos p1(x) como valor de f (x), estd representado a X
en la figura por el segmento RS. E(a)

[0 De la primera condicién cumplida por p1(x), es decir: pi(a) = f(a), se deduce:

lim R (x)=1im [f(x)-p, (x)]=f(a)-p (a)=0
1 X—a 1 1

X—>a

[0 Si, ademas, consideramos la segunda condicién, p'i(a) = f'(a), se tiene:
R1(X) f(X)—pl(X) f'(X)—p'l(X)
lim =]lim— = 1lim

x—>a X—4a Xx—a X—a X—>a

:f'(a)—p'l(a): 0

lo cual nos indica que el error R{(x) no sélo es un infinitésimo cuando x tiende hacia a, sino
que incluso es infinitésimo de mayor orden que (x —a).

[ 1 Podemos concluir, pues, que p1(x) constituye, efectivamente, una buena apro-
ximacion a la funcién f(x) en puntos suficientemente préximos a a.
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[] Sin embargo, por interesante que sea lo anterior, poca utilidad tendria si no
fuéramos capaces de acotar el error que cometeremos al tomar py(x) como valor de f(x). Es
decir, hemos visto que:

Rl( X)

lim =0
x—>a X—4a

lo cual significa que en puntos suficientemente préoximos a a, R1(x) es pequeiio incluso en
relaciéon con (x — a), pero jcuanto vale?

Al suceder, como puedes comprobar aplicando la regla de 1'Hopital, que:

R (x)

#0
2

lim
X>a (g _g)

(supuesto que existen f', f" en E(a) y que " es continua en a), una forma de enfocar el cdlculo de
R(x) consiste en comparar su valor con el de (x—a)2. ;Como?

Recordando que el teorema de Cauchy permitia, precisamente, comparar los valores
de dos funciones en un intervalo, se tendra, tras aplicar dos veces dicho teorema, que

cualquiera que sea x € E'(a) (supongamos x > a), y siempre que existan f' y f" en E(a):

Primer paso:

R (t) = f(t) - f(a) - f'(a).(t-a)

Las funciones: 9
g(t) =(t-a)

son continuas en [a, x] y derivables en (a, x), luego:

Rl(x) ) Rl(x) B Rl(x)—Rl(a) B Rl(oc)

, para algin o € (a, x)

x-a? 8®  gx-gl@ g

Segundo paso:

f'(t) - f'(a)
2(t —a)

R'l(t)
g'(t)

Las funciones: {

son continuas en [a, a] y derivables en (a, o), luego:

R'l(oc) R'l(a)—R'l(a) R'i (B)

_ _ , - )
g'(a) g'(a)-g'(a) g"(B) para algin e (a, a)
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O sea:
R (X) " "
o f (B),esdecirt R(X):f () (x—a)”, cona<p<x
(X_a)2 2 1 2

lo cual, si conocemos una cota de f'" en E(a), nos permitira acotar el error cometido al
sustituir f (x) por p1(x), aunque ignoremos cual es exactamente el punto f.

Conclusion

Si f es una funcidn para la que existen f', f'' en un entorno E(a) de cierto
punto a, entonces, cualquiera que sea x € E'(a) (supongamos X > a), se tiene:

f(x) | = f@)+f'(a).(x—a) | + Rl(x)

f''(B)
2

siendo Rl(x) = (x — a)2, a<P<x

(De la propia expresion de R1(x) se deduce que, para x tendiendo hacia a, es un infinitésimo

de mayor orden que (x —a)).

Ejemplo

Para calcular un valor aproximado de sen 31°20' mediante la aproximacién lineal a la
funciéon f(x) = senx en un entorno del punto a = 30° = 176, bastara con aplicar la formula
anterior, teniendo en cuenta que:

f(x)=senx, f'(x) =cosx; f"(x) =—senx
_aqno_ T . . _ a19 0n'— 1, n _47=n .
a=30°= 6 radianes; x=31°20'= (31+ 3)'180 270 radianes.

Por consiguiente:

Valor aproximado de sen 31°20":

p,(31E) =sen X +cos Z.(21Z - L) - 0'52015...

Error cometido en la aproximacion:

R (47n)__ senb, (47x £)2=—sen[s.0'00027...

270 2 270 6
477 |
ycomo |senBl<1: 0O ‘Rl(ﬁ)‘<00002&
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Un paréntesis (el concepto de diferencial)

Consideremos otra vez la funcién f(x), la que hemos llamado su aproximacién lineal
en un punto x,, p;(x), y el resto R;(x). Se cumple la igualdad:

f(x)—f(x,) =f"'(x).(x —x,) + R1(x%)
Si escribimos: Ax=x-X%,, A =1f(x)-f(x,),

tendremos: 0 Af=1f'(x,).Ax + R{(%)

El primer miembro de esta tltima igualdad es el incremento de la funcién en el punto
X,, correspondiente a un incremento Ax de la variable. El primer sumando del segundo
miembro, f'(x,).AX, recibe el nombre de diferencial de la funcion f en x,, correspondiente a
un incremento Ax de la variable independiente. Se suele representar por df, dy, o, cuando
pueda haber equivoco, por df(x,, Ax); esto es:

df =£f'(x,).Ax
Observa que, con tal notacion, podra escribirse:
Af=df + Ry(x)

expresion que tiene una facil interpretacion geométrica en la siguiente figura:

f(x)

p1 (X)

en la que:
BC =AB.taga =f'(x,).(x—%x,) =df; BD=f(x)-f(x,)=Af; CD=Af-df=R(x)
Observaciones

1.- Como ves, una cosa es el incremento de la funcién en un punto y otra distinta la diferencial de
la funcién en ese punto. Ambos conceptos estdn ligados por la igualdad Af = df + R(x), y si bien R{(x) es
pequerio en relacién con Af y df, no podemos olvidarnos de él. Por muy diferencial (entiéndase infinitésimo)
que sea el incremento que demos a la variable, no podemos decir que Af = df.

2.- Por otra parte, es usual escribir la diferencial de una funcién como:
df = f'(x).dx; o bien: dy =f'(x).dx,

expresiéon que justifica que si, por ejemplo, es y = x3, escribamos dy = 3x2.dx
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3. APROXIMACION PARABOLICA

Planteamiento inicial del problema

Efectuada ya la aproximacion lineal, o mediante un polinomio de primer grado, a la
funcion f(x), es natural preguntarse si no podria mejorarse utilizando un polinomio de
segundo grado:

po(x) = a, + a1 X + agx2

de tal manera que, al tomar como valores de f(x) en las cercanias de cierto punto los del
polinomio py(x), el error que cometiéramos:

Rao(x) = f (x) — po(x)

fuera menor que R1(x), error que se cometia con la aproximacion lineal.

Siobservas la figura te daras cuenta de que la cuestion consistiria en determinar una
parabola pa(x) que, puesto que pretendemos que se aproxime a f(x) mas que la recta p1(x),
deberia hallarse situada de tal manera que en las cercanias de a, el valor de Ro(x) (segmento
BC) habria de ser menor que R1(x) (segmento BA):

p2(x) p1(x)
C
f (x) B
A
X a

Como antes, se trataria, por una parte, de determinar la funcién p2(x); por otra,
habria que evaluar el error que se cometeria al tomar p2(x) como valor de f(x). Y puestos a
establecer tres condiciones que permitiesen hallar ao, a1 y a2:

[] La primera condicién que podriamos imponer a p2(x) seria, al igual que en el caso
de la aproximacion lineal:

po(a) = f(a)
[1 Respetando también la segunda condicion exigida a p1(x), ahora repetiriamos:
p'g(a)=1'(a)

[1 (Y la tercera condicion? A reserva de que después confirmasemos el acierto de
nuestra eleccién, parece razonable que exigiésemos:

pn2 (a) — f"(a)
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Planteamiento y solucion formal del problema

[0 Dada una funcién f(x) tal que existen f' y f'' en un entorno E(a) de cierto punto a,
se trata de obtener un polinomio de segundo grado:

po(X)=a,+ a;x + agx2

que cumpla: ]

0 pz(a) = f(a)
0 p'2(a) = f'(a)

ID p"z(a) f'" (a)

[0 La solucioén se obtiene asi:

pz(a) =f(a) 3lao+a.a1+ az.a2= f(a)l a,= f(a) —f'(a).a +_f"2(a).a2

p'2(a) =f'(a) = a1+2a.a2:f'(a) = a,= f'(a) -f'(a).a

b (a)=£"" () = | 2a,=f"(@)] , I

de donde, sin més que sustituir los valores de ao, a1 y a2 en la expresion inicial de pa(x) y
simplificar:

f'(a) f'" (a) 2

pz(x):f(a)+ T(x—a)+ T(x—a)

(Si te preguntas por la razén de esos 1!y 2!/, mas adelante hallaras la respuesta.)

Estimacion del error

Al igual que en el caso de la aproximacién lineal, procedamos ahora a:

1°) Confirmar que el polinomio p2(x) constituye una mejor aproximaciéon a f(x), en
puntos suficientemente cercanos a a, que la proporcionada por p1(x).

2°) Cuantificar el error que se cometeria si, finalmente, tomaramos como valor de f
(x) el de pa(x).

[] Considerado un entorno de a, E(a), en el que supondremos que existen f', f", y esta
ultima es continua, sea:

Ro(x) = f (x) — p2(x), x e E(a).
. Es necesario decir que Ra(x) es el error que se cometeria al tomar p9(x) como valor de f(x)?
[0 De la primera condiciéon cumplida por po(x), po(a) =f(a), se desprende:

lim R_(x)=1lim [f(x)-p_ (x)]=f(a) -p (a)=0
2 X—a 2 2

X—>a
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[0 Si utilizamos también la condicién, p'9(a) = f'(a), se tiene, también como antes:

R, (x) f(x)-p,(x) f'(x) = p'(x)
lim =lim —————=1im =f'(a)-p'(a)=0
x—>a X— & x-a X—a Xx—>a 2
R.(x)

[J En el caso de Ry(x) se tenia lim
X—a (X — a)

nitésimo con respecto a (x — a), no lo era respecto de (x — a)2. ;Qué sucedera con Ro(x)?

# 0, por lo que, si bien R1(x) era un infi-

e Si ademas de las anteriores, consideramos la tercera condicién cumplida por pa(x),
o sea: p''o(a) = f"(a), se tiene:

RZ(X) f(x)—pz(X) f'(X)—p'Z(X)
lim =lim——=—=1im =
xoa(x _g)2 X2a (x_a) x>a 2(x-a)
£ (X)—p"2(X)
=lim =f"(a)-p" (a)=0
x—a 2

lo cual nos indica que el error Ro(x) no sélo es, para x tendiendo hacia a, un infinitésimo en
relacion con (x —a), como ya lo era R1(x), sino incluso en relacién con (x — a)2, cosa que no le
sucedia a R1(x).

[ 1Podemos concluir que pa(x) constituye, pues, una mejor aproximacion a la funcion
f(x) (en puntos suficientemente préximos a a) que la constituida por p1(x).

[] Ciertamente, falta por ver si se podra acotar el error que se cometera al tomar
p2(x) como valor de f(x). De forma semejante a como deciamos en la pagina 170, hablando
de R1(x), ahora sabemos que:

R 2( X)

lim =0
x—>a(X_a)2

lo cual significa que en puntos suficientemente préoximos a a, Ro(x) es pequeno incluso en
relacién con (x — a)2, pero jcuanto vale?

Al suceder, como puedes comprobar aplicando la regla de 1'Hopital, que:

R2(X)
lim #0
X—>a (X— a)3

(supuesto que existen ', f", f"" en E(a) y que f'" es continua en a), el cdlculo de Ry(x) lo orienta-

remos, de forma semejante a como procedimos con R1(x), comparando su valor, aplicando
el teorema de Cauchy, con el de (x — a)3.
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A tal efecto, se puede asegurar que cualquiera que sea x € E'(a) (supongamos x > a), y
siempre que existan f', f" y "' en E(a):

Primer paso:

{Rz(t):f(t) —f(a)-f'(a).(t—a) - f 2(a) J(t - a)2
Las funciones:
[ gt) =(t-a)°
son continuas en [a, x] y derivables en (a, x), luego:
Rz(x) _ R2(x) _ R2(X)—R2(a) _ Rz(oc)
3 _ ]
(x —a) g(x) g(x) —gla) g'la) , para algin a € (a, x)

Segundo paso:
R'l(t) =f'(t) - f'(a)-f"(a).(t-a)
Las funciones: g'(t)=3(t - a)z
son continuas en [a, a] y derivables en (a, o), luego:

R'z(oc) R'2(0L) - R'2(a) R”2 (B)
g'(a) g'(a)-g'(a) g" (P , para algtin B € (a, a).

Tercer paso:

Las funciones:

{R’é(t) —f"(t) - f"(a)
g" (t)=6(t-a)

son continuas en [a, B] y derivables en (a, ), luego:

R',(B) R',(B)-R',(a) R’ (1)

— — , para algin y € (a, p).
g"M@B) g"P)-g" @ g'"'(y)

O sea:

R2(X) _f'"('Y)
- 3!

fm(,y)
3!

. 3
, es decir : R2(X)= (x—a) ,cona<y<x

(x-a)°

expresion que, si conocemos una cota de f'" en E(a), nos permitira acotar el error cometido
al sustituir f(x) por pa(x), aunque ignoremos cual es exactamente el punto y.

- 176 -



Aproximacion local a una funcion

Conclusion

Si f es una funcidn para la que existen f', f'', f''"' en un entorno E(a) de cierto
punto a, entonces, cualquiera que sea x € E'(a) (supongamos x > a), se tiene:

00 = | @+ e ax—a)t k- ¢ Ry
siendo Rz(x) = r ;"(Y) (x— a)3, a<y<x

(De 1a propia expresion de R2(x) se deduce que, para x tendiendo hacia a, es un infinitésimo de

mayor orden que (x —a)2).

Ejemplo
Utiliza la aproximacion parabdlica para mejorar el calculo del valor de sen 31° 20' que

efectuamos en la pagina 171 mediante la aproximacion lineal y comprueba que:
sen 31° 20' = 0'520017

cometiéndose con tal aproximaciéon cuadratica un error menor de 0'000003.

4. TEOREMA DE TAYLOR

Generalizacion de las aproximaciones

Como puedes suponer, la aproximacion parabdélica a la funcién f(x) en un entorno
E(a) podria mejorarse utilizando un polinomio de tercer grado, p3(x), que quedaria
determinado si, ademas de exigirle: ps(a) = f(a), p's(a) = f'(a), p''s(a) = f"(a), le impusié-
ramos la condicién: f"'(a) = p3''(a).

Seria facil ver que:

p(x)=f(a)+ f'l(!a) (x—a)+ f"2(!a) (x—a)+ %(X—a)?)

asi como que el error, Rg(x) = f (x) — p3(x), que se cometeria al tomar como valor de f(x) el del
polinomio, cumpliria:
R (x)
lim —3—— =0
X—>a ( X—a )3

pudiendo escribirse:
£ (&) 4

1 (x —a)

para algin § e (a, x), supuesto x > a y que f cumple las oportunas condiciones.

R (%)=

En general, puede demostrarse el siguiente teorema: []
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Teorema (de Taylor)

Si f es una funcidn para la que existen f', f'', ..., f(n  f(®+] en un entorno E(a) de cierto
punto a, entonces, cualquiera que sea x € E'(a) (supongamos x > a), se tiene:

' 1 (n
f(x)|= f(a)+¥.(x—a)+ %.(x—a)2 + ... +¥.(x—a)n + R (x)
(n+1
siendo Rn(x):—(;)(x—a)nﬂ, a<gf<x
(n+1)!
' (K] (n
[] De f(a) + £ 1(!a) J(x—a)+ £ 2(!a) . (x—a)2 + f n(!a). (x —a)n

se dice que es el Polinomio de Taylor de grado n de fen a y si bien la forma mas precisa de
designarlo seria escribir py, ¢ 4(%) 0 algo similar (pues su valor depende de n,f, a,x), cuando no
haya posibilidad de error escribiremos simplemente p,,(x).
(n+1
£ @) n+l

D De Rn(X):m(X—a)

se dice que es el resto o término complementario de la formula de Taylor en la forma de
Lagrange (lo de Lagrange, debido a que existen otras formas de expresar R_(x)).

Un par de comentarios

1°) Las condiciones para obtener los coeficientes del polinomio p,(x) consistirian en
imponer a éste, de forma semejante a lo hecho en los casos particulares:

py(a)=1(a); pyla)=~Ff'(a); py(a)=f"(a); ..; p(nn(a)=f(n(a)

es decir, que coincidieran el valor de fy los de sus n primeras derivadas en el punto a, con
los correspondientes de py,.

2°) De la propia expresion del resto se deduce que Ry(x) es un infinitésimo de orden
superior a (x—a)l en x = a. Para aquellos x tales que Ry(x) pueda hacerse tan pequeio
como se quiera sin mas que tomar n suficientemente grande, o sea, para aquellos x tales
que 1111_> mooR L (x) =0, el teorema permitira calcular f(x) con la precisién que se desee.

[] Se habla entonces del desarrollo en serie de Taylor de f (x), escribiéndose:

f'(a) f'' (a)

(n
1 J(Ax—a)+ 27!.()(—51)2 +f (a)

n!

. (x—a)n+...

f(x)="f(a)+
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Formula de Mac-Laurin

Si el desarrollo de Taylor se efectiia en un entorno del origen, a = 0, (supuesto, por tanto,
que f es derivable hasta el orden n+1 en un entorno E(0) y que x € E'(0), se llega a:

(n (n+1
£'(0) £ (0) £ (0) f o , f &) 4
f(x)=f(0)+ T Xt o x2 1 31 x4+ .+ T X +m +1

con 0 <§<x,6x<&<0, que es laformula de Mac-Laurin.
Ejemplos

1°) Consideremos la funcién exponencial f (x) = eX y el punto a = 0. Como f es de-
rivable tantas veces como queramos en cualquier entorno del origen, podremos aplicar la
formula de Mac-Laurin.

. £(0) =£'(0)=£"(0)=...=f "(0)=1
En consecuencia, y dado que:

1
f(n+ (g):eg
se tendra:
2 3 n n+1
ele+%+%+%+ ...... +%+hei, con 0<E<x, 6x<&E<O

2°) En la figura siguiente se han representado la funcién sen x y sus polinomios de
Taylor de grado menor o igual que 5 en un entorno del origen. Como ves, las graficas de los
polinomios de acercan, mas cuanto mayor es su grado, a la de sen x.

p1(x)=x

3 5
X

X
Ps()=x-"+ 15

‘f(x) =sen X

X3
Py(x)=x-"¢

Ejemplo de otro tipo

Aunque en algunos ejemplos precedentes hemos calculado valores de f(x) utilizando
polinomios de Taylor de grado predeterminado, comprenderas que lo mas natural sera que se
desee calcular f(x) con determinada precision y, en funcién de ella, tengamos que tomar el
polinomio de Taylor de uno u otro grado.

Asfi, supongamos que se desee calcular el valor de €2 con un error menor que 0'05.
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Visto el desarrollo de Mac-Laurin de la funcién f(x) = eX, se tendra:

2 3 n n+1
142 .2 2 2 2 &
_1+1!+2!+3!+"'+n!+(n+1)!e ,con 0<g<2.

e 2
Se tratara en primer lugar, por tanto, de hallar el menor valor de n para el que el
resto es menor que 0'05. Ahora bien, como e<3 y 0<§ <2, sera:

n+l1 n+l

9 e 2
D! “arDnr?

luego bastara con hallar el primer n tal que:

n+1
2 - <005

9'(n—i-l).

Una vez visto que la desigualdad anterior se verifica para n = 8, podremos concluir
que la primera suma que nos dara el valor de e2 con la aproximacién deseada sera:

2 3 4 5 6 7 8
e2=1+2 4 2 2

2 2’ 2
TR I TR T I I TR TRT]

5. ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCION

Recordaras (pag. 156) que para una funcién y un punto como la f (x) = x4 y el a = 0, los criterios que
hacian uso del signo de la segunda derivada alli donde la primera se anulaba no permitian decidir sobre la
existencia de maximos o minimos locales. Por otra parte, existen ciertos aspectos de la grafica de una
funcién que atin no han sido tratados en nuestro curso. En lo que sigue veremos qué puede hacer el teorema
de Taylor tanto sobre una como sobre otra cosa.

Teorema (sobre maximos y minimos locales)

Sean f(x) una funcién y a € R un punto tales que f'(a) =f"(a) = ... = fn-1(g) = 0,
mientras que f(n(a) # 0. Ademads, supondremos que f (n(x) es continua en a. Entonces:

[] nimpar = en a no existe ni maximo ni minimo local.

f (n(a) < 0 = en aexiste un maximo local.
[] npar (
f rl(a) > 0 = en a existe un minimo local.

En efecto. Efectuando el desarrollo de Taylor de f en a de orden n - 1, resulta de las
hipétesis:
(n

f(x)-f(a)= £ (©)

n pe
T.(X—a) ,con a<&<x,0 x<&<a.
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de donde, tomando x lo suficientemente préximo a a como para conseguir que el signo de f(n
(&) coincida con el de £ (n(a) -lo cual es posible por la continuidad de f( en a-, se tendra:

signo de [ f(x) —f(a)] = signo de [ f(n(a).(x —a)n ],
luego:

El signo de [ f(x) — f(a) ] se modifica segtin seax <a 6 x > a.
En a no podra haber ni maximo ni minimo.

1) Sin es impar:

0 Sif(n(a)> 0, entonces el signo de [ f(x) — f(a) ] es positivo,
cualquiera que sea la situacion de x respecto de a. En a
existira un minimo relativo.

2) Si n es par:

0 Sif(n(a) <0, entonces el signo de [f(x) — f(a)] es negativo,
cualquiera que sea la situacion de x respecto de a. En a
existird un maximo relativo.

Observa que otra forma de leer el enunciado del teorema es:

Dada una funcion f y considerados solo los puntos en los que sea derivable, inicamente podra
tener maximos o minimos relativos en aquellos puntos a tales que f'(a) =0. Calculadas las deri-
vadas sucesivas en a, si la primera no nula es de orden par -la segunda, por ejemplo-, habra maxi-
mo o minimo local seglin que dicha derivada sea menor o mayor que cero, respectivamente. Si la
primera derivada no nula en los puntos en los que f'(x)=0 es de orden impar, entonces en ellos
no hay ni maximo ni minimo local.

Pregunta facil: Visto lo anterior, ;puedes decir qué le sucedera a la funcién f (x)=x4 en a = 0?
Definiciones (de concavidad, convexidad y puntos de inflexion)

Sea f una funcion derivable en un punto a, y consideremos su tangente en ese punto,
de ecuacion: yi =f(a) +f'(a).(x—a).

f(x), Yt Yt £(x) Yt £(x)
a a a

Diremos que a es punto de

Diremos que f es concavaen a
si existe un entorno E(a) tal que,
si xeE'(a), entonces f (x) > yi.

Diremos que f es convexaen a
si existe un entorno E(a) tal que,
si xeE'(a), entonces f (X) < yi.

inflexion de f si existe E(a)
tal que f(x) <y; 6 f(x) >y
dependiendo de la posicidon
de xeE'(a) respecto de a.
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Teorema (sobre concavidad, convexidad y puntos de inflexion)

Sean f(x) una funcién y a € R un punto tales que f"(a) = f""(a) = ... = f®@1(a) = 0,
mientras que f(n(a) # 0. Adem4s, supondremos que f (n(x) es continua en a. Entonces:

[l nimpar = en a existe un punto de inflexién.

(n ..
f (a)< 0 = en alafuncién es convexa.
[0 npar (

n ., ,
f (a)> 0 = en alafuncién es concava.

En efecto. Por una parte:
f(x)—yt =f(x)—f(a)-f'(a).(x—a)

y, por otra, dadas las hipétesis, el desarrollo de Taylor de orden n-1 de f en el punto a se
reduce a:
(n

(&)

f(x)=f(a)+f'(a).(x—a) + fn, (x—a)n, cona<f<x,6x<f<a

Por tanto:

£ ")

f(X)—yt: -~ (x—a)n, cona<f<x,6x<f<a

y tomando x lo suficientemente préximo a a como para que el signo de f(1(¢) sea el mismo
que el de f( (a), se tendra:

signode [f(x) —y; ] =signode[f(n(a).(x—a)n],
luego:

1) Si n es impar: El signo de [ f(x) — y¢ ] se modifica segliin seax <a 6 x > a.
En a habra inflexion.

2) Si n es par: El signo de [ f(x) — y¢ ] coincide con el de f(n(a) y, por tanto:

0 Sif(n(a)>0, entonces [ f(x) —yt 1> 0, cualquiera que sea
la situacion de x respecto de a. La funciéon es concava en a.

0 Sif(n(a)<0,entonces [ f(x) —yt ] <0, cualquiera que sea la
situacion de x respecto de a. La funcion es convexa en a.

Observa que como caso particular del teorema, se tendra:

|:| Dada una funcién f, en aquellos puntos a en los que f'" (a)> 0, la funcién sera

céncava, y en los que f' (a) < 0, convexa. Finalmente, en aquellos puntos en los
que f'" (a) = 0, si ademas es f'" (a) # 0, habra inflexion.
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6. REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

Aunque se trata de algo que esta implicito en las paginas precedentes, concluiremos
este capitulo dedicando unas lineas, en plan resumen, a la representaciéon grafica de
funciones.

Desde luego, en la expresion algebraica con la que se define normalmente una funcién
se contienen todas las propiedades de la misma. Nada mejor, en efecto, para caracterizar
cierta funcién que decir que se trata de la f(x) =senx, pongamos por caso. Sin embargo, al
igual que un grafico estadistico facilita una rapida lectura de la informacién contenida en
una tabla con numerosos datos, la representacion grafica de una funcién permite hacerse
una rapida idea de las caracteristicas mas importantes de ésta o aclarar ciertos aspectos
oscuros que la misma pudiera presentar. No han faltado ejemplos de esto que decimos en lo
que hemos visto hasta ahora.

Como sabes, un primer paso para dibujar la grafica de una funcion, que puede ser
suficiente en los casos mas sencillos, consiste en obtener varios puntos de la misma. Asi,
para representar una funcion lineal: f(x) = ax + b, basta con tomar dos cualesquiera de sus
puntos y trazar la recta que pasa por ellos; para representar una funcién cuadratica: f(x) =
ax2 + bx + c, basta con dibujar el vértice y dos o cuatro puntos mas de la correspondiente
parabola... El procedimiento, que no hay que despreciar de forma absoluta, tiene sin embargo
sus inconvenientes:

Asi, por poner un ejemplo, a pesar de que la curva correspondiente a la funcién:
g2
2
(3x%2-1)

pasa por los puntos sefialados en el dibujo de la izquierda, la grafica no es la que seria
razonable pensar, sino la que se encuentra a la derecha.

Y Y
®
! 1
° °
] ® X X
3 2 1 g I 2 3 3 2 1 ¢ 1 2 3

Como decimos, lo que sigue es en gran medida una recopilacién de cuestiones ya
estudiadas. Son distintos aspectos que pueden considerarse a la hora de efectuar la
representacion grafica de una funcién. No has de entender que siempre sea absolutamente
preciso estudiarlos todos, pero cuantos mas de ellos analices, mas seguridad tendras de que
la curva que traces es la correcta.
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1. Dominio

Lo primero que conviene hacer para representar graficamente una funcién f(x) es
determinar su dominio; o sea, los valores de x para los que existe f(x).

Asi, por ejemplo, el hecho de que el dominio de la funcién: y = f(x) =+ x2 - 4
sea R— (-2, 2), se refleja en que en la zona sombreada de la figura siguiente no hay ningin
punto de la grafica.

La determinacién del dominio requerira en cada caso un estudio particular (si se trata
de una funcién racional, habra que excluir, si existen, los puntos en los que se anule el denominador; si se
trata de una funcién en la que intervengan logaritmos, habria que excluir los valores de x que supusieran

la aparicién de logaritmos de niimeros negativos; etc.)

2. Continuidad

Si una funcién no es continua en un punto, la grafica se rompe en dicho punto, lo cual
es interesante para representar la funcion. No obstante, la mayoria de las funciones que
tendras que dibujar seran continuas en todo su dominio. (jOjo! Un error frecuente consiste en decir
que una funcién es continua incluso en puntos donde no esta definida).

3. Simetrias

En la figura tienes las graficas de dos funciones. La de la izquierda es simétrica
respecto del eje OY. La de la derecha, respecto del origen de coordenadas.

f(-x) f(x) f(x)

f(x)
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En general, para estudiar la simetria de una funcién y = f(x) han de compararse los

valores, para todo x del dominio, de f(x) y f(—x).

Sif(x)=f(=x) O la grafica es simétrica respecto del eje OY.
Sif(x)=—f(—=x) [0 lagrafica es simétrica respecto del origen.

(Naturalmente, si no ocurre ninguno de los dos supuestos anteriores, la grafica no sera simétrica ni

respecto a OY ni respecto a O).

4, Puntos auxiliares

Ya hemos dicho que la obtencion de unos cuantos puntos de la grafica puede ayudar a
su trazado. En particular, el punto de corte de la curva con el eje OY (que, si existe, sera
Unico), se obtendra dando a x el valor 0 y calculando f (0). Los puntos de corte con el eje OX
(que pueden ser mas de uno), corresponderan a los valores de x tales que f (x) = 0. No
siempre es facil resolver tal ecuacion, lo cual no debe importarte en exceso.

5. Maximos y minimos locales

Debido a que una funcién puede tener maximos o minimos locales en puntos en los que no sea
derivable, lo primero que convendra hacer sera ver si la funcién que se trate de representar no es derivable

en algin punto de su dominio y, caso de que sea asi, analizar qué sucede en tales puntos.

Para determinar los maximos y minimos locales en los puntos en los que f(x) sea
derivable, se procede de la siguiente manera:

® Se hallan los puntos a tales que f' (a) = 0.
® Siendo a uno de los puntos tales que f'(a) = 0, se calcula f'' (a).

e Sif''(a)<0,en aexiste un maximo local.
e Sif'"(a)>0,en a existe un minimo local.
e Sif'" (a)=0, se sigue derivando hasta encontrar la primera f ™ (a) # 0.

* Sines impar, no hay maximo ni minimo locales.
 Sin es par, hay maximo o minimo local segiin sea f ™ (a) <0 6 f™ (a) > 0.

6. Crecimiento y decrecimiento

El teorema que vimos en la pagina 154 podria haberse enunciado asi:

f'(x)>0, Vxe(a,b) 0 lafuncion es creciente en el intervalo (a, b).
f'(x)<0, Vxe(a,b) 0 lafuncién es decreciente en el intervalo (a, b).

(desde luego, una funcién puede ser creciente o decreciente en otros puntos, ademas de aquellos en
los que la derivada es positiva o negativa, pero se trata de casos de mas interés teérico que practico).
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El estudio de la monotonia (crecimiento y decrecimiento) de una funciéon esta bastante ligado al
estudio de sus maximos y minimos relativos. Asi, si la funcién es como Dios manda, es decir, continua y
derivable, su monotonia cambia en los extremos locales. Por ello, puestos a dibujar la grafica de una funcion
puede ser interesante dividir el eje OX en intervalos cuyos extremos sean tanto los puntos en los que la
funcién no es derivable como aquellos en los que la derivada se anula. El signo de la derivada en un punto
interior de cada uno de estos intervalos nos permitird decir si la funcién es creciente o decreciente en ese

intervalo.

7. Concavidad, convexidad y puntos de inflexion

Normalmente, para analizar la concavidad y convexidad y los puntos de inflexion de
una funcion, bastara con utilizar la segunda derivada de f(x). Ast:

f"x)>0,Vxe(a,b) O la funcién es concava en el intervalo (a, b).

f" x)<0,Vxe(a,b) O la funcién es convexa en el intervalo (a, b).

Los puntos a enlos que f "(a) =0 son puntos de inflexiénsif ''(a)#0

Como sabes, si f''(a) =0y f"'(a) = 0, y la primera derivada posterior distinta de cero, f(n(a), es de
orden impar, ello significa que en a existe inflexién. Si n es par, la funcién es céncava o convexa segtn sea f

(n(a) >006f (n(a) < 0. En la practica, sin embargo, raramente habra que acudir a este criterio.

8. Asintotas

Este de las asintotas es el tnico aspecto relativo al estudio de una funcién del que no
habiamos hablado hasta ahora. Sin embargo se trata de algo cuyo conocimiento puede
ayudar de manera definitiva a la construccién de la curva.

En la figura de la derecha, ade- 0 0
mas de la grafica de la funcion

f(x) = X—32
(x-1) 3

aparecen las rectas de ecuaciones x = 1, x — 1)2 y=x+2
y = X + 2. De ambas se dice que son
asintotas de la funcién, o rectas cuya
distancia a la curva puede hacerse tan J
pequefia como se quiera sin mas que
alejarse lo suficiente del origen de o
coordenadas. <=1
U

El calculo de la asintotas de una curva se efectiia de la forma indicada en el siguiente
recuadro:
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[] Las asintotas paralelas al eje OY son las rectas de ecuaciéon x=a,

siempre que lim f(x) =+ co.
X— a

La curva carecera de este tipo de asintotas si no existen tales valores dea.

[] El resto de las asintotas, rectas no paralelas al eje OY, tienen, si

existen, ecuaciones de la forma y = mx + b, donde:

m= lim f(—;); b= lim [f(x)-mx]
X—>+ o X—>+ o

Estos valores se obtienen a partir de la condicion 1lim [f(x) —(mx +b)]=0.
X —*t oo

(Puede suceder, en el segundo de los casos anteriores, que m = 0. A la correspondiente asintota, de
ecuacion y = b, suele llamarsela horizontal.)

9. Posicion de la curva respecto de las asintotas

Por udltimo, si observas de nuevo la grafica de la pagina anterior, notaras que la
posicién de la curva correspondiente a la funcién y = f(x) respecto de la asintota x =1 es la
que se indica con los simbolitos 0 y [J. O sea, que la curva se aproxima a la asintota, tanto
por la derecha como por la izquierda, tomando valores positivos (podia haberlo hecho, en uno o en

los dos casos, tomando valores negativos; o sea, por la parte de abajo de la figura).

[0 La posicién [] es debida a que lim f(x) =+ .
X—)l+

[0 La posicién [] es debida a que 1im f(x) =+ .
x—>1"

(Estas posiciones también quedarian establecidas si al estudiar el crecimiento y decrecimiento
hubiéramos obtenido que a la izquierda de x = 1 la funcién es creciente y a la derecha de x = 1 decreciente.

Como ves, todos los aspectos que estamos estudiando se hallan intimamente ligados.)
En cuanto a la posicién de la curva respecto de la asintota y = x + 1, es decir, el que
la curva se halle por encima o por debajo de la asintota, si escribimos:

%3

(x-1)°

Ve= ; ya:X+1

[ La posicion U es debida a que y -y, > 0, parax —+ .
0 La posicién U es debida a que y -y, < 0, parax —— .

Naturalmente, los criterios anteriores son validos no sélo para la funcion del ejemplo,
sino para cualquier otra. Ahora, te toca a ti aplicarlos.
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7. EJERCICIOS

1.- Deduce la siguiente férmula aproximada (para valores de Ax pequefios en comparacion
con los de x):

- AX
\m:ﬁ+2\/§

2.- Calcula un valor aproximado de In 0'9, mediante la aproximaciéon cuadratica.

3.- Desarrolla el polinomio f(x) = x3 — 2x2 + 3x + 5 en forma de potencias enteras y positivas
de (x—2).

4.- Efectiia el desarrollo de Taylor de orden 3 de la funcién In x en el punto a = 1.

5.- Obtén el desarrollo de Mac-Laurin de orden 4 de la funcién sen 3x.

6.- Obtén el desarrollo de Taylor de orden 4 de la funcién e2X en el punto a = 0'5.

7.- Efectia el desarrollo de Mac-Laurin de orden 2 de la funciéon tag x y calcula partir de é€l,
un valor aproximado de tag 20°.

8.- Sabiendo que 2 <e < 3, acota el error que se comete al tomar como valor del nimero e la

.11 1
suma.1+1!+ 2!+ 31

9.- Calcula cos 9° con un error menor que 0'001.

10.- Calcula de qué grado se ha de tomar el polinomio de Taylor de eX en a =0 para obtener el
valor de e 0'l con un error menor que 0'001.

11.- Comprueba el siguiente desarrollo y acota el error cometido cuando sea utilizado para
calcular In 0'5.

4
hx-1=x->24+%2 _X R (x)

12.- Decide si en el punto a = 0, las funciones siguientes presentan un méaximo local, un
minimo local o un punto de inflexion:

f(x)=x4.ex; g(x) =x3.e2x; h(x) =sen x —x.cosx.

13.- Representa graficamente las funciones siguientes:

y=X.ln x y =In (x2-4) y=¥ y=eX.x
y = X y:X3—3X2+4 y = 3 y = x3
x3-1 x2 x3 - 3x x2-1
3
X 4x — 5 |x + 31 4 3
y=—""">% V= y = y=lx*-4x
(x—1)2 2(x2—1) 1+ Ixl
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Interpolacion

1. INTRODUCCION

En el capitulo precedente hemos estudiado la llamada aproximacion local a una fun-
cion: conocidos el valor de f(x) y los de sus derivadas sucesivas en un punto, y siempre que se
dieran determinadas condiciones, podiamos calcular los valores de la funcién en otros puntos
con tanta precisiéon como quisiéramos. Sin embargo, aunque resulte algo duro decirlo ahora,
hay dos tipos de problemas que, aun tratando de cuestiones en cierto modo semejantes a las
anteriores, no son resolubles por desarrollos de Taylor:

1°) En la fisica, la ingenieria, etc., en las que los datos empiricos son necesariamente
finitos, las relaciones entre dos variables no siempre pueden establecerse con toda precision
mediante una funcién formulada en términos matematicos. En muchas ocasiones tales
relaciones quedan establecidas mediante tablas de datos con las que se pone de manifiesto
experimentalmente la dependencia entre dichas variables (temperatura de una barra de
hierro y su longitud, tiempo que lleva en cultivo una colonia de bacterias y su tamaio, etc.) y
lo que buscaremos sera, precisamente, una funciéon y = f (x) que se ajuste a los datos
experimentales.

2°) En otras ocasiones, necesitandose conocer el valor de una funcion f(x) para cierto
x, no se dispondra de los valores de f y de sus derivadas en puntos suficientemente
préximos a x como para poder aplicar desarrollos de Taylor o, disponiéndose de ellos, la
dificultad de los calculos desaconsejara tales desarrollos.

Dedicaremos este capitulo a resolver de forma simultanea ambos problemas.

2. POLINOMIO DE INTERPOLACION

Planteamiento del problema

Dados n + 1 puntos o pares de valores:

Xo X1 X9 e Xn

Yo y1 y2 o e Yn

donde los x; son distintos entre si y estdn escritos en orden creciente, y tanto si la dependencia
entre las variables x e y reflejada en la tabla es de tipo experimental como si es funcional, se
trata de efectuar una estimacion del valor de y para un valor de x no incluido en la tabla.!

Si observas las figuras siguientes, en las que se han representado en dos sistemas
coordenados los puntos (Xj, yi) —hemos supuesto que son 5—, admitiras que no existe una, sino
infinitas funciones que pasan por dichos puntos.

1 Suele hablarse de interpolacion si xo < x < xn. En caso contrario se habla de extrapolacion.
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x.yn  (x2,y2) x1,yn  (x2,y2)

(x4, y4) (x4, y4)
(xo. WY 0.y :/f\_/\/y

(x3,y3)

Pues bien, la solucién que nosotros daremos al problema consistira en:

[1 O Hallar la funcién polinémica de menor grado, en tanto es la mas sencilla, que
pase por los n+1 puntos dados.

[J O Tomar como valor estimado de y para el valor dado de x, el que corresponda a
tal x en la funcién polinémica que hayamos determinado.

Solucion de un caso particular

[0 Dados tres pares de puntos (x,, ¥,), (X1, ¥1), (X9, ¥9), con los x; distintos entre si, se
trata de averiguar si existe alguna funciéon polinémica que quede univocamente determinada
al imponerle que pase por ellos y, en caso afirmativo, de qué forma podra calcularse.

[] Descartado que tal polinomio pudiera ser de grado cero (es decir, constante), lo cual
s6lo ocurriria si y, = y1 = y9, podriamos buscar un polinomio de primer grado:

Pix)=a,+a;x
Tendriamos que determinar valores de a, y a; que cumplieran:
a, + a;X, =Y, ]
a, +ax =y |

+ a x_ =
o T A1 X%, sz

pero como el rango de la matriz de los coeficientes del sistema es 2 y el de la ampliada, en
general, 3 (sélo seria 2 si los puntos estuvieran alineados), no existiria tal polinomio de primer grado
que pasara por los tres puntos.

O(Desde un punto de vista grafico el asunto es trivial: ;Desde cuando una recta pasa por tres puntos
que no estén alineados? Planteamos en la forma anterior el asunto por razones de generalizacién.)

[] Si, en consecuencia, nos propusiéramos hallar un polinomio de segundo grado:
Py (x) = a, + a1 x + ag x2

que pasara por los tres puntos, tendriamos que considerar el sistema:
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2 _
a,t a X, + a,x; =y,
2 _
At & X, + a,x" =y,
a,+ a x +ax2=y
0 10 22 2

2—X0).(x2—xl)¢ 0

2
0
. . 2
el cual, debido a que: | 1 X, X] :(xl—xo).(x
2
2

(¢recuerdas al Sr. Vandermonde?), tendria solucién unica, que se obtendria aplicando la regla de
Cramer o cualquier otro procedimiento; y asunto concluido.

[] Podriamos preguntarnos finalmente si no habria algin polinomio de grado superior
a 2 que pasara por los puntos dados. Considerado, por ejemplo, el polinomio:

P3(x)=a0+a1x+azx2+a3x3

el sistema:
a. + a.x +ax2+ax3:y
0 170 270 370 0
a. + a.x +ax2+ax3:y
Y 11 21 31 1
a. + a.x +ax2+ax3:y
Y 1 2 2 2 3 2 2

seria en general compatible indeterminado (el rango de las dos matrices, la de los coeficientes y la
ampliada, es 3 -;por qué?- y el niimero de incégnitas, 4); y entre las infinitas soluciones, no habria
razon especial para quedarse con ninguna.

[0 Por ello, para resolver nuestro problema utilizaremos el polinomio de segundo
grado que, amén de estar determinado univocamente por los tres puntos, es el mds sencillo de
calcular.

Ejemplo

Comprueba que el polinomio de interpolacion correspondiente a la tabla:

x 2 4 6

y 3 21 55

es Po(x) = 2x2 — 3x + 1. ;/Es 36 el valor interpolado parax =5?
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Caso general

Dados los n + 1 puntos o pares de valores de la siguiente tabla:

X0 X1 X9 . Xn

Yo y1 y2 Yn

donde los xj son distintos entre si y estdn escritos en orden creciente, procedamos a hallar la
funcién mas sencilla que pase por ellos. A tal fin:

[1 Podriamos preguntarnos en primer lugar si existira algin polinomio de grado
menor que n, P (x), tal que:
Px,) =y,, Px1)=y1, .., P&y =y,

Considerado el sistema de ecuaciones con el que expresariamos las condiciones a
cumplir por los coeficientes y término independiente de tal polinomio, veriamos, al igual que
hicimos en el caso particular anterior, que, en general, tal sistema seria incompatible, por lo
que habriamos de responder negativamente.

[] Buscariamos, entonces, un polinomio de grado n:

P,x)=a,+a;x+agx2+...+a,xn

que cumpliera:
Po(x0) =¥o, Pn(x1) =y1, ..., Pn(xn) =yn

Es decir, analizariamos el sistema:

2 n _
a,+ a,/X, + a,X; + + a, Xg Yo
a + a x, + a.x2 + + a_xM =y

0 11 21 n 1
a.+ a x, + a_x2 + + a, X2 =
0 1°n 2°n n¥n T Yn

que resultaria compatible determinado (compruébalo), por lo que concluiriamos que, efec-
tivamente, tal polinomio existiria y seria tinico. Para escribirlo, bastaria con resolver el
sistema de ecuaciones lineales. (Podria suceder que an = 0. El polinomio de interpolacién,
entonces, seria en realidad de grado menor que n.)

[] También en este caso podriamos preguntarnos si no habria algiin polinomio de
grado superior a n que pasara por los puntos dados. La respuesta seria afirmativa, pero
razones idénticas a las del caso particular precedente nos conducirian a prescindir de tales
polinomios y quedarnos con P, (x) como solucién 6ptima a nuestro problema.
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3. METODO DE LAGRANGE
Explicacion del método

Dicho lo anterior, lo cierto es que cuando n es un nimero mayor que 3 6 4 la reso-

lucién del sistema de ecuaciones que permite hallar el polinomio de interpolacién es bastante

engorrosa. Afortunadamente, existen varios procedimientos para evitar tal dificultad; el que
vamos a ver es el mas sencillo.

0 El meétodo de Lagrange obtiene el polinomio de interpolacién correspondiente a los
puntos (X, o), (X1, Y1), ... , (Xn, ¥n), a partir de las n + 1 funciones siguientes:

(X—Xl).(X—Xz).(X—XS). ....(X—Xn)

fo(x)= (o= x )Xo =%, )Xo =X )0 (X =X )
] (x—xo).(x—x2). (X—XS). ....(X—Xn)
1(X): (X1_Xo)' (Xl—X2).(X1—X3). ....(xl—xn)
(X—Xo).(X—X Jo(x—x ). .. .(x—-x )
fn(X)= 1 2 n-1

(xn—xo). (x, —xl).(xn—x2). ....(xn—xn )

-1

Todas son polinomios de grado n que cumplen fj(x;) = 1; fj(x;) = 0 (sii#j), por lo que:

P, x)=y,f,(x)+ Yy fl(X)+ Yy fz(x) + o+ y, (%)

sera un polinomio de grado menor o igual que n que, ademas, cumplira:

Ph(xo) = Yo, Pn(X1) =y1, .., Pa(xp) =y

En consecuencia, y dado que solo hay un polinomio de grado menor o igual que n
que pase por n + 1 puntos, el anterior sera el polinomio de interpolacion buscado.

Ejemplo

Para hallar por el método de Lagrange el valor interpolado para x =4 correspondiente
a los puntos (1, 1), (3,4) y (6, 8) procederiamos asi:

P(X)zl.w+4 w_kg.w - P(4)=%=4‘4.

10 ' -6 15
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4. EJERCICIOS

1.- Medida en un laboratorio la tensiéon del vapor de agua a distintas temperaturas, se ha
obtenido la siguiente tabla:

Temperatura (° C.) 30 40 50
Tensién (mm. de Hg.) 31'51 54'86 91'98

Estima la tension para una temperatura de 42°.

2.- Obtén el polinomio de interpolacion de Lagrange para los siguientes datos:

X -2 1 6 13 21
y 3'30 1 4'25 5'97 6'99

y utilizalo para estimar el valor de y para x = 8.

3.- Calcula por el método de interpolaciéon de Lagrange un valor aproximado de /13

sabiendo que /4 =2,/9 =3,/16 = 4.

4.- La funcién y = sen x pasa por los puntos indicados en la tabla:

)

T 1m T
O 5 1 3
o 1 V2 o /3

2 2 2

Obtén un valor aproximado de sen 55 .

5.- Sabiendo que log 3 = 0'4771, log 3'5 = 0'56441, log 4 = 0'6021, calcula log 3'75.

6.- Escribe el polinomio de interpolaciéon correspondiente a los puntos (2, 4), (3, 8), (5,12), (6,
14) y, posteriormente, halla sus valores para x = 4 y para x = 10. ;Cual de los dos te parece
mas fiable?

7.- Si a los puntos del ejercicio anterior se afiadieran los (1, 2) y (8, 20), jcuales serian los
nuevos valores interpolados parax =4y parax =107

8.- Calcula, sirviéndote del método de interpolacion de Lagrange, la ecuacion de un tiro
oblicuo cuyo alcance y altura maxima son 1.200 y 90 metros, respectivamente.

9.- Determina el polinomio de menor grado que pasa por los puntos (0, -5), (2, 5), (3,13) y (6,
49). ;Resta validez al método de Lagrange el resultado obtenido?
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La integral definida

1. INTRODUCCION

Abordamos ya el dultimo tema, tinico que dedicaremos en nuestro curso al calculo
integral. Bajo tal nombre no debes pensar que se encierra todo el calculo, o unos procedi-
mientos para calcularlo todo; mas bien se tratara de componer un todo a partir de sus
partes. Y si la forma maés sencilla de componer un todo a partir de sus partes es sumar,
veremos que integrar no sera cosa distinta de sumar; con lo que volveremos a comprobar
que las matematicas se reducen casi siempre a operaciones triviales. La integral definida, en
efecto, sera una suma infinita o, mejor, el limite de una suma finita. jOtra vez los conceptos
de limite e infinito! Ahora, relacionando la integracion y la suma. (Y ésa no es la tnica conexién:
La integral se representara por el simbolo [, versién rococé y a la vez estilizada de la letra S, inicial de la
palabra latina Summa, y se definira como lim ¥, donde X, letra sigma maytscula, es a su vez inicial de la

palabra griega ZvvtiOnui, que también significa suma.)

En este capitulo confirmaremos lo dicho en el VI, cuando afirmabamos que el calculo
integral permite conocer el area limitada por una curva; pero también veremos que integrar
es el proceso inverso de derivar. Si el calculo diferencial es, basicamente, un método para
hallar la velocidad cuando se conoce el espacio recorrido, el calculo integral es un método
para hallar el espacio cuando se conoce la velocidad. Este espacio coincidira con el area bajo
la curva que expresa la dependencia de velocidad respecto del tiempo, lo mismo que la
pendiente de la tangente a la curva que expresaba el espacio en funcién del tiempo, coincidia
con la velocidad.

Todos estas ideas son fruto de trabajos realizados de forma independiente en el siglo
XVII por Newton y Leibniz, quienes, utilizando los métodos de la geometria analitica de
Descartes, el concepto de limite y los conocimientos geométricos legados por los griegos,
lograron aglutinar, y de alguna manera integrar, materias dispersas hasta entonces,
inventando el calculo diferencial e integral. Efectivamente, Arquimedes ya hacia uso de
procedimientos que luego se emplearian en el calculo integral: demostré que el area
encerrada por una parabola es 2/3 del area del rectangulo que la contiene; que el volumen de
una piramide es un tercio del volumen del prisma de igual base y altura... Fue un monstruo
de la Ciencia: Dijo aquello de dadme un punto de apoyo y moveré la Tierra, establecié el
principio que lleva su nombre, calculé el tamano del Sol; escribié El Arenario, el mas
precioso documento sobre la numeracion griega que poseemos; un tratado de Estatica; un
libro sobre poliedros; otro sobre los centros de gravedad; sobre la cuadratura de la parabola;
sobre espirales... Para nuestra desgracia, Arquimedes también hizo otras cosas. Es
considerado el primer cientifico que empleo sus conocimientos en el arte (?) de la guerra. Se le
atribuye el invento de las catapultas para hundir barcos a destajo; para quemarlos utilizaba
espejos parabélicos...

Ignoramos si el conocimiento cientifico lleva inexorablemente aparejada su utili-
zacion en la destruccion de la Humanidad. Si sabemos que las matematicas, que tanto han
contribuido al dominio de la naturaleza, también han aportado la base tedrica de inventos
tan nefastos como los misiles o la bomba de neutrones. Si la Ciencia es una moneda con dos
caras, apostemos por la buena; nos va en ello nuestra supervivencia.
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2. EL CONCEPTO DE INTEGRAL DEFINIDA

Planteamiento del problema

Admitamos como punto de partida y, por tanto, utilizable sin definirlo previamente, el
concepto de area de un cuadrado. No resulta entonces dificil, sin mas que hacer
consideraciones geométricas intuitivas, calcular areas de triangulos, cuadrilateros o
poligonos en general... Pero considera la figura siguiente:

La curva y=f(x), que supondremos
continua y positiva en [a, b] para simplificar el
razonamiento, las rectas x=a, x=byel
eje OX forman un recinto, que aparece Esta rea es la que
sombreado en el dlbllJO queremos calcular

;Qué se entendera por area de
dicho recinto? ;Cémo se calculara? a b

Algunas cuestiones necesarias para poder responder
[] Sea f(x) una funcién continua y positiva en un intervalo cerrado [a, b] y consi-
deremos una particion del intervalo [a, b]; o sea, cualquier conjunto de puntos:
P ={x,, x1,X9, ... , X /a=%X,<X;<X9<..<X,=b}
Llamemos:

1) m,; al valor minimo de f(x) en el subintervalo [x;.1, X;].

(Tal valor existe, pues f (x) es continua en dicho subintervalo cerrado.)

2) M; al valor méaximo de f(x) en el subintervalo [%;.;, X;].

(También existe, por la misma razén por la que existe el minimo.)

3) Ax; a la longitud del subintervalo [x;_, x;], 0 sea, a la diferencia x; —x;_;.
(Ax1 es la longitud del primer trozo en el que se ha dividido [a, b], Axg la del segundo, etc.)

4) Ax, o anchura de la particion P, a la mayor de las longitudes Ax;.

Entonces, las sumas:

n
s:mlel+m2AX2+ m3Ax3+ +mnAXn:E‘,1 miAx1

n
S=M1AX1+M2AX2+M3AX3+ +MnAxn=i§1MiAxi

son las sumas de las areas de todos los rectangulos que aparecen en las figuras O y [ de la
pagina siguiente, respectivamente.
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y=f(®) / y=f(®
N/ - /
mj Mj
HAYSE [ Axp-
a=X, X1 X2 .. Xp-1 Xp=b a=Xy X1 X2 .. Xp-1 Xp=b
Figura [ Figura [

A s y S podriamos llamarlas area por defecto y por exceso pero, en aras de un
mayor rigor, las llamaremos suma inferior y suma superior de f(x) en [a, b] correspon-
dientes a la particion P.

[] Observa que, aunque no sepamos cudl es el area del recinto limitado por f(x), el eje OX y las

b b
rectas x = a, x = b, es razonable que si la representamos porf f(x), haya de ser: s < J f(x) <S.
a a

[] Si ahora tomaramos otra particion P' mas fina que la anterior, afiadiendo
nuevos puntos a P, tendriamos otras dos sumas inferior y superior, s' y S':

Nueva suma superior

y =f(x) e y =f(x)
] N

N

Nueva suma inferior

o Puntos que formaban la particion P

e Puntos que anadidos a los anteriores hacen mas fina la particion

IN
n

s
Sumas que, como te resultara facil comprobar, cumplen:{

b
[l Por consiguiente, habrd de ser: s < s' < _[ f(x)<S'<8S.
a

[] Si de forma semejante, siguiéramos tomando particiones P'", P"'... cada vez mas
finas, las correspondientes sumas inferiores y superiores cumplirian:

"

s € 8" < g"< §g'"<
S > S'> S"> S" >
b
[0 Por tanto, habria de ser: s < s' < s" <s™ <... SI f(x)<...<S™ <S" <S'<S.
a
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Definicion (de integral definida)

Llegados a este punto, y sin ocultarte que se trata de la clave de lo que estamos
haciendo, admitiremos sin demostracion algo que quiza ya estés sospechando:

[] Si, dada una funcion f (x), continua y positiva en el intervalo cerrado [a, b], se
toma una sucesion de particiones P, P', P'", P'"'... de [a, b] tal que:

1) Cada particion contiene todos los puntos de la anterior.
2) La sucesion de las anchuras de las particiones: Ax, A'x, A''x, A'''x...
tiene por limite cero.

Entonces, las sucesiones:

1) De las sumas inferiores: S, s' s'', s'"

b

2) De las sumas superiores: S, S', S'", S'"™

tienen igual limite. A tal limite le llamaremos integral definidade f (x) sobre [a, b] y lo
b

representaremos, inicialmente, por: J- f(x) .
a

Naturalmente, sera el valor de dicha integral el que tomaremos como area del recinto
limitado por la funcion f(x), el eje OX y las rectas x =a, x =b.

Otra forma de considerar la integral

A efectos practicos, es interesante contemplar la integral desde otro punto de vista.
Consideremos, pues, la particién P = {x,, X1, X9, ... , X} del intervalo [a, b] y las
correspondientes suma inferior, s, y superior, S.

Si en cada subintervalo [x;_;, X;] tomaramos un punto arbitrario &;, se tendria:

~ | Y=fX
mlel Sf(ﬁl)Ax1 SMIAX1 ‘ /

mzsz Sf(ﬁz)sz SMzsz le(é)
1

mi

m Ax < f(§ )AXx, <M Ax,

Xo g1 X1 gy X2 gz FAn-lg, *n

y por tanto, sumando "miembro a miembro" las desigualdades anteriores:

n
s < Zf(?,i).AXi <S
i=1
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En consecuencia, si en los supuestos de la definicion precedente las sucesiones:

s , s, s", s .

S , S' , S” , SIH ,

de las sumas inferiores y superiores tienen el mismo limite, ja f(x), también tendra ese

limite la sucesion cuyos términos sean de la forma:

f(&i).Axi
i=1

(n representa en cada caso el nimero de #rozos en los que se han dividido las particiones P, P', P"...)

pues cada uno de ellos esta comprendido entre los que ocupan el correspondiente lugar en las
sucesiones de las sumas inferiores y superiores.

b n
Podra escribirse, pues: [ ] J-f(x) = lim ) f(§.).Ax.
a Ax—>0i=1 ! !

Recuerda: Ax era la anchura de la particiéon P, o maximo de los Axi. Por tanto, que Ax — 0 obliga a
que todos los Axi— 0 y a que n— o, por decirlo en un lenguaje asequible, aunque algo impreciso.)

Observaciones

1.- La ultima igualdad hizo que durante mucho tiempo se considerara la integral como
suma de infinitos elementos diferenciales de drea, "rectangulos de altura f(x) y base Ax
infinitamente pequefia", segiun los términos que acunié Leibniz, cuyo significado intentamos
sugerirte mediante la siguiente figura.

Quizas sea tal interpretacion de la N\
integral la que explique que el simbolo e -
mas usado para referirse a ella sea: «

b
j f(x)dx (%)
a

Este sera también el que nosotros
utilizaremos a partir de ahora. a

2.- Identificada la integral con un area, te sera facil aceptar que la funcién f(x) no
tiene que ser necesariamente continua en [a, b] para que exista su integral. Piensa, por
ejemplo, en la funcion parte entera, f (x) = [x], y analiza qué razones podria haber para que
no existiera su integral en el intervalo [2, 5], por ejemplo. Por lo tanto, de lo hecho hasta
ahora se desprende que si una funciéon es continua, entonces es integrable, pero nadie ha
dicho que solo sean integrables las funciones continuas.
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3. PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA
Propiedades inmediatas

Puede demostrarse que si f(x), g(x) son funciones continuas en un intervalo cerrado
[a, b], entonces se verifican:

a
1 [f(x)dx=0
a
b b
2 [ k.f(xdx=k.| f(x)dx ;keR
a a

b b b
3 [[f(0+gx)ldx =] f(x) dx+ [ g(x)dx

c b b
4 [fodx+ | fx)dx=]fx)dx;cela,b]
a C a

Seria conveniente que buscaras alguna interpretacion geométrica a las propiedades
anteriores (la cuarta, por ejemplo, tiene un significado obvio). Por nuestra parte, y sin entrar
en detalle, nos limitaremos a demostrar la tercera.

b
[Tf0 +g(0]dx = lim ¥ [f(5.) + (&) ]. Ax,
a AX—)Ol 1

— lim Zf(F, ). Ax + 1im Zg(é’; ).Ax, = f(x)dx+jg(x)]dx
Ax—0j-1 Ax—>0i=1

Ni que decir tiene que los §;, los Ax, etc., tienen el significado que hemos visto lineas atras.
Teorema (del valor medio)

Vamos a demostrar a continuacién un teorema que, mas adelante, nos permitira
establecer un resultado fundamental. El teorema es éste:

Si f(x) es una funcidn continua en [a, b], entonces existe & € [a, b] tal que:

b
00 [f(x)dx = £(&).(b - a)
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En efecto. Sean m y M los valores minimo y maximo absolutos de f(x) en [a, b],
existentes al ser f(x) continua en dicho intervalo. Entonces, cualesquiera que sean la par-

ticion P = {xg, X1, X9, ... , Xn} de [a, b] y los puntos &; en cada intervalo [xi-1, xi], como:
m<f(E)<M
se tendra:
n n n n n
m Z‘,Axi = ZmAxi < Zf(ct,i)AXi < >M Ax, = M >’ Ax,
i=1 i=1 i=1 i=1 i-1
y ya que:
n
'Zlei = (xl—xo)+ (X2—X1)+ (x3—x2)+ " (Xn—xn_l)z b-a
1=
n
sera: m.(b-a) < lim > f(§.)Ax. < M.(b-a)
Ax—0 i=1 ! !
b
I f(x)dx
o sea: m < a < M
b-a
fb f(x)dx

a

Por lo tanto, es un nuimero comprendido entre el valor minimo, m, y el

—a
maximo, M, de f(x) en [a, b]. Recordando finalmente que toda funcién continua en un
intervalo cerrado toma en €l cualquier valor comprendido entre el minimo y el maximo (pag.

136), concluiremos que existe al menos un punto & en [a, b] tal que:

[ b dx

“b-a &

es decir:

b
[ fxdx=f(&).(b-a),con Eela,b]
a

Una facil interpretacion geométrica
y=fx)
La figura de la derecha sugiere una A \/ /
interpretacion geométrica del teorema del

valor medio: Existe al menos un rectangulo
de base b —a y altura f (§), con & e[a, b], cuya
area es igual a la del recinto limitado por la
curva f(x), el eje OX ylasrectasx=a,x=bh.
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4. CALCULO DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Observacion

Definida la integral definida y estudiadas algunas de sus propiedades, seguimos sin resolver una
cuestion clave: como se calculard su valor. En las lineas siguientes estudiaremos dos procedimientos para
resolver tal problema, empezando por el mas importante, al menos desde un punto de vista tedrico: La
regla de Barrow. Con €l se pondra de manifiesto la relacion entre la integracién, o calculo de integrales, y la
derivacion, de la que habldbamos en la introduccién al capitulo.

Teorema (regla de Barrow)

Si f (x) es una funcidn continua en [a, b] y F (x) una primitiva cualquiera de
f (x) en [a, b] (esto es, una funcion tal que F ' (x) =1 (x), V x € [a, b]), se cumple:

b
Teorema fundamental J- f(x)dx = F(b) - F(a)
a

En efecto:

X
[1 O Demostremos en primer lugar que la funciéon G (x) = I f(t)dt es una primitiva

de f(x) en [a, b]. ’

A tal fin, sea a €[a, b]. Entonces:

a+h a
f(t)dt — | f(t)dt
: . Ga+h) -G(a) .. Ia Ia (1)
G'(a)=1lim h =Ilim h =
h—0 h—-0
o+h
f(t)dt
) ja( @ ) .
=lim —— = lim —p » bara algin € €[a, o+ h]

h—o0 h h—o0
(laigualdad (1), por la propiedad 4* de la integral definida; la (2), por el teorema del valor medio)

es decir: [] G'(a)=1lim f(§) = f(a)
h—0

(pues f es continua en o, y cuando h tiende a cero, & lo hace a o)

En realidad lo anterior prueba que G(x) es primitiva de f(x) en el intervalo abierto (a, b), pero no
que lo sea también en los extremos a y b y, por tanto, en el intervalo cerrado [a, b]. Ello, sin embargo, no
seria dificil de demostrar, admitiendo que G'(a) y G'(b) vendrian dadas por:

G'(a)=lm CG@+N-G@a . G g o Glb+h -Gb)
h—-0" h h—0~ h
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b
[0 O Pero recuerda que se trataba de calcular J. f(x)dx, es decir, G(b).
a

Supongamos que F(x) fuese otra primitiva cualquiera de f(x). Las funciones G(x) y
F(x) tendrian igual derivada, luego existiria k € R tal que:

Gx) =Fx) + k.

Sélo nos faltaria calcular k.

G(a) = F(a)+ k

Pero como: a
k=-F
Gla) = | fx)dx=0 ] - (@)
a
se tendria, finalmente:
b
] [ f(x)dx = F(b) - F(a)
a
: : - b
diferencia que suele escribirse ast: [ F(x)] o
Ejemplo

Aunque mas adelante expondremos algunos métodos de obtencién de primitivas, con
lo que recuerdes del curso pasado te bastara para entender el siguiente ejemplo:

1
1 3 4
2x X 2 1 2 1 4
I oxzoxmax=| 20 S _(2o1) (2 1.4
1 3 4 3 4 3 4 3
-1
Observacion
Con ser importante el teorema anterior, o teorema fundamental del Cdculo Integral, para aplicarlo
es necesario conocer una primitiva de la funcién f(x), lo cual no siempre es factible. A continuacién

estudiaremos el mas sencillo de los procedimientos para calcular el valor aproximado de una integral

definida cuando su calculo exacto no sea posible.

Método de los trapecios

Supon que siendo f(x) continua y positiva en [a, b], no fuera posible calcular el valor
exacto de su integral en dicho intervalo. El método de los trapecios, el mas sencillo de los

procedimientos que permiten obtener un valor aproximado de Ibf (x)dx, consiste en
a

dividir el intervalo [a, b] en n partes iguales, de tal manera que la longitud de cada

—a
n
de los n trapecios que se indican en la siguiente figura: [ ]

subintervalo [x;_;, x;] sea L = b , y tomar como valor de la integral la suma de las areas
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f(x
( )/
7
I ~
> >
= =
7% X Xy o Xpy Xa =P L
Como valor de la integral tomaremos . fx._ P+ &)
la suma de las areas de los n trapecios. rea = 2
Tal suma es:
f(XO) +f(x.) f(x ) +f(x)) f(x )+ f(x.)
_ 1 1 2’ n-1 n’ oo
S = 2 L+ 5 L+..+ 5 L
b-a f(x0)+f(xn) :l
= [ 5 +i(x )+ fx )+ +f(x_ )

Por consiguiente:

b—a [f(a) + f(b)

o 9 +f(x1)+f(x2)+...+f(Xn_1)}

jbf(x)dx;

Dos comentarios

1°) Es posible demostrar, aunque aqui no lo hagamos, que en el caso de que la funcién f(x) posea

derivada segunda acotada en el intervalo [a,b] también puede acotarse el error cometido al aplicar la for-

mulita anterior. Asimismo, puede demostrarse algo que resulta bastante razonable: la precisiéon obtenida

al usar el método de los trapecios es mayor cuanto mayor sea el nimero de partes en que se divida [a, b].

2°) Una ventaja que quizds no sospeches de lo anterior es la siguiente: {Se podra calcular el valor

aproximado de la integral de f(x) en [a, b] aunque no se sepa cudl es la funcién f(x)! Bastara con que se

conozcan sus valores en los correspondiente n+1 puntos.

Ejemplo

Comprueba que si se aplica la regla de los trapecios, dividiendo el intervalo [0, 12] en

seis partes, entonces:

12

[ xPax =2 | 2 416436 + 64+ 100 | = 584
0

(Compara el valor anterior con el exacto, obtenido aplicando la regla de Barrow.)
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5. CALCULO DE PRIMITIVAS

Como has podido comprobar en las paginas precedentes, el conocimiento de una
primitiva de f(x) es imprescindible para conocer el valor exacto de la integral de dicha
funcién en un intervalo [a, b]. En cursos anteriores has estudiado que una forma de expresar
que F (x) es una primitiva de f(x) consiste en escribir:

[fx)dx =F(x) + C
y al proceso que permite obtener primitivas es al que has llamado integracion.

El presente apartado esta dedicado a recordarte algunas formulas y procedimientos
de integracion.

Integrales inmediatas

Sin mas que considerar las formulas de derivacion que aparecieron en las paginas
147 y 148, podremos escribir:

O [ If(0 + 200ldx = [ £ dx + [ g(x)dx 0 [k.f0dx=k.[ f(x)dx; (ke R)
n+l

Djxndx=§+1+c;sin¢—1 DJ-%=11’IX+C
D_[senxdx=—cosx+C chosxdx=senx +C

X
0 [eXdx =e* +C 0 [aXdx=-2—+C

In a
Dj.dixzarcsenx+c DI dxzzarctagx+C

,/1_X2 1+ x

En adelante, cada vez que hayamos de calcular una integral que no figure entre las
anteriores, intentaremos dar los pasos que nos permitan expresarla en funcién de las que si
aparecen en el cuadro.

Ejemplo

No tendras dificultad alguna en ver que:

I|:5X3+ 3X2+%:|dX=STX4+X3+51nX+C
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Integracion por sustitucion

Utilizando un ejemplo para explicarte en qué consiste este método, considera la

integral:
.[SX V1+x2 dx

Si no te resulta inmediata, efectia el siguiente cambio de variable:

t=1+x2; (dt=2xdx)

En consecuencia:

[sxV1ex? ax =[5x0T 98 =2 [Via =%\/§+C=%1/(1+x2)3 e

Ejemplos

Utiliza el método anterior para comprobar que:

3
Isenzx cos x dx= seg x4 C; j'\/ x2—2x*dx = - %«/(1— 2)(2)3 + C

Integracién por partes
Se basa este procedimiento en la férmula de la derivada de un producto:
ux).vX)]'=u'x).vx) +u(x).v'(x)

Se tendra:

[Tueo. v Tdx = [u (0. v(0.dx + [u(x).v'(x).dx

y como:
J-[u(x).v(x)]'. dx =u(x).v(x), u'(x).dx=du, v'(x).dx =dv
sera:
u.v=jv.du+ju.dv
es decir:

Férmula de la integracion
por partes |:| |:|

Iu.dv: ll.V-IV.dll

(Los autores de estas paginas dan su palabra de que algunos estudiantes utilizan para recordar la
férmula anterior aquello de que "un dia vi un viejo vestido de uniforme")
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Ejemplo
Para calcular:
'[ x.e *.dx
podriamos proceder asi:
u=X — du =dx

eXdx=dv » v=¢X
de donde:

Jx.ex.dx = X.eX — jex.dx =x.e*—e*+C
Mas ejemplos
Comprueba, tras aplicar la formula de la integracion por partes, que:

O Ix senx dx = —xcosx +senx + C

0 [xViexdx=3x/(+0° - 154/0+0° +C

Integracion de funciones racionales

Te recordamos ahora, sirviéndonos de algunos ejemplos, como se calculaban las

integrales del tipo:
P(x)
Q(x)

donde P(x) y Q(x) son dos funciones polinémicas tales que grado de P(x) < grado Q(x).

dx

De entre todos los casos posibles, nosotros consideraremos éstos:

a) El polinomio Q(x) sélo tiene raices reales simples.
b) El polinomio Q(x) sélo tiene raices reales, simples y multiples.

c¢) El polinomio Q(x) tiene raices reales simples y miltiples y complejas simples.

Ejemplo del primer caso

X + 1

Para calcular: I 3 dx

X3+ x2 - 6x
procederemos de la siguiente forma:
e Efectuaremos la descomposicion factorial del denominador, obteniendo:

x3+x2-6x=x.(x=2).(x +3)
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[ J ., o o e . .
Descompondremos la fraccion inicial en fracciones simples:

X + 1 _A B C

En consecuencia:

x+1=A.(x-2).(x+3)+B.x(x+3)+C.x.(x=2)

igualdad de la que se obtiene, tras dar a x los valores x =0, x = 2, x = -3:

__ 1 . _ 3 . _ 2
A=-g : B=7p 3 C=7135
e Concluiremos escribiendo:
X +1 _ 1 [dx 3 dx 2 dx _
IX3+X2_6XdX‘ 6IX T1odx—2 T 5lx+3 T
1

3 2
= glnx+mln(x—2)—ﬁln(x+3)+c

Ejemplo del segundo caso

3x+5
Para calcular: I 3 & dx

X —x2—x+l

e Efectuaremos la descomposicion factorial del denominador:
2
XBoxZox+1=x+1D.(x=1)
® Descompondremos la fraccion inicial en fracciones simples:

3x +5 A B C
= +
x3—x2-x+1 x+1 x—1 (x—l)2

En consecuencia:

3x+5=A.(x— 1)2+B.(x+1).(x— D+C.(x+1)

igualdad de la que se obtiene, sea tras identificar coeficientes, sea tras dar a x los
valoresx=1,x=-1,x=0:

A - 2 N B - 2 5 — 4
® Concluiremos escribiendo:

J‘ 3x+5
3

x>-x%-x+1

dx

%J‘ dx _%J’Xd_x1+4j‘(xd_xl)2

1 1 4
=§1n(x+1)—§1n(x—1)—x_1 + C.
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Ejemplo del tercer caso

Para calcular:

I 3x2 - 3x + 11

dx
(x +1).(x% - 6x +10)

® Partiremos de la descomposicién factorial, ya dada, del denominador y escri-
biremos:

3x2 - 3x + 11 __A _ Bx+C
(x+1).(x2-6x+10) x+1 x%2-6x+10

En consecuencia:
3x2-3x+11=A.(x2-6x +10) + Bx + C).(x + 1)

igualdad de la que se obtiene, sea tras identificar coeficientes, sea tras dar a x los
valores cualesquiera, comox =-1,x =0, x = 0:

A=1; B=2; C=1

® Escribiremos:

2_
J‘ 3x 23x+11 dX:J- 1 dx+j 22x+1 _
(x +1).(x* = 6x +10) X +1 X% —6x +10
=J‘ 1 dx _I_J‘ 2X+21
x+1 (x-3)"+1
y sin mas que hacer el cambio: t=x-3

® Concluiremos:

2_
J. ox 23X+11 dx = In (x+1)+ln[(x—3)2+1]+7arctag(x—3)+C
(x +1).(x*—=6x +10)

Advertencia

Si quisiéramos calcular una integral como:

J‘x3—4x2+x+9

dx
X2—5X+6

en la que el grado del polinomio del numerador es mayor o igual que el del denominador, antes de efectuar
la descomposicién en fracciones simples habria que proceder asi:

3 2
X=X THX+9 fectuando la division) = (x + 1) + . 3

x2—5x+6 X —5x+6

aplicando a continuacion lo visto lineas atras.
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6. CALCULO DE AREAS PLANAS

Concluido el paréntesis dedicado al calculo de primitivas, volvamos a la integral
definida viendo como se calcula el area de ciertos recintos planos.

Primer caso

Si el recinto esta definido por una
curva y=f(x), continua y positiva en el
intervalo [a, b], las rectas x=a,x=byel d
gje OX, para hallar su area bastara con
calcular, como ya sabes:

y = f(x)

j?‘(x) dx
a

sin que haya mas complicacion.
Ejemplo

Comprueba que el area limitada por la sinusoide, el eje OX y la recta x = % es 1.
Segundo caso

Si se tratara de calcular un area

como la de la derecha, habria que consi- y = £(x)
derar que cuando una funcién continua S1
toma valores negativos en un intervalo, ‘

o S2 S3
como le sucede a la f (x) del dibujo en el N

intervalo [c, d], también existe:
a C\_/d b

d n
[f(x).dx = lim Y f(g)).Ax,
c Ax—0i=1 ! !

aunque en ese caso la integral sera negativa. Por ello, para resolver el problema:
1.- Determinaremos los puntos, ¢ y d, de corte de y = f(x) con el egje OX.

2.- Calcularemos por separado:

slzj:f(x).dx ; S2=‘Icg(x).dx‘ ; S3:Idbf(x).dx

3.- Determinaremos el area pedida, S, como suma de las otras tres:
S = Sl + SZ + S3
Ejemplo

El area limitada por la curva y = x2 + x, el eje OX y las rectas x = -2, x = 3 es 87/6.
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Tercer caso

Para calcular el area de un recinto
como el de la derecha podriamos utilizar la

terminologia, imprecisa pero intuitiva, de
los elementos diferenciales. Tal area seria yd y=f(x)
la suma de las de infinitos rectangulos de f(x)-g(x)
base Ax y altura f (x) — g(x) como el dibujado. y=gx)
O sea: |~
Ax
, b
Area= | [f(x)-g(x)]dx a b
a

Tal integral proporcionaria el drea incluso cuando la funcién g(x) tomara valores
negativos en el intervalo [a, b], pues también en ese caso la altura del elemento diferencial de
area vendria dada por la diferencia f(x) — g(x).

Ejemplo

Dibuja sobre un sistema coordenado las parabolas cuyas ecuaciones son:

y:—x2+4x ; y:X2—2x

y tras verificar que se cortan en los puntos de abscisas x = 0, x = 3, comprueba que el area
del recinto que limitan es de 9 unidades cuadradas.

7. CALCULO DE VOLUMENES DE REVOLUCION

Primer caso

Supongamos que el recinto limitado por la funcién y = f(x), continua y positiva en [a,
b], las rectas x = a, x =b y el eje de abscisas, girara sobre OX, dando lugar a un sélido:

E f(x)g
AX

El volumen de este elemento
diferencial es

Ay ot

. f(x)z. AX

Para calcular su volumen, procederemos de forma analoga a como hicimos para
calcular areas, considerando tal volumen como suma de los volimenes de los infinitos

elementos diferenciales de volumen del tipo del representado en el dibujo. Es decir: []
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n
V=lim Yr.fE)% Ax
Ax—0 j=1 !

Y, por consiguiente:

b
V=rn.| [f(x)1%dx
a

Ejemplo
Para calcular el volumen que se engendra cuando el recinto limitado por la parabola
y = V'x ylarecta x = 3 gira alrededor del eje de abscisas, bastara con escribir:

3

3 2
V=TC.J- [\/E]zdx=n.[x7} :92_71'
0 0

Segundo caso

Después de lo hecho hasta aqui no tendras dificultad en entender cémo se calculara el
volumen de un sélido como el de la figura siguiente, engendrado cuando el recinto limitado por
dos curvas f(x), g(x) continuas y positivas en un intervalo [a, b], gira alrededor del eje de
abscisas:

El volumen de este elemento
diferencial es

n 07 — g (x)7]. Ax

Dicho volumen vendra dado por:

V= n.j ’ [f(x)z - g(x)z]dx

a

Ejemplo
Comprueba que el volumen engendrado al girar 360° alrededor del eje OX el recinto

limitado por la pardbolay =—x2—-3x+ 6 ylarectax +y—3=0es 1792t
15
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8. EJERCICIOS

. 5 . . .
1.- Determina el valor de Io xdx tomando una particion del intervalo [0, 5] en n partes

n

iguales, eligiendo el punto medio &; de cada subintervalo y calculando lim i AX
n=® 4

2.- Calcula el valor de la integral del ejercicio anterior aplicando la regla de Barrow.

3.- Determina la funcion f (x), sabiendo que f'" (x) = 2x y, ademas:

_0- __ 1. _2
£f(0)=0; f(1)= 4 f(2) 3
4.- Calcula una primitiva de la funcién f(x) = ; 13 que se anule para x = 0
+ 3x

5.- Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

2
F(x)= I sent dt ; Gx)=
0

* 5
—— dt
J‘()\/1+’E

6.- Calcula las siguientes integrales:

1 [+/5x dx 2 [ 3 [Inx dx 4 [tagx dx
x? +4
SJ-arctangx 6J-xcos3xdx 7_[ 2dX9 SIxzede
X —
9J.X’\/1+X dx IOJ. llszsenxdx 12J.exsenxdx
X + X
X+ 2)dx
13 [—9x 14 [ 2255 g s [ 2D 16IX +5
(x + 1)°(x +2) (x +3) (x — D(x2 —4x + 13)
7.- Calcula las siguientes integrales:
/2 g 1 1
1 I sen’x dx 2J. cos3x dx 3.[ x2eX dx 4.[arc sen x dx
0 0 0
3 1 2 0
s 2% —dx 6 /4-x2dx 7 a8 S8
2 X2+ 3x+2 0 s S 1+e

8.- Aplica el método de los trapecios para calcular las siguientes integrales, dividiendo los
correspondientes intervalos en el nimero de partes que se indica:

7
1.- j % dX (ndmero de divisiones: 6) 2.— I X3dX (ntmero de divisiones: 10)
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9.- Calcula fzf (x)dx, siendo la siguiente tabla de valores todo lo que se sabe de f(x) :

X 2 2'25 2'50 2'75 3
f (x) 0'001 0200 0'300 0'312 0215

7 X , si 0<x<5
10.- Calcula J' f(x)dx, siendo f(x) =
1 5 ,s1 5<x

11.- Determina el valor de a de modo que el area comprendida entre la curvay = ax —x2 y el
eje de abscisas sea 36.

12.- Calcula las areas de los recintos limitados por las siguientes lineas:

1) y=4x—-x2 y el gje OX. 2) y=x3—-6x2 + 8xy el eje OX.

3) y=6x—x2 ; y=x2—-2x. 4) y=x2-4 ; y=8-2x2

5) x=4—-y2 yel gje OY. 6) y=38x—x2 ; y=x-3

7) y2=4x; y—2x+4=0. 8) y=3x2-Tx-$;3x-2y+3=0.

13.- Halla el area comprendida entre la curva y = ex y la cuerda de la misma que tiene por
extremos los puntos de abscisas 0 y 1.

14.- Halla el area de la elipse de semiejes a y b.
15.- Halla el area del circulo de radio .
16.- Calcula el volumen que se engendra cuando:

1°) El recinto limitado por la parabola y2 = 8x y las rectas x = 2, x = 3, gira alrededor
del eje de abscisas.

2°) La elipse de semiejes a, b gira 360° alrededor del eje de abscisas.

3°) La elipse de semiejes a, b gira 360° alrededor del eje de ordenadas.

17.- Deduce las formulas del volumen de cono y de la esfera.

18.- El recinto limitado por la parabola y = % x2 —g X —% y la recta 3x— 2y + 3 = 0 gira 360°

alrededor del eje de abscisas. Calcula el volumen del sélido asi engendrado.

19.- Calcula el volumen de un tronco de cono cuyos radios miden 8 y 5 cm. y cuya altura es
10 cm.

20.- Representa graficamente la funciéon y = x2\/x +4 y obtén el volumen del sélido en-

gendrado al girar 360° alrededor del eje OX la region limitada por el semieje de abscisas
negativas y la grafica de la funcién.
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