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Rectas y Planos 3D

01.- Halla la ecuacién del plano que pasa por el origen de

coordenadas y es paralelo a las rectas:

r.x73 _y-7_2z-8
2 3 4

Sol: ﬂ:{x:O+2(z+/)’,y:O+3(x+[)’,z:0+4(1+/)’}

02.- Determina el plano que contiene a la recta

ys:ix=y=z

X+y+z=-5

r: y es vparalelo a la recta
x-3y-z=3

x-1 y+1 2z-10

C 2 3 4

Sol: {x=-3+2a+2B,y=-2+2a+3B,z=0-4a +4}
03.- Halla la ecuacién implicita del plano 7 que pasa por

x=1+2a-3p
el punto P(1,1,1) y es paraleloa 7':{y=3+28
z=-1-p4

Sol: y+2z-3=0
04.- Halla la ecuacién del plano 7 que contiene a la recta
x=1+3t

p X2 _y-2_z-4 y es paralelo a la recta s:{y=1+2t

1 -2 3

z=t
Sol: 7={x=2+a+3By=2-2a+2p,z=4+3a+p}
05.- Estudia si los puntos (1,1,1); (2,3,4); (-5,0,-2) estan
alineados. En caso afirmativo halla las ecuaciones
paramétricas y continua que definen y en caso negativo, la
ecuacién del plano correspondiente.

Sol: No, 7:{x=1+1-68,y=1+21-B,z=1+31-38}

x — 1SQUEFSaNZ=2
2 3 —
plano 7:2x-y+3z=0 vy el punto P(1,0,4). a) Obtén

el

06.- Consideramos la recta r:

una recta s paralela a r que pase por el punto P. b) Calcula
el punto de interseccion de r y 7.
x-1 v z-4
Sol: a) S:T:§: z
07.- Dada la familia de planos:
2mx + (m+1)y-3(m+1)z+2m+4 =0
a) Calcular la ecuacién del plano de esta familia que pasa

por el punto (1,1,-2); b) Calcular la ecuacién del plano de

:b)Pes: (-1,-11,-3)

. . x+3z-1=0
esta familia perpendicular a la recta r:
y-5z+2=0
Sol: a) x+6y+15z+23=0;b)No hay
x=1+2t
08.- Estudiar la posicion relativa de las rectas r:<y =0
z=2+2t
x=1 . . )
y S: y obtener si es posible el angulo que
z=y+2
forman.

Sol: secantes.

x+1 v z-1

1 2 1
7:2x+my+2z-3=0, hallar razonadamente:
a) El valor de m para que r y 7 sean paralelos.
b) Los valores de m para que r y 7 sean perpendiculares
c) ¢Existe algiin valor de m para el que la recta r esté
contenida en el plano 7?

09.- Dada la recta r: y el plano

Sol: a) m=2; b= m=-4; c) No existe
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10.- Estudiar la posicién relativa de los planos
momx+y—z=1

Ty 12X —y+mz=3 segun los valores de m.

7y X—2Y+(m+1)z=3m-1

Sol: Si m#1 secantes en un punto; si m=1, secantes dos a dos.
11.- Hallar el valor de k para que los planos
T Xty +2=2
7y 2x+3y+2z=3 tengan una recta comun.
7y kx+10y +4z =11

Sol: k=7.
12.- Hallar la ecuacién de una recta que pasa por el punto

A(1,2,1) y corta perpendicularmente a la recta
x-y-z=1
s:
xX+z=2
Sol: x=1-4;, y=2+4;z=1+1
13.- Hallar el valor de p para que las rectas
px_y-1l_z y s:x—lzy—p:z—3 sean
4 -2 2 1 p-1 3

perpendiculares, el punto de interseccién y la ecuacion del
plano que determinan.

Sol: a) p=6; b) (0,1,0); ¢) 8x+5y-11z-5=0
14.- Deducir una ecuacién para el plano 7 que es
perpendicular a 7;: x—6y+z=0 y que contiene a la

recta interseccién de 7Ty 4x—-2y+2=2 v
x=2+1

Ty sV =2+1+u
z=1+A+2u

Sol: 13x+2y-z-15=0
15.- Los puntos A(3,3,5) vy B(3,3,2) son vértices
consecutivos de un rectangulo ABCD. El vértice C,
consecutivo de B, estd en la recta de ecuaciones

r:x= % = 2;1 . Determinar los vértices C y D.
111 111
sor (L 2) 4 oLl
16.- Dados el plano 7:x+3y-z=1 y la recta
r:x_+2:y_—1:£, se pide:
6 2 1

a) Hallar la ecuacién general del plano 7’ que contiene a r
y es perpendicular a 7. b) Escribir las ecuaciones
paramétricas de la recta interseccién de los planos 7y 7.
Jx =-2+51
Sol:a) n': -5x+ 7y +16z-17=0 b)r:qy=1-1
lz =22
17.- Obtén el valor de a para el cual las rectas
2x-1 y+3 z-2

r.:- X=v=z—a :
y YOS T3 T T T

se corten, vy

hallar el punto de corte.
Sol: a=3; y se cortan en (-1,-1,2)

18.- Sea el plano © = 2x+y-z+8=0 a) Calcula el punto P’,
simétrico del punto P(2,-1,5) respecto del plano w. b)
Calcula la recta r’, simétrica de la recta:
x-2 y+1 z-5

2 3 1

Sol: a) P'(-2.-37):b) r'= X4 V=8 _

r=
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19.- {Se puede construir un triangulo que tenga dos de sus
x =2t
=y=z+1lys:qy=-1+t

lados sobre las rectas r :
z=t
Sol: No
20.- Determinar la recta que pasa por el punto A =(1,1,2)
2x+y-32z-2=0
x-2y+z+3=0 }
Sol: x-1=y-1=2-2
21.- Dado el plano 7 :x-y+z—-3 =0, determinar todos
los planos que contienen a los puntos A=(-1,0,0),
B=(0,1,0) y forman un &ngulo de 30° con el plano = .
Sol :
22.- Sean los puntos A(0,1,1) , B(2,1, 3), C(-1,20) y
D(2,1, m) a) Calcula m para que A, B, C y D estén en un
mismo plano. b) Determina la ecuacién del plano respecto
del cual los puntos A y B son simétricos. ¢) Calcula el area
del tridngulo A, By C.

y es paralela a la recta: r: {

Sol: a) m=3; b) x+2-3=0; c) V2
23.- Considera el punto P(-3,1,6) y la recta r dada por:
2x-y-5=0
y-z+2=0
a) Determina la ecuacién del plano que pasa por P y es
perpendicular a r. b) Calcula las coordenadas del punto

simétrico de P respecto de la recta r.

Sol: a) x+2y+22z-11=0; b) P’(9,1,0)
24.- Los puntos A(0,1,1) y B(2,1,3) son dos vértices de un
triangulo. El tercer vértice es un punto de la recta r, dada

2 =0
por: { xTy a) Calcula las coordenadas de los

z=0

posibles puntos C de r, para que el triAngulo tenga un
angulo recto en el vértice A. b) Calcula las coordenadas de
los posibles puntos D de r para que el tridngulo ABD tenga
un érea de V2.

Sol: a) C(1,-2,0); b) D4(-1,2,0) D2(-1/9,2/9,0)
25.- Dado el plano II; de ecuacién z = 0, escriba las
ecuaciones de dos planos I, y I3 tales que los planos 11,
Il y II3 se corten dos a dos pero no exista ningln punto

comun a los tres.

Sol: Respuesta abierta.
26.- Sea el punto P(1,6,-2) y larecta r = xg5 = Lgl = g )
a) Halla la ecuacién general del plano m que contiene al
punto P y a la recta r. b) Calcula la distancia d entre el

punto Py la recta r.

Sol: a) -4x+2y+15z+22=0; b) d =~/20
27 .- Halla unas ecuaciones paramétricas para la recta r,
que contiene al punto P(3,-5,4) y corta perpendi-
x-4 y-8 z
cularmente alarecta s=>——=2—=>,
5 -3 4
Sol: x=3+6t; y= -5+10t; z=4
28.- Determinar los pardmetros reales « y 3 para los

cuales la recta definida por las ecuaciones:
x=1

r:qy=1+3t donde (7" € R) esta contenida en el plano
z=-1+2t

w.ax+4y-Tz=p

Sol: No existe @, # € R/ r esta contenida en 7
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x+2 y+1

3 4
a) Halla el punto de r que equidista del origen de
coordenadas y del punto P(4,-2,2); b) Determina el punto

de la recta r més préximo al origen de coordenadas.
Sol: a) A(7,11,3); b) (-11/13, 7/13, 5/13)
30.- Considera los puntos B(1,2,-3),C(9,-1,2), D(5,0,-1) y

x+y+1=0

29.- Sea la recta de ecuaciéon r =

la recta r =
{y—z:O

a) Calcula el area del triangulo BCD. b) Halla un punto A
en la recta r de forma que el triangulo ABC sea rectangulo
en A.

Sol:a) A =23 ua.;b)A(1,-2,-2)
31.- Calcular m y n para que la recta de ecuacién continua
x-1 -y+2 2z+3

m n 2

ecuaciéon 7 :2x+5y-z+4=0.

, sea perpendicular al plano de

Sol: m=10y n=-4
32.- Dadas las rectas:
r.x7—1:y+2:z—1 s.x+2:y—3:z—2
3 2 4 -1 2 3
a) Estudiar su posicién relativa en el espacio; b) Calcula
la distancia entre ellas.

174237

Sol: Se cruzan, d(r,s) =
79

33.- Calcula, de manera razonada, un plano que sea
paralelo al plano de ecuacién x+y+z=1 y determine
con los ejes de coordenadas un tridngulo cuya area sea

18V3.
Sol: x+y+z=18

34.- Razonar si se puede construir un cuadrado que tenga
dos de sus lados sobre las siguientes rectas:

x—1 {x—Zy:Z

|

7 =y=z+1 s: —92-0
Sol: Si
35.- a) Calcular el area del tridngulo cuyos vértices son los
puntos de corte del plano: 7 :3x—2y+z =6 con los tres
ejes coordenados. b) Ecuacién de una recta perpendicular
al plano 7 vy de otra paralela al mismo, pasando ambas
por el origen de coordenadas.
Sol:a)A=314 ua.; b)x=3t; y=-2t z=t
36.- Se consideran las rectas: r; que pasa por los puntos
A(0,1,0) vy B(1,1,0) y r2 que pasa por los puntos C(-1,2,1)
vy D(2,3,4). Estudiar la posicion relativa de dichas rectas.
Sol: Se cruzan.

37 .- Sean los planos mi=x+3y+2z-5=0 y ma=-2x+y+3z+3=0.
a) Determina el angulo que forman. b) Calcula el volumen
del tetraedro limitado por 71 v los planos coordenados.
Sol: a) 60°; b) 125/36 u.a.
38.- Determinar la recta que pasa por el punto A=(1,1,2)
2x+y—-3z-2=0

lela a | ta: r:
y es paralela a la recta: r {x_2y+z+3:0

Sol: X1 _v-l_z-2
-5 -5 -5
39.- Sean la recta r y el plano 7 dados por:
x=-1-1
rily=-1 v 7:2x-y+z-1=0
z=21

a) Calcule el seno del dngulo que forman la recta r vy el
plano 7 . b) Halle las ecuaciones de la recta s, proyecciéon

ortogonal de 7 sobre 7.
Sol:

2
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40.- Halle a y b para que los tres planos 7 : x+2y—-z=1,
7':2x+y+az=0 y 7":3x+3y—-2z=>b contengan

una misma recta . Determine unas ecuaciones
paramétricas de la recta r .
Sol:
. x+2y—-z=3
41.- Sea la recta definida por r: v
2x-y+z=1

Determina la ecuacién general del plano que contiene a r
y pasa por el origen de coordenadas; b) Halla las
ecuaciones paramétricas del plano que corta
perpendicularmente a r en el punto (1,1,0).

Sol: a)-5x+5y-4z=0; b) x=-2+43t+5s; y=t; z=s

42.- Sea la recta dada por %FZ =y+1= % y sea la recta

-y-3=0
x—y ; a) Determina la posicién relativa
3y—-z+6=0

derys; b) Halla la ecuacién general del plano que contiene
ary es paralelo as.

dada por {

Sol: a) Se cruzan; b) 6x-9y+z+2=0
43.- Sean A(-3,4,0), B(3,6,3) y C(-1,2,1) los vértices de un
triangulo. a) Halla la ecuacién del plano © que contiene al
triangulo. b) Halla la ecuacién de la recta perpendicular a
7 que pasa por el origen de coordenadas. ¢) Calcula el area
del triangulo ABC.

X v z 2
Sol: a) x-2z2+3=0;b) = =Z=-"; ¢c) A=4/5 u
) ) T=0" 5 9A=HB
x=1+24
x=2
44.- Sean r=x=y=2z s= t=qy=31 tres
v=1
z=-1+1

rectas, halla la ecuacién de la recta que cortaaryasvy es
paralela a t.

o 128 v s

2 3 1

45.- Del paralelogramo ABCD se conocen los vértices
A(-1,0,3), B(2,-1,1) y C(3,2,-3). a) Halla la ecuacién del
plano que contiene al paralelogramo. b) Halla la ecuacién
de la recta que contiene a la diagonal AC del paralelo-

gramo. c¢) Calcula las coordenadas del vértice D.

xt1_v_2=3. )p03.1)
4 2 -6
46.- Considera los puntos A(1, 2, 3) y B(-1,0,4). a) Calcula
las coordenadas de los puntos que dividen al segmento AB
en tres partes iguales. b) Halla la ecuacién del plano que
pasa por el punto A y es perpendicular al segmento AB.
1410 1211

Sol: a) M[?g?j v N(—f,f,—j b) -2x-2y+z+3=0
47.- Considera los puntos A(1,2,1) , B(-1,0,2) y C(3,2,0)
y el plano © determinado por ellos. a) Halla la ecuacién de
la recta r que estéd contenida en © y tal que A y B son
simétricos respecto de r. b) Calcula la distancia de A a r.
z-3/2

Sol: a) x+y+z-2=0; b)

Sola) X -¥=1_ :b) d=3/2 u.
-4 5 2
48.- Determina el punto simétrico del punto A(-3,1,6),
respecto de la recta r de ecuaciones: x -1 = L ; 3_z er 1 )
Sol: (9,1,0)

49.- Considera los puntos A(0,5,3) , B(-1,4,3), C(1,2,1) y
D(2,3,1). a) Comprueba que los cuatro puntos son
coplanarios y que ABCD es un rectangulo. b) Calcula el

area de dicho rectangulo.
Sol: a) Tu qué crees; b) A=2v6 uZ.
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50.- Determina el punto de la recta XT_l =5=2 +1que

equidista de los planos 71=x-y+3z+2=0y

x=-4+21-3u
my=qv=1+41 Sol: P(g?,%)
z=u

51.- Considera el plano n de ecuacién 2x+y+3z-6=0.
a) Calcula el area del tridngulo cuyos vértices son los
puntos de corte del plano « con los ejes coordenados.
b) Calcula el volumen del tetraedro determinado por el
plano &t y los planos coordenados.

Sol:a)A=3y14 v*; b) V=6 °
52.- Considera los puntos A(1,0,2) , B(-1,3,1), C(2,1,2) vy
D (1,0,4). a) Halla la ecuacién del plano que contiene a A,
By C. b) Halla el punto simétrico de D respecto del plano
x-y-5z+9=0.

Sol: a) x-y-5z+9=0; b) D'(ﬂﬁij
27 27 27
53.- Dadas las rectas r=X'°_Y¥-9_2-8
-6 4 4
s= X;B =4 _29 = 2_28 a) Determina la posicién relativa
de las recta r y s. b) Calcula la distancia entre r y s.
Sol: a) Paralelas; b) 12\1/;374 u?

2x+y-mz=2

y el plano 7
X—-y—z=-m
definido por x + my — z =1. a) ¢Existe algtn valor de m
para el que 7 y r son paralelos? b) ¢Para qué valor de m
estéa la recta contenida en el plano? ¢) ¢Cuél es la posicién
relativa de la recta y el plano cuando m = 0?

54.- Sea la recta r dada por {

Sol:
55.- Se sabe que los planos de ecuaciones mi: x+2y+
+bz=1, m2: 2x+y+bz=0, y m3: 3x+3y—2z=1 se cortan en
una recta r. a) Calcula el valor de b. b) Halla unas
ecuaciones paramétricas de r.

Sol:
56.- Determina la relacién que debe existir entre a y b para
que el punto P = (0, a, b) esté en el plano determinado por
los puntosA = (1,0,0),B=(1,1,1)yC = (0, 2, 1).

Sol: a-b=1
57.- Dadas las rectas:
x+y+2z=0 x+y+2z=0
r = s =
x—-y+z=1 ax +bz =0

determine la relacién que debe existir entre a y b para que:
a) r y s sean paralelas. b) r y s sean perpendiculares.
Sol: a) a=b; b) a=-b

58.- Dados los puntos A(1,1,1), B(1,0,0) y C(0, 2, 1), sea
r la recta que pasa por Ay B, y sea también II el plano que
pasa por C y es perpendicular a la recta r. Calcula el punto
Poyen el que se cortan la recta r y el plano II.

2 2
Sol: Po[l,—g,—gj

59.- a) Determina los valores del pardmetro a para los que
los siguientes vectores de R?: (1,1,a), (a,3,2) v (0,0,a), son
linealmente independientes. Justifica la respuesta. b)
Determina la posicién relativa de los planos cuyas
ecuaciones son: T = x+y+3z=5, My = 3x+3y+2z=8 y
3= 3z=3.

Sol:

3
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60.- a) Determina la ecuacién del plano que es paralelo al
vector i =(1,2,3) vy contiene a la recta que pasa por el
punto P(1,1,1) v es paralela al vector v =(1,1,1). b)
Determina la ecuacién del plano que pasa por el punto
P(1,1,1) y es perpendicular al vector t = (1,2,3).
Sol:
61.- Prueba que todos los planos de la familia (3+A)x +
(3-A)y + (5-2A)z = A (con A € R) contienen una misma
recta y halla unas ecuaciones paramétricas de dicha recta.
Sol:
62.- Los puntos A(-2,3,1); B (2,-1,3) (0,1,-2) son vértices
consecutivos del paralelogramo ABCD. a) Halla las
coordenadas del vértice D. b) Encuentra la ecuacion de la
recta que pasa por B vy es paralela a la diagonal AC. c)
Halla la ecuacién del plano que contiene a dicho
paralelogramo.
x-2 y+1 z-3
Sol: a) D(-4,5,4); b) ——=>—-=
2 -2 -3
2x+y-mz=2

y el plano
X—-y—2z=-m

;¢) x+y-1=0

63.- Sea la recta dada por r: {

T x+my-z=1. a) ¢Existe algin valor de m para el que 1y
r son paralelos?. b) ¢Para qué valor de m esta la recta
contenida en el plano?. ¢) ¢Cudl es la posicién relativa de

la recta y el plano cuandom =0 ?
Sol: a) m=2; b) m=-1; ¢) Secante.

64.- Sea la recta r definida por { y sean los
x-y=0

planos m; de ecuacién x+y+z=0, y nz de ecuaciéon

y+2z=0 . Halla la ecuacién de la recta contenida en el plano

71, que es paralela al plano 72 y que corta a la recta .
Sol: Ec’s paramétricas {x=1; y=1-t; z=-2+t}
65.- a) Halla los dos puntos que dividen al segmento de
extremos A(1,2,1) v B(-1,0,3) en tres partes iguales.
b) Determina la ecuacién del plano perpendicular al

segmento AB que pasa por su punto medio.

Sol: a) M(1/3,4/3,5/3) y N(-1/3,2/3,7/3); b) x+y-z+1=0
66.- Considera el plano © de ecuacién 2x+y-z+2=0y la
x-5 z-6

recta r de ecuacion: T v

. a) Halla la posicién

relativa de r y m segin los valores del parametro m.
b) Para m = -3, halla el plano que contiene a la recta r y
es perpendicular al plano &t . ¢) Para m = -3, halla el plano

que contiene a la recta r y es paralelo al plano 7 .
Sol: a) si m#-3 secantes, y si m=-3 paralela al plano;

b) -x+4y+2z-7=0; c) 4x+2y-2z-8=0
x+y+z=1
x-2v+3z=0
a) Determina la ecuacién del plano que contiene a la recta
r y no corta al eje OZ. b) Calcula la proyeccién ortogonal
del punto A(1, 2,1) sobre la recta r.
Sol: a) 2x+5y-3=0; b) (1/19, 11/19,7/19)

68.- Considera los puntos A(1,0,-2) v B (-2,3,1)
a) Determina los puntos del segmento AB que lo dividen
en tres partes iguales. b) Calcula el area del triangulo de
vértices A, B y C, donde C es un punto de la recta de
ecuacion -x=y-1=z. ¢Depende el resultado de la eleccién
concreta del punto C?

Sol: a) M(0,1,-1) y N(-1,2,0); b) A=3v/2/2 y no depende.
69.- Sean A(-3,4,0); B(3,6,3) y C(-1,2,1) los vértices de un

triangulo. a) Halla la ecuacién del plano © que contiene al

67.- Considera la recta r de ecuaciones {
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triangulo. b) Halla la ecuacién de la recta que es
perpendicular a © y pasa por el origen de coordenadas.
c) Calcula el area del triangulo ABC.
) x224320:b) XYoo An
Sol: a) x-2z+3=0; b) 170 _2,C)A 44/5
70.- Considera un plano n = x+y+mz=3 y la recta
z-2

x=y=1= a) Halla m para que r y n sean paralelos.

b) Halla m para que r y © sean perpendiculares. c) ¢Existe
algin valor de m para que la recta r esté contenida en el
plano &t ?.

Sol: a) m=-1; b) m=2; ¢) No existe.
71.- Sean los puntos A (1,2,1); B (2,3,1); C (0,5,3) y D
(—1,4,3). a) Prueba que los 4 puntos estan en el mismo
plano. Halla la ecuacién de dicho plano. b) Demuestra que
el poligono de wvértices consecutivos ABCD es un
rectangulo. ¢) Calcula el area de dicho rectangulo.

Sol: A=2V6 u.a.
72.- Considera los puntos P(6,-1,-10), Q(0,2,2) v R, que
es el punto de interseccion del plano
n = 2x+Ay+z2=0 y la recta r = {x+51;+z—1=0
y =
Determina A , sabiendo que P, Q vy R estan alineados.
Sol: =0

73.- Calcula el area del tridngulo de vértices A(0,0,1) , B
(0,1,0) y C, siendo C la proyeccién ortogonal del punto
(1,1,1) sobre el plano x+y+z=1.

Azﬁu.a
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74.- Se sabe que el tridngulo ABC es rectangulo en el
vértice C, que pertenece a la recta interseccidon
de los planos y+z=1 e y-3z+3=0, y que sus otros dos
vértices son A(2,0,1) v B(0,-3,0). Halla C y el &rea del

triingulo ABC.

Sol:

Sol: C(0,0,1) ; A=+/10 u.a.
75.- Halla la recta perpendicular comun a las rectas:
x=1 x=p
r=qy=1 y s=qy=4-1
z=a z=-1
Sol: x—lzyi—1:z+1
1 -1 0

76.- (Qué relacion hay entre los coeficientes de las
ecuaciones ax+by+cz=d , a’x+b’yv+c’z=d’ de dos planos
paralelos? Razonar la respuesta.

Sol: La relacién que deben guardar es: a4 b = iy # % Ello se debe a:

'

a' c

1. La doble igualdad implica que los vectores normales son

proporcionales y por tanto paralelos.

2. Ladesigualdad hace que no hablemos del mismo plano.
77 .- Si los lados de un rectangulo ABCD miden 1 cm y 4
cm, calcular el coseno del angulo PAC, donde P es el punto
medio del lado BC.

Sol: cosa = @ =0,976
85
78.- Determinar una recta que sea paralela al plano de
ecuacién x + y + z = 3, que corte a la recta de ecuaciones
x=0, z=0, y que también corte a la recta de ecuaciones
z=1, y=0.

Jx =0
Sol: <y=1-1

Iz =4
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