





Unidad 10. Representacion de funciones

d)y=x|x-1]
Estudiamos f ala derecha y a la izquierda de x = 1.

—x+1 x-1 x(x+1)=—x"+x

Multiplicamos: {

X X x(x—1)=x*—x

2 .
x“—x six=>1

£ - {—x2+x si x<1

* y=—x? + x es una parabola abierta hacia abajo:
4o 1 1 1
P 2x+1=0 = x= =, =
Vértice: —2x+1=0 x= - f ( 3 ) 7

Cortes con OX:

x2+x=0 5 x(x+1)=0 > x=0, x=1

2 _ x es una pardbola abierta hacia arriba:

° y =X
Vértice: 2x—1=0 — x= % (no vale, ya que debe ser x> 1)

Cortes con OX:

x2-x=0 > x(x=1)=0 <

x=0 (no vale)
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x=1
Y Y Y
1l YE=X+X Y y=X=x/
- " y = X|x=1]
Y )
< - 1
/, “1 /
/ | / X
A /
X /
/
/
/

No es derivable en x = 1.

22 Representa grificamente cada una de las siguientes funciones:

1 RO
|x| -2 )y x?+1

a)y=

VI =2

Definimos la funcién por intervalos:

si x<0
_x_
f(x) = )
si x=0
x_
. 1 -1
S 0, y= = :
bx=By —x—-2 x+2

* Dominio: IR — {2}

e Asintota vertical:

X ZﬂZZ f(x) <

x =—2 es una asintota vertical.

Si x<=2, fx) > +o0
Six>-2, f(x) > —oo
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e Asintota horizontal:
lim -
X —> —oo

0

x+2

y =0 esasintota horizontal hacia —co ( f(x) > 0).
Y

T —

[
[
|

Si x>0, y= 12:
x_

e Dominio: IR — {2}
* Asintota vertical:
Si x<2, f(x) > —o0
Z/
xl—7>n2f(x) < Si x>2, f(x) = +o0
x =—2 es una asintota vertical.

¢ Asintota horizontal:

lim 1 0

X —> +oo x_z_

y=0 esasintota horizontal hacia + oo ( f(x) > 0).

vl |
|
\
X
\
|
|
La grificade y= 1 es:
x| -2
¥ |
| |
| \
] -2 2 \E
| \
| |
| |
|2x]
b)y= 5
x“+1

Definimos la funcién por intervalos:

=2 si x<0
f(x): x2+1

X i x20

x“+1

Si x<0, y= ;2’6 :
x“+1

e Dominio: IR
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e No tiene asintotas verticales.

e Asintotas horizontales:

lim ;2)6’ =0
ARG |

y=0 esasintota horizontal hacia —co (y> 0).

* Puntos singulares:
Fge 260402020 22244 | 262
& +1)? @D WPeD)?

, 2 x=1 (novale,1>0)
F)=0 > ﬁ:O <x=_1, Ft)ot
Signo de f™":

f>0 f<0

/ -1 \ 0

Miximo en (-1, 1).

Y
] \\1
X
-1 8
. . 2x
Si x20, y= —5=—:
x“+1

e Dominio: R
e No tiene asintotas verticales.

e Asintotas horizontales:

lim 2% _
x> (2

y=0 esasintota horizontal hacia +e (y > 0).

* Puntos singulares:

iy 2674 =2x-2% 23240
£ = (x?+1)? (x?+1)?

x=—1 (no vale, -1<0)
f®=0—> —2x2+2:0<x=1’ F)-1
Signo de f™:
f>0 f<0
0 / 1 \
Miximo en (1, 1).
Y
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, |2x]|
La grificade y = 5 es:
x“+1
Y
1
— NI/ B
1 X

23 Considera la funcién f(x) = x%|x - 3|:
a) Halla los puntos donde f no es derivable.
b) Calcula sus méximos y minimos.
) Represéntala grificamente.

2 . 3 2 .
—x+3 3 - 3 3
2 F) - {x (—x+3) si x< }:{x;c_+3x§ si x <

x*(x—3) si x23 si x23

Si x# 3, tenemos que f(x) es derivable. Su derivada es:

, 3x% +6x si x<3
S = {3x2—6x si x>3

Por tanto:

f3I)=9 F3)=f(3"

£'(31=9 | f() noesderivableen x=3 (Punto(3,0)).
Bx?+6x=0si x<3

x=0 — (0,0)

bf@=0 - (3xx+2=0 < 4

3x*~6x=0 si x>3 — ninguno
Como f(x) 20 paratodo x, tenemos que:
f(x) tiene un minimo en (0, 0) y otro en (3, 0), y tiene un mdximo en (2, 4).

o lim fx)=+eos lim f(x) =+oo

Uniendo todo lo anterior, llegamos a la gréfica:

w
N

—
-
S}
I
———
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24 Representa la siguiente funcién:
| + 3|

1+|x|

flx) =

—x—-3 si x<-3
|+ 3] = {

x+3 six=2-3

|| —x si x<0
=% i x20

1_ si x<-3
—x
f) = |f+|3||= ’l”i i 3<x<0
+|x -
3;+3 si x>0
+X

* El dominio de definicién es IR.
* Corte coneleje ¥V: x=0, y=3

Cortes con el eje X:
|x + 3

=0 - |x+3|=0 — x=-3
1+ |x]

y=0 —

¢ No tiene asintotas verticales.

m |X+3|: , X+3:1
X — +o00 1+|X| X —> + o0 1+X

|X+3|_ l, —X—3:1

im = lim
X —>—oo0 1+|x| x—>+oo ]—x

Larecta y=1 eslaasintota horizontal cuando x — too.

-4

—= _ si x<-3
(1-x)?
* f'(x) = (14)2 si 3<x<0
—x
iz si x>0
[ (1+x%)

f(x) es creciente en el intervalo (=3, 0).
f(x) es decreciente en los intervalos (—oo, —3) y (0, +o0).

Y

T

25 Representa la funcién: f(x) = —|x3 —x2 + 2|

Para representarla, dibujamos la grifica de la funcién y = x> — x% + 2. La grificade f(x) coincidird
con lade y enlazona donde esta esté por debajo del eje X y con su simétrica respecto del eje X si

lade y estd por encima del mismo.
Analicemos la funcién polinémica y = x? — x? + 2:
* Corte coneleje V2 x=0, y=2

Cortes con el eje X: X —x242=0 > x=-1
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9'=3x2-2x y'=0 = 3x2-2x=0 — x=0, x:%
y'=06x-2

x=0 — y"=-2<0 (0, 2) es un méximo relativo.

3 2
x = 2 - 9"'=2>0 = y= (2) —<2) +2=ﬂzl,85; (‘;‘;1,85) es un minimo relativo.

3 3 3 27
Ahora tomamos el médulo de esta funcién y cambiamos el signo.
Y
X
TN
|
[
|
4 \
\
|
Pagina 323

Para resolver

26 Estudia el dominio de definicién, las asintotas y ~ Z | I
los extremos de cada una de estas funciones y, con Z \\ / \
esa informacidn, relaciénalas con sus respectivas 2 21\
graficas: - : o

I [ A\l 2] & !
Dy=— t / O
sen x [T\ |
AN i
b)y=xe* y
) x EJ - L/
©) y=sen > N . )
e SNHHA :
dy= 3 N2 / /TN
b
e) y= «/xz +1 7 2 2
® ®
f) y=sen’x = &
r4 l‘t
~
1 )~ L~ __‘T
_ 1
V7= sen x

e Dominio: senx=0 — x=0+7nk; ke Z
Dominio =R - {nk}, ke Z

* Asintotas:
x =7k, ke Z son asintotas verticales.
No hay mds asintotas.

e Extremos:

1 _ —CO0S X
fle) = —x
sen” x

x=m/2 + 2wk
! = = A
f'x)=0 — cosx 0<x:3n/2+2n/e (ke 2)
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Signo de f'(x) en (0, 2n):
f<0 f>0 f>0 f<0
0 ~ % / T / 371t ~ 2n

f(x) es periddica de periodo 2.

f(x) es decreciente en <0, %) U (377{, 27':) .

Es creciente en (%, 7'C> U (n, %) .

Tiene un minimo en (= 1).

b3
2 bl
Tiene un m4ximo en (37“, —1)

e Grifica — (2.
b) y = xe*

* Dominio: R

* Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

X

xiﬁﬂo fx) = xzri'zm xe ™= lm =X - Im =L -0

X —>+ X X —> + X
< e < e

y=0 esasintota horizontal cuando x = —0 ( f(x) <0).

lim  f(x)=+o05 lim AC) = +o00 — Rama parabdlica.

x5 too X4eo
* Extremos:
f'(x) =¥+ xe*=e*(1 + x)
fx)=0—>1+x=0 - x=-1
Signo de f"(x):
<0 £50
~ &

f(x) es decreciene en (-0, —1).

Es creciente en (-1, +o0).

Tiene un minimo en (—1, _—1)
e

e Grifica — (6).
) y=sen %

e Dominio: IR
e Asintotas: No tiene.

e Extremos:
f(x) = % cos %

fx)=0 — cos%zo — %=%+T£k — x=7+2nk

f(x) es periddica de periodo 4.
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Signo de f"(x):
f'>0 f'<0 f'>0
0 / T \ 3n / 4T

f(x) escreciente en (0, ©) U (3, 4n).

Es decreciente en (m, 37).
Tiene un miximo en (m, 1).
Tiene un minimo en (3w, —1).
e Grifica = (5.
d)y=Vx
* Dominio: R

¢ Asintotas: No tiene.

lim  f(x)=—o0; lim AS) =0
X — — oo X —> —oo X
— Ramas parabdlicas.
& _,

A S mves Hm =

e Extremos:

f'(x) = 33;; — f(x) no esderivable en x = 0.
f'(x) >0 paratodo x= 0.
f(x) es creciente.
e Grifica — (D).
e) y= \/m
* Dominio: R
* Simetria:
f(=x) =f(x) = f(x) es par: simétrica respecto al eje Y.
* Asintotas:

No tiene asintotas verticales.
, .
A f0) = ve

2
[l,m f (X) _ /l/m x“+1 -1

X —> +o0 X X —> +oo X

2 2
b (f@-x= lim WP+1-x= lim M?Eﬁggf:;+@=

X —> +o00
2 2
- gy X Al=xt o, 1
¥ «/x2+1+x ¥ «/x2+1+x
y=x esasintota oblicua cuando x — +o0 (f(x) > x).

Por simetrifa, y = —x es asintota oblicua cuando x — —oo ( f(x) > —x).

e Extremos:

l(): 2x _ X
e 2«/x2+1 «/x2+1

fx=0 > x=0
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Signo de f"(x):
f<0 f>0
~ 0 -

f(x) es decreciente en (oo, 0).

Es creciente en (0, +o0).
Tiene un minimo en (0, 1).

e Grifica — (3).

£) y=sen® x

* Dominio: R

* Asintotas: No tiene.

* Extremos:
f'(x) = 2sen x cos x = sen 2x
fx)=0 = sen2x=0 = 2x=0+nk = x= %/e, ke Z
f(x) es periddica de periodo .
Signo de f"(x) en (0, n):

f>0 f<0

Il B N

f(x) es creciente en <0, %) .
Es decreciente en <£, n) .

Tiene un méximo en <%, 1) .

Tiene un minimo en (0, 0) y otro en (x, 0).

e Grifica = (4.

27 Recuerda que el seno hiperbdlico y el coseno hiperbélico se definian asi:

X X —X

x -

Estudia los méximos, los minimos y los puntos de inflexién de estas funciones y represéntalas

graficamente.
A et e
senh x =
2
X —X
' e +e
L] X)) = ———
/%) 3

f'®)=0 = ¢*+¢¥=0 — No tiene solucién, luego no hay méximos ni minimos.

f'(x) >0 Paratodo x, f(x) es creciente.

. f”(x) — fx _2€—x

f'x)=0 = ¢¥—e¥=0 — ex—%:O - e2*_1=0 >
e

= e¥=1 > 2x=0 > x=0 = y=0
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Signo de f"'(x):
f'<0 >0
R

Hay un punto de inflexién en (0, 0).

e Grifica:
|
|
[
Ny
/
[
|
e

cosh x = —

. _ F— e ¥
f= st
fx)=0 > ¢¥—¢e?=0 5> x=0 - y=1
Signo de f"(x):

f'<0 f'>0

1
~ _
Hay un minimo en (0, 1).
o £ e
£ = €
f"(x) =0 — no tiene solucidn, luego no hay puntos de inflexién.

¢ Griafica:

—
e
T ——

28 Determina las asintotas de las siguientes funciones:

J1-x b) x+yx®+1
3x Y x

a) Dominio: (—eo) U (0, 1]

a)ys=

e Asintota vertical:
J1— Si x<0 —> —oo

im X ioo< . ) X
x—0 3x Si x>0 y— +o0

¢ Asintota horizontal:

X —> —oo 3
y=0 esasintota horizontal hacia —oo (y < 0). \
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b) Dominio: R — {0}

¢ Asintota vertical:
i x+«/x2+1 Si x<0 y—>—oo
lim =2 "~ - +too <

x—0 x Si x>0 y— +e0

e Asintota horizontal:

[P L Lo B \
X —> +o0 X -
_____________ A T
y =2 esasintota horizontal hacia +o (y > 2).
G EAPCAL il g —
x —> —o0 X T xS oo —x B -
y =0 esasintota horizontal hacia —oo (y < 0). \
29 Realiza un estudio y representa cada una de las siguientes funciones:
x2—1> e -1 ( x ) elx—1l
a)y=In b)y= oy=In d)y=
)y <x2+1 )y e*+1 )y x+1 )y x?+2x-3

a) ®* Dominio de definicién:

2
xz—l 50 > x2=150 — (—o0,—1) U (1, +c0)
x“+1

La funcién tiene simetria par. Podemos limitarnos a estudiarla en el intervalo (1, +e0).

* Asintotas verticales:

2
lz'm+ In (xz_—l =—o0 — Lasrectas x=1, x=—1 son las asintotas verticales de la funcién.
x—1 x“+1

Asintotas horizontales:

2
éz;m In (x2 =1 ) =0 — Larecta y=0 eslaasintota horizontal cuando x — +oo.
X — o0

x“+1

* f'(x) = ( 4 — f(x) es creciente en el intervalo (1, +0).

X
1) (x*+1)

b) ¢ El dominio de definicién es IR.
* Corte coneleje V2 x=0, y=0
Cortes con el eje X:
y=0 > =1L _0 5 x=0
e*+1
¢ No tiene asintotas verticales.

Asintotas horizontales:

e =1 _ Iim 1-1/¢* _1

lim

X —> +oo €x+1 X —> +oo 1+1/€x
lim ex—l 1

ARG |

Lasrectas y=1 y y=-1 son las asintotas horizontales cuando x — +o y x — —o0, respecti-

vamente.
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r_ 2€x
(e*+1) 2

)%

— ¥ es creciente en todo [R.

¢) ® Dominio de definicién:

X_ 50 = (—o0,—1) U (0, +0)
x+1

Asintotas verticales:

lim ln< X >=+o<>
x—>-1 x+1

lim /n( X ):—oo
x—0* x+1

Las rectas x=—1 y x=0 son las asintotas verticales de la funcidn.

Asintotas horizontales:

, X _
lim ln( 1>—O

X —> +oo X +

lim ln( X ):0
X = —oo x+1

Larecta y=0 eslaasintota horizontal de la funcién.

o ' — 71
)= x(x+1)

Si x>0 — y'>0 — y es creciente en el intervalo (0, +c0).

Si x<-1 = y'>0 — y es creciente en el intervalo (—oo, —1)

Y
a
2
T X
4 | P, 4
)
4
d) ¢ El dominio de definicién es R — {3, 1} exl1 <l .3
X’ +2x -3 e
Teniendo en cuenta la definicién de valor absoluto, y = e
(4 .
. si l<x
* Corte con el eje Y:x:O,y:—% 2+ 2x—3
* Asintotas verticales:
—x+1
lim —f— =+

x>-3 x2+2x—3
x =—3 es asintota vertical.
—x+1
lim —& - oo
x—=-3 x4 2x -3

x =1 es asintota vertical.

No tiene asintotas horizontales ni oblicuas.
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el T (x? —dx 4 1)

si x<ly x=-3

. (x2+2x—3)2
J = €x_1(X2—5) .
Pa2x-3)2 sil<x

1-x 2
¢ oAt ) g 2 4120 o x=2- 3, =245

—0 - (x? +2x - 3)?
)= ex—l(xz_s) 2
W=O — X —5=0 - X=\/§
X + 4LX —
y'<0 y'>0 y'>0 y'<0 y'<0 y'>0

~2- V’/ -3 /_zw—\ ~. 5 _ 7

Hallamos las ordenadas de los extremos relativos y se obtiene la gréfica:

Y

0O
A\

|
|
D
1
|
I
|
h

D

—_—

[«=)

30 Larecta y=2x+ 6 es una asintota oblicua de la funcién:

_ 2x%+1
s = 2

Halla el valor de % y representa la funcién asi obtenida.

e Hallamos 4:

Si y=2x+ 6 esasintota oblicua, tenemos que:

lim f)(:c) =2; lzm [f(x)—2x] =

X —> 400
Por tanto:
2
lim  f(x)=+00; lim f© = lm 2l g
x 23 +oo X0 x xwee (2 py
, , 25?41 § 2% +1—2x" + 2kx
M W =20 = | = SR

= lim %:2/&‘:6 — k=3

X —> +oo X —
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También podriamos efectuar la division:

2%+ 1 x—Fk

2x%+ 2kx 2x + 2k
2kx + 1
—2kx + 2k?
1+ 242

La asintota oblicua es y = 2x + 24

2x+2k=2x+6 = 2k=6 = k=3

B 257 + 1
Por tanto, f(x) = T3
¢ Dominio: IR — {3}

¢ Asintotas:

lim_ f(x)=—o0
e x =3 es asintota vertical.
o -
y=2x+6 esasintota oblicua.
Si x = —o0, f(x) <2x+6; si x—> +oo, f(x)>2x+6.
* Puntos singulares:

f'(x) _ 4x(X—3)—(2X2+1) _ 4X2—12x—2x2—1 _ 2X2—12x—1

(x—3)* (x-3)* (x-3)*
12+ /144 +8 x=6,08
‘®)=0 - 2x*-12x-1=0 =
f'(x) — 2x X - x Z <x:—0,08
Signo de f"(x):
f’>0 f'<0 f'<0 f’>0

N3~ 68~
f(x) es creciente en (—e0; —0,08) U (6,08; + o).
Es decreciente en (-0,08; 3) U (3; 6,08).

Tiene un maximo en (—0,08; —0,33).

Tiene un minimo en (6,08; 24,32).

¢ Grifica:
w6l N A
] 1\
L ’
s
zD 7
22 L
;rl
‘13
I ’4*7771A57777
/ o)
L/ 2 \
ST
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31 Sealafuncién f(x) = x%.e con a=0.

a) Calcula el valor de 2 para que esta funcién tenga un extremo relativo en el punto de abscisa
x=2.

b) Clasifica los extremos relativos cuando « = 2.
a) f(x) = x2. e

i) =2x- e —ax?. e =x. e™™(2 - ax)

Para que tenga tal extremo relativo, debe ser:

f2)=0 > 272.2-20)=0 > 2-24=0 > a=1
b) £(x) = x2. 2

f'(x) =2x- e (1 -x), fx)=0 = x=0, x=1

f(x) = 2072 . (2x% —4x+ 1)

f"(0)=2>0 — x=0 esun minimo relativo.

f'(1)==2¢2<0 — x=1 esun miximo relativo.

32 Dada la funcién:
f)=ax+b+ %

calcula 2 y b para quelagrifica de f pase por el punto (-2, -6) y tenga, en ese punto, tangente
horizontal. Para esos valores de 2 y b, representa la funcién.

_ 8. iy, 8
f(x)—ax+&+x,f(x)—a "

Pasa por (~2,~6), f(-2)=—6 — —2a+b—4=—6} —2a+b:—2} a:2}

Tangente horizontal = f'(-2)=0 = 2-2=0 a=2 b=2

Para estos valores, queda: f(x) =2x+ 2 + %
¢ Dominio: IR — {0}
* Asintotas:

iy fi0-=-

) x =0 es asintota vertical.
lim  f(x)=+o0
x— 0"

fl)=2x+2+ 8 y=2x+2 esasintota oblicua.
x

(Si x = —o0, f(x) <2x+2; si x> +oo, f(x)>2x+2)

* Puntos singulares:

fr(x): 2_i= 2x2—8

X2 x2
x=-2
f@)=0— 2x>-8=0 - x?=4<_ 2
X =
Signo de f"(x):
f>0 f<0 f<0 f>0

/ -2 \ 0 \ 2 /
f (%) es creciente en (—o0, =2) U (2, +o0). Es decreciente en (-2, 0) U (0, 2).

Tiene un mdximo en (-2, —6). Tiene un minimo en (2, 10).
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e Graifica:

33 Halla los valores de a, b y ¢ paralos cuales la funcién:

_ax*+bx+c
fo - @l sbese

tiene como asintota horizontal la recta y = -1 y un minimo en el punto (0, 1).

Caxt i bxtc
A x*—4

2
Si y=-1 esasintota horizontal — /im ax”+bx+c _ a— a=-1

X —> +00 X2—4

Si tiene un minimo en (0, 1), debe ser £'(0) = 0.

_ Qax+ ) (P-4 (@ +bx+ )2 o bEA-0  _p

f'(X) (.X'2 _ 4)2

Ademis, f(0)=1 — a:0+b-0+c 4 — c=-4

Por tanto, f(x) = —’ 4
x> —4
34 Dada la siguiente funcién:

f(x) - ax::;l

a) Determina el valor de 2 para el que la funcién posee un minimo relativo en x = 1. Para ese
valor de a, obtén los otros extremos relativos.

b) Obtén las asintotas de la grificade y = f(x) para a=1.

¢) Esboza la gréfica de la funcién para 2 = 1.

4
al)f(x):%:zlx+i3
X X
@)= a-
X
Como x=1 esun extremo relativo, /'(1)=0 - 2-3=0 = a=3
f'(96):3—i4
x

F@=0—3-2 20> x=-1, x=1
X
£l = 12
X

Si x=-1 = f"(-1) <0 — x=-1 esun mdximo relativo.

Six=1—= f"(1)>0 — x=1 esun mdximo relativo.
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b)f(x):x+§

Veamos que la recta x = 0 es la asintota vertical:

lim (x +L)=+oo

x—0"

lim (x+-L)=+oo
x—0" X3

Como f(x) = x+ 1 , es evidente que la recta y = x es la asintota oblicua de la funcién.

X3
Posicién:
Si x — +o0, entonces f(x) —x = % >0 — La funcién queda por encima de la asintota.
x
Si x — —oo, entonces f(x) —x = % <0 — Lafuncién queda por debajo de la asintota.
x

¢) Para completar el estudio, podemos calcular los extrteremos relativos:

F@=1-2 (=0 - 1- 220 > x=-43, x=43
X X

- 4B, =431 176
X ) }’ 4
4@3

- 4B, y=4iB L
x= 143, y= 3+%3 1,76

2x
1- 2

35 Una particula se mueve a lo largo de la grifica de la curva de ecuacién y = para x> 1.

En el punto P (2, - g) la deja y se desplaza a lo largo de la recta tangente a dicha curva.

a) Halla la ecuacién de la tangente.

b) Si se desplaza de derecha a izquierda, halla el punto en el que la particula encuentra a la asin-
tota vertical més préxima al punto P.

©) Si el desplazamiento es de izquierda a derecha, halla el punto en el que la particula encuentra
el eje X.
a) Pendiente de la recta tangente en x = 2:

1) = 2(1—x2)—2x(—2x) _ 2 —2x% + 4x” _ 2x 42

(1-x7 (1-+9)%  (1-x9)?
La ecuacién de la recta tangente en P es:
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b) La asintota vertical mds préximaa P es x = 1. Tenemos que hallar el punto de interseccién de
x=1 con la recta tangente anterior:

10, 32) ,_-22
9 9 9 El punto es Q(l, ﬁ)
x=1 x=1 9

¢) Tenemos que hallar el punto en el que la recta anterior corta al eje OX:

10, 32| 10, _32

_32_16
9 9¢ 9 9o 7 ¥T107 5 E punto es R(l—G,O).
y=0 y=0 ’

Esta grifica muestra la curva y = >
l1—x

la recta tangente y = 10, 32 y los

9 9

puntos Q( ,%) y R(%,O).

36 La concentracién (en %) de nitrégeno de un compuesto viene dada, en funcién del tiempo 7€
[0, +0) medido en segundos, por la funcién:
60
N(z) =
1+2¢™

a) Comprueba que la concentracién de nitrégeno crece con el tiempo. ;Para qué ¢ la concentra-
ci6én de nitrégeno es minima y cudl es esta concentracién?

b) ;A qué valor tiende la concentracién de nitrégeno cuando el tiempo tiende a infinito?

a) N(r) - —0
1+2¢7"
-t
N'(¢) = (21%9761)2 es siempre positivo para cualquier valor de z Por tanto, /V(#) es creciente.
e+

La concentracién de nitrégeno es minima para #=0 y su valor es N(0) = 20.

b) lm 60 ~ =60 es el valor al que tiende la concentracién cuando el tiempo tiende a infinito.
T 1+ 267

Pagina 324

Cuestiones tedricas

37 ;Qué podemos decir del grado de una funcién polinémica con dos mdximos y dos mini-
mos relativos? En esa funcién, ;puede estar uno de los minimos mds alto que los mdximos?

* Si tiene dos médximos y dos mimimos relativos, y es polindmica,
su derivada tiene, al menos, cuatro raices; es decir, f"(x) serd, al
menos, de grado 4. Por tanto, f(x) serd, al menos, de grado 5.

* Si, podria haber un minimo mds alto que un maximo. Por ejemplo:

El minimo de x; estd mds alto que el méximo de x;.
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38 Una funcién f(x) tiene las siguientes caracteristicas:

Dom f=R - {0} y es continua y derivable en todo su dominio.

o, f) = e ML N
lim_f(x) = +oo lim f(x) = —oo
x—=>0" x—0*
Indica cudles de las siguientes afirmaciones son seguras, cuéles son probables y cudles son im-
posibles:
a) f(x) es par. b) f(x) es impar.
¢) No tiene méximos ni minimos. d) Tiene un mdximo y un minimo.
e) Corta al eje X en dos puntos. f) Corta el eje X al menos en dos puntos.
g) Tiene, al menos, una asintota vertical. h) Tiene solo una asintota vertical.
i) Tiene una asintota oblicua. j) Es céncavaen x <0 y convexaen x> 0.

a) Imposible, porque, por ejemplo, en las proximidades de x = 0 no es simétrica respecto del eje
vertical.

b) Probable, porque una funcién impar puede cumplir estas condiciones.

c) Probable, aunque esta afirmacién no estd relacionada con los datos del problema.
d) Probable, aunque esta afirmacién no estd relacionada con los datos del problema.
e) Probable, por su continuidad y su comportamiento a ambos lados del eje vertical.

f) Seguro. Por ser continua debe cortar al semieje negativo de las X al subir desde —oo (cuando
x —> —oo) hasta + oo (cuando x — 07). Andlogamente ocurre con el semieje positivo de las X.

g) Seguro. La recta x =0 es una asintota vertical de la funcion.

h) Seguro, ya que su dominio es IR — {0} y es continua en él. Ademds, tiene una asintota vertical,
como hemos visto en el apartado anterior.

i) Probable. Puede ser también ramas parabdlicas.

j) Probable.

39 ;Cudntos puntos de inflexién puede tener, como méximo, una funcién polinémica de cuarto
grado?

Si f(x) esun polinomio de cuarto grado, f'(x) serd un polinomio de tercer gradoy f"'(x) serd un
polinomio de segundo grado.

Asi, f"'(x) tendrd, a lo sumo, dos raices.

Por tanto, f(x) tendrd, como mdximo, dos puntos de inflexién.

/7 x . .
40 Comprueba que la funcién y = |_|1 tiene dos asintotas horizontales.
X+
si x<0
X+
fl) =
X si x>0
X+
Por tanto:
lim f)= lim —* =—-1 — y=-1 esasintota horizontal cuando x — —co.
X —> —oco x——o0 x 41

Jim f() = lim =1 — y=1 esasintota horizontal cuando x — +oo.
+oo

X —>+00 x4
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41 Sobrela grifica de y = |x% - 4| indica los intervalos de concavidad y de convexidad. ;Cuiles son
sus puntos de inflexién?

\LL Y /
=4 si x<=2 \ [
y=|x2—4|=1x*+4 si 2<x<2 \ f
x*—4 i x>2 \ |
\/
X
) )

La gréfica es céncava en (—o0, =2) U (2, +o0) y es convexa en (-2, 2). Los puntos (-2, 0) y (2, 0) son
puntos de inflexién (son también minimos relativos). Podemos comprobarlo con f"y f":

2x  si x<-2 2 six<=2
f'(x)=7-2x si 2<x<2 — f(x)=1-2 si 2<x<2
2x  si o x>2 2 six>2

No existe f"'(=2) ni f"(2).
f'(=27)=-4
f(=2")=4
f'2)=-4
f'2h=4

Signode f'(x): f'(x)=0 = x=0
f’<0 f'>0 f’<0 f'>0
\ -2 / 0 \ 2 /

Minimos en (-2, 0) y en (2, 0).

> No existe f'(-2).

> No existe f"(2).

Miximo en (0, 4).
Signo de f"'(x):
f'>0 f'<0 f'>0

-2 2

\— 7\

Puntos de inflexién en (=2, 0) y (2, 0).

42 y-= x2+ L 110 estd definidaen x=1 nien x=—1; sin embargo, tiene solo una asintota vertical.
X -

Justificalo.

_ox+l x+1
S0 = 21 +l)(x-1)

lim  f(x)=—o0
x—=>1"

x =1 es asintota vertical.

/l'm+f(x)=+oo

x—1
, o 1 1
xé)nzl f(X) B xli{lzl x—1 N 2

En x=-1 hay una discontinuidad evitable, no hay una asintota.
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43 ;Cudntas asintotas verticales puede tener una funcién? ;Y horizontales?

* Asintotas verticales puede tener infinitas. (Como ejemplo, podemos considerar la funcién

y= , cuya grafica estd representada en el ejercicio 26, en la grifica 2).
sen x

* Asintotas horizontales puede tener, como médximo, dos: una cuando x — —oo y otra cuando
X —> +oo.

44 Da un ejemplo de una funcién que tenga un minimo en x = 1 y que no sea derivable en ese
punto. Represéntala.

! —x+1 si x<1
y—|x— |_ x—1 si x2>1

F(1)=0

£(x)>0 para X#l} — Hay un minimo en x=1, en (1, 0).

f(x) noesderivableen x=1, pues f'(17) =—-1=f'(1%) = 1.

La grifica es:

45 Da un ejemplo de una funcién derivable en x=1 con f'(1) =0 que no tenga mdximo ni mi-
nimo en ese punto.

Por ejemplo, y = (x— 1)3. 4

£ =3x-1)?% = £(1)=0 ?

f'(x) >0 para x=1 — f(x) es creciente. -6 -4 =2 f22 4.6
En x=1 hay un punto de inflexién. : 4

46 Si es posible, dibuja una funcién continua en el intervalo [0, 4] que tenga, al menos, un méximo
relativo en (2, 3) y un minimo relativo en (3, 4). Si la funcién fuera polinémica, ;cudl deberia
ser, como minimo su grado?

f(x) debe tener, al menos, dos mdximos y dos minimos en [0, 4], si es derivable.

Si f(x) fuera un polinomio, tendria, como minimo, grado 5 (pues f"(x) se anularia, al menos, en
cuatro puntos).

\’_‘
INCY AU
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47 ;Tiene f(x) = x + e™* alguna asintota? Si es asi, hdllala.
flx)=x+e™
¢ Dominio: R.
¢ No tiene asintotas verticales.
. xznfw (x + ™) = +o0; xiz’rizm (x+e™) =400
No tiene asintotas horizontales.

¢ Asintotas oblicuas:

—x
m= lim <x+€ >= lim <1+ 1 ):1
X —> +oo X X —> +oo x-ex

n= Ilim (x+e*—x)= lim ¢¥=0
X —> +oo X —> +o0

y=x es asintota oblicua hacia +co.

No hay asintota oblicua hacia —c porque:

—X
m= lim [XFC ) =1 +00=+00
X —> —oo X

48 ;Son iguales las graficas de f(x) = ¢* y g(x) = e!*l? Justifica tu respuesta.

No. Veamos sus gréficas:

Y= elxl

_/

Por ejemplo, si x=-3 — e~ 0,048; ¢I-31~20,08

49 Indica cudl de estas graficas corresponde a y=In |x| y cudl a y = |ln x|. ;Cudl es la ecuacién de
cada una de las otras dos?

a) b)

/
\

c) - - d)

T —
—

\lf
1|/
1l

*y=In|x| eslac).

*y=|lnx| eslaa).

b)y=|in|x|
d)y= ﬁ
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50 ;Qué tipo de simétria tienen las siguientes funciones?

a) y=sen’ x b)y=|x[-2 oy=tgx d)y=x3-x

Q) y=sen’ x
Fex) = sen? (=) = [sen (]2 2 (csen )2 = sen’
(1) Porque sen (=) = —sen x
Como f(=) = £(), la grdfica de f es simétrica respecto al eje V.
b)y=|x|-2
F69) = |x] =2 = f) < o] =2 < ] -2
Como f(=) = £(), la grdfica de f es simétrica respecto al eje V.
Q) y=tgx
F6) = 13 f(o) = tg (=) = —tgx = ()
Como f(=) =—f(x), la gréfica de f s simétrica respecto al origen de coordenadas.
dy-xd—x
£ =7 —x > ) = (97— () = 3 + 1= f Q)

Como f(—x) = —f(x), lagrifica de f es simétrica respecto al origen de coordenadas.

51 Dadala funcién f(x):

Indica qué grifica corresponde a estas otras:

f flx) -f@| |f&@]

a) [ 1] b) /
\ // [
\ \ '/ \
~\. \
N ]
\ |/ \
©) d)
/
\ I \
\ \ \\\ \\\ yd
[ \ |/ \| /
a) —| ()|
b) f (=)
o | f)
d) f(|x]
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52 Relaciona cada grifica con su funcién.
4
2
2 =2 2
-2 2
-2 2 -2

f@) =xsen (mx)  g(x) = x2 sen (mx) b (x) = x2 cos (%)
* f(x) y h(x) son funciones paresy g(x) esimpar.
Por tanto, la grifica de g(x) ha de ser la b).
* f(2) =0 — Lagrificade f(x) eslac).
Luego la gréficade /(x) eslaa).
* Esdecir: a) 4 (x); b) g(x); ¢ f(x).

Para profundizar

53 En el Ejercicio resuelto 1 del apartado 10.5, vimos un sencillo procedimiento para calcular las
asintotas de la funcién y = yx? —2x mediante los pasos siguientes:
Va2 —2x={(x-1)2-1=|x-1]
Averigua, de forma similar, las asintotas de estas funciones:
a)y=yx2+2x b)y= yx? - 6x+12
c)y=«/x2+4x d)y=«/4x2—x+3
Indica la posicién de cada curva respecto de las asintotas.

Q) Y+ 20=Ax 4 2+ 11 =(x+ )2 =T = (x + 1) 2 =[x + 1]

La funcién y=|x + 1| estd formada por las dos asintotas oblicuas de la funcién y = yx? + 2x.
b) Va? —Gx+12=yx? —6x+9+2=y(x—=3)2+ 2= (x —3)2 =|x - 3|

La funcién y=|x—3| estd formada por las dos asintotas oblicuas de la funcién y = Jx? —6x+12.
Q)= At rdx =l 1 dx+d—d=(x+2)> 4= (x+2)?=|x+2|

La funcién es “un poco menor” que el valor absoluto porque se resta dentro del radiando. Por tanto,
queda por debajo de las asintotas oblicuas:

y=x+2 cuando x — +oo.

y=-x—2 cuando x — —oo.

2
d)y= Vdx® — x +3 \/4x —x+i+4—7 \/<2x—i) +£ \/(2)6—)

16 16

La funcién es “un poco mayor” que el valor absoluto porque se suma dentro del radicando. Por
tanto, queda por encima de las asintotas oblicuas:

y= Zx—l cuando x — +oo.

4

2x—‘

y= ox+ L cuando x — —oo.

4
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54 Aunque la palabra aséntota la hemos aplicado a rectas que se aproximan a una gréfica, tiene un

significado mds amplio: se dice que dos curvas son asintdticas cuando, al alejarse del origen, la
distancia entre ellas tiende a cero.

. 7 _ 2 . s, V3 _ X . 3
Por ejemplo, la pardbola y = x*+ 1 es asintética a la funcién y= — ! (revisa su gréfica en

la pagina 310). X-
Es ficil comprobarlo efectuando el cociente:

x4 1

2
=x“+1+
x2—l x2

La diferencia entre las dos ecuaciones, 21 I ! :

x° — P .
tiende a 0 cuando x — + . Ademds, toma valores W
positivos, por lo que la grificade y = f(x) queda N
por encima de la paribola. N

-

. ’
. 2

Este resultado permite representar la funcién de

. rectas asintdticas
forma mds precisa apoydndonos en la representa- //7
cién de la pardbola:

3 — 2 . o o7
a) Halla la pardbola asintéticaa y = %7 =26"+x+8 Dyeterminala posicién de la curva respecto
de ella. ¥

b) Representa la funcién utilizando esos datos, asi como la asintota vertical y el punto singular
(dnico, en x = 2).

8

o — 2%+ x+8 _
X

x—2x+l+

a)y=

La pardbolaes y = x%—2x+ 1.

* Cuando x — —oo, la diferencia entre la funcién y la pardbola,

8 , es negativa; luego la curva
estd por debajo de la pardbola. X

¢ Cuando x — +oo, la diferencia, 8 , es positiva; luego la curva estd por encima de la pardbola.
X

b) Asintota vertical:

lim  f(x)=—o0
x—=>0"

; x =0 es asintota vertical.
lim | f(x)=+oo

x—0
* Punto singular:

, 8 2x°—2x*-38

fl)=2x-2-5 =2 =28 =8
X X

F)=0— 2x7-2x2-8=0 = 2(x-2)(x?+x+2)=0 — x=2

Hay un minimo en (2, 5).

e Grifica:
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55 Estudia la posicién relativa entre estas curvas y sus pardbolas asintéticas. Representa la informa-

cién obtenida:

3
b)_)’= xx—l

4
a) y= —*— — Dividimos:

4
Asi, y= X

2

x2+1

x2-1

1
2

=xt -1+

x“+1 x“+1

Paribola asintética: y = x% — 1

3
_x =1 _
b)y= P

Pardbola asintética: y = x

Posicién:

Y
. .
s e

-1
X

2

..7

.
I
.
D
D
.
.
.

[y 0
Ly g
g

4
o) y= 2X

b

x4

x4 4 4x?
42

— Dividimos:

x2 -4
x2+4

—4x2 + 16

4
ASI’Z y= Zx—

X

16

=x* 44+ 16
—4 x* + 4

Pardbola asintética: y = x2+ 4

Posicion:

A

[y
[y
[y
Ly
Y

.
-

f:'.'

0
.
.
g
g
g
.

PNNNSAC HILLERA O
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e

9= x* -4

Posicion:

1]

[
[
[}
[}
[}
[}
[y
[y

.
~
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Autoevaluacidén
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1 Dibuja la grifica de una funcién f de la que sabemos:
m @) =veo, lim fx)=-3, lim f(x)=—c
S'(5) =05 f'(0) =05 f(-5)=0; f(0)=2

Tiene tangente horizontal en los puntos (-5, 0) y (0, 2). En el primero tiene un mdximo, y en el segun-
do, un punto de inflexién.

Y]

X
-1-3
& Describe la gréfica de la siguiente funcién:
| |
// / * El dominio de definicién es IR — {2, 2}.
e S . . ..
X AP Es una funcién impar, continua y derivable en su dominio.
/ / * Tiene dos asintotas verticales: las rectas x=-2 y x=2.
[ [

i 9= v i (9=~
lim f(x)=+o05 lim f(x)=—oo
x—27 x—2*

Larecta y=0 eslaasintota horizontal de la funcién cuando x — +eo.

* Es creciente en los intervalos (—eo, 2), (=2, 2) y (2, +o0).

3 ;Tiene f(x) = x3 + 2x + 4 méximos y/o minimos? ;Y algtin punto de inflexién? Estudia su curva-
tura y represéntala.

f)=x3+2x+4

o fi(x)=3x2+2
fx=0 — 3x2=-2 — no tiene solucién.
f'(x) >0 paratodo x — f(x) es creciente.

No tiene mdximos ni minimos.

* f"(x) = 6x ¢ Grafica:
f'x)=0 = 6x=0 = x=06
Signo de f"'(x): .

f”<0 f>0 /
N\

-2
Hay un punto de inflexién en (0, 4). /

e Ademis, xé}’@wf(x) = —oo; xé@wf(x) = +oo
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2
4 Estudia las asintotas y los puntos singulares de la funcién f(x) = (e + 21) y represéntala gréfica-
x+

mente.

flo) =

e Dominio: IR —{-1}.

(x+2)2
x+1

e Asintota vertical: x =1

Posicid x—>-1"
osicién
< lim _ f(x)=+o0
- 1"

¢ No tiene asintota horizontal:

Iim (x+2)2 e
xSteo  x+l1
e Asintota oblicua:
2
G +2) =x+3+ 1
x+1 x+1

La asintota oblicua es y = x + 3.

Posicién de la curva con respecto a la asintota:

11 >O)

Si x >+0 = flx)>x+3 (porque
X+
11 <0>

Si x >—-00 = flx)<x+3 (porque .
+

f&) =+ 3) =

x+1

* Puntos singulares:
£ - 2+ e+ 1) = (x+2)” _ 2242
(x+1)? (x+1)?

o 5 ) x=0, f(0)=4
fx=0 = x +2x—0<x:_2’ £(2)=0

Signo de f™:
f'>0 f'<0 f'<0

NN

Tiene un mdximo en (-2, 0) y un minimo en (0, 4).

e Gréfica:
Y 7
',/'
f/
V%
\[ | 7~
(l
1
S X
., ,yl
7’7
y'
o
. ,/
VAl
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5 Representa la funcién f(x) = @
e
2
fw= +xl)
e

¢ Dominio = IR.

* No tiene asintotas verticales, porque ¢*= 0 para todo x.

2
, x+1 , . .
e lim Ge+1)7 =0 — y=0 esasintota horizontal hacia +0 — f(x) >0
X —> +o00 X
o (x+1)? . , . .
Lz)m =40 o No tiene asintota horizontal hacia — oo.
X —oo

4

* Puntos singulares:

20 +1)e" —(x+1)2 " ~ 2e+2—(x+1)2 241

£ - -

(ex)Z e~ e~
() =0 2,1 0<x=1’ fn=
fx)=0 > x"+1= 1, fL1)=0
Signo de f™:
f'<0 f'>0 f'<0

NT SN

Minimo: (-1, 0). Mdximo: (1,i>
e
e Grifica:
Y
\ 2
\
\ 1
\ L
N
) _ ] X

6 Calcula los puntos de corte con los ejes y los puntos singulares de la funcién y = fn(-x2 + 1). De-
termina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y esboza la grifica.

* Dominio = (-1, 1) — y es una funcién par.

* flx)=0 —>f(x):—x2+1:1 — x=0

Y
El tinico punto de corte con los ejes es (0, 0). 1
4 _ 2x _ _
* f'(x) = 5 =0 - x=0
x“—1 X
2 -1 ™N
) = - % <0 paratodo x. / \\
o =1) / \

Por tanto, (0, 0) es un maximo. Il T \

* f tiene dos asintotas verticalesen x=-1y x=1. ” \\
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7 Dibuja una funcién continua en IR que tenga un minimo relativo

\[Y

en (1, 6) y un maximo relativo en (6, 2). Si es un polinomio, ;cudl N
. 6

serd, como minimo, su grado? \

La funcién tendrd, como minimo, cuatro puntos singulares, y para

ello, su grado debe ser, al menos, 5. 2

1

8 Halla los mdximos y los minimos de f(x) = xyx +3. Indica si tiene asintotas y represéntala grafi-
camente.

f () = xyx+3. Dominio = (=3, + o)

* Hallamos los puntos singulares:

’ 1 2(X+3)+.X' 3x+6
=yx+3+x- - _
£ rrory 2Jx+3 2Jx+3 2Jx+3

fx)=0 > 3x+6=0 > x=-2, f(-2)=-2

<0 £50
NS

La funcién tiene un minimo en (-2, -2).

Signo de f™:

¢ La funcidén no tiene asintotas:

lim  f(x)=+o05 lim A =

X —> oo X —> +oo X

¢ Grifica:

+ oo

\S]

9 Dibuja la grificade f(x) =[x+ 3| + |x—1].
) =|x+3]+]|x-1]|

m3 i xe3 *Si x<-3: x—3-x+1=-2x-2

3 i *Si 3<x<l: x+3-x+1=4
el box-l e Six21l: x+3+x—1=2x+2

2x -2 si x<-3
flx) =14 si 3<x<l1
2x+2  si x2>1 Y

(o8]
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10 Estudia estas funciones y represéntalas grificamente:
a) y = sen 2x + 2cos x

b) y = 2sen Tix + cos 21x
a) y = sen 2x + 2cos x
* Su dominio de definicién es IR. Es periédica de periodo 2.
* No tiene asintotas.
* Cortes con los ¢jes:
x=0, y=2 = (0,2)

y=0 — sen2x+2c0sx=0 —> 2senx-cosx +2cosx=0 — 2cosx (senx+1)=0 —

i 3n
{Co&x:O . x=5+2/en,x=7+2/e7t, con ke Z
senx+1=0 x=32—n+2/en, con ke Z

* Puntos singulares:
y'=2cos 2x — 2sen x

y'=0 = 2cos2x—2senx=0 — 2(cos® x—sen x) — 2senx =0 —
2 _ _.mn _n 5
— 2(1 = 2sen“ x) = 2senx=0 — x= —?+2nk, x—g+2n/e, x—gn+2nk

y"'==2cos x — 4sen 2x

x= - _ };": _25‘05(—%)—4567171::0

2
En x= —% hay un punto de inflexién (estudiando el signo de y” a ambos lados del valor x=— %)
X = % — y"= —2cos (%) — 4sen % =-3/3<0 — En x= % hay un méximo relativo.
_5n " Sn St _ 5n ;o .
X = 5 — y'"'= —2cos G —4sen7—3«/§> 0 > En x= G hay un minimo relativo.

x=—I y = sen (—m) + 2cos (-%):0 - <—£,0>

2
s n)_3 n. 3
sen<3)+2ms<6>—2 3 _)<6’ZB>

®
Il

NE!
<
Il

_On | 2® Sn)__3 Sm._3
x= 6,y—56n<3>+2ms<6> 2«/§—><6, 26)
e Grifica:
\
\
\ D4 \ £
\= \
/ \ /
/
\l [/ s /
\ //
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b) y = 2sen nx + cos 2mx
* Su dominio de definicién es IR. Es periddica de periodo 2.
* No tiene asintotas.
* Cortes con los ¢jes:
x=0,y=1 > (0, 1)

=0 = 2sennx +cos2nx =0 — 2sen Tx + cos” mix — sen” mx =0 —

1-43
2

5 1-43 xzarcsen( )+2k=—0,12+2k, con ke Z
= 2senmx+l—sen"nx —sennx=—Y2 —

x=1+0,12+2k=1,12+2k, con ke Z

Puntos singulares:
y'= 27 cos x — 27 sen 2mx

y'=0 = cosnx—sen2nx=0 — cosmx —2senmx-cosnx=0 —> cos mx(l—2senmx)=0 —

cosnx:Ol x:%+2/e,x:%+2k
senmx =y x=%+2/€, x=%+2k
n 2 2
y"'= 21" sen nx — 4n” cos 2mx
x= % — y"= —2x° sen%—lmz cos%=—3n2<0 — En x= % hay un mdximo relativo.
x= % — y'= 2 sen%—4n2 cosm=2n*>0 — En xz% hay un minimo relativo.
_ 5 " 2 Sn 2 5m _ 2 _5 ‘s .
x=z 2= —2n sen?—4n cosT——37t <0 — En x= 2 hay un mdximo relativo.
ng — y"= —2x° sen%—4n2 cos3n=612>0 — En x= > hay un minimo relativo.
x=% — y= 2sen%+c05%=% — (%,%)
X = 1 — y= 2sen X +cosm=1 — (L,l
2 2 2
5 Sn St _3 53
-2 = 2een 2T 2T _ 5 23
x= 2 = y=2en=g+cos 2_><62>
ng - y= 2567132—7I+£‘0537'C=—3 — <%,—3
* Grifica:

___
T
—

=
!
—

T

— |
=

!

e e




