8 Derivada de una funcién

LITERATURA Y MATEMATICAS

La ciudad Rosa y Roja

Aquella princesa de largos y dorados cabellos estaba alarmada al ob-
servar que cada dia muchos se quedaban enredados en su peine. Pero,
para su tranquilidad, la cuenta se mantenia siempre alrededor de los
ciento cincuenta mil cabellos, pese a que se le caian unos cincuenta
diarios, por lo que no parecia probable que fuera a perder su dorado
atributo.

Llegado el momento de tomar esposo, la princesa declard que solo se
casaria con quien adivinara la longitud de su cabellera. Eran datos so-
bradamente conocidos el nimero de sus cabellos y los que perdia dia-
riamente, asi como el hecho de que nunca se los cortaba, ya que la au-
gusta melena era uno de los temas de conversacion mas frecuentes en
palacio. Asi que el astronomo real, que la amaba en silencio, se pre-
sento ante la princesa (que para confundir a sus pretendientes se reco-
gia el pelo en un enorme mono) y le dijo:

—Si tenéis ciento cincuenta mil cabellos y se os caen unos cincuenta
diarios, dentro de tres mil dias se habran caido todos los que ahora
adornan vuestra cabeza (aunque, naturalmente, para entonces ten-
dréis otros ciento cincuenta mil, que os habran ido saliendo al mismo
ritmo que se os caen, puesto que la cuenta diaria demuestra que el nu-
mero de vuestros cabellos permanece constante). Logicamente, los ul-
timos en caer seran los que hoy mismo os han salido, lo que equivale
a decir que la vida media de un cabello es de tres mil dias. Puesto que
el cabello humano (incluso el principesco) crece a razon de un centi-
metro al mes, y tres mil dias son cien meses, vuestra cabellera debe
medir en su punto de maxima longitud (ya que en realidad tenéis ca-
bellos de todas las medidas) aproximadamente un metro.

La princesa se caso con el astronomo, que, acostumbrado a contar las
estrellas, paso a ocuparse personalmente del computo de los cabellos,
uniendo al rigor del cientifico la solicitud del esposo.

CaRLO FRABETTI

Al suponer que la «velocidad» de crecimiento del cabello es constante: 1 cm/mes, la funcién
que relaciona la longitud, en cm, del cabello (/) y el tiempo, en meses, transcurrido (t)

es | =t.Sila velocidad de crecimiento fuera de 2 cm/mes, la férmula seria | = 2t.

Pero esta velocidad no es siempre constante. Imagina que, por efecto de un crecepelo, la

relacion entre la longitud y el tiempo viene expresada por la formulal = 3t Determina
la velocidad de crecimiento entre los meses 2.°y 7.°,2.°y 6.°, 2.° y 4.°. ;Es constante?
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La velocidad de crecimiento no es constante.
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SOLUCIONARIO

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

Determina cuales de estos vectores son paralelos y cuales son perpendiculares
av=(=21).

a) vi=(-6,3)
b) v;=(-2,—4)
Q) V;=(8—4)

a) V, = 3V — Los vectores son paralelos.
b) V-V, =0— Los vectores son perpendiculares.

Q) V3= —4V — Los vectores son paralelos.

El dngulo que forma una recta con el eje de abscisas, ;puede medir mas de 180°?
;Por qué?

No, porque si la inclinacion de la recta sobrepasa la inclinacion del eje,
la semirrecta que queda por encima del mismo determina el angulo menor
de 180° que hay que considerar para calcular la pendiente.

003

004

005

006

Calcula la ecuacién punto-pendiente de una recta que pasa por el punto A(—3, 6)
y que tiene como vector director V.= (2, —4).

y—6=—-2(x+3)

Estudia la continuidad de estas funciones.
5
x —1
b) gx)=Vx*—4

9 hx)=In—
X

a) flx)=—

a) f(x)escontinuaen R — {1}.
b) g(x) es continua en (—oo, —2] U [2, +0).

c) h(x) es continua en (0, +).

Dadas las funciones f(x) = 2x — 1)’y g(x) = v x —2, calcula (g o f)2)y (f o g)(2).

(gof)x) = glfix)]
(fog)x) = flgx)]

glox =1 =Jx =17 =2 =Ja —4x -1 = (go ) =7
f(Vx—2)=(Vx—2 -1 > Fog@ =1

Si la funcién f(x) crece en el intervalo (—10, —2) y decrece en el intervalo (—2, 22),
;qué ocurre en el punto x = —2?

Enx = —2 la funcién presenta un maximo.
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Derivada de una funciéon
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ACTIVIDADES

Halla la tasa de variacion media de las funciones f(x) = X* + xy g(x) = x* + x
en los siguientes intervalos.

a) [0,1] b) [2,3]

2 TvM. (0, 1) = "0 ,
1-0 1
M (o, =3MN-90 _2-0_,
1-0 ]
o TUM. (@ 3) = 1B =fd _12-6 _
3—-2 1
VM (@ 3) = 93 —9@) _ 30-10 _
3-2 1

La cotizacion de una accion sigue durante una semana la funcion f(x) = 0,02x* + 1,

donde x es el dia de la semana (0 = lunes, 1 = martes, ...). Halla la tasa

de variacion media de esa cotizacién de lunes a viernes.

f@—f0 1321
4-0

TVM. (O, 4]) =

=008

Calcula la derivada de estas funcionesen x = 1.

a) f(x)=4x+ 2 b) fo) = ——
X
a) FO) = lim 14+ h) — A1) im 4014+ h+2-6 —im 44+ 4h—4 _4
h—0 h h—0 h h—0 h
] —1
_ 2 _ 2
b) (1) = fim f(14+ h) — (1) — Iim (14 h) — i T—(+h) _
h—0 h h—0 h h—0 h(]+ h)Z
1=1=2h—"H ~=2-—h
= lim = lim =—
=0 h(14 h) h=0 (14 h)?

Halla la derivada de las funciones en los puntos x =0y x = 1.

a) fix)=x3 b) f)=+/x
_ 3
2 £ =im OFEN=O _ 0 I =0
h—0 h h—0 h h—0
_ 3_ 2 3_
F(1) = fim f(14 h) — (1) — i T+ h)y =1 —im 14+3h+3h"+h>—1 _
h—0 h h—0 h h—0 h
:m(3+3h+hz>:3
b) f'(0) = lim M = [im ﬁ = lim b — No existe.
h—0 h h—0  h h—0 \/F
(1) = fim f(1+h)ff(1):”m NA hi]:/im T+h-—1 _
h—0 h h—0 h h—0 h(m+])
1
=lim —=——=—
h—0 /—I+h _,’_] 2
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SOLUCIONARIO

Halla la pendiente de la recta tangente a la gréfica de la funcién f(x) = x* + 2
enx=2.

J— 2 J— 2_
FQ) = lim R+ h) —f(2) — im Q+h*+2-6 —m 4+4ah+h’—4

h—0 h h—0 h h—0 h
= ,/,"Té 4+h=4

La pendiente de la recta tangente es 4.

;Cudl es la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = x*
enx=—1?

_ _f(_ _ 3
1) = fip TR A A A
h—0 h h—0 h
_ _ 2 3
e kU ek L i SIS S VR S
h—0 h h—0

La pendiente de la recta tangente es 3.

Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcion f(x) = 2x*

en el punto P(—1, 2). ;Cudl es la ecuacién de la recta normal?
2—4h+2h" -2

— J— — — 2_
Flo) = fim TEIHA D) 214 =2 -
h—=0 h h—0 h h—0 h

= lim (—4 + 2h) = —4
h—0

La ecuacion de larectatangentees:y — 2= —4(x+ 1) >y = —4x — 2

1
La ecuacion de larectanormales: y —2 = Z(X +1)—>y= ZX +—

4
Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la funcion f(x) = x* + 1
en los puntos x = 1y x = —1. Comprueba que son paralelas a la rectay = 3x + 4.
— 3 _ 2 3_
(1) = fim (14 h) — (1) —im (I+hP+1-2 —im T+3h+3n"+h -1 _
h—0 h h—0 h h—0 h

:m(3+3h+h2):3

La ecuacién de larecta tangentees:y — 2 =3(x — 1) >y =3x— 1

_ _ _ 3 _ _ 2 3
1) = fim =1+ h)—f( U:/im( 1+h)+1://.m 1+3h=3"+h+1_
h—0 h h—0 h h—0 h

=lm 3-3h+h)=3
h—0

La ecuacion de larectatangentees:y — 0 =3(x+ 1) >y =3x+3
Y

—

——
—
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Derivada de una funciéon

009
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Halla la funcion derivada de f(x) = 4x + 2, aplicando la definicién de derivada
de una funcién en un punto. A partir del resultado que has obtenido,
calcula la derivada de f(x) en estos puntos.

a) x=2 b) x=-7

Comprueba que obtienes el mismo resultado que si utilizas la definicion
de derivada en un punto.

o) — i JEAER =0 A 2D Ak ah—de
h—0 h h—0 h h—0 h
a =4
Q) = | 2+ h)—1f(2) —im 424+ h)+2-10 — w:4

h—0 h hes0 h heso h

b) £(7) =

£7) = fim 7+ h)—f(7) — im H74+h+2-30 _ i w:4
h=0 h h—0 h h—0 h
{Cudl es la funcion derivada de estas funciones?
a) f)=+x b) f(x) = 1
XZ

B S (S PR e L SR & Ly S

eh 0 h 70 hifx+ h +x)
= lim ] = 1
=0 Sx+h+4x 20x
1 _1
_ 2 2 2 2

b) f'(x) = lim fx+h =) _ i X X X k+h?
h—0 h h—0 h h—0 h(X + h)zxz
X=X =2 —-h . =2x—-h =X 2

=Jm--—"  —=|m— = _—

N . L T

Utiliza la definicidn para calcular la funcion derivada de la funcién f(x) = 2x* + x°

20 + h) + (x + h)Y? — 2x* + x?)

fix + h) —f(x) —im _

f'(x) = lim

h—0 h h—0 h

—im 2+ 6hx? 4+ 6h°x + 20 4+ x? + 2hx + h? — 2x° — x? _
h—0 h

_m 6hx? + 6h’x + 2h° + 2hx + h? i (6 4 6P 4 27+ 2+ h) =
h—0 h h—0

= 6x° + X

Calcula la derivada de estas funciones, y comprueba que se cumple que el resultado

esigual a la suma de las derivadas de las funciones que las forman.

a) f(x)=7x+ 2x? b) f(x) =x"2+ 3x



_ 2 _ 2
2 00 = fim JXHEN =00 76 ) 4 2 4 B = x4 26)
h—0 h—0 h
CIXHTh4 27+ dhx 4+ 2R — Tx — 2x° . 7h+ 4hx + 2h?
= //m = //m =
h—0 h h—0 h
:f/)/‘mo (7 +4x +2h) =7+ 4x
_ 292 .
00 = fim 7(x + h)—7x + lim 2x + h)> — 2x — i X +7h—7x n
h—0 h—0 h—0 h
2 2 92
+ lim 2 + 4w+ 20 — =7+ lim (4x + 2h) = 7 + 4x
h—0 h h—0
_ ) )
b) g'0) = fim SXEM =9 o ek A3t — 0T+ 39
h—0 h—0 h
+3x+3h— L 3x
= lim b+ Y X
B h—0 h -
— im X* 4 3hx* + 6h°x°> + 3h°x* — x* — 2hx — h*
h—0 h(x + h)’x?
— im X'+ 6+ 3 —2x—h  3x*—2x 3’ -2
h—0 (x + h)’x? x* X3
S
-2 _ 2 _ 2 2
900 = fim XN =XT ey SR =3 b A X
h—0 h—0 h—0 h
. 3x+3h—3x x? — x> = 2hx — h?
+ lim = lim =
h—0 h h—0 h(X + h)2X2
— — — 3 —
i X g T 5 32
h=0 h(x 4 h)*x? x4 X3

SOLUCIONARIO

Halla la derivada de las siguientes funciones, utilizando la definicién de derivada

del producto de un numero por una funcion.

b) fx)=4Vx O fx) = —5x2

013
a) f(x)=8x°
2 lim X0
h—0 h

X33+ 3hx + A= XP
= lim

h—0 h

=i

h—0 h

= /é/ﬂ’z) Bx?+3hx 4+ h) =3x2

324 3hx+ R
m _

o) fim YXF VK Xhex ] -
i/ — T N N R N P N
f'(x)=4- L _ 2
Nx o Ix
22 2 22 2
a i bt hr —x ://mx+2hx+h X = lim 2hx +h = lim 2x + h) = 2x
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

f'(x) =—=5-2x=—10x



Derivada de una funciéon

014 | Calcula el producto de las funciones f(x) = x> — 4y g(x) = x + 1,y después halla
su derivada. Comprueba que el resultado es el mismo que si aplicamos la férmula
de la derivada del producto de funciones.

pX)=1fX)-gx) = (x> —Dx+1)=x>+ x> —4x — 4
, X+ EFR A+ D) =4 =0+ X —Ax—4)
p'(x)=lim -

h—0 h
—im 433X+ N+ X2+ h —Ax—dh—4— X — X+ 4x+4
h—0 h

N Sk ol el N Y E S VS P W
h—0 h h—0
=30+ 24
Aplicando la formula: p'(x) = f'(x) - g0x) + f(x) - g'(x) =
X+h —4—K"—4)

X+h+T—Kx+1)

= lim XD+ =4) - lim =
h—0 h h—0 h
2 2,2 _
= jim IR Xy g XX
h—0 h h—0 h

:m(2X+h)-(x+1)+(x2—4)-1:2X(X+1)+X2—4:3x2+2><—4

015 | Halla las derivadas de las funciones f(x) = X + 1y g(x) = —x + 5.

{Cual es la derivada del cociente M? ¢Y la derivada del cociente ﬂ?
gix) f(x)

X+h’+1=(x+1 X2 4+ 2hx + h* = x?

f'(x) = lim = lim = lim 2x+ h) = 2x
h—0 h h—0 h h—0
9'0) = fim —X+h+5—(—x+5) —im —Xx—h+x .
h—0 h h—0 h
Rt ,: Fx)- g —f)-g'x) _ 2 (X459 =+ D(=T) _ =X+ 10x+ 1
glx) (g0 (—x 45 (—x +5)
gk ,: 9'x)-f) =gk -Fl) _ =D+ D)= (=x+5)-2x _ x*—10x—1
fx) [fOar? x4 1y (2417

016 | Calcula la derivada de esta funcion, indicando los pasos que sigues para hallarla.
fix) = x>+ 2x
Se aplica la derivada de la suma de funciones, la derivada de la funcion potencial
(n = 2), la derivada del producto de un nimero por una funcién y la derivada
de la funcion identidad: f'(x) = 2x* "+ 2+ 1 = 2x + 2

Xx—3
2x°
Se aplica la derivada del cociente de funciones. Para derivar la funcion
del numerador se usa la derivada de la suma de funciones, la derivada
de la funcién identidad y la derivada de la funcién constante. Para obtener
la derivada del denominador se aplica la derivada del producto de un nimero

por una funcion y la derivada de la funcién potencial (n = 5):
g = B2 =0 =3:2:5¢ -8 +30 | —4x+15
(2X5)2 4X1O 2X6

017 | Halla la derivada de la siguiente funcion: f(x) =
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SOLUCIONARIO

Halla la derivada de las siguientes funciones.
a) f(x)=5senx + 3cosx b) f(x) = (5x%-senx)+ (x - cosx)
a) f'(xX)=5-cosx-+3-(—senx) =5cosx— 3senx

b) f'(x)=(5-2x-senx—+ 5x*-cosx) + (1-cos x + x- (—sen x)) =
= 10x sen x 4 5x* cos x + cos x — x sen x

Obtén la derivada de estas funciones.
a) fx)=e*-tgx b) f(x)=3x*>—arcsenx
a) f'x)=etgx+e-(1+1g°x)=e (1 +tgx+ tg>x)
1

1—x

b) f'(x) =6x —

2

Halla la derivada de estas funciones aplicando la regla de la cadena.

a) f(x)=In(cosx) o fx)=x"+2)°
b) f(x) = cos (Inx) d) fx) =xy2x3+1
a f'x) = “(=sen x) = —tg x
os x
b) f'(x) = —sen (In x)- 1
X

Q F(x)=9(x* 4+ 2% 4x> = 36x%(x* + 2)°
1
d) F(X)=1-J23+1 +x%(2x3+1)76x2 =
3

3
\/ﬁ+ 3x 5x° +1

\/2x3+1 N \/2x3+1

Calcula la derivada de estas funciones.

a) f(x)=sen x>+ 3x o fix)=In 1+X

b) f(x) =3senx’+ 2sen’x d) fix)= eWx+’

_1 [,2

a) F'(x) = cos | x> + 3x ~i(x2+3x) 2.(2x+3) = (x4 3) cos v + 3
2 240 X2+ 3x

b) f'(x)=3-cos x*-2x+2-2-5en x - cos X = 6x - oS x° + 4 - sen x cos x

_ 1 1 =x0=04x-(=) 2
T+x (1—x)? 1—x?
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Derivada de una funciéon

022 | Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones.
a) fx)=x>—6x+5
b) f(x)=8x+x

a) f'X)=2x—6
2X—6=0—->x=3

f'(0)<0 f'(4)>0

w4
IN

0

La funcién es decreciente en (—oo, 3) y es creciente en (3, +).

b) f'(x) =8+ 2x
8+ 2x=0—-x=—4

La funcién es decreciente en (—oo, —4) y es creciente en (—4, 4-0).

023 | Determina los intervalos de crecimiento y los maximos y minimos de estas

funciones.
a) f(x)=x>—3x
b) flx) =2 —x

a) F')=3x*-3
3 —3=0->x==1

f'(=2)>0 | f'(0)<0 | f'(2)>0
T T
-2 —1 0 1 2
La funcion es creciente en (—oo, —1) U (1, 400) y es decreciente en (—1, 1).
Presenta un maximoen x = —1yun minimoenx=1.

b) f'(x)=-1<0

La funcion es decreciente en R. No tiene maximos ni minimos.

024 | Calcula los méximos y minimos de estas funciones.

a) f)=x*—4x>+2

b) fX)=—
X“+2

o fx)=x>—12x
XZ

d) f)=—
xX°+1

316



025

SOLUCIONARIO

a) f'(x) =4x’ —8x
4x3—8x—0e4x(xz—2)—O%{X_O
x =42
f"x)=12x*—8
( )—16>O—>Enx——\/7t|eneunm|n|mo
(
il

f"(0) = —8 < 0 — En x = 0 tiene un maximo.
\/?)—16>O%Enx—\rt|eneunm|n|mo

b) flx) = —16x
(x> +2
1% 95 x=0
x*+2)
F() = —16(x" + 27 +16x - 2x* + 2)- 2x _ 48x” —32
x’+2° x> +2°
f"(0) = —4 < 0 — En x = 0 tiene un maximo.

Q f'(x)=3x—12
X —12=0->x==2
f"(x) = 6x
f"(=2)=—12 < 0 — En x = —2 tiene un maximo.
f"(2) =12 >0 — En x = 2 tiene un minimo.
Q) 00 = 23+ —x2-3x% _ —x* 4+ 2x
x*+1) x*+1)
MzO—)—x4+2x:O—>{XZO
¢ +1)2 x=32
F10) = (=43 4+ 203+ 12 — (—x* 4+ 2X) - 20+ 1) - 3x? _ 2x8 —14x3 + 2
0+ 0+
f"(0) =2 > 0— En x = 0 tiene un minimo.

f(é/?) = —% <0 —=Enx =232 tiene un maximo.

Sila funcion f(x) = x* + ax + b tiene un minimo en el punto (1, 5), determina
los valores de a y b. ;Tiene alguin otro maximo o minimo esta funcion?

f'ix)=3x+a

Sila funcién tiene un minimoenx=1.f(1)=0—>34+ada=0—>a= -3

Como el punto (1, 5) pertenece a la gréfica de la funcién f(x), se verifica que: f(1) = 5
Alserf(x) =x’ — 3x+ b, setieneque: 1 =3 +b=5—->b=7

Por tanto, la expresion de la funcién es: f(x) = x* — 3x + 7

f'(x)=3x"—3

3¢ —=3=0->x=%1

f"(x) = 6x

f"(—=1)= -6 <0— Enx = —1 tiene un maximo.
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027

Halla los maximos y minimos de f(x) = sen’ x en [0, 2].

f'(x) = 2 sen x cos x

senx:O—){X:O
x =

=T
™

2sen x cos x =0—> X =—
cos x =0-> 2

3T

X =—

f"(x) = 2(cos® x — sen” x)
f"(0) = 2 > 0 — En x = 0 tiene un miimo.

f”[ﬂ] =-2<0—>Enx= %tiene un Maximo.
(

Representa estas funciones.
a) fix) = —— Qo f=—2>
x? X2+ x 41
2
b) f(x) = X1 d) fx) = —2
X2 —x x> +3
a) Domf=R — {0}
. 1
lim — = 400 — x = 0 es una asintota vertical.

x—=0 Xz

_— . !
lim — =0 —y =0 es una asintota horizontal.
X+ y2

No hay puntos de corte con los ejes.

vy 2
f(X) = —F
Six>0—f'(x) <0— f(x) es decreciente en (0, +00).
Six<0—f'(x) >0— f(x) es creciente en (—oo, 0).
La funcion no tiene maximos ni minimos.

Y




b) Domf=R —{0, 1}

lim ik —>i
x—0 Xzfx 0
2
1
lim X = 4o
x—0" XZ—X
2
fim X+ = —

x—0" Xz — X

x = 0 es una asintota vertical.
o xXP
fim

x—te x2

SOLUCIONARIO

X 2
lim —
x—1 XZ — X O
X1

lim =—
x—1 XZ — X

2

[im X +1 = 400
x—T" XZ — X

x =1 es una asintota vertical.

=1—y=1esunaasintota horizontal.

No hay puntos de corte con los ejes.

Fo0 = (=)= +1)-2x =1 = =2+
(x* = x) (x* = x)°
p— 2_
wzoﬁ_)ﬁ_zx_Hzo_)X:&:_]iﬁ
(x*—x)? _
f'(=3)<0 | f'(=1)>0 f'(0,2)>|0 If'(0,5)|>0 f'2)<0
| y |0’2 | 0,5 |
-3 241 -1 0041 1 2

f(x) es decreciente en (—oo; —2,41) U (0,41; 1) U (1, 4-00) y es creciente

en (=241;0)U (0;0,41)

Minimo: (—2,41;0,82)
Maximo: (0,41, —4,82)

c) Domf=R

im ———
x=te x? 4 x4 ]

Punto de corte: (0, 0)

Y

|t
=

—

= 0 =y =0es una asintota horizontal.

2 _ . 2
f’(x):HX +x+1) X(2X+1): I=x =0-1-x=0->x==I
(P + x+1) 6+ x+1)
f'(=2)<0 f'(0)>0 | f'(2)<0
T T
) -1 0 1 2
f(x) es decreciente en (—oo, —1) U (1, +00) Y
y es creciente en (—1, 1).
Minimo: (—1, —=1)
1 Fye)
Maximo: (1; 0,33) i iy
™~ X
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028

d) Domf=R

lim =0 — y=0es una asintota horizontal.
X+ XZ —+ 3
No hay puntos de corte con los ejes.

4x

Flx) = —
. x*+3)?

4x
_ﬁ:O%X:O
(x*+3)

Six>0—f'(x) <0— f(x) es decreciente en (0, +0).
Six<0—f'(x) >0— f(x) es creciente en (—oo, 0).

Maximo: (0; 0,66)
1%

-

X
Representa las siguientes funciones.
1
a) flx)= ERVICIE Y +6 b) flx) = —
4 e* —1
a) Domf=R
f'(x) =3x> — 3x* — 6x
x=0
3 2_ = 2_ — = =
3 =3 —bx =0 3K —x—-2=0-> X27X72:O_>{X 2
x=—1
f'(=2)<0 f'(=05)>0 f'(1)<0 f'(3)>0
I I I
-2 -1 -05 0 1 2 3

f(x) es decreciente en (=20, —=1) U (0, 2) y es creciente en (=1, 0) U (2, +o0).
Minimos: (—1;4,75) y (2, —2)

Méximo: (0, 6)
14

|t

)
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SOLUCIONARIO

b) Dom f=R — {0}

. 1
lim - —
x=0 X 0

fim = —o0
x=0" X

. 1

lim = 400
x=0" X

— x =0 es una asintota vertical.

lim =0 — y=0es una asintota horizontal.
X—>+00 eX —1

. 1 . '
lim = —1—= y=—1es unaasintota horizontal.

X—=—o eX —1

No hay puntos de corte con los ejes.
) =——"

(e =1y

f'(x) < 0 — f(x) es decreciente en (—oo, 0) U (0, +0).

No hay méximos ni minimos.

Y

/,

Halla dos nimeros naturales positivos cuya suma sea 60 y sabiendo que la suma
de uno mas el cuadrado del otro es la mayor posible.

X+y=60—y=060-x
f(x) = 60 — x + x?2

f'(x) = =14 2x

—1+2x=0—>x:%

1
f'x) =—-2<0—Enx= Etiene un Maximo.

, T 119
Los numeros son: — y ——
2 2
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030 | El area de un rectangulo es de 100 cm? Si queremos que tenga el menor perimetro
posible, ;cudles son sus dimensiones?

x~y:100+y:m
X
f(x):2x+2-@:2x+@
X X
f'(x) = 2772020
X
2—¥:O—>ZX2—ZOO:O—>x:j:1O
X

f,,(X):4030

X

f"(10) > 0 — En x = 10 tiene un minimo.

Como el valor de x corresponde a la medida de un lado, no puede ser
x = —10. Por tanto, las dimensiones del rectdngulo son: x =y = 10 cm.
Se trata de un cuadrado de 10 cm de lado.

031 | Una pieza con forma de tridngulo rectangulo tiene un cateto cuya longitud
es 1 my el otro cateto mide 3 m. Determina el rectdngulo de lados paralelos
a los catetos y cuya area sea la mayor posible que se puede obtener de ella.

Siel tridngulo se apoya sobre los ejes de coordenadas, los vértices coinciden
con los puntos (0, 0), (3,0) y (O, 1).

Y

xy)

Entonces el rectdngulo de lados paralelos a los catetos tiene un vértice
sobre la recta que contiene a la hipotenusa:
x—3 y

=—-—->x+3y=3
3 —1 y
X=3-3y
fly)=B—3yy =3y -3y’
f'(y) =3 -6y
1
3—6y=0—>y=—
4 y 5

1
f'ly)=—-6<0—Eny= Etiene un Maximo.

>(:3—3-i:i
2 2

1 3
Asi, los lados del rectdngulo miden 5 my 5 m.
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Se han construido cajas de cartén, de base cuadrada y sin tapa, cuya capacidad
es de 1 m>. Si queremos mantener el volumen, pero modificar la base, ;cuales seran
sus dimensiones para minimizar el gasto de carton empleado?

)(2)/:1—>y:i2

X
f(x)—x2+4x‘i=x2+—

x? X ! y
0= 26— |

2 e comod |
2X—i2_0—>x3—2:0—>x:35 *
X X

" 8
') =2+—

__ 1
TRy

La arista de la base mide ¥2 m y la altura del ortoedro es

1
—m.
i
Sabemos que el rectangulo de mayor area que puede inscribirse en una circunferencia
es el cuadrado. ;Sucedera lo mismo si consideramos una semicircunferencia?
Para comprobarlo, halla las dimensiones de un rectangulo de drea méxima,
inscrito en una semicircunferencia de 5 cm de radio, sabiendo que su base
estd situada sobre el didmetro.

X4y =5 —>y=+25-x

fx) = xN 25 — x?

' —2X 5cm

) =v25—x + X ———e== y
2425 —x?

25—2x7 ¢ “— -

N25—x2

_ 2
A N PSR SV ELI
V25— X2 2 2

—4x~\25 — x* — (25— ZXZ)_iX
25 — X2 23 — 75x

F(x) = =
25— x? (25 — xH) 25 — x?
p 52
2

5 ! "
<0—->Enx= tiene un maximo.

572

Como el valor de x corresponde a la medida de un lado, no puede ser x = ———.

2
yo B [B_52
2 2 2

5
Se trata de un cuadrado cuyo lado mide
en la semicircunferencia.

cm; por tanto, también se verifica
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034 | Determina la tasa de variacién media de la funcion y = x> —2x+6
°“" | enelintervalo[1, 3].

fB)—f1) 9-5

wmMQ3dh=—"=—=2
3-1 2
035 | ;Cual es la tasa de variacién media de la funcion f(x) = 12 en el intervalo [1, 4]?
[ Jexe] X
4-1 3
036 | Calcula la tasa de variacion media en los y
““" | intervalos indicados para la siguiente funcion. \
a) [1,2]
b) [1,3]
Q) [2,3] 1'
) TYM@, =@ 3-2 .
2—1 1
o) Tvm. (@, 3) = &= _6=2
31 2
o VM. (@3 =0 _6=3 4
3-2 1
037 | Determina la tasa de variacién media de esta funcion en cada uno de los intervalos.
Y
\
|
\ \
\
\
/ \
\ | \
\ |
/ .
X
|
a) [=1,1] b) [1,3] o [—1,3]
a) TVM. (=1,1]) = (1) —f(=1) _ 1-2 _
1= (=1) 2 2
o) TvM. (@, 3) = 0= _4-1_3
31 2 2
9 TvM (-1, 3= @D A2 1
3—(=1 4 2
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SOLUCIONARIO

Halla la tasa de variacion media de la funcion y = 2x* —x en el intervalo [2, 2 + h].
Utiliza el resultado para determinar la tasa de variacion media de la funcién
en los siguientes intervalos.

a) [2,3] b) [2,5] o [2, 8]
TVM [ 24+ 1) = f+h—f2) _20+h’—Q+hH—-6 _
2+h=2 h
2
:8+8h+2hh—2—h—6:7+2h

a) TVM.([2,3)=7+2-1=9
b) TVM.([2,5)=7+4+2-3=13
o TVM(2,8)=7+2-6=19

Calcula el valor de a de modo que la tasa de variacién media de la funcién
f(x) = 2x + ax —5 en el intervalo [0, 2] sea 1.

fQ—f0) _4+2a—-5-(-5 _4+2
2-0 2

TVM. ([0, 2]) = =24a=1->a=-1

Encuentra dos funciones polinémicas de segundo grado que pasen por los puntos
(0,4)y (3, 10). Comprueba que la tasa de variacién media en el intervalo [0, 3]
es la misma para las dos funciones.
Respuesta abierta.
La funcion es de la forma: f(x) = ax® + bx + ¢
Como la gréfica pasa por el punto (0, 4), se verifica que: c = 4
Al pasar también por el punto (3, 10), se cumple que:9a+ 3b +4=10—->3a+b=2
Sean f(x) = x> — x + 4y g(x) = 2x* — 4x + 4 las funciones pedidas.
f3)—f0 10-4

TVM. (0, 3) = ,
3-0 3

TVM. (0, 3) = 99 =90 _ 10-4 _,
3-0 3

¢Por qué la tasa de variacion media de la funciéon y = 2x — 3 en cualquier intervalo
es siempre 2?

Porque la grafica de la funcion es una recta de pendiente 2,
y esta indica su variacion en cualquier intervalo.

El espacio recorrido por un objeto, en metros, se expresa con la formula: e = 4t> + 2t + 1
a) ¢Qué espacio ha recorrido a los 4 segundos? ;Y a los 7 segundos?
b) ;Cual es la velocidad media que ha mantenido entre los 4y 7 segundos?

a) Alos4segundosie=73m Alos 7 sequndosie=211m

b) TVM. (4, 7)) = % =46 m/s
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Derivada de una funciéon

043 | Aplica la definicién de derivada en un punto para calcular las derivadas
#“% | de las funciones en los puntos que se indican.

a) y=3x—1 en x=2
b) y=x>+x en x=3

_ 4x+3

Q y en x=—1

d)y=£ en x=1
X

e y=x—17 en x=-2

2+ h)—f(2) 324+ h)—-1-5 m 6+3h—6:

a) f'(2) = lim = lim =i 3
h—0 h h—0 h h—0 h
_ 2 _
o) @) = mCFN=@ _ . B+ +3+h-12
h—0 h h—0 h
2 —
S il e el Ry S S G
h—0 h h—0
4=1+h)+3 +i
9 (=)= lm 1+ W =1 — im 2 2 _
h—0 h h—0 h
4+ 4h+341
=Im —=2
h—0 2h
_6 5
@ )= fim LOED=FD _p +h - 62660
h—0 h h—0 h h—0 h(] + h)
=lm ——=-6
h—0 ]+h
— — — — — 27
0 P = i fE2EN =D)L C2 b9
h—>0 h h—0 h
— 27
i 2= 9 e =6
h—0 h h—0

044 | Calcula, utilizando la definicién de derivada en un punto, f'(2) y f'(0) para la siguiente
[ Je}e) .
funcion: f(x) = 2x* —x + 3

f2+h) —1f2) 2+ —Q2+N+3-9

) = lim _
h—0 h h—0 h
2_9)_h_—
i BEBNEWR_2—ho6 L
h—0 h h—0
J— 2_ —
) = fim JOEN=FO _ 2 —h+3-3 _ o =
h—0 h h—0 h h—0
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Sif(x) = %6 determina a partir de la definicién de derivada en un punto

las siguientes derivadas.

a) f(=3) b) f(2)
—3+h+6 1
a) f'(=3)=Ilm =3+ M =13 = lim 3 = lim ht3-3 !
h—0 h h—0 h h—0 3h 3
2+h+6 8
b FO) = im fRER =D 3 _ o, h+8-8_1
h—0 h h—0 h h—0 3h 3

Obtén la pendiente de la recta tangente a la funcion y = 3x*> + 2x en el punto
de abscisax = 5.

f'(x)=6x+2—f'(5 =32
La pendiente de la recta tangente es 32.

Halla la derivada de la funcién y = —t* + 2ten el punto t = 8.

fii)==-2t+2->f@ =-14

El espacio, en metros, que recorre un movil en funcién del tiempo, en segundos,
viene descrito por la expresion.

2 2
e="t2+t
3

Calcula la velocidad instantanea del mévil a los 3 segundos.

f'(t) = %r+1—> f'3)=5

La velocidad instantanea del movil a los 3 segundos es de 5 m/s.

f(1)=3
fix)y=6x—1f(1)=6

La ecuacién de larecta tangentees:y —3=6(x — 1) >y =6x— 3

Determina la ecuacion de la recta tangente a la curva y = 3x* en el punto de abscisa 1.
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L JOR

Demuestra graficamente que la derivada de esta funcion en el punto de abscisa 3
tiene un valor comprendido entre 2y 3.

Y

/

La derivada de la funcién en el punto x = 3
es la pendiente de la recta tangente, ]
y observando el dibujo de la misma se obtiene 7
que, por cada unidad en horizontal, el avance
vertical estd comprendido entre 2 y 3 unidades. /

A partir de la definicion, calcula las funciones derivadas de las funciones
que se indican.

a) y:2X+3 C) y:X3 e) y=£
X
2x —1 5
b) y= 2 d) y=2x>—3x f) y=038x*+2)
3 00 = fim JEHR =) L Ak +3-@x+3)
h—0 h h—0 h
—im 2X + 2h — 2x _>
h—0 h
20x 4+ h)—1 _ 2x —1
b) Fl0 = fim XER =)y 4 4 _
h—0 h h—0 h
X+ 2h—1-2x+1 1
= lim -
h—0 4h 2
_ 3,3
O £ = fim JENZI_y, EI =
h—0 h h—0 h
3 2 2 3.3
i XX =X e 34 b)) = 302
h—0 h h—0
_ 2 _ _ 2
Q) PO = fim &N =0 o 20 b =30+ h) = @¢ =39 _
h—0 h h—0 h
2 2 _ _ _ 2
—im 2x° + 4hx + 2h* — 3x — 3h — 2x +3X:/im(4x+2h—3):4x—3
h—0 h h—0
212
O Fl)=fim XM= _ o x+h x 12120120
h—0 h h—0 h h—0 hX(X + h)
. —12 12
= Im ——= -
h=0 x(x + h) x?



052

®0C

053

[“Jeze]

054

e

055

®0C

SOLUCIONARIO

f) F00= fim fix+h—fx) _ im Bx+h’+2°—0Bx*+2) _
h—0 h h—0 h
—im Ax+h* +12(x+h? +4—-9x*—12x*—4 _
h—0 h
—im Ox* +36hx> + 54h°x? + 36h*x + 9h* 4+ 12x° + 24hx +12h* —9x* —12x° _
h—0 h

= m (36x> + 54hx? 4 36h°x 4 9h> 4 24x + 12h) = 36x°> + 24x

Obtén, aplicando la definicion, la funcién derivada de f(x) = x> — 2x + 4, y calcula
la derivada en estos puntos.

a) f'(1) b) f(=3) o f(2)
fx + h) = fx)

2 _ 2
00 = fim — i Xth' —2x+h+4-K—2x+4 _
h—0 h h—0 h
2 2 _ _ 2 _
—im X +2hx +h*—2x —2h+4 — x* 4+ 2x 4=/im(2x+h—2)=2x—2
h—0 h h—0
a) f'(1)=0 b) f'(—3)= -8 o f'2Q)=2

A partir de la definicidn, encuentra la funcién derivada de f(x) = x* + 2x + 2,
y calcula f'(0), f'(—1) y f'(3). Decide el tipo de crecimiento de la funcién
en los puntos de abscisa 0, —1y 3.

fix + h) — f(x) (X+h?+2x+h)+2— x>+ 2x+2)

f'(x) = lim = lim =
h—0 h h—0 h
2 2 2 _
:/I,mx+2hx—|—h +2x+2h+2—x*—2x 2:/im x4+ ht2)=2x42
h—0 h h—0

f'(0) = 2 > 0 — La funcién es creciente en x = 0.
f'(—1) = 0 — No se puede decir si la funcién tiene un minimo o un maximo enx = —1.
f'(3) = 8 > 0 — La funcioén es creciente en x = 3.

La funcion derivada de y = In x es y’ = —. Utiliza el resultado para determinar

X
la ecuacién de la recta tangente a esa curva en el punto de abscisa 1.

La ecuacion de larectatangentees:y —0=1(x — 1) > y=x — 1

Obtén las ecuaciones de las rectas tangente y normal ala curva y = x + v x
en el punto de abscisa 4.

1
nx

La ecuacion de la recta tangente es:

y =1+

5 5
—6=—K—-4 > y=—x+1
Y 4 Y=Y

La ecuacion de la recta normal es:
46

4 4
—b=—Kx—-4>y=—x+—
y 5 y 5 5
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056 | ;Es horizontal la recta tangente a la funcion y = x* + x* en el origen de coordenadas?
°°% | Sjes cierto, icudl serd la ecuacion de la recta normal?

y'=3x"+ 2x

La ecuacion de larecta tangentees:y —0=0x —0) >y =0

Esta recta es horizontal; por tanto, la recta normal es: x = 0

. x 1., .
057 | jEsciertoquelacurvay = xz[ —] tiene una tangente horizontal
3 2

en el punto (1, 0)?
y’:2x[X1]+x2~]:x2x
32 3

La ecuacién de larecta tangentees:y —0=0x — 1) >y =0
Es una recta horizontal.

058 | ;Se verifica que la recta tangente ala curvay = (x> —x)(2x + 1),
°“~ | en el punto de abscisa —1, es paralela a la recta 14x — 2y —3 = 0?

Y= =N2X+ 1D+ x*—x)-2=06x>—2x—1

La ecuacién de larectatangentees:y —0=7(x+ 1) >y =7x+7

14x72y73=0—>y=7xf%

Como las pendientes de las rectas son iguales, se verifica que son paralelas.

059 | Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la funcién y = cos x
[ Jexe] .
en el punto de abscisa .

y' = —senx
La ecuacion de larecta tangentees:y +1=0x — ) >y = —1
Esta recta es horizontal; por tanto, la recta normal es: x =«

060 | ;Cuanto tiene que valer a para que la funciéon f(x) = x In x — ax tenga, en el punto
de abscisa e, una recta tangente paralela a la bisectriz del primer cuadrante?

La bisectriz del primer cuadrante es: y = x
Esta rectay la recta tangente son paralelas si sus pendientes son iguales.
La pendiente de la recta tangente a la funcion, en x = e, es:
. 1 .
fX)=Inx+x-——a=Inx+1—-a—-fle=2—a
X
Entonces, tenemosque:2 —a=1—a=1

061 | Halla la recta tangente y la recta normal a las funciones en los puntos indicados.

e

a) y=2*%enx=3 b) y=xInx+3)enx=—-2 ¢ y=03Bx—5°enx=2

a) y'=2""%.3
La ecuacién de larecta tangentees:y — 2 =6(x — 3) >y =6x — 16
1 1 5
La ecuacién de la recta normal es: y —2 = —g(x —3)->y= —gx + B
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B) ' = 2xIn (x4 3) + x2- —

x+3
La ecuaciéon de larecta tangentees:y — 0 =4(x +2) >y =4x+ 8
1 1 1
La ecuacién de la recta normal es: y — 0 = _Z(X +2)->y= —Zx 5
Q) y' =6(3x—5)-3=18(3x—5)
La ecuacién de larecta tangentees:y — 1 =18(x — 2) >y = 18x — 35
1 1 10
Laecuaciénde larectanormales:y —1=——(Kx—-2) > y = ——x+ —
18 18 9
Determina la recta tangente y la recta normal a las funciones en los puntos
indicados.
a) y=v2x+6 en x=5
b) y=sen(2x+ «) en x=0
x—
Q y=tg en X=m7
ay—im+d5}u—Lf
2 J2X+6
1 1 11
La ecuaciéon de larecta tangentees:y — 4 = Z(X -5 ->y=—x+ Z
La ecuacién de larectanormales:y —4 = —4(x — 5) >y = —4x + 16
b) y' = cos 2x + w)-2
La ecuacién de larecta tangentees:y — 0= —2(x — 0) >y = —2x
1 1
La ecuaciéon de la recta normal es:y — 0 = E(X —0)>y= Ex
T — X 1
9 y =1+t ==
’ [ 2 ] [ 2]
1 1
La ecuacién de la recta tangente es: y — 0 = _E X—m—o>y= _EX + %

La ecuacién de larecta normales:y — 0=2(x — ©) >y =2x — 2x

Obtén las ecuaciones de las rectas tangentes a la curvay = x* + 3x* + 3x + 4,
que son paralelas a la recta de ecuacién 6x — 2y + 1 = 0.

6x72y+1=0—>y:3x+%

Esta rectay las rectas tangentes son paralelas si sus pendientes son iguales.
y'=3x*+6x+3
x=0

3x2+6x+3:3—>x2+2x:0—>{x_ ,

Six=0,laecuacion de larectatangentees:y —4=3x —0) > y=3x+4

Six= —2,laecuacion de larectatangentees:y —2=3(x+2) >y=3x+8
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064 | Halla los puntos en los que la funcién y = X+ 4x* 4+ 2x + 1 tiene rectas tangentes
““% | de pendiente —2. Determina también la ecuacion de dichas rectas tangentes.

y' =3+ 8x+2

2
I8 +2=-23+8%+4=0{ T3
=2
: 2 .
Six = Y la ecuacion de la recta tangente es:
31 2 5
= x|y = ——
ey [ 577 27

Six = —2,la ecuacion de la recta tangente es:
y—5==-2+2) »y=—-2x+1

065 | Aplica las reglas de derivacion a la funcion y = x* — 3x* + 2x — 5 para calcular:
[ Je}e)

a) Lafuncién derivada.

b) La derivada en los puntos de abscisa —1,0y 3.

c) Laecuacién de la recta tangente a la curva en el punto de abscisa 3.

X) = —6x+ 2

QA y—1=11x—=3)>y=11x—32

066 | Emplea las reglas de derivacion para calcular la funcién derivada de:
[ X ke
fl)=(2x+3)x—2)

A partir del resultado obtenido, determina:

a) F2) f'[—3] F(—2) f’[1]
2 3

b) Laecuacion de la recta tangente en el punto x = —2.

¢) Laecuacién de la recta tangente en el punto x = 2.

f)=20x—2+@2x+3)-1=4x—1
a f')=7
13-
2
f(=2)=-9

=1x—=2)>y=x-2
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Aplica las reglas de derivacion para calcular la funcién derivada de las siguientes
funciones.

a) y=x—2*+5x—6 ¢ y=2"
b) y=log;x d) y=+ve6x’
a) Yy =3x*—4x+5 Q y'=2"In2
1 4 2
by = — d) ¥ = 2ex) 23000 = 2 = X
xIn3 2 6x°  |6x

Utiliza las reglas de derivacion para hallar la funcién derivada de estas funciones.

2_
2 7
1
b) y=4* dy=— f) y=(6x)*
X
1 s ] —4¢ 4
a y=—x°= = -
Y 5 53/ x* d y (XY X5
b) y'=4%-In4-2 o) y’:%
9 y= 2X;3 f) y' = 46x°- 6 = 24(6x°
Halla la derivada de estas operaciones de funciones.
a) y=K—2)(+3x) e) y=Inx+ e
) y=xlogx—1 g) y=x*-2
8 3x+4
T i
a) Y =104+30+ =22 +3) =3+ 2—6
e 1
b) y,:—.x 2 .x 3= _
2 3 xR/
Q y' =2xlog x + x* - ——— = 2x log x +
xIn10 In10
—8-2 16
d) vy = —
Y (2x —1) 2x —1)
b ] .
e) y=—+e
X
_— 3
f)y_fxa \/—4_\/—7)(2 \/;+x/;:2x+3x:5
3 3 2dx 6Yx e¥Ux
g) Y =2-2"4+x*-2"In2
h y = 31 —=0Bx+4-2 1
(@x =1y (2x —1)?
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070 | Calcula la derivada de las siguientes operaciones de funciones.

Qo

e e
x—8
b) Y= Ix e) y=5e"—3*
X4
Q) y=(*+2)log,x f) y=
x —1
L (I 4)e*
;o e Tinxrde inx + 4
a) y' = =
(ex)z Xex
L X —38
1-\/;—(X—8)ix 2 \/;—
0y = 2" _ 2x _ x+8
(Vx 7 X 2%
2
Q y' =2-log, x +(x*+2)- :2x|ogzx+x +2
xIn2 x1In2
] X X
—.e—Inx-e 1= xln x
d) y': X =
(ex)z Xex
e y=5"-3"In3
LA =1 —x* 1 3xt—4x3
f> y: 2 = 2
x=1 (x=1)

071 | Deriva las siguientes funciones trigonométricas.

Qo

a) y=senxcosx d) y=xtgx
b) y=ﬂ e) y=xarccosx
XZ
1
= f) y=——
C) y=secxcosecx )y tg x

a) y' = cos® x —sen* x

o) y = —sen X - X’ —cos X-2X _ —X sen X — 2 COs X
x* X3
, sen x cos X 1 1
Q y' = —— + COSeC X + sec X - —|= — = -
Cos” X sen‘ x cos* x  sen” x

d) y=1-tgx+x-(1+1tg> X) = x + 19 x + x tg* x

e) y’=1-arccosx+x-[ ]:arccosx X
1— x? 1—x?
, 1+ tg” x
tg° x
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SOLUCIONARIO

Calcula la derivada de las siguientes operaciones donde intervienen funciones
trigonométricas.

a) y=2x+ arcsenx+ arccosx
b) y=(1+4x)arctgx

o y=Inx-tgx

d) y=e*senx

b) y'=2x-arctg x+ (14 x?)- =1+ 2xarc tg x

T+ x2

Q) y’:i-tgx+|n x-(1+1tg* x)
X

d) y'=e"-sen x+e*-cos x = e*(sen x 4 cos X)

o y = —sen x(2—x)—cos x-(=1) _ (x —2) sen x 4 cos x

2—x7 Q2—x7

073
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Determina las derivadas que se indican.

a) fx)=Inx f'x) y ()
b) f(x)=x° f'ix) y f'(x)
o fx)=x—3x f"(x) y ()
3 =~ > ) = —— > 0 = =
X X X

b) f(x) = 5x* = f"(x) = 20x>

o Fx)=5x*—12x> = "(x) = 20x> — 36x? = " (x) = 60x? — 72x
— V(x) =120x — 72

Calcula las seis primeras derivadas de las funciones y = sen x e y = cos x.

y=senx =y =cos x = y"=—sen x = y" = —cos x = y" = sen x
-y =cos x = y" = —sen x

y=cosx =y =-—senx = y"=—cos x = y" =sen x = y" = cos x
-y =—sen x = y¥' = —cos x

Halla el valor de k para que la funcion f(x) =

3 cumpla que f'(—1) = 19.

Fl) = k-2x+3)—(k«—5)-2 _ 3k +10
(2x +3) x+3)

f=M=3k+10=19 > k=3
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076 | Escribe las funciones que componen las siguientes funciones y halla la derivada
°®" | en cada caso.

a) y=logs (2x+ 1) e) y=2>"*
b) y=0Bx*—3x+ 1) f) y=3UYx*—1
Q) y:sen\/; g) y=cosinx
d) y=arctge* h) y=3%
a) fx)=logsx y gx)=2x+1
. 1 _ 2
T s T 23

b) f(x)=x* y g(x)=3x>—3x+1
y' = 4(3x* — 3x + 1)A6x — 3)

Q fixy=senx vy g(x):&
1
y’:com/?-%xZ:COS&

Wx
d) f)=arctgx y glx)=e*
y = 1 o= e*
1+ (e’ 1+ e

e fx)=2"y gx)=3x—4
y'=2**.In2-3

f) o) =4x y g)=x>—1

El

y':i(XZ_])W.ZX:;
4 2 (x* =1)°
g) fx)=cos x y gx)=Inx
, 1 sen In x
y'=—seninx-—=—
X X

h) fx)=3" y glx)=cos x
y'=39".In3-(—sen x)

077 | Calcula la funcién derivada de estas funciones, aplicando la regla de la cadena.

[ Jeke)
a) y=In(x*—5x) Q y=+Vx*+x

b) y=2%" d) y =4logs x
1 2x—5
a) y' = -(2x =5) =
Y x> — 5x x> — 5x

b) y'=2"":In2-3

2x+1
2%+ x

1 1 1
x1In3 - 24/logs x 'xInB

1
c)y:%w+mzwa+n:

d vy (logs X 2-

-1
2
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Aplica la regla de la cadena para determinar la funcién derivada de estas funciones.

a) y=Intgx f) y=tglnx
b)y:cos\/; g)y:COS\/;
c) y=log,x* h) y=logsx
d) y=sen (cosx) i) y=cos(senx)
e) y=arctgx® j) y=arctg’x
a y' = ! “(1+1tg° %)
g x
1 - sen x
b) y'=—(cos X) ?-(—sen X) = —————
2 24/ cos x
1 2
Q) = LOX =
y x?-In2 xIn?2

d) y'= cos (cos x)-(—sen x)

h y'=2log, x - ———
y o x-In2

i)y’ = —sen(sen x)- cos x

) y'=2arctg x-
T+ x?

Halla los coeficientes y exponentes desconocidos para que se verifique
que las funciones y sus derivadas se corresponden.

a) f)=x4+ald+bx+6 f(x)=3+4x—3
3

b) gix)=alnx+ bx g'x)=——5
X
0 hn=2 hf(x)=ax['"2_12]
X X X
d) i X i) = —2
W= 3Ux

a) a=2,b=-3

b) a=3b=-5

) a=2b=1

d) b=3
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080 | Deriva las siguientes funciones.

Qo

5 ) elnx
= -2X d =
a) y=x )y x
b) y=5" e) y=In(xe"
Inx
Q y=er* f) y=Inx-e*

A y=2-2"4x22"In2- 2 =2"" x4+ x*In 2

b) y'—SX”X-|h5~[|ﬂX+X']]_SXIHX'MS'(M X+1)

X
In x i'XflnX"l In x
, — ¥ — 1=Inx
C) y:ex . —e X .
x° x°
e\nx —.x e\nX]
d) y'= X . =0
X
, 1 X +1
e y = (e 4 xen =21
xe* X
’ 1 X X
f) yy=—-e"+Inx-e
X

081 | Halla la derivada de estas funciones.

L X Xe)

a) y=(2x+ 173 d) y= =3
eX
x? =3 23
b) y= X3 e) y:xi3
X

) y=223 fy=x-—7

Q) ¥y =32x4+12-34+2x+17-3In3=[6+2x+1)In3]-2x +1)*- 3"

1
b) y’—i- x*—3 7_2)(0)(37()(273)-3)@_fx2+9' X3
2 x* x° 2t x*—3
1
2X'\/X3—(X2—3)'i'()(3) 2.3)(2
. 2 4 —3x(x*—3) _ x’+9

Q) y' = =
X’ 2% 24 x

e e
1
l-()(273)2-2><~)<37\/x273~3><2
& y = 2 x*=3(x"—=3)  —2’+9
x° x*x*—3 x*x*—3
1
3.i.(X3) 2. 3x2
f) y=2x+ 2 = 2X + x° = 2x + 2
x° 23 %3 220x
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Calcula la derivada de estas funciones trigonométricas.

a) y=cosl e) y = sen
X cos X
cos X sen x
X cos X
1 X
Qg y= g y=——"-—
cos X sen cos X
1
d)y:[cos—x h)y=xarctgx/;
X
, [ 1] 11
a) y'=—sen —-|——|=sen —-—
X X2 X X
,  —sen x-x—cos x-1 —X Sen X — cos x
b) y = X2 = XZ
, —sen x sen x
A y=- PRV 2
cos?® x cos’ x
, 1 1 1 1 1 1
d) y'=|-sen —-|——||- x + cos —-1=sen —- —+ cos —
X x° X X X X
, X oS X + x sen x
e) y' = cos .
cos x cos® x
f o 05 X Cos x—sen x(=senx)  cos’ x+sen’ x 1
cos’ x cos® x cos’ x
9y = 1-sen (cos x) — x cos (cos x)(—sen x) _ sen (cos x) 4 x cos (cos x) - sen x

sen? (cos x) sen’ (cos x)

X

204 0 x

[
z';X 2:arcrg\/;+

1+ (Wx)

h) y’:1-arctg\/;+x-

Decide si la siguiente funcién es continua y derivable en todo su dominio.
Si en algun punto no es continua o derivable, razénalo.

Y

La funcion es continua en Ry es derivable en R — {—3, 2}, porque en los puntos
x = —3yx=2lagréfica presenta «picos», es decir, en estos puntos no puede
determinarse una tangente a la funcién, ya que las pendientes en los puntos
que estan a su izquierda y a su derecha tienen distinto signo.
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Derivada de una funcién

084 | Dibuja una funcién continua que no sea derivable en el punto de abscisa x = 4,
#®% | que en el resto del dominio sea derivable y que su derivada se anule si x es mayor
oigual que 4.

Respuesta abierta.

085 | Estudia si las siguientes funciones son continuas y derivables en los puntos
“®" | enlos que la funcién cambia su expresién algebraica.

2 4x +5 si x <2 b) g = x?4 6x si x <—1
flx) = 4x2—%x six >2 2+ 841 si x >—1
a) f(2)=13
im f(x) = lim (4x +5) =13
X—2" X—2"

x—=2

— Jlim f(x) =13
im f(x) = lim [4x2§x] 13 i, )

4 Siox<2
f'(x) =
) 8x — 3 Sioox>2
2
ff)=4
PO = 29 1 — Lafuncion no es derivable en x = 2, porque los valores
T no coinciden.
b) g(=1)=-5
lim g(x)= lim (x4 6x) = —5
x==T o — 3 lim g(x) = -5
im gx) = lim 2x°+8x+1)= -5 x>
x——1F x——T1"

g(=1) = lim g(x) = g(x)es continuaenx = —1.

x—=—1

) = 2X+6 s ox<-—I
4 +8 si x> —1

=4
4} — La funcion es derivable en x = —1.
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086 | ;Son continuas y derivables las funciones en todos los puntos de su dominio?

eao
a) y=|x*—4|
b) y=|¥+1|

xP—4 s x< =2

a) fx)=1-x*+4 s —2<x<2
xP—4 s x>?2

Six € R —{—2,2}, lafuncién es continua. Se estudian los puntos
en los que la funcién cambia de expresion:

f(—2)=0

im fx)= lim (x*’—4)=0

oz o2 -3 lm fx) =0
//mZ 0= //m2+ (—x*+4=0 X2

(=2 = /irrz2 f(x)

f(x) es continua en x = —2.

f2)=0

lim f(x)= lm(—x*+4) =0

=2 =2 — 3lm fx)=0
//rr27+ fx) = //rrz7+ x*=4=0 x=2

f2) = lim f(x)

X—2

f(x) es continua en x = 2.

Por tanto, la funcién es continua en R.

| X <=2
Fx)=1-2x s —2<x<?2
22X si X >2

Six € R —{—2, 2}, la funcién es derivable. Se estudian los puntos
en los que la derivada cambia de expresion:

fi(—27) = —4}
f(—2h) =4

La funcién no es derivable en x = —2, porque los valores no coinciden.
) = —4}

=4

La funcién no es derivable en x = 2, porque los valores no coinciden.

b) gt =Ix*+1l=x*+1

Por ser polinédmica, la funcion es continua y derivable en R.
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087 | Estudia la continuidad y derivabilidad de las funciones.

ees

a) flx)=

a)

xX24+2x—9 six<3
b) h(x) =12x2 —4x si3<x<5

{x2 —5x si x <—2
210 2 si x >5

3x?—2x—2 six>-2

Six € R — {—2}, la funcién es continua. Se estudia el punto en el que la funcion
cambia de expresion:

f(—=2)=14
im f(x)= lm (x*—5x)=14

X2 x—o=2 5 — 3 Iim fx) =14
im fx)= Im (Bx*—2x—2)=14 X—=2

x—=2" x—=2"

f(—2) = lim f(x) — f(x)es continuaenx = —2.

X——=2
Por tanto, la funcion es continua en R.
Fl) = 2x—=5 s! X <=2

6X—2 si ox>-2

Six € R — {—2}, la funcién es derivable. Se estudia el punto en el que
la derivada cambia de expresion:

f,(_2+) = — La funcion no es derivable en x = —2, porque los valores
f(—=29) =—-14 o
no coinciden.
Six € R — {3, 5}, la funcién es continua. Se estudian los puntos
en los que la funcién cambia de expresion:
h3) =6
im h(x) = lim (> +2x—9 =6
X3 x>3 ) — 3lim h(x) =6
lim h(x) = lim 2x*—4x) =6 X3
x—3" x—37

h(3) = /im}h(x) — h(x) es continua en x = 3.

h(5) =30
im h(x) = lim x* —4x) = 30
X5 x5 — Jlim h(x) = 30

X=5

lim h(x)= lim (2'°*—2)=30

x—5T x—5%
h(5) = lim h(x) = h(x) es continua en x = 5.
X—5

Por tanto, la funcion es continua en R.
2x+ 2 si X <3
h'(x) = 4x — 4 si 3<x<5
—2n2 s XxX>5

Six € R — {3, 5}, la funcion es derivable. Se estudian los puntos
en los que la derivada cambia de expresion:

f3)=28 9 .
- =
F3) = 8} La funcion es derivable en x = 3.
f(5)=16 ., .
- — La funcién no es derivable en x = 5, porque los valores
f(57)=-32In2 o
no coinciden.

Luego la funcién es derivable en x € R — {5}.
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SOLUCIONARIO

Decide si estas funciones crecen o decrecen en los puntos que se indican.
a) y=—-2+3x2—x+1

Enx=1
2_
b) y= 2x°—=3x+1
X
Enx= -2

Q y=2"4+3Inx—8

Enx=4
d) y:2x+3\/;
Enx=9

a) f'(x) = —6x’+6x—1

f'(1) = —1 < 0 — La funcién es decreciente en x = 1.
_ _ 2 _ 2y,
b) £ = (Ax —3)x — (x> —3x+1) _ 2 —x—1
X2 x?

f(=2) = z > 0 — La funcién es creciente en x = —2.
4

9 F) =22+
X

. 3 y )
f'4)=16In2+ " > 0 — Lafuncion es creciente en x = 4.

3

2Ux

. 5 - )
9 = 5 > 0 — La funcion es creciente en x = 9.

d) fl)=2+

Determina los puntos de las gréficas de estas funciones cuya tangente es horizontal.
a) y=3x>—15x+ 13

b) y=2+3x>—36x+ 8

Q y=2+3%+6x—12

X2+ 2x+2
d y=—""""
X+1
X+ 2
e) y=
Y X—2

La tangente es horizontal si la pendiente es igual a cero.
a) y'=6x—15

6><715=O—>x:i
2

b) y' = 6x>46x —36

6x2+6><—36=0+x2+x—6:oﬁ{X:2

Xx=-3
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Q y=6x"+6x+6
66X+ 6x+6=0->x"4+x+1=0

La ecuacién no tiene solucion, por lo que no hay puntos que tengan tangente

horizontal.
Q) y = X+ +AD =+ 2 +2)  x*+2x
(x+1)? (x +1y?
2 j—
X+2X:O—>XZ+ZX:O—>{X_O
(x+1)7 x==2
_X=2-Kx+2 —4
e y' = =
(x =2y (x =27
= 05 -4=0
(x =27

La ecuacién no tiene solucion, y no hay puntos que tengan tangente
horizontal.

090 | ;En qué puntos de las graficas de estas funciones es horizontal la tangente?
[ Je}e) . . s s
Decide si son maximos o minimos.

2
a) y= X“—3x+3
X —1
2
b) y=—=
Y 2—x
x2+9
QY=
X
X3
d y=
Y x*+4
— 1) — (x2 — 2
3 f'(x):QX 3)x —1)—(x 3x+3):x 2x
(x—=17 (x=17
2 _ —
al 2X:0—>x272x:0—>{x_0
(X_‘\)Z X =2
f'(x) = 2
x=17
f"(2) =2 >0 — En x = 2 tiene un minimo.
f"(0) = —2 < 0 — En x = 0 tiene un maximo.
) — vy — 2
b) f,(X):2x(2 X) — x4 1):4)( X
Q2—x’ (x =27
— 2 _
X :O—>4X7X2:O—>{X_4
(x — 2 x=0
f'(x) = 8
2—x°
f"(0) = 1> 0 — En x = —1 tiene un minimo.
f'4) = —1< 0 = En x = Ttiene un méaximo.
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O 2xx—+9 X —9

9 " p
2 —
X 0 X —9=0->x =43
XZ
N 2x-x2—(x*—9)-2x 18
f (X) = ( 2 ) == 73
X X
f'(=3) = 7% < 0 — En x = —3 tiene un maximo.

f"(3) = 2 >0 — En x = 3 tiene un minimo.
3

-+ —x2-2x x4

d) f'(x) = =
07+ 4y 7+ 4y
4 2
%:O—)xﬂ—w?:o-w(:o
X°+
Fr() = @+ 2400 + 47 — (X" +12¢9) - 20 + 4 - 2x  96x — 8x°

(x* + 4* (x*+ 47

f"(0) = 0 — En x = 0 no tiene un maximo ni un miimo.

Sea la funcion f(x) = 4x* + 15x> — 18x + 10.

a) Determina los maximos y minimos de la funcién.
b) Calcula Iin_”:oo flx) y IiToo f(x).

¢) Haz un esbozo de la gréfica de la funcion.

a) F(x)=12x> +30x — 18

x=—
2

X ==3

12X +30x—18=0—> 2’ +5x*—=3=0 >

f"(x) = 24x + 30

] T
f [2] =42>0—>Enx= E tiene un minimo.

f'(=3) = —42 < 0 = En x = —3 tiene un méaximo.

b) lim f(x) = —o0

lim f(x) = 400
X—>+
o) Y
[
PN Il
/ 5 /
| w
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X3

092 | Sea la funcién f(x) =

ees 1—x2 ’
a) Encuentra los maximos y minimos de la funcién.
b) Determina las ecuaciones de sus asintotas y la posicion de la curva respecto de ellas.

c) Construye un esbozo de la gréfica de la funcion.

X (1—x) —x(=2x) _ 3’ —x*
(1= x% (1=x%
3x2 —x* x=0
XY 053 —x' =0
(1= x?? x =423
£ — 6x — 41— X7 — Bx” — x- 20— x)(—=2x) _ 6x+ 2%
(1=x)* (1=x?’
f”(—\/?) = # >0 = En x = —/3 tiene un minimo.
f"(0) = 0 = En x = 0 no tiene un maximo ni un minimo.

a) f'ix)=

F'3) = ,g <0 —Enx = /3 tiene un méaximo.
b) Domf=R —{-1,1}
im  f(x) = 4o0
= — x = —1 es una asintota vertical.
im f(x) = —c0
x——1"
lim f(x) = 400
it — x = 1es una asintota vertical.
fim f(x) = —o0
x—17
X/sz f(x) = —o0 = No hay asfntota horizontal.
3
m= lim M = i X =1
X4y X=4w x — x3

3 3 3
n= lim [f(x)—mx]= lim [ al +x]: fim M:O
X—+oo xo4e | ] — x?2 X—+oo 1— x?

Asfntota oblicua: y = —x

Six =1.000 — f(x) — (—x) < 0 — Cuando x tiende a +oo, la funcion esta
por debajo de la asintota.

Six =—1.000 = f(x) — (—x) > 0 — Cuando x tiende a —oo, la funcion esta
por encima de la asintota.

Q) Y

.
AL Tt
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X
x—4

Determina las ecuaciones de sus asintotas y la posicion de la curva respecto de ellas.
Haz también un esbozo de la grafica de la funcién.

Halla los maximos y minimos de la funcion: f(x) =

F0 = 1T-(x—4)—x _ —4

(x — 4y (x — 4y
No hay maximos ni minimos, f'(x) < 0 — La funcién es decreciente.
Dom f=R — {4}

lim f(x) = —o0
x—4"

) — X = 4 es una asintota vertical.
lim f(x) = +o0
x—4t

/irQ flx) = 1— y = Tes una asintota horizontal.
X—r+toc f

Six=1.000— f(x) > 1
Cuando x tiende a +oo, la funcién esta L
por encima de la asintota. >

Six=—1.000— f(x) < 1
Cuando x tiende a —oo, la funcién esta
por debajo de la asintota.

X)

P

[

Obtén los vértices de las siguientes parabolas, teniendo en cuenta que la tangente
es horizontal en ellos.

a) y=3x*—6x+1
b) y=3%+x+9

a) y=6x—6
ex—6=0—->x=1->V(1, -2
b) y'=6x+1
6x+1:0—>x:—1—>v[—1,107]
6 6 12

Representa una funciéon continua y derivable cuya derivada se anule en los puntos
(—1,4)y (2, —3), y que cumplan estas condiciones.

lim f(x) = —o0 lim f(x) = +o0

X—+00

Respuesta abierta.
Y
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9?6 Dada la funcion y = x* + 6x> — 36x + 29, resuelve.
a) Determina su dominio.

b) Halla sus asintotas.

c) ¢Tiene puntos de corte con los ejes? ;Cudles son?

d) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
e) Hallalos mdximos y minimos.

f) Representa la funcién.

a) Domf=R

b) lim f(x) = 4o

X+

La funcion no tiene asintota horizontal.

lim @ = +o0

x>ty

La funcion no tiene asintota oblicua.

Q) Six=0—>y=29
Siy:OﬁX3+6X2_36X—|—29:O_>(X_])(X2+7X_29):O
x =1
>, Ve
2
d) f)=3x"+12x—36
3X2+12X—36=0—>x2+4x—12=o—>{§i

f'(=7)>0 f'(0)<0 f'(3)>0

-7 =6 0 2 3

f(x) es creciente en (—oo, —6) U (2, +00).

f(x) es decreciente en (—6, 2).

e) Minimo: (2, —11)
Méximo: (—6, 245)

f) Y

D,
T——
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9?2 Estudia y representa las funciones polindmicas.
a) y=3x"—4x>*—36x>+ 10

b) y=x>—6x>+12x—5

Q) y=3x*—4x> —48x* + 144x + 212

a) Domf=R
La funcion no tiene asintotas.
fi(x) = 12x° —12x2 —72x

x=0
123 =12 =72x =0 > x(x’—x—6)=0—>{x=3
X=-=2
f'(-=3)<0 f'(=1)>0 (<o f'(4)>0
| | . |
T T f T
-3 -2 0 1 3 4

f(x) es creciente en (—2,0) U (3, +0) y es decreciente en (—oo, —2) U (0, 3).
Minimos: (—2, —=54) y (3, =179)

Maximo: (0, 10)
14
|
(€ 30 |
,I\
\/ X
\
|
|
b) Domf=R

La funcion no tiene asintotas.

) =3x*—12x+12
K —12X+12=0-> x> —4x+4=0->Kx—-20"=0—>x=2

f'(x) > 0 — f(x) es creciente en R.
f'(2) = 0 — En x = 2 no tiene un maximo ni un minimo.
f"(x) =6x—12
f"(x) > 0six > 2 — f(x) es concava en (2, +o0).
f"(x) < 0six < 2— f(x) es convexa en (—oo, 2).
Y
|
|
fi(x)
1]
| X
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Derivada de una funcién

c) Domf=R
La funcion no tiene asintotas.
f'(x) = 12x3 —12x% — 96x + 144

12x3—12x2—96x+144:0—>{)(:_3
X =2
f'(—4)<0 | f'(0)>0 | f'(3)>0
I —
—4 -3 0 2 3

f(x) es creciente en (=3, 2) U (2, 40) y es decreciente en (—oo, —3).
Minimo: (—3, —301)
"(x) = 36x% — 24x — 96

X=2

36x2 —24x — % =0—>3x>-2%x—-8=0— ‘ 4
3
f"(x) > 0six > 2 — f(x) es concava en (2, +).

f"(x) < O si fg < x < 2 — f(x) es convexa en [i 2].

f"(x) <0si x < —% — f(x) es convexa en [—oo, —i]

Y

300+

., -2
Dada la funcién y = 3 , resuelve.

a)
b)
o]
d)
e)
f)

X+ 4
Determina su dominio.
Halla sus asintotas.
¢{Tiene puntos de corte con los ejes? ;Cudles son?
Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Halla los méximos y minimos.
Representa la funcién.

a) Domf=R —{—4}

) 3x—=2
b) lim = 4o
X——4"
X+4 — X = —4 es una asintota vertical.
. 3x—2
lim = -
x—>—4t x +4
o 3X— . )
lim = 3 — y = 3 es una asintota horizontal.
Xty -+ 4

Al tener asintota horizontal, la funcion no tiene asintota oblicua.
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SOLUCIONARIO

¢) Punto de corte con el gje X: [i O]

1
Punto de corte con el eje Y- [O, —2]

4 Fo)= 3x+4)—0Bx—2) _ 14

(x + 47 (x + 47

f'(x) > 0 — f(x) es creciente en (—oo, —4) U (—4, +o0).
e) Lafuncién no tiene maximos ni minimos.

f) Y

Estudia y representa estas funciones racionales.

5x +1 X2
a) y= Q) y=
Y X—2 Y 2—x
x2—2x+1 X324+ 2x —4
b) y="""—"— d y=="r0
xX—3 X+ x—6

a) Domf=R — {2}

5 +1
lim —— =
x=2" x — )
- 5x 41
im —— =
x=2" x D

— X = 2 es una asintota vertical.
—+o0

) 5x +1
fim

=5 — y = 5 es una asintota horizontal.
x>t x — )

Al tener asintota horizontal, la funcidon no tiene asintota oblicua.

Punto de corte con el gje X: [—; OJ

Punto de corte con el eje V- [O, —;]

P00 — S—2—(Bx+1) _ 11
(x =2y (x =27

f'(x) < 0 — f(x) es decreciente en (—o0, 2) U (2, +).
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Derivada de una funciéon

La funcion no tiene maximos ni minimos.

14
|
(X
T~
X
b) Domf=R — {3}
X =241
im ——— = —
X—3" —
5 xX=3 — X = 3 es una asintota vertical.
X =241
im —————— = 4
x—3t X —3
X=X+
fim % = 400 — La funciéon no tiene asintota horizontal.
X—+ow0 X —
oxXP=2x+1
X400 —
X X — Asintota oblicua: y = x +1
) X2 =2 +1 X+
n= lm |—————x|= lm =1
X—40 X — 3 X—>+ X — 3

Punto de corte con el eje X: (1, 0)

Punto de corte con el eje Y: [O, —;]

, Ox —=2Dx —=3)—(x*=2x+1) x*—6x+5
f'(x) = =

(x —3) (x =3y
%—m+5:0e{X:]
xX=5
f'(0) >0 f'(2)<0 f'(4) <0 f'(6) >0
| . | |
| | |
0 1 2 3 4 5 6

f(x) es creciente en (—oo, 1) U (5, +00) y es decreciente en (1, 3) U (3, 5).

Maximo: (1, 0) Minimo: (5, 8)

Y

S w
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Domf=R — {2}
2
lim = 400
2" — , .
o2 ZX — X = 2 es una asintota vertical.
lim = —ow
x=2" ) x
2
fim = 4o — La funcion no tiene asintota horizontal.

Xt ) x
2
. X
m= lm —— = -1
X—>+o 2)(7)(2

X2
n= lim + x| = lm =-2
X—>400 2—X X—>+%0 2—X
Punto de corte con los ejes: (0, 0)
, AR =X+ x Ax—x?
f(X) = =
2 —x? @—x7
x=0
4 —x’=0—>
{X =4
f(=1)<0 f'(1)>0 f(3)>0 f'(5)>0
—— :
-1 0 1 2 3 4 5

f(x) es decreciente en (—oo, 0) U (4, +-00) y es creciente en (0, 2) U (2, 4).
Méximo: (4, —8) Minimo: (0, 0)
Y

Domf=R —{-3,2}

X+ 2x—4
lim X2+7 = 400
X—>—=3" —
X*+x—6 — x = —3 es una asintota vertical.
24+ 2x—4
im ———— =
o3 x4 x—6
XX+ 2x—4
fim > =
X—2" —
X+x-6 — x = 2 es una asintota vertical.
2+ 2x—4
fi = +o0
=20 x4 x—6
%P+ 2-4 . .
lim ——————— =1— y = Tes una asintota horizontal.

xote x24x—6

Al tener asintota horizontal, la funcion no tiene asintota oblicua.

— Asintota oblicua: y = —x — 2
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Derivada de una funcién

Puntos de corte con el eje X: (1,0) y (=2, 0)

1
Punto de corte con el eje V- [—3, 2]

—16x — 8

fl)=—X=¢
0 X’ 4+ x —6)°

—16X—8:O—>X:—%

f'(-4)>0 | f’(—1)>0I f'(0)<0 | f'(3)<0
| ! | T |
—4 -3 -1 10 2 3
2
) 1 ) 1
f(x) es creciente en (—oo, —3) U 73,5 y es decreciente en 75,2 U (2, +0).
1 18
Maximo: | ——, —
2 25
14
BRI
el
""" 7 I R R B

100 | Representa estas funciones racionales, analizando sus caracteristicas.

o090
X X 4+ 4x 42
a = d P —
)y x?—3x—4 )y x?
X*+2x+3 2
by y="7 " Q) y=—"—
X+ 2x+1 X°+x—6
xX+5 x—3
QYVY=—F—7 - fy=——"0+
x?—3x—4 x+1x—1)

a) Domf=R —{-1,4}

X

im ——— = —
o=l x?—3x —4 . ‘
— x = —1es una asintota vertical.
) X
li —— =+»
X1t xf —3x —4
) X
//m 27 = —00
x=4" xt—3x —4 , )
— x = 4 es una asintota vertical.
X
lim = 400

. X . .
lim ———— =0 - y = 0 es una asintota horizontal.
X x?—3x — 4

Al tener asintota horizontal, la funcién no tiene asintota oblicua.
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Punto de corte con los ejes: (0, 0)

, x?—3x—4—x(2x —3) —x*—4
f(X): =
(x? —3x —4)? (x*—3x —4)°

f'(x) < 0 = f(x) es decreciente en (—oo, —1) U (—1,4) U (4, +00).

La funcion no tiene maximos ni minimos.

14
f(x)

! X

Domf=R —{-1}
2
m X E2XE3
== X% 4 2x 41 . .
— x = —1es una asintota vertical.

X4+ 2x+3
s T — 4
x> X2 x4 1

X2+2x+3
m 2T XT3

=1— y = lesunaasintota horizontal.
o x4 Ox 41

Al tener asintota horizontal, la funcidon no tiene asintota oblicua.

Punto de corte con el eje Y: (3, 0)

X+ D+ 2+ D)=+ 2Xx+3)2x+2)  —4x—4

f'(x) =
—4x—4=0->x=—-1¢Dom f

f'(x) > 0six < —1— f(x) es creciente en (—oo, —1).
f'(x) < 0six>—1— f(x) es decreciente en (—1, +o0).
La funcion no tiene maximos ni minimos.

Y
|

0242+ 1) (X + 2x +1)?
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Derivada de una funciéon

c) Domf=R —{-1,4}

. Xx+5
m —Xt2
o= X2 —3x—4 . !
— x = —1 es una asintota vertical.
) X+5
lim ————— = —o0
o= X2 —3x — 4
. x+5
lim ——— = —
o4 x2—3x —4 ] :
— x = 4 es una asintota vertical.
. X+5
lim ————— =40
ot X2 3 —4
. X+5 . )
m—2X+2 o y = 0 es una asintota horizontal.

xote x? 3% — 4
Al tener asintota horizontal, la funcién no tiene asintota oblicua.
Punto de corte con el eje X: (-5, 0)

Punto de corte con el gje Y: [O, —i]

X2 =3 —4—(x+52x—3) —x>—10x+11

f'(x) = =
(x? —3x — 4y (x? —3x — 4y
_2_ _—
S L ]OXJF”=0—>7x2710x+11=0—>{x_ B
(x? —3x — 4 x=1
f'(3)<0
F(=12)<0 F=)>0 F0)>0 / (5 <0
———————— +—
—12 =11 -2 =10 1 3 45

f(x) es creciente en (—11, —=1) U (— 1, 1) y es decreciente
en (—oo, =11 U (1,4) U (4, +0).

1
Minimo: |—11, — Maximo: (1, —1)
25
14
] )
\
N X
d) Domf=R — {0}
2
j XEBE2
5 X — x = 0 es una asintota vertical.
j X+ 4x+2
lr'l(’)lii2 = 4o
X X
2
lim LZXH =1— y = Tesuna asintota horizontal.
X400 X

Al tener asintota horizontal, la funcidn no tiene asintota oblicua.
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Puntos de corte con el eje X:(—x/_ -2 O) y (x/_ -2 O)
Flx) = X+ 4 -x*— (X +4x+2)- 2x D

(X2)2 X3
—4x—4=0->x=-1

f'(-=2)<0 f'(=0,5)>0 f'(1) <0
| |
! !
-2 -1 —05 0 1

f(x) es decreciente en (—oo, —1) U (0, +) y es creciente en (—1, 0).
Minimo: (=1, 1)
Y

X
e) Domf=R—{-3,2}
) 2x
X—-=3" —
X+ X — x = —3 es una asintota vertical.
) 2x
im ———— =+
>3 X2 4 x—6
. 2x
im ———— = —o
=2 x? 4 x—6 ] 4
5 — x = 2 es una asintota vertical.
) X
im ——— =+
=2 x4 x—6
. 2x . )
lim —————— =0 — y = 0 es una asintota horizontal.

ot X2 4 X —6
Al tener asintota horizontal, la funcion no tiene asintota oblicua.
Punto de corte con los ejes: (0, 0)
Fx) = 20 + x —6) — 2x(2x + 1) _ —2%x* =12
x>+ x—6) x>+ x—6)
f'(x) < 0 — f(x) es decreciente en (—oo, —3) U (—3, 2) U (2, +0).

La funcion no tiene maximos ni minimos.
14

—
=
<

[ ———
L
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Derivada de una funcién

f) Domf=R —{-1,1}

. X—3
lim =—00
x——1" 1 —1
O+ )(); ) — x = —1esunaasintota vertical.
lim A = oo
o (1) = 1)
. X—3
lim = 400
x—=T1 1 —1
o+ =1) — x = les una asintota vertical.
. X—3
lim =—w
o (X =1)
) X—3 . .
lim ———— =0 — y = 0 es una asintota horizontal.

= (X —1)
Al tener asintota horizontal, la funciéon no tiene asintota oblicua.
Punto de corte con el eje X: (3,0)
Punto de corte con el eje Y: (0, 3)
X —=1—(x—=23)-2x —x*+6x—1

fo) = 21y = 21y
(x*=1 (x*—=1)
_2 J—
XX T ) e —1=0= x=34+2V2
=1y
f'(=2)<0 |f’(0)<0f’(0’5)l f'(2) <0 I:"(6)<O
T T T -
-2 0/0,51 2 3+2J2 6
3-22

f(x) es decreciente en (—oo, — 1) U(—], 3— 2\/5) U(3 +242, +oo)
y es creciente en (3 -2, 1) U(], 3+ 2\/5)

3+2$Z§:§12 Mhma%—2$;3+§J2]

Maximo:

101 Calcula la tasa de variacion media de la funcion f(x) = 2x* —2x + 3
°“~ | enelintervalo[1, 1 + h].

a) Utiliza el resultado para determinar la tasa de variacion media
en los intervalos [1, 3], [1, 51y [1, 8].

b) Calcula el limite cuando h tiende a cero de la tasa de variacion media
en el intervalo [1, T + h], y comprueba que equivale a f'(1).
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SOLUCIONARIO

fa+h—f) _ 20+h'—20+h+3-3

TVM. ([, 14 h]) = =
T+h-1 h
2_ —
:2+4h+2h 2 2h:2h+2
h
a) TVM. )=2-2+4+2=6

([1,3]
TVM.([1,5)=2-442=10
TVM.([1,8)=2-74+2=16

b) fim 1+ h) — 1)

=lim 2h+2) =2 fFX)=4x—-2—>1f(1)=2
h—0 ‘|_|_h_] h—0

A partir de la definicién, halla la funcién derivada de estas funciones.

a) y=+x+1 b) y=
X
3 F0)= Im fix 4+ h) —f(x) —im NX+h+1=Ux+1 _
h—0 h h—0 h
< X+h+1=0+1) A 1 1
= lim = lim

0 p(xrht14dx+1) 0 Jxrhrtedxt1 24x+1

1 1

b) Fog— fm (XEN=F0 o Xah x o x=kh)
T oo h T b0 h S0 h(x+h)x

. —1 1

=Im ——=——

=0 (x + h)x x?

Las siguientes funciones se pueden expresar como composicion de otras funciones
mas sencillas. Halla sus funciones derivadas de dos modos diferentes, y compara
los resultados que obtienes. )

a) y=2" b y=+7% y=hGx d y=|og3x?

a f)=2"y gx)=3x+5 y'=2"7.n2-3
y=2".2 >y =2"1In2.3.22=2"".In2-3
b) fx)=x* vy gx)=x*+7x y' =20+ 702x + 7) = 4x> + 42x* + 98x
Y=+ 7= Y =X+ D)+ TN 2x+T7) =
= 4x° + 42x? + 98x
o fx)=Inx y gx)=3x y’:i- :i
3x X
y:ln(3><):|n3+|nx%y’:i
X
x? 1 2 2
d) o) =1 =X - S
) fx)=logs x y g(x) 3 y Y3 3 03

x2 , 1 2
y:logg?zzloggx—log;3:2|ogg x—1->y =2

x-In3  x-In3

Los resultados obtenidos coinciden.
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Derivada de una funciéon

104 | Obtén las funciones derivadas de estas funciones utilizando la regla de la cadena.

Qo

a) y=e
21 (2 (2} (2

S R H RS R
X X X X

o y= sen X
2

d) y=In(x%)
a) y’:e'“-i:x-i:1
X X
oY (2Y 2 2 64 72 4 8
b) y' =4—| =9|—| +10|—=|—-4|-|-——|=—+—"——+—
X X X x? x> xt X X
Q y'*cosi~i
2 2
d y'= ] 2xe=£
x’e X

105 | Determina el valor de la expresidn a para que la funcion no sea derivable
L 1)
enel puntox=3.

() = a si x <3
T |x*4+3x =5 six>3
f(3)=13
im fx) =a
. —Sia # 13, la funcion no es continua y no es derivable.
lim f(x) =13
x—37

106 | Completa la siguiente funcién para que sea derivable en todo el conjunto R.

[ X Je)

x) = x>+ x si x <2
bx + 4 si x >2

Para que sea derivable, la funcién tiene que ser continua: f(2) = 2b + 4

lim f(x) =6
X/;; 00— b+ 4 — Si6=2b+4, lafuncidn es continua— b= 1.
x—2"
Fx) = 2x+1 sﬁx<2
1 Six >2
') =

: 5} — La funcién no es derivable.
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SOLUCIONARIO

La recta cuya ecuacion es y = 9x — 14 es tangente a la funcion y = x> — 3x + k.
Determina en qué punto son tangentes y halla el valor de k. ;Hay una sola solucién?
La funcion tiene dos puntos en los que la tangente es horizontal. Hallalos y escribe
la ecuacién de esas rectas.

f'(x)=3x"-3

Cuando la recta dada es tangente: 3x* =3 =9 —x’ =4 - x=42
Six=2->y—Q2+k=9x—-2)>y=9%—16+k—>k=2
Six==-2->y—(-24K=9x+2) >y=%+16+k—>k=-2

Luego hay dos soluciones vdlidas.

Cuando la tangente es horizontal, se cumple que: 3x* =3 =0—=x' =1 > x==1
Six=1->y—(—24k=0-Kx—1)—>y=-2+k
Six==1->y—Q+k=0-x+1)>y=2+k

;Es cierto que la funcién y = x° es siempre creciente? ;Qué ocurre en el origen
de coordenadas?

f'(x) = 3x
Six#0—f'(x) >0— f(x) es creciente en (—o0, 0) U (0, +0).
Six=0—f'(0) = 0— Lafuncidon no es creciente ni decreciente en este punto.

Se ha estimado que el gasto de electricidad
de una empresa, de 8 a 17 horas,
sigue esta funcion.

E(t)= 0,01 — 0,36t + 4,05t — 10
donde t pertenece al intervalo (8, 17).

a) ;Cual es el consumo alas 10 horas?
¢Yalas 16 horas?

b) {En qué momento del dia es maximo
el consumo? ;Y minimo?

c) Determina las horas del dia en las que
el consumo se incrementa.

a) E(10)=45
E(16) =36

b) E'(t) = 0,03t — 0,72t + 4,05

003t — 0,72t + 405 =0 — {; T

E"(t) = 0,06t — 0,72

E"(9)=—0,18 <0 — En t = 9 tiene un maximo.

E"(15) = 0,18 > 0 — Ent = 15 tiene un minimo.

Por tanto, el consumo es méaximo a las 9 horas y es minimo a las 15 horas.
c) Como t =9 esun maximo, el consumo crece de las 8 horas a las 9 horas.

Del mismo modo, como t = 15 es un minimo, el consumo crece
de las 15 horas a las 17 horas.
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110 | Uninvestigador esta probando la accién de un medicamento sobre una bacteria.
~"" | Ha comprobado que el nimero de bacterias, N, varia con el tiempo, t, una vez
suministrado el medicamento, segun la funcion:

N = 20t* — 510t> + 3.600t + 2.000
a) ¢Cuantas bacterias habia en el momento de suministrar el medicamento?
¢{Y al cabo de 10 horas?
b) En ese momento, ;jel numero de bacterias esté creciendo o disminuyendo?
c) ¢Cudles el momento en que la accién del producto es maxima?
d) (En qué momento empieza a notarse el efecto del medicamento?
e) (Y en qué momento empieza a perder su efecto el medicamento?

a) Sit=0— N=2000 bacterias
Sit= 10— N=7.000 bacterias

b) N’ = 60t* —1.020t + 3.600

602 — 10201 + 3600 = 0 — {; —

f'(0)>0 f'(6) <0 f'(20) >0
l l
! 1

0 5 6 12 20

El numero de bacterias crece hasta las 5 horas y vuelve a crecer
a partir de las 12 horas. Este nimero decrece entre las 5 horas y las 12 horas.

¢) El medicamento alcanza su méxima accion a las 12 horas.
d) Elefecto del medicamento empieza a notarse a partir de las 5 horas.

e) El medicamento empieza a perder su efecto a partir de las 12 horas.

111 | ;Cudl es la ecuacién de una parabola que pasa por el punto (0, 9) y en el punto (2, 9)
““ | tiene como recta tangente y — 6x + 3 = 0?
Sea f(x) = ax’ + bx + c.
Como la pardbola pasa por el punto (0,9) - c=9
Y como también pasa por el punto (2,9) > 4a+2b+9=9—-4a+2b=0—b=—2a
Asi, resulta que: f(x) = ax* — 2ax + 9 — f'(x) = 2ax — 2a
Siy =6x — 3 eslatangente en el punto x = 2, entonces:
f'Q)=6—4a—-2a=6—->a=3
La ecuacion de la pardbola es: f(x) = 3x* — 6x 4+ 9

112 | Obtén la expresion algebraica de una funcién que pasa por (2, 5),
°®% | sabiendo que su derivada es: f'(x) = 2x> + 6x — 3

S f’(X):2X2+6X—3—>f(x):§X3+3X2_3X+k
Como la funcién pasa por el punto (2, 5) = f(2) =5
§'8+1276+k=5_>/<:,£

La ecuacién de la pardbola es: f(x) = §X3 +3x?—3x — %
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SOLUCIONARIO

L 1
Representa la funciéon y = —.
X

a) Considera un punto cualquiera de la funcién que esté en el primer cuadrante.
Comprueba que la recta tangente a la funcién en ese punto forma un tridngulo
con los semiejes positivos.

b) Demuestra que, independientemente del punto que se escoja,
el drea de ese tridngulo es siempre la misma.

Y a) Y.

. 1 - !
b) Sia>0,entonces|a, —|es un punto de la funcidn en el primer cuadrante.
a

1 .
Comoy' = ——laecuacion de la recta tangente en x = g es:

1 1
y——=—-—k-a

a a
Las coordenadas de los puntos de corte de la tangente con los ejes determinan
la base y la altura del tridangulo.

1 1 2
Six=0Dy—-—=——>y=—

a a a
Siy:O%O—iZ—LX—I—i—)Lng—)X:Za

a a’ a a’ a

20—

Asi, el &rea del triangulo es: A = Ta = 2 ’, independientemente
del valor de a.

La recta tangente a una funcion f(x) en el punto de abscisax=2esy =5x —7.
Halla el valor de la funcién y de su derivada en el punto de abscisa 2.

e e fo)=3
y=5—7—->y—3=5kx 2)—>{f,(2):5

Explica cuanto valen f'(0) y g'(0) en las funciones f(x) = In x y g(x) = Ix.
(Puedes hacer la grdfica de las funciones, si es necesario).
Dom f= (0, +0) — f'(0) no existe porque la funcion no esta definida en x = 0.

Dom g = [0, +o0) — g'(0) no existe porque la funcién no estéd definida para valores
menores que 0y no existe g'(07).
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Derivada de una funciéon

I 1
116 | La funcion derivada de una parabola es una recta que pasa por los puntos [1, 2]
[ X }e]
11
y [—1, —2]. Halla la abscisa del vértice de esa parabola.
Como la ecuacion de una parébola es y = ax® + bx + ¢, su derivada es y' = 2ax + b.
La ecuacion de la recta que pasa por los puntos es:
1
_ Yy—=
1 ZENN y =3x- El
—2 —6 2
Igualando coeficientes, resulta:
20x =3x > ad = El
b= —>
2
5
. - 2 _5
La abscisa del vérticees: X = —— = ———F = —
2a 5.3 6
2
117 | Sitrazamos la recta tangente y la recta normal a la funcion y = X —12x* + 42x — 40,
°®% | enel punto (3, 5) se forma, con los semiejes positivos de coordenadas,
un cuadrildtero. Determina su érea. v
f'(x) = 3x* — 24x + 42 ,l
0= ]
La ecuacién de la recta tangente en (3, 5) es: 1 ,’ \ \ ,'
y—5=-3x—-3)>y=-3x+14 ,l \ ’l X
i6 : | \ I\
Yla ecuac]|on delarecta no]rmal es: 777«7+77l77777
y—5=—Kx—-3)—>y=—x+4 \
3 3
s 4 - 14
El cuadrildtero tiene como vértices: (0, 0), (0, 4), (3,5) y 3 O].
Para calcular su drea se descompone en tres figuras:
- Elrectangulo de vértices (0, 0), (4, 0), (3,4) y (3,0) mide 12 v°.
3
- Eltriangulo de vértices (4,0), (3, 4) y (3, 5) mide —u’.
- Eltriangulo de vértices (3, 5), (3,0) y [ 1:, O] mide ?uz.
2
Luego el drea del cuadrildtero es: 12 + % + 2 5?3 ’
118 | Sea una funcién que no es continua en x = 3.
[ X }e]
lin‘; f(x) # f(3)
Demuestra que la funcion no puede ser derivable en ese punto estudiando el limite.
im f(3+ h) —f(3)
h—0 h
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SOLUCIONARIO

Si'la funcién es derivable en x = 3 entonces existe el limite:

im f3+ h) —fB3)

h—0 h

=1 = lm (f3+h) —fB3) = I im h
— im (fG+h) —f(3) =0 — lm f3+ h) = ﬁim f3)

h—0 h—0 —0

Esto no es cierto, porque la funcién no es continua en x = 3, y la funcion no puede
ser derivable en este punto.

119 | Considera una parabola general expresada de la forma:
(X X ]

y=ax’+ bx+c

a) Como en el vértice la tangente serd horizontal, la derivada se anula en ese punto.
Compruébalo y despeja el valor de x.

b) Encuentra también el valor de y, aplicandolo a la parédbola y = —2x* + 8x + 4.

a) y'=2a+b
2ax—|—b:0_))(:_i
2a
? 2 2 42
b X__b%y_a[_b] +b[_b]+c_b_b+c_b+4ac
2a 2a 2a 4a  2a 4a
PARA FINALIZAR...
sen x L )
120 | Sea f(x) = arc tg—————— Estudia si f(x) y f'(x) son constantes.
1+ cos x
Fl(x) = ! ~cos x(1+ cos X) + sen’x cos x 41 B
: senx | (1+ cos x)° (1+ cos x)* + sen’ x
+
14 cos x
cos x +1 o cosx+1 1

B 142 cos x + cos® x + sen” x B 2cos x+ 2 B 2

Al ser f'(x) constante y no nulg, la funcién f(x) no es constante.
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Derivada de una funciéon
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Dada la grafica de una funcion f(x), representa

la funcién f'(x) de forma aproximada.

Y [

xy

\
1] I /
W
vV

Si la gréfica de una funcién f'(x) Y

es la siguiente, representa de forma [

aproximada la funcion f(x). £

YA t /

Si f(x) y g (x) son funciones inversas, es decir, (g o f)(x) = x, ;se verifica que
(@ of)x)=x?
No se verifica. Si se consideran las funciones f(x) = x>y g(x) = 5/; se tiene que
son inversas ya que cumplen que: (g o f)(x) = x

Sin embargo, resulta que: (g' o f')(x) = g'(f'(x)) = g'(3x%) = _ = 1
3367 3w

Luego f'(x) y g'(x) no son funciones inversas.

Se define el dangulo de dos curvas en un punto comun como el &ngulo formado
por sus rectas tangentes en ese punto.
Aplicaloalas curvasy = x>y x =y
y=x
x=y’
La recta tangente en este punto a la primera curva es:y = 0
La recta tangente en el mismo punto a la segunda curva es: x =0

} — (0, 0) es el punto de interseccién de las curvas.

F X

Como las rectas son perpendiculares, el angulo que forman las dos curvas mide 90°.

Verifica que si un polinomio tiene una raiz doble, también lo es de su derivada.

Resuelve la ecuacion 12x* — 16x* + 7x — 1 = 0, sabiendo que una de sus raices es doble.

Si un polinomio tiene una rafz doble a, entonces: fix) = (x — a)* - p(x)
f) =20 —a) - p) + x—a)’ - p W = x —a2pK) + x — a)- p'K]

Por tanto, a es también una raiz de la derivada.
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SOLUCIONARIO

Seaflx) = 12> —16x* +7x — 1.
1
X=—
Como f(x) = 36x” — 32x + 7, resulta que: 36x* —32x +7 =0 — ;
X =
18

Y como una de las raices es doble coincide con una de las anteriores:

f[;]:0—>12x3—16x2+7x—1:[x—;]-(12X2—10X+2)

X =

1
2
1

X=—

3

Las soluciones de la ecuacién Son:i (doble) y :
2 3

;{Cémo debe descomponerse un nimero positivo a en la suma de dos nimeros
no negativos para que la suma de los cuadrados de los dos sumandos sea minima?

;Y para que sea maxima?
Sea xtal que 0 < x < ag,demodoquea=x+ (a— x).

) = x>+ (a—x?*

F) = 2 + 2@ — X - (=1) = 4x — 2a %—M:Oex:%

') =4 f”[z] =4>0->x= % es un minimo.

) , a , a
Luego si el numero a se descompone en — +—, la suma de los cuadrados
2 2

es minima. Al ser fx) = x* + (g — x)> = 2x* — 2ax + a* una parabola abierta hacia
arriba, como 0 < x < g, la suma de los cuadrados es maxima six=00six =g,
es decir, si el nimero se descompone en a + 0.

Demuestra que la tangente a una circunferencia en un punto es perpendicular al
radio en ese punto.

Sea una circunferencia centrada en el origen de coordenadas de radio r: x* 4 y? = r?

Siy=vrr—x> -y = S
2 2

Nt —x? r’—x
Entonces la ecuacion de la recta tangente en un punto (g, b) es: y — b = _E(X —a)

La recta determinada por el radio de la circunferencia que pasa por este punto es:

XY -0,
a b a
. b 1
Las rectas son perpendiculares ya que: — = Y
a J—
b
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