SOLUCIONARIO
[ ] o J n

9 Funciones elementales

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.  Ejercicio resuelto.

2. Encuentralos puntos de corte con los ejes de las siguientes funciones y estudia su signo.

a) f(x)=6x-5 b) f(x)=x*+3x—4 c) f(x):% d) f(x)=x?—3x

a) D(f)=IR. Signo de la funcion: f(x)> 0 si x>% y f(x)<0si x<%

Cortesconeje X: y=0;6x-5=0; x= % . El punto A(% Oj
Corte coneje Y: x=0;y=6-0-5=-5. El punto B(0, -5)
b) D(f)=RR. Signo de la funcién: f(x) <0 si xe(-41) y f(x)>0 si xe(—0,-4)U(1+»)
Cortes con eje X: y =0; X +3x—-4=0;x1=-4; x,=1. Los puntos A(—4, 0) y B(1, 0)
Corte con eje Y:x:O,y=02+3 -0 -4 =-4. El punto C(0, —4)
c) D(f)=R-{-1}.Signo de la funcién: f(x)>0si x e (-2-1)U(B+x)y f(x)<0 si xe(-0-2)u(-13)

Cortes con eje X: y =0; w(x:m =0; x1 =-2; x2 = 3. Los puntos A(-2, 0) y B(3, 0)
X+
Corte con eje Y: x=0, y = 0-3)00+2) 82 4 g punto C(0, —6)

0+1 1
d) D(f)=(-o, 0)U(3, + ). Signo de la funcion: f(x)>0 si x e (—0,0)(3,+)
Cortes con eje X: y=0; Vx*-3x =0; x1 = 0; x2 = 3. Los puntos A(0, 0) y B(3, 0)

Corte con eje Y: x=0, y =4/0?2-3-0 =0. El punto A(0, 0)

3. Estudia si las siguientes funciones son pares o impares, o ninguna de las dos cosas.

X f(x) = d) f L
—— ¢) f(x)=[x ) ) =——
5 3

a) f(—x)=(-x)"-2(-x)" +(-x) =—-x°+2x* - x = —f(x) . Por lo que f(x) es impar.

a) f(x)=x>-2x*+x b) f(x)=

b) f(—x)=—5t—= i f(x). Por lo que f(x) es par.

c) f(-x)=|-x|=|x|=f(x) . Por lo que f(x) es par.

1 _ 1
(—x)’+1 —x*+1°

d) f(-x)= f(—x)#f(x). f(-x)=—f(x). Porlo que fix) no es par ni impar.

4. Ejercicio resuelto.
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Esboza las graficas de las siguientes parabolas.

a) f(x)=x*>-5x+6 c) f(x)=-x*+9
b) f(x)=x*-x+3 d) f(x)=-x>-1
a) D(f)=R. f(x)=(x-2)(x-3). vi I
Cortes con el eje X: A( 2, 0)y B(3, 0). Corte con el eje Y: B(0, 6)
Signo de la funcién: f(x)>0 si x e (~o, 2)U(3, +®) y f(x)<0sixe(2 3) \ /
\ /
Vértice de la parabola: f'(x)=2x-5=f"'(x)=0si x= LN V(é —1)
2 2 4 R P A N AT B
lim f(x)=+o0; lim f(x) =+ . V es un minimo absoluto. 0] 1 X
b) D()-R. f(x):(x-lj2+ﬂ. Y
2 4
, . \ /
No corta al eje X. Corte con eje Y: C(0, 3) \ /
Signo de la funcion: f(x) es siempre positiva.
Vértice de la parabola: f'(x)=2x-1=f'(x)=0si x —%:> V(; 141]
lim f(x) = +o0;  lim f(x) =+ . V es un minimo absoluto. o ¥
c) D(f)=R. f(x)=—(x-3)(x+3).
Corte con eje X: A(-3, 0) y B(3, 0). Corte con eje Y: C(0, -9) / \
Signo de la funcién: f(x)>0si xe(-3,3) y f(x) <0 si x e (-0, 3)U(3, +x) f \
Vértice de la parabola: f'(x) =-2x = f'(x)=0si x=0=V(0,9) / \
NAEPEELE
lim f(x)=—-o; lim f(x) = -0 . V es un maximo absoluto. 5 <
X—>—0 X—>+0 1
d) D(f)=R. f(x)=—(x*+1) Y
I
No corta al eje X. Corte con eje Y: C(0, -1) 0| 1 X
Signo de la funcion: f(x) es siempre negativa.
Vértice de la parabola: f'(x)=-2x=f(x)=0si x=0=>V(0,-1) / \
lim f(x) =—o; lim f(x) = -0 . V es un maximo absoluto. i \
/ \
/ \
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Determina los puntos de corte con los ejes y el signo de las siguientes funciones pollnomlcas y esboza su
correspondiente grafica.

a) fix)=(x-1)(x+1)(x-2) d) f(x)=(¢-4)(x+1)
b) (x)=(x-1)(x+2)(x-4) e) f(x)=—2x (X -3x+2)
c) fix)=—(x—1)%(x - 3)? f) f(x)=x"—8x" + 15x %
a) Cortes los ejes: Eje X (y=0): A(-1, 0), B(1, 0) y C(2, 0). Eje Y (x=0): D(0, 2) / |
0 1 1 2 4w [ /
X+ 1 — + + + / \ /
X—1 - - + + 0 1 X
X-2 - - - + | N
f(x) - + - + ]I
Y |
b) Cortes con los ejes: Eje X (y =0): A(-2, 0), B(1, 0) y C(4, 0). Eje Y (x=0): D(0, 8). /
—00 -2 1 4 +00 / I
X+2 - + + + / 4 /
x-1 - + e
x-4 - - - +
x) - T _ n l/ /
|
c) Cortes con los ejes: Eje X (y =0): A(1, 0) y B(3, 0). Eje Y (x=0): C(0, -9) Y
—0 1 3 +oc 1
(x=1y + + +
(x = 3)° + + + 0 X
1 - 1 - / \
d) f(x)=(x+2)(x-2)(x+1) II \\
Cortes con los ejes: Eje X (y =0): A(-2, 0), B(-1,0) y C(2, 0). Eje Y (x=0): D(0, —-4) T
—o0 -2 -1 2 +o0 0| 1 X
X+2 — + + + [\
X+ 1 - + | \ |
X—2 — — — + | |
f(x) _ n - + ’I \ /
e) f(x)=-2x(x-1)(x-2) [’
Cortes con los ejes: Eje X (y =0): O(0, 0), A(1, 0) y B(2, 0). Eje Y (x=0): O(0, 0) \(
0 0 1 2 4w )
—2X + - - - \ /T\
x-1 - - + + . -
X—-2 — - — + \/ \
f(x) + - + - \
f) 7(x)=x(x-3)(x-5). \\
Corte con los ejes: Eje X (y=0): O(0, 0), A(3, 0) y B(5, 0). Eje Y (x =0): O(0, 0) Y /“
—00 0 3 5 +00
X — + + + 2 \\ l
-3 - - + +
-5 - - - + oA 2\] X
f(X) - + - +
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Haz el estudio completo de las siguientes funciones polinédmicas y dibuja sus graficas.

a) f(x)=x"-6x+5 d) f(x)=x"-6x"+6x-5
b) fx)=x-7x+6 e) f(x)=3x"—15x°+ 19x° — 5x + 6
c) f(ix)=x>-3x*-9x f) fix)=x"-5x

a) f(x):(x—1)(x— 5*;"/5](x- 5-3V5

J:(x—1)(x—5,85)(x+0,85)

2
Cortes con el eje X (y = 0): (-0,85; 0), (1, 0) y (5,85; 0). Corte con el eje Y (x =0): (0, 5)
—o0 -0,85 1 585 4w
x+ 0,85 - + + +
x-1 - - + Y
x—-5,85 — - - + _
f(x) - + - + °
lim f(x) = —o ; lim f(x)=+o0 \\ 5 X
f'(x) =3x>—12x = 3x(x - 4) |
f'(x) >0 six e (-0, 0)U(4 +xo)=f(x) creciente l\
f'(x)<0sixe(0,4)= f(x) decreciente v
Maximo relativo: E(0, 5) Minimo relativo: F(4, -27)
b) f(x)=(x+3)(x—1)(x-2)
Cortes con el eje X (y=0): (-3, 0), (1, 0) y (2, 0). Corte con el eje Y (x=0): (0, 6)
—o0 -3 1 2 +00
X+3 - + + +
x-1 - - + +
X=2 — — — + Y
f(x) - + - +
lim f(x) = -0 ; lim f(x) = +o0. | \\
f'(x)=38x*-7 ,’ ”
, . 7 7 . ol |
f'(x)>0sixe| -0 —,|=|U|l,|= +o |=f(x) creciente “T\
3 3
0| 2 X
, . 7|7 .
f'(x)<0Osixe (—\/; \/;j = f(x) decreciente
Maximo relativo: —\/z, E\/z +6 Minimo relativo: \/z —E\/z +6
3 31V3 3 31V3

c) f(x)=x>—3x" - 9x=x(x*-3x-9)

Cortes con el eje X (y = 0): (0, 0), (3_:23\/5 0y (3+2\/§ , OJ . Corte con el eje Y (x=0): (0, 0)
—0 -1,850 0 4,85 +00
X - - " N Y |
X —3x-9 + - - + |
f(x) - + - +
JLF[]wf(X):—OO ) JLn?wf(x):+w . / \; \q / X
f(x) = 3(x +1)(x - 3) // \ /
f'(x) >0 six e (-, = 1)U(3, +x0) = f(x) creciente
f'(x) < 0 si x € (-1, 3) = f(x) decreciente ~

Maximo relativo: (-1, 5) . Minimo relativo: (3, —27)
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d) (x)=x"-6xX"+6x-5 v
Corte con eje X (y = 0): (5, 0). 5
Corte con eje Y (x = 0): (0, -5). ol ¢
Jmef(x) =-w ; ){Imf(X) =400,
f'(x)=3x*-12x+6
f'(x) > 0'si X & (o0, 2 —«/E)u(z 2, + oo) = f(x) creciente
f'(x)<0sixe(2 —~2,2++/2) = f(x) decreciente

Maximo relativo: (2 “\2,-9+42 ) . Minimo relativo: (2 +2,-9-42 )

—
—
—

e) f(x)=3x"-15x>+19xX° —5x + 6
Corte con eje X (y=0): (2,0)y (3, 0)
Corte con eje Y (x = 0): (0, 6) \\
lim f(x)=+00  lim f(x) =+

A
No presenta simetrias. Y \
f'(x) =12x* —45x® +38x -5 = (x —1)(12x* = 33x +5) = (x - 1)(x - 0,16)(x — 2,59) 0] 1 5%
f'(x)>0six e (0,16;1)U(2,59; + =) = f(x) creciente \V

f'(x) <0 six e (-0 0,16,)U (1 2,59) = f(x) decreciente
Maximo relativo: (1,8); Minimo relativo: (0,16;5,63); Minimo absoluto: (259, -5,11)

f) fix)=x"- 5x° = x° (x2 -5)= X (x + 2, 24) (x — 2,24) es una funcion impar, simétrica respecto del origen de

coordenadas.
Cortes con el eje X (y = 0): A(-2,24; 0), O(0, 0) y B(2,24; 0). Corte con el eje Y (x =0): O(0, 0)
—0 -2,24 0 2,24  +oo
X+ 2,24 - + + +
x° - - + +
X—2724 - - - n
f(x) - + - + ~ Y
lim £(x) = —0 ; lim f(x) = +o0 . I \ s ’I
f'(x) =5x* —15x* = 5x*(x* - 3) | NG |
f'(x)>0siXE(—oo,—x/g)u(\/g;+oo):>f(x) creciente ’l 0} Ik
F/(x) <0 'si x € (—/3,0)U(0,4/3) = f(x) decreciente ’I \
N,
’ \/

Maximo relativo: (—\/5, 6«/5) Minimo relativo: («/5,—6«/5)
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Las graficas siguientes son de funciones polindmicas. Deduce en cada caso cual es su minimo grado
posible y el signo del coeficiente de mayor grado.

a Y b) Y c) Y

W,
e e N —4

X

a) Esta funcion tiene 2 extremos relativos, por lo que su derivada f(x) debe tener, al menos, 2 raices distintas, y
sera, pues, como minimo de grado 2. Por tanto, como la funcién f(x) es de un grado mas que su derivada, sera,
como minimo, de grado 3: f(x) = ax®+ ...

Como lim f(x) = lim (ax3 +) = lim ax® = +w0 , el coeficiente a del monomio de mayor grado es positivo.
b) En la gréfica se ve que la funcién tiene 3 extremos relativos, por lo que su derivada f(x) debe ser, al menos, de
grado 3. Asi pues, la funcion f(x), sera, como minimo, de grado 4: f(x) = axt + ...

Como lim f(x) = lim (ax4 +) = lim ax* = + , el coeficiente a del monomio de mayor grado es positivo.

X—>+0 X—>+0 X—>+00
c) La funcion tiene 4 extremos relativos, por lo que la funcion f(x), sera, como minimo, de grado 5: f(x) = ax + ...

Como lim f(x) = lim (ax4 +) = lim ax* = +w , el coeficiente a del monomio de mayor grado es positivo.
X—>+00 X—>+0

X—>+0

Determina la expresion de una funcion polinémica de grado cuatro que tenga simetria respecto del eje Yy
que no corte en ningln punto al eje de abscisas.

Por ser simétrica respecto del eje Y, f(x) tiene simetria par, y por ser polinémica, debe ser de la forma:
fix) = ax* + bx* + c. Ademas, si f(x) no corta al eje de abscisas, los coeficientes a, b y ¢ debe ser tales que la
ecuacion ax* + bx* + ¢ =0 no tenga solucién real, por ejemplo f(x) = x*+3x% + 5.

Escribe una funcion polinémica de tercer grado, fix) = ax’+bx*+cx+dconb =0 que no tenga ni maximos
ni minimos relativos.

Para que f(x) = ax® + bx* + cx + d no tenga ni maximos ni minimos relativos, es suficiente que la derivada nunca se
haga cero, es decir, que f'(x) = 3ax’ + 2bx + ¢ # 0 para todo x. Para ello basta con que el discriminante de la
ecuacion 3ax’ + 2bx + ¢ = 0 sea negativo, es decir, que 4bh* - 12ac < 0. Esta situacion se presenta, por ejemplo,
conb=1,c=1,a=1. Podemos elegir, en ese caso, cualquier valor para el coeficiente d, como por ejemplo d =0
Asi pues f(x) = x> + X% + x no tiene ni maximos ni minimos relativos.

Escribe una funcién polinémica de tercer grado que tenga un maximo y un minimo.

Basta con pensar en una funciéon que corte tres veces al eje de abscisas, cambiando
de signo cada vez, por ejemplo: f(x)=(x —=2) (x = 1) (x + 1).

SN
T —

o
X

Ejercicio resuelto. |
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13. Realiza el estudio de estas funciones racionales y dibuja su correspondiente grafica.

a) ()= R A g) fx) =X
x-1 X x-3

b) f(x)= X% &) fx)=X*4 h) Fx)= X3
x+1 x2—4 x—1
x3 X . X

° =773 D 0= ) f(x):(x+1)2

a) D(f)={xeR:x-1=0}=R-{1}

Y
Solo corta a los ejes en el punto O(0,0). l\
La funcién es positiva en (-, 0) (1, + =) y negativa en (0,1). \
Asintotas verticales: como Iirr117 f(xX)=—0 vy Iin11+ f(x) =+, la recta ]
x =1 es una asintota vertical. T
0 X
Asintotas horizontales: lim f(x)=1y lim f(x)=1, por tanto, la recta y =1 \
es una asintota horizontal, tanto por la izquierda como por la derecha. \‘

No tiene asintotas oblicuas porque no cumple la condicion de los grados.

La derivada f'(x)=-

1 . - .
= no se anula nunca: es negativa en todo el dominio, por tanto la funcién es
X —

siempre decreciente y carece de extremos relativos.

b) D(f)={xeR:x+1£0} =R—-{-1} / Y
Corte con el eje X: f(x)=0:>X—_4=0:x—4=0:>x:4, es /
x+1 1
decir, f corta al eje X en el punto A(4,0). 4
Corte con el eje Y: f(0) =—4, es decir, f corta al eje Yen B(0,-4). 0 1/ —X
La funcién es positiva en (—o,—1)(4,+%) y negativa en (-1, 4). /
Asintotas verticales: como Iirp1 f(x)=+4w0 y Iirpf f(x)=—-w, larecta x=-1 es una asintota vertical.
. . . x-4 . x-4 .
Asintotas horizontales: lim 1 =1y Ilm 1 =1, por tanto, la recta y=1 es una asintota
X—>+0 X + X—>—00 X +

horizontal, tanto por la izquierda como por la derecha.
No tiene asintotas oblicuas porque no cumple la condicion de los grados.

La derivada f'(x)= no se anula nunca: es positiva en todo el dominio, por tanto la funcién es

5
(x+1y

siempre creciente y carece de extremos relativos.

c) D(fy={xeR:x+2#0}=R-{-2} \ /
Solo corta a los ejes en el punto O(0,0).
La funcion es positiva en (-, —2) (0, + ) y negativa en (-2, 0). \
Asintotas verticales: como Iirr;i f(xX)=+4w y IimT f(x)=-o0, la recta x = -2 NI /
es una asintota vertical. {0
No tiene asintotas horizontales porque lim f(x) =+ y lim f(x)=+o0. o X
No tiene asintotas oblicuas porque no cumple la condicion de los grados. [ I
2 2
La derivada f'(x) :% se anula en x=-3 y en x = 0. La derivada es negativa (funciéon decreciente) en
X+

(—oo,—3) y positiva (funcién creciente) en (-3, —2) por lo que el punto A(-3, 27) es un minimo relativo. Es

positiva (funcion creciente) en (-2, 0) y sigue siendo positiva (funcion creciente) en (0, +w), por lo que el punto
O(0, 0) no es un extremo a pesar de que tenga tangente horizontal. Es un punto de inflexién.
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d) D(f)={xeR:x=0}=R-{0}

e)

Es una funcién impar porque f(—x) = —f(x), por tanto, su grafica es ,
simétrica respeto del origen de coordenadas. \ %

No corta al eje X porque f(x) nunca se anula. s

No corta al eje Y porque x =0 ¢ D(f). 0 1 X

La funcién es negativa en (—«, 0) y positiva en (0, +x) ;
Asintotas verticales: Como |ir’g’f(x):—oo y |irT;lyf(X)=+OO, la recta \

Xx =0 es una asintota vertical.
, . X241 X% +1 . . .
Asintotas horizontales: lim =+o00 y lim = —o0, por tanto, no tiene asintotas horizontales.
X

X—>+o0 X X—>—o0

x2 +1 1

Como si cumple la condicién de los grados, dividimos para obtener la asintota oblicua: f(x) =

La asintota oblicua es la recta y = x.

La derivada f'(x)= X seanulaenx=-1yenx=1.

X2
La derivada es positiva (funcion creciente) en (—o, —1) y negativa (funcién decreciente) en (-1, 0), por lo que el
punto A(-1, -2) es un maximo relativo. Y es negativa (funcion decreciente) en (0, 1) y positiva (funcién
creciente) en (1, +w), por lo que el punto B(1, 2) es un minimo relativo.

D(f)={xeR:x*-4#0} =R—{-22}

Corta a los ejes en los puntos A(—4, 0) y B(0, —1). Y [

La funcion es negativa en (-, —4)uU (-2, 2) y positiva en (-4, —2)U (2, + ). |

Asintotas verticales: como Iirr;i f(X)=+0 vy Iirr; f(x)=-o, larecta x =-2 |

-
4

es una asintota vertical. Y también, como IirT217 f(x)=-0 y Iin; f(x) =+, la J

recta x = 2 es una asintota vertical.
Asintotas horizontales: lim f(x)=0y lim f(x)=0 , por tanto, la recta | \

y =0 es una asintota horizontal, tanto por la izquierda como por la \

derecha.
No tiene asintotas oblicuas, porque no cumple la condicion de los grados.

. x2+8x+4 . . .,
La derivada f’(x) = —W seanulaen x=-7,46 yen x=-0,54 . La derivada es negativa (funcion
X p—

decreciente) en (—o;—~7,46) y positiva (funcion creciente) en (-7,46,-2), por lo que el punto

C(-7,46; —0,07) es un minimo relativo. La derivada es positiva (funcién creciente) en (—2;—0,54) y negativa
(funcion decreciente) en (-0,54; 2), por lo que el punto D(-0,54; —0,93) es un maximo relativo. Ademas, en

(2, + ) la derivada es negativa y la funcion decreciente.

D(f):{xeR:x2—1¢0}:R—{—1,1}

Es una funcién impar porque f(—x) =—f(x), por tanto, su grafica es Y

simétrica respeto del origen de coordenadas. |

Solo corta a los ejes en el punto O(0,0). \ \\\

La funcion es negativa en (-0, —1)U (0, 1) y positiva en (=1, 0)u (1, + ). =0 \7
Asintotas verticales: como xlm f(xX)=-0y XIL@ f(x) =+, larecta x=-1 \\ \

es una asintota vertical. Y también, como )|(I£I11 f(x)=—0y lm f(x)=+x, la

recta x =1 es una asintota vertical.

Asintotas horizontales: lim X __ Oy lim X 1 =0 , por tanto, larecta y =0 es una asintota horizontal,

X—>+0 ¥4 X—>-0 X4 —

tanto por la izquierda como por la derecha.
No tiene asintotas oblicuas porque no cumple la condicion de los grados.

(x2+1)
(x* =1y

siempre decreciente y carece de extremos relativos.

La derivada f’(x) =- no se anula nunca: es negativa en todo el dominio, por tanto la funcién es

Funciones elementales | Unidad 9 11
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g) D(f)={xcR:x-3%0}=R-{3} Y
2 _ _ - “
Corte con el eje X: f(X)=03X—4X=M=0:>X(X—4)=0:>X=0 / e
x-3 x-3 1 . /
y x=4, por tanto, f corta al eje X en los puntos O(0,0) y A(4,0). ,1’/
Corta al eje Y en el origen de coordenadas. ’ I
La funcién es negativa en (-, 0) (3, 4) y positiva en (0, 3)uU (4, + ). o |
Asintotas verticales: como Iin; f(X)=+0 y Iin; f(x)=-w,larecta x=3 es - ”

una asintota vertical.
Asintotas horizontales: lim f(x)=+c y lim f(x) = -, por tanto, no tiene asintotas horizontales.

X—>-+00

Como cumple la condicién de los grados, dividimos para obtener la asintota oblicua:

2 —
f(x)= X - 4x =x-1- 3 . La asintota oblicua es larecta y =x-1.
x-3 x-3
. . x> —6x+12 ) ) "
La derivada f (x) = W no se anula nunca pues x°—-6x+12=(x—-3)*+3. Es positiva en todo el
X_

dominio, por tanto la funcién es siempre creciente y carece de extremos relativos.

h) D(f)={xeR:x-1£0} =R-{1}

2-3x  x(x-3) _

Corte con el eje X: f(x)=0:>X 0=x(x-3)=0=x=0y

l
I

x—1 x—1 | /
/

x =3, por tanto, f corta al eje X en los puntos 0(0,0) y A(3,0).

-

Corta al eje Y en el origen de coordenadas O. Py <
La funcion es negativa en (-, 0)U(1, 3) y positiva en (0, 1)U (3, + ).
Asintotas verticales: como Iinlf(x) =40 y Iinlf(x) =-o,larecta x=1es
una asintota vertical. / - /

; . . x?-3x . x*-3x . ] .
Asintotas horizontales: lim 1 =+o0 y lim 1 = —oo , por tanto, no tiene asintotas horizontales.

X—>+0 X_ X—>—0 X_
Como cumple la condicién de los grados, dividimos para obtener la asintota oblicua:
2 p—
f(x)= X ?X = x—Z—L1 . La asintota oblicua es larecta y =x-2.
x2-2x+3

La derivada f’(x) = no se anula nunca ya que x?-2x+3=(x-1)?+2, por lo que es positiva en

(x -1

todo el dominio. Por tanto la funcion es siempre creciente y carece de extremos relativos.

i) D(f):{xe]R:(xH)z ¢o}:R,{,1}

Y
I
Solo corta a los ejes en el punto O(0,0). ——1
La funcion es negativa en (-, —1)U (-1, 0) y positiva en (0, + ). [
Asintotas verticales: como le (X)=-0y XIL@ f(x)=-o0, larecta x=-1 \
es una asintota vertical. \
Asintotas horizontales: XILnjwf(x) =0y XILnjwf(x) =0 , por tanto, larecta y =0 es

una asintota horizontal, tanto por la izquierda como por la derecha.

No tiene asintotas oblicuas porque no cumple la condicion de los grados.

La derivada, f'(x)= (1_1)3 ,
X+

se anulaen x=1: es positiva (funcién creciente) en (-1, 1) y es negativa

(funcién decreciente) en (1,+x), por tanto el punto A(l %) es un maximo absoluto.

12 Unidad 9| Funciones elementales S



SLUCIONRIO

14. Estudia las siguientes funciones racionales y dibuja su correspondiente grafica.

Como Iin} f(x)=+0 y Iirr; f(x)=-oo, larecta x=-3 es una asintota

vertical.

x> +4 x4 —2x? 9x?
a) f(x)= b) f(x)= —— c) f(x)=———
) f(x) 29 ) ) ==77, ) ="
a) D(f)={xeR:x*-9=0}=R-{-3,3} Cryl T
La funcién es par, por lo tanto, simétrica respecto del eje Y. i i
No corta al eje X. El corte con el eje Y es el punto A(O, —g] . IE i
L 2
Asintotas verticales: e "_?_/_o_.:;; "_"?;

e LK ey gl QR S g

Como Iin; f(xX)=-o0 y Iin31+ f(x) =+, larecta x =3 es una asintota vertical.

Asintotas horizontales:
. x*+4 X2
lim =1y lim

x—+0 X% —Q X——0 X% —

por la derecha.

No tiene asintotas oblicuas porque no cumple la condicion de los grados.

—26x
(X2 79)2

por lo que el punto A(O, f%j es un maximo relativo.

La derivada f'(x) =

+g =1, por tanto, la recta y = 1 es una asintota horizontal, tanto por la izquierda como

se anula en x = 0. Es positiva en (-, —-3)U(-3,0) y negativa en (0, 3) U (3, +x)

LY
x*=2x2  x¥(x*-2) XZ(X+\/§)(X—\/§) V1 [T/
b) f(X) T2 4 1 _ \ \ / /
=1 (x+1)(x-1) (x+1)(x—=1) 1
D(f)={xeR:x*-1=0} =R—{-11}
La funcion es par, por lo tanto, simétrica respecto del eje Y. \ 0 1/ X
Solo corta a los ejes en el punto O(0,0). \ |
, o | |
Asintotas verticales: | |
Como Iir:nT f(xX)=-o0y Iirpﬁ f(x)=+o0, larecta x =-1 es una asintota vertical. | |
Como Iinlf(x) =+o0 Y Iin11 f(x)=-, larecta x =1 es una asintota vertical.
Asintotas horizontales: lim f(x)=+w y Iinj f(x) =+ , por tanto, no tiene asintotas horizontales.
No tiene asintotas oblicuas porque no cumple la condicion de los grados.
. , 2x(x* —2x% +2) . L .
La derivada f'(x) = Ty se anula en x = 0. Es negativa (funcion decreciente) en (-, —1) U (-1, 0)
X —
y positiva (funcion creciente) en (O, 1)U (1, +). El punto O(O, O)es un minimo relativo.
9x? 9x?
c) f(x)= = y
) 1) X2 +x-2 (x+2)(x-1) /Y :l‘
D(f)={xcR:(x+2)(x—1)#0} =R {21} — L
Solo corta a los ejes en el punto O(0,0). _|
97
La funcion es positiva en (-, —2) U (1, +) y negativa en (-2,0)uU(0,1). i
Asintotas verticales: Como Iir_r} f(X)=+0 y Iir_r} f(x)=-,larecta x=-2 ] ‘52 X
es una asintota vertical y como Iin11 f(x)=—-00 y Iirr11 f(x)=+, larecta x=1 | |§
también lo es.
funcion,

Asintotas horizontales: Como |lim f(x)=9 y lim f(x)=9, larecta y =9 es asintota horizontal de la
tanto a la derecha como a la izquierda.

La derivada f'(x) =%
X2+ X—

(=0, =2) (-2 0) U (4, + =) y negativa (funcion decreciente) en (0, 1)U (1, 4).

se anula en x =0y en x = 4. Es positiva (funcion creciente) en

Por tanto, el punto O(O, O) es un maximo relativo y el punto A(4, 8) es un minimo relativo.

Funciones elementales | Unidad 9
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15. Representa una funcion racional cuyas asintotas son las rectas x=-2, x=4 e y=-2 y cuya derivada es
siempre negativa en todos los puntos en que esta definida. ; Cuantas veces se anula una funcién con
estas propiedades?

Y

Se trata de un cociente de polinomios de igual grado en el numerador y en
el denominador. El denominador se anulaen x=-2y x =4.

Al ser la funcién siempre decreciente, debe ocurrir que Iirr; f(x)=+40 y
x—>-2"

N
—

Iir?i f(x) =—o , por lo que entre x = -2 y x =4 debe anularse una vez y tener

[
I
K

un punto de inflexion, (no puede tener maximos ni minimos). -
También debe anularse en (4, +x). N \
Otra posible opcidn es que en esos puntos tuviese una discontinuidad \
evitable.

Una posible grafica se muestra al margen.

e

16. Ejercicio resuelto.

17. Haz un estudio de las siguientes funciones radicales y dibuja su grafica.

a) f(x)=vx+4 b) f(x):JXA'_X2 c) f(x)=3x*-1 d) f(x)= 2

Ux-2
Y
a) D(f)={xeR:x+4>0}=[4,+x)
f(x)=+vx+4 es continua y nunca es negativa. pE—— ]
7
Corte con ejes: A(-4,0) y B(0,2) 1
lim f(x) =+ . No tiene asintotas horizontales. No tiene asintotas verticales. 0 X
1 . " . .
f'(x) =———, siempre es positiva (salvo en x = —4), por lo que la funcién es creciente.
( ) 2Ux+4
b) D(f):{XER: 4x 20}:(—00,0]u(2,+oo) vi [
x=2 \
Nunca es negativa. Corte con ejes: O(0,0) \
N\
Iin;_ f(x) =+, la recta x = 2 es una asintota vertical. ——
lim f(x)=2, lim f(x)=2, la recta y = 2 es una asintota 74
horizontal, tanto por la izquierda como por la derecha. 0] 1 X
-2
f'(x) =———— siempre es negativa, la funcidén es decreciente. No tiene puntos con tangente horizontal.
x-22 %
(x-2) 2
Y
c) D(f)=TR.Es continua. No tiene asintotas verticales. Es par, por lo tanto, ™~ ~
simétrica respecto del eje X. Corte con ejes: A(-10), B(1,0) 1
lim f(x) = +0 no tiene asintotas horizontales. No tiene asintotas oblicuas. 0 X
f'(x)= % se anula en x = 0: es negativa si x < 0 y positiva si x> 0. O(0,0) es un minimo absoluto.
R(x* -1)
Y
d) D(f)={xeR:x-2=0}=R-{2} No corta a los ejes. \
Iin;_ f(x) =+, Iinz1 f(x) = -, la recta x = 2 es una asintota vertical. 1 T
Iirp f(x)=0, lim f(x)=0, la recta y = 0 es una asintota horizontal, tanto I 0] 1 X
por la izquierda como por la derecha. No tiene asintotas oblicuas.
) -2 -2 . . \
f'(x) = = es siempre negativa, por lo que la
3gx-2) (Bx-6Rx-2

funcién f(x) es decreciente. No tiene puntos con tangente horizontal.

14  Unidad 9| Funciones elementales S
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18. Realiza el estudio completo y representa:

a) f(x)=+/(x-2)(x-1) b) f(x)=

X
1-1-x
a) D(f)={xeR:(x-2)(x—1)20}=(-0,1U[2+x)

Corte con el eje X: f(x)=0=/(x-2)(x-1)=0=(x-2)(x-1)=0=x=1y x=2= Puntos A(10) y B(20).
Corte con el eje Y. f(0) = 2 , es decir, fcorta al eje Yen C(O, «/5) .

lim f(x) =+ lim f(x) = +o . No tiene asintotas horizontales. No tiene asintotas verticales.
X—>—o0

X400

Las asintotas oblicuas seran de la forma y =mx+n.

I|m — lim J(x = 2)(x /(x 2)(x 1) [x 3x+2
X—>+0 ¥ X—>+0 x—>+oo x—>+oo

o 4 T WW# 3

Asi pues, larecta y = x—% es una asintota oblicua.

Cuando x — —oo, podria haber otra asintota oblicua, también de la forma y =mx+n:

m= lim M= lim M:—L Obsérvese que I|m ( ) =1ycomo —~ ( ) es negativo para valores
X—>—o X X—>—0 X
. . f(x)
negativos de x, entonces m = lim ——~ debe ser —1 claramente.
X—>—0 X
2 p—
n = lim (f(x)—mx) = Iir[1( (x-2)(x 1)+x)— lim (X2 2)x M) - x _ lim 3x+2

o Jx=2)x =N -x 7 J(x=2)(x=1) - x
Para hallar este ultimo limite, lo mejor es hacer un cambio de variable x = -t y calcular:
-3x+2 3t+2 3t+2 3

= lim = lim = lim —
"‘H“’\/(x 2)(x—1N)-x = Jt-2)(t-1)+t T R ratr2+t 2

. o , . 3
Es decir, por la izquierda la asintota oblicua es la recta y = —x+§ .
Este ultimo calculo de la asintota oblicua por la izquierda podriamos haberlo obviado si caemos en la cuenta de

. o . 3
que la funcion es simétrica respecto de la recta vertical x = 3

2x-3

2J(x-2)(x-1)

La funcion decrece si x < 1y crece si x > 2.

La derivada f'(x) = seanulaen x = % ¢ D(f) . No tiene puntos con tangente horizontal.

La gréfica sera, pues:

Y

Funciones elementales | Unidad 9 15
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b) V1-x esta definida para x <1. El denominador se anula para x =0, asi que D(f) = (-, 0)U (0, 1].

Corte con el gje X: f(x)=0= # =0= x=0, que como no pertenece al dominio, f no corta al eje X .
—V1-x

No corta al eje Y ya que x =0 no esta en el dominio.

lim f(x) no existe ya que la funcién no estéa definida para dichos valores.

lim f(x) =+ No tiene asintotas horizontales.

x(1+ﬁ) i X(Hm):nm(HM):Z

. . X
Asintotas verticales: lim f(x) = lim =lim lim
x—0 x—>01_\/1_x x—>0(1_\/1_x)(1+\/1_x) x—0 1-1+ x x—0

No tiene asintotas verticales. En el punto de abscisa x =0 hay una discontinuidad evitable.

No tiene asintotas oblicuas.
-1 - . . .
nunca es positiva. La funcién es decreciente. No tiene puntos con tangente

La derivada f'(x) =
() N1-x

horizontal.
Y]
I
T
T~
\\
1
0 1X

19. Ejercicio interactivo.

20. Ejercicio resuelto.

21. Escribe las siguientes funciones como funciones a trozos y dibuja su grafica.

b) g(x) =¥ -2

a) f(x)=1Ixl - Ix+2|

X2-2 si x<—2

2 si x<-2
a) f(x)=9-2x-2 si -2<x<0 b) g(x)=42-x* si “2<x<\2

-2 si x=0 X2-2 si x>2

Y Y

' \ /

0 X \ /

\ /
0| 1 X

16 Unidad 9| Funciones elementales Sm



SOLUCIONARIO

solucionariosi1u.com

22. Ayudandote de una tabla de valores representa las siguientes funciones:

a) fix)=x-[x] b) g(x) = |x| + [x]
a) La funcién coincide con la parte decimal de x. b) Cuidado al calcular g(x) para valores negativos de x
Y Y
— —1
0 1 X

-

23. Ejercicio resuelto.

24. Determina el dominio de las siguientes funciones exponenciales y logaritmicas.

a) f(x)=a c) g(X)—loga(XH)
b) f(x):a‘% d) g(x)=log,Y1-x?

a) x*-120si xe(-o0, —1 UL +0) = D(f) = (=0, 1] U[1, +0)
b) D(f)=R-{-2}

c) i—:>0 si x e (—o0, =) U1 +0) = D(f) = (o0, —1)U(1, +)

d) 1-x2>0 si xe(-1,1)= D(f)=(-11)

Funciones elementales | Unidad 9 17
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25. Realiza el estudio de las siguientes funciones y dibuja sus graficas.
a) f(x)=e"+1 c) f(x)=In(x+1)

b) f(x)=xe™ d) f(x)=In(x2-1)

a) Una opcién sencilla para representar esta funcién es partir de y = €*, desplazandola una unidad a la derecha
para obtener y = e y, finalmente, subirla una unidad, para obtener f(x).

Y
D(f) =R . Es continua y siempre positiva. No tiene asintotas verticales.
/
Puntos de corte con los ejes: A(O,l+1j /
e
/
lim f(x)=1y lim f(x) =+ . La recta y = 1 es una asintota horizontal por la
izquierda.
Su derivada f'(x) =e " es siempre positiva por lo que la funcioén es creciente T
en todo su dominio. 0| 1 X
No tiene extremos relativos.
b) D(f)=RR.Es continua. No tiene asintotas verticales. Y
Puntos de corte con los ejes: O(0, 0). 1"‘ X
lim f(x)=—c0 y lim f(x)=0. /
La recta y = 0 es una asintota horizontal por la derecha.
Su derivada f'(x)=e*(1-x) se anulasi x=1. |
La funcién es creciente si x < 1y decreciente si x > 1. I{
El punto B(‘I, lj es un maximo absoluto. |
e
c) La gréfica es la de la de y = In x desplazada una unidad a la izquierda.
D(f)=(-1 +x). Es continua. Y -
T
Puntos de corte con los ejes: O(0, O) . 1 =
Como Iim1+ f(x)=—-o0 , larecta x = —1 es una asintota vertical de la funcion. ﬁ/? 1 X
lim f(x) =+ . No tiene asintotas horizontales.
Su derivada f'(x) :% es siempre positiva por lo que la funcion es
X+
creciente en todo su dominio. No tiene extremos relativos.
d) x*-1>0si xe (-0, —1)U(l+w0)= D(f)=(-0, =) U(] +o).
Y
Puntos de corte con los ejes: A(—\/E, O)y B(\/E O) .
Como IimT f(X)=-0 vy Iirr11f(x) = -0, las rectas x = -1 y x = 1 son asintotas //
verticales de la funcion. 1
, , \ o] 4 X
Ilrp f(x) =+ y lim f(x) =+ . No tiene asintotas horizontales.
Su derivada f'(x) = 2X1 se anulaen x=0¢ D(f).
X -

La funcién es decreciente si x < —1 y creciente si x> 1.
No tiene extremos relativos.
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26. Utilizando la calculadora, halla el valor de x en las siguientes ecuaciones, restringiendo el resultado a

angulos entre 0 y % .

1
a) senx=—
2

b) tgx=+/3

a) x =Zrad = 30°
6

b) x:%rad =60°

c)

d)

c)

d)

27. Calculalas derivadas de las siguientes funciones.

a) f(x)=arcsen(3x® —2x+1)

b) f(x)=arccos(x+senx)

9x?> -2
a) f'(x)=
- (3 —2x41)
b) F(x)= —(1+ cosx)

1—(x+ senx)2

28. Ejercicio interactivo.

29. Ejercicio resuelto.

c)

d)

c)

d)

2
COSX = —
2
senx =0
x =Zrad = 45°
4
x=0rad=0°

f(x) = arccose”

f(x)= arctg\/;

30. Un joven es contratado por una compaiiia telefénica como vendedor. Debe elegir entre dos tipos de

retribucion:

¢ A: un sueldo fijo de 420 € mas el 14 % de las ventas que consiga.

e B: un 26 % de las ventas que consiga.

a) Encuentra dos funciones que aclaren al joven cémo se comporta cada uno de los sueldos dependiendo de lo

que venda.

b) Segun el volumen de ventas que realice, s cual de los dos sueldos es mas ventajoso?

a) Si las ventas

14

llamamos x a

funciones: A(x)=420+——x ; B(x) =

100

(€) conseguidas,

los sueldos (€) vienen dados por estas dos

b) A(x)=B(x) si 420+0,14x =0,26x , es decir, si x = 3500 €.
Hasta 3500 € de venta es preferible A y a partir de dicho volumen es preferible B.

31 a 36. Ejercicios resueltos.
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19



SOLUCIONARIO
L] L il

20

EJERCICIOS

Propiedades globales de las funciones

37. Para las siguientes funciones, determina el dominio, calcula los puntos de corte con los ejes y estudia el
signo, segun los valores que tome la variable independiente a lo largo del dominio. Esboza la grafica de la

funcion.
a) f(x)=2x-1 c) f(x)=x(x?+2)(x*-1) e) f(x)
b) f(x)=(x-N)(x-3(x-7) d) f(x)= X1

x2+4

a) La funcion es una recta creciente. D(f)=R.
Puntos de corte con los ejes: A[% Oj y B(O,-1)

- " 1 . 1
La funcién es positiva en > + o0 | y negativa en —oo,E .

b) Funcion polinémica. D(f) =R
Puntos de corte con los ejes: A(0, 63); B(1,0); C(3,0); D(7,0)
Signo: Como es continua, soélo podria cambiar de signo cuando corta al eje X.
lim f(x) =+ y lenjwf(X):+Oo'

X—-n

La funcién es positiva en (-, 1)U (7, + =) y negativaen (13)U(3,7).

c) Funcion polinémica. f(x)=x(x*+2)(x*=1) = x(x*+2)(x-1)(x+1)
D(f)=TR . Puntos de corte con los ejes: A(0, 0); B(-1,0); C(1,0)
Signo: Como es continua, sélo podria cambiar de signo cuando corta al eje X.
lim f(x)=—-o y lim f(x)=+w.

X——n

La funcién es positiva en (-1,0) U (1 + ) y negativa en (-0, —1)U(0,1).

d) Funcién racional. D(f) =R . El denominador no se anula nunca.

Puntos de corte con los ejes: A(O, —%); B(1,0)
Signo: La funcion es positiva en (7,+) y negativaen (-ox,1).

lim f(x)=0y lim f(x)=0. La recta y = 0 es una asintota horizontal.

e) Si x=-3, f(x)= (Xili)x - (X+33SX3_3)X —x

la parabola g(x)=x(x—3) con un agujero en A(-3,18)= D(f)=R—-{-3}

Puntos de corte con los ejes: B(0,0); C(3,0)
La funcion es positiva en (oo, —3)U(-3,0)U(3,+ ) y negativa en (0, 3).

lim f(x) =+o00 y lim f(x) =+

Unidad 9| Funciones elementales S
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SLUCIONRIO

38. Estudia si las siguientes funciones tienen simetria respecto del eje Y o respecto del origen de

coordenadas.

a) f(x)=x*-2x*+3 e) f(x)= ﬁ

b) £(x)= x(x—1)(x+1) f) f= XX
2x +1

c) f(x)=x*-3x 9) f(x)=x*|x|

d) F(x)= x2(x2 —1)(x2 +1) h) (0 =—X .
| x|—x

a) f(—x)=(-x)* —2(-x)* +3 = x* —2x* + 3 = f(x) . La funcion es simétrica con respecto del eje Y.
b) f(-x)=-x(-x-1)(-x+1)=-x(x+1)(x—1)=-f(x). La funcion es simétrica respecto del origen.

c) f(-x)= (—x)2 —3(-x) = x*+3x . No presenta ninguna de las dos simetrias.

d) f(-x)=(-x) [(fx)2 4} [(fx)z} +1=x*(x*-1)(x* +1) =f(x) . La funcion es simétrica con respecto del eje Y.

-x =X X
(-x)*-5 -2x*-5 2x*+5

e) f(-x)= . No presenta ninguna de las dos simetrias.
2

(—x)* +(~x) o oxt-x

N 0=~ 2x+1

. No presenta ninguna de las dos simetrias.

g) f(-x)= (—x)2|—x| = x*|x| = f(x) . La funcion es simétrica con respecto del eje Y.

—x)? _x3
h) f(-x)= (=) 5= X —f(x) . La funcién es simétrica respecto del origen.
| x]=(x) x|

39. Halla el dominio de las siguientes funciones y los puntos en donde cortan a los ejes de coordenadas.

1 1

10
a) f(x)=x*+2x+2+ b) f(x)=
) f(x) xX-3 ) 109 3+x 3-x

[Nota: en cada caso escribe la funcién dada como cociente de dos polinomios.]

10 _ (x*+2x+2)(x-3)+10 XX —4x+4  (x-1)-(x+2)(x-2)

a) f(xX)=x*+2x+2+

x-3 x-3 x-3 x-3
D(F)=R—{3}.
Puntos de corte con los ejes: A(O, —gj; B(-2,0):C(1,0); D(2,0).
by o1 -2
3+x 3-x B+X(B-x)
D(f)=R-{-3,3}

Solo corta a los ejes en el punto 0(0,0).

Funciones polinbmicas

40. Encuentra la funcion lineal f{x) = ax + b que pasa por los puntos (2, -3) y (5, 3).

f(2)=—3}:>2a+b:—3

Sif(x)=ax+b gy 3= 5a1p=-3

}:>a:2,b:—7:>f(x):2x—7

Funciones elementales | Unidad 9

21



SOLUCIONARIO

SOIUCIONArios

41. Una parabola corta los ejes en los puntos (-1, 0), (5, 0) y (0, —10).

a) ¢Cual es su vértice?
b) ¢Pasa por el punto (3, 16)?

c) Esboza su grafica.

Al cortar al eje de abscisas en A(-1, 0) y B(5, 0) la abscisa de su vértice es
5+(-1)
2
Como f(5)=0, es 9a + k=0y como f(0) =-10, tenemos que 4a + k =-10.
Restando estas dos ultimas igualdades, llegamos a a =2, k=-18 /
La parabola es y = 2(x — 2)° — 18 = 2x*— 8x — 10.

=2,y la ecuacion de la parabola es f(x) = a(x — 2)2 + k.

o

N

a) El vértice es el punto V(2, -18).
b) No, porque f(3)=-16.
c) La grafica se muestra al margen.

42. Haz un estudio completo de la parabola f{x) = % +2x+3.

Es céncava hacia abajo.
Corte con eje X: A(-1,0) y B(3, 0) o X
Corte con eje Y: C(0, 3) / \
Veértice: V(1, 4) / \

43. Halla graficamente los puntos de corte de:

a) Larectay=x-4 conlaparabolay= X — 4x.
b) Las parabolas y=x* -4 e y=-x*+6.

MER . / TN
\ [ 1\
1 / A(-2,24/1) 2 A.- 1)
4,0) ‘ 2 i
o\ 1 X / 0 1 X
\ NC [/
A1, L3 / \
/ \

44. Halla la ecuacion de la parabola que corta al eje vertical en y =2 y cuyo vértice es el punto (1, 1).

Se calcula el valor de los coeficientes a, b, ¢ en la expresion f(x) = ax® + bx + c.
Se sabe que (0)=2=c;yque f(1)=1,porloquea+b+2=1; yque —2£=1.
a

Asi pues, a+b=-1, —b=2a. De esto se deduce que a=1,b=-2,c=2.
La ecuacion de la parabola es y = X —2x + 2.
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45. La ecuacion de una parabola es de la forma f(x) = ax’ + bx + 2. Se sabe que el punto (1, 3) es su vértice y

que pasa por el punto (2, 2). Calcula los valores de a y b y representa su grafica.

Se calcula el valor de los coeficientes a, b en f(x) = ax’ + bx + 2. Y

Se sabe que f(1) =3, esdecir,quea+ b +2=3 = a+b=1.

Comof(2)=2,4a+2b+2=2 = 4a+2b=0. i \
Con estas dos ecuaciones se calculaay b: a=-1, b=2. 0

La ecuacioén de la parabola es y = %+ 2x + 2.

El dato que asegura que el punto (1, 3) es el vértice es innecesario. / \
Basta con decir que la parabola pasa por dicho punto. / \
Se comprueba facilmente que V(1, 3) es el vértice de la parabola. /

46. Realiza un estudio completo de las siguientes funciones polinémicas y esboza sus graficas.

a) f(x)=x*-4x*>+3 d) f(x)=x*+3x>-x?-3x

b) f(x)=4x*+4x-8 e) f(x)=(x*-1)(x*+1)

c) f(x)=x(x*+2)(x*-1) f) f(x)=(x+3(x-2)

a) Corte con los ejes: A(0,3); B(-0,79;0);C(10);D(3,79;0) Y

lim f(x)=—o0 y lim f(x) =+
Xeran P oM\
La derivada f'(x)=3x*-8x seanulasi x=0 ysi x=2,67. ];
El punto A(0,3) es un maximo relativo y el punto E(2,67; —6,48) es \ /
un minimo relativo. | \
/
/
[
b) f(x)=4x>+4x-8=4(x-1)(x*+x+2) { |
Corte con los ejes: A(0,-8); B(10) 0 f
lim f(x) = -0 y lim f(x) = +o0 /
La derivada f'(x)=12x?+4 no se anula nunca: es siempre positiva
y, por tanto, la funcion es creciente. /
/

c) f(x)= x(x2 +2)(x+1)(x71) La funcion es impar, por tanto, simétrica Y ”
respecto del origen. I
Corte con los ejes: O(0, 0), A(-10) yB(1,0) a l

lim f(x) = -0 y lim f(x) = +o0 0
La derivada f'(x)=5x*+3x*-2 seanulasi x=-0,63 ysi x=0,63. II /.
El punto C(-0,63;0,91) es un maximo relativo. ’I

El punto D(0,63; —0,91) es un minimo relativo.
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d) f(x)=x(x+3)(x+1)(x-1)
Corte con los ejes: 0(0,0) A(-3,0), B(-10) y C(1, 0) A
) 0 X
lim f(x) = +o0 y lim f(x) =+ [V
La derivada f'(x)=4x®+9x*—2x -3 se anula en tres numeros, cuyos /
valores aproximados son x1 =-2,33 ; x2 = -0,53 y x3 = 0,61. \ I
\
e) f(x)=(x+1)(x-1)(x*+1) LY
La funcion es par, por tanto, simétrica respecto del eje X. \‘ ’,
Corte con los ejes: A(0, -1), B(-1, 0) y C(1, 0) ‘\ ”
lim f(x) =+ y lim f(x) = +o0 | |
La derivada f'(x)=4x° solo se anulasi x=0. El punto A(0,—1)es un Ll
minimo absoluto. 0 X
_ 2 2 Y
f) f(x)=(x+3)*(x-2)
Corte con los ejes: A(0, 36), B(-3, 0) y C(2, 0)
lim f(x) =+ y lim f(x) = +o0
La derivada f'(x)=4x>+6x*-22x-12 se anula para tres valores: /
X=-3;%=-05y x,=2. ] \\]’
Los puntos B(-3, 0) y C(2, 0) son minimos absolutos. \/ ©
0| 2 X

El punto D(-0,5; 39,6) es un maximo relativo.

47. Encuentra a, b y ¢ para que la funcion polinémica y = 23 + ax’+ bx+c cumpla que tiene tangente
horizontal en el punto A(1, 0) y su tangente en el punto de abscisa x = 2 es paralela a la recta de ecuacion

12x-y+7=0.

La derivada de la funcion es f'(x)=6x>+2ax+b.

La ecuacioén explicita de la recta es y =12x+7 , por lo que su pendiente es m=12.

Como la funcién pasa por el punto A(1, 0), se sabe que f(1) =0=>2+a+b+c=0.

Como la funcién tiene tangente horizontal en el punto A(1, 0), entonces f'(1)=0=6+2a+b=0.
Como en x =2 larecta tangente tiene pendiente m=12, entonces f'(2)=12=24+4a+b=12.
Resolviendo el sistema obtenido, se tiene que a=-3,b=0,c=1.
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Funciones racionales y radicales.

48. Determina el dominio, la continuidad, los puntos de corte con los ejes, el signo y las asintotas de las
siguientes funciones.

—6x2 X
f(x) = d) f(x)=
) 1= ) 100="5"35
x° x2 +1
b) f(x)= fix)= 2"
) 109 x4 +1 e 10 X%+ x2
X-2 2x -6
f(x)=——=_ flx) = —2X=6
©) 0 x2—4x h 7x) x2+2x+5

a) D(f)= {x eR:x*+1%# 0} =R .Es continua. No tiene asintotas verticales.

Es par, es decir, simétrica respeto del eje Y.

Solo corta a los ejes en el punto O(0,0). Y
Es siempre negativa salvo en el origen que vale cero. '
Como lim f(x)=-6 y lim f(x)=-6, larecta y =-6 es asintota / \ X
horizontal de la funcion, tanto por la derecha como por la izquierda.
No tiene asintotas oblicuas.

. , —12x . - / N\
La derivada f'(x)=-——— se anula en x =0y es positiva (funcion N

(X% +1)? ] R

creciente) en (—oo, 0) y negativa (funcién decreciente) en
(0, + ) Tiene un maximo relativo en el punto O(0,0).

b) D(f)={xeR:x*+1+0}=R.Es continua. No tiene asintotas verticales. Y ;
Es impar, es decir, simétrica respeto del origen.
Solo corta a los ejes en el punto O(0,0). 4
Es negativa en (—,0) y positiva en (0,+o0). - 5
Como lim f(x)=—o y lim f(x) =+, no tiene asintotas horizontales. 0 1 X
Tiene asintota oblicua porque cumple la condicién de los grados. La recta - ’

Yy = x es asintota oblicua.

40,4 ”
La derivada f'(x)= % se anula en x = 0 y es positiva (funcion

x*+
creciente) en los demas casos por tanto, el punto O(O, O) no es un extremo
a pesar de que tenga tangente horizontal. Es un punto de inflexion.

c) D(f)={xeR:x*-4x=0}=R—-{0,4}
Corta a los ejes en el punto A(2,0) .
Es negativa en (-, 0)U(2, 4) y positiva en (0, 2) U (4, +x).
Como Iirgﬁ f(xX)=—0 vy Iirg f(x)=+w, larecta x=0 es una asintota Y
vertical y como Iir?i f(xX)=—0 y Iir[l f(x)=+w,larecta x=4 \ \
también lo es. LARN N
Asintotas horizontales: como lim f(x)=0 y lim f(x)=0, la recta — 0] 1 N X
y =0 es asintota horizontal de la funcion, tanto por la derecha como \ \
por la izquierda.
— 2 p—
La derivada f'(x)= W no se anula nunca, (observa que
x*—4x

—(x?—4x+8) =-{(x—2)*+4]) es negativa en todo el dominio), por

tanto la funcion es siempre decreciente y carece de extremos
relativos.
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d) D(f)={xeR:x*+8=0} =R—{-2}. Corta a los ejes en el origen O(0,0).

Es positiva en (-, =2) U(0, + ) y negativa en (-2, 0).

Como IimT f(X)=+0 y IimT f(x)=-w, larecta x=-2 es una asintota

| Y
vertical. |
Como lim f(x)=0y lim f(x)=0, larecta y =0 es asintota horizontal | 1
de la funcion, tanto por la derecha como por la izquierda. ///
_-2(x*-4) ] 1 X

La derivada f'(x)

se anula si x =159 . Es positiva (funcién

\\

creciente) en (—2; 1,59) y negativa (funcion decreciente) en (1,59; + «).

=

El punto A(1,59; 0,13) , s un maximo relativo. La funciéon también es

creciente en el intervalo (—oo, —2) .

e) D(f)={xeR:x*-x*#0}=R-{-10} .No corta a los ejes. Es negativa en (-, —1) y positiva en
(-1,0)U(0, + )

Como lim f(x)=-o0 y lim f(x)=+x, larecta x =-1 es una asintota vertical.

X—>-1 x—>—1"

Como Iingﬁ f(X)=+00 y Iin; f(x) =+, larecta x =0 también lo es.

Como lim f(x)=0y lim f(x)=0,larecta y =0 es asintota

horizontal de la funcién, tanto por la derecha como por la izquierda.
_ Hx*+3x+2)
X3 (x+1)

facilmente la ecuacion —(x®+3x+2) =0 porque no es posible hallar su

raiz con Ruffini. Con ordenador se encuentra que la solucion es
x =-0,60 . La derivada es negativa (funcion decreciente) en

La derivada f'(x) se anula pero no se puede resolver

o G §

(-1 -0,60) y positiva (funcion creciente) en (-0,60; 0).

El punto A(-0,60;9,44), es un minimo relativo.

La funcién es también decreciente en (—o0,—1)(0,+) .

f) D(f)= {x eR:Xx*+2x+5% 0} =R . Es continua y no tiene asintotas verticales.

Corta a los ejes en A(3,0) y en B(0; —1,2). Es negativa en (oo, 3) y positiva en (3, +).

Como lim f(x)=0y lim f(x)=0, larecta y =0 es asintota horizontal

de la funcion, tanto por la derecha como por la izquierda.
—2(x2-6x-11)
(X2 +2x +5)?

N

La derivada f'(x)= seanulaen x=-147 yen o[ X

x=7,47.

Es negativa (funcion decreciente) en (—oo;—1,47) y positiva (funciéon
creciente) en (—1,47;7,47)

El punto C(-1,47; —2,12) es un minimo absoluto.

Por otra parte, la derivada es negativa (funcién decreciente) en
(7,47;+0) , por lo que el punto D(7,47;0,12) es un maximo, que
también es absoluto.
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49. Haz un estudio completo de las siguientes funciones y esboza, en cada caso, su grafica.

x? x? X 5
a) f(X)=——— c) f(x)= e) f(xX)=——— f(x)=
) 1) X2+ x-2 ) 1x) 2-x ) 1x) x2+4x+4 a) 00 x4 —x2
b) F(x)=— d) (- 0 -5 h) )= -2
X2 +1 Cx2-1 S x2— Cx+2
x2 x2
a) f(x)= =
) 109 X +x-2 (x+2)(x-1) [T 1Y
D(f) = {x e R: (x+2)(x-1) %0} =R—{-2,1] /
Solo corta a los ejes en el punto O(0,0). g )
Es positiva en (-, —2) U (1,+ ) y negativa en (-2,0)u(0,1). <K X
Como Iirfr}f(x) =+ y Iirprf(x) =-w,larecta x =-2 es una asintota /
vertical y como Iin11f(x) =-0 Yy Iirr11 f(x) =+, larecta x =1 también lo es. II

Como lim f(x)=1y lim f(x)=1, larecta y =1 es asintota horizontal de la funcion, tanto por la derecha como
por la izquierda.

La derivada f'(x) :%
X2+ X —

negativa (funcion decreciente) en (0, 1). El punto O(0, 0) es un maximo relativo.

seanulaen x=0 yen x=4.Es positiva (funcién creciente) en (—2, 0) y

Por otra parte, la derivada es negativa (funcién decreciente) en (1, 4) y positiva (funcién creciente) en (4, + )
por lo que punto A(4; 0,89) es un minimo relativo.

b) D(f)={xeR:x*+1£0} =R .Es continua. No tiene asintotas verticales. y ,
Es impar, es decir, simétrica respeto del origen.
Solo corta a los ejes en el punto O(0,0). 4 /

Es negativa en (—x, 0) y positiva en (0, + ). V7 %
Como lim f(x)=—o y lim f(x) =+, no tiene asintotas horizontales.
Tiene asintota oblicua porque cumple la condicién de los grados: / =
3 2 _ 7

f(x)= X X0+ 1) =X —x——%X_ Larecta Yy = X es asintota oblicua. 4

x2 +1 X2 +1 x2 +1

. x*(x?+3) i L . .
La derivada f’(x) = W se anula en x = 0 y es positiva (funcion creciente) en los demas casos.

X%+

El punto O(0,0) no es un extremo a pesar de que tenga tangente horizontal. Es un punto de inflexion.

c) D(f)={xeR:2-x#0}=R-{2} N y
Solo corta a los ejes en el punto O(0,0).
Es positiva en (-, 0)U(0,2) y negativa en (2,+). ,
Como XIT; f(X) =+ ; XIT; f(x)=—x, larecta x =2 es una asintota vertical. N N2 /
Como X'Lnl f(x)=+0; XILruo f(x) = -, no tiene asintotas horizontales. - 0| 2 X
Tiene asintota oblicua porque cumple la condicién de los grados: R
f(x)= z)izx =—-Xx-2+ 7 ‘_1 " Larecta y =—-x—-2 es asintota oblicua.
La derivada f'(x) = H seanulaenx=0yen x=4. I X

Es negativa (funcion decreciente) en (—oo, 0) y positiva (funcion creciente) en (0, 2) .

El punto O(0, 0) es un minimo relativo.

Por otra parte, la derivada es positiva (funcién creciente) en (2, 4) y negativa (funcién decreciente) en (4, + )
El punto A(4, —8) es un maximo relativo.
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d) D(f)={xeR:x*-1=0}=R-{-11}. Lafuncién es impar, por tanto, simétrica respecto al origen.

Solo corta a los ejes en el O(0,0).

Es negativa en (-, —1)U(0, 1) y positiva en (-1, 0) (1, +o).

Y
Como Iir’flf (X)=-0y Iin} f(x) =+, larecta x =—1 es una asintota ||
vertical y como Iirr11 f(x)=—0 y Iirr1] f(x) =+, larecta x=1 también lo L \\
es. \\-“ —
Como lim f(x)=0y lim f(x)=0, larecta y =0 es asintota horizontal de \\\\ 0 \1 X
la funcioén, tanto por la derecha como por la izquierda.
2
La derivada f'(x)= —% no se anula nunca, es negativa en todo el
X —
dominio. La funcién es siempre decreciente y carece de extremos
relativos.
e) f(x) :ﬁ . D(f)= {x eR:(x+2) # 0} =R-{-2} . Solo corta a los ejes en el origen O(0,0).
X+
Es negativa en (-, —2)(-2, 0) y positiva en (0, + ).
Como Iir_r}f(x) =-0 Yy Iir_r}f(x) =-w,larecta x=-2 es una asintota \1/
vertical. — 1
Como lim f(x)=0y lim f(x)=0, larecta y =0 es asintota horizontal de
la funcioén, tanto por la derecha como por la izquierda. II
La derivada f'(x)= 2-x se anula si x=2. Es positiva (funcion |
(x +2)° |
creciente) en (-2, 2) y negativa (funcion decreciente) en (2, +o0). l‘
El punto A(2; 0,125) , €S un maximo absoluto.
En el intervalo (—oo, —2) la funcién es decreciente.
f) D(f)={xeR:x*-4=0}=R-{-22}
Solo corta a los ejes en los puntos A(1, 0) y B(0; 0,25) Y|l |
Es negativa en (-«, —2)U(0,25;2) y positiva en (-2; 0,25)U(2, + ). \\4
Como Iir_r} f(x)=-m; Iir_r} f(x)=+w, larecta x =-2 es una asintota vertical. ’
Como Iin; f(x)=—0; Iin21_ f(x)=+w, larecta x =2 es una asintota vertical. %*\?
Como lim f(x) =+ y lim f(x)= -, no tiene asintotas horizontales. .
Tiene asintota oblicua porque cumple la condicién de los grados: . ’\\
3 _ _ /’
f(x)= X2 1. + 42( ! Larecta y = x es asintota oblicua. ‘
X -4 x“ -4
3 _
La derivada f’(x) = w se anula en x =0 y en otros tres puntos que no se pueden calcular a

(x* -4y
través de Ruffini, pero si con ayuda de algun programa informatico.
Los puntos C(-3,54; —5,32) y D(0,17;0,2505) son maximos relativos y los puntos O(0; 0,25) y
E(3,38;5,07) son minimos relativos.
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9) f(X)=‘zz£§:qj Y

X

D(f)={xeR:x*-x*#0} =R—-{-10,1}

Es una funcién par vy, por tanto, simétrica respecto del eje de ordenadas.
No corta a los ejes. o 4 X
Es positivaen (-, —=1)U(1, +x) y negativaen (-1, 0)u(0, 1).

o

Como Iirn1 f(x)=+4w0 y Iim1_ f(x)=—w, larecta x=-1 es una asintota |

vertical. Por simetria, la recta x =1 también es asintota vertical. l l
Como lim f(x)=0y lim f(x)=0, larecta y =0 es asintota horizontal de la funcién, tanto a la derecha

como a la izquierda.
~10-20x?
X3 (x2—1)
(-1 -0,71) y negativa (funcion decreciente) en (-0,71 0), por tanto, el punto A(-0,71 —20), es un
maximo relativo. Por simetria, el punto B(O,71; —20) también es un maximo relativo.

La derivada f'(x) se anulasi x=-0,71 ysi x=0,71. Es positiva (funcion creciente) en

h) D(f)={xeR:x+2=0}=R-{-2}
Solo corta a los ejes en el origen O(0,0) . Y
Es negativa en (—»,—2)(0,+%) y positiva en (-2,0 ). {

Como XILrE f(xX)=-0 y Xllrg f(x)=-w, larecta x=-2 es una asintota 0] 5 X
vertical. \

Como Xli_)njwf(x) =—w0 Yy Xli_)rpwf(x) = -, no tiene asintotas horizontales. \
Tampoco tiene asintotas oblicuas por no cumplir la condicién de los grados. \

La derivada f(x):M ,seanulaen x=-3 yen x=0. /\\ \

(x+2)
Es positiva (funcién creciente) en (—oo, —3) y negativa (funcién decreciente) en (—3, —2) , por lo que el punto
A(-3,-54) es un maximo relativo.

Por otra parte, la derivada es negativa (funcién decreciente) en (—2,0) y sigue siendo negativa (funcion
decreciente) en (0,+9) por lo que el punto (0, 0) no es un extremo a pesar de que tenga tangente horizontal.
Es un punto de inflexion.

50. Escribe varias parejas de nimeros cuyo producto sea 60 y, posteriormente, escribe una funcién que los
relacione. Dibuja su grafica.

x[1[3[4]-1]-6 Y[
y |60 [ 20 | 15 | =60 | —10 \
. . 60 . 60
La funcién ha de cumplir xy =60 = y =—. Es decir, f(x)=—. AN
X X 5 ]
—— 0] 5 X
™
\
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51. Halla el dominio de estas funciones.

53

a) f(x)=vx*+4 d) f(x)=
NX+2

b) f(x)- &) f(x) =
+3

c) f(x)=M f) f(X):m
x-2 1

a) D(f)={xeR:x*+420}=R

b) D(f)={xeR:[x+220]-[x= 0]} [-2 0)U(0, + ).

c) D(f)={xeR:[x+62=0]-[x=2]}=[-6,2)U(2 +x).

d) D(f)={xeR:x*-920}= (-0, -3]U[3, +).

e) D(f)={xeR:[x*-120]-[x =-3]} =(-o, —3)U(-3, ~1]U[1 +x).

f) D(f)={xeR:[x*+120]-[x =21} =R—{-11}.

52. Halla las asintotas de las siguientes funciones.

4x+1 X-2

a) f(x)= b) fX)=\=5

a) D(f)= [—oo,—ﬂu(o,m)
Asintotas verticales: Iin01+ f(x) =+ . Por tanto, la recta x =0 es una asintota vertical de f(x).

Asintotas horizontales: Como lim f(x)=2 y lim f(x)=2, la recta y =2 es una asintota horizontal de f(x),

tanto por la derecha como por la izquierda.
No tiene asintotas oblicuas.

b) D(f)=(-» 0)U[2 +x).
Asintotas verticales: Iirgﬁ f(x) =+ . Por tanto, la recta x =0 es una asintota vertical de f(x).

Asintotas horizontales: lim f(x)=0, lim f(x)=0. Por tanto, la recta y =0 es una asintota horizontal de f(x),

tanto por la derecha como por la izquierda.
No tiene asintotas oblicuas.

53. Seala funcion f(x) =

b
X b siendo b un entero positivo.

a) Determina las asintotas de la funcion f(x) para cualquier valor del parametro b.

b) Halla el valor del parametro b para que ftenga tangente horizontal en el punto de abscisa x = 4.

a) Si b=1, entonces, f(x):%. La recta x=1 es una asintota vertical y la recta y =1 es una asintota
X_

horizontal de la funcién.

. Larecta x=2 es una asintota vertical y la recta y = x+2 es una asintota

Si b=2, entonces, f(x)=

oblicua de la funcion.

.Larecta x=b es una asintota vertical. No tiene mas asintotas.

Si b>3, entonces, f(x)=

b bx*"(x-b)-x*
b) La derivada de f(X)=X—b es f'(x)—%
- -

Como f'(4)=0=b4*"(4-b)-4"=4""[b(4-b)-4]=0=b(4-b)-4=0=(b-2=0=>b=2
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Funciones valor absoluto y parte entera

54. Expresa como funciones definidas a trozos y representa graficamente, cada una de las siguientes

funciones.
a) f(x)=|x+2]| c) f(x)=|x+2]|+x
b) f(x)=|x-1]+2 d) f(x)=2|x-1|

—X—-2+Xx=-2 si x<-2

-Xx-2 si x<-2
3) f(x):{X+2 si x>-2 © FX)=ix 25 x 2x42 si x>-2

Y| Y|

-

2(—x+1)=-2x+2 si x<1

_Jx+1+2=—x+3 si x<1 _
b) f(x)_{ x-1+2=x+1 si x=1 d) f(x)—{ 2(x-1)=2x-2 si x=1

Y Y

-

EEN

55. Dada la funcion f(x) =[ax], razona cual sera la representacion de f en funcion del valor del parametro a y

dibuja la grafica para los casos a=2y a=0,5.

Suponemos que a es positivo.
Si 0 < a <1 la parte entera se "expande". Si a > 1, la parte entera se "contrae".

Y ] Y

L ge

-

b

f(x) =[0,5x]

=
X
1l
N
2,

jil
‘520-‘
\
\
\

!
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56.

57.

58.

59.

2
Realiza un estudio completo y esboza la grafica de la funcion f(x) = @

D(f) =R y es continua, por lo que no tiene asintotas verticales. Ademas, no presenta simetrias.

La funcién nunca es negativa.

Corte con ejes: f(x) =0 si x=-1. Los puntos A(-1, 0) y B(0, 1) son los puntos de corte con los ejes.
lim f(x) =+, lim f(x)=0. Por tanto, la recta y =0 es una asintota horizontal de f(x) por la derecha.

X—>—0

e’ 2x+1)-(x+1%e* 1-x2 Y
P SR tfer Ao
e e

La derivada se anula sélosi x=1, x=-1.

six<-1, f'(x)<0

si-1<x<1, f(x)>0 {

six>1, f'(x)<0 \
4 N

Asi pues A(-1, 0) es un minimo absoluto y C('], —j es un maximo relativo. . S~ %
e 1

Estudia los puntos de corte con los ejes, el signo, los limites en el infinito de la funcién f(x)=(1+ x)e* vy,
finalmente, esboza su grafica.

Y
D(f) =R y es continua, por lo que no tiene asintotas verticales.
No presenta simetrias. /
Corte con ejes: f(x)=0si x=-1. /
Los puntos A(-1, 0) y B(0, 1) son los puntos de corte con los ejes. 1
La funcién es negativa si x < -1 vy positiva si x > -1.
. . 0 X
lim f(x)=0, lim f(x)=+o0.

Por tanto, la recta y =0 es una asintota horizontal de f(x) por la izquierda.

Halla el dominio de las siguientes funciones.

a) lim f(x) =+ b) lim f(x) = <0

a) D(f)=R porque e°* siempre es positivo.

b) D(f):{xeR: sz_4 >o}

x2 -4 S0 (x+2)(x-2)

" >0=>xe (—2,0)U(2,+oo) y D(f) = (—2,0)U(2,+oo)

Dadas las funciones f(x)=1log,(x>-16) y g(x) =log,(6x), estudia su dominio y encuentra las coordenadas
del punto de corte entre ellas.

f(x)=log, (x> —16) esta definida solo si x?—16 =(x—4)(x +4) >0 luego D(f)=(-o0,—4) U (4, +x)
g(x) =log, (6x) esta definida para 6x >0, luego D(g) = (0, + ).
Las funciones se cortan si Iogz(x2 —16) =log,(6x), es decir, si x> —6x—-16 =0, cuyas soluciones son x=8 y

x=-2.Como x =-2¢ D(g), tenemos que las funciones se cortan en el punto A(8,log,(48)) = A(8;5,58).
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60. Encuentra las asintotas horizontales y verticales de las siguientes funciones.

2x

a) f(x)=In b) f(x)=x%"

a) D(f)=(0,2) . Por tanto, no tiene asintotas horizontales

Asintotas verticales:
Iin[')[ f(x)=— . Por tanto, la recta x =0 es una asintota vertical de f(x).

Iin; f(x) =+ . Por tanto, la recta x =2 es una asintota vertical de f(x).

b) D(f)=RR y es continua, por lo que no tiene asintotas verticales.
Asintotas horizontales: lim f(x)=0, lim f(x) =+ .

Por tanto, la recta y =0 es una asintota horizontal de f(x) por a la izquierda.

61. Haz un estudio completo y esboza la grafica de las siguientes funciones.

a) f(x)=In(1+x?) b) f(x)=2x*+4Inx
a) D(f)=R Y
La funcién es par, por tanto es simétrica respecto del eje Y. ~ 1
Puntos de corte con los ejes: f(x)=0=1+x*=1=x=0. O(0,0) ™ -~
La funcién es siempre positiva. 1
lim f(x) = +o0 y lim f(x) = +o0 AN
X0 X—>+0 : 0 1 X
No tiene asintotas.
f‘(x) = 12X2 . La derivada se anula si 12X2 =0= x=0. La derivada es negativa a la izquierda de x=0 vy
+ X + X
positiva a su derecha, por lo que el punto O(0, 0) es un minimo, ademas, es absoluto.
Y
b) D(f)=(0,+x) /
Puntos de corte con los ejes: f(x)=0=2x*+4Inx=0, /
ecuacion que no se sabe resolver.
2
Como Iin[')[ f(x)=—, lim f(x) =+ y la funcion es continua; <
cortara en algun punto al eje X (ya que pasa de negativa a positiva). 0 / X
Ademas, Iirg f(x) = —o , indica que la recta x = 0 es una asintota vertical. [
f'(x)= ax+2  La derivada es siempre positiva en D(f) = (0,+x) .
X

Por tanto, la funcién es siempre creciente. No tiene extremos.

62. Dada la funcién f(x) =log,(8x — 4) —log,(x + 3), estudia su dominio y sus asintotas verticales.

¢ Se puede expresar f(x) en funcién de un solo logaritmo?

Dominio: se debe cumplir que 8x—4 >0y que x+3 > 0por lo que D(f) = (% +Ooj

8x—4 1
f(x)=log,(8x—-4)-log,(x+3)=log,| —— | con x > —
()=1og, (8 - 4)-log, (x +3) =log, [ 2= | con x>

Asintotas verticales. Se estudia lo que ocurre a la derecha de x :% , como lim f(x)= -, larecta x :% es una
i

X>—

2

asintota vertical.

Aunque no lo pide el enunciado, como lim {Iog2 (BX _34
X—>+o0 X +

H =log, 8 =3, se puede asegurar que larecta y =3 es

una asintota horizontal por la derecha.
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63. Sea f(x) = xe ™, con a un parametro real. Calcula los valores del parametro a para que f tenga un extremo
relativo en x = 3. Para estos valores del parametro, indica si en x = 3 se alcanza un maximo o minimo.

Como un extremo relativo anula la derivada: f'(3)=0.
f'(x)=e* +x(e*(-a))=e*(1-ax)

f'(3)=0=e*(1-3a)=0=1-3a=0=a=

w| =

—_

La funcion es f(x)=xe ® y suderivadaes f'(x)=¢e 3 [1 —gj .

La derivada es positiva a la izquierda de x = 3 y negativa a su derecha, por tanto, el punto A(3,f(3)) es un
maximo. Ademas, es un maximo absoluto.

64. Dada la funciéon f(x) :In[ j, estudia su dominio, sus puntos de corte con los ejes, su signo y sus

| x-1]|
asintotas, y dibuja su grafica.

Es una funcién logaritmica.

Y
D(f):{xeR:| X1|>O}=(0,1)u(1,+oo).
X_
Se escribe como una funcién a trozos:
X
In| —| si0<x<1 2
X [1—xj SN
f(x)=In| — | = 0 X
[x -1 ( X j .
In| — | six>1
-1
La funcién no corta al eje Y.

Corte con eje X:

si 0< x <1, In[Lj:O:L=1:>X:1—X:>X:l.La funcion corta al eje X en el punto A(l,O)
1-x 1-x 2 2

x-1 X—
Asintotas verticales:
Iirg f(x)=—o . Larecta x =0 es una asintota vertical.

six>1, In(ij:02%:1:>x:x—1 no tiene solucion.

Iin11 f(xX)=+0 y Iin11f(x) =+ . Larecta x=1 es una asintota vertical.

Asintotas horizontales:
lim f(x)=0. Larecta y =0 es una asintota horizontal.

X—>+00

Funciones trigonométricas y sus inversas

65. Si se sabe que sen x=0,4 y que x esta en el cuadrante I; calcula, utilizando las relaciones trigonométricas,
cos xy tg x.

Como sen?x +cos?x =1, entonces, 0,42 +cos?x = 1= cos?x = 0,84 = cosx = +0,92 .
Como el angulo x pertenece al primer cuadrante, el coseno ha de ser positivo, es decir cosx = 0,92 .
senx 04

= =043
cosx 0,92

Finalmente: tgx =

66. Halla sen x y tg x si se sabe que cos x=-0,4 y que x pertenece al cuadrante Il

Como sen®x +cos?x =1, entonces, sen?x +(-0,4)? = 1= sen?x = 0,84 = senx = +0,92 .
Como el angulo x pertenece al segundo cuadrante, el seno ha de ser positivo: senx =0,92.
senx 0,92

— =-23
cosx —04
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67.

68.

Para un angulo x del cuadrante lll, la tangente toma el valor de 3. Calcula sen x y cos x.

cosx:—\/ ! —\/ L senx =+1-cos?x = 1—1:i

Triggx V143 J10 10 10

Con la ayuda de la calculadora o el ordenador, representa las graficas de las siguientes funciones
trigonométricas e identifica su dominio, su recorrido, los puntos de corte con los ejes, su signo y su
periodo.

a) f(x)=sen3x b) f(x):2+3(:os(§] c) f(x)=5cosx d) f(x):tg(gj

[Nota: recuerda que los valores de x han de estar en radianes.]

En cada caso se restringe el estudio de la funcién a su periodo correspondiente.

a) f(x)=sen(3x). D(f)=R, R(f)=[-11].

Y
Periodo: Como la funcién seno es periédica de periodo 2r , la funcion
f(x)=sen(3x) es periddica de periodo %n : 1 /
Puntos de corte con los ejes dentro del periodo: sen(3x)=0 si 3x=0 7 \ \ / \ )/(
/
o0 3x ==, luego los cortes con los ejes son A(0, 0); B(g Oj .
Aunque no lo pide, es conveniente saber los puntos maximos y minimos
(donde la funcion vale —1y 1) que en este caso son C[g 1); D[%,—1j .
Y
b) f(x)= 2+3cos(1j .D(f)=R. R(f)=[-15].
4 \ /
Periodo: La funcién coseno es periddica de periodo 27 luego esta
funcion es periodica de periodo 8= . .
Puntos de corte con los ejes dentro del periodo: cos [%) = —% si x=9,2 0 A 4 X
o x=15,9. Los puntos de corte son A(0, 5); B(9,2 0); C(15,9;0).
Aunque no lo pide, es conveniente saber los puntos maximos y minimos v
(donde la funcion vale —1y 5) que en este caso son D(0,5); E(4n,—1).
c) f(x)=5-cosx. D(f)=R. R(f)=[-55] N N N
APV
Periodo: La funcién coseno es periddica de periodo 2x . \\ \\ fo \ / \ P/(
Puntos de corte con los ejes dentro del periodo: 5-cosx=0 si x= To / \
2 \J \V} \/ v,
X :3?“, luego los cortes con los ejes son A[g 0]; B[% OJ .
Aunque no lo pide, es conveniente saber los puntos maximos y minimos Y
(donde la funcion vale -5y 5) que en este caso son C(0,5); D(n,-5) .

d) f(x):tg(gj. D(f)= R—{(2k+1)n/k entero}. R(f)=R. |
Periodo: Como la funcion tangente es periédica de periodo =, la / - 2 -
funcion f(x) = tg(%) es periodica de periodo 2r . [ [ 4 ~
Puntos de corte con los ejes dentro del periodo: tg% =0 si
x =0 luego los cortes con los ejes son A(0,0).

Funciones elementales | Unidad 9 35



SOLUCIONARIO

SOIUCIonarios 1U.Com

¢Tiene algun punto con tangente horizontal la funcién f(x) = arctg (3x+ 1)?

La derivada de la funcién es f’(x) = L , que no se anula para ningun valor de x, por tanto, no hay ningun

1+(3x + 1y
punto con tangente horizontal.

70. Calculalas derivadas de estas funciones.

a) f(x)=arcsen(x®-3x) c) f(x)=arctg(x/ﬁ)
b) f(x)=arccos(x+e*) d) f(x):amtg(ﬁ)
3x?-3 1 1 1

f’ = — 1
Ve _(X3—3X)2 ° )= 1+ x-1 2\/x 1 2x x—1

. -(1+e” , 1 1— 1
S E— R

1-(x+e¥) 1+(L) (x+1)
x+1
Cuestiones

71. ¢Qué debe cumplir el nimero b para que la funcién f(x) = x* + bx? corte tres veces al eje X?

f(x)=x*+bx?=x*x*+b) . Un punto de corte es el O, 0). Los otros dos salen de la relacion

x2+b=0= x=+J/-b paralo cual es necesario que b < 0.

72. Si y = f(x) es una funcién simétrica respecto del eje de ordenadas y f(x) nunca se anula, ¢puedes asegurar

que g(x) = % es también simétrica respecto de dicho eje?

g(a) = f( % ; g(-a) = ﬁ Como f(a) = f(-a), entonces g(a) = g(-a) y, efectivamente, g es también simétrica

respecto del eje de ordenadas.

73. ¢Puedes asegurar que para cualquier funcion f definida en R, la grafica de g(x) = f(x) — f(—x) sea simétrica
respecto del origen?

g(a) = f(a) - f(-a); g(-a) = f(-a) —-f(~(-a)) = f(-a) - f(a) = —[f(a)-f(-a)] = = —g(a), asi que la funcidn g(x) es
simétrica respecto del origen.
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74. En la siguiente tabla, asocia las funciones de la columna izquierda a las graficas de la columna derecha y

75.

76.

SOLUCIONARIO

justifica tu eleccion:

Y|
3x 2
00 = 1+ x2 X
L
Y]
1 T~
x-1 ™
g(x)= Z 4 %
~—L/
\ Y|
h(x) = sen xcos(2x) \\ 4
0 X
Y
, x ADAN A
jx) = xe'0 i W
| Y]
= NN
k(x) = T +2 =y 0 X
h\
\
|

2

La segunda grafica corresponde a la funcién f pues tiene la

asintota horizontal y = 0, D(f) = Ry pasa por el origen de
coordenadas O(0, 0).

La quinta grafica corresponde a la funcion g pues tiene dos
asintotas verticales x =2 y x =—2 y pasa por el punto (1, 0).

La tercera grafica corresponde a la funcion k pues es una
parabola con el vértice en el punto (1, 2).

La cuarta gréfica corresponde a la funcion h pues es una
funcioén periédica por estar formadas por trigonométricas.

Légicamente, la gréfica que queda, la primera, deberia
corresponder a la funcién j, y asi es, pues dicha funcion pasa
por el punto O(0, 0) y lim f(x)=+o.

. ‘. X . .
¢Puede ocurrir que la funcion f(x) = '“2—1 tome algun valor positivo?
x%+

No puede ocurrir nunca pues

x2+

1 <1 para cualquier valor de x y su logaritmo seria negativo.

Demuestra que la funcién f{x) = x° + 6x° + tg x es creciente en todo su dominio.

f'(x) =5x" + 18x° +
COS” X

12 > 0 para todo x del dominio de f.
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77.

78.

79.

80.

81.

Si a es un numero negativo y la tangente a la grafica de y = ae* en el punto de abscisa 0 pasa por el punto
A(-a, 0), ¢cual es el valor de a?

'=3a.

La pendiente de la tangente es y'(0) = ae
a-0

Por otra parte, dicha tangente pasa por (0, a) y (—a, 0), asi que su pendiente debe ser 0-Ca)
—(-a

=1, con lo que

1=y'(0)=a, asi que a deberia valer 1, pero eso no es posible pues a es negativo.

Si f(x)=% donde p(x) y g(x) son polinomios de segundo grado y el polinomio g(x) tiene dos raices
X

reales, ¢puedes asegurar que la grafica de ftiene dos asintotas verticales?

No, pues puede ocurrir que alguna de las raices del denominador lo sea también del numerador y, en ese caso, no
tendria una asintota vertical sino una discontinuidad evitable.
x2-1 (x=1)(x+1)

Por ejemplo, si f(X) = —7 === = (x=1)(x-2)

, su denominador tiene dos raices: x =1y x = 2 y en cambio f(x)

. . . . x+1 . A . .
tiene so6lo una asintota vertical pues f(x) = si x # 1, que solo tiene como asintota vertical la recta x = 2.

¢Es posible que haya funciones polinémicas de tercer grado que tengan en comun con el eje de abscisas
solamente dos puntos?

Si, si una de sus raices es doble, por ejemplo f(x) = )(2(x -1).

x2+1

¢Cortara la graficade y =e ¥ alarectay=2?

X241 2

. . — x“+1
No, pues para ello deberia haber un nimero x tal que e ¥ =2y como 3
X

siempre es mayor que 1,

X241

e ¥ siempre es mayor que e = 2,718..., por lo que nunca podra valer 2.

Si la grafica de y = f(x) admite como asintota horizontal la recta y = 3, entonces ¢puedes asegurar que la

graficade y = 2x_f(1x) admite como asintota horizontal la recta y = 6?
X+
Si, ya que sabemos que lim f(x) =3, asi que lim 2700 _ i 2 i f(x) =2-3=6.
X—>+0 x—+0 ¥ 41 x—+0 X + 1 X—>+0

Por tanto la recta y = 6 es asintota de dicha funcion.
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82.

83.

Cierto articulo se vende a un precio por kilogramo x, que depende de la cantidad comprada, de acuerdo
con los siguientes datos:

e al0euroselkgsi0<x<5 e a9euroselkgsi5<x<10
e a7euroselkgsi10<x<20 e abeuroselkgsi20<x

a) Escribe la funcién que representa el precio del articulo.
b) Haz su representacion grafica.

c) Estudia su continuidad.

10x si 0<x<5

9x si 5<x<10 Y \
f(x) = b 150
A =1 74 si 10<x<20 ) P P
5x si 20<x 120 1
n/
0 %
v
- A
0 5 10 15 20 X

c) Como se observa en la gréfica, f no es continua en x = 5, 10 y 20 y si es continua en todos los demas
valores de x.

En una empresa el numero de montajes diarios hechos por un operario es funcion del numero de dias

trabajados, t, a través de la expresion:

Mt +17

M(t)=————,
0 2t +12

a) ¢Cuéantos montajes realiza el primer dia?
b) ¢En cuantos dias alcanzara cinco montajes diarios?
c) ¢Qué ocurrird con el numero de montajes diarios si trabajara indefinidamente?

d) El duefio de la empresa cree que el nimero de montajes aumenta con los dias de trabajo. ¢ Piensas que esta
en lo cierto?

e) Dibuja la grafica de la funcion.

a) M(1)= % = 2 montajes.
b) Mt = 17 5 444417 = 10t + 60, £ = 43 dias.
2t+12
1t +17 . . L N
c) Como tllm T =5,5, el numero de montajes diarios se aproximaria a 5,5.
—>+0 +
d) Como M'(t) = (2 + 1211 - (14 + 17)2 = %8 >0 para cualquier valor de t, luego M(t) es creciente, asi que
(2t +12y (2t +12)
~ ; . . Y
el duefio de la empresa si esta en lo cierto. e) =
5 e
—
=
2
A
0 43 X
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84.

85.

86.

Las tarifas de estacionamiento en un aparcamiento se rigen segun esta tabla:

Horas [0,1)[1,2) | [2,3) | [3,4) | [4,5)
Precio (€) 5 7 9 11 13

Encuentra la funcién que relaciona las horas de estacionamiento con el coste del mismo.

5 si 0<x<1
7 si 1<x<2
fx)=¢ 9 si 2<x<3
11 si 3<x<4
13 si 4<x<5

Una discoteca abre a las 10 de la noche sin ningun cliente y cierra cuando se han marchado todos. Se
supone que la funcién que representa el nimero de clientes (N) en funciéon del nimero de horas que lleva
abierto, t, es: N(t) = 80t — 10£.

a) Determina cual es el maximo numero de clientes y a qué hora se alcanza.

b) ¢A qué hora cerrara la discoteca?

a) El maximo numero de clientes se alcanza en el vértice de la parabola, es decir si N'(f) =80 — 20t =0, t =4, es
decir, a las cuatro horas de abrir (las 2 de la madrugada) y dicho nimero es N(4) =80 - 4 — 10 - 4% = 160
clientes.

b) Cerrara cuando N(f) = 0, o sea, 80t — 10F = 0, t=0, t=8, asi que la discoteca cierra a las seis de la mafiana.

Una plaga de orugas esta asolando una isla de alto valor ecolégico. Un grupo de bidlogos ha realizado
estudios de campo y ha comprobado con preocupacion que actualmente hay 136 000 ejemplares cuando
hace tres afios habia 17 000.

a) Encuentra la ley exponencial de la forma y = ae que da el numero de orugas en funcién del tiempo.

b) Los bidlogos han estimado que cuando la poblacién de orugas supere el medio millon de ejemplares, la
vegetacion de la isla serd irrecuperable. ;Cuando llegara este momento si no se toman las medidas
oportunas?

c) ¢Hace cuantos afios habia solo cien orugas?

a) y= ae", y(0) =a =136 000.

y(-3) = 17 000 = 136 000 - e* es decir e = 17 l asi que e = 8 = 2, por lo que la exponencial

136 8
buscada es y = 136 000 - 2.

b) 136 000 - 2'>500 000 si 2'>3,68,¢-In2>1In 3,68, t>

In|3,68 = 1,88; es decir que dentro de poco menos de 2

afios la vegetacion de la isla sera irrecuperable si no se toman las medidas oportunas.

_In0,00074

c) 136000 -2'=100, 2'=0,00074, tIn2=In0,00074; t 5
n

=-10,4.

Hace poco mas de 10 afios soélo habia 100 orugas en la isla.
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87.

88.

89.

Las conclusiones de un estudio establecen que el nimero de individuos de una determinada poblaciéon de

1000t+100j, donde

una especie protegida vendra dado, en los préximos ainos, por la funciéon f(t) =100 Iog( 10
4

t es el nUmero de afios transcurridos.

a) ¢Cual es el tamafio actual de la poblacion?
b) Si esta funcién fuese valida indefinidamente, ¢ se estabilizaria el tamafo de la poblacion? En qué valor?

a) £(0)=100log 10 = 100.

b) Si, pues lim f(t)= lim 100 log1 000 +100 1000¢ +100

=100 log lim —————— =100 log 1000 = 300 con lo que el tamafio
t+1 towe t+10

de la poblacion se estabilizaria en torno a los 300 individuos.

En una fabrica, el coste de produccion en euros, de un modelo de motocicleta viene dado por la funcion

C(x)=10 x* + 2000 x + 250 000
donde x es el nimero de motocicletas fabricadas.

El precio de venta de cada motocicleta es 8000 € y se venden todas las motocicletas fabricadas.

a) Define la funcion de ingresos que obtiene la fabrica en funcién de las unidades vendidas.
b) ¢Cual es la funciéon que expresa los beneficios de la cadena de montaje?

c) ¢Cuantas motocicletas debe fabricar para maximizar beneficios? A cuanto ascenderan estos beneficios?

a) /(x) =8000x, donde /(x) indica los ingresos obtenidos por la venta de x motocicletas.

b) B(x) = I(x) — C(x) = ~10x + 6000x — 250000, donde B(x) expresa los beneficios obtenidos por x motocicletas
vendidas.

c) Alser B(x) una parabola su maximo lo alcanza en B'(x)=0 =, x = 300 siendo los beneficios obtenidos de:

B(300) = —10 - 300% + 6000 - 300 — 250 000 = 650 000 €.

La emisiéon de gases contaminantes, en toneladas, en una gran industria durante las 10 horas de actividad,

viene dado por la expresion n(t) = %(20—2t), 0<t<10, siendo t el tiempo en horas.

a) ¢Cual es el nivel maximo de las emisiones? jCuando se produce? ¢En qué intervalos aumenta o disminuye
dicho nivel?
b) ¢En qué momentos el nivel es de cuatro toneladas?

a) Como la funcién n(f) es una parabola, su méaximo lo alcanzara en su vértice. Asi pues n'(t) = gfé =0 si
t=5, es decir, a las 5 horas de actividad; y dicho nivel maximo valdra n(5) = 275 = 6,25 toneladas.
Durante las 5 horas primeras aumenta el nivel, y en las restantes disminuye.
2
b) n(t) = é(20—2t)=4; gt— tz —4=0; #-10t+16=0; t; =2 y t»=8; por lo que a las dos horas y a las

ocho horas de actividad, el nivel de emision de gases es de 4 toneladas.
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90. Los beneficios de una empresa desde su fundacion vienen dados, en millones de euros, por la funcién

42

3
B(t) = %— 3¢+ 9t, 0 < t<8; donde tindica el tiempo transcurrido, en afios, desde su fundacién.

a) Estudia la monotonia y los extremos de B(t).

b) Dibuja la grafica de B(f) en el intervalo [0,8] y explica, a partir de ella la evoluciéon de los beneficios de esta

empresa en los ultimos 8 afios.

2
a) B’(t):%—6t+9:0 si #-8t+12=0; t =2, t, =6.

Asi pues, si0 <t< 2, B'(t) >0 con lo que B es creciente.
Si2<t<6, B'(t) <0, B es decreciente.
Si t>6, B'(t) >0, B es creciente.

Tenemos, entonces que en (2, B(2)) la funcién presenta un

méaximo relativo y en (6, B(6)) un minimo relativo.

B(®

b) Los beneficios de la empresa crecieron durante los dos primeros

a

afios. Entre el segundo y el sexto afio bajaron. Del sexto al

octavo volvieron a crecer, alcanzando el valor maximo dichos

beneficios cuando t =2 o t = 8 pues B(2) = 8 millones de euros y

N

B(8) = 8 millones de euros.

0

L
P

g | X

91. Durante 31 dias consecutivos, las acciones de una compaiiia han tenido una cotizacion dada por la funcién

C(x) = 0,1x2 - 3x +100, donde x es el nimero de dias transcurridos.

a) Haz un estudio completo de dicha funcién y dibuja su gréfica.

b) ¢Cuales has sido las cotizaciones maxima y minima de la compafia?sEn qué dias se consiguieron?

c) ¢Durante qué periodo de tiempo las acciones estuvieron al alza?;Y a la baja?

a) C(x)= 0,1x* — 3x + 100 representa una parabola cuya abscisa x del vértice
viene dada por la ecuacion
C’'(x)=0,2x — 3 =0; x =15, es decir, V(15; 77,5) y que por ejemplo corta al
eje de ordenadas en (0, 100) siendo su grafica la de la figura:

b) La minima cotizacion se alcanz6 en el vértice, es decir, el decimoquinto dia
y la maxima en el dia 31 pues C(31) > C(1) = 97,1; siendo sus valores

C(15)= 77,5y C(31) = 103,1.

c) Las acciones estuvieron al alza entre los dias 15y 31 y a la baja entre los
dias 1y 15.
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92. Laley de enfriamiento de Newton establece que un objeto se enfria de acuerdo a la ley:

T(t) = Tamb + (TO - Tamb) e™
donde T(t) es la temperatura del objeto después de haber transcurrido t minutos; T.mp la temperatura
ambiente; Ty la temperatura inicial del cuerpo, y k una constante que depende del objeto.

Una taza de café en una habitaciéon a 20°C se enfria de 80°C a 60°C en 3 minutos. ¢ Cuanto tiempo tardara
en enfriarse a 30°C? ;Y en alcanzar la temperatura ambiente?

0= ; = 5 Tamb= , asi que 60 =20 + - e, dedonde e”= —, e" = 3— porlo que:
To = 80°C; T(3) = 60°C: Tams = 20° C, asi que 60 = 20 + (80 — 20) e ¥, de donde & 2 K 2 [

t
T(t) = 20° + 60 (") =20 + 60 (g) .

t t
Sit =30, resulta que 30 =20 + 60 (3) ; (3) = l; tIn3 =In6,t= In6 = 4,42 minutos.
3 3 6 2 In3

t
Por otra parte, la temperatura ambiente la alcanzaria en la solucion de la ecuacién 20 = 20 + 60 (%j , por lo que

t
se debe cumplir que (%j =0, y eso es imposible. Como era de esperar, a largo plazo la temperatura de la taza se

aproximara todo lo que queramos a la temperatura ambiente, pero sin llegar a alcanzarla, pues tlim T(t)=20,lo
—+o0

que implica un comportamiento asintotico.
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ENTORNO MATEMATICO

Un refresco no muy frio

Después de un intenso partido de fatbol, un grupo de amigos compran refrescos en la maquina que hay a la
entrada del vestuario. Aunque sus colegas hacen bromas de ello, a Manuel le gusta tomar agua. Para su
sorpresa cuando cae la botella esta parcialmente congelada. Los demas se parten de risa y le dicen que pida un
cuchillo y un tenedor para tomarla, pero él aguanta las bromas y decide dejarla en el banco del vestuario
pensando: “seguro que mientras me ducho y me visto el hielo se habra derretido del todo y el agua tendra una
temperatura adecuada para beberla”. Entonces, Quique, el listillo de clase, le comenta: “hombre, como el
termometro del vestuario marca 30°C, la ley de enfriamiento de los cuerpos de Newton dice que la temperatura
del agua, en grados centigrados, después de t minutos viene dada por la funcién
f(t)=30-Ae™
donde A y k son constantes a determinar”.

a) Manuel entra a la ducha cuando el hielo ya se ha deshecho y el agua esta a 0°C. Si tarda 20 minutos en estar
aseado y vestido y entonces el agua esta a unos 5°C, ¢ podra calcular con la ayuda de Quique los valores de Ay ky
saber, cuanto tiempo debe esperar para que el agua alcance los 10°C y poder beberla?

b) Suponiendo que dejara en la botella una parte del agua a 10°C, ;qué habra pasado con la temperatura si alguien
la encuentra al cabo de 1000 afios?

a) Inicialmente la temperatura es de 0°C, por tanto f(0)=0=30-Ae™*°*=0=A=30=f(t)=30-30e™".
Para calcular k : f(20)=30-30e % =5 = k =0,01= f(t) =30-30e%""".

Para que la temperatura alcance los 10°C debe verificarse: f(t)=30-30e"' =10 = t = 40 minutos y medio.

b) f(1000)=30-30e """ = 29,998 638 ..., es decir se acercard mucho a la temperatura ambiente de 30°C, pero
no lo alcanzara, ni siquiera, en mil afios pues su comportamiento es asintético.
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Intenciéon de voto

Marina y Jorge han terminado hace unos meses sus estudios universitarios de periodismo y estadistica,
respectivamente, y estan trabajando en practicas en una empresa de comunicacion.

A los dos meses de trabajar en la empresa, les encargan la realizacion de una encuesta de intenciéon de voto en
la ciudad de Nueva Mangancia. Alli, llevan varias semanas con noticias relacionadas con casos de corrupcion
en el Ayuntamiento. Marina le dice a Jorge “Esta es nuestra ocasion para demostrar que somos unos buenos
profesionales. Es un caso muy importante y el director confia en nosotros”. Jorge esta de acuerdo y contesta
“Entre los dos elaboramos las preguntas, tu te ocupas de elegir la muestra y encuestar a las personas y yo de
analizar los datos”.

Una vez hecho el trabajo de campo, los dos becarios tienen la siguiente informacion:
En Mangancia hay 100 000 vecinos con derecho a voto.

El apoyo de los vecinos al partido gobernante esta decreciendo de forma exponencial, de manera que en un
mes ha descendido la intenciéon de voto al mismo del 35 % al 10 %.

El principal partido de la oposicion ha aumentado de forma lineal su intencion de voto, que ha pasado, en los
mismos 30 dias, del 15 % al 20 %.

Un nuevo partido que era minoritario en la Corporaciéon, ha aumentado de forma espectacular su apoyo
pasando del 5 % al 25 % en el mismo periodo de tiempo. Ayuda a la pareja de amigos a analizar los datos y
contesta:

Si la evolucion de la intencion de voto sigue igual, ¢ cuales seran los resultados que obtendran los tres partidos
en las elecciones anticipadas que se celebraran dentro de dos meses?

Para el partido gobernante, elegimos una funcion exponencial del tipo f(t) = Ae® donde t es el nimero de meses.
Como f(0) = 35, f(0) = Ae ¥'= A = 35 = f(t) = 35e ™.
Como f(1) =10, (1) =356 ®'=10 = B = 1,25 = f(t)=35¢ .

Asi pues, con esa tendencia, en dos meses la intencion de voto al partido gobernante sera del f{(2) = 35622 =287 %.

Para el principal partido de la oposicidon asociamos una funcién lineal g(t) = at + b.
Como f(0) =15y f(1) = 20, obtenemos que a=5y b =15 por lo que g(t) = 5t + 15.
Si se mantuviera esa tendencia lineal, al cabo de dos meses, la intencion de voto seriadel g(2) =5 -2 + 15 =25 %.

Respecto al nuevo partido, si su crecimiento fuera exponencial obtendriamos la funcion f(t) = 56"

dos meses, la intencion de voto seria del h(t) = 5¢"2 =123 %, lo cual no tiene sentido.

, por lo que al cabo de

Si, por el contrario, su crecimiento fuera lineal, seria h(t) = 20t + 5 y nos daria un valor, después de dos meses, del

h(2) =20 - 2 + 5 =45%, que es un resultado mas realista.
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AUTOEVALUACION

Comprueba qué has aprendido

1.

Determina el signo y la simetria de las funciones:

a)

a)

b)

_X*+2x7 +4x

F()=——7— b) g(x)=x* -4

3 2
f(x) = w; fno es par pues existe f(—1) y no existe f(1).

f(x) no es impar pues, por ejemplo, f(2) =24 y f(-2) = _—2 :% asi que no se verifica en general que

F(x) = —F(~x).
X(x? +2x+4)

1 y como X+2x+4>0 para cualquier x basta estudiar el
X -

Para estudiar el signo se escribe f(x) =

signo de h(x) :ﬁ . Asi pues, si x< 0, h(x) >0, o sea, f(x) > 0.
Si0O<x<1, h(x) <0, es decir, f(x) < 0. Finalmente si x> 1, h(x) > 0, f(x) > 0.
Resumiendo: fes positiva en (-, 0), negativa en (0, 1) positiva en (1, +o) y f(0) = 0.
g es par pues g(x) = g(—x).

g es positiva en (-o, —2) y en (2, +) y negativa en (-2, 2) siendo g(2) = g(-2) =0.

Sean las funciones f(x)= x* — 3x y g(x) = x°.

a)
b)

c)

a)

b)

c)

Halla la simetria de las funciones f, g, f+ g y fg.
La suma de dos funciones impares, ¢ sera siempre impar?

El producto de dos funciones impares, ¢;sera siempre par?

(f+9) (x):x5+x3—3x;fg(x):x8—3x6

Asi pues, fy g son impares (polinomios con s6lo exponentes impares)

f+ g es impar (polinomios con s6lo exponentes impares)

fg es par (polinomios con sélo exponentes pares)

Si, pues si fy g verifican f(x) = -f(—x) y g(x) = -9 (—x), entonces:

(F+g)(=x) = f(=x) + g(=x) = —f(x) — g (x) = (F+ g)(X).

Si, pues fg(-x) = f(-x) g(-x) = fg(-x) = f(-=x)g(-x) = [-F(x)][-g(x)] = f(x)g(x) = fg(x)

Calcula el valor de a para que el vértice de la parabola y = ax® + 6x — a, esté situado en el punto de abscisa

X =

1.

La abscisa del vértice viene dada por 2ax+ 6 =0, x = _3 que valdra 1 si a=-3.
a

Determina la simetria, los puntos de corte con los ejes y el signo de la funcion f(x) =+4-x? .Esboza su
grafica.

f(=x) =4~ (~x)* =4 —-x* = f(x) por lo que la funcion tiene simetria par. Y
Cortes con el eje Y: x=0, y =2 (s6lo admitimos la raiz positiva Punto A(0, 2) / 1 A
Cortes con el eje X: y =0, x=22. Puntos B(-2, 0) y C(2, 0). 0 1 X

La funcién siempre es positiva, por definicion, en todo su dominio D(f) = [-2, 2].
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10.

3_Ey2
Determina todas las asintotas de la funcién racional: f(x)= X 5x7 16X

x2-9
3 _Ey2 _ _ _
F(x)= x° —5x*+6x _ x(x-2)(x-3) _ x(x-2) Sixz3.
x*-9 (x=3)(x+3)  (x+3)
Como Iirfr;i f(x)=—o0; Iir:r; f(x) =+, la recta x = -3 es una asintota vertical.

Como Iir[1 f(x)=—0 y lim f(x) =+, no tiene asintotas horizontales.

Si tiene asintota oblicua porque cumple la condicién de los grados:
3 Ey2 _
f(X):M: X—5+M: X—-5+ 15
x?2-9 x?2-9 X+3

.Larecta y = x — 5 es asintota oblicua.

Determina los valores de my n para que la funcién trigonométrica f(x) = m+ sen(nx) tenga un maximo

relativo en el punto A(r, 3).

f'(x) = ncos(nx) = f'(n) = ncos(nn) = 0 de donde n= %+ k donde k es un numero entero.

Ademas k debe ser par, pues entonces la funcion f(x) alcanza un maximoen x=nx , sen((%vu kj nj =1ym=2.

Representa la funcién f(x)=[cos x| para valores de x en el intervalo [0, 2] .

Y

1
1

x|

—
0 n

4

T

¢Tiene asintotas verticales u horizontales la funcion f(x)=In(e* +1) ?

Tiene la asintota horizontal y = 0, por la izquierda, pues lim f(x)=0.

No tiene asintotas verticales pues D(f)=RR .
Halla la derivada de la funcién f(x)=arctg(e ™).

efx+1

FX) =gz

Sea fla funcioén definida en (0, + ) porla formula f(x)=2x+3-Inx . Seiiala las afirmaciones correctas:

a) fes una funcién impar. c) ftiene una asintota vertical.
b) ""01 f(x)=3 d) La grafica de fes siempre creciente.

a) f(—x) #— f(x) por lo que la afirmacion a) es falsa.
b) le f(x)= XIEQ (2x+3-Inx) =+

c) Como se ve en el apartado anterior la funcién tiene la asintota vertical x = 0, por lo que la afirmacion c) es
cierta.

2x -1

d) Como f'(x)= =0=x =% yfi(x)<0si0<x g% y f'(x)>0six >% la funcién no es siempre creciente

por lo que la afirmacién d) es falsa.
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Relaciona y contesta

Elige la unica respuesta correcta en cada caso

1.

La recta tangente a la curva f(x) = -0,5x + 2cosx — 1 en el punto de abscisa 0 es:

A x+2y-2=0 B. y=x+2 C. x—-y+2=0 D. y=2

f'(x)= —%—ZSen x = f'(0)= —% por lo que su recta tangente tiene pendiente —% . La respuesta correcta es la A.

Si f(x)=|x*-3x+2|, entonces:

A. fescrecienteen R. C. fpresenta un maximo relativo en el punto de abscisa g

B. fno es siempre positiva. D. fno tiene ni maximo ni minimo absoluto en R .

x2-3x+2 si x<1

f(x):|x273x+2 =1-x2+3x-2 si 1<x<2 .En1<x<2, f(x)=-2x+3=0=> x:% y f(x) pasa de
x2-3x+2 si x>2

creciente a decreciente, luego hay un maximo relativo. La respuesta correcta es la C.

3
Si f(x)= :—+;I , entonces:
+X

. Larecta x =—1 es una asintota vertical de .

A

B. La grafica de f no tiene asintotas.

C. La gréfica de f nunca corta sus asintotas.
D

. ftiene tangente horizontal en el punto de corte con el eje de ordenadas.

f(x) no tiene asintotas verticales porque nunca se anula el denominador por lo que la A es falsa.

Ademas lim f(x) = lim f(x) =0 por lo que tiene la asintota horizontal y = 0, con lo que la B es falsa.

La funcién pasa por el punto (—1, 0) que pertenece también a la asintota y = 0, por lo que la C es falsa.

. L . , —x5 —4x3 +3x? ,
Finalmente la funcion corta al eje de ordenadas en el punto (0, 1) y como f'(x) = ﬁ =f(0)=0 la
1+ x

tangente en (0, 1) es horizontal. Por tanto D es cierta.

Seiiala, en cada caso, las respuestas correctas.

4.

Sea la funcién f(x)=xe* —-1. Entonces:
A. Paratodo xde R, f'(x)=(x+1)e* C. lim f(x) = +o0

X—>+00

B. fes creciente en [—% +ooj D. lim f(x)=-o

f'(x) = e® + 2xe® = (2x + 1)e** con lo la A es falsa.
f'(x)=0six=- % .Six> - % , f'(x) > 0y fes creciente, asi que B es verdadera.

lim f(x) =+, por lo que la C es verdadera.
X—>+0

X—>—00 X—>+00 X—>+o0

lim f(x) = lim (~xe > -1) = lim tk%} =-1 pues lim Lzz 0 ya que la curva y = € crece mucho mas rapido
e Xx—>+0 @<X

que y = x. Asi que la D es falsa.
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Para todo x mayor que 3 consideramos la funcion f(x) = In( X +;) Entonces:
x -
, xX-3 .
A. f'(x)= C. fes decreciente en (3, +o).
x+1
B. Paratodo x > 3, f(x) > 0. D. lim f(x)=1

X—>+0

-1 1
Aesfalsapuesf’(x):(XHJ [XH] :(X_BJ 4 ~ == 4
X-3 xX-3 X+1 (x-3) (x+1)(x-3)
Si x> 3, x+1 >1, con lo que In[XJr
x-3 X+

;j >0 yla B es verdadera.

Si x> 3, f'(x) <0, con lo que fdecreciente y la C es verdadera.

lim f(x) = lim In(XJr1 =In| lim x+1 =In1=0 porlo que la D es falsa.
X—>+0 X—>+o0 xX—3 X—>+0 X — 3

Elige la solucion correcta entre las dos afirmaciones dadas.

6.

Sea f una funcién con tangente en todos sus puntos. Elige la relacién correcta entre las dos afirmaciones
siguientes:

1 Latangente ala curva y = f(x) en el punto de abscisa 1 es horizontal.
2. Lacurva y=f’'(x) corta al eje de abscisas en el punto A(1, 0).
A. 1 =>2pero 241 C.1e2

B. 2=>1pero 152 D. 1y 2 se excluyen entre si.

1 nos dice que f'(1) =0 y 2 nos dice que f' pasa por (1, 0), es decir, f'(1) = 0. Asi pues la respuestaesla C: 1 < 2.

Senala el dato innecesario para contestar

7.

Queremos saber si la tangente a la curva f(x) = ax’+ bx* + cxenel punto de abscisa 1 forma triangulo con
el eje de abscisas y la recta y = 3x — 1 y nos dan los siguientes datos:

1. Elvalorde a 2. Elvalorde b 3. Elvalordec
A. Puede eliminarse el dato 1. C. Puede eliminarse el dato 3.
B. Puede eliminarse el dato 2. D. No puede eliminarse ningun dato.

f(x):ax3+bx2+cx, f’(x):Sax2+2bx+c, f'1)=3a+2b+c

Los datos a, b y ¢ no pueden eliminarse pues influyen en la pendiente de la tangente en (1, f(1)) , que podria, de

eliminarse alguno, ser 0 o0 3, y por tanto, ser dicha recta paralela a alguna de las dos anteriores. La respuesta
correcta es, por tanto, la D.
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