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8 Derivadas

EJERCICIOS PROPUESTOS

1y2. Ejercicios resueltos.

3. Parafix) =x*-1 y con ayuda de la calculadora, halla:

a) TVMf[1, 100] c) TVMfF[1, 2] e) TVMf[1;1,01]
b) TVMf[1, 10] d) TVMf[1;1,1] f) TVMF[1;1,001]
¢A qué valor se acercara TVMf[1; 1,0001]? ;Cual sera el valor de TVIf(1)?

£(100)— (1) _ 9999 -0 _

a) TVMf[1100] = _ 101
1001 99
b) TvMf[110]="TA=1)_99-0
10-1 9
o) TvMmr[12]=@=0) _3-0_4
21 1
@) Tvmr < A0 _021-0
-1 01
e) Tvmf[t101="1ON=F0)_00201-0 _,

101-1 0,01

f(1001)—f(1)  0,020001-0

f) TVMf[11001]= -
10011 0,001

=2,001

Es claro que TVMf[1 1,00001] se acerca a 2:
f(100001)— (1) _0,0000200001-0
1,00001-1 0,00001

TVM f[11,00001] = =2,00001—2

TVI (1) = lim

h—0

= lim =lim(h+2)=2

h—0 h >0 h h—0 h h—0

fa+m)—f1)  (1+h)’=1-0  h?+2h h(h+2)
h =lim =lim

11-7 4 1-7 4

En el dltimo mes:

TVM[10,11] = f(1111)‘:g0) = 1080;1090 =-10; TVMg[10,11] =

g(11)-g(10) 1050-1040
11-10 1

10

b) Es mas rentable el fondo de la grafica inferior.
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4. La grafica muestra la evolucion de dos inversiones en dos fondos 1
diferentes y en distintos momentos. 1080 .
a) ¢Cual es la TVM de cada uno de los capitales desde el inicio? ;Y en los c(®© /
Ultimos 4 meses? ¢ Y en el Ultimo mes?
b) ¢Puedes decidir qué fondo es mas rentable? 1040 —
Llamando t a los meses transcurridos desde el comienzo del estudio, fa
la funcién superior y ga la funcién inferior: 1000
a) Desde el inicio: EFMAMJJASON
TVMf[0,11]: f(11)—f(0) _ 1080 -1050 —273: TVMg[4,11] _ g(11)—g(4) _ 1050-1010 — 571
11-0 11 11-4 7
En los ultimos cuatro meses:
TVMf[7,1‘I] _ fA1)-f(7) _ 1080-1080 —0: TVMg[7,11] _ g(11)—g(7) _ 1050-1030 _5
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5y 6. Ejercicios resueltos.

7. Calcula las derivadas de las siguientes funciones en los puntos que se indican.
a) f(x):xz, en x =—, c) f(x)=x3+x2, enx=1
b) fix)=3x’+4 enx=4 d) fix)=x"+5x -3, en x = 1

f(-2+h)-f(-2) (-2+h)'~(-2)° . 4-dh+n?-4 . h(h-4)

) 1= -y (IR Sty D))
- 3(4+h) +4-(3-4°+4 3(64+48h+12h*> + h®)+4 -196
b) £(4)= lim f(4+h) f(4):Iim (4+h) +4—( + )=Iim (64 +48h+ +h*)+ _
h—0 h—0 h h—0 h
3h(48-+12h + h?)

=lim
h—0

=lim 3(48+12h+h?)=3-48 =144
h—0

(1+h) +(1+h)* = (£ + ) (1+3h+3h% + h°)+(1+2h +h?) -2

F(1+h)—F(1)
h

c) f(’I):LILr(l) :Lm p =lim p =
h(5+4h+h?
=lim Qzlim (5+4h+h2):5
h—0 h h—0

d) Flt)=lim F(Aeh)—F(-1) o (1+h) +5(A4h)-3-(-7) _ (1-2h+h*)-5+5h+4

h—0 h h—0 h h—0 h

i DBy (34)-3
h h—-0

h—0

8. Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a las siguientes curvas en los puntos indicados.
a) f(x)=x2+x—2,enx=1 c) f(x)=x3,enx=2

b) fix)=2x"-x,enx=4 d) fix)=x>+2x, en x= -1

Como la ecuacién de la recta tangente en el punto (a, f(a)) es y—f(a) = f’(a)(x—a), en cada caso se debe
calcular f(a) y f'(a).
(1+h)2+(1+h)—2—0 (1+2h+h*)+(1+h)-2

a) f(1)=0y f(1)=lim - = lim - -3

La ecuacion de la recta tangente en x =1 es y—0= 3(x— 1). Simplificando: y = 3x- 3.

2(4+h)2—(4+h)—28_"m h(15+2h)
- h

h h—0

b) f(4)=28y f(4)=lim =15

La ecuacion de la recta tangente en x =4 es y — 28= 15(x — 4). Simplificando: y = 15x — 32.

(2+h)°-8 . (8+12n+6h+h)-8

h—0 h

¢) f2)=8y f'(2)=lm =12

La ecuacion de la recta tangente en x =2 es y — 8 = 12(x — 2). Simplificando: y = 12x— 16.

(—1+h)3+2(—1+h)—(—3):”m h(5—3;’h+h2):5

h h—0

d) f-1)=-3y f(-1)=lim

La ecuacion de la recta tangente en x = — 1 es y+3= 5(x + 1).Simplificando: y = 5x + 2.
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10.

1.

12.

Copia y completa la siguiente tabla para la funcion f(x) = x*ena=1.
h 1 0,5 0,1 | 0,01 | 0,001
f(a+h)-f(a)
h
A partir de los resultados de la tabla, ¢ cual podria ser el valor de la derivada de la funcién fen el punto de
abscisa x=1?
h 1 0,5 | 01 0,01 0,001
f(1+h)—f(1)
E— 7 | 4,75 3,31 | 3,0301 | 3,003
Observando los datos de la tabla se podria deducir que f'(-1) = 3.
Ejercicio resuelto.
Aplicando la definicion de derivada, obtén la derivada de las siguientes funciones.
a) f(x)=(x-1)° b) f(x)=— c) f(x)=+/x
X
f(x+h)-f h—1) —(x-1)° 24 2 X 2h-x?+2x—
a) F(x)=lim (x+h)-f(x) _ - (x+h=1)"—(x-1) i X+ 14 2xh—2x - 2h - x* + 2x 1 _
h—0 h h—0 h h—0 h
. h?*+2xh-2h . h(h+2x-2)
= lim =lim ( ):I|m(h+2x—2):2x—2
h—0 h h—0 h h—0
1 1
f h)-f Ty - h - _
b) Fx)=lim (M FO) s xeh xpy X2 D) h o —1 1
h—0 h h—0 h >0 h(x+h)x >0 h(x+h)x h>0 (x+h)x x?
¢) F(x)=lim f(x+h)—f(x)_"m \/x+h—\/;_"m (\/X+h—\/;)(\/x+h+\/;)_ . x+h-x
s "o h T p(Jxrh ) " h (v h+x)

. 1 Jx
=lim =

1 -7
n-o (\/me/;) 2/x  2x

Obtén las funciones derivadas de las funciones f(x)=x? y g(x)= x?+1. Dibuja las graficas de fy g, y

observa como son las tangentes en puntos de igual abscisa. ¢Confirma tu calculo anterior dicha
observacion?

(x+h) - x2 h? + 2xh N W
F(x) = lim —lim X0 _ oy SN B I
h—0 h—0 h RS \ I'

, . (X+h)2+1—(X2+1) . X2 4+2xh+h? +1-x2 -1 \\\\ \ /

g(x):!}nl?J p :Ln;r(]) p =2x R\ "./
\\ | - ’.,
0 '1 N\, X

Las rectas tangentes en puntos de igual abscisa son paralelas, ya que las ,7',"'\ N
pendientes en ambos casos son 2x. i N

Unidad 8| Derivadas S
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13. a) Deduce la derivada de f(x) :%.
X —

b) ¢Hay algun punto en la curva y =f(x) en el que la tangente sea horizontal? ;Y en el que la tangente tenga
pendiente positiva?

1 1
fx+h)—f(x) o xth-1 x-1_u X-1-(x+h-1) —1 1
= =lim =lim =- 5
h h—0 h >0 h(x+h-1)(x-1) 0 (x+h-1)(x-1) (x—1)

a) f'(x)= L'_TJ

b) Como la derivada es siempre negativa, no hay ningun punto en que la recta tangente sea horizontal o de
pendiente positiva.

14. Halla el punto de la grafica de la funcién f(x)=x2— 5 en el que la tangente es paralela a la recta y =4x+ 3.

(x+h)2—5—(x2—5) —im 2xh + h? _

h h—0

2x

f'(x) = m
Para que la recta tangente sea paralela a y =4x + 3 debe ser f’(x) =4 ,esdecir,2x=4, x=2.

El punto de la grafica es P(2, f(2)) =P(2, —1) y la ecuacion de la recta tangente es y + 1 =4(x — 2).

15. Calcula las derivadas sucesivas de la funcion f(x) =x* hasta que obtengas la funcién idénticamente nula.

f(x+h)—f h)’ - x® X* +3x%h+3xh? + h®) - x> h(3x?+3xh +h?
P —tim TEEMZTO) e (b= )= i 1 ) 3
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
f'(x+h)-f 3(x+h)’ -3x2 2 2_3x2 h(6x +3h
F1(x) = lim (x+h) (x): i (x+h) -3x im 3 A6xh+ 307 -3 (6x+ )=6x
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
. f"(x+h)-f"(x) . 6(x+h)-6x . 6h
f"(x) = lim ( )= ):hm ( ) =1lim 6—=6
h—0 h h—0 h h-0 h
Al ser f"(x) constante, la cuarta derivada sera nula: f)(x) = lim x+m=1"0) _ lim 6-6_ (0]
h—0 h h—0 h
16. Observa la siguiente grafica. Teniendo en cuenta que las rectas trazadas son v
tangentes a la funcion f(x), halla los valores de la derivada de f en los puntos de i il
abscisas x=-2y x=4. ST
2,5 4 ~
f'(-2)=—=—=125 f'(4)=—=13
(-2)== (4)=3
17. Ejercicio interactivo.
18 y 19. Ejercicios resueltos.
20. Calculalas derivadas de las funciones siguientes:
1 1
a) f(x)=x° b) f(x)=—7 c) f(x)=Ax d) 1(x)=-5
3 33 31 3
a) f'(x)=3x? c) f(x)=x*=f(x)==x4 ==x4=—H
) () R
b) f(x)=x?=f(x)=-2x2"=-2x7 = _2 d) f(x)= x_% —>f’(x):—§x_%_1 :—Ex_g ___3
x° 2 2 2x\x

Derivadas | Unidad 8 227



SOLUCIONARIO
[] o J n

228

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Calcula la pendiente de la tangente a la curva f(x) = Yx enel punto de abscisa 8.

La pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa x=8 es m = f’(8). Se calcula la derivada de la funcién
1

= i es la pendiente pedida.
33 x?

1
Taifer 12

f(x)=%x = x" ysuvaloren x =8, f(x) :%x*z/3 = =f'(8)
Calcula la pendiente de la tangente a f(x) = €* en el punto de corte de esta con el eje de ordenadas.

El punto de corte de f(x)=e* con el eje de ordenadas es P (0, e°) =P (0, 1) . La pendiente de la tangente en

dicho punto es f'(0), porlo que: f'(x)=e* = f'(0) =€ =1.

¢ Como son las rectas tangentes a las curvas f(x) =Inx en P(1, 0) y g(x) =sen x en Q(0, 0)?

Se calcula el valor de la derivada correspondiente en sendas abscisas:

F(x)=Inx = F(x)=— = F (1) =1 =1

g(x)=senx=g'(x)=cos x = g'(0)=cos 0 =1

Las tangentes tienen la misma pendiente y, por tanto, son paralelas.

¢En qué puntos de la grafica de f(x) = x', con tun numero positivo e impar, la recta tangente a la grafica es
decreciente, es decir, tiene pendiente negativa?

Su derivada es f'(x)=tx""" y, como t es impar, t - 1 es par, por lo que x''es no negativo. Por tanto la pendiente
nunca sera negativa.

Ejercicio resuelto.

Deriva las siguientes funciones.

a) f(x)=x*x? c) f(x):i e) f(x)=xtgx
Vx
3
b) f(x)=vx d) f(x)=(cosx)z f) f(x)=In(x*-1)
4 42 2 ' 3 ' 3 3 3
a) f(x)=x*x?=x>=f"(x)=2x d) f(x)=(cosx)2 :>f(x):§(cosx)2 (—senx):—Esenx\/cosx
1 1 14 01 2 , ,
b) f(x)= Jx = x* :>f’(x):zx4 :ZX4: — e)f(x)=xtgx = f'(x) =1-tgx + x(1+tg°x) =tgx + x + xtg>x
4 x
x 2 1 24 1 2 1 1 2x
f = _—x2 f' =—X2 =—x2=— f =1 2_1 f' = 2X = ——
c) f(x) Nl (x) 2 = f) f(x)=In(x*-1)=f"(x) X =
Halla las siguientes derivadas.
x*+1 x?
f = b f = f =
a) f(x) senX+—— ) f(x) o c) f(x) o
1 , ' 2 senx
a) f(x)=senx+(cosx) = f'(x)=cosx—(cosx) (cosx) =cosX+—
X
2x(x?-1)—(x*+1)-2
o 1 ZEN )2

(x2—‘l)2 (x2—1)2

_ 2xe* —x’e*  2x-X*

@

c) f'(x)

Unidad 8| Derivadas S
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28. Actividad interactiva.

29y 30. Ejercicios resueltos.

31.

32.

33.

34.

35.

Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones.
a) f(x)=x>-6x+8 b) f(x)=x*-6x>+9x-8 «¢) f(x)=x(x-2) d) f(x)=(x-1)
a) Como f'(x)=2x-6>0 six> 3, lafuncién es creciente en (3,+x) y decreciente en (—0,3).

b) Como f'(x)=3x*>-12x+9 es una pardbola concava hacia arriba que corta al eje de abscisas en x =1y x =3,

la funcién es decreciente en (1, 3) y creciente en (-0, 1)U (3,+0).
c) Como f'(x)=2x-2>0 six>1,lafuncién es creciente en (1,+x) y decreciente en (—,1).

d) Como f'(x)=2(x-1)>0six>1, lafuncion es creciente en (1+w») y decreciente en (—,1).

La curva de ecuacioén y = X+bx+c pasa por el punto P(-2, 1) y alcanza un extremo relativo en el punto de
abscisa x =-3. Halla los numeros by c.

Planteamos un sistema de ecuaciones:
Como la curva para por P(-2, 1) tenemos que 1 =4 — 2b+c.
Y como la derivadaf’'(x) =2x+b se anula en x =— 3 tenemos que 2(-3) +b =0, luego b=6y c=9.

La ecuacion de la curvaes y = X+6x+9.

Calcula el valor maximo y minimo de las siguientes funciones en los intervalos indicados.

a) f(x)=3x>-xen[-3,5]b) f(x)=(x-1)(x-2)en[0,3] ¢) f(x)= Len [15]d) f(x)=+xen[4,9]
X

a) f'(x)=6x-1=0si x = 1 f(=3)=30, f 1 = —i, f(5) = 70. El valor minimo es 1 y el maximo es 70.
6 6 12 12

b) f'(x)=2x-3=0 si x :% f0)=2, f[%]:—%, f(3) = 2. El valor minimo es —% y el maximo es 2.
c) fi(x)= ,iz es siempre negativa y, por tanto, la funcion es decreciente. En [1, 5], el maximo lo alcanzara en
X

x =1y elminimo en x = 5. Asi pues, el valor maximo es f(1) =1 y el minimo f(5) = %

d) f'(x):L es siempre positiva y, por tanto, la funcion es creciente. En [4, 9] el valor minimo es f(4) =2 y el

20x

maximo f(9) = 3.

Halla el valor de a para que el minimo de la funcién f(x) = x*+2x + a sea igual a 8.

f’(x) =2x+2=0 six=-1, por lo que el vértice de la parabola esta en el punto de abscisa x =-1.

Se pide f(—-1) =8, luego 1 — 2 + a= 8, y se obtiene que a =9.

Ejercicio resuelto.
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36.

37.

38.

39.

40.

Un agente comercial cobra por la venta de un cierto producto una comisién dada

2

por: C(x) =100 + XX _
100 1000

la cantidad que habra de vender para que la comisiéon sea maxima.

,donde x representa la cantidad en miles de € de la venta efectuada. Determina

C'(x) = 1 X = S—x =0 si x = 5. Como la parabola es concava hacia abajo, en x = 5 hay un maximo.
100 500 500
Debe vender 5000 €.

Eduardo dispone de 400 m de alambre con los que quiere vallar un campo rectangular aprovechando que
un rio hace ya de valla en un lado. ; Como debe hacerlo para cercar la maxima superficie?

Si los lados perpendiculares al rio miden x metros, el lado paralelo R
al rio debe medir 400 — 2x y el area del rectangulo sera
A(x) = x(400 — 2x). La parabola alcanza el maximo cuando x = 100 X X
y, por tanto, abarcara una superficie de 20 000 m?.
400 - 2x

Los lados deben medir: 100 m los perpendiculares al rio y 200 m el otro.

Se quiere escribir un texto de 81 cm”en una hoja. Si debe haber 2 cm de margen en cada lateral y 3 cm
arriba y abajo. jcuales son las dimensiones de la hoja de menor area?

Se llama x a la altura la hoja e y al ancho (ambas medidas en centimetros) i3
Se pide minimizar el area, es decir xy.
La relacién entre x e y viene dada por (x — 6)- (y —4) = 81.
. . - 81 81 2 2| x
De la expresion anterior se despejay: y—-4=———>y = +4.
X-6 X-6
o I 81 81x 4x2 +57x
La funcion a minimizar es: f(X)=xy =X| —+4 |=——+4xX=——
Xx-6 x-6 xX-6 'IV3
8x+57)(x—-6)—(4x*+57x 2_ -
Y su derivada es: f'(x) = ( N ) 2( ) _ AxT - 48x 2342 .
(x—6) (x—6)

Igualando la derivada a cero se obtiene que 4x*> —48x-342=0= x=6 i%\/g .

Se rechaza la solucion negativa y se obtienen que para que la superficie de la hoja sea minima la altura debe

medir x = 17,02 cm y el ancho y = %+4 =11,35 cm. El area de la hoja sera de 193,18 cm?.

El coste, en €, de fabricar x televisores es D(x) = 200x + x*, con 0 < x<80 y cada televisor se vende a 300 €.
a) ¢Qué funcién da los beneficios de la venta de x televisores.

b) ¢Cuando se obtiene el maximo beneficio y cual seria este?

a) Si fabricamos x televisores ingresaremos 300x € y los costes seran de 200x + X €, asi pues, la funcion que nos
da los beneficios en funcion del numero de televisores fabricados y vendidos es:

B(x) = ingresos — costes = 300x —(200x + x*) = 100x — x*

b) B'(x)=100-2x, por lo que la derivada de la funcion se anula en x = 50. Luego se obtendran maximos
beneficios fabricando 50 televisores y seran de 2500 €.

Actividad interactiva.

41 a 47. Ejercicios resueltos.
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EJERCICIOS
Tasa de variaciéon

48. En cada caso, calcula la tasa de variacion media en el intervalo dado.

a) f(x)=3x*+x en [-2, 4] e) f(x)=vx*-4 en[8, 12]

b) f(x) =5 en [-500, 317] f) fo=—— en [0, 6]
X+2

c) f(x)=4x-5 en [-3, 0] g) f) =>4 en [-5, 5]

d) f=2x"-6x>+x en[1,5] h) f(x)= z& en[-1, 1]
X°+2

a) TVMF[-24] f(4)-f(-2) _52-10 _42 _

4-(-2) 6 6
f(317)-f(-500)  5-5 0

b) TVMf[-500,317]= 0

317-(-500)  317-(-500) 817

)-8 _(40-5-[4(3 5] (-5)-(-113)
3

©) TVMF[-3,0]==" =) s

d) TVMf[1,5]:f(ss)—f(1):(2'54‘6'53+5)‘(2'14—6’13+1):505—(—3)

-1 4

=127

TV f[a 2] - [12=F®) 12 -4 —V&"-1_ 140 60 _2J35-215 _ 36 /15

e) - =102
12-8 4 4 4 2
6 0 3.,
f) TVMf[O,ﬁ]Zf(G)_f(O): 6+2 0+2 — 4 — 1
6-0 6 6 8

#5)-f(-5) [5°=4-|(-5) -4 121-120 4
o) TVMT[-55]= (5)—(—(5)): 1|o |: 10 5

oo 1
)

f)—F(=1)  F+2 (-1
1-(-1) 1-(~1

h) TVMf[-11]= 5 3

49. Se estima que dentro de t afios, la tirada de un peri6dico local sera C(t) = 50£* + 100t + 2000 ejemplares.
a) Calcula la tasa de variacion media en los proximos 3 afios.

b) Halla la tasa de variacion instantanea en el tercer afio.

C(3)-C(0) (50-32+100-3+2000)(50-0%+100-0+2000)
: -

a) TVMCJ[0,3]=
) [0.3] -0 3

= 250 ejemplares/afio

B 50(3+h)’ +100(3 -+ h) +2000 |~[50-3% +100-3 + 2000
b) TVIC(3)=MC(3+/7) C(3)="m[ (3+h) (3+h) ]-[ I

h h—0 h
2
= lim w = lim (50h +400) = 400 ejemplares/afio
h—0 h—0
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50. Considera la grafica de la figura y contesta a las siguientes preguntas. Y| /
a) ¢Entre qué parejas de puntos consecutivos es negativa la tasa de variacion media? V= f(x) /
b) ¢Entre qué pareja de puntos consecutivos es maxima la tasa de variaciéon media? }‘/
aaN
c) ¢Entre qué pareja de puntos consecutivos esta mas proxima a 0 la tasa de variacion AN
media? . N
1/
0/1abc | dX
a) La TVMes negativa entre ay by entre by ¢, ya que f(a) >f(b) y f(b) >f(c).

b) La TVM es maxima entre c y d, ya que f(c) < f(d) por lo que su TVM es positiva.

c) La TVM es mas cercana a cero entre ay b, ya que su valor esta entre -1 y 0.

Derivada de una funcién en un punto

51. Aplicando la definicién de derivada, halla la derivada de las siguientes funciones en los puntos indicados.

a) f(x):x2—1enx:1 c) fx)=2x+1enx=3
b) f(x):L enx=0 d) f(x):x/; enx=1
x+1
2
a) F(t)=tfim (MO (+h) =120 h(A+2) (h+2)=2
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
L
b) £(0)=lim FN)-FO) oy ety 120D 1
h—0 h h—0 h h—0 h(h+1) h»o( +1)

o) @) =lim [CHN-TE) o 26+m+1-7 20 oo
h—0 h—0 h h—>0 h h—0

&) ray=tim (AEDFO o Vet ren 1) 1+h+1)—|im 11y — 1
0 h o h 0 p(1eh) "0 h(VieheN1) 0 (Ve et) 2

52. Latangente ala curva y =f(x) en el punto P(2, 3) pasa también por el punto Q(-1, 0). ¢ Cuanto vale f'(2)?

f'(2) es la pendiente de la recta tangente por P(2,3). Calculamos la ecuacion de la recta, y =mx+n, que pasa por
3=2

esos dos puntos:{ m+n =>m=1,n=1.Asipues, f'(2)=m=1.
O=-m+n

Funcion derivada

53. Observa las dos graficas siguientes vy Y Y
contesta razonadamente si puede ser la
funcién g(x)la derivada de la funcionf(x). y=Fx) y=g(x)
La funcién f(x) es decreciente en (-, 0) y, por 0 % X 0 X

tanto, su derivada debe ser negativa en este
mismo intervalo, pero g(x)es positiva en (-0, 0).
Asi que g(x) # f(x).
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54.

En cada caso, utiliza la grafica de f para estimar el valor de la derivada en los puntos indicados y, a
continuacion, esboza la grafica de la funcién y =f'(x).

a) f'(2),f'(3) b) f'(=2),f'(0), f'(2) c) f'(0), f'(1), f'(4)
a) |Y b) Y c)] Y
f(x] f(x)
0| 4 X 0|4 X 01™q_ X
f(x)

a) f'(2=f'(3)=0 b) f'(x) =1 en todos los puntos c) f'(x) =f§ en todos los puntos

Y Y Y

I
0| 1 X 0 1 X 0 1X

Interpretacion geométrica

55.

56.

57.

Dibuja una posible grafica para y =f(x)si tienes estos datos sobre su derivada:

f'(x) >0 en (1, 3) f'(x) <0 para x<1 y para x>3 f'(x) =0 para x =1 y para x =3
La funcién f(x) debe ser decreciente en (—,1) U (3,+x) y creciente en (1, 3); "
ademas, en x =1y en x = 3 debe tener tangente horizontal. \\ \\
Con estos requisitos, una posible grafica para f(x) es la que se muestra a la derecha: .
o 1 \ X

Dada la curva de ecuacion y =-x* + 26x, calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la misma que
sean paralelas a la recta y = —x.

La pendiente de una recta tangente en el punto de abscisa x =a es m =f'(a). Debe ser igual a la pendiente de la
recta y =—x, es decir, igual a —1. Asi pues, m=f'(a) =-1.

f'(x) =-3x+26 =—1=x=-3 y x=3. Portanto a; =-3y a,=3.
Una de las rectas tangentes pasa por el punto de tangencia P(3, f(3)) = P(3, 51). Su ecuacién es y =—x + 54.

La otra recta tangente pasa por el punto de tangencia P(-3, f(-3)) = P(-3, —-51). Su ecuacién es y = —x — 54.

¢En qué puntos son horizontales las rectas tangentes a la curva f(x) =x-2*+x-2?
Se calculan los valores de x para los que se anula la derivada: f'(x) = 3xX°-4x+1=0six=10 x= 3

Los puntos en los que la recta tangente a la curva es horizontal son P(1, f(1))=P(1, - 2) y

(3]l 2

Derivadas | Unidad 8
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58.

59.

60.

61.

Dada la curva de ecuacion y = e + x, calcula las ecuaciones de las Y
rectas tangentes a la misma que sean paralelas a la recta de la —
figura. " T

7 1 X

La recta de la figura tiene por pendiente m = % Para calcular los puntos

en los que se trazan las tangentes paralelas a la recta del dibujo se

debe resolverla ecuacién -2x +1= % , que tiene por solucién x = % Por

tanto, la tangente que se pide sera y —A = z(x—i]
’ 100 5" 10)

Obtén la pendiente de la tangente a la curva f(x)=3/x? en el punto de abscisa 8.

2
La pendiente m buscada es f'(8) . Se calcula pues la funcion derivada def(x) = Ixt=x3.

2 1 2 . . 2 1
fl(x)==x 3 = la pendiente que se pidees m=f'(8) = =—.
(x) 3 33x yap a P ®) 33Ys 3

Obtén los puntos de la curva y = x° en los que su tangente es paralela a la recta y =12x + 1.

La pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa x = a es m=f'(a), que a su vez debe serigual a la
pendiente de la recta y =12x+1. Asi pues, m =f'(a)=12. Las abscisas de los posibles puntos de tangencia se
encuentran derivando la funcion e igualando la derivada a 12: f'(x) =3x*> =12= x =-2 y x=2. Por lo que los
puntos son P(-2, f(-2)) = P(-2, -8) y Q(2, f(2)) = Q(2, 8).

2
iy . X
Halla la ecuacidn de la recta tangente a la parabola y = 7+1 que sea paralela a la recta y =x + 3.

La pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa x = a es m=f'(a), que a su vez debe ser igual a la
pendiente de la recta y = x+3. Asi pues, m=f'(a)=1. La abscisa del punto de tangencia se calcula derivando la
funcién e igualando la derivada a 1: f'(x)=x=1= x=1. Por tanto, a=1, y la recta tangente y - fla) = m(x - a),

es y—%=1-(x—1).

Derivadas de funciones elementales y operaciones

62.

x +1

Jx

suma de potencias de x. Observa que deben coincidir los resultados.

Halla la derivada de f(x)= de dos formas: aplicando la derivada del cociente y escribiendo f como

1-x/;—(x+1)-%/_ 1
aplicando la derivada del cociente: f'(x)= VX

I

x+1

Jx

Se deriva f(x) =

. : x+1 x 1 2
Ahora se escribe fcomo suma de potencias: f(x) = = =X2+Xx 2.

x Ix Ix

Se deriva la expresion anterior: f'(x) = %[1/2 + (—l) x¥ =1 L x1_ x1

2 “olx 20 2 2xdx
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63. Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) f(x)=x*-2x2+4x+1 f) f(x)=x—Vx+2x
b) f(x)=4x®+3x®-2x*-x g) f(x)=Ux* +2dx° —x?
2 3 1
c) f(x)=-x"+2x*-5x>+7 h) f(x)=7_7+;_3
d) £(x)=6x°—5x° +4x 8 i) f(x):3x2—x+4—%+%
5 4
e) f(X)=%—X?+x-1 i f(x)=%+%—3x+6x2
a) f'(x)=3x"-4x+4 f) f( ):L-L+2
3 2Vx
b) f'(x)=20x*+9x*-4x-1 g) f’(x)=%§/;+3x/;—2x
c) F(x)=-7x°+10x* ~15x h) f’(x)=_%+%_%
' 5 4 . , 5 4
d) f'(x)=36x°-24x*+4 i) f(x)=6x_1+7_F
/ 4 3 . , 4 1
e) f'(x)=x*-2x°+1 ) F(x)=-——-—-3+12x
x® x
64. Deriva los siguientes productos y cocientes.
2 3 2 X
a) f(x)=(x*+x)(5x°+1) g) f(x)=3xVx —2x?cos x m) f(X)=e_X
b) f(x)=(2x4—x2)(x3—5x) h) f(x)=3"senx+xi‘/; n) f(x)=csx::1x
X
. log, x
[ f = XI f :I . [o] f =—2
) f(x)=€*Inx i) f(x)=log,x—senx+x ) f(x) Trsonx
3x*-3 X2 +1
d) f(x)=x(Inx-1)+2 j) f(x)= f(x)=
) f(x)=x(Inx-1)+ i) f(x) o p) f(x) —
x* -2 cos X
f :2X k f = f =
&) 1(x)=2'sen x ) 1= @) (x)-2

2 —
f(x)—LH

Senx + cos X
= f(x)=—————
X2 —x+1 (x)

f) f(x)=sen xtgx ) i

r

a) f'(x)=(2x+1)(5x* +1)+15x*(x* + x) = 25x* + 20x° + 2x +1
b) '(x)=(8x®—2x)(x®>—5x)+(2x* - x*)(3x* —5) =14x°® —55x* +15x?
c) f’(x)=e"|nx+e"l=e"[lnx+lJ
X X
d) f’(x)=1(Inx—1)+xl=Inx—1+1=Inx
X

e) f'(x)=2"In2-senx+2*cosx =2*(In2-senx +cos x)
senx

f) f'(x)=cosxtgx+senx(tg’x+1)=senx+—
cos? x

g) f'(x)= 3\/;+3—X—4XCOSX +2x%senx

2Jx

Derivadas | Unidad 8 5
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f x =3%In3-senx + 3" cos X + 3 +

236

i) f'(x):xllz—cosx+1
i , 6x(x®+1)-3x?(3x2-3) _3x*+9x2 +6x
PO e
(x*+1) (x*+1)
, 2x(x2+x-1)—(x*-2)(2x+1)  x2+2x+2
AP RE. AU NPT
(x*+x-1) (x*+x-1)
) (2x+1)(x* = x+1)—(x*+x-1)(2x-1) 22 +4x
I) f(X): 2 > = 9 2
(x*—x+1) (x*—x+1)
m) f(x)=xe* y f'(x)=e"+xe* =e*(1+x)
Ccany 2
n) f'(x)= sen’x—cos*x _ 1
sen?x sen?x
o) f'(x) X|n2(1+senx) log, x cos x 1+senx—x-|n2-log2x-cosx
(1+senx)? xIn2(1+senx)’
1
, 2x|nx—(x2+1); 221N X — 5 -1
P) f(X): 2 = 2
(Inx) x(Inx)
, -senxe* —cos xe* senx +cos x
q) f(X): 2 =7 P
(e") e
| 1
M f(x)= (cos x—senx) nx—(senx+cosx); _ xInxcos x - xIn xsenx —senx — cos x

(Inx)? x(Inx)?

65. Aplica la regla de la cadena para derivar estas funciones.
k) f(x)=+/senx-x

f (X) = Gx+cosx

a) f(x)=sen(2x) f) f(x)=cos*(5x-3)

b) f(x)=(x*+ 1)15 g) f(x)=sen(senx) )

c) f(x)=e’* h) f(x)=In?(cosx) m) f(x)=1g*(x*+1)

d) F(x)=tg(x*+4x-1) i) f(x):|n(x3x_4x) n) f(x) = sen? (Vx|
e) f(x)=|og3(x2—x/;) Nof( )_1+)|(2X 0) f(x)=log, Y4x*-x+4

a) f'(x)=cos(2x)-2 =2cos(2x)
b) F(x)=15(x*+1)"*-2x=30x(x* +1)"

c) f'(x)=e"""(3x2-1)

d) f’(x)=(tgz(x3+4x—1)+1)-(3x2+4)
’ _ 1 Jox— 1
e) f(X)_|n3-(X2_\/;) [2 2\/;]

f) f'(x)=2cos(5x—3)(-sen(5x —3))-5=-10cos(5x —3)sen(5x —3)
g) f'(x)=cos(senx) cos x

2In(cos x) senx
COoS X

h) f'(x)=2In(cosx)- 0013x -(-senx) = —

Unidad 8| Derivadas

P)
q)

r

s)

f(x)=

f(x)= In(x—_1J

f(x) = sen’xcos® x
f(x)=Vx*—e™

f(x)=e"

tg(2x-1)
cos(x*+1)

X
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f' _ X _dx X = In x3 —4X _4- |n x3 —4X
b% (x —4)
X 2
o >3 X3 (14Inx?) e
i f(X): I =T X6
1 cos x—1
k) f'(x)=————(cosx-1)= ———
) ( ) 2\/senx — x ( ) 2\/senx — x

I) f(x)=In5.57(1-senx)
m) f'(x) = 3tg? (x? +1)(tg? (x® +1)+1)- 2x = 6x - tg? (x* + 1) (tg? (x* + 1) +1)

n) f(x)= ZSen(\/;)cos(\/;)_ 2\}; _ Sen(\/;\};cos(x/;)

1 . 1 -(8x—1)=L
In3¥4x> —x+4 3%/(4)(2_“4)2 3In3(4x* - x+4)

0) (x)=

p) f'(x)=2senxcosx-cos’x +sen’x - 2¢os X - (-senx) = 2senx cos x(Cos’x —sen’x)

q) f(x)= 2x+e _2xrer
4,4' 4,4[
f(x)=e’. e&
N F=e 2f 2Jx
s F(x)= (tg®(2x —1)+1)-2-cos(x* +1) - tg(2x — 1)(-sen(x* +1)) - 2x

cos?(x? +1)
X x=(x-1)_ 1

t) f'(x)=
) (%) x-1 x? x> —x
66. En la figura se dan las graficas de las funciones fy g, Y

compuesta por arcos de circunferencia y segmentos.

Calcula: f

Y ,
a) (f+g) (5) c) [ﬂ (5) e) (f?) (5)
b) (fg) (5) d) (f-9)(5) f) (g-f)(5)
0| 1 X

Trazando la recta tangente a las funciones fy g en x =5 y contando los cuadritos se puede hallar su pendiente, es

decir, su derivada: f'(5) =1y g’(5) =-2. Anadlogamente g'(2) = % Ademas, f(5) =2 yg (5) =6.

a) (f+ g)' (5)=f"(5)+g'(5)=1-2=-1 d) (fog)' (5) =f"(g(5)) g'(5) ='(6) (-2) =1(-2) = -2

) (fg) (5)=f(5)9(5)+g'(5)f(5)=1-6+2(-2)=2 e) (f2)' (5)=2f(5)f'(5)=2-2-1=4

Y _f'(5)g(5)-g'(5)f(5) 16-2(-2) 5 TEN . ey 11
@ [g)o- wor & 1 " @NE=dlE)e-g@rE)=51=;
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67.

A partir de la relacion cos x =sen(%—xjy aplicando la regla de la cadena, deduce la derivada de la

funcion y =cosx y, a continuacion, la derivada de y =tgx.

(cos x) = [sen(%— xjj = cos(%— x] [g— xj =senx-(-1)=-senx
_senx

, cos X cos X —senx (—senx) cos? x +sen? x 1
Sif(x)=tgx=——="F(x)= - ( ): - =—
COoS X cos’ x cos? x cos? x

Crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos

68.

69.

70.

La grafica de la funcién f(x) = ax®+ bx + ¢ satisface las siguientes condiciones.
a) Pasa por el punto (0, 0).
b) Tiene un minimo relativo en el punto (1, —1).

Calcula los coeficientes a, by c.

Como f pasa por el punto (0, 0), f(0) =0, por lo quea-03+ b-0*+c=0;c=0.
Como f pasa por el punto (1, 1), f(1) =—1, por lo que a1’+b1?+c=-1;a+b=-1.
Tiene un minimo de abscisa x =1, porlo que f'(1)=0; 32+ b =0.

. a+b=-1 1 3
Resolvemos el sistema: —>a=—yb=——
3a+b=0 2 2

Deduce la formula que da el valor de la abscisa del vértice de la parabola y = ax* + bx + ¢. Recuerda que el
vértice de una parabola es siempre un maximo o un minimo relativo.

El vértice de una parabola es su maximo o su minimo, entonces f'(x) =2ax+b =0= x = 2
a

3x? - ax
72 Calcula el valor de a para que ftenga un
X+

Para cada valor de a se considera la funcién f(x) =

minimo relativo en x = 2.

(6x—a)(x+2)—(3x* —ax)
(x+ 2)2

12-a) - 4—(12-2a)
16

— (2)- ~0=a=18

f'(x)=
Para verificar que dicho extremo es un minimo, se estudia el signo de la derivada cerca de x = 2.

F(x) f,(X)ZS(x+6)(x—2)

3x2-18x
= = 3
(x+2)

X+2

-6<x<2=f(x)<0=f esdecreciente a la izquierda de x = 2.
x>2=f'(x)>0= f es creciente a la derecha de x = 2.

Entonces, para a = 18, la funcion dada tiene un minimo relativo en x = 2.

Unidad 8| Derivadas S
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Razona cual de las siguientes graficas se corresponde con la derivada de una funcwn que tiene un
maximo en el punto x =a.

a) Y| c) Y Si tiene un maximo,

ademas de anularse en

a, debe pasar de ser

a X 0| a X ’
positiva a negativa, por

pasar f de creciente a

2) v d) v decreciente. Por tanto, la
solucién es la grafica b.
0

72. Razona cual de las siguientes graficas se corresponde con la derivada de una funciéon creciente en el
intervalo [a, b].

a) Y c) Y| Si fes creciente en el
:'\\f"(x) i'\ () intervalo [a, b], la derivada
1 ! 1 b e .
2 ) b % = o~ X debe ser positiva en dicho
intervalo, por lo que la
solucion es la grafica a.
b) Y d) Y
f(x)
a b a /:
) /l X L0 b X
LT ()
Sim
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73. Razona y relaciona cudl de las siguientes graficas se corresponde con el tipo de funciéon descrito en cada

240

caso.

. Una funcién lineal creciente.

Il. Una funcién cuadratica, esto es, un polinomio de segundo grado, cuyo vértice corresponde al minimo absoluto

de la misma.

lll. Una funcién cuadratica cuyo vértice corresponde al maximo absoluto de la misma.

a) Y c) Y
X 0 X

b) Y d) Y|
0 X 0 X

Problemas de optimizacion

Si f es una funcion lineal creciente su derivada
es una funcién constante positiva, por lo que
la solucion es la grafica b.

Si f es una funcién cuadratica con un minimo
absoluto, es decreciente hasta dicho minimo y
creciente después, por lo que su derivada
sera negativa antes de ese valor y positiva
después. La solucion es la grafica a.

Si f es una funcién cuadratica con un maximo
absoluto, es creciente hasta dicho punto y
decreciente después, por lo que su derivada
sera positiva antes de ese valor y negativa
después. La solucion es la grafica d.

74. Encuentra dos niumeros no negativos que sumen 14, de forma que la suma de sus cuadrados sea:

a) Maxima

b) Minima

Los numeros son x y 14 — x. La suma de sus cuadrados es X+ (14 - x)z.

La derivada de la funcién f(x) = X+ (14 - x)2= 2x°—28x + 196 es f'(x) =4x — 28 que se anula para x=7.

Se buscan los maximos o minimos en los valores de x que anulan la derivada y en los extremos del dominio de
definicion de la funcién que, en este caso es [0, 14], pues los nUmeros no pueden ser negativos.

Como f(0) = 196, f(7) = 98 y f(14) = 196, el maximo se alcanza cuando uno de los numeros es 0 y el otro 14; y el

minimo cuando los dos numeros son iguales a 7.

75. Un depésito abierto de chapa y de base cuadrada debe tener capacidad para 13 500 litros.
¢Cuales han de ser sus dimensiones para que precise la menor cantidad de chapa?

Si el lado de la base mide x metros y la altura mide y metros, la funcién a minimizar es

X+ 4xy.

Se establece la relacion entre x e y utilizando el dato del volumen: xzy: 13,5 m>.

De esa expresion se despeja la variable y: y = 135
X

4135 _ , 54 _x'+54
X X X

3x37( 3+54) _2x°-54
==

derivada es negativa a la izquierda y positiva a la derecha del 3.

y la funcién a minimizar es: et X

=0 si 2x®-54 =0 = x =3/27 =3 que es un minimo de la funcién ya que la

Asi pues, las dimensiones que minimizan la cantidad de chapa son 3 metros de lado de la base y

13,5

32

Unidad 8| Derivadas
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76.

Los beneficios que se obtienen de la venta de x unidades de un determinado producto vienen dados por la
expresion B(x)=—2x3+21 6x-256.
a) ¢Cuantas unidades vendidas dan el mayor beneficio?

Bx)
X

b) Determina el nimero de unidades que hay que vender para el que se maximice el beneficio medio:

a) Hay que hallar el maximo de la funcion B(x)=-2x*+216x -256 , en la que x no puede ser negativa.
B’(x) =-6x2+216; B’(x) =0= -6x*+216 =0 = x = 6. La solucion negativa se descarta obviamente. Se
comprueba si es, en efecto, maximo:
Si 0<x<6=f'(x)>0
Si x>6=f"(x)<0
El beneficio maximo es de 608 y se obtiene con la venta de 6 unidades.

— 3 —
B(x): 2x” +216x 256=—2x2+216—@,en la que x no
X X X

} P (6, B(6)) = P (6, 608)

b) Hay que hallar el maximo de la funcion B, (x) =

puede ser negativa.

B ’(x):—4x+@; B ’(x):03—4x+@:0:>x:4
m X2 x2

m

Si 0<x<4—>Bm'(x)>0
Si x>4-B,(x)<0
El beneficio medio maximo es de 120 y se obtiene con la venta de 4 unidades.

Se comprueba si es, en efecto, maximo: } P(4,B,(4))=P(4,120)

CUESTIONES

77.

78.

79.

Las siguientes afirmaciones son falsas. Haz ver con algun dibujo que, efectivamente, lo son.
a) Sif(3)>g(3), entonces f'(3) > g'(3) c) Sif'(1) =0, entonces f(0) = f(2)
b) Sif'(0)> 0, entonces f(0) < f(1)

a) f(3) >g(3) pero f(3) <0yg”3)>0. b) 7/(0) > 0 pero f(0) >0y f(1)=0. c) f/(1)=0perof(0)<0yf(2)>0.

Y

\ /
\ /

T~

o
x

|~

~
—~
-

¢(Es tangente larectay =x+ 5alacurvay =x"-3x+2?

De ser tangente, lo seria en un punto de la curva en el que y' = 1. Pero y' = 4*-3=1=x=1.El punto de la curva
de abscisa x = 1 tiene ordenada y = 1*-3-1+2=0. Pero el punto (1, 0) no pertenece a la recta y = x + 5, luego
no es tangente.

Decide las abscisas de los puntos en los que f presenta un extremo y
relativo, si la grafica de y = f'(x) es:

Los maximos y minimos relativos estan en los puntos en los que la derivada y=FK)
cambia de signo. Si pasa de positiva a negativa, seran maximos, y si el
cambio es de negativo a positivo, seran minimos. /\
Ofa b \_~t d X

Asi pues, presenta un maximo en x = by minimos en x =ay en x =c.

Obsérvese que en x =d la derivada no cambia de signo.

Derivadas | Unidad 8
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80.

81.

82.

83.

84.

85.

Razona cual de las siguientes graficas se corresponde con una funcién y su derivada.

a) b) Y| c) Y| d) Y|

F

De una funcion polinémica a su derivada se baja un grado, con lo que se descarta la funciéon del apartado a.
Ademas, como las parabolas crecen y decrecen, a los lados del vértice, la derivada debe tener un cambio de
signo, y la funcién derivada f' del apartado d no cambia de signo.

Como en c la funcion f es creciente, ' deberia ser positiva, y es negativa.

En conclusion, el Unico apartado correcto es el b.

Si f'(a) =0, entonces ¢tiene que presentar la grafica de f un maximo o un minimo relativo en el punto de
abscisa a?

No necesariamente, por ejemplo, f(x) = X ya=0.

El maximo valor de f en el intervalo [a, b], ¢se alcanza necesariamente en un punto con tangente
horizontal?

No necesariamente, por ejemplo, f(x) =X y[a, bl =[-1, 4].

Si Ihmg f(2+ h) = f(2), entonces la grafica de f ;puede tener tangente en el punto de abscisa 2?

No, pues si Lln?) f(2+ h) = f(2) , entonces fno es continua en x = 2 y por tanto no tiene tangente en dicho punto.

Si f tiene tangente en todos los puntos y es creciente, entonces ¢tiene que ocurrir que f’(x) >0 para
cualquier valor de x?

No, por ejemplo f(x) = x°es creciente en R y f'(0)=0.

Si fy g son funciones con derivadas en todos los puntos y f(x)g (x) = x + 3, ¢ puede presentar alguna de las
dos curvas, fo g, algin maximo en el eje de abscisas?

No, pues (f(x)g(x))’ =f'(x)g(x)+f(x)g'(x)=1, y si hubiera algin maximo de alguna de las dos en el eje de

abscisas, por ejemplo f, en ese punto (a, f(a)) seria f(a) =0y f'(a) = 0 con lo que la expresion anterior seria igual a
0.
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86.

Responde verdadero o falso.
a) Siftiene derivada en todos los puntos y f(2) = f{(7), debe haber un nimero ¢ entre 2y 7 con f'(c) = 0.
b) Existe fparala que f(2) =3, f(5) =6y f'(x) > 1 para todo x.

c) Sify g son positivas y crecientes, entonces f g es creciente.

a) Verdadera, pues si una funciéon toma el mismo valor en los extremos de un intervalo sélo se pueden dar una de
estas dos situaciones: Y

. . . . . 1
La funcién toma valores distintos de los extremos en los puntos del interior, !
con lo que, obligatoriamente pasara de creciente a decreciente, o viceversa, y i
alcanzara un extremo relativo x =c en el interior, donde la derivada se !
1
1
T
1

anulara. 1
0 /1 \ X
Y La funcién en el interior toma los mismos valores que en los extremos por lo

que se trata de una funcion constante. En este caso se verifica que en
cualquier ¢ de (2, 7) se cumple que f'(c) = 0.

4
1

0| 1 X

b) Falso, pues TMV f[2, 5] =1y si para todo x fuera f'(x) > 1, seria TMV f[2, 5] > 1.

’

c) Verdadero, pues (f(x)g(x)) =f'(x)g(x)+f(x)g'(x) > 0, pues ambos sumandos son positivos.

PROBLEMAS

87.

_15+¢82

= (€21 , donde t
+

El nimero de individuos, en millones, de una poblaciéon viene dado por la funcién P(t)

se mide en anos transcurridos desde t= 0.

Calcula:

a) La poblacion inicial.

b) El afio en que se alcanzara la minima poblacién y el tamafio de ésta en ese momento.

c) Eltamario de la poblacion a largo plazo.

a) P(0)= 15 millones.

by Pl = (t+1)2.2t—(15+4t2)~2(t+1) . 2[t(t+1)—(135+t2)] _ 2(t_1§) o sitts
(t+1) (t+1) (t+1)

Si0<t< 15, P'(t) <0, por lo que P es decreciente y si t > 15, P'(f) > 0 con lo que P es creciente. Asi pues, al
cabo de 15 afos se alcanza el minimo absoluto en el tamafio de la poblacién, que vale

P(15)= % = 0,94 millones.

. 154+t2 . 15+¢2
c) lim =

7 = lim — =1, con lo que la poblacién tiende a estabilizarse en torno al millon de individuos.
t—>+o0 (t+1) t>+0 {2 4 2t +1
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88.

89.

90.

Una empresa de venta por teléfono ha establecido para sus empleados un incentivo mensual, f(x) (en €),
en relacién con el valor x (también en €) de lo vendido por cada uno segun la funcion.

0,03x -30 si 0<x<10000
f(x)= 600x

——— — si x>10000
x+10000

a) Estudia la continuidad de f e indica si hay algun valor en las ventas que la empresa valore especialmente.
b) ¢Es el incentivo siempre creciente en relacion con las ventas realizadas?

c) ¢Puede un empleado recibir 600 €de incentivo? ¢ Por qué? ;Y 598 €7?

a) Como fes continua, de forma evidente, para x = 10000 , se estudia la continuidad sélo en x = 10 000.

Ijggw f(x) = 270; I1i[)1300+ f(x)= 300, asi que f no es continua en x = 10000, valor en ventas que la empresa

valora especialmente.
b) Hasta 10000 si, pues el incentivo mensual viene dado por una recta de pendiente positiva.

600(x +10000)-600x -1 600-10000
(x+10000)? (x+10000)?

Si x>10000, f(x) = > 0 con lo que ftambién es creciente si

X >10000.

Finalmente, como lim f(x)< lim f(x), resulta que, efectivamente, el incentivo es siempre creciente en
x—10000 x—10000"

relacién con las ventas realizadas.

c) Como f(10 000) =270y lim f(x)= 600y f’(x) > 0, ningin empleado podra alcanzar los 600 € de incentivo.

Si se pueden alcanzar 598€.

Una compaiia puede producir x cientos neumaticos de calidad A. Ademas, por cada x cientos neumaticos

de calidad A es capaz de producir ‘w;i cientos neumaticos de calidad B, que dejan la mitad de
- X

beneficio que los de calidad A. Por problemas de almacenamiento, la compaiia no puede producir mas de
550 neumaticos de calidad A.

Halla el niumero de neumaticos de cada tipo que resulte mas rentable producir.

Llamando b al beneficio que producen cada cien neumaticos de calidad A, el beneficio total viene dado por la

funcion f(x) =bx+f(x) = bx + %M = b[x +M

5 } Se pide encontrar el maximo de fen [0; 5,5].

f’(x):bf’(x):b{h—(G_X)(_6)+(220_6X)}:b{1— 16 2}:0 Si6-x=4,x=100x=2.
(6-x) (6-x)

Se calcula el valor de la funcion para estos valores de x: f(0) = 3,3b; f(5,5) < 0y f(2) = 4b. El méximo beneficio se
obtiene en x = 2, es decir, produciendo 200 neumaticos de calidad A y 400 de calidad B.

Los beneficios de una fabrica de camisas dependen del nimero de camisas que se fabrican cada dia,
segun la funcion f(x) = 2x* - 15x + 36x — 19, donde x mide el numero de camisas fabricadas al dia, y f(x), la
ganancia en miles de € al mes. Atendiendo al nimero de maquinas y personal necesarios, la fabrica puede
optar por fabricar un nimero diario de camisas comprendido entre 1000 y 4000. ;Cuantas camisas debe
fabricar para obtener un beneficio maximo?

Se pide el maximo de fen [1, 4].
f(x)=6x*-30x+36=0six=20x=3.
Se calcula el valor de la funcion para estos valores de x: f(1) =4, f(2) =9, f(3) =8y f(4) = 13.

Se observa que el maximo beneficio se obtiene fabricando 4000 camisas diarias.
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91.

92.

93.

En el afio 2000 se fundé una asociacion ecologista. Se sabe que el nimero de sus miembros ha variado
con los anos segun la funcion

N(t) = 40(£* - 4,5¢ + 6t + 3)
donde t mide el nimero de afios desde el inicio de la fundacion.
a) ¢ Cuantos fueron los socios fundadores?

b) ¢En qué periodo de tiempo aumentd el numero de socios?

c) ¢En qué afio tuvo la sociedad el minimo nimero de socios?

a) En el aflo 2000 tenemos que t= 0, por lo que N(0) = 120 socios fundadores.

b) N(t)= 40(312— 9t+6)>0sit<10t>2, asi que hasta el afio 2001 aumentd el nimero de socios, que volvié a
aumentar a partir del final del 2002.

c) Calculamos los valores de la funcion N(t) al inicio de cada intervalo de crecimiento, que son (0, 1) y
(2, +o): N(0)=120, N(2) = 200, por lo que el minimo numero de socios se produjo en el momento de su
fundacién, afio 2000.

Se ha estudiado el rendimiento de los empleados de una oficina a medida que transcurre la jornada laboral
desde las 8 hasta las 15 horas, analizando el numero de instancias revisadas en una hora. La funciéon que
expresa dicho rendimiento es

R(t)=30t- 105+
siendo t el nUmero de horas transcurridas desde el inicio de la jornada laboral.
a) Halla la tasa de variacion media del rendimiento R(f) entre t=2y t =4.

b) Determina en qué momento se produce el maximo y el minimo rendimiento entre las 9 y las 14 horas, y entre
las 9y las 12 horas.

R@4)-R(2) 16-26
4-2 2
b) R/(t)=30-21t+3F=0sit=20t=5.

-5

a) TVMR[2 4]=

Se pide el maximo y el minimo de R(t) en [1, 6] y en [1, 4].

En [1, 6], se calcula R(1) = 20,5; R(2) = 26; R(5) = 12,5 y R(6) = 18. El momento de maximo rendimiento entre
las 9 y 14 horas se produce en t = 2, es decir, a las 10 de la mafana; y el de minimo rendimiento en { =5, es
decir, a las 13 horas.

En [1, 4], ademas de los valores calculados previamente, R(1) y R(2), se calcula R(4) = 16. El maximo
rendimiento entre las 9 y las 12 se alcanzara en el mismo punto que antes, es decir, a las 10 de la mafiana; y el
minimo en t = 4, es decir, a las 12 horas.

Se quiere construir el marco de una ventana rectangular de 8 mZ El metro lineal de tramos horizontales
cuesta 2,50 €, y el de tramos verticales, 5 €. Determina las dimensiones de la ventana para que el coste del
marco sea minimo y el precio de dicho marco.

Llamando x e y a las dimensiones de la ventana, como indica la figura, el precio del marco es:
P(x, y) =2(2,5x + 5y) = 5x + 10y €.

Como xy = 8 entonces y = 8 y el precio sera P(x)= 5x+@. Se calcula el minimo de P, para x > 0.
X X

P'(x)=5 —2 =0 six=4 o0 x=-4. Se descarta la solucion negativa.
X

Si0<x<4,P(x)<0, porlo que P es decreciente. Si x> 4, P’(x) > 0 y P es creciente, asi que el minimo absoluto

se encuentra en x =4, y:%:Z, P(4):5-4+%=20+20=40.

Las dimensiones del marco son de 4 m el tramo horizontal y 2 m el tramo vertical. El coste minimo es de 40 €.
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2(1+Inx)
Y

94. Considera la funcién f definida en (0, +x) mediante la férmula f(x) =

a) Resuelve la ecuacion f(x) = 0, redondeando el resultado hasta las milésimas.

b) Resuelve la inecuacion f(x) >0.

c) Obtén f'(x) K los maximos o minimos relativos de f(x).

d) Esta funcion sirve como modelo para analizar los beneficios mensuales (en miles de €) de una empresa que
vende x miles de objetos. Utilizando las cuestiones anteriores, responde estas preguntas.

1. ¢Cual es el minimo numero de objetos que deben vender para que el beneficio sea positivo?

2. ;Cuantos objetos deben vender para obtener el maximo beneficio?

a) f(x)=0silnx=-1, x:lz 0,367879441171442...= 0,368.
e
. 1 . 1 1
b) Si0O<x<—, f(x)<0ysix>—, f(x)>0, porloquef(x)>0en | —,+o |.
e e e

g-x—2(1+|nx)-1 2lnx
c) fix)=X e i =0 silnx =0 cuya solucién es x =1.

El Unico posible maximo o minimo relativo se encuentra en x = 1.

Si x< 1, f/(x)> 0. Si x>1, f(x) < 0. En x =1 hay un maximo relativo, que ademas es absoluto.

d) 1. El beneficio es positivo en (l’+°oj , asi que el valor de x pedidos es l , que corresponde a 368 objetos.
e e

2. El maximo beneficio se obtiene en x = 1, que corresponde a f(1) = 2, es decir, vendiendo 2000 objetos.
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Salirse por la tangente

Sergio es un piloto profesional de pruebas. Acaba de llegar a un
circuito en construccion en el que le han ofrecido probar el trazado
para mejorar la seguridad. Una de las pruebas que tiene que realizar
es tomar la curva llamada "platillo volante" a una velocidad elevada
para forzar al vehiculo a salirse por la tangente en el punto central de
la curva y, asi, ajustar las indicaciones y el espacio libre para que los
posibles accidentes no tengan consecuencias graves.

Como Sergio es un profesional ha procurado formarse en
matematicas y fisica y con los planos en la mano empieza a estudiar
la situacioén de la curva:

“La curva tiene forma de hipérbola y considerando como ejes de
coordenadas aproximados las dos rectas que une, se puede

describir bastante bien por la funcién y :ﬂ, donde tanto x como
X

y estan dados en metros.

La recta de seguridad parte del punto A que en el plano corresponde a las coordenadas (20, 20) metros. La
longitud de esa recta debe ser el doble que la distancia que hay de A al punto B situado en el eje X”. Lee con
atencion las notas de Sergio y ayudale en su trabajo contestando las siguientes preguntas:

a) ¢ Cudles son las coordenadas del punto B en el que la recta tangente a la curva en Acorta el eje de abscisas?
b) Si se establece una segunda recta de seguridad que debe cortar al eje X en el punto C cuya abscisa es 1,5 veces la

de B, sen qué punto D de la curva debe iniciarse dicha recta?

a) Se calcula la funcion derivada: f'(x) = - 402
X
La recta tangente a la funcion f(x) = 400 o o punto A tiene pendiente m = f'(20) = - ;gg =-1.
X

La ecuacion de dicha recta es: y—20 =1 - (x— 20). Simplificando: y =x+ 40.

Dicha recta cortara al eje de abscisas,y = 0, en el punto B(40, 0).

b) La abscisa correspondiente al punto C es 1,5 - 40 = 60, por lo que C tiene coordenadas C(60, 0).

400
La recta tangente en el punto D(xo, o) tendra pendiente: m = f’(xo) =— 2

0

400
Ademas, por ser D un punto de la curva, verificara su ecuacion: yo = f(xo) = "

0
Se sustituye en la ecuacion punto—pendiente de la recta tangente en D, y — yo = m(x — xo), los datos que se conocen:
400 400

2

y=0,x=60, m=f"(xo)= — 40? , y resulta la ecuacién: 0 —

0 XO 0

(60 — xo), cuya solucion es xo = 30.

Ademas yo = f(30) :%. Por tanto, la recta debe iniciarse en el punto D(SO, ?j
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“Contrarreloj”

Laura y Miguel estan en el puesto A23 de Proteccion Civil situado en una carretera. A primera hora de la
maifana han tenido que viajar 40 km campo a través en direccién perpendicular a la carretera, para comprobar
el estado de un dique en un arroyo, debilitado por las intensas lluvias.

“Si llego a saber que esto era tan aburrido no me hubiera apuntado voluntario” dice Miguel cuando bajan para
revisar el dique. Laura se rie y le contesta “mejor estar aburrido, ya que eso significa que no esta pasando nada
grave. Ademas callate que basta que lo digas para...” Laura no termina la frase porque en ese momento les
avisan del centro de operaciones. Ha habido una crecida 30 km carretera arriba del puesto A23 y una familia
esta atrapada en su casa. Por la informacion que les han podido dar, el agua les alcanzara en 55 minutos.

Los compaiieros se miran excitados y asustados. Pueden ir campo

a través directos a la casa amenazada pero entonces su velocidad

no seria superior a 50 km/h, mientras que en la carretera podrian

alcanzar los 120 km/h. Miguel dice “no hay problema, vamos a

calcular hacia qué punto de la carretera debemos ir en linea recta

para que el tiempo total de nuestro viaje sea minimo. Para algo me 30-x | 30 km
tienen que servir las matematicas del instituto”.

Realiza el calculo con ayuda del esquema que rapidamente ha X WA
dibujado Miguel y comprueba si llegaran a tiempo para evacuar a 40 km
la familia.

Se utiliza la férmula del MRU (movimiento en una recta con velocidad constante): v =% ,
donde v = velocidad, e= distancia y t = tiempo. Despejando el tiempo en dicha férmula: t = d .
v
Llamamos v1, e y t1 los datos del primer tramo, campo a través, y v», e y t, los del segundo, los de la carretera.

La funcién que relaciona la distancia x con el tiempo total empleado es t = f(x) = t1 + t.

Aplicando el teorema de Pitagoras, la distancia recorrida campo a través es e1 =+/x? +1600 .

A 2 —
Como v1 =50 km/h y v2 =120 km/h y e2 = 30 — x tenemos que {, :3=L1600 yt, =&:30—X.
v, 50 v, 120

N _\/x2+1600+30—x _ 12x -5V x*+1600

f =f'(x)=
() 50 120 ) 600v/x2 +1600

=0 .x= 18,334 km.

Como f(x) <0si0<x<18,334, y f(x) > 0 si 18,334 < x < 30, entonces x = 18,334 es un minimo de f(x).

El tiempo empleado es f(18,334) = 0,977 horas = 0,977:60 minutos = 58 minutos.

Eso quiere decir que, aun siguiendo el camino mas rapido, no llegaran a tiempo.

Hay que observar que en los casos extremos se obtienen resultados parecidos:

f(0) =1, 05 horas = 1 hora y 3 minutos

f(30) = 1 hora

Por tanto, si hacen todo el trayecto campo a través, se tardaran 1 hora, y si hace el trayecto mayor que se puede por

carretera, 30 km, después de 40 km campo a través, se tarda practicamente lo mismo, una hora exacta.
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AUTOEVALUACION

Averigua qué has aprendido

1.

Determina los dominios de fy de f; asi como una expresion para f’ en cada uno de los siguientes casos:

1 1 4 5 2
a) f(X)Z%—X‘F;—E b) f(X)=7—F+m
a) f'(x):%—1—%=—%—%, D(f)=D(f") = E - {0}
b) f’(x):—%+l—?—ﬁ, D(f)=D(f") = E - {0}

Calcula las derivadas de las siguientes funciones.

x2—x
x2+x

a) f(x)= b) f(x)=cos®(3x-4)

a) Si x20=f(x)= X1y, por tanto, f’(x)=1'(x+1)‘(’;_1)'1: 2_
x+1 (x+1) (x+1)

b) f'(x)=2cos(3x—4)[—sen(3x—4)]-3=—-6cos(3x—4)sen(3x-4)

Halla las expresiones de las derivadas de las siguientes funciones.

a) f(x)=(5;t11)2 b) f(x)=(1+5Vx)’
a) f,(x)z2(5x+1)-5(x2—1)—(5x+1)2~2x=2(5x+1)(5x2—5—5x2—x)=_2(5x+1)(x+5)

(x2 —1)2 (x2 —1)2 (x2 —1)2
: 5 15(1+5\/§)2
20 2dx

b) f(x)=3(1+5Vx)

Halla la derivada segunda de la funcién f(x) = In(x“].
x

, 1 1-x—(x+1)-1  x x—(x+1 1 y 2x +1
= g LX) A X X0l P =—"""
X X+1 X x(x+1) X2 (x+1)
X

También se pueden usar las propiedades de logaritmos y luego derivar: f(x)=In(x+1)—Inx

, 1 1 1 Y 1 1 X+ (x+1° X+ x*+2x+1 2x+1
fX)=——-—=-—rop fiX)=- 7t i 7= 2
x+1 x  x(x+1) (x+1)° x* x2(x+1) X2 (x+1) X2 (x+1)

¢Hay algun punto en la grafica de f(x)= % en el que la tangente sea horizontal?
X+

No, pues f'(x)=- nunca se anula.

(x+1)°
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6. En cada caso, determina los puntos de la grafica de fen los que la tangente tiene de pendiente m.
a) f(x)=(x*-x-2)",m=0 b) f(x):1}§—1,m:1
a) f'(x)= 3(x2 - x—2)2 (2x—1) =0 secumple si xX?-x-2=0 o 2x-1=0, cuyas soluciones son:

x=-1,x=2y x= % , por lo que los puntos de la grafica en el que la tangente tiene pendiente 0 son:

1 1 1 729
A1 f(-1)=A(-10); B2, f(2)=B(2,0) y C|—,f|=||=C| =, ———
(-1, F-1) = A-1,0); B2 f(2) = B(2.0) y [2 [ZJJ 32
b) f(x)= 1 .l: 1 =1cuyaso|uciénes:44[171:1:171:l3x:1_7_
\/x 2 \/x 2 2 16 8
2/=-1 4,/=-1
2 2
e . . 17 (17 17 1
El punto de la grafica en el que la tangente tiene pendiente 1 es A(?f(?)] = A(?Z] .

7. Seaf(x) = ax® + bx* + 3x. Determina a y b sabiendo que en el punto A(1, 2) la tangente a la grafica de fes
una recta horizontal.

Como A es un punto de la curva, se tiene que verificar f(1)=2,esdecira+b+3=2=a+b=-1.
f(x) = 3ax’ + 2bx + 3; f'(1)=0, es decir, 3a+2b +3=0=39+2b=-3

a+b=-1

Se resuelve el sistema 3a+2b=-3

y se obtienea=-1y b=0.
8. Encuentra el maximo valor de la funcién f(x) =x2(x—1) en el intervalo [-1, 2].

Como fix )=x*(x — 1) =x>= x4, f'(x) = 3x*— 2x =x(3x = 2) =0 si x = 0 0 si x:%.

f(-1)=-2;f(2)=4;f(0)=0y f(%] = —% , asi que el maximo valor de fen [-1, 2] se alcanza en x =2 y vale 4.

9. Si f(2)=4, g'(2)=-3, f(2)=-1, g(2)=1, ff(1)=2 y g'(-1)=5, calcula la derivada en x =2 de las
funciones.

a) h(x)=rf(g(x)) b) k(x)=g(f(x))

a) h(x)=f(g(x))-g'(x) asique h'(2)=r(g(2))-g'(2)=rf(1)-(-3)=2-(-3)=-6.
b) K(x)=g'(f(x))-f(x) asique K'(2)=g'(f(2))-f(2)=g'(-1)-4=5-4=20.

10. Encuentra dénde es creciente y dénde es decreciente la funcién f(x) = (1000 - x)* + x2.
f'(x) =—2(1000 — X) + 2x = 4x — 2000 = 0 si x = 500.
f'(x)>0six>500y f'(x)<0 six< 500.

Asi pues, fes creciente en (500, +) y decreciente en (-, 500).
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Relaciona y contesta

Elige la Unica respuesta correcta en cada uno de los siguientes apartados.

1.

La tangente a la curva de ecuacion y =x*en el punto P(2, 4) pasa por el punto:

A. (1,3) C. (-1,0)

B. (1,-4) D. (-1,-8)

f'(x) = 2xf'(2) =4, por lo que la ecuacion de la tangente pedida es y — 4 =4 (x— 2), es decir, y = 4x — 4, que pasa
por el punto (-1, —-8).La respuesta es la D.

2
Si la tangente a la grafica de f en el punto P(1, —j corta al eje de ordenadas en el punto (0, 1), el valor de

3

f'(1) es:
A. 2 C. 1

3 3
B. 1 D. 1

3

2
2 Vv 3 A 1
Como la recta que pasa por(l §] y por (0, 1), tiene pendiente m = 22—"1 = o1 3 entonces f'(1) = -3 por
Xy = X4 -

lo que la respuesta es la C.

La derivada de (f-g) en el punto x =0, siendo g(x)=e** y f(x)=%x , toma el valor:

A 0 C. -2

B. -1 D. e

(f og)' (0) = f'(g(0)) g'(0) . Como f'(x) = ﬁ y g'(x) = -6e®*, se tiene que f'(g(0)) =f'(1) = % y g'(0)=-6.

(fo g)’ (0) = %(—6) =-2, por lo que la respuesta es la C.
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Seiiala, en cada caso, las respuestas correctas.
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4.

Considera la funcién f(x)=2x+3-x , definida en (-, 3] y sea T la tangente a su grafica en el punto de
abscisa 0. Entonces:

6-3x .
A. Paratodo x de (-, 3], f'(x) = C. Laecuaciéndelarecta Tes y =2v3x .
()= v
B. Para todo x de (-, 3], f'(x)<4 D. Para todo x de (-, 3], f'(x)=2V3-x + X
V3-x

x  2(3-x)-x 6-3x

= = = A es verdadera.
-X J3-x J3-x

2
A F(x)=22/3-x -
) X 243

B. Falsa pues, por ejemplo, f'(-1) = g >4.

C. Es falsa pues f(x)=2+3x no es la ecuacion de una recta.

X

D. Es falsa pues f'(x)=2J3-x — .
V3-x

Si fes la funcién definida por la formula f(x) = R 1 1

St + , si x # 0, entonces:
x x*+1 1000 103

A. El dominio de fson todos los nimeros reales.

B. f(1)= —%

C. Las tangentes en los puntos de abscisas 1y —1 son paralelas.

D. Fx)=—2X 5

(x2+‘l)2 x?

A. Como x =0 no estéa en el dominio de fla afirmaciéon A es falsa.

B. fi(x)= —i+2—x, por lo que f'(1)= 75+l = fg:> B es verdadera.
x? (x2+‘l)2 2 2
1 11

C. f'(-1)= 7575 = 7 Asi pues, como f'(-1) = f'(1), la afirmacién C es falsa.

D. Es verdadero, como hemos visto en el célculo del apartado B.

Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas.

6.

Sea f una funcion definida en R, con derivada en todos sus puntos y considera las dos afirmaciones
siguientes:

1 f'(x)>0 2. fes estrictamente creciente en R .
Entonces:

A. 1= 2pero2 =1 C. 12

B. 2= 1pero1=2 D. 1y 2 se excluyen entre si

1= 2 pero 2 =» 1como ocurre con la funcion f(x) =x* en x =0, pues f(x) es creciente en x =0, pero f'(0) no es
positiva. Por tanto, la afirmacion correcta es la A.
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Razona cual de los siguientes datos es innecesario

7. Para encontrar el nimero que mide la diferencia entre el maximo y el minimo de la funcién
f(x)= ax*+ bx + ¢ en un intervalo cerrado se tienen los siguientes datos:
1. Elvalorde a 2. Elvalorde b 3. Elvalordec
Entonces, puede eliminarse, por innecesario:
A. Eldato 1 C. Eldato 3

B. El dato 2 D. Todos los datos son necesarios.
Si el maximo se alcanza en x =p y el minimo en x=q

f(p)-f(q) = (ap® + bp+c)—(aq® +bg +c) =a(p*—q*)+b(p—q), con lo que sobra el valor de ¢ .La respuesta
correcta es la C.
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