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14 Distribucion normal

EJERCICIOS PROPUESTOS

1a3. Ejercicios resueltos.

4. Sea X una variable aleatoria continua cuya funcién de densidad es:

X
— si0<x<4
f(x)=48

0 enelresto

a) Represéntala graficamente.
b) Comprueba que es funcién de densidad.
c) Calcula P(X< 2); P(2 <X< 4).

a) La grafica de esta funcion es:
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b) Se trata de una funcién de densidad, puesto que cumple las condiciones:
1) f(x)=0

2) El area bajo la grafica de la funcién es 1 (area del triangulo).

c) En el grafico adjunto se pueden ver graficamente las dos probabilidades que se piden:
P(X< 2)y P(2 <X< 4), por lo que :
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Utilizando la tabla de la normal estandar, determina ¢ yp en cada caso:

a) P(Z<0,89)=p «¢) P(Z>-158)=p e) P(-197<Z<-034)=p @) P(Z<c)=0,0075

b) P(Z>174)=p d) P(-0,65<Z<115)=p f) P(Z<o)=0,695 h) P(-c<Z<oc)=0,9676

a) p=P(Z<0,89)=d(0,89)=0,8133
b) p=P(Z>174)=1-P(Z <1,74) =1-d(1,74) = 1-0,9591 = 0,0409
c) p=P(Z>-158)=P(Z <158)=d(158)=0,9429

d) p=P(-0,65 < Z <1,15) = P(Z <1,15)— P(Z < -0,65) = P(Z < 1,15)— P(Z > 0,65) = P(Z <1,15)— (1- P(Z < 0,65)) =

=P(Z <1,15)-(1-P(Z < 0,65)) = ®(1,15) - (1- ®(0,65)) = 0,8749 — (1-0,7422) = 0,6171
e) p=P(-1,97<Z<-0,34)=P(0,34 <Z <1,97)=®(1,97)- ®(0,34) = 0,9756 —0,6331=0,3425
f) P(Z<05)=0,695=c=0,51
g) P(Z<0c)=0,0075= P(Z>-5)=0,0075=1-P(Z < —c)=0,0075 = 0,9925 = P(Z < —c)
=-6=243=0=-2,43

h) P(-c<Z<c)=0,9676 = P(Z < )~ P(Z < -c)=0,9676 = P(Z < 5)~ P(Z > 5) = 0,9676 =
— P(Z <6)-(1-P(Z < 5)) = 0,9676 = 2P(Z < 6) = 1,9676 = P(Z < 5) = 0,9838 = 5 = 2,14

6 a8. Ejercicios resueltos.

9.

Un fabricante de pilas para linternas asegura que la duracion de su producto tiene una distribucion normal
de media 80 horas de uso con una varianza de 16. Calcula la probabilidad de que una pila elegida al azar

dure:
a) Mas de 90 horas
b) Entre 70 y 85 horas

Si un comerciante compra un lote de 1000 pilas al fabricante, calcula cuantas pilas tendran una vida

superior a:
c) 100 horas
d) 90 horas

Sea la variable aleatoria X: “duracioén de las pilas (en horas)’. El fabricante asegura que X ~N(n=80;,c6=4).

Entonces, las probabilidades que se piden se obtienen tipificando la variable y utilizando las tablas de la
distribucion normal estandar.

a) P(X>90)=P[X_80 > 90-80

Z j:P(Z >2,5)=1-P(Z <2,5) = 1-0,9938 = 0,0062

—2,56<Z<125)=P(Z<125)-P(Z<-25)=

b) P(70<X<85) =P[70_80 <Z< 85_80] =P(

=P(Z <1,25)-(1-P(Z <2,5)) = 0,8944 - (1-0,9938) =0,8882

P(Z>5)=1-P(Z<5)=0

c) P(X>100)= P[Z >Mj -

No se espera que ninguna tenga una vida superior a 100 horas.

d) Como P(X>90)=0,0062, se esperara que el 0,62 % de las 1000 pilas, esto es 6,2, superen la 90 horas de

duracion. Es decir, unas 6 pilas.
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10. Una maquina produce tornillos cuya longitud tiene una distribucion normal de media 5 cm y desviacién

tipica 5 mm. No se pueden vender los tornillos que se desvien 6 mm o mas de la media. De un lote de 500
tornillos, ¢ Cuantos deben ser descartados para la venta?

Sea la variable X: “longitud de los tornillos, en cm”. Se sabe que X ~ N(u =50= 0,5) .

Un tornillo es apto para la venta si su longitud esta en el intervalo (5 — 0,6; 5 + 0,6) = (4,4; 5,6). La probabilidad de
que la longitud de un tornillo elegido al azar esté en este intervalo es

4,4-5 56-5
<Z<
0,5 0,5
= 2((1)(1,2)—(1)(0)) :2(0,8849—0,5) =0,7698

P (4,4 < X<5,6):P( J:P(—1,2< Z<12)=2P(0<Z<12)=

Por tanto, la probabilidad de que un tornillo elegido al azar no se pueda vender es 1 —0,7698 = 0,2302. Es decir,
el 23,02% seran descartados para la venta.

Si el lote tiene 500 tornillos, el 23,02% de 500 es 115,1.

De modo que entre 115y 116 tornillos seran descartados para la venta.

11. A una prueba de acceso especifica de una universidad se han presentado 2500 aspirantes para 300 plazas.

Una vez efectuados los examenes, las calificaciones tienen una distribucion normal de media 6,5 y varianza
4. Calcula la nota de corte para los admitidos.

Sea la variable aleatoria X: “calificaciones de la prueba de acceso”. Se tiene que X ~ N(u =6,5 o= 2) .

-100 % =12 % de los

Si hay 300 plazas para 2500 aspirantes, ello significa que los admitidos seran el 2350000

aspirantes. Por lo que el 88% de los que se presentan sera rechazado. Es decir, la nota de corte, ¢, sera aquella
calificacion tal que P(X <c)=0,88.

Tipificando, P[Z < C_T%j -0,88.

©=65 118 =c-886.

Y, mediante las tablas de la distribucion normal estandar, se tiene que

12. Una empresa de teléfonos madviles ha hecho un estudio sobre el tiempo que tardan sus baterias en

descargarse, llegando a la conclusiéon de que dicha duracién, en dias, tiene una distribucion normal de
media 2,8 dias y desviacion tipica 1 dia. Si se elige al azar un teléfono movil de esta empresa, calcula la
probabilidad de que la duracion de su bateria:

a) Esté comprendida entre 3,1y 3,3 dias.

b) Sea inferior a 2 dias.

Sea la variable aleatoria X: “tiempo que tardan en descargarse las baterias (en dias)”. Se sabe que
X ~ N(n=2,8; 6 =1). Entonces, elegido un teléfono moévil al azar,

a) P(31<X<33) :P(3’1_12‘8 <Z< 3’3;2’8j -P(0,3<Z<0,5)=d(0,5)-®(0,3)=0,6915-0,6179 = 0,0736

b) P(X< 2):P[Z< 2_12'8

]:P(Z <-0,8)=1-®(0,8) =1-0,7881=0,2119

13. Ejercicio interactivo.

14y 15. Ejercicios resueltos.
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16.

17.

18.

19.

20.

El 40 % de las personas empadronadas en una ciudad vive en urbanizaciones alejadas del centro. De una
muestra de 1500 personas, ¢ cual es la probabilidad de que menos de 550 vivan en urbanizaciones?

Sea la variable aleatoria Y: “n.° de personas que vive en urbanizaciones”. La variable Y tiene una distribucion
binomial de parametros n= 1500y p=0,4.

Como np =600 y nqg =900, para el calculo de la probabilidad pedida, se puede aproximar mediante una
distribucion normal de media p = np = 1500-0,4 = 600 y varianza o = npq = 1500-0,4-0,6 = 360 .
Estoes, Y ~ X ~N(u=600;0" =360).

Entonces, aplicando la correccién por continuidad y tipificando:

549,5-600

P(Y <550)~ P(X <549,5)=P| Z<
(v<sm0)=p(xssi0)-F(2 < S22

j:P(Z <-2,66) =1-P(Z < 2,66) =1-0,9961 = 0,0039

En una poblacion, el 45 % de las personas adultas se declara fumadora. Si de la ciudad elegimos una
muestra de 250 personas adultas, calcula la probabilidad de que mas de la mitad sean fumadoras.

Considera la variable Y: “n.° de personas adultas, de las 250, que se declaran fumadoras”. La variable Y tiene una
distribucion binomial de parametros n= 250y p=0,45.

Como np=112,5 y nq =137,5, se puede aproximar el calculo de probabilidades de la variable Y por el de una
variable con distribucion normal, de media p =250-0,45 =112,5 y varianza o =250-0,45-0,55 = 61,875 . Es

decir, Y ~ X ~ N(p =112,5; 6 = \/61,875).
Entonces, aplicando la correccién por continuidad y tipificando la variable normal, resulta:

S 125,5-112,5

P(Y >125)~P(X 2125,5)=P| Z > =P(Z>165)=1-®(1,65)=1-0,9505 = 0,0495
(v > 125) P (x21255) - P 22 2H0ES | pzzn65) - 1-0(169)

El primer examen de una oposicion es un test que consta de una bateria de 100 preguntas, cada una de las
cuales tiene 5 posibles respuestas de las que solo una es correcta. Si una persona responde al azar,
calcula la probabilidad de que acierte al menos 25 preguntas.

Sea la variable aleatoria Y: “n.° de respuestas correctas de las 100”.
La variable Y tiene una distribucion binomial Y ~ Bin(n =100; p =0,2). Entonces,np= 20, nqg= 80.

En este caso, se puede aproximar el calculo de probabilidades de la distribucién binomial por la de una variable
aleatoria normal:

Y = X ~N(1=100-0,2=20;6=1/100-0,2-0,8 = 4)

= P(Z>113)=1-®(1,13) =1-0,8708 = 0,1292

De manera que: P(Y >25)~ P(X > 24,5) = P(Z > Mj

Ejercicio interactivo.

Ejercicio resuelto.
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21. Latabla recoge las hipotecas concedidas por una entidad en cientos de miles de euros durante el 2012.

236

Euros | [1;1,2)

[1,2;1,4)

[1,4;1,6) | [1,6;1,8)

[1.8;2)

f 810
I

3514

8374 5403

1519

a) Halla la media y la desviacion de los datos.

b) Ajusta a una distribuciéon normal a ese conjunto de datos.

c) Valora la bondad del ajuste.

d) ¢ Cual es la probabilidad de que una hipoteca haya sido superior a los 150 000 €?

a) Construimos la tabla de frecuencias ampliada:

Clases f

X,

]

2
fix; f.x;

i
[1;1,2) | 810 | 1.1

891 980,1

[1,2,1,4) | 3514 1,3

4568,2 | 5938,66

[1,4;1,6) | 8374 1,5

12561 18841,5

[1,6;1,8) | 5403 1,7

9185,1 | 15614,67

[18;2) | 1519 1,9

2886,1 | 5483,59

19620 30 091,4 | 46 858,52
x - 300914 _ 4 5337
19620
52 - 4685852 53372 _ 0,036 = 5-0,190 9000
19620 8000
Para visualizarlo mejor representamos los datos en un histograma. gg
f, 5000
4000 |
3000
2000
1000
b) La distribucion de frecuencias de la variable X se aproxima 06‘/\1‘ 1=2 1=4 1=6 1 ‘8 2
mediante una N(u = 1,5337; o = 0,190) " XEuwos
c) Calculamos las probabilidades para determinar las frecuencias teéricas.
Probabilidades tedricas Frecuencias Frecuencias
19620P(L; < X <L; 4) tedricas empiricas
P(1< X <12)=P(-2,81<Z <-1,76)=0,0367 720,05 720 810
P(1,2< X <1,4)=P(-1,76 <Z <-0,70)=0,2028 3978,9 3979 3514
P(1,4 < X <1,6)=P(-0,70<Z < 0,35)=0,3948 74459 7446 8374
P(1,6 < X <18)=P(0,35<Z<1,40)=0,2883 5656,4 5656 5403
P(1,8< X <2)=P(1,40<Z<2,46)=0,0739 14499 1450 1519

La suma de las probabilidades es 0,9965 debido a que las colas de la distribucion tienen restos no recogidos

en el proceso.

El promedio de la desviacion de las frecuencias tedricas respecto de las empiricas es del 8,9 %, lo que indica
que la aproximacion, no siendo excesivamente mala, no es todo lo fiable que pudiéramos desear.

d) Asumiendo como bueno el ajuste, tenemos que la probabilidad pedida es
P(X>15)~P(Z>-0,18)=P(Z<0,18)=0,5714

23 a29. Ejercicios resueltos.
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Variables aleatorias continuas.

30. Considera la siguiente funcion:

X
f(x) =432
0 en el resto

si0<x<8

a) Represéntala graficamente.

b) Comprueba que es funcién de densidad de alguna variable aleatoria X.

c) Calcula la probabilidad P(2 <X <9).

a) La grafica de la funcion de densidad es:
Y|

=

..,
N
s2]
[e:]
X

b) Se trata, en efecto, de la funcién de densidad de alguna variable aleatoria, puesto que verifica los dos

requisitos:

Los valores de la funcidn son mayores o iguales que cero, f(x) >0, cualquiera que sea el valor x .
El area de la region comprendida entre la grafica de la funcion, el eje X, y la recta vertical x =8, es la unidad,

. 1 1
aque:Area=—|8-— | =1
yaq 253)

c) En este caso,

Y]
P(2<X<9)=P(2<X<8)=1-P(0< X <2) 1
1 u »
216 15
=1-—16 2 _09375
2 16 S
1 I
16
0 p 4 ? 8 X

Distribucion normal| Unidad 14
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31. Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad:

2
f(x)=<k
0 enelresto

si —1<x<5

a) Halla el valor dek.
b) Representa graficamente la funciéon de densidad.
c) Calcula la probabilidad P(X >1) y P(-0,5< X <2).

a) Para hallar el valor de k, se debe tener en cuenta que el area de la regidon comprendida entre la grafica de la
funcién, el eje X'y las rectas verticales x = -1y x =5, debe ser la unidad. Es decir,
(5—(—1))3:1 =12 ko2
k k
1
De modo que la funcién de densidad de la variable aleatoria X, queda: f(x)= {6
0 enelresto

si —1<x<5

b) La grafica de la funcién de densidad es:

X

s
o

c) Las probabilidades se obtienen mediante el area de la region que se indica en cada caso:

Y
3
-1 10 1 2 3 4|5 X
1 2
P(X>1)=(5-1)-—===0,66667
6 3 v
6
-1 /0 1.2 13 4 5 X
1 5
P(—o,5<Xs2)=(2—(—0,5)).E=E=0,41667
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32. Considera una variable aleatoria continua Xcon funcién de densidad:

f(x)={kx+% si0<x<2
0 en el resto
a) Calcula el valor de la constante k.

b) Dibuja la grafica de la funcion de densidad.

c) Calcula P(0,5< X <1,5).

a) Para calcular la constante k> 0, el area de la region comprendida por la grafica de la funcién, el eje X'y las
rectas verticales x =0 y x =2, debe ser la unidad.
Como la region mencionada es un trapecio el area se calcula:

(2k+1+1)'2
4 4

2

:1:>l+2k:1:>k:l
2 4

b) La grafica de la funcién de densidad de la variable X, tiene la siguiente forma:
Y

[\

,.
FN
\

c) La grafica de la funcién de densidad, con la probabilidad que se pide (coloreada) es:

Y

Q@[ | |
\

Y la probabilidad que se pide es la del trapecio de la zona coloreada:

(1,5-0,5)(%%) ¥

P(0,5< X <15)= 5 5
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33. La funcion de densidad de una variable aleatoria X viene dada por:

k(x+1) si-1<x<5
0 en el resto

f(x) ={

a) Calcula el valor de la constante k.
b) Dibuja la grafica de la funcién de densidad.

c) Calcula P(0,5<X<3).

a) Dado que f(-1)=0 y f(5) =6k, para que sea funcién de densidad, el area del triangulo que forma la recta con
el eje Xy x =5debe ser

~(~1
(Gl LS
2 18

b) La grafica de la funcién de densidades:

X

c) Laregion coloreada del apartado c) es:

©O[N

12

X

La probabilidad pedida es el area de la region coloreada en la grafica es un trapecio cuya area es:
2 1
(3-0,5)(47)
P05<X<3)=— 9 12)_ 50 44549

2 144
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Variables aleatorias con distribucién normal.

34. Considera una variable aleatoria Z ~ N(0, 1) . Calcula las probabilidades siguientes utilizando las tablas.

35.

a)

b)
c)
d)

e)

)

h)

P(0,24<Z<173) ¢) P(Z>212) e) P(-188<Z<-0,67) 9) P(z]20,7)

P(Z <-112) d) P(Z>-0,38) f) P(-164<Z<114) h) P(|Z-1<0,83)

P(0,24 <Z <1,73) = ®(1,73) - ®(0,24) = 0,9582 - 0,5948 = 0,3634
P(Z <-112)=P(Z>112)=1-P(Z <112)=1-®(1,12) =1-0,8686 = 0,1314
P(Z>212)=1-P(Z <212)=1-®(2,12) =1-0,9830 = 0,017
P(Z >-0,38) = P(Z <0,38) = ®(0,38) = 0,6480
(
(

P(-1,88 < Z <—0,67) = P(0,67 < Z <1,88) = ®(1,88) - ®(0,67) = 0,9699 - 0,7486 = 0,2213

P(-164 <Z <114)=P(Z <114)-P(Z <-164) = P(Z <114)-P(Z >164) = P(Z <1,14)—(1-P(Z <1,64)) =
= ®(114) - (1- ®(1,64)) = 0,8729 - (1~ 0,9495) = 0,8224
P(1Z|>0,7)=P(Z >0,7)+P(Z <-0,7) = 2P(Z > 0,7) = 2(1- P(Z < 0,7)) = 2(1- ®(0,7)) = 2(1-0,7580) = 0,484

P(]Z-1)<0,83)=P(-0,83<Z-1<0,83)=P (0,17 < Z <1,83) = ®(1,83) - ®(0,17) = 0,9664 - 0,5675 = 0,3989

Considera una variable aleatoria que sigue una distribucion N(0, 1), halla el valor de k en cada caso.

a)

b)

a)
b)
c)
d)

e)

9)

h)

P(Z<k)=0,9147 ¢) P(Z>k)=0,6331 e) P(-k<Z<k)=0,7498 @) P(18<3Z<k)=0,0624

P(Z>k)=0,0329 d) P(Z<k)=0,4013 ) P(k<Z<13)=05475 h) P(-k<Z-1<0,37)=0,189

P(Z < k)=0,9147 = k =1,37

P(Z > k)=0,0329 = 1- P(Z < k) = 0,0329 = P(Z < k) = 0,9671= k = 1,84

P(Z > k) =0,6331=> P(Z < k) =0,6331= —k = 0,34 = k = 0,34

P(Z < k)=0,4013 = P(Z > k) =1-0,4013 = 0,5987 = P(Z < —k) = 0,5987 = —k = 0,25 = k = 0,25

P(—k <Z <k)=0,7498 = P(Z < k)~ P(Z < k) = P(Z < k)~ P(Z > k) = P(Z < k) - (1= P(Z > k)) = 2P(Z < k)1
0,7498 = 2P(Z < k)-1= P(Z < k) = 0,8749 = k =115

P(k < Z <1,3)=0,5475 = P(Z <1,3)- P(Z < k) = 0,5475 = P(Z < k) = 0,3557 = P(Z < —k) = 0,6443 =

— —k =0,37 = k =-0,37

P(18<3zZ <k)=0,0624:P(0,6<Z<§j:P(Z <§j—P(Z<O,6):0,0624: P(Z <§J—O,7257 =0,0624 =

3P[Z<§]:0,7881:>§:0,80:>k:2,4

P(-k <Z-1<0,37)=0,189 = P(1—k < Z <1,37) = P(Z <1,37)~ P(Z <1-k) = 0,189 = P(Z <1-k) = 0,7257 =
—1-k=06=k=04
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36. Sea X una variable aleatoria con distribucion normal de media 5 y desviacién tipica 2. Calcula las
probabilidades siguientes.

a) P(X<3) c) P(-2<X-4<2) e) P(1<X<9)

b) P(X<2) d) P(]2X|<1) f) P(X<2|X=21)

3-5
2

a) P(X<3):P(Z£ j=P(Z<—1)=1—P(Zs1):0,1587

b) P(X<2):P(Z < 2;5)=P(z <-15)=1-P(Z <1,5)=0,0668

c) P(—2sx—4<2):P(2gX<6):P(2%s2s%j:P(—1,5szgo,5):P(ZgO,5)-P(Zg-1,5)=

—P(Z<0,5)-(1-P(Z <15)) = 0,6915-0,0668 = 0,6247

-0,5-5 <7< 0,5-5
2 2

d) P(]2X|<1)=P(-1<2x<1)=P(-0,5< X£0,5):P[ ]:P(—Z,?SSZ <-2,25)=

=P(2,25<7Z<275)=0,9970-0,9878 = 0,0092

e) P(1sX<9):P(%§Z<g—gsj:P(—2sZ<2):P(Z<2)—P(Z<—2):P(Z<2)—P(222):

=P(Z<2)-(1-P(Z<2))=2P(Z <2)-1=2.0,9772-1=0,9544

p 1—5<Z 2-5
P(1<X<2) 2 - 2 ) P(2<Z<-15) P(15<Z<2) 0,9772-0,9332
<

IA

P(Z>1_5j T P(Z=-=2)  P(z<2) 09772
T2

Aproximacién de una binomial por una normal.

37. Una cierta vacuna produce una reaccion adversa en el 10% de los casos. Calcula la probabilidad de que, en
una campana de vacunacion realizada a 1000 personas,

a) Se produzcan al menos 90 casos de reaccion adversa.

b) No se produzcan mas de 100 casos de reaccion adversa.

Considera la variable aleatoria X: “n°® de casos con reaccion adversa, de los 1000”. La distribucién de probabilidad
de X es binomial Bin(n =1000;p =0,1).

Como np=100>5y n(1 - p) =900 > 5, se puede aproximar la distribucion de probabilidad de X por la de una

variable aleatoria normal Y ~ N(u =np=100;6 = \lnp(1-p) = \/%) .

a) Utilizando la aproximacion normal a la binomial y teniendo en cuenta la correccién por continuidad:

89,5-100

Voo

P(XZQO)zP(YZSQ,S):P(ZZ J:P(Z >-1,11) = d(111) = 0,8665

b) En este caso

100,5-100
<>y

oo

P(X <100)~P(Y 3100,5):/3[2 ]:P(Z <0,05) = ®(0,05)=0,5199

Unidad 14| Distribucion normal S



SOLUCIONARIO

solucionariosi1u.com

38. Se lanza 500 veces una moneda equilibrada. Halla:

a) El numero esperado de caras.

b) La probabilidad de que el nimero de caras esté comprendido entre 100 y 200.
c) La probabilidad de obtener mas de 300 caras.

Sea la variable aleatoria X: “n.° de caras obtenidas en los 500 lanzamientos”. Puesto que se considera que la
moneda esta equilibrada, la probabilidad de obtener cara en un lanzamientoes p=0,5.

La distribucion de probabilidad de X ~ Bin(n =500;p = 0,5).
a) El nimero esperado de caras, o esperanza de la variable X, es
E[X] =np =500-0,50 =250 .

Para el célculo de probabilidades, se puede aproximar la distribucién de probabilidad de la variable X por la de
una variable Y con distribucion normal: Y ~ N(u =np=250; c =/npq = \/125) .

De manera que:

P(100 < X <200) ~ P(99,5 <Y <200,5) =P[99’5"250 <7<2005-2%

V125 \125

J:P(—13,46$Zs—4,42)=
—P(4,42<Z<13,46)=1-1=0

La probabilidad es muy préxima a cero.

b) En este caso,

300,5-250
P(300< X)~P(300,5<Y)=P| ——=——<Z7Z |=P(4,52<7Z)=1-P(Z<4,52)=1-1=0
(200 <) P(3005 <) - [ 220220 < 7| pras2 . 2)-1- Pz <452
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Ajuste a una distribucion normal.

39.

Una empresa debe producir tubos de acero de 200 mm de diametro. El proceso de produccion esta
sometido a control de calidad y en una inspeccion se midié el diametro de 107 tubos elegidos al azar. Los
datos se muestran en la tabla de la derecha.

Ajusta una distribucion normal y comprueba la bondad del ajuste.

Diametro | [179, 185) | [185,191) | [191,197) | [197,203) | [203,209) | [209,215) |[215, 221)

tubos 2 8 24 39 21 10 3 107

En primer lugar se dibuja el histograma de frecuencias, que es aproximadamente simétrico y que, por tanto es
susceptible de aproximarse por una distribucién normal.

454
40 39
351
30+
25 24
20+
15
10- 8 10

51 2 3

21

Tubos

197 203 209 215 221
X: Diametro

0 } ;
179 185 191

Para obtener los parametros de la distribucién normal se calculan la media y la desviacion tipica (o la varianza) de
la distribucién de las frecuencias observadas (distribucion empirica). La tabla siguiente facilita los célculos:

244
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Dla(r;?;r)o X tubos f; Xj fixj I}xf
[179, 185) 2 182 364 66248
[185, 191) 8 188 1504 282752
[191, 197) 24 194 4656 903264
[197, 203) 39 200 7800 1560000
[203, 209) 21 206 4326 891156
[209, 215) 10 212 2120 449440
[215, 221) 3 218 654 142572
107 21424 4295432
De donde,
X = % =200,224 = J%—ZOO, 2242 =7,3793

De modo que la variable X: “diametro, en mm, de los tubos de acero”, tiene una distribucién que puede
aproximarse por una normal: X ~ N(u =200,224; ¢ = 7,3793)
Para comprobar la bondad del ajuste, se calculan las frecuencias te6ricas y se comparan con las frecuencias

observadas. En la tabla siguiente se incluyen las probabilidades de los intervalos, calculadas con la distribucién
normal ajustada, y las frecuencias teoricas correspondientes a cada intervalo:

Probabilidades tedricas de cada intervalo 107 -probabilidad | frecuencias tedricas
P(179 < X< 185) =P(-2,88 < Z<-2,06) = 0,0177 1,8939 2
P(185 < X< 191) =P(-2,06 < Z<—1,25) = 0,0859 9,1913 9
P(191 < X< 197) =P(-1,25 < Z<-0,44) = 0,2244 24,0108 24
P(197 < X< 203) =P(-0,44 < Z< 0,38) = 0,3180 34,026 34
P(203 = X< 209) =P(0,38 < Z< 1,19) = 0,2350 25,145 25
P(209 = X< 215) =P(1,19 < Z< 2,00) = 0,0942 10,0794 10
P(215 < X< 221) =P(2,00 < Z< 2,82) = 0,0204 2,1828 2
106

Comparando las frecuencias tedricas con las observadas, puede verificarse que la aproximacion realizada es buena.
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Sintesis

40.

Se han pesado en una balanza 200 paquetes de aziicar de una maquina envasadora, obteniéndose el
siguiente histograma de frecuencias:

90
80 83

a) Ajusta una distribucidon normal a la distribucion de frecuencias gg 55
y comprueba la bondad del ajuste. . 50 52

b) Con la distribucion ajustada, calcula la probabilidad de que un ' 401
paquete elegido al azar pese menos de 990 g. gg

c) Si se seleccionan 50 paquetes, ¢ cuantos pesaran entre 1000 10- 4 6
gy 1010 g? : : : : : :

975 985 995 1005 1015 1025
X: Peso (kg)

a) Como el histograma de frecuencias . ) - 2
absolutas es aproximadamente simétrico, X(9) f X i U
puede aproximarse razonablemente por un [975, 985) 4 980 3920 3 841 600
dlstl:lbUC|on normaI..Pa.ra o.t?tener los [985, 995) 52 990 51 480 50 965 200
parametros de la distribucién normal, se
calculan la media y la desviacion tipica de la [995, 1005) 83 1000 83 000 83 000 000
?alztlgbuc;lon de frecuencias, utilizando la [1005, 1015) 55 1010 55 550 56 105 500

[1010, 1025) 6 1020 6120 6242 400
200 200 070 200 154 700

X = 200070 _ 1000,35 s= \/—200154700 -1000,35% = 8,5661

200 200
De esta manera, el ajuste de la distribucion empirica (de frecuencias) se realiza mediante una distribucion
normal cuyos parametros (media y varianza) son los de la distribucion de frecuencias. Es decir, que a la
variable X: “peso (en gramos) de los paquetes de azucar”, se le ajusta una distribucion:
X ~N(p=1000,35;c = 8,5661)
Para comprobar la “bondad” del ajuste, se comparan las frecuencias observadas con las frecuencias teoricas
que corresponderian a cada intervalo si la distribucion de frecuencias fuera la ajustada, es decir, la normal. Con
la distribucién normal ajustada, se calculan las probabilidades de cada uno de los intervalos de la tabla vy,
multiplicando estas por 200, se obtienen las frecuencias teéricas correspondientes a cada intervalo:

Probabilidades tedricas de cada intervalo 200 -probabilidad freCL,Je_nmas
teodricas

P(975 < X< 985) =P(-2,96< Z <-1,79 ) = 0,0352 7,04 7

P(985 < X< 995) =P(-1,79< Z<-0,62) = 0,2309 46,18 46

P(995 < X< 1005) =P(-0,62< Z<0,54 ) = 0,4378 87,56 88

P(1005 = X< 1015) =P(0,54=< 7Z<1,71 ) = 0,2510 50,2 50

P(1015 = X< 1025) =P(1,71< Z<2,88 ) = 0,0416 8,32 8

199

Comparando las frecuencias teoricas con las observadas, puede afirmarse que la aproximacion es
razonablemente buena.

b) En este caso, se trata de calcular la probabilidad siguiente:

P(X <990)=p[z <390-100035) 5 7 421)_1_o(121)=1-0,8869 = 0,1131
8,5661
c) En este otro se pide:

P(1000<X<1010):P(

1000-1000,35

1010-1000,35

= ®(1,13)—(1- ©(0,04)) = 0,3868

<Z<
8,5661 8,5661

]:P(—0,04 <Z<113)=

Distribucion normal| Unidad 14
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41. Una variable aleatoria X sigue una distribucion normal de media p y desviacion tipica o. Si
P(|X SRS 1) = 0,383, halla la desviacién tipica de X.

246

ComoO,383=P(|X—p|s1)=P(—1sX—ps1):P(_—1sMslj=P(_—1£Zslj:2cb[lj—1,
o

Se tiene que:

c

CD(lj :0,6915:>l
c

0,5=>0c

1
0,5

=2

(& (o) (o)

42. El retraso con el que llegan los autobuses de una linea que cubre el trayecto entre dos ciudades sigue una
distribucion normal de media p = 5 minutos.Si se sabe que el 30% llega con un retraso superior a 7

minutos.

a) Calcula la desviacion tipica de la distribucion.

b) Determina el porcentaje de autobuses que llega antes de la hora fijada.
c) Halla la probabilidad de que el retraso supere los 8 minutos.
d) ¢Cual es retraso de un autobus que llega antes que el 80% de los autobuses?

a) Sea la variable aleatoria X: “retraso, en minutos, con el llegan los autobuses”. X tiene una distribucion
N(p=5; 5), con ¢ desconocida.

Si el 30% llega con un retraso superior a 7 minutos, ello significa que P (X > 7) =0,3.

Utilizando la informacién anterior, se tiene que

(e (e

P(X>7)=03= P[Z > 7_5j 0,32 20,5250 =381

b) En este caso se trata de calcular P(X <0).

P(X<0):P(Z< 3

0-5

1 j =P(Z<-131)=1-®(131)=1-0,9049 = 0,0951, es decir, alrededor del 9%.

c) La probabilidad de que el retraso supere los 8 minutos viene dada por

P(X>8):P(Z>
3,81

8-5

J:P(Z >0,79)=1-P(Z <0,79) =1-0,7852 = 0,2148

d) Ahora se trata de calcular el valor de ¢ de tal manera que P(X <¢)=0,2, que equivale a:

CUESTIONES

P(Z<

c-5
3,81

)

0,2:>¢)[
3

)

c-5
81

j ~0,2= ‘;_sf — _0,842= ¢ = 1,792minutos

43. Observa las graficas de las siguientes funciones de densidad

Y|
4

A
U

0
A~

2
o

0
U,

Y
4

o

1

NN

—

-

-2

N

a) Curva de color rojo (altura intermedia).

Asigna a cada grafica la media y desviacion tipica que les
corresponde.

a) u=25yoc=15
b) u=25yoc=1

c) u=2yo=05

b) Curva de color azul (la que alcanza mayor altura).

c) Curva de color rosa (la que tiene el maximo sobre x= 2).

Unidad 14| Distribucion normal



SLUGIONRIO

44.

45.

Sea una variable aleatoria X con distribucion normal N(u, ), calcula el porcentaje de valores de la variable
que distan dela media:

a)
b)

a)

b)

Menos de 1,5 desviaciones tipicas

Mas de 0,5 y menos de 2 desviaciones tipicas.

Los valores de X que distan de la media u menos de 1,5 desviaciones tipicas son los incluidos en el
intervalo(u—15-c;p+15-c).
Entonces,

P(n-150< X<u+1,50):P(m<Z <mj:P(—1,5 <Z<15)=P(Z<15)-P(Z<-15)=
(e c

= @(1,5)—(1—@(1,5)) = 2-(13(1,5)—1 =2-0,9332-1=0,8664
En este caso, por la simetria de la densidad de la distribucién normal, se tiene que

Xonl 2) =2.(®(2)-®(0,5)) = 2-(0,9772-0,6915) = 0,5714.

P(O,5-cs<|X—u|<2~cs):P(0,5<

La calificacion X de un examen es una variable aleatoria que toma cualquier valor del intervalo [0, 10]. Se
sabe que X tiene una distribucion continua con funcién de densidad:

a)
b)

c)

a)

b)

c)

x+1
f(x)=4 60
0 en el resto

si0<x<10

Comprueba que es una funcion de densidad.
¢, Cual es la probabilidad de aprobar este examen?

Calcula la probabilidad de obtener nota superior a 7.

Y|
La grafica de esta funcion de densidad es la mostrada. 1
En efecto, se trata de una funcion de densidad, puesto 60
que f(x) >0, para cualquier valor de x, y el area de la regién P
limitada por la grafica de la funcion, el eje X'y las rectas
verticales x=0 y x=10, es la unidad, ya que se puede poner
como la suma de las areas de un rectangulo y un triangulo (o un -
trapecio): 1
11 1 po
10| — —— 0 2 ¢ 567 ¢ X
1 0[60 60)_1 5 123456 8 9 10
10 —+—m————L=—+—=1
60 2 6 6
La probabilidad de aprobar el examen (obtener nota igual o Y|
superior a 5) es el area de la region coloreada 11
Que, como se ve en la figura, se puede obtener por la suma de 60
las areas de un rectangulo y un triangulo: o
1 1 1
10-5) [— - 10
1 ( 60 10) 17
P(X>=5)=(10-5)-—+ =—=0,7083 e
( )=( ) 10 2 24 1
60
001234567891 X
La probabilidad de obtener nota superior a 7 es el area de la
region sombreada Y|
"
, (10~ )[%7%j 2 3 19 0
P(X>7)=(10-7)—+ ==+—=—=0,475 20 | ]
15 2 5 40 40 5
e
1
60
0l 123456782910 X
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46. EIl tiempo empleado por Juan para ir todos los dias al instituto sigue una distribucion normal de media

248

47.

48.

20 minutos y desviacion tipica 4 minutos.
a) En un dia elegido al azar ¢ cual es la probabilidad de que tarde menos de 25 minutos?

b) ¢Cual es porcentaje de dias que tarda entre 15 y 25 minutos?

Sea la variable aleatoria X: “tiempo, en minutos, empleado por Juan para ir al instituto”, cuya distribucién es
X ~N(n=20;c=4)
a) Sise elige un dia la azar, la probabilidad de que tarde menos de 25 minutos es:

P(X <25)= P[Z >¥J — ®(1,25) = 0,8944

b) La probabilidad de que un dia elegido al azar tarde entre 15 y 25 minutos es:

P(15<X<25):P(15_20 <

Z< 25;20] = ®(1,25) -1+ ®(1,25) = 0,8944 —1+0,8944 = 0,7888

De manera que en torno al 79% de los dias Juan tarda entre 15 y 25 minutos en llegar al instituto.

La venta diaria, sin contar fines de semana, de teléfonos mdviles en un centro comercial sigue una
distribucion normal de media 15 y desviacion tipica 4. Calcula, en un dia elegido al azar, la probabilidad de
que se vendan:

a) Més de 21 teléfonos
b) Menos de 7
c) Al menos 17

d) Entre 11y 19 teléfonos

La variable X: “numero de teléfonos moéviles vendidos diariamente en el centro comercial” tiene una distribucién
N(pn=15; o =4), luego, tipificando en cada uno de los casos:

a) P(X>21):P(Z >¥j:P(Z >1,25) =1-®(1,25) =1-0,8944 = 0,1056

b) P(X < 7):P(Z <7‘4£jzp(2<_2) —1-®(2)=1-0,9772 = 0,0228

c) P(X> 17):P(Zz$] —P(Z>0,25)=1-®(0,25) =1-0,5987 = 0,4013

11-15 <7< 19-15
4 4

d) P(11<X<19):P[ ]:P(—1<Z<1):2-(1)(1)—1:2~O,8413—1:0,6826

Un test especifico para determinar el estado de salud de los trabajadores de una empresa tiene una
distribucion normal de media 100 y desviacion tipica 8. Si un trabajador supera los 125 puntos debe ser
objeto de una segunda revision en profundidad.

¢ Cual es el porcentaje de trabajadores que necesitara una segunda revision?

Sea X: “estado de salud de los trabajadores”, cuya distribucion es N(u=100; c=8).
Para estimar el porcentaje de trabajadores que necesitara una segunda revision, debe calcularse:

P(X>125):P[Z >M] =P(Z>3125)=1-®(3,125)=1-0,9991=0,0009

Luego, se estima que la cantidad de trabajadores que necesitara una segunda revisién es menor que el 1%, .
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49.

50.

51.

En una fabrica de botellas se sabe que la capacidad de las mismas sigue una distribucion normal de media
2 L y desviacion tipica 0,015 L.

Si se desechan todas las botellas que tengan una capacidad inferior a 1,98 L o superior a 2,02 L. Calcula el
porcentaje de botellas que sera rechazado.

La variable aleatoria X: “capacidad (litros) de las botellas” tiene una distribucion N(p=2; 6=0,015).

Para estimar las botellas que seran rechazadas, se calcula la probabilidad de que una botella elegida al azar sea

aceptada:

P(198 < X <2,02)=P 198-2 7 202-2
0,015 0,015

Por tanto una botella elegida al azar sera rechazada con probabilidad P(rechazar la botella) =1-0,8164 =0,1836.

Es decir, el 18,36% de las botellas seran rechazadas.

j:P(—1,33 <Z<133)=2.0(1,33)-1=2.0,9082—1=0,8164

El consumo medio de gasolina de un determinado modelo de vehiculo es de 6,5 L por cada 100 km. Se
sabe que el consumo de gasolina de este modelo tiene una distribucion normal con desviacién tipica 2 L.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que un vehiculo de este modelo, elegido al azar, consuma més de 7 L/100 km?
b) ¢Cual es porcentaje de vehiculos de este modelo que consume entre 5y 6 L/100 km?

c) Si se seleccionan 200 vehiculos ¢ Cuantos consumiran menos de 6 L/100 km?

Considera la variable aleatoria X: “consumo de gasolina del modelo en cuestién”. Se estima que
X~N(p:6,5; (5:2).

a) La probabilidad que se pide esP(X >7) = P(Z >7_—265J =P(Z>0,25)=1-®(0,25)=1-0,5987 = 0,4013 .

b) La probabilidad de que un vehiculo de este modelo elegido al azar consuma entre 5y 6 L/100 km.

P(5<X<86)= P(5_26’5 <Z< 6_26’5) =P(-0,75<Z <-0,25)=P(0,25<Z <0,75) =
=®(0,75)-®(0,25) =0,7734 -0,5987 = 0,1747

Es decir, el 17,47% de los vehiculos de este modelo consume entre 5y 6 L/100 km.

c) La probabilidad de que un vehiculo de este modelo elegido al azar consuma menos de 6 L/100 km.
6-6,5
P(X<6)=P|Z <T =P(Z<-0,25)=1-®(0,25) =1-0,5987 = 0,4013

El 40,13 % de los vehiculos consumiran menos de 6 L/100 km. Como el 40,13 % de 200 es 80,26,
aproximadamente 80 vehiculos de los 200 de la muestra consumirdn menos de 6 L/100 km.

La medida del diametro interior de las arandelas que produce una maquina sigue una distribucion normal
de medial0 mm y desviacion tipica 0,1 mm. Las referencias especifican que solo son admisibles las
arandelas con un diametro interior entre 9,85y 10,2.

Calcula el porcentaje de arandelas producidas que cumplen las especificaciones.

Sea la variable aleatoria X: “medida en mm. del diametro interior de las arandelas”. Su distribucién de probabilidad
es N(n=10;5=0,1).

Para estimar el porcentaje de arandelas que cumplen las especificaciones, se calcula la probabilidad de que el
diametro interior de una arandela elegida al azar esté entre 9,85y 10,2 mm.

9,85-10 10,2-10
<< —
0,1 0,1

=0,9772-(1-0,9332) =0,9104

P(9,85< X <10,2) :P[ ]:P(—1,5 <Z<2)=0(2)-D(-15)=d(2)-(1-0(15)) =

De manera que el 91,04% de las arandelas cumple las especificaciones.
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52.

53.

54.

El gasto trimestral, en euros, en material de oficina de los empleados de una empresa sigue una
distribucion normal N(u = 550, ¢ = 60) .
a) Determina el porcentaje de empleados que gasta entre 500 y 625 €.

b) Si se eligen al azar 60 empleados ¢ Cuantos de ellos se espera que superen los 650 € de gasto?

Se considera la variable aleatoria X: “gasto corriente en material, en euros”. Se sabe que X ~N(p =550;6= 60) .

a) Si se elige un empleado al azar, la probabilidad de que su gasto esté entre 500 € y 625 € es:

500-550 _, _ 625—550jzp(_0,8333<z<1,25)=
60 60

=®(1,25)-1+®(0,83) =0,8944 -1+ 0,7967 = 0,6911
De modo que el 69,11% de los empleados presenta un gasto trimestral en material entre 500 € y 625 €.

P(500 < X <625):P[

b) La probabilidad de que un empleado elegido al azar supere los 650 € en gasto de material al trimestre es:

P(X>650)=P(Z >WJ:P(Z >1,67)=1-P(Z <1,67) =1-0,9525 = 0,0475

Esto es, el 4,75% de los empleados supera los 650 € en gasto.El 4,75% de 60 es 2,85. Luego, de los 60
empleados elegidos al azar se espera que 3 supere los 650 € en gasto trimestral.

El voltaje de la corriente eléctrica que llega a un domicilio tiene una distribucién normal de media 220 y
desviacion tipica 1,5 voltios. Calcula la probabilidad de que una medida del voltaje tomada al azar:

a) Sea menor de 221 voltios.
b) Esté comprendida entre 215 y 222 voltios.

c) Supere el limite establecido en 230 voltios para que salte el diferencial.

La variable X: “voltaje de corriente eléctrica” tiene una distribucion N(p =220; 6 =1,5).
- 221-220

a) La probabilidad pedida es: P (X <221) = P(Z 15

j:P(Z <0,67)=0,7454 .

b) En este caso:

P(215< X <222)= P£2151_5220 <Z< 2221_5220] =P(-3,33<Z<133)=d(133)-(-3,33) =
=®(1,33)-(1-®(3,33)) =0,9082 - (1-0,9996) = 0,9078

230-220
> —

c) Por Ultimo, la probabilidad de que salte el diferencial es: P(X >230) = P(Z 15

j:P(Z>6,67)=O.

La duracion de las llamadas de tzeléfono en una oficina comercial sigue una distribucién normal de
media40 segundos y varianza 100 s*. Calcula el porcentaje de llamadas:

a) Que supera el minuto. b) Cuya duracién esta comprendida entre 30 y 45 s.

La variable aleatoria X: “duraciéon (en segundos) de las llamadas de teléfono”, tiene una distribucion
N(p=40;6=10).

a) La probabilidad de que una llamada elegida al azar haya durado mas de 1 minuto (60 s) es:

60-40

P(X > 60):P[Z > j:P(Z >2)=1-®(2)=1-0,9772 = 0,0228

Es decir, el 2,28% de las llamadas en esa oficina supera el minuto.

b) La probabilidad de que una llamada elegida al azar esté comprendida entre 30 s y 45 s es:

P(30£X§45):P(30—40 <7< 45_40J
10 10

=P(-1<Z<0,5)=®(0,5)-®(-1) =

= ®(0,5)-(1-®(1)) = 0,6915 - (1-0,8413) = 0,5328

De manera que el 53,28% de las llamadas telefonicas en esa oficina duran entre 30 s y 45 s.
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55.

56.

En el balance final del ultimo ano en una entidad financiera, la morosidad (créditos concedidos y no
pagados) ha ascendido al 25%. Si de dicha entidad se eligen al azar 50 clientes a los que se les ha
concedido un crédito, calcula probabilidad de que entre los 50:

a) Haya al menos 20 morosos.

b) Los morosos sean exactamente 12

Sea la variable aleatoria X: “numero de morosos entre los 50 clientes seleccionados”. La distribucién de
probabilidad de esta variable es X ~Bin(n = 50;p =0,25) , cuya esperanza y varianza son:
E[X]=50-0,25=12,5 Var(X)=50-0,25-0,75=9,375 = ¢ = /9,375 = 3,062

Para el calculo de probabilidades, se puede aproximar la distribucién binomial de X por la distribucion de una
variable aleatoria normal Y ~N(n =12,5;6=3,062) . Entonces:

a) La probabilidad de que haya al menos 20 morosos es:

P(X > 20) zP(Y219,5):P(Z z%jzp(z >2,29)=1-®(2,29) =1-0,9890 = 0,0110

b) La probabilidad de que haya exactamente 12 morosos se puede calcular también con la distribucién normal.

P(X=12)~P(115<Y <12,5):P(11’5_12’5 <Z< 12’5_12‘5] =P(-0,33<Z<0)=®(0)-®(-0,33) =
3,062 3,062

=®(0)-1+®(0,33)=0,5-1+0,6293 = 0,1293
Obsérvese que si se hace directamente por la binomial el resultado obtenido es practicamente el mismo.

P(X =12) = @8]'0’ 25'2.0,75% =0,1293676...

Un tribunal debe calificar a los 700 aspirantes a las 25 plazas convocadas para cubrir vacantes en un
organismo oficial. Si las calificaciones son de 0 a 10 y su distribucion es normal de media p =5,7 puntos y

desviacion tipica 6 =1,5 puntos, contesta:
a) ¢Cuéntos opositores han obtenido puntuacion superior o igual 5 puntos?

b) ¢Cual es la nota de corte para ser seleccionado?

Sea la variable aleatoria X: “calificacion de las pruebas”. Se tiene que X ~N(u =5,7;6 =1,5) . Entonces:
a) La probabilidad de que un opositor elegido al azar obtenga calificacion igual o superior a 5:

5-57

P(Xzs):P[Zz j:P(Z2—0,47):P(Z£O,47):0,6808

De manera que el 68,08% de los opositores ha obtenido puntuacién superior o igual 5 y, por tanto,
700 - 0,6808 = 476,56, es decir unos 477 opositores han obtenido nota superior o igual a 5.

b) Para obtener la nota de corte, ¢, se debe tenerse en cuenta que 675 opositores no obtendran plaza, lo que
supone el 96,43% de los 700 aspirantes. Luego planteando el problema, tipificando y utilizando las tablas de la
normal estandar:

5

—0,9643 :%:1,80 —c=84

P(X <c)=0,9643 QP(Z < 0‘5’7]

)

La nota de corte es, por tanto, 8,4.
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57.

58.

La estatura media de los bebés nacidos en una maternidad en el tltimo afo ha sido de 45 cm. Ademas, el
20 % ha medido mas de 50 cm. Si se supone que la estatura de los bebés sigue una distribucion normal,

a) Calcula la desviacion tipica.
b) Calcula la probabilidad de que un bebé elegido al azar mida menos de 40 cm.

c) Si en la maternidad nacieron 100 bebés en el ultimo mes ;Cuantos se espera que hayan sobrepasado los 55
cm?

Sea la variable aleatoria X: “estatura en cm de los bebés nacidos el Ultimo afio en la maternidad”.
La distribucion de probabilidad de X es N(u =45; c), con o desconocida.
a) Siel 20% de los bebés ha medido mas de 50 cm, entonces P(X > 50) =0,2.

De la informacion anterior se tiene que:

50_45) :0,233: 0,843=c = 5,931
(e}

P(X >50) :P[Z >
(¢

b) Con la desviacion tipica obtenida en el apartado anterior:

40-45
5,931

P(X < 40)= P(Z < j: P(Z <-0,84) =1-®(0,84) = 1-0,7995 = 0,2005

c) La probabilidad de que un bebé elegido al azar supere los 55 cm es:

55-45
5,931

P(X >55):P(Z > ):P(Z >1,69) = 1-®(1,69) = 1-0,9545 = 0,0455

Por tanto, de 100 bebés se espera que hayan sobrepasado los 55 cm, el 4,55%, es decir, entre 4 y 5 bebés.

El 70 % de los habitantes de una localidad se oponen a que en su municipio se construya un cementerio
nuclear. Se elige una muestra de los habitantes.

a) Si la muestra es de 50 personas, calcula la esperanza y la desviacién tipica de la variable X: “nimero de
personas de las 50, que se oponen a la construccién del cementerio nuclear”.

b) Sila muestra es de 8 personas, ¢ cual es la probabilidad de que al menos 5 se opongan al proyecto?

c) Sila muestra es de 80 personas, calcula la probabilidad de que mas de 60 se opongan al proyecto.

a) La variable aleatoria X sigue una distribucién Bin(n =50; p =0,7), por tanto su esperanza y su varianza son:

E[X]=np=50-0,7=35, Var(X)=np(1-p)=50-0,7-0,3=10,5
Y la desviacion tipica: o = y/Var(X) =+/10,5 = 3,2404

b) En este caso, la variable Y: “numero de personas, de las 8, que se oponen a la construccion del cementerio
nuclear”, sigue una distribucion binomial Bin(n=8, p=0,7), por lo que:

P(Y=5)=P(Y =5)+P(Y=6)+P(Y =7)+P(Y =8)=[2j-0,76 0,3%[?)0,77 -0,3' +[:J~o,78 =

=0,2541+0,2965+0,1977 + 0,0576 = 0,8059

c) De forma similar a lo hecho en el apartado a), la distribucién de X ~ Bin(n =80, p =0,7) se puede aproximar
por la de lanormal T ~N(n =56; o =4,1), ya que Var(X)=np(1-p)=80-0,7-0,3=16,8 = 6 =+16,8 =4,1)
de manera que la probabilidad de que mas de 60 se opongan a la construccion es:

P(X >60)~P(T >60,5):P(Z >6°':’—‘56] - P(Z>110)=1-®(1,10) = 1-0,8643 = 0,1357.
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59.

60.

61.

Las puntuaciones de un test, que mide la capacidad de calculo de las personas adultas, siguen una
distribucion normal de media 6 y varianza 4. El test se pasa a una muestra aleatoria de 1000 personas,

a) ¢Cuantas personas obtendran una puntuacion superior a 8,5?

b) Si para superar el test es preciso obtener mas de 5 puntos ¢Cual sera el porcentaje de personas que no lo
superara?

a) Considera la variable aleatoria X: “Puntuaciones del test”, cuya distribucion de probabilidad es:
X ~ N(u =6;0= 2). Entonces, la probabilidad de que una persona elegida al azar obtenga una puntuacion

8,56-6

superior a 8,5 puntos es: P(X > 8,5) = P(Z > J: P(Z>125)=1-®(1,25)=1-0,8944 = 0,1056 .

Es decir, el 10,56% de las personas obtendra una puntuacién superior a 8,5 puntos, luego si el test se ha

pasado a 1000 personas, alrededor de 106 conseguiran una puntuacién superior a 8,5 puntos.

b) Se calcula la probabilidad de que una persona elegida al azar obtenga mas de 5

5_6J:P(Z > -0,5)=®(0,5)=0,6915

puntos. P(X >5) = P(Z >

De modo que el 69,15% obtendra puntuacién superior a 5 puntos.

El peso , en gramos, de los recién nacidos en la maternidad de un hospital sigue una distribucion normal
de media 3000 g. Si el 95 % de los bebés tiene un peso comprendido entre 2600 y 3400 g ¢Cual es el valor
de 0?

Considera la variable aleatoria X: “el peso, en gramos, de los recién nacidos”. X tiene una distribucion
N (pn =3000;c). Si el peso del 95% de los bebés esta entre 2600 y 3400 g, ello significa que:

2400 -3000 3400-3000
—_—<Z<—
(¢ (e

&0 _, 50

P (2600 < X < 3400) = 0,95=> P(
(&) (e

s o 828)

Ahora bien, como P(-a<Z <a)=2-®(a)-1 cualquiera que sea a >0, se tiene que

2@(@j—1 = 0,95:@(@j :0,9753@:1,963(5 =306,12
c c c

La produccion de trigo por hectarea de terreno en una comarca sigue una distribucion N(u, ) Los datos
histéricos indican que solo en el 10 % de los afios la produccion supera los 4000 kg/ha, mientras que en el
60 % de los afios queda por debajo de los 3200 kg/ha.

a) Calcula la media y la desviacion tipica de la distribucion.

b) Calcula la probabilidad de que la produccion alcance los 3500 kilos por hectarea en una un afio elegido al azar.

a) Considerando la variable aleatoria X: “produccion de trigo por hectarea en la comarca”, cuya distribucion es
N(u,o) .Que el 10% de los afios la produccion supere los 4000 kg/ha significa que: P(X>4000)=0,1,

Mientras que el 60% de los afios la produccidén queda por debajo de los 3200 kg/ha significa

que: P(X<3200)=0,6 .

4000 -p
(o)

4000 -
o

Con la informacién disponible se tiene que: P (X > 4000) = 0,1= P[Z > J =0,1=> =1,281

- 0,6=3200=1 _ 4 753

P(X <3200)=0,6= P(Z <%j
(¢

G
n+1281c = 4000

El sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, queda:
n+0,253c¢ =3200

cuya solucion es p=3003,11y c=778,21kg/ha.
b) Con los parametros calculados en el apartado a), se tiene que:

P(X23500):P(Z >WJ:P(Z >0,64)=1-®(0,64) =1-0,7389 = 0,2611
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62.

63.

Segun los datos del organismo correspondiente el 80 % de los incendios que se producen en la época de
calor son provocados. Si este verano se han producido 150 incendios en una determinada regién, calcula
la probabilidad de que:

a) Més de 100 hayan sido provocados.
b) Como mucho 30 hayan sido accidentales.

c) Elnumero de incendios provocados supere el 80% del total de incendios.

a) Sea la variable aleatoria X: “numero de incendios provocados, de los 150 producidos”. La variable X tiene una
distribucién binomial Bin(n =150; p = 0,8), cuya esperanza y varianza son respectivamente:

E[X]=150-0,8 =120 Var(X)=150-0,8-0,2 =24 = o = /24

Y se puede aproximar por la distribucion de una variable Y ~N(u =120; 6 =+v24) . Entonces:
Utilizando la aproximacién normal, la probabilidad de que méas de 100 incendios hayan sido provocados es:

P(X >100)~P(Y 2100,5):/9[2 ZMJ —P(Z>-3,98)=(3,98) =1

N

b) Que como mucho 30 sean accidentales equivale a que masde 120 sean intencionados, entonces:

P(X >120)zP(Y2120,5):P[Z ZMJ — P(Z>0,10)=1-(0,10) = 1-0,5398 = 0,4602

124

c) Si el nimero de incendios provocados supera el 80% del total, dado que el 80% de 150 es 120, tenemos que la
probabilidad pedida es justo la del apartado anterior.

La estatura, en cm, de las alumnas de un centro escolar sigue una distribuciéon N(u =165, c =12) y la
estatura de los chicos es N(u =175, 6 =12). Se eligen al azar un chico y una chica, calcula la probabilidad
de que:

a) La chica supere los 170 cm de altura. d) Al menos uno de ellos supere los 170 cm.

b) El chico mida mas de 170 cm. e) La chica sea mas alta que el chico.

c) Los dos superen los 170 cm.

Considerando las variables aleatorias:

X: "estatura de las alumnas de un centro escolar”, cuya distribucién es: X ~ N(uy =165 ;6, =10)
Y: "estatura de los alumnos de un centro escolar", con distribucién: Y ~ N(py =175 ;0, = 12)

a) La probabilidad de que la chica mida mas de 170 cm es:

P(X >170) :P(Z >Mj = P(Z>0,5)=1-0(0,5)=1-0,6915 = 0,3085
b) La probabilidad de que el chico mida mas de 170 cm es:

P(Y >170) :P[Z >Mj —P(Z>-0,4167) = P(Z <0,42) =®(0,42) = 0,6628

c) Entendiendo que la eleccién del chico es independiente de la eleccion de la chica, la probabilidad de que
ambos superen los 170 cm es:
P((X > 170)m(Y > 170)) = P(X > 170)-P(Y > 170) =0,3085-0,6628 = 0,2045
d) La probabilidad de que al menos uno de ellos supere los 170 cm es:
P((X > 170)u(Y > 170)) = P(X > 170)+P(Y > 170)—P((X > 170)m(Y > 170)) =
=0,3085+0,6628 —0,2045 = 0,7668

Donde el valor de cada uno de los término ha sido calculado en los apartados anteriores.
e) En este caso se pide la probabilidad de que P(X >Y)=P(X-Y >0).

Suponiendo que las variables X e Y son independientes, la distribuciéon de probabilidad de la variable Y — X es

normal de media p =y —uy =165-175=-10 y varianza o* = 6% + 65 =10% +12% =244 .

X-Y~ N(“ =106 = w/244)

De manera que la probabilidad de que la chica sea mas alta que el chico es:

0-(-10)
N244

P(X—Y>0)—P[Z> j—P(Z>O,64)—O,26109
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64.

65.

66.

En el control de calidad de un gran lote de articulos manufacturados, se estima que el 12% de los articulos
tiene algun defecto. Si se examinan 10 articulos del lote, calcula la probabilidad de que no se obtenga mas
de un articulo defectuoso:

a) Mediante la distribucion binomial.

b) Mediante la aproximaciéon normal a la distribucién binomial

c) Comenta la diferencia obtenida en los apartados anteriores..

Sea la variable aleatoria X: “numero de articulos, de los 10 elegidos, que tiene algin defecto”.

X tiene una distribucion de probabilidad Bin(n =10, p =0,12)
a) Calculando directamente con las probabilidades de la binomial

P(X <1)=P(X =0)+P(X =1) :(mo,ssm +(110j0,12.0,881° ~0,2785+0,3798 = 0,6583

b) Utilizando la aproximacion por la variable aleatoria Y ~N(n =1,2;6 =1,028) ya que:
u=np=10-012=12 vy Var(X)=np(1-p)=10-0,12-0,88 =1,56 = c = /1,56 =1,028
1,5-12
1,028

c) Se puede ver que la aproximacion obtenida en el aparatado b) no es muy buena, debido a que se tienen pocas
observaciones (solo 10) y a que la probabilidad p= 0,12, esta alejada de 0,5.

P(X<1)~P(Y 31,5):P(Zs j:P(ZsO,ZQ) — ®(0,29) = 0,6141

El encargado de una plantaciéon de chopos asegura que, en este momento, el diametro de los arboles sigue
una distribucion normal de media 20 cm y que el 90 % de ellos tiene un diametro inferior a 25 cm.

a) Calcula la desviacion tipica de la distribucion.

b) Calcula la probabilidad de que un arbol tenga mas de 22 cm de diametro.

a) Sea la variable aleatoria X: “didmetro, en cm, de los arboles de la plantacion”. Se sabe que X ~N(u=20; o).
Como P(X<25)=0,9, entonces, tipificando:

MJ:O,QsE:IZSZ:G:B,Q
c c

b) Con la desviacion tipica calculada en el apartado anterior:

P(X >22) :P(Z > 223‘92()]:/3(2 >0,5128) = 1-P(Z < 0,51) = 1-0,6950 = 0,3050

P(X <25):P[Z <

En cierto hospital se realizan al mes 50 intervenciones quirirgicas de alto riesgo. La cuarta parte de las
mismas, por término medio, presenta complicaciones y, en ese caso, es preciso disponer de plasma
adicional cuya vida util es de un mes.

Calcula la reserva de bolsas de plasma que es preciso tener para cubrir el 90 % de los meses las
complicaciones que se pudieran presentar.

Sea la variable aleatoria X: “nUmero de bolsas de plasma adicional” (nimero de operaciones de alto riesgo con
complicaciones). Su distribucion de probabilidad es X ~Bin(n =50;p = 0,25), y su esperanza y varianza son
respectivamente:

E[X]=np=50-0,25=12,5 Var(X)=npq =50-0,25-0,75=9,375

La distribucion de X puede aproximarse por la de una variable aleatoria normal: Y ~ N(u =12,5;c = \/9,375) .

De modo que si se llama c a la cantidad de bolsas de plasma adicionales que se necesitaran para cubrir con
probabilidad 0,9 las demandas, se plantea:

"‘0’5‘12'5]20,9

79,375

P(X=c)~P(Y=2¢-05)=09 = P(ZZ

Es decir,
1013 _09 = 18 _ 128 = c=908
3,062 3,062

Se precisaran entre 9 y 10 bolsas adicionales para tener cubiertas las necesidades en el 90% de los meses.
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67.

En un centro educativo, a pesar de los controles rigurosos, un 12 % de los ordenadores resulta infectado
por algun tipo de virus informatico.

a)
b)

c)

a)

b)

c)

Si en un aula hay 10 ordenadores, calcula la probabilidad de que mas de un ordenador tenga virus.

Si se quiere que la probabilidad de que haya, como maximo, dos ordenadores infectados sea al menos 0,7
¢cual tiene que ser el nUmero maximo de ordenadores en el aula?

Si en todo el centro el numero de ordenadores es 150, 4 cual es la probabilidad de que por lo menos el 10% de
ellos tenga virus?

Sea la variable aleatoria X: “numero de ordenadores infectados, de los 10”. La
variable X ~ Bin(n =10; p =0,12), entonces:

P(X>1)=1-P(X<1)=1-P(X=0)-P(X =1) :1—[100)0,120 -0,88" —[110]-0,121 -0,88° =
=1-0,2785-0,3798 = 0,3417

En este caso, se trata de calcular el mayor valor de n, en la binomial, para que P(X<2)>0,7 . Para ello se
necesitan las probabilidades:

P(X =0)=0,88" P(X =1)=n-0,12.0,88"" P(X:Z):wo,QZO,SS“’Z

Se puede resolver sondeando los posibles valores de n.

Se construye la tabla siguiente, con las probabilidades necesarias para obtener P(X <2).Se puede empezar
probando con n =8y se observa que como maximo debe haber n =11ordenadores en el aula para que la
probabilidad de tener dos o menos ordenadores infectados sea superior a 0,7.

n P(X=0) | P(X=1) | P(X=2) | P(X<2)
8 0,3596 0,3923 0,1057 0,8577
9 0,3164 0,3884 0,1087 0,8136
10 0,2785 0,3798 0,1087 0,7670
11 0,2450 0,3676 0,1063 0,7190
12 0,2157 0,3529 0,1020 0,6706

Ahora la variable Y: “nimero de ordenadores infectados, de los 150”. Y ~ Bin(n =150; p =0,12).

La esperanza y la varianza de Y son, respectivamente : E[Y]=150-0,12=18 y Var(X)=150-0,12-0,88=15,84

La distribucion de Y se puede aproximar por la de la variable T ~N(u =18; 6=4/15,84). Entonces, como el
10 % de 150 es 15, se tiene que:

14,5-18

V19,125

P(Y 215)~P(T 214,5):/9[2 > J:P(Z >-0,88) = ®(0,88) = 0,8106
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69.

El cociente de inteligencia es una variable aleatoria con distribucion N(u =100, o =16) .

a) Calcula la probabilidad de que un individuo elegido al azar tenga un cociente superior a 115.
b) Si se escoge una muestra de 85 individuos, ¢cuantos se espera que tengan un cociente inferior a 957

c) Si se sabe que una persona tiene un cociente superior a 100, calcula la probabilidad de que su cociente sea
mayor de 120.

a) La probabilidad pedida se obtiene de la siguiente manera:

115-100

P(X>115):P(Z>
16

):P(Z >0,9375) =1-P(Z < 0,9375) = 1-®(0,94) = 10,8264 = 0,1736

b) Calculamos primero la siguiente probabilidad

95—100)
<— | =

P(X <95)= P(Z P(Z <-0,3125)=1-P(Z > -0,3125) = 1-®(0,32) = 1-0,6255 = 0,3745.

Por tanto, aproximadamente el 37,45% de los 85 individuos (31,83) tendran un cociente inferior a 95, esto es,
unos 32 individuos.
c) En este caso, se trata de una probabilidad condicionada.

P(X >120) _0,1056
P(X >100) 0,5

P(X >120|X >100) = =0,2113

Donde la probabilidad del numerador se ha obtenido como sigue

120-100
>—

P(X>120):P(Z
16

J:P(Z >1,25) =1-P(Z <1,25) =1-0,8944 = 0,1056

La anchura de las hojas de una especie de arbol siguen una distribucion normal de mediap =4 cm.
Ademas, se ha observado experimentalmente que la anchura del 90 % de las hojas es inferior a 5 cm.

a) Halla la varianza de la distribucion.
b) Calcula la probabilidad de que la anchura de una hoja elegida al azar sea mayor de 6 cm.

c) ¢Cual es la anchura maxima de las hojas que se encuentran entre el 30% con menor anchura?

a) Considerando la variable aleatoria X: “anchura de las hojas, en cm”, cuya distribucion es N(p = 4;0), con o

desconocida; se sabe que, elegida una hoja al azar, P(X < 5) =0,9.

Para el calculo de la varianza se plantea:

P(X<5)=09= P(Z< 5_4j:0,9:@[1j=0,931:1,2812 ¢ =0,7806
c

(o) ()

Luego, la varianza es % =0,6093

6-4
0,7806

b) Con los datos disponibles, P(X > 6) = P[Z > j = P(Z>256)=1-®(2,56) = 1-0,9948 = 0,0052

c) Necesitamos localizar la anchura a tal que P (X < a) =0,3, esto es:

P(Xsa):P(Z< a4 j:O,3:>P[Zz a4 j:O,?:P(Zs— a4 j=0,7:> 478 o525

~ 0,7806 0,7806 0,7806 0,7806
Por tanto,a=4-0,525-0,7806 = 3,59.

La anchura maxima que tendra el 30 % de menor anchura es 3,59 cm.
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70.

71.

En la segunda vuelta de las elecciones presidenciales, el candidato A obtuvo el 52 % de los votos emitidos.
El resto voté a otro candidato o lo hizo en blanco. Si de la poblacion que ha participado en la votacion se
eligen al azar 2000 personas, calcula la probabilidad de que entre estos:

a) Mas del 60% haya votado al candidato A.
b) Menos de la mitad haya votado al candidato A.

c) Mas del 60% haya votado al candidato A si se sabe que por lo menos la mitad le voto.

Sea la variable aleatoria X: “numero de personas, de las 2000, que han votado al candidato A”.

La distribucion de X es Bin(n =2000;p = 0,52), cuya esperanza y varianza son respectivamente:
E[W]=2000-0,52 =1040 Var(X)=2000-0,52-0,48 =499,2 = c =+/499,2 = 22,34
De modo que la distribucion de X puede aproximarse por la distribucién de la variable W ~ N(u =1040;c = 22,34)

a) ElI 60% de 2000 son 1200 personas, luego:

1200,5-1040

P(X >1200)=P(W >1200,5) = P[Z >
22,35

j:P(Z> 7,18):1—@(7,18) =1-1=0.
b) En este caso,

P(X <1000) ~ P(W <999,5) :P[z <Mj

= P(Z <-1,81)=1-®(1,81) = 1-0,9649 = 0,0351
22,35

c) La probabilidad de que al menos la mitad de los 2000 haya votado al candidato A es:
P(X 21000)=1-P(X <1000) =1-0,0351=0,9649

Entonces,

P(X>1200|X>1000)_P(X>1200;X21000)_P(X>1200)_ 0o
- P(X >1000) P(X >1000) 0,9649

Las calificaciones obtenidas por los estudiantes para acceder a una facultad siguen una distribucién
normal de media 6,5 y desviacién tipica 1,5. Si la nota de corte se establecié en 8,2,

a) ¢Cudl es el porcentaje de estudiantes que no pudo acceder a la facultad ese afio?

b) Suponiendo que se presentaron 300 solicitudes, ¢ Cuantos estudiantes con nota superior a 7,5 se quedaron sin
plaza?

La distribucion de la variable aleatoria X: “calificaciones obtenidas por los alumnos para acceder a la universidad”
es N(n=6,5 0=15)

a) Dado que la nota de corte se estableci6 en 8,2, la probabilidad de que un alumno elegido al azar no haya
obtenido plaza es:

8,2-6,5
< —— -

P(X <8,2) :P(Z
15

j:P(Z <1133)=0,8708

Luego, el 87,08% de los estudiantes no pudieron acceder a la facultad ese afio.

b) La probabilidad de que un alumno elegido al azar haya obtenido nota superior a 7,5 y se haya quedado sin
plaza es:

7,5-6,5 8,2-6,5
<Z<
15 15

P(7,5< X <8,2) :P[ ]:@(1,13)—(1)(0,67):0,8708—0,7486 - 0,1222

Es decir, el 12,22 % obtuvo nota superior a 7,5 y no accedié a la facultad. El 12,22% de 300 es 36,66. Luego
c) unos 37 alumnos se quedaron sin plaza habiendo obtenido nota superior a 7,5 puntos.
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72.

73.

El

nivel de colesterol total en sangre sigue una distribucion normal de media 180 mg/dL y varianza

225mgzldL2 . Se considera que valores del nivel de colesterol mayores de 200 mg/dL son perjudiciales para
la salud y debe iniciarse un tratamiento

a)
b)

c)

a)

b)

c)

Elegidas 200 personas al azar, ¢ cual es el nUumero esperado de personas que necesitaran tratamiento?

Elegida una persona al azar, ¢ cual es la probabilidad de que su nivel de colesterol sea inferior a 170 mg/dL, si
se sabe que no precisa tratamiento?

Si la varianza se mantiene en su actual valor, calcula qué valor medio debe tener el nivel de colesterol para que
solo el 5% de la poblacion deba seguir tratamiento médico.

Sea la variable aleatoria X: “nivel de colesterol en sangre, en mg/dL”, cuya distribucion es
N(p -180: 6 = \/225)
La probabilidad de que una persona elegida al azar en esta poblacién deba ponerse en tratamiento, por

200-180

superar los 200 mg/dL es: P(X > 200) = P[Z > —j =P(Z>133)=1-®(1,33)=1-0,9082 =0,0918 .
(x> 200) e | “P(Z>13%)=1-0(133)

El nimero esperado de las 200 personas que deben ponerse en tratamiento es

200-0,0918 =18,36 .Aproximadamente 18 personas.

La probabilidad de que su nivel de colesterol sea inferior a 170 mg/dL, si se sabe que no precisa tratamiento
viene dada

[ 170—180j
<7
P(X<17OIX<2OO):P(X<‘I7Or\X<200):P(X<17O): J225 :P(Z<—O,67):
or; P(X <200) P (X <200) 1-0,0918 0,9082
:1—P(Z<0,67):1—<I)(0,67):1—0,7486 _0,2768
0,9082 0,9082 0,9082

Si la varianza sigue siendo 225; y el limite para iniciar tratamiento es de 200 mg/dL, el nivel medio de
colesterol,u,de la poblacién para que solo el 5% deba seguir tratamiento se obtiene a partir de que

200_”):0,05 = P[Z < 200_“}:0,95

J225 225
200 -
2

- =1645 = p=175,325mg/dL

P(X >200)=0,05, que tipificando resulta: P(Z >

Y de la distribucién normal estandar resulta:

Las horas de vuelo utiles (en miles) de una determinada clase de aviones comerciales siguen una
distribucion normal, con una media 200 y desviacion tipica 20.

a)
b)

c)

b)

c)

Elegido un avién al azar, ¢ cual es la probabilidad de que su vida Util supere las 250 000 horas de vuelo?

Calcula un intervalo alrededor de 200 de tal manera que el 50% de los aviones de esta clase tenga su nimero
de horas de vuelo util incluido en el intervalo.

¢, Cuantas horas de vuelo tendra un avion que supere en horas de vuelo al 90% de la flota?

Sea la variable aleatoria X: "horas de vuelo Utiles (en miles) de una determinada clase de aviones comerciales",
con distribucion de probabilidad N(u = 200; o = 20) .Elegido un avién al azar, la probabilidad de que su vida util

. 250—200j _p

supere las 250 mil horas es: P(X > 250) = P(Z (Z>25)=1-d(2,5)=1-0,9938 = 0,0062.

El intervalo tiene la forma (200 -8, 200+3) , y tipificando: P (200 -8 < X < 200+ §) = 0,5 .Simplificando, se
tiene: P _—6<Z<i =0,5=>® i -O _—6 =05=>® i -1+ @ i =0,5 = 20 i =15.
20 20 20 20 20 20 20

Por ultimo, CD[%] =0,75 = % =0,6745= 6 =13,49, luego el intervalo resultante

es:(200—13,49; 200+13,49) =(186,51; 213,49)

En este caso, el numero de horas de vuelo, a, de un avion que supere al 90% de la flota es:

P(X<a):P[Z<a_200) a-200
20 20

=0,9 .De las tablas de la normal estandar: =128 = a=2256.

El avién tiene que tener al menos 225 600 horas de vuelo.
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74.

75.

Una empresa fabrica minas de grafito para portaminas cuya longitud sigue una distribucion
N(n=30; c =0,5) en mm. Otra empresa produce los envases para las minas con una longitud que sigue

una distribuciéon N(u = 31,5; o = 0,4) . Calcula el porcentaje de minas que no caben en el envase.
Sea X: “longitud de las minas de grafito, en mm”. Su distribuciéon de probabilidad es N(u =30;6 = 0,5).
Sea Y: “longitud de los envases para las minas, en mm”, cuya distribucion es N(u =315;6=0,4).

Suponiendo que los envases se fabrican de forma independiente de las minas, la distribucién de X -Y es normal
de media p =, —puy, =30-315=-15 yvarianza ¢° = 6% + 05 = 0,5% +0,4> =0,41= ¢ = /0,41

luego: X -Y ~N(u=—1,5;c=\/m>.

Se debe calcular la probabilidad de que una mina elegida al azar no quepa en un envase también elegido al azar;
estoes P(X>Y). O loque eslomismo P(X-Y>0):

0-(-15)
0,41

Luego el 0,96% de las minas de grafito fabricadas no cabe en el envase.

P(X-Y > 0):P(Z > j:P(Z >2,34) = 1-d(2,34) = 1-0,9904 = 0,0096

Una empresa dedica dos maquinas a producir largueros para cama de dos metros de largo. La maquina A
produce la tercera parte de los largueros con una longitud que sigue una distribucion normal
N(u=200,6 =1) en centimetros. La maquina B produce el resto de largueros cuya longitud sigue una

distribucion N(p =199, = 2) también en centimetros. De la produccion total elegimos al azar un larguero,
calcula la probabilidad de que:

a) Su longitud sea menor que 202 cm.

b) El larguero haya sido producido por la segunda maquina, si su longitud es menor de 202 cm.

a) Considerando la variable aleatoria L: “longitud, en cm, de los largueros para cama producidos por la empresa”.
Sean los sucesos:
A: “el larguero se ha fabricado con la maquina A” y B: “el larguero se ha fabricado con la maquina B”

Se sabe que P(A) :% y P(B) :%_

Para calcular la probabilidad P(L <202) se aplica el teorema de la probabilidad total:

P(L<102) =P (L <202|A)-P(A)+P(L < 202|B)-P(B)donde:

- 202—200j:P

P(L < 202|A) = P(N(200,1) < 202) = (z (Z<2)=(2)=0,9772

P(L <202|B)=P(N(199,2) < 202):p(z< 202—199}

=P(Z<15)=®(15)=0,9332
De manera que: P(L <202)=0,9772 -%4— 0,9332 % =0,9479

2
P(L<202|B)P(B) 93323
(P(L<202) 0,9479

b) Aplicando el teorema de Bayes: P(B| L < 202) = =0,6563.
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ENTORNO MATEMATICO

Probabilidad de que una mujer joven tenga hijos

Esteban ha leido, no sin cierta sorpresa, un estudio que afirma que en los paises desarrollados las mujeres (y
los hombres) tienen sus hijos cada vez mas tarde. Es “raro” que las mujeres tengan hijos antes de los 30 aios.

Esta extranado porque nunca se habia parado a pensar que su madre, ya que él tiene 17 afios y su madre 42, le
habia tenido con 25 anos y a su hermana mayor con 23. El a esa edad piensa estar todavia en la Universidad y
de tener hijos... bueno, de eso, de momento mejor ni hablar.

Como le ha llamado la atencion la diferencia de edades a la hora de tener hijos entre su madre y las madres
actuales ha decidido investigar un poco para comprobar la veracidad del estudio y de paso poner a prueba lo
que él cree son unos extensos conocimientos de estadistica y probabilidad.

Ha recogido informacién del INE con el niumero de nacimientos (en miles) del primer hijo segtin la edad de la
madre y ha dividido los datos en intervalos (clases) de 5 afos, recogiendo el nimero de nacimientos en cada
intervalo para el afio en curso y el afio en que él nacié. Y ha elaborado una tabla como la que se muestra.

Haz los calculos que haria Esteban y comprueba si el estudio es cierto o no. Para ellotendras que calcular la
media de cada distribucion.

¢Cual era la probabilidad de que una mujer elegida al azar en Espaia fuera madre antes de los 30 afios hace 17
anos? ¢Y como es esta probabilidad en la actualidad?

Para calcular las probabilidades pedidas con esta informacion, podrias ajustar los datos de las distribuciones
de cada afo a una distribucion normal. ;Seria adecuado? En caso afirmativo, ¢cuales serian la media y la
desviacioén tipica?

Edad madre Na~cimientos NacimientNOS
(afio actual) | (hace 17 afos)

[15,20) 35 20
[20, 25) 93 90
[25, 30) 174 232
[30, 35) 241 184
[35, 40) 122 45
[40, 45) 27 7

[45, 50) 2 0

Se comienza por ajustar una distribucién normal a los datos de la tabla.
En primer lugar se calculan la media y la varianza de la distribucién de frecuencias observada para el afio actual

X . f/ Marca clase
Edad madre N(?)c;mlggg))s %) fixj fix?
[15,20) 35 17,5 612,5 10718,75
[20, 25) 93 22,5 2092,5 47081,25
[25, 30) 174 27,5 4785 131587,5
[30, 35) 241 32,5 7832,5 254556,25
[35, 40) 122 37,5 4575 171562,5
[40, 45) 27 42,5 11475 48768,75
[45, 50) 2 47,5 95 4512,5
694 21140 668787,5
De manera que la media y la varianza son:
7 7 >
X = f=1fjxj _ 21140 _ 35 461 Var(X) =MJ<2 _ B68787.5 31 461 - 35,792
N 694 N 694
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Ajustando una distribucion normal N(p =30,461 6 = 5,983), se pueden calcular las probabilidades de cada uno de los
intervalos de la distribucion de frecuencias y, a partir de esas probabilidades, las frecuencias tedricas:

f; .
Edad wadre | Nacimientos | Probabilidades | "eoencias
(por 1000)
[15,20) 35 0,0215 15
[20, 25) 93 0,1359 94
[25, 30) 174 0,3413 237
[30, 35) 241 0,3413 237
[35, 40) 122 0,1359 94
[40, 45) 27 0,02115 15
[45, 50) 2 0 0
694 692
Que puede considerarse un ajuste razonable f
de la distribucion normal (teérica) ala Edag Y ; Nacimientos | Marca ‘clase fyi fy?
distribucion de frecuencias observada.Si ad madre (por 1000) W)
hacemos lo mismo para los nacimientos
hace 17 afios tenemos: [15,20) 20 17,5 350 6125
[20, 25) 90 22,5 2025 45562,5
De manera que la media y la varianza [25, 30) 232 27,5 6380 175450
son- [30, 35) 184 32,5 5980 194350
- 2 6720 . [35, 40) 45 37,5 1687,5 | 63281,25
- N " 578 O [40, 45) 7 42,5 297,5 12643,75
T, [45, 50) 0 47,5 0 0
Dty =, 578 16720 | 4974125
Var(X)= ’T—Y = ,

_ 497412,5

- 28,9272 = 23,785
578

Ajustando una distribucion normal Y ~ N(p =28,927;0 = 4, 877) , se pueden calcular las probabilidades de cada uno de
los intervalos de la distribucion de frecuencias y, a partir de esas probabilidades, las frecuencias tedricas:

7 .
g adre I\l(zc(;irn]]igggc;s Probabilidades | ©"ecencias
[15.20) 20 0,0215 12
[20, 25) 90 0,1359 79
25, 30) 232 0,3413 197
[30, 35) 184 0,3413 197
[35, 40) 45 0,1359 79
[40, 45) 7 0,02115 12
[45, 50) 0 0 0
578 576

Que puede considerarse también un ajuste razonable pero no especialmente bueno de la distribucion normal (tedrica) a
la distribucién de frecuencias observada. De esta manera, la probabilidad de que una mujer elegida al azar, haya sido

mj =P(Z<0,22)=0,5871.
4,877

El mismo calculo hecho para el afio actual ofrece el siguiente resultado:

P(X <30)= P[z <%j — P(Z<-0,08)=1-0,5319 = 0,4681

Es decir, solo el 46,81 % de las mujeres es madre antes de los 30 afios de edad frente al 58,71 % de hace 17 afios.

madre antes de los 30 afios es: P(Y < 30) = P(Z <
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La fabricacién de prendas de vestir y la distribucién normal

Una empresa textil va a producir los pantalones de los uniformes de los 3000 empleados de unos grandes
almacenes.

La empresa tiene un problema de decidir cuantos pantalones de cada talla debe producir. ;Qué crees que
necesita saber? ;Cuales son los datos que debe pedir a los responsables de los grandes almacenes?

Las medidas corporales suelen ajustarse de manera precisa mediante una distribucion normal. Por ello, puedes
suponer que la talla de los pantalones que se deben fabricar se puede ajustar por una distribuciéon normal.
Informate y asigna una talla media y una desviacioén tipica.

Si las tallas van de la 32 a la 50, por ejemplo, ¢ cuantos pantalones de cada talla debe fabricar la empresa?

Recuerda que los datos clave son la media, la desviacién tipica o varianza de la normal y el niumero de prendas
que hay que fabricar.

Advertencia importante: La talla es una variable discreta: 32, 34, 36, etc... ;Como se hace para ajustar una
normal?

Si la talla media es 43, la desviacion tipica 4 y 3000 son las prendas a encargar, para estimar cuantas hay que encargar
de cada talla desde la 32 a la 56, se puede proceder de la siguiente manera

Se habilita un intervalo de radio 1 centrado en cada una de las tallas: [31, 33], [33, 35], etc. Como la distribucién normal
es continua, no importa que los intervalos sean abiertos o cerrados.

Se tipifican todos los valores de los intervalos (Si se utiliza una hoja de calculo, este paso no seria necesario, porque las
probabilidades se pueden calcular directamente).

Se calcula la probabilidad de cada intervalo con la distribucion Normal (tipificada o no).
Multiplicando por 3000 se obtiene la frecuencia correspondiente a cada intervalo (o sea, a cada talla).
Se redondea la frecuencia anterior al entero mas proximo.

La tabla siguiente contiene el proceso completo.

frec.

Talla Intervalo Intervalo tipificado | Probabilidad estimada Encargo
32 31 33 -3 -2,5 0,0049 14,7 15
34 33 35 -2,5 -2 0,0166 49,8 50
36 35 37 -2 -1,5 0,044 132 132
38 37 39 -1,5 -1 0,0919 275,7 276
40 39 41 -1 -0,5 0,1498 4494 449
42 41 43 -0,5 0 0,1915 5745 575
44 43 45 0 0,5 0,1915 5745 575
46 45 47 0,5 1 0, 1498 4494 449
48 47 49 1 1,5 0,0919 275,7 276
50 49 51 1,5 2 0,044 132 132
52 51 53 2 2,5 0,0166 49,8 50
54 53 55 2,5 3 0,0049 14,7 15
56 55 57 3 3,5 0,0011 3,3 3

0,997 611 | 2992,83 | 2991,00

NOTA FINAL:
Como la suma de todas las frecuencias sera algo inferior a 3000, en el paso 4 se puede multiplicar por un nimero algo
mayor de 3000, por ejemplo 3010.

Si la varianza es mayor, se puede probar con 20 o con 25, de forma que la suma de las frecuencias se aleja mas de
3000 que en el caso que hemos mostrado. Ello es debido a que tallas por debajo de 32 y por encima de 56 tienen
frecuencias mas altas en este caso. Para llegar a 3000, basta con multiplicar en el paso 4 por un nimero mas alto que
3000 y ajustar.

Distribucion normal| Unidad 14 263



SOLUCIONARIO

SOIUCionarios 1u.Ccoim

AUTOEVALUACION

Comprueba qué has aprendido

X si0<x<1

1. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad f(x)={k-x si1<x<2.
0 en el resto

a) Calcula el valor de k y dibuja la grafica de f(x).

b) Comprueba que es funcién de densidad.

c) Calcula la probabilidad P(0,5 < X <1,5).

a) Para que sea siempre positiva el valor de k debe sertalque k—x>0 si 1<x<2=>k>2.

Y
14
4Tk
1,2 """"""‘\\
1 N
8 A
6 B
4 N k-2
N )
0 1 2 X

Por otro lado el area bajo la grafica debe ser 1, esto es, la suma de las areas del triangulo y el trapecio que

pueden verse en la imagen. Portanto:%+ (k_1+2k_2)'1 1= 1+2k-3 =1=k=2.

b) La grafica resultante es:

Y

-

0 1 2 X

c) La probabilidad pedida es el area de la regién coloreada en el grafico siguiente.

Y

-

Area rectangulo: 1-0,5 = 0,5 ;Area triangulo: % =0,25 . De modo que P(0,5<X<15)=0,5+0,25=0,75.
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2. El peso en kg de los bebés nacidos en una maternidad sigue una distribucion N(u =3, 6 =0,2). ¢ Cual sera
el peso que tiene un bebé si es superior al peso del 90% de los bebés?

a-3

j:o,9:> a-3
2

Sea a el peso de este bebé, entonces P(X <a)=0,9 = P(Z < =128= a=3,256 kg

3. En una gran urbanizacion, el consumo de energia eléctrica por hogar cada dos meses,en kW/h sigue una
distribucion normal N(u =60, c = 8). De la urbanizacién se elige un hogar al azar.

a) ¢Cuéntos kW/h. tendria que consumir para pertenecer al 5% que mas consume?
b) ¢Qué proporcion de hogares de la urbanizacion consume menos de 50 kW/h?

c) Sise sabe que un hogar supera la media de consumo, ¢ cuél es la probabilidad de que lo supere en un 20%?

a) La variable aleatoria X: “consumo de energia, cada dos meses, en la urbanizacion” tiene una distribucion
N(n=60; c=8) en kW/h.

Si ¢ son los kW/h que consume el hogar elegido, para pertenecer al 5% que mas consume, debe ser:

P(X >¢)>0,05 = P(X <c)=0,95= P[Zs 0‘860

j:0,95 =c=73,2kW/h

Debe consumir al menos 73,2 kW/h.

b) La probabilidad de que el hogar elegido al azar consuma menos de 50 Kw/h es:

50-60

P(X <50)= P(Z < j:P(Z <-1,25)=1-®(1,25) = 1-0,8944 = 0,1056

Es decir, en torno al 10,56 % de los hogares de la urbanizacién consume menos de 50 kw/h.

c) Si se sabe que un hogar supera la media de consumo, que lo supere en un 20% implica un consumo mayor
que 72 kW/h (ya que el 20% de 60 es 12). Por tanto la probabilidad pedida es:

P(Z> 72—60)
P(X>72|X>6O):P(X>720X>60):P(X>72): 8 :'I—P(Z<'|,5):0,0668:0’1336
P(X >60) 0,5 0,5 0,5 0,5

4. Si X~N(u,0)y Z~N(0,1), calcula p y o sabiendo que P(X >8)=P(Z>0,5) y que

P(X 212) = P(Z 2 1,5).

Teniendo en cuenta el proceso de tipificacion se tiene que P (X >8) =P (Z>0,5) = 8-n_ 0,5= pn+050=8.

(¢
12—pn
P(X>12)=P(Z215) = =15 = u+150=12
c

nu+0,56=8

=4, u=6
u+1,5(5:1236 "

Se resuelve, entonces, el sistema de ecuaciones:{
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Un tirador olimpico de tiro con arco hace diana con el 70 % de sus flechas. Si en un concurso realiza 30
disparos:

a) ¢Cual es el numero esperado de dianas?
b) ¢Cual es la probabilidad de que haga mas de 25 dianas?

c) ¢Cual es la probabilidad de que haga exactamente 21 dianas?

a) Considera la variable aleatoria X: “niUmero de dianas conseguidas en los 30 disparos”, que tiene distribucion
binomial de parametros n =30, p=0,7.

El nimero esperado de dianas es la esperanza de la variable X: E[X] =np=30-0,7=21.

b) Para calcular la probabilidad de que haga mas de 25 dianas, se aproxima la distribucién binomial por la
distribucién de una variable aleatoria normal Y de media la calculada en el apartado anterior, p =21,y

varianza Var(X)=np(1-p)=30-0,7-0,3 = 6,3 .Es decir: Y ~N(p =2t o= 6,3).

255-21

J6,3

c) La probabilidad de que haga exactamente 21 dianas viene dada porP(X = 21) = (

P(Y >25)~P(X 225,5):P[Z > J:P(Z21,79):1—(1)(1,79)=1—O,9633 -0,0367

30

.0,72'.0,3°=0,1572
21

Si se usa la aproximacion se tiene

P(X=21)=P(20,5<Y <215)=p| 22221 . 7 215-21)_p( 20«7 <0,2)=2®(0,2)-1=0,1586.
V6,3 76,3
Y
Expresa en términos de probabilidad el area sombreada de la
figura, sabiendo que la distribucién de probabilidad es normal (2,2) —
y que su varianza es 4. \
En este caso, la distribucién de la variable aleatoria es X ~N(p =2c= 2) , / \
y la probabilidad es P (0,75 < X < 3,25)
/ \
; [ i _ /a0o 0,75 N\

Se trata de un intervalo simétrico respecto de la mediap =2 que se 002 395 L
puede escribir como: ol 1 X

(u—k-cu+k-c)=(2-2k2+2k)= (0,75, 3,25) = 2+ 2k = 3,25 = k = 0,625

Por tanto, ya
que:
P(u—k~c< X <p+k~c):2q>(k)—1: P(0,75 < X<3,25) :2(1)(0,625)—1 =2-0,7341-1=0,4682

donde el valor de @(0,625) se ha calculado interpolando @ (0,62) y @(0,63).
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SOLUCIONARIO

Relaciona y contesta

Elige la unica respuesta correcta en cada caso

1.

c 0< 1
Si f(x)= X+ X< , el valor de ¢ para que f sea una funcion de densidad de una variable
0 en el resto
aleatoria es:
1 1
A. c=0 B. c=1 C. c=—— D. c=—.
2 2
Solucion: D.

La distribucion normal con media p=10 y varianza o?=8 aproxima a la distribucién binomial de
parametros:

A. n=30,p=0,2 B. n=40,q=0,8 C. n=100, p=0,4 D. n=50,q=0,8.

Solucioén: D.

Si X tiene una distribucion N(u, ), en el intervalo (-o, o) se encuentra el:

A. 90% de los valores de X C. 68% de los valores de X
B. 65% de los valores de X D. Depende de los valores dec.
Solucién: D.

Seiiala, en cada caso, las respuestas correctas

4.

Los valores x;,=3 y x,=19 de una variable aleatoria X con distribucién normal se corresponden,
respectivamente, con los valores tipificados z,=-1 y z, =3. Entonces X tiene una distribucién normal
con:

A n=7yc’=16 B. n=6yc°=4 C. n=7yoc =4 D. u=6yoc =16.
Soluciones: A. y C.

El porcentaje de observaciones que queda fuera del intervalo (0, 24) si una variable aleatoria tiene una
distribucion X ~ N(u=12, c = 3) es:

A. 25% B. 75% C. 0% D. 50 %

Solucioén: C.

Elige la relacién correcta entre las dos afirmaciones

6.

Sea X ~Bin(n, p)e Y ~N(u, 6) con p=np y o = np(1- p). Se consideran las siguientes afirmaciones:

1. La distribucion de la variable Y aproxima a la de X.

2. Enladistribucion de X, n es grande y p no es muy pequefio.

A 12 C. 2=1pero 1£2
B 1= 2 pero 2;{1 D. 1y 2 son independientes una de otra
Solucion: A.

Seiiala el dato innecesario para contestar

7.

Para calcular la probabilidad P(—c < X <2c)con X ~ N(n =0, ¢) es necesario conocer:
A. Solop B. Solo o C. Tanto p como o D. No hace falta conocer ninguin dato

Solucioén: D.
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