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1y2.

Ejercicios resueltos.

EJERCICIOS PROPUESTOS

3. Selanzan dos dados y se considera la variable X:“suma de las puntuaciones obtenidas”.

a) Escribe su funcién de masa de probabilidad.

b) Representa el diagrama de barras correspondiente.

c) Halla la probabilidad de que X tome un valor mayor que 5 pero menor o igual que 7.

a) Los 36 resultados posibles equiprobables en el lanzamiento de dos dados se pueden recoger en una tabla:

1 2 3 4 5 6
1 11 12 13 14 15 16
2 21 22 23 24 25 26
3 31 32 33 34 35 36
4 41 42 43 44 45 46
5 51 52 53 54 55 56
6 61 62 63 64 65 6-6

Se considera la variable X: “suma de las puntuaciones obtenidas”, su funcién de masa de probabilidad se
puede recoger en la tabla siguiente:

X 2 3 4 5 7 8 9 10 11 12
Px=x) | L+ | 2 |2 |4 |5 |8 |5 [ 4] 3 2]
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Donde, por ejemplo:

1 1 1 1 1 5
P(X=6)=P(51)+P(42)+P(33)+P(24)+P(15)=—+—+—+—+—=—
(X=6)=P(51)+P(42)+P(33)+P(24)+ P(15) = oo+ oot oot oot oo = oo

b) El diagrama de barras correspondiente a la funcién de o 0,181
masa de probabilidad de X es: § 0.16-
=0
8 0,14
[
a 0,121
(]
T 0,101
b
g 0,08
o 0,06
©
§ 0,041
g 0,021
“ 00—
2 3 4 5 6 7 8 9 10 1112
X : resultado de la suma de los dados
c) La probabilidad pedida esP(5< X <7)=P(X =6)+P(X =7):i+£=ﬂ.
36 36 36
4. Sea X una variable aleatoria cuya funcién de masa de probabilidad X ) 0 4 6 8
viene dada en la tabla siguiente.Calcula el valor de m. !
Di 02| 03 m 0,1 | 0,15

El resultado es consecuencia de que la suma de todas ellas debe ser igual a la probabilidad del suceso seguro.

D p=1=02+03+m+01+0,15=1=m=1-075=m=0,25
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5y 6. Ejercicios resueltos.

7. Una bolsa contiene 3 bolas: 1 bola blanca, 1 roja y 1 verde. De la bolsa se extraen al azar 2 bolas una a una
con reemplazo. Sea la variable aleatoria X: “niimero de bolas verdes extraidas”.

a) Escribe su funcién de masa de probabilidad y dibuja el diagrama de barras correspondiente.
b) Calcula su esperanza, su varianza y su mediana.

c) Halla el coeficiente de variacion.

a) Sea la variable aleatoria X: “numero de bolas verdes extraidas”. Como se vera mas adelante,su distribucion de

probabilidad es X ~ Bin(n =2; p= %) pues la probabilidad de obtener bola verde en cada extracciéon es p = % .

La variable aleatoria X puede tomar los valores 0, 1 y 2, con las siguientes probabilidades resumidas en la tabla.

0 2 4.
P(X=0)= 2 (lj (Ej :1.1.i:i 9
0)\3) 3 9 9 3
1 1 9
,D(x:1):2 [1) [E) 12 4 a,
1)\3) 3 33 9 €5°
2 0
P(Xzz): 2 (l} [g) :1.14121 %—
2)\3 3 9 9
0 0 1 2
X 0 1 2 X: n.° de bolas verdes extraidas
4 4 1
P(X =x; — —= =
(X=x) 5 5 5

b) Al tratarse de una variable aleatoria binomial, el valor esperado y su desviacion tipica son:

1 2 2 4
E[X]=np=2-—=%Var(X)=npg=2-—-=== = ===
[X]=np 373 ar(X)=npq 39 > °

1
3

También se puede hacer el calculo directamente organizando las operaciones en una tabla:

2 X j Xipi Xipi
62:Var(X):§—(£j 4,042 pi 2 L2
9 |3 9 9 3 0 4 0 0
La mediana de X es M= 1 ya que 9
4 4 8 4 4 4
= = =N=—t—== 1 — = 2
P(X<1)=P(X=0)+P(X =1) 9+9 920,5 9 9 9
4 2 6 1 2 4
P(Xz21)=P(X=1)+P(X=2)=—+===2>0,5 2 — — —
(X21)=P(X=N)+P(X=2)=g+o=73 9 5 5
6 2 8
g Suma H:E[X]:§:§ 5
c) El coeficiente de variaciéon es: CV(X)= ﬁ = % =1
L
3
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10.

1.

12.

Un jugador lanza un dado equilibrado y si el resultado es 1 o 2, pierde lo que ha apostado, si sale 3 6 4
pierde la mitad de lo apostado, si sale 5 no gana ni pierde nada y si sale 6 gana el triple de lo que haya
apostado. Si apuesta c euros, ¢ cual es el valor esperado de su ganancia? ¢y la desviacién tipica?

Sea la variable aleatoria X: “ganancia del jugador”.

Los resultados posibles y equiprobables en lanzamiento del dado son: 1, 2, 3, 4,5y 6.

Con probabilidad P(1)+P(2) = %+% :% pierde lo apostado (c euros). X P(X = x)

. 11 1 . . c 1
Con probabilidad P(3)+P(4) = 5673 pierde la mitad (E euros) de lo —C 3
apostado. c 1
Con probabilidad P (5) =% ni pierde ni gana. 2 3

1

Con probabilidad P(6) :% gana el triple (3c euros) de lo apostado. 0 6
La funcién de masa de probabilidad deX se puede resumir en la tabla adjunta. 3¢ 1
De manera que el valor esperado de la ganancia y su desviacion tipica son: 6

1 ¢1 1 . 1 !
E[X]=-Cc-———- —+0-—+3c-—=0

3 23 6 6

2
Var(X)=o? = (<) e[S Loz Li@ep 1o 2 5o 23 ¢
3 2) 3 6 6 12 12
Ejercicio interactivo.
12
+ 12 -4
. ‘. 3 9
Simplifica la expresion .
40
12 12 12! 12! 12-11-10
+ =4 | =y = g 22— ]4-H
K?» j (9 H _[3!-9!+3!.9J o 3 ’3{_2.12.11.}94_264
40 B 40 B 40 - 40 -

Halla el desarrollo de (2x2 —5y)*.

4

(26 -5y)’ = Z;m(zxz feont =g ot o[ Jrorsr+ e sy r s § J@xieens § e -

=625y* —1000x%y° + 600x*y2 —160x°y +16x°

. .. (2m 2m
Determina el valor de m en la expresion = .
3 m+3

Sabiendo que 2m > m+3 = m > 3 se puede encontrar una solucién forzando a que
obien 2m-(m+3)=3=>m=6
obien m+3=3=m=0

La segunda posibilidad contradice la primera condicién. De modo quela solucion correcta esm=6.

Unidad 13| Distribucion binomial S
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14.

15.

16.

17.

8
Halla el término independiente de (Zx3 —1J .
X

8 8-
En el desarrollo de (Zx3 —lj los términos que aparecen tienen la forma [8)(2x3)’(_—1) . Por tanto, el término
X i X

independiente debe verificar que 3i =8-i = i =2 para poder simplificar las potencias de x y que el término no
dependa de x.

1

8 P I
Por tanto la respuesta es (ZJ(ZXG' ) [—j :
X

=ﬁ.22.(—1)6:112.

Ejercicio resuelto.

En una agencia de viajes saben que el 65% de los circuitos son por Europa. Se pregunta a un cliente si va
a realizar un tour por Europa. Se considera la variable aleatoria que da valor 1 si viaja por Europa y el valor
0 en caso contrario. Halla la esperanza y la desviacion tipica de la variable.

Se trata de una variable aleatoria de Bernoulli de parametro p = 0,65, cuya funcion de masa de probabilidad es:

X 1-x . _
P(X = x) = 0,65"-0,35 si x=001
0 en otro caso

La esperanza de X es E[X]=0,65 y su varianza es Var(X)=0,65-0,35=0,2275y ¢ =4770.

Se ha detectado que 4 de cada 100 enfermos cardiacos padecen cefalea después de tomar un nuevo
farmaco. Si se elige un enfermo al azar para ver si tiene cefalea o no. Halla la esperanza y la varianza de la
variable que vale 1 si el paciente tiene dolor de cabeza y 0 si no lo tiene.

Se trata de una variable aleatoria de Bernoulli de parametro p= % =0,04, cuya funcibn de masa de
probabilidad es:
1-x X : _
P(X = X) = 0,96 .0,04 si x=001
0 en otro caso
La esperanza de X es E[X]=0,04 y su varianza es Var(X)=0,04-0,96 =0,0384 .

Ejercicio resuelto.
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18. En un grupo de 7 amigos, considera la variable Y: “numero de ellos que han nacido en verano”. Si la
probabilidad de que una persona nazca es la misma en cualquier estacion del afio, calcula:

a) Numero esperado de amigos que han nacido en verano y su varianza.
b) Probabilidad de que exactamente 3 hayan nacido en verano.

c) Probabilidad de que como mucho 2 hayan nacido en verano.

Se supone que los 7 amigos se han seleccionado al azar y que la probabilidad de elegir cada uno de los 7 es la
misma.

a) Lavariable Y: "numero de amigos, de los 7, que ha nacido en verano", tiene una distribucion binomial de
parametrosn =7 y p=0,25, ya que 7 son los amigos y 0,25 la probabilidad de que cualquiera de ellos haya

nacido en verano (una de las cuatro estaciones del afio). Es decir, Y ~Bin(n=7; p=0,25) .
Al tratarse de una variable aleatoria binomial, su esperanza y su varianza son:

E[Y]=np=7-0,256=175 Var(Y)=npq=7-0,25-0,75=13125
7
b) La probabilidad de que exactamente 3 hayan nacido en verano es P(X =3) = [3)-0,253 .0,75* =0,17303.

c) La probabilidad de que como mucho dos de ellos hayan nacido en verano es:
P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X =2) :@-0,250 -0,75 +[17].0,251 -0,75° +@-o,252 -0,75° =
=0,13348+0,31146+0,31146 = 0,7564

19. Un proveedor suministra lotes de materia prima de los que el 5% resulta defectuoso. De una gran partida
se seleccionan al azar 6 lotes uno a uno con reemplazamiento, calcula:

a) Probabilidad de que al menos 1 sea defectuoso.

b) La varianza del numero de lotes defectuosos, para una partida de 200 lotes.

Sea la variable aleatoria X: “numero de lotes defectuosos de los 6”, cuya distribuciéon de probabilidad es binomial
con n =6, nimero de los lotes suministrados, y p =0,05, probabilidad de que, en cada eleccion, un lote sea

defectuoso. Es decir X ~ Bin (n=6; p=0,05).
a) La probabilidad de que por lo menos un lote sea defectuoso es:

6

P(X21)=1—P(X:0):1_(0

j.o,os0 .0,95% =1-0,73509 = 0,26491

b) Sila partida consta de n =200 lotes y se considera la variable Y :“numero de lotes defectuosos de los 200", su
distribucién de probabilidad es Bin(n =200;p = 0,05) , por lo que su esperanza y su varianza son:

E[Y]=200-0,05 = np = 200-0,05 =10 Var(Y) = np(1-p) = 200-0,05-0,95 = 9,5

20. Ejercicio interactivo.

21. Ejercicio resuelto.
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22,

En 40 dias, el médico de guardia de un centro de salud ha tenido que realizar las siguientes visitas a
domicilio que se recogen en la tabla siguiente: en 6 dias no realizé ninguna visita, en 17 dias tuvo que
hacer una visita, etc.

a)
b)

c)

xi | 0| 1
fi| 6|17 |13

Ajusta una distribuciéon binomial a este conjunto de datos.
Calcula las frecuencias ajustadas y comparalas con las observadas.

Dibuja el diagrama de barras de ambas frecuencias.

Se considera la variable X: “nimero de visitas realizadas”. X toma los valores 0, 1, 2, y 3.

a)

b)

c)

Para ajustar una variable aleatoria con distribucion binomial, Y ~ Bin(n; p), A frecuencias "
a la variable estadistica X, se observa que n =3,y se calcula la media de % observadas Xl
la distribucion de frecuencias, para estimar el parametro p. 0 6 0
De la tablase obtiene la media de la variable X: X = ﬁ =1,375 1 17 17
_ 40 2 13 26

que se iguala a la esperanza de Y, para obtener p. 3 7 12
1,375 40 55

E[Y]:np:3p:1,375:p:T:0,458

De manera que a la variable estadistica X se le ajusta una variable aleatoria Y con distribucién binomial
Y ~Bin(n=3; p=0,458).

Con la variable aleatoria Yse calculan las frecuencias ajustadas, obteniendo en primer lugar la probabilidad
(ajustada) de cada uno de los valores:

P(Y=0)= @0,5423 =0,15922 P(Y=1)= @0,4581 -0,542% =0,40363
P(Y=2)= @o, 4582.0,542" =0,34108 P(Y=3)= @0,4583 =0,09607
Estos valores se muestran en la tabla siguiente, junto con X frecuencias | probabilidad | frecuencias
las frecuencias ajustas (las probabilidades ajustadas observadas | ajustada | ajustadas
multiplicadas por 40). 0 6 0,15922 6,37
Se puede apreciar, comparando las frecuencias ! 7 0,40363 16,15
observadas con las ajustadas, que el ajuste realizado es 2 13 0,34108 13,64
muy bueno. 3 4 0,09607 3,84

40 1 40

En el grafico de diagramas de barras de las frecuencias ajustadas y observadas se puede ver también que el
ajuste de la distribucion estadistica medianteuna distribucion binomial es muy bueno.

18
16-
141

12

10+ M frecuencias observadas
1 frecuencias ajustadas
0 1 2 3
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23. En 300 familias con hijos menores de edad de un barrio de una gran ciudad se ha contabilizado el nimero
de ninas (X). Los datos se recogen en la tabla.

X 0 1 2
fi | 75 1180 45
a) Ajusta una distribucién binomial a este conjunto de datos.

b) Calcula las frecuencias ajustadas y comparalas con las observadas. ¢ Es razonable el ajuste?

c) Dibuja el diagrama de barras de ambas frecuencias.

La variable estadistica X: “niUmero de nifias”, toma los valores 0, 1y 2.

a) Si se desea ajustar una distribucién binomial, Y ~ Bin(n; p) ,ala frecuencias :
distribucion de frecuencias observadas, en este caso n =2 . Para estimar % observadas X

el parametro p se calcula la media de la variable 0 75 0
estadistica: X = % =0,9 1 180 180

2 45 90
Igualando este valor a la esperanza de la variable binomial, permite estimar 300 270

el valorde p
E[Y]=2p=09 = p:%:0,45
La distribucion binomial que se ajusta a este conjunto de datos es Y ~Bin(n =2; p =0,45).

b) Se calculan, en primer lugar, las probabilidades estimadas para cada valor posible de la variable Y:

P(Y=0)= @0,552 ~0,3025; P(Y =1) :[12]10,451 .0,55'=0,4950 ; P(Y =2) = @0,452 ~0,2025

que se incluyen en la tabla siguiente, junto con las frecuencias ajustas (las probabilidades ajustadas
multiplicadas por 300):

X frecuencias probgbilidad fre_cuencias
observadas estimada ajustadas
0 75 0,3025 90,75
1 180 0,4950 148,5
2 45 0,2025 60,75
300 1 300

Donde se puede observar que el ajuste realizado no es bueno, dada la diferencia entre las frecuencias
ajustadas y las observadas.

c) La aproximacion realizada mediante la distribucion binomial a la distribuciéon empirica del numero de nifas,
puede verse en el siguiente grafico:

200+

180+

160+

140

120

100+
80- frecuencias ajustadas

M frecuencias observadas

60-

40

20+ I
0+ ‘ | ‘

24 a 32. Ejercicios resueltos.
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EJERCICIOS

Variable aleatoria discreta

33. La funcion de masa de probabilidad de una variable aleatoria discreta viene dada en la tabla siguiente:

x | 3| o] 1]3
pr | 04]03]01]02

a) Representa graficamente la distribucion.
b) Calcula la esperanza, la varianza y la desviacion tipica.

c) Calcula P(1< X <25)y P(X<1).

a) Se representa la distribucién de probabilidad discreta mediante un diagrama de barras:

0,451
0,41
0,35+
2 0,3
i)
% 0,25+
-§ 0,21
o 0,151
0,11
0,05+ l
0
-3 0 1
X
b) Para los célculos se amplia la tabla con las columnas necesarias:
X P XPj X°Ppj
-3 0,4 -1,2 3,6
0 0,3 0 0
0,1 0,1 0,1
3 0,2 0,6 1,8
1 -0,5 55

4
E[X]=) p;x;=-05
j=1
4

o? = Var(X) = p;x; ~E[X] =5,5-(-0,5)" =5,25 = o = /5,25 = 2,2913

j=1

c) A partir de la funcién de masa de probabilidad:
P(1<X<25)=0

P(X <1)=P(x =-3)+P(X =0)=0,4+0,3=0,7

34. Sea X una variable que toma los valores 0, 1, 2, 3 y 4 con probabilidades 0,2; k; 0,3; 0,15y 0,1.

a) Determina k.

b) Halla P(X >1).

a) La suma de todas las probabilidades de los sucesos elementales es 1 luego:

P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)+P(X =3)+P(X =4)=0,2+k+0,3+0,15+0,1= k+0,75=1= k = 0,25

b) P(X>1)=P(X =2)+P(X =3)+P(X=4)=0,3+0,15+0,1= 0,55

Distribucion binomial | Unidad 13
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35. Sea X una variable aleatoria con funcion de masa de probabilidad P(X =k)=—— para x=0,123.
X+

a) Calcula el valor de la constante k.
b) Representa graficamente la funcion de masa de probabilidad.

c) Calcula la esperanza y la varianza de X.

a) Como las probabilidades de los valores de la variable deben sumar 1:
k k k 25-k 12

P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=1= kt —4—+—=1= 1= k=-2=0,48
2 3 4 12 25

La funcion de masa de probabilidad de la variable X se muestra en la tabla siguiente:

x | o | 1] 2] 3
p, | 048024016 | 0,12

b) El diagrama de barras de la distribucion de probabilidad de X es:
0,6
0,51
0,41

0,31

f. m. probabilidad

0,21
o 12
0,11
0

c) Laesperanzay la varianza de la variable se calculan a partir de los resultados de la tabla siguiente:

pi pX | pix
0,48 0 0
0,24 0,24 0,24
016 | 032 | 064
012 | 036 | 1,08

1 092 | 196

w N~ |olXx

4 4
E[X]= ij x; =0,92 Var(X) = zpj 2 —E[X]* =1,96-(0,92)* =1,1136

j=1 j=1
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36. Sea una variable aleatoria X cuya funcion de masa de probabilidad viene 0,301
0,251
0,20+
0,15
0,10
c) Calcula la probabilidad de que el valor de la variable sea menor o igual que 0,05

dada por diagrama adjunto:
a) Comprueba que se trata de una funcién de masa de probabilidad.

b) Calcula su esperanza y su varianza.

6. ¢ Y mayor que 97

a) La tabla siguiente recoge los valores de la variable aleatoria X, con sus respectivas probabilidades:

X; 2 4 6 8

10

12

pj 0,15 0,1 0,2 0,25

0,2

0,1

Se trata de una distribucion de probabilidad porque:

p;>0,paratodo j=123,4,5y 6 yademas p,+p, +p; + p, + Ps + Ps =0,15+0,1+0,2+0,25+0,2+0,1="1

b) Para calcular la esperanza y la varianza se amplia 2
la tabla de la distribucion de X con las columnas Xj bi PiX; PX;
necesarias: 2 0,15 0,3 0,6
De modo que la esperanza y la varianza de la 4 0,1 0.4 1,6
variable aleatoria X son respectivamente: 6 0,2 1,2 7.2

6
E[X]:zpjxj=7’1 8 0,25 2 16
j=1 10 0,2 2 20
6
Var(X) = > px ~ EIXP? =59,8-7,1 =9,39 12 0.1 1.2 14,4
=] 1 71 59,8
c) P(X<6)=P(X=2)+P(X=4)+P(X=6)=p,+p,+p; =0,45
P(X>9)=P(X=10)+P(X =12)=p;+ps =0,3
37. La funcion de masa de probabilidad de una variable aleatoria discreta X
viene dada en la tabla siguiente: X 1 2 3 4 5
i p; |0,07| a [0,2]| b |0,33

Ademas, P(X <4)=0,67 y P(X >4)=0,6. Calcula:

a) Los valores de ay b para completar la tabla.

b) Dibuja la grafica de la funcién de masa de probabilidad de X.

a) Teniendo en cuenta que P(X>4)=0,6, se tiene
que:P(X >4)=P(X=4)+P(X=5)=b+0,33=0,6 = b=0,27
Y como P(X<4)=0,67, resulta:
P(X<4)=P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)=0,07+a+0,2+0,27=0,67 = a=0,13

b) El diagrama de barras de la funciéon de masa de
probabilidad de la variable aleatoria X es:

0,351 0,33
0.31 0.27
8§ 025
2 02 0.2
K]
<
& 0,151 0,13
1S
= 01 o7
0,051
0 ; } } : i
1 2 3 4 5
X
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38. La esperanza de una variable aleatoria X es 7. Se sabe que X puede tomar el valor 4 con probabilidad 0,2; el
valor —1 con probabilidad p y el valor a con probabilidad 0,5.

a)
b)

c)

a)

b)

Calcula los valores de a y p.
Calcula la desviacion tipica de X.

Halla el coeficiente de variacion de X.

La tabla de la derecha recoge la distribucién de probabilidad de la variable
aleatoria X.Como las probabilidades deben sumar 1, se tiene Xj pj

que:p+0,2+0,5=1= p=0,3

1 p
Y, dado que: E[X]=7 = 0,3:(-1)+0,2-4+0,5-a=7 = a=13 4 0,2
0,5

Para el calculo de la varianza y de la desviacion tipica, se afiade a la tabla de la distribucion la columna
correspondientey por lo tanto:

S ) X P P’
GZ:Var(X):ij 2 _E[X] =88-72=39 = 5 =+/39 =6,2450 1 03 03
j=1
! 4 0,2 3,2
El coeficiente de variacion es 13 0,5 84,5
entonces: CV(X) = ﬁ _5 2;‘50 _0,89214 1 88
W

39. De una bolsa que contiene 4 bolas blancas y 3 verdes se extraen una a una sin reemplazamiento 2 bolas.
Considera la variable aleatoria X: numero de bolas verdes extraidas.

a) Halla su distribucién de probabilidad y dibuja el diagrama de barras.
b) Calcula su esperanzay su varianza.
Como lo que interesa es el nUumero de bolas verdes y no el orden en el que se han obtenido, se puede
considerar que las bolas se extraen simultaneamente. De esta manera, el nUmero de resultados posibles
(igualmente probables) al extraer dos bolas de la bolsa es el nimero de combinaciones de orden 2 (las dos
bolas que se extraen) de 7 elementos (las siete bolas de la bolsa): C; , = % =21.
La probabilidad de la variable X: “nimero de bolas verdes extraidas” se obtiene por la regla de Laplace:
2 1 J0) 2
P(xzo):izg P(x:1):¥:i p(xzz):i:l
21 7 21 7 21 7
a) De modo que la distribucion de probabilidad de X se puede
o A ] X=X; 0 1 2
escribir de la siguiente manera: J
3. 2 4 1
5 P(X = x; = = —
1 4 ( Z 7 7 7
% 2 !
S 2]
§ 5
o 3
2 0] )
= 1) 7
s
A 1
10 7
0 } j }
0 1 2
X : nimero de bolas verdes extraidas
b) La esperanza y la varianza se calculan asi:
3 3 2
6 2 2 2 8 (Gj 20
E(X]|= X == 6 =Var(X)= X —E[X] ==—-|=| =—
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Numeros combinatorios. Binomio de Newton.

40. Calcula aplicando las propiedades de los nimeros combinatorios:
252 25 25 4 4 4 4 n+2 n+2
" [z o (S o [ o (2R

) 252) 2521 252.251
250) 250121 2

( J [ ] [25+1j_(26] 26! 26-25-24. 23_14950
4 4) 41221 5.4.3.2
4y 4 ) (A () (A e (A ap g
3 ) 1332 ~(3 ()2
[n+2j [n+2) (n+2j+ n+2 _(n+2J+(n+2)_[n+2+1]_(n+3}_(n+3)(n+2)(n+1)
n+2—-(n-1)) | 2 3 )L 3 )3 ) 6
41. Halla el valor de x en las siguientes expresiones.

e B o B 2 (27a)+ oo

a) [;J —45- % ()2(_ L) =45= x*-x-90=0= x =-9v x =10 (-9 no tiene sentido en términos combinatorios).

=31626

b) Como[’;]=(;):x=n—yentonces[xzo1j=( 20 ]:>x—1=20—(2x+3):x=6

2x+3
c) [gj=(;j:>6=x—9:>x=15

8x 8x
d) [x+2j_(6x+3j3X+2_8X_(6X+3)3X_5
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42. Realiza los desarrollos de los siguientes binomios.

a) (2+x)" b) [2-%)3 c) (%*%}5 d) (1+2J§)5 e) (2-3J§)6 f) (%+ﬁj4

244 4 2P x+ 4 22x% 4 4 2x% 4+ 4 x* =16 +32x +24x% + 8x° + x*
1 2 3 4
3 3 4-j 2 3 2 3
o (3503 Lo C oA DT e
3 = J 3 0 1 3 2 3 3)L3 3 27

o (3 2] (52 <o -3 o -

j=0

Q
~
—

N
+
x
~
IS
Il
-
N
~ b
——
N
=
x
~
<
|
N
o

(O] xts 2] x2 4 2]k a2 1 [2) k0 a3 1[50 a0 4[] 08 | 2
32x0 110 1 2 3 4 5
:L1[x“i+20x12+160x9+640x6+‘1280x3+‘I024J:ix54—éx2+£+2—?+4—9+3—12
32x"° 32 8 x x* xT X"

) (mﬁf:[1+23T:]§0@.V2“2”:@.zf{jj.zu@.zi+[§J,23+@,23+@:

— 12842 +320+160v2 + 80 +10v2 +1= 401+ 2982

e) (2736)6 = {2 32]6 = }Z:mzf [33(621)] =®.(3)9 +@.21 v(fs)%s +@-22 (-3)° +@.23 -(73)% +

3
+@.24 (-3)° +@.25 (-3)2 +@.26 = 2° _576+/3 + 6480 —12 960+/34 + 43 740 — 26 224+/3 +19 683 =

- 69 967 —39 760+/3

f) (%+«/§J4 ~(22) =164 =64

Variables aleatorias binomiales.

43. La variable aleatoria X tiene una distribucion binomial de parametros n=8 y p=0,6. Calcula:

a) La esperanzay la varianza de X b) P(X<6), P(X>25)y P(3<x<5)

La distribucion de la variable aleatoria es X ~Bin(n =8;p =0,6).

a) Laesperanzay la varianza de X son respectivamente:
E[X]=np=8-0,6=48 G = Var(X)=npq=8-0,6-0,4 =192
b) Las probabilidades se pueden obtener mediante el uso de la formula P (X = x) = [DO,@‘ 0,4"*, obiendela

tabla de la distribucion binomial, teniendo en cuenta que en la tabla se tienen las probabilidades de la variable
Y ~Bin(n=8p=0,4) yqueP(X =x)=P(Y =n-Xx).

P(X <6)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)+P(X =3)+P(X =4)+P(X =5)=
—P(Y=8)+P(Y=T7)+P(Y =6)+P(Y =5)+P(Y =4)+P(Y =3) =
= 0,0007 +0,0079+0,0413+0,1239 + 0,2322 + 0,2787 = 0,6847

P(X25)=P(X =5)+P(X=6)+P(X=7)+P(X =8)=P(Y =3)+P(Y =2)+P(Y = 1)+ P(Y =0)=
= 0,2787 +0,2090 +0,0896 + 0,0168 = 0,5941

P(3< X < 5)=P(X=3)+P(X=4)=P(Y =5)+P(Y = 4)=0,1239+0,2322 = 0,3561
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44. Se lanzan 5 dados equilibrados y sea Y: “nimero de unos conseguidos en los 5 lanzamientos”. Calcula la
probabilidad de obtener:

a) Mas de un uno.
b) Al menos cuatro unos.
c) Exactamente dos unos.

La variable aleatoria Y tiene distribucion Bin(n =5 p= %) . Las probabilidades se obtienen a partir de la férmula,

ya que no se encuentran en las tablas.

a) P(X>1)=1-P(X=0)-P(X =1) :1—@(1)0 (ﬁf -(Sj(lj EET —1-0,40188 —0,40188 = 0,19624

b) P(X24)=P(X=4)+P(X=5)= m(lT (Ej +®(%T (gjo ~0,00322+0,00013 = 0,00335

¢) P(X=2)= @(g (gf ~0,16075

45. De una urna que contiene 4 bolas verdes y 6 rojas se extraen sucesivamente y con reemplazamiento 6
bolas. Calcula la probabilidad de obtener:

a) Exactamente 3 bolas verdes. b) Mas de 4 bolas verdes. c) Més de 2 pero menos de 5 bolas verdes.

Sea la variable aleatoria X: "numero de bolas verdes obtenidas en las 6 extracciones", cuya distribucién es
Bin(n =6, p=0,4).

Las probabilidades que se piden se pueden obtener directamente de las tablas de la distribucién binomial o utilizar
la formula de la probabilidad de la distribucién binomial:

a) P(X=3)=0,2765
b) P(X>4)=P(X =5)+P(X =6)=0,0369+0,0041=0,0410

) P(2<X<5)=P(X=3)+P(X =4)=0,2765+0,1382 = 0,4147

46. Una moneda esta trucada de modo que la probabilidad de obtener cara es 0,6. Si se lanza 10 veces la
moneda, calcula:

a) La probabilidad de obtener al menos 8 caras.
b) La probabilidad de obtener menos de 5 caras.

¢) El nimero medio de caras y la desviacion tipica de la variable nimero de caras en los 10 lanzamientos.

Sea la variable aleatoria X: “numero de caras obtenidas en los diez lanzamientos”, cuya distribucién es
Bin(n=10; p=0,6).

a) P(X28)=P(X=8)+P(X :9)+P(X:10):(180j0,680,42+(1;j0,690,41+[18j0,610 =

=0,1209 +0,0403 + 0,0060 = 0,1672
b) P(X<5)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)=
_(10 0,4 + 10 0,6'-0,4% + 10 0,62-0,4% + 10 0,6%-0,4" + 10 0,6*.0,4°% =
0 1 2 3 4
=0,0001+0,0016 +0,0106 +0,0425 +0,1115 = 0,1663

¢) E[X]=np=10-0,6=6 % = Var(X)=np(1-p)=10-0,6-0,4=2,4 o=Var(X) =2,4 =155
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47. La probabilidad de obtener un seis al lanzar un dado trucado es 0,4. Si se lanza el dado 10 veces, calcula la
probabilidad de obtener:

a) Exactamente 5 seises.
b) Mas de la mitad de las veces un seis.

c¢) Un numero par de seises.

Sea la variable aleatoria X: “nUmero de seises obtenidos al lanzar 10 veces el dado”. La distribucion de la variable
Xes Bin (n=10,p=0,4).

a) P(X=5)= (1;))0,450,65 =0,2007

b) P(X>5)=P(X=6)+P(X=7)+P(X=8)+P(X=9)+P(X=10)=
10 10 10 10 10
_ 46 . 4 47 . 3 48 ) 2 49 . 1 410 _
(6)01 0,6 +(7]0, 0,6 +(8j0, 0,6 +(9j0, 0,6 +£10J0,
=0,1115+0,0425+0,0106 +0,0016 +0,0001 = 0,1663

) P(X=PAR)=P(X =2)+P(X =4)+P(X =6)+P(X =8)+P(X =10)=

10 10 10 10 10
_ 42 . 8 44 . 6 46 . 8 48 . 2 410 _
[2)0, 0,6 +(4j0, 0,6 +(6J0, 0,6 +(8]0, 0,6 +[10)0,

=0,1209+0,2508 +0,1115+0,0106 + 0,0001=0,4939
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Ajuste de una distribucién binomial.

48. En una poblacion se han investigado las alergias a cuatro tipos de ) 0 1 5 3 7
medicamentos. Para ello, se ha observado mediante pruebas la reaccién %

de 500 personas a los cuatro medicamentos y los resultados se han fi |141|205|120| 14 | 20

recogido en la tabla siguiente: 141 no han presentado ningun tipo de
alergia, 205 presentaron alergia a uno de los medicamentos, etc.

a) Ajusta una distribucion binomial a los datos.

b) Representa graficamente las distribuciones de frecuencias observadas y ajustadas y comenta la precision del
ajuste.

a) La variable esX: “n.° de medicamentos a los que se presenta alergia”. Esta 5% £ o
variable, toma los valores: 0,1, 2, 3 y 4, de forma que si se desea ajustar una Oj 141 (])]
distribucion Bin(n, p), el parametro n =4 y se debe estimar el parametro p. 1 205 205

- 567 2 120 | 240

La media de la distribucion de frecuencias es X =——=1134. 3 14 42
4 20 80

La esperanza de la binomial es E[X]=np=4p, igualando 500 | 567

resulta:4p =1134 = p=0,2835

De manera que la distribucion binomial que se ajusta a los datos es X ~ Bin (n=4; p=0,2835).

4 4

P(X =0) :(0)0,28350 -0,7165* =0,26355 P(X =1) :(1 ]-0,28351 -0,7165° =0,41712
4 4

P(X=2) =(2j.o,28352 -0,7165% = 0,24757 P(X =3) :[3)0,28353 -0,7165" = 0,06530

4
P(X =4) :[4)0,28354 -0,7165° = 0,00646

b) La distribucion de frecuencias ajustadas frente a las observadas se muestra en la tabla y en el grafico

siguientes:
frecuencias probabilidades frecuencias
Xj Observadas ajustadas Aiustadas
f P(X=x) :

0 141 0,26355 131,78

1 205 0,41712 208,56

2 120 0,24757 123,78

3 14 0,06530 32,65

4 20 0,00646 3,23

500 1 500
250
200
3 En el grafico, puede observarse que el
2 4501 ajuste es razonablemente bueno en su
) W frecuencias observadas conjunto, si bien las frecuencias
8 L ajustadas a los dos valores mas altos,
a 100+ frecuencias ajustadas X=3 yx=4, quedan lejos de las
E frecuencias observadas.
= 50
0 : ‘ " = N
0 1 2 3 4
X
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Sintesis
49. La funcion de masa de probabilidad del nimero de vehiculos que se venden en un concesionario de coches
es:
X 0 1 2 3 4 5 6 7
P(X =x) [0,04|0,04| m |0,12]|0,3|0,25| 0,1 | 0,05

a) Hallar el valor de m.
b) Dibuja el diagrama de barras de la funcién de masa de probabilidad.
c) ¢Cudl es la probabilidad de que en el concesionario se vendan mas de dos coches pero menos de seis?

d) Si se sabe que en una semana se han vendido mas de 3 coches, ¢ cual es la probabilidad de que se hayan
vendido menos de 77?

a) Como la suma de las probabilidades debe ser la unidad:

8
p; =1=0,04+0,04+m+0,12+0,3+0,25+0,1+0,05=1= m=0,1
j=1

b) El diagrama de barras de la funcién de masa de probabilidad es:

0,35-
0,30 0,30
) P(2<X<6)=P(X=3)+P(X=4)+P(X =5)= :
B oo 0,25
~0,12+0,3+0,25=0,67 8 025
S 0,201
d) P(3<X<7)=P(X=4)+P(X=5)+P(X=6)= 5
~0,3+0,25+0,1=0,65 5 0.151 0,12
010 0,10 0,10
P(X>3)=P(X=4)+P(X=5)+P(X=6)+P(X =7)= - 0,
~0,30+0,25+0,10+0,05 = 0,7 0,05 0,04 0,04 0.05
Se tiene que: P(X < 7] > 3)= LB <X<7)_065_ g86. 0,00 +—+—+—+—+—+——F—+—

0 1 2 3 4 5 6 7

07
’ X : nimero de vehiculos vendidos

P(X >3)

50. Resuelve las siguientes ecuaciones.
2x+1)  (2x+1
x-1) (2x-7

a) [2x+1]_(2x+1]:> x-1=2x+1-(2x-7)=> x-1=8=x=9
x-1) |(2x-7 X-1=2x-7=x=6

b) [x)_x_(x—2]+3:> X\ (x=2)! +3:>x(x—1)_X:(x—2)(x—3)+3
2 2 21(x-2)! 2l(x—4)! 2 2
x2—x-2x x?*-5x+12
= =
2 2

xX=6

51. Una variable aleatoria X, tiene una distribucion binomial donde la probabilidad del éxito es p= 0,36 y la
desviacion tipica es ¢ = 2,4 Halla la probabilidad de que la variable tome un valor igual que su media.

La distribucion de la variable aleatoria es X ~Bin(n; p =0,36), conq =1-0,36 = 0,64 , de la expresion de la
varianza se tiene:

o® = Var(X)=npq = 2,4*=n-0,36-0,64 =576 = n =25

25
La esperanza sera entonces E[X]=np=25-0,36=9 , de donde P(X =9)= [ 9 JO,369 .0,64'° =0,164 386 .
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52. Considera las variables binomiales X ~Bin(n=24;p=0,2)e Y ~Bin(n=12;p=0,4).

a) Comprueba que tienen la misma media.

b) ¢Cual de las dos distribuciones tienen los datos mas agrupados en torno a la media?

c) Halla las siguientes probabilidades:

i) P(X=12) i) P(Y=6)

a) Por tratarse de distribuciones binomiales:
E[X]=ny-py=24-0,2=4,8
E[Y]l=n,-p, =12-0,4=4,8

b) Para responder a esta cuestion, se calculan los coeficientes de variacion.

6% =Var[X]=ny -py -y =24-0,2:0,8 =3,84 = ¢ = /3,84 1959592 = CV(X) = 2x_ 1999592 _ 4 4ne05

lux| 48

o2 =Var[X] =1y -py -y =12-0,4-0,6 = 2,88 = & = /2,88 = 1,697056 = CV/(X) = -2x = 1697096 _ 4 35355

[y 8
La variable Y tiene los datos mas agrupados alrededor de la media.

24
12

c) P(X:12)=( ]O,212~0,812:0,000761 P(Y:6):(162j0,46-0,66:0,17658

CUESTIONES

53. Con la ayuda del desarrollo del binomio (1+1)", demuestra que se verifica la igualdad:

n n n n
o IR S I =2"
(o (1) ()
Es suficiente con expresar 2 como suma de 1+1 y desarrollar la potencia del binomio:
SnY), ... (n) (n (n n
2"=(1+1)" = V.1 = + |
=23 = (o)
realizados en una de ellas sea el triple que en la otra.

Se busca X ~Bin(n, p;)e Y ~Bin(3n, p,) tales que: E[X]=np,=3np, =E[Y]= p,=3p,
Sirven, por tanto, cualquier par que cumplan esta condicién, es decir X ~Bin(n,3p,)e Y ~Bin(3n, p,) lo que

obliga aque 3p, <1=p, S%.

Por ejemplo X ~Bin(n;0,6)e Y ~Bin(3n;0,2)
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55. Un sistema eléctrico esta formado por 6 componentes independientes. La probabilidad de que falle uno
cualquiera de los componentes es 0,15. Calcula la probabilidad de que:

a)
b)
c)
d)

No falle ninguno.
Fallen exactamente 3 componentes.
Fallen como mucho 2 componentes.

Fallen al menos dos componentes si se sabe que ya ha fallado al menos uno.

La variable aleatoria esX: “numero de componentes que fallan de las 6”. La distribuciéon de X es
Bin(n=6; p=0,15)

a)

b)

c)

d)

6

P(X:O):[O

j-o,15° -0,85% =0,85°% =0,3771
6

P(X:3):(3

]-0,153 .0,85°% =0,85° = 0,04145

P(X <2)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)=0,3771+0,3993 + 0,1762 = 0,9526

P(X>22 X>1 P(X2>2)
P(X=1)  P(X=x1)

En este caso, se trata de una probabilidad condicionada: P(X >2|X > 1) =

P(X >2)=1-P(X =1)-P(X =0) =1-(0,3771+0,3993) = 0,2236

_P(X>2) 02236

P(X21)=1-P(X=0)=1-0,3771=0,6229 P(X 22X 21) = P(X>1) =0.6229

=0,3590

56. En el ultimo mes, un vendedor de peridédicos ha devuelto por término medio el 30% de los ejemplares
diarios que le han servido del periédico A. Si un dia concreto, elegido al azar, le sirven 15 unidades, calcula
la probabilidad de que

a)
b)

Devuelva por lo menos 4. c) Venda mas de 12, si se sabe que al menos ha vendido 10.

Venda todos los periédicos.

Sea la variable aleatoria X: “nUmero de ejemplares devueltos, de los 15”.La distribucion es X ~Bin(n =15; p =0,3)

a)

b)

c)

P(X=O):(1O5j-0,715=0,OO475 P(X:1):[115j»0,3-0,714=0,03052
15 2 13 15 3 12
P(X=2)=| , |:0,8%:0,7" =0,09156 P(X=8)=| ,|-03°:0,7" =017004

P(X24):1—P(XSS):‘I—[P(X:0)+P(X:‘I)+P(X:2)+P(X:3)J:0,70313
En este caso, no devolveria ninguno, X =0, de modo que, del apartado anterior: P(X = 0) =0,00475.

Se trata de una probabilidad condicionada, teniendo en cuenta, que vender mas de12 ejemplares, significa
devolver menos de 3 y vender al menos 10 es equivalente a devolver como mucho 5.

P(X <3AX<5) P(X<3) 012683

P(X <3|X<5)=
( | ) P(X <5) P(X <5) 0,72162

=0,17576

P(X <3)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2) = 0,00475+0,03052 +0,09156 = 0,12683
15 4 11 15 5 10
P(X=4)=| , | 03'07"=021862 P(X=5)=| ; |-03°:0,7" =0,20613

P(X <5)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)+P(X =3)+P(X =4)+P(X =5)
—0,00475+0,03052 +0,09156 +0,17004 +0,21862 + 0,20613 = 0,72162
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57. En un examen tipo test se debe responder a 10 preguntas, cada una de las cuales tiene 4 posibles
respuestas solo una de las cuales es correcta. Para aprobar es preciso contestar correctamente al menos a
6 preguntas. Calcula la probabilidad de que un estudiante apruebe si:

a) Contesta al azar a todas las preguntas. b) Domina la mitad de la asignatura.

Sea la variable aleatoria X: “numero de respuestas correctas, de las 10”.

En este caso, como la respuesta a cada pregunta es al azar y se dispone de 4 posibles respuestas, la probabilidad
de acertar cada pregunta es p=0,25 y, en consecuencia, la variable X tiene distribucion Bin (n=10;p =0,25).

a) De manera que la probabilidad de contestar correctamente al menos a 6 preguntas (para aprobar) es:
P(X>6)=P(X=6)+P(X=7)+P(X=8)+P(X=9)+P(X=10)=
=0,0162+0,0031+0,0004 +0,0000 +0,0000 = 0,0197

Donde cada probabilidad se puede obtener de la tabla de la binomial o se calcula mediante:
05
P(X =k) :[ P j-o,zsk -0,75'%%

b) Si domina la mitad de la asignatura, entonces la probabilidad de acertar cada pregunta es p= 0,5y, por tanto, la
distribucién de la variable X es Bin (n =10, p=0,5):
P(X>26)=P(X=6)+P(X=7)+P(X=8)+P(X=9)+P(X=10)=
=0,2051+0,1172+0,0439 +0,0098 + 0,0010 = 0,377

58. En el control de calidad del proceso de fabricacion de baterias de litio de una determinada marca, el 15% de
las unidades es rechazado. De la produccion de un dia determinado se eligen al azar 8 baterias. Calcula la
probabilidad de que:

a) Al menos una de las baterias sea rechazada.
b) Las ocho pasen el control de calidad.

c) ¢Cual es el numero minimo de baterias que debe ser inspeccionado para que se rechace por lo menos una de
las bateriascon probabilidad mayor de 0,9 ?

Sea la variable aleatoria X: “nimero de baterias que son rechazadas, de las 8 seleccionadas”. La variable X tiene
distribucion de probabilidad Bin (n=8; p =0,15):

a) P(X21)=1-P(X=0) =1-0,85% =1-0,2725 = 0,7275
b) La probabilidad de que no sea rechazada ninguna (las 8 pasen el control) es P(X = O) =0,85% =0,2725 .

c) Sise examinan k baterias elegidas al azar, la probabilidad de que se rechace al menos una de ellas es:

P(Xz1):1—P(X:0)=1—[g]~0,15°~0,85k =1-0,85"

Para que esta probabilidad sea superior a 0,9 se tienen que cumplir que 1-0,85* > 0,9..

Despejando y tomando logaritmos (o tanteando) se obtiene:

1-0,85 > 0,9 = 0,1> 0,85 = l0og0,1> log0,85" = k -1og0,85 y por ser log0,85 negativo: k > 00,1

=1417
log0,85

Como k debe ser entero, dando valores a k, se obtiene quedeben examinarse por lo menos 15 baterias para
que, con probabilidad superior a 0,9, al menos una de ellas sea rechazada.
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59. En la consulta de un médico especialista 3 de cada 10 pacientes son diagnosticados con una enfermedad
grave. Si se eligen 8 pacientes al azar de esta consulta, calcula la probabilidad de que hayan sido
diagnosticados con enfermedad grave:

a) Como maximo 3 pacientes. b) Mas de 2 pacientes.

Sea la variable aleatoria X: “numero de pacientes, de los 8 elegidos, diagnosticados con una enfermedad grave”.
La variable X tiene una distribucion Bin (n=8; p=0,3)

Usando la tabla de la distribucién binomial tenemos los siguientes resultados:
a) P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=0,0576+0,1977 +0,2965 + 0,2541= 0,8059

b) P(X>2)=1-[P(X=0)+P(X =1)+P(X =2)]=1-0,0576-0,1977 - 0,2965 = 0,4482

60. En un barrio de una gran ciudad se ha realizado un estudio N© 0 1 5 3| 4 5
acerca del niumero de personas que viven en cada hogar. ._personas
En la tabla se recogen los resultados de una muestra de |N.° hogares 6 | 24 | 52 | 64 | 42 | 12
200 hogares.

a) Ajusta una distribucion binomial al conjunto de datos.

b) Calcula las frecuencias ajustadas.

c) Dibuja los diagramas de frecuencias observadas y ajustadas.
d) Comenta la precision del ajuste realizado.

e) Elegido un hogar al azar, ¢cual es la probabilidad de que en él vivan menos de 3 personas?

a) La variable es X: “n.° de personas que viven en cada hogar’. Esta variable, toma los valores: 0,1, 2, 3,4y 5, de
forma que si se desea ajustar una distribucion Bin(n, p), el pardmetro n =5 y se debe estimar el parametro p.
Para ello se calcula la media de la distribucién de frecuencias y se iguala a la esperanza de la distribucion

binomial.
Xj fi X La media de la distribucion de frecuencias es X = 548 _ 274 .
1 24 24 Y como la esperanza de la binomial es E[X]=np =5p , igualando resulta:
2 52 104 5p=2,74 = p=0,548.
3 64 192
4 42 168 De manera que la distribuciéon binomial que se ajusta a los datos es
5 12 60 X ~Bin (n=5; p=0,548).
200 548
5 5
b) P(X=0) :(OJ-O,5480 -0,452° =0,01887 P(X=1) =[1)-0,5481 -0,452* =0,11437
P(X=2) =@ -0,5482.0,452° = 0,27732 P(X =3) =@ -0,548°.0,4522 = 0,33622
5 5
P(X=4) :[4)0,5484 -0,452" =0,20381 P(X =5) :[5)0,5485 -0,452° =0,04942
c) N . 80
Frecuencia Probabilidad. | Frecuencia
% | observada f | alustada ajustada p 70
J P(X=x) 200" P(X=x)) 5 60
[=]
8 50
0 6 0,01887 3,77 § 40 B frecuencias observadas
1 24 0,11437 22,87 3 o
£ 30 frecuencias ajustadas
2 52 0,27732 55,46 3
3 64 0,33622 67,24 222
4 42 0,20381 40,76 10
5 12 0,04942 9,88 =1 2 3 a4 &
200 1 200 Nuamero de personas que viven en un hogar

d) El ajuste es bastante bueno, ya que las frecuencias ajustadas se aproximan razonablemente a las observadas.

e) P(X<3)=P(X=0)+P(X =1)+P(X =2)=0,01887 +0,11437 +0,27732 = 0,41056
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61. Una granja envasa todos los huevos que produce en cajas de 12 unidades. En el proceso de transporte se
rompen el 10% de los huevos envasados. Un cliente compra en el supermercado una caja de esta granja,
calcula la probabilidad de que:

a) No tenga ningun huevo roto.
b) Haya exactamente un huevo roto.

c) Por lo menos uno de los huevos de la caja esté roto.

Suponiendo que la caja ha sido elegida al azar, Sea la variable aleatoria X: “numero de huevos rotos, de los 12
que contiene la caja”. La variable X tiene una distribucionBin (n =12, p =0,10).

a) P(X=0) =(102j.0,1° -0,9'% =0,28243

12
b) P(X =1)=[ ) j.o,f -0,9'=12.0,1-0,31381=0,37657
c) P(X>1)=1-P(X =0)=1-0,28243 =0,71757

62. En un centro educativo, el 25% de los alumnos esta inscrito en alguna actividad extraescolar. Si elegimos al
azar 15 alumnos de este centro, calcula la probabilidad de que

a) Ninguno participe en actividades extraescolares.
b) Entre 6 y 8 participen en actividades extraescolares.

c¢) Como mucho 4 participen en actividades extraescolares.

Sea la variable aleatoria X: “nimero de alumnos, de los 15 seleccionados, inscritos en actividades extraescolares”.
La distribucion de probabilidad de la variable X es Bin (n =15; p =0,25).

a) P(X=0) :(105}0,250 -0,75'"° =0,01336

b) P(6<X<8)=P(X=6)+P(X=7)+P(X=8) =[165j~0,256 -0,75° +(175]-0,257 -0,75° +(185]-0,258 0,75 =
=0,09175+0,03932+0,01311=0,14418

€) P(X<4)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)=

- (105]0,7515 + [115_’) .0,25'.0,75" + [125).0,252 0,75 + [1;’] .0,25°.0,75'% + (135j .0,25%.0,75"" =

=0,01336+0,06682 +0,15591+0,2250 + 0,22520 = 0,68649
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63. De las dos situaciones siguientes, ¢ cual es la que tiene mayor probabilidad de ocurrir?

a) Obtener al menos dos seises al lanzar seis dados.

b) Obtener al menos 7 caras al lanzar una moneda 10 veces.

a) Sea la variable aleatoria X: “numero de ases en el lanzamiento de seis dados” (equivale a lanzar un dado seis

b)

veces), cuya distribucion de probabilidad es X ~ Bin(n =6, p= lj .

6

La probabilidad de obtener al menos dos seises se calcula de la siguiente forma:

65\ (6)1(5)
P(X>2)=1-P(X <2)=1-P(X=0)-P(X=1=1- —| - —| = =
(X>2)=1-P(X <2)=1-P(X =0)-P(X =1) (Oj(ﬁj (1j6(6j
=1-0,33490-0,40188 =0,26322

Sea la variable Y: “n.° de caras al lanzar una moneda 10 veces”, cuya distribucion es Y ~Bin(n =10; p =0,5)

La probabilidad de obtener al menos 7 caras es:

P(Y27)=P(Y=7)+P(Y=8)+P(Y=9)+P(Y _10)_[175]0,51%[1:]0,510 +[195J0,51° +ngo,51° =

=0,11719+0,04394 +0,00977 + 0,00098 = 0,17188

Luego es mas probable obtener al menos dos seises al lanzar seis dados.

64. Segun los datos del organismo correspondiente el 80% de los incendios que se producen en la época de
calor son provocados. Si de todos los incendios que se han producido en una determinada regién se eligen
12 al azar, calcula la probabilidad de que:

a)

Mas de 10 hayan sido provocados. b) Como mucho 3 hayan sido accidentales.

Sea la variable aleatoria X: “numero de incendios no provocados, de los 12 seleccionados”. La variable X tiene una
distribucion de probabilidad Bin (n =12, p=0,2).

a)

b)

P(X<2)=P(X=0)+P(X =1) _[102].0,20 -0,8" +(112]-o,21 -0,8"" ==0,06872+0,20616 = 0,27488

P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=

—0,06872+O,20616+(122j-0,22 .0,8'° +(132j.o,23 .0,8° =0,79 457

65. Segun una encuesta, el 52% de los hogares europeos tiene contratados servicios de Internet.

a)

b)

Si se seleccionan 20 hogares al azar, ¢ cual es la probabilidad de que mas de 17 tengan contratados servicios
de Internet?

Si se elige una muestra de 1200 hogares, ¢cual es el nimero esperado de hogares que
tendran contratados servicios de Internet?

Sea la variable aleatoria X: “numero de hogares europeos, de los 20 seleccionados, que tienen contratados
servicios de Internet”. La variable X tiene distribucion de probabilidad binomial X ~Bin (n =20, p =0,52)

a)

La probabilidad de que en mas de 17 hogares haya Internet, entre los 20 seleccionados, es:

P(X >17)=P(X =18)+P(X =19)+P(X =20)=[12§)~o,5218 -0,48° +(128]-0,5219 ~o,481+@gj.0,522° -0,48° =

=0,0003383 +0,0000386 +0,0000021=0,0003790

b)

218 Unidad

Si la muestra consiste en 1500 hogares, la distribucion seria X ~Bin (n =1200, p =0,52), por lo que el
nimero esperado de hogares que tendran servicios de Internet seria: E[X]=np =1200-0,52 =624 .
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66. Una empresa comercializa 3 productos vy, le interesa saber si, tras una campana de publicidad, ha tenido
éxito en darlos a conocer. Los resultados de una encuesta realizada a 400 personas acerca de su
conocimiento de estos productos se recogen en la tabla siguiente: 35 encuestados no conocen ninguno de
los productos, 130 conocen solo 1, etc.

a)
b)

a)

b)

Xj 0 1 2 3
fi 35 | 130 | 170 | 65
Ajusta una distribucion binomial al conjunto de datos.

Contrasta el ajuste realizado y representa graficamente las distribuciones de frecuencias observadas y
ajustadas.

La variable X: “n.° de productos, de los tres elegidos, que se conocen tras la camparia de publicidad”.
Esta variable, toma los valores: 0,1, 2 y 3, de forma que si se desea ajustar una distribucién Bin(n; p), el
parametro n =3 y se debe estimar el parametro p.

Para ello se calcula la media de la distribucion de frecuencias y se iguala a la esperanza de la distribucion
binomial.

. e . - 665 Xj fi Xify

La media de la distribucién de frecuencias es X = —0 =1,6625. 0 35 0
1 130 130
La esperanza de la binomial es E[X]=np =3p , igualando 2 170 340
resulta: 3p =1,6625 = p = 0,5542 3 65 195
400 665

De manera que la distribucién binomial que se ajusta a los datos
es: X ~Bin (n=3; p=0,5542)

Una vez ajustada la distribucion binomial a la distribucién de frecuencias dada, se calculan las frecuencias
ajustadas. La probabilidad de cada valor de la variable ajustada es:

P(X =0) :(gj -0,5542°.0,4458° = 0,08860 P(X =1) :(13) -0,5542'-0,4458° = 0,33042

P(X =2) :@J -0,5542% .0,4458"' = 0,41077 P(X =3) :(2}-0,55423 .0,4458° =0,17022

frecuencias | probabilidades frecuencias
X observadas ajustadas .
X P(X=x) ajustadas

0 35 0,08860 35,44

1 130 0,33042 132,17

2 170 0,41077 164,31

3 65 0,17022 68,09

400 1 400

1801

160
& 1401
3
3 120-
o
® 1001 B frecuencias observadas
© i
I 80 frecuencias ajustadas
S 60
[+
£ 40

“n
04 ! ! ‘ :
0 1 2 3

Numero de productos conocidos por los clientes

Como se puede observar en la tabla y en el grafico el ajuste de la distribucion de frecuencias por la distribucién
binomial es muy bueno.
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67. Los datos de una reciente encuesta aseguran que el 46% de los jubilados de una determinada localidad

camina al menos una hora diaria por prescripcion médica. Del colectivo de jubilados se eligen 12 personas
al azar:

a) Determina la distribucion de la variable X: “numero de jubilados de los 12 que camina al
menos una hora diaria”.

b) Calcula la probabilidad de que mas de la mitad de los jubilados seleccionados camine al
menos una hora diaria.

La eleccién se supone con reemplazamiento para que la probabilidad de elegir, en cada paso, uno de los
jubilados sea la misma.

a) La variable aleatoria X: “numero de jubilados, de los 12, que camina al menos una hora diaria” es binomial:
X ~Bin(n=12; p=0,46).

b) P(X>6)=P(X=7)+P(X=8)+P(X=9)+P(X=10)+P(X=11)+P( 12) =

12 .0,46" -0,54° + 12 .0,46° .0,54* + 12 -0,469-0,543 .0,46'° . 0,542 12 .0,46'".0,54' 12 .0,46'? =
7 8 9 10 11 12

=0,158 49+0,08438 +0,03195 +0,00816 + 0,00126 + 0,00009 = 0,28433

68. El 60% de los pacientes que atiende la consulta de un médico supera los niveles maximos de glucosa en
sangre. Si de la consulta se eligen 6 pacientes al azar:

a) ¢Cual es la distribucion de la variable X: “nimero de pacientes que supera el nivel maximo de glucosa”?
b) Calcula la probabilidad de que al menos dos pacientes superen los niveles de glucosa.

c) Si se sabe que al menos un paciente supera el nivel maximo de glucosa, ¢, Cual es la probabilidad de que sean
menos de 5 los que lo superen?

a) La distribucion de probabilidad de la variable X: “niUmero de pacientes, de los 6 elegidos, que supera el nivel
maximo de glucosa” es binomial X ~ Bin(n =6;p =0,6).

b) La probabilidad de que al menos dos de los seis pacientes superen los niveles de glucosa es:

P(X>2)=1-P(X=0)-P(X =1)=1—®-o,46 —@-0,61 -0,4° =1-0,00410 - 0,03686 = 0,95904

También se puede resolver este apartado, utilizando la variable Y: " numero de pacientes, de los 6, que no
supera el nivel maximo de glucosa", puesto que Y ~Bin(n=6; p=0,4), en cuyo casoP(X =k)=P(Y =n—k)

Las probabilidades de Y pueden obtenerse la tabla de la binomial. Entonces:

P(X22)=P(Y<4)=P(Y=0)+P(Y =1)+P(Y =2)+P(Y = 4) =
=0,04666 +0,18662+0,31104 +0,27648 +0,13824 = 0,95904

c) Se trata de una probabilidad

P(1< X <5) 0,76262
P(X>1) _ 0,99590

P(1<X<5)=P(X=1)+P(X=2)+P(X =3+P(X =4)=0,03686+0,13824 +0,27648 + 0,31104 = 0,76262

P(X 21)=1-P(X =0)=1-0,00410 = 0,99590

condicionada: P(X <5 |X 21) =

=0,76576

220 Unidad 13| Distribucion binomial S



SOLUCIONARIO

69. El 10% de las botellas de 1 litro de aceite de oliva llenadas por una maquina envasadora contienen,

realmente, una cantidad inferior al litro. Un cliente compra una caja de 12 botellas envasadas en esta
maquina:

a) Determina la distribucidn de la variable Y: “niumero de botellas de la caja con una cantidad inferior al litro de
aceite”.

b) ¢Cual es el numero esperado de botellas de la caja que contienen una cantidad inferior al litro? Y su
desviacion tipica?

c) Calcula la probabilidad de que la caja contenga dos botellas con menos de 1 litro de aceite.

d) Calcula la probabilidad de que en la caja haya al menos dos botellas con menos de un litro de aceite?

Se entiende que, dado el volumen de produccion de la maquina, las botellas han sido elegidas de forma
independiente.

a) La variable Y: “numero de botellas de la caja con una cantidad inferior al litro de aceite” tiene una distribucion
de probabilidad binomial X ~Bin (n=12, p=0,1).

b) La esperanza y la desviacion tipica de la variable aleatoria Y son, respectivamente:
E[Y]=np=12-0,1=12
o® = Var(X)=np(1-p)=12-0,1-0,9 =1,08 = 5 =+/108 =1,0392

c) La probabilidad de que la caja contenga exactamente dos botellas con menos de 1 litro de aceite es:
12 2 10
P(Y = 2) = 9 -0,1°-0,9" =0,23013
d) La probabilidad de que en la caja haya al menos dos botellas con menos de un litro de aceite es:

P(Y22)=1-P(X —O)—P(X—1)—1—(102]-0,1° -0,912—[112)0,11 -0,9" =1-0,28243-0,37657 = 0,341

70. En la segunda vuelta de las elecciones presidenciales, el candidato A obtuvo el 52% de los votos emitidos.
El resto voto a otro candidato o lo hizo en blanco.

Si de la poblacion que ha participado en la votacion se elige una muestra aleatoria de 10 personas, calcula
la probabilidad de que entre estos:

a) Mas del 60% haya votado al candidato A.
b) Menos de la mitad haya votado al candidato A.
c) Mas del 60% haya votado al candidato A si se sabe que por lo menos la mitad le voté.

NOTA: Se supone que en cada eleccion, de las 10, la probabilidad de que la persona seleccionada haya
votado al candidato a es la misma, porque la eleccion se haga con reemplazo o porque el tamafio de la
muestra es muy pequefio respecto al de la poblacion.

Sea X: “numero de personas, de las 10 seleccionadas, que han votado al candidato A”.
La distribucion de probabilidad de X es X ~Bin(n=10; p =0,52).
a) P(X>6)=P(X=7)+P(X =8)+P(X =9)+P(X =10)=
_(1° -0,527.0,48° + 10 .0,528.0,482 + 10 -0,52°.0,48 + 10 .0,52'° =
7 8 9 10
=0,13644 +0,05543 +0,01334 +0,00145 = 0,20665

b) P(X<5)=1-P(X=5)-P(X=6)-P(X >6) _1—[1;)]-0,525 -0,48° —(1;)0,526 -0,48* -0,20665 =
=1-0,24413-0,22040 - 0,20665 = 0,32882

P(X >6)  0,20665
P(X>5) 1-0,32882

c) P(X>6|X=5)= ~0,30789
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71. Sea la variable aleatoria X: “nliimero de caras obtenido al lanzar 6 veces una moneda trucada de tal manera

que la probabilidad de obtener cara es 0,25”.
a) ¢Cual es la probabilidad de obtener como mucho una cara en 6 lanzamientos?
b) Calcula el valor esperado de caras en los 100 lanzamientos.

c) ¢Cual es el numero minimo de lanzamientos que habria que realizar para que se obtenga al menos una cara
con probabilidad superior a 0,5?

La variable aleatoria X: “niUmero de caras obtenido al lanzar seis veces la moneda” ; X ~Bin(n=6; p=0,25).

a) Puesto que la moneda esta trucada y la probabilidad de obtener cara en un ensayo es 0,25.La probabilidad de
obtener como mucho una caraes P(X <1)=P(X =0)+P(X =1)=0,1780+0,3560 = 0,534 .

b) Sila moneda se lanza 100 veces, la variable Y: “nUmero de caras en los cien lanzamientos”, tiene una
distribucién binomial Y ~Bin(n =100, p =0,25) de modo que su esperanza es E[Y] =np=100-0,25=25.

c¢) Como la probabilidad de obtener cara en cada lanzamiento es 0,25, si el experimento se repite k veces, la
probabilidad de obtener al menos una cara es:

k
P(X21)=1-P(X=0)= 1—(0].0,250 -0,75" =1-0,75"y debe ser superior a 0,5.

log0,5

1-0,75¢ >0,5= 0,5 > 0,75 = 10g0,5 > l0g0,75" = k 10g0,75 =
log0,75

<k=k>241

Por lo que el experimento debe repetirse al menos 3 tres veces para obtener al menos una cara con
probabilidad superior a 0,5.

72. La mitad de los vehiculos que cruzan una pequeia poblacién supera los limites de velocidad permitidos. En

un dia elegido al azar se seleccionan, también al azar, 20 vehiculos que cruzaron la poblaciéon. Halla el
numero esperado de vehiculos que superen la velocidad permitida y calcula la probabilidad de que:

a) Mas de 15 vehiculos superen el limite de velocidad permitido.
b) Todos los vehiculos crucen correctamente la poblacion.
c) ¢Cual es el numero esperado de vehiculos que infringiran la norma de limitacién de velocidad?

d) ¢Cuantos vehiculos deben pasar, como minimo, para que con probabilidad superior a 0,8, por lo menos dos
infrinjan la limitacion de velocidad?

El reemplazamiento asegura la independencia de las observaciones. La variable aleatoria es X: “numero de
vehiculos, de los 20 elegidos, que supera los limites de velocidad permitidos”, y tiene una distribucion de
probabilidad Bin(n =20; p=0,5).

Por tanto, el nimero esperado de vehiculos que supera los limites de velocidad sera: E[X]=np =20-0,5=10.
a) P(X>15)=P(X =16)+P(X =17)+P(X =18)+P (X =19)+P (X =20)=

_[?0 .0,5'.0,5% + 20 .0,5'.0,5% + 20 .0,5'®.0,5% + 20 .0,5"%.0,5" + 20 .0,5% =
16 17 18 19 20

=0,00462+0,00109 +0,00018 +0,00002 + 0,00000 = 0,00591
20 0 20
b) P= 0 -0,5°-0,5°" =0,000000954

c) Es la esperanza matematica de la variable X que ya estaba calculada E[X] =10.

d) Si k es el numero de vehiculos seleccionados, la distribucién de la variable X es
Bin(n=k;p=0,5).

P(X>2) _1—P(X_0)—P(X_1)_1—(SJO,5" —mo,s" =1-0,5* ~k0,5* =1-(1+k)0,5* = 0,5* =1-(1+k)0,5*

Y debe elegirse el primer valor de k de tal manera que 1— (1 + k)O, 5K > 0,8 ;que puede calcularse tanteando con

valores, por ejemplo, a partir de k = 3. El primer valor que cumple esta condicién es k= 5.De modo que deben
pasar al menos 5 coches para asegurar que con probabilidad superior a 0,8 al menos dos de ellos superaran el
limite de velocidad establecido.
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73. El 15% de los instrumentos de una orquesta es de viento. Se eligen al azar 4 musicos de la orquesta.

a) Escribe la funcién de masa de probabilidad de la variable X: “niumero de musicos que tocan instrumentos de
viento, de los 4 seleccionados” y dibuja su diagrama de barras.

b) Calcula la esperanza y la varianza de X.
c) Calcula la probabilidad de que al menos uno de los 4 seleccionados toque un instrumento de viento.

d) ¢Cuantos musicos habria que seleccionar para que con probabilidad superior a 0,8 al menos uno toque un
instrumento de viento?

Se entiende que la eleccién es con reemplazo, es decir, que en cada eleccion la probabilidad de elegir un musico
que toque un instrumento de viento es la misma.

a) La distribucion de la variable aleatoria X: “nimero de musicos que tocan instrumentos de viento, de los 4
seleccionados” es binomial X ~ Bin(4; 0,15)

Teniendo que su funcién de masa de probabilidad tiene la
4
forma: P(X = x) = [XJ-OAS" .0,85%%,  x=0,123, 4

En la tabla siguiente se recogen los valores de la variable y sus probabilidades:

0,61
X 0 ! 2 3 4 0,52201
P(X=x) |0,52201|0,36848 |0,09754 | 0,01148 |0,00051| g5/
©
b) E[X]=np=4-0,15=0,60 8 04 0,36848
o’ =Var(X)=np(1-p)=4-0,15.0,85 = 0,51 E 0,31
[]
o 0,21
c) P(X=1)=1-P(X =0)=1-0,52201=0,47799 ’
0.1 009754
d) Si se seleccionan k musicos de la orquesta, la probabilidad 0,011480 9
de que al menos uno de ellos toque un instrumento de 0 f ; f } .00
viento es: 0 _1 ] 2 3 4
X : nimero de musicos
P(X>1)=1-P(X =0)=1-0,85" =1-0,85* > 0,8 = 0,2 > 0,85"
= log0,2 > l0g0,85* = k-log0,85 = M< k= k>99
log0,85

Luego deben elegirse al menos 10 musicos para que con probabilidad mayor de 0,8 al menos uno toque un
instrumento de viento.

74. Un examen de tipo test consta de 12 preguntas, cada una de ellas con cuatro posibles respuestas, de las
cuales solo una es correcta. Al realizar el examen solo debe marcarse una y solo una de las cuatro
respuestas posibles.

Si es obligatorio contestar a todas las preguntas y cada respuesta acertada suma un punto y cada
respuesta fallada resta 0,5 puntos y para aprobar hay que obtener al menos 6 puntos, ¢cual es la
probabilidad de que una persona apruebe respondiendo al azar?

Sea la variable aleatoria X: “numero de preguntas contestadas correctamente por el alumno, de las 12 del
examen”.

La variable X sigue una distribucién Bin (n=12;p =0,25), al considerarse que las preguntas se contestan de
forma independiente y que si se responde al azar, la probabilidad de acertar cada preguntaes p=0,25.

Para aprobar, el alumno tiene que obtener 6 o0 mas puntos. Es decir, segun el sistema de puntuacion, debe tener al
menos 8 aciertos, ya que 8 aciertos y 4 fallos suponen1-8-0,5-4 =6 puntos.

La probabilidad de que el alumno conteste correctamente al menos 8 de las 12 preguntas (si responde al azar) es:
P(X=28)=P(X=8)+P(X=9)+P(X=10)+P(X =11)+P(X =12) =
12 12 12 12 12
= -0,25%.0,75° +| ©1.0,25.0,75% + -0,25"°.0,75% +| © |-0,25".0,75'+| ,_|-0,25" =
8 9 10 11 12
=0,002390 + 0,000354 +0,000035 + 0,000002 + 0,00000 = 0,002781
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75. El grafico siguiente muestra la composicion del parlamento europeo en el periodo 2009- 2014.

32, 27 EPP
265 S&D
ALDE
M GREENS/EFA
M ECR
B GUE/NLG

A M EFD

84 \184 H NA

Si de los 736 miembros del parlamento se elige una muestra aleatoria simple de tamaiio 10:

55

a) Describe la distribucion de la variable aleatoria X: “nimero de miembros del grupo EPP”.
b) Describe la distribucion de la variable aleatoria Y: “nimero de miembros del grupo S&P”.
c) ¢Cual es la distribucion de la variable W= X+Y: “nimero de parlamentarios de los grupos EPP y S&P”?

d) ¢(Cual es la probabilidad de que entre los 10 parlamentarios elegidos al azar no haya ninguno de los grupos
EPPy S&P?

NOTA: se supone que la elecciéon es uno a uno con reemplazo, de manera que en cada eleccion, la probabilidad
de elegir un parlamentario de un grupo concreto es la misma.

a) La variable aleatoria X: “numero de miembros del grupo EPP, de los 10 seleccionados”, tiene una distribucion

binomial X ~ Bin[n =10, p= @ = O,36j .
736
b) La variable aleatoria Y: “nimero de miembros del grupo S&D, de los 10 seleccionados”, tiene una distribucion
binomial Y ~ Bin(n =10; p= ﬁ = 0,25) .
736
c) La variable aleatoria W: “nimero de parlamentarios de los grupos EPP y S&P, de los 10 seleccionados”:
w ~Bin[n =10; p :M: 0‘61j
736

d) La probabilidad de que entre los 10 parlamentarios seleccionados no haya ninguno de los grupos EPP y S&P

esP(W =0)= [?)o,mo -0,39'° =0,000 0814 .

76. Un pequeio hotel familiar cuenta con 12 habitaciones. En temporada alta, la peticion de reservas supera la
capacidad del hotel. Ademas por diferentes motivos el 2% de las reservas se anulan a ultima hora.

Si los propietarios deciden admitir hasta 14 reservas para una noche cuando la demanda lo permita,
calcula la probabilidad de que:

a) En un dia elegido al azar se presentan mas clientes que habitaciones disponibles.

b) Sobren habitaciones.

Se considera la variable aleatoria X: “niUmero de cancelaciones de reservas en el hotel”. La variable X sigue una
distribucion Bin (n=14; p=0,02) .

a) Si se presentan mas clientes que habitaciones disponibles es porque el numero de cancelaciones, de las 14
reservas, es inferior a 2 y su probabilidad es:

14 14
P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)= ( 0 j-o,oz0 -0,98'" +[ 1 J.o,oz1 -0,98" =0,75364 +0,21533 = 0,96897
b) Sobraran habitaciones si el nUmero de cancelaciones es superior a 2, cuya probabilidad es:

P(X>2)=1-P(X=0)+P(X =1)+P(X =2)= 1—(15‘)0,020 0,08 —[114].0,021 0,98" -[1;)0,022 10,08

=1-0,75364 -0,21533 -0,02856 = 0,00247
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. m-1 m-1 m
77. Demuestra la expresion: n + = .

n-1 n

. . m m m+1 . .
Si se hace uso de la propiedad: " + n1 = y en lugar de m, se considera el caso (m- 1), se tiene

) [m—g (m—1j (m—1+1j [mj
directamente que: + = =
n n-1 n n

También podemos hacer uso del desarrollo de los numeros combinatorios.

ENTORNO MATEMATICO

¢ Contrato el seguro?

La compania de seguros Mondosegu esta llevando a cabo una agresiva campaia de publicidad en los medios
de comunicacion con el fin de captar clientes para sus pdlizas de seguros de vida.

El padre de Andrés, estudiante de 1° de Bachillerato, comenta en casa la posibilidad de contratar una de estas
polizas y esta preocupado porque no le timen con la cuota de 250 € que debe pagar. Andrés, que acaba de
estudiar los temas relativos a estadistica y probabilidad se decide a investigar cual puede ser el coste para la
compaiiia de una poéliza de las que anuncia en su publicidad.

Este tipo de polizas solo producen gastos (significativos) cuando la compaiia debe pagar una indemnizacion.
Por informacion histérica se sabe que en Mondosegu:

a)
b)

1 de cada 10 000 polizas da lugar a una indemnizacién de 250 000 €.
1 de cada 5000 pdlizas da lugar a una indemnizacién de 150 000 €.
1 de cada 1000 polizas da lugar a una indemnizacién de 50 000 €.
1 de cada 500 poélizas da lugar a una indemnizacion de 25 000 €.
1 de cada 100 pdlizas da lugar a una indemnizacién de 5000 €.
¢, Cual es el coste esperado de la péliza?
Lo que pide la compaifiia, ¢ es adecuado desde el punto de vista empresarial?

(adaptado de “El hombre anumérico”, John Allen Paulos)

Se entiende que la proporcidn restante, hasta llegar al 100% no implica indemnizacion, o que esta no es relevante,
0 que se ha contabilizado de forma genérica en las anteriores ofrecidas en el enunciado.
Se recoge la informacién en una tabla del siguiente modo:

Xj 250 000 | 150 000 | 50 000 | 25000 5000 0
pj 0,0001 | 0,0002 0,001 0,002 0,01 0,9867
Xipj 25 30 50 50 50 0 205

En estas condiciones, el gasto medio esperado por péliza suscrita es E[ X] = 205 .

Cada poliza supone un gasto esperado de 205 € para la compafia, por tanto la cuota

supone%-mo =121,951% de los costes esperados, es decir un beneficio esperado de cerca de un 22 %.
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¢, Cuando nos vamos de viaje?

Ana y Juan quedan para ver las fotografias que tomaron en su ultima salida extraescolar en la que hicieron un
reportaje de plantas. En primer lugar ven las 30 que hizo Ana y un rato mas tarde, cuando estan viendo las de
Juan, Ana comenta:

— “Esa es igual que la que hice yo”;
- “No, no es igual, solo parecida”, afirma Juan.
—“jQué val, es idéntica, tu no recuerdas la mia” sentencia Ana.

La discusion prosigue y Ana pregunta ¢;Cuantas fotos de las mias podrias recordar? Se proponen hacer la
experiencia con algunos amigos:

1.°Les muestran 15 imagenes no habituales en las que no aparecen personas durante un tiempo maximo de 5
segundos cada una.

2.°Mezclan al azar las 15 imagenes “antiguas” con 15 “nuevas” y se las muestran a los amigos. Cada uno debe
anotar, sin comentar con los demas, si la diapositiva es antigua o nueva.

¢Cuantas diapositivas acerté cada participante? ¢El nimero de aciertos se debe al azar? ;Realmente tienen
una buena memoria grafica? ; Como se podria saber?

Repite con tus amigos el experimento de Ana y Juan e intenta responder a las preguntas anteriores. Ten en
cuenta que si alguien contesto al azar, el experimento se puede comparar con el lanzamiento de una moneda:

cara (acertar), cruz (fallar) y por lo tanto estariamos ante una variable binomial Bin (n=30;p=0,5). En este

caso, si por ejemplo un amigo acerté 25 imagenes, ¢pudo haber contestado al azar? ¢ Cuantas deberia acertar
para estar seguros de que no ha contestado al azar?

(adaptado de “El hombre anumérico”, John Allen Paulos)

Si el amigo contesté al azar, el numero de diapositivas que acierta (X), tiene una distribucion binomial de parametros:
n=30y p= 0,5, de manera que la probabilidad de que acierte 25 diapositivas es:

P(X =25)= (22].0,530 =0,00013

Una probabilidad realmente muy pequefa.

Es mas, la probabilidad de que, habiendo contestado al azar, acierte 20 o mas diapositivas es también muy pequefia,
ya que P(X >20)=0,04937

Es decir, la probabilidad acertar 20 o mas diapositivas es menor que 0,05. Luego el amigo no ha contestado al azar.

El nimero de aciertos esperado contestando al azar es E[X]=np =30-0,5=15, pero, como se ha visto antes, la
probabilidad de acertar muchos mas de esa cantidad contestando al azar se reduce drasticamente.
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AUTOEVALUACION

Comprueba qué has aprendido.

1.  Sila esperanza de una variable aleatoria X ~ Bin(n, p) es 5 y su varianza 4, calcula los valores de ny p.

Igualando la esperanza y la varianza de una variable aleatoria binomial a sus valores y resolviendo el sistema se
obtienen los parametros:

np=>5
{p —5(1-p)=4=p=02 n.0,2=5=n=25
np(1-p)=4
2. En una comunidad de vecinos, el 60% de las veces que un vecino llega a su portal no encuentra el

ascensor en la planta baja. Si de la comunidad se eligen 7 vecinos al azar, calcula la probabilidad de que:
a) Exactamente 2 encuentren el ascensor en la planta baja
b) Porlo menos 3 encuentren el ascensor en la planta baja.

c) Ninguno encuentre el ascensor.

Se supone que la eleccion de los vecinos es uno a uno con reemplazo.Sea X: “numero de vecinos, de los 7, que
encuentran el ascensor en la planta baja”. La distribucion de Xes X ~ Bin(n =7,p= 0,4) .

a) La probabilidad de que sean exactamente 2 los vecinos que encuentren el ascensor en la planta baja es:
7
P(X=2)= (2)0,42 -0,6° =0,26127

b) La probabilidad de que sean al menos 3 los que se encuentren el ascensor en la planta baja, puede calcularse
utilizando el complementario, es decir, que menos de tres se encuentren el ascensor en la planta baja, es:

P(X 23)=1-P(X <3)=1-P(X =0)-P(X =1)- P(X _2)_1—@.0,67 —[17]-0,41 .0,6° —@-0,42 .0,6° =
=1-0,02799 - 0,13064 —0,26127 = 0,59119

7
c) La probabilidad de que ninguno encuentre el ascensor es P(X =0) = [0]~0, 4°.0,6" =0,02799 .
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Una variable aleatoria X toma los valores -2, -1, 1, 3 y 5 con probabilidades respectivas 0,15; 0,25; 0,2; 0,3
y 0,1.

a) Representa graficamente la distribucién de probabilidad.
b) Calcula la esperanza y la varianza de X.

c) Halla P(-1< X <4).

a) Podemos organizar los datos en una tabla y ampliarla para los calculos posteriores al tiempo que
representamos el diagrama de barras de la distribucion:

0,35

0,31
8 0,254 X P P px°
E 0.2- -2 0,15 -0,3 0,6
& 015 1 | 025 | 025 | 025
£ 1 0.2 0.2 0.2

« 0,14
0,3 0,9 2,7

0,051
0,1 0,5 2,5

0 } } - } '
-2 1 3 5 1 1,05 6,25
X
b) La esperanza de X'y su varianza son respectivamente:
5 5
E[X]= p;x; =105 o? = Var(X) = p;-x} ~E[X]’ =6,25-105 = 5,1475

j=1 j=1

c) P(-1<X<4)=P(X =1)+P(X=3)=0,2+0,3=0,5

De una baraja de 40 cartas se extraen 15 cartas una a una con reemplazo. Sean las variables aleatorias X:
numero de reyes extraidos. Se pide:

a) Probabilidad de que X sea mayor que 2. b) Numero esperado de reyes.

La distribucion de X ~Bin(n=15;p =0,1), pues el nimero de reyes extraidos, en las 15 cartas, pueden ser 0,

1,..., 15, y en cada extraccion la probabilidad de obtener unrey es p = % =0,1 (4 reyes en las 40 cartas).

a) La probabilidad de que X sea mayor que 2 viene dada por:

P(X >2)=1-P(X <2)=1-P(X =0)-P(X = 1)~ P(X =2) =

=1 —[105_’) .0,1°.0,9" —(115)0,11 .0,9™ —[125)0,12 -0,9" =1-0,20589 - 0,34315 —0,26690 = 0,18406

b) La esperanza de la variableXes E[X]=15-0,1=15.
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5. 30 estudiantes respondieron al azar a un test de 5 preguntas con

posibles respuestas, de las cuales solo una era correcta. El numero de

preguntas acertadas se recoge en la tabla siguiente:

a) Ajusta una distribucién binomial a este conjunto de datos.

4

13| 6

b) Compara analitica y graficamente las frecuencias observadas y ajustadas.

c) Elegido un estudiante al azar, ¢ cual es la probabilidad de que haya contestado correctamente 3 preguntas?

a) Se calcula, en primer lugar, la media de la distribucion de frecuencias de la variable X: “n°® de preguntas

acertadas”.

La tabla adjunta, contiene los datos para el célculo de la media. Xi f: obser. fx;
De manera que la media de la distribucién de frecuencias 0 6 0
S 42
observadas es X = 30 =14. 1 13 13
Si se quiere ajustar una distribucion binomial Y ~Bin(n =5; p), 2 6 12
para calcular el parametro p, se iguala la media de la distribuciéon 3 3 9
de frecuencias observadas a la esperanza de la binomial: 4 2 8
5p=14 14 0,28 5 0 0
p=it=p=g =0 30 42
Luego, debe ajustarse una distribucion: Y ~Bin(n =5;p =0,28).
b) Se calculan, en primer lugar las probabilidades de la distribucion “ajustada”
5 5 5
P(Y:O):(OJ-OJZS P(Y:1):(1]~0,281-0,724 /3(\/:2):(2j-0,2532.0,723
5 3 2 5 4 1 5 5
P(Y=3)= 3 -0,28°.0,72 P(Y=4)= 4 -0,28"-0,72 P(Y=5)= 5 -0,28
que se resumen en la tabla siguiente, junto con las
frecuencias esperadas (estimadas) 21 fi obser. |  fix; P(Y=x) | fr.esper.
Se puede observar que la aproximacion es 0 6 0 0,1935 | 5,8048
razonablemente buena comparando la columna de las 1 13 13 0.3762 | 11.2870
frecuencias observadas con la de las frecuencias ’ :
esperadas, una vez ajustada la distribucion binomial. 2 6 12 0.2926 | 8,7788
3 3 9 0,1138 | 3,4140
4 4 2 8 | 00221 | 06638
121 5 0 0 0,0017 | 0,0516
101 30 42 1 30
2
§ 81 M frecuencias observadas
g 61 frecuencias ajustadas
4,
2,
04

0 1 2 3 4 5
X : Numero de preguntas acertadas

6. Desarrolla la potencia (xzy—2xy2)5.

5

5
2, _oy2) = (5j 20\ . (_oxy2 Y = (5j25j J+5,10-j (_4\5=J _
(xy -2xy?) jgoj(xy)(xy) Ej xIty10°7 (1)

j=0

=—(gj25xsym+(15j24X6y9—(2J23X7y8+[2]22X8y7—(ijZngs-F(g]meS _

=-32x%y"0 +80x%y° —80x"y® + 40x8y" —10x°y® + x'0y°
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7. En una poblacién de cada 2 adultos mayores de 24 afios solo uno tiene estudios posteriores a la ESO.
Elegidas 8 personas mayores de 24 ainos, calcula la probabilidad de que:

a) Exactamente 4 tengan solo estudios de ESO.

b) Al menos dos tengan estudios posteriores a la ESO.

Sea la variable aleatoriaX: “nimero de personas, de las 8, que solo tienen estudios de ESO”.
a) La distribucién de probabilidad de la variable X ~ Bin(n =8 p= 0,5) , de modo que la probabilidad de que tome
exactamente el valor 4 es:
8
P(X =4)= [4)0,54 -(1-0,5)* =0,27344

b) Que “al menos dos tengan estudios posteriores” es lo mismo que “A lo sumo uno tiene sélo estudios de ESO”,
por tanto la probabilidad pedida es:

P(X <1)=P(X=0)+P(X =1)= [gj-o,ss +m-o,58 =0,03516

Relaciona y contesta

Elije la Gnica respuesta correcta en cada caso

1. La variable aleatoria discreta X toma los valores 2, 4, 6 y 8 con probabilidades respectivas
c,c+1, c+2yc+3.Elvalordeces:

A 4 B. 1,25 C. -1,25 D. No existe valor para c.

Solucién: D.(La suma deberia ser 1, lo que fuerza a que c valga —1,25 y por tanto 2 y 4 tendrian probabilidad
negativa).

2. La variable aleatoria Y tiene una distribuciéon de probabilidad Bin(n, 0,2) y se sabe que su varianza es 8.
Entonces:

A. n=10 B. n=48 C. n=50 D. n=100

Solucién: C.

3. Paraintentar ajustar una distribucién binomial a un conjunto de datos.
A. Basta conocer el parametro n.
B. Es preciso obtener la media de los datos observados e identificar p.
C. El valor estimado de p debe ser aproximadamente 0,5.

D. Se necesitan las frecuencias relativas.

Solucién: B.
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SOLUCIONARIO

Sefala, en cada caso, las respuestas correctas

4.

La distribucién binomial modeliza situaciones en las que:
A. Estan implicados muchos sucesos.

B. Solo importa si un suceso ocurre o no.

C. Se miden magnitudes.

D. Se cuenta las veces que ocurre un determinado suceso.

Soluciones: By D.

Dada una variable aleatoria binomial X ~ Bin(n; p), con n fijado, su variabilidad:
A. Es mas grande si p esta cerca de 1.

B. Es mas pequefia si p esta proximo a 0.

C. Es maxima si p=0,5.
D

. No esta influenciada por el valor de p.

Soluciones: By C.

Elige la relacién correcta entre las dos afirmaciones

Sea la variable aleatoria X ~ Bin(n, p). Se consideran las siguientes afirmaciones:

1. E[X]=p, Var(X)=0,2p 2. p=0,8yn=125p
A 12

B. 1= 2 pero 2;{1

C. 2=1 pero 152

D. 1y 2 son independientes una de otra.

Solucion: A.

Seiala el dato innecesario para contestar

Para calcular la probabilidad P(-1< X < 2) siendo X ~ Bin(n, p) es necesario conocer:

A. Solon.
B. Solo p.
C. Tanto n como p.

D. No hace falta conocer ningun dato.

Solucién: C.
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