Derivadas y representacion grafica

11.11.

11.2.

11.3%

ACTIVIDADES INICIALES

Escribe las siguientes expresiones como exponenciales de la base indicada.

a) x°, base 2 b) \/)_( base 10 c) sen x, base e d) 2, base e

a) x°, base 2; xX* = 20X = D3lax C) sen x, base e; sen x = g°% X = ghlenx
~ 1 log;, x "

b) Vx base 10; Vx = 10%°V* = 10? d) 2 base e; 2 = €7 = g2 = gz

Toma logaritmos en las siguientes expresiones y aplica las propiedades de los mismos.

a) f(x) = x* b) f(x) = e* c) f(x) = x* d) f(x) = (sen x)*®
a) f(x) = x; In f(x) = 41Inx c) f(x) = x5 In f(x) = xInx
b) f(x) = €5 Inf(x) = xIne=x d) f(x) = (sen x)*% In f(x) = (x + 3) In (sen x)

EJERCICIOS PROPUESTOS

Comprueba, utilizando la derivada de la funcion inversa, que la derivada de la funcion f(x) = Vx es la que
ya conoces.

(Vx)? = x. Entonces, (2Vx)(Vx)" = 1, por lo que (Vx)' = ﬁ

Calcula la derivada en x = 11 de la inversa de la funcion f(x) = x* + x + 1.

Si g es la inversa de f, hay que calcular g'(11).

g(f(x)) = x, asi que g(x* + x + 1) = x, porlo que g'(xX* + x + 1) - (83X + 1) = 1, es decir, g'(X* + x + 1) =
1

T+ 1

_ A 11) = 1 -
Como x* + x + 1 = 11 solo si x = 2, tenemos que g’(11) = 3 251 - 13
Halla la derivada de la inversa de la funcion f(x) = x + Vx + 5 en el punto x = —3.

Si g es la inversa de f, hay que calcular g’(—23).

g(f(x)) = x asi que g(x + Vx + 5) = x, por lo que g'(x + Vx + 5)(1 + ;) = 1, es decir,
2Vx + 5
1
g’(x + Vx + 5) =7 Hay que encontrar x para que x + Vx + 5 = =3, 0sea, x + 5 = ¥* +
1+ ——
2Vx + 5
+ 6x + 9, de donde x = —1 y x = —4. Al comprobar las soluciones vemos que —1 no lo es y —4 si, con lo
, 1 1 2
que g'(=3) = = =3
R B D
2V-4 + 5 2

5
Calcula la ecuaciéon de la tangente a la curva y = Vx en el punto de abscisa 32, previa deduccion de la
derivada de dicha funcion.

Como (Vx)° = x tenemos que 5(Vx)(Vx)' = 1, es decir, (Vx) = ; _Six = 32, la derivada de y = Vx en
1 1 5Vx 1 8
5 =80 por lo que la ecuacion de la recta pedida serd y — 2 = -~(x — 32) => y = X 42
5V32¢

80 80 5
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11.5.

11.6.

11.7.

11.8.

11.9.

Obtén las derivadas de las funciones siguientes.
3 4 3 5 4
a) f(x) = Vx + 2Vx b) f(x) = Vx — 3Vx* + x + 1 c) f(x) = 3Vx + Vx* — x* — 2x
1 3 1 5 1 1 3. _1 3. 1
a) ') =% +2-5x =-—F—+_F o) )=z 5=+ 3= 2x—-2
8 2 3V Vx S V4 Wk
1 5 2 1 1
b) f'(x) = 5x* —3:-Zx +1=—7F=—-75=-+1
4 8 Ve Vx
5
¢Existe algun punto en la grafica de y = Vx en el que la tangente sea paralela a la recta 3x — y = 0?
5
Como la pendiente de la recta dada es 3, y la derivada de y = Vx es y' = \2/_ nos piden ver si hay algun valor
5Vx
de x para el que —;— = 3, ecuacion que obviamente tiene solucion, dada por la ecuacién % = 155 es decir,
5Vxt
1 ) . 1 [ 1 1
X = *t— , por lo que los puntos pedidos son los de abscisas =—; y ordenada * s/ 7—— = =
V15° V15° 15° V15
Halla las derivadas de las siguientes funciones.
Vx X
a) f(x) = — b) f(x) = =
Vx _ -1 7 - -7 -7
a) flx) = —=x ¢ fliX) = ——x % =——= =
X 4 4‘4/X” 4X2\4/)?
2
b) ) = 2= =x° () =—2

Dada la funcion f(x) = V/56x + 3:

a) Calcula f'(1).

b) Obtén f~'(x) y su derivada (f~")’(x).

c) Calcula (f7')'(f(1)) y comparalo con f'(1).

¢Obtienes el resultado esperado?

1 -2 5 5
a) f'(x) = w(5x + 3) 85 =————— porloque (1) =

3 3V/(5x + 3y 12

— — 2
b)y?=56x+3=x = v 5 3, asi que f'(x) = X 5 8 (F)'(x) = STX
_ J/q — Y — (1) _ 12 ; LY _ 1 _ 1 .

c) f(1) = V/8 = 2, de donde (f')'(f(1)) = (f")'(2) 5 €S decir, (7)'(2) 0 @) como debia ser.
Obtén la derivada de estas funciones.
8) f(x) = %5 o) f(x) = £2X
b) f(x) = €+ (x* — 7x — 3) d) f(x) = \Vx- ¢

a) f'(x) = e *(6x — 5)
b) f'(x) = &(x* — 7x — 3) + e(2x — 7) = &(x* — 5x — 10)

2 2\ _ ¢ g _
o 1y = A+ 3xx)2 (e +x) _ (3¢ X21) + 2

d) f'(x) = QL\/)_(eX + \/)_<eX = e*(%\/)_( + W) = e*(127\-;)_(2x)
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11.10. Halla los maximos y minimos, si los hubiera, de la funcién f(x) = e .

Al ser derivable en todo su dominio la funcion en cuestion, los posibles maximos o minimos relativos se encontra-
ran en puntos con tangente horizontal.

Analicemos, entonces, f'(x) = f'(x) = (2x — 6)e” *. Asi pues, f'(x) = 0 solo si x = 3.

Si x > 3, f'(x) > 0, por lo que f es creciente, y si x < 3, f'(x) < 0, es decir, f decreciente, con lo que el punto
P(3, 1(3)) = (3, €° es un minimo relativo.

11.11. Deriva:
a) f(x) = 7% b) f(x) = 2V c) f(x) = 3"~ d) f(x) = 5 e) f(x) = 9V**" f) f(x) = 8°
’ _ 2x ’ _ 2 X —x ’ _ In 9 VX
a)f'x)=2In7-7 c) f'(x) = In 3(3x* — 1)3 e)f'(x) =——= -9
2Vx
b) F/(x) = N2 gV¥ d) f'(x) = 4 In 5x - 5% f) f(x) = 41In 8- 8"
2Vx
11.12. Halla las siguientes derivadas.
) f) =In(¢-2x+1)  c)f(x = log, (3¢ — 1) &) f(x) = \in x
b) f(x) = e In x d) f(x) = In (V2 + &) f) f(x) = 5x - log, x
R g1 1 . W X+
) ) = e o+ 1 d 10 = Vete 2Vete @+ €)=+ e
b) f'(x) = *-Inx+ex-l=ex<|nx+l) e) f'(x) = LIS A —
X X 2Vinx X 2x\In x
) = . Bx ) = 1.1 _5Ilnx, 5 _
©) ') =177 3¢ — 1 ) 16 =5-log, x + &x- 575 = T T g =

5
——|n2(lnx+1)

11.13. Determina los maximos y minimos de la funcion f(x) = In (x* + 4).

f'(x) = por lo que el Unico posible maximo o minimo es el punto donde f’(x) = 0, es decir, x = O.

2X
X+ 4
Para determinar de qué tipo de punto se trata, observamos que si x < 0, f'(x) < 0, es decir, f es decreciente, y si
x>0, f'(x) > 0, fes creciente, por lo que el punto P(0, In 4) es un minimo relativo.

11.14. Calcula mediante derivacion logaritmica las derivadas de:
a) f(x) = x 0) f(x) = (Vx)* e) f(x) = X"
b) f(x) = x"* d) f(x) = x° f) f(x) = xV*

a) Inf(x) =In(x) = xInx- F'(x) =Inx+ 1;asique f'(x) = (Inx + 1) - f(x) = (In x + 1)x*

f'(X) _ 2Inx
flx)

b) In f(x) = In (X"*) = (In x)°. Entonces, , de donde f'(x) = % X" =2 10n x - X"

) f(x) = (V)" = x%, In f(x) = In <x%) = %X In x = % = %X In x + 2;0:( = f'(x) = (\ﬁ()ex-%x<ln X+ %)

d)infx) =x-Inx= ff((XX)) =2xInx+x=FX) =xx2Inx+ 1) =x(21Inx+ 1)
) In f(x) = (2x + 1) -In x o 2O oy 4 2XH 1 :>f’(x):x2”‘<2 |nx+2XT+1>

f(x)

. ffix) 1 Vx RV In x
f) Inf(x)—\/)—(-lnx:> f(X)_Q\/)—(lnX+T:>f(X)_X W( )
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11.15.

11.16.

11.17.

11.18.

11.19.

11.20.

Calcula la ecuacion de la recta tangente a la curva f(x) = sen x en el origen.

f'(x) = cos x, f'(0) = 1, asi que la recta pedidaes y — 0 = 1 (x — 0), es decir, y = x.

Obtén la derivada de las siguientes funciones.

a) f(x) = sen (x* + &%) c) f(x) = tg® x

b) f(x) = \/cos x d) f(x) = x sen (3x — 2)

a) F'(x) = cos (x + e¥)(2x + 26) ¢) Fl(x) = 2tg x - CO; _ - QCSZ”XX

b) f'(x) = —en X d) f(x) = sen (3x — 2) + 3x cos (3x — 2)

2V cos x

¢En qué puntos la recta tangente a la funcion f(x) = tg 2x estd menos inclinada que la bisectriz del pri-
mer cuadrante?

Nos piden encontrar los puntos en los que |f'(x)| < 1. Como f'(x) = ﬁ, y cos? 2x < 1 siempre, f'(x) = 2 sea

cual fuese x, por lo que no hay ningun punto con la condicion requerida.

Encuentra los puntos con abscisa en [0, 2] para los que la tangente a la curva f(x) = sen x + cos x es
horizontal.

Al ser f’(x) = cos x — sen x, debemos hallar los valores de x en [0, 2] para los que f'(x) = 0, es decir,
K

COS X = sen x, 0 sea, tg x = 1, siendo esos valores x = T

y 8(57“, —\/5)-

X = %‘T dando lugar entonces a los puntos A(% \/5)

Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) f(x) = arcsen (&%) c) f(x) = \/arccos x
b) f(x) = arctg (1 + x?) d) f(x) = In (sen x + arcsen x)
e 1 1 1
a) f'(x) = —— c) f'(x) = -(— ) =
1 —e¥ 2Varccos x V1= % 2\/(1 — x%) arccos X
o 2X i 1 1
o) ') = 5 + (1 + 2 D 7e) = senx+arcsenx(cosxJr ] _X2>

Halla los puntos en que la recta tangente a la funcién arco tangente es horizontal.

Como f'(x) = #XQ no existe ninguin valor de x que anule f'(x), asi que no hay ningun punto en la funcion arco

tangente en el que la tangente sea horizontal.
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11.21.

11.22.

11.23.

11.24.

11.25.

Deriva y simplifica todo lo que puedas la funcion: f(x) = arctg (x) + arctg (%)
1 1 1\ 1 X1
T (1)2'(_7>1+x2 Z+1 0
1+ |

El resultado era el esperado, pues arctg x y arctg % son arcos complementarios, es decir, f(x) = % por lo que

f(x) = 0.

Calcula la derivada del arco cotangente. (Recuerda que ctg x = tg1_x>

Como arccotg x = arctg % tenemos que arccotg x + arctg x = % por lo que la derivada de y = arccotg x es
1
1+ X

y'=-

Determina los maximos y minimos relativos de la funcién f(x) = 3x* — 6x%
f'(x) = 12x* — 12x asi que f’(x) = 0 solo si 12x(x* — 1) = 0, es decir, x =0, x = 1, x = —1.

Aplicando el test de la derivada segunda, tenemos que f"(x) = 36x> — 12, por lo que "(0) < 0, f"(1) >0y
f"(—=1) > 0, asi que f presenta en (0, 0) un méaximo relativo, y en (1, —=3) y (=1, —3), minimos relativos.

Estudia la curvatura y determina la abscisa de los puntos de inflexién de f(x) sabiendo que:
f'(x) = (x + 1)(x — 3)*(x — 7)
Los unicos posibles puntos de inflexion vienen dados por los de abscisa x con f”(x) = O, asi que en este caso
X=-1,x=3x=17.
Estudiando el signo de f”(x) en los intervalos determinados por estos valores, tenemos que:

Six<—-1=1f"(x) >0, —1 <x<3, f(x) <0, asi que el punto de abscisa —1 es de inflexion, pues al pasar por
él ha cambiado la posicion de la curva respecto de la tangente.

Si3 < x< 7= f"(x) <0, de donde el punto de abscisa 3 no es punto de inflexion, pues tanto a la izquierda como
a la derecha de él es f"(x) < 0, es decir, f estd por debajo de la tangente.

Finalmente, si x > 7, f"(x) > 0, con lo que en x = 7 la curva cambia de posicién respecto de la tangente y
P(7, (7)) es punto de inflexion.

En cuanto a la curvatura, f es concava hacia arriba en (—o, —1) U (7, +) y concava hacia abajo en (-1, 7).

Halla la ecuacion de la recta tangente a y = = :_ 3 en su punto de inflexion de abscisa positiva.

. X N i e S o —2x(1 + ) — (1 = X)2x-2(1 + X))

Si f(X)—X2+1,f(X)— C+1y ( +X2)2yf(x)— 1T+ 2 =
—2x(1 + X*) — 4x(1 — ¥*) _ 2x° — 6x
1+ x)° T+ x)°

Asi que el punto de inflexién de abscisa positiva tiene por abscisa la solucion positiva de la ecuacion 2x* — 6x = 0,

es decir, x = \/5 y de ordenada, @ siendo f’(\/g) = :122 = —%, por lo que la ecuacion de la recta pedida es

y—ﬁ —l(x—\/§)=>y=—1+&-

8 8
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11.26. ¢(Tiene algun punto de inflexion la grafica de f(x) = x* + cos x + 1?

Al ser f'(x) = 2x — sen x, es f"(x) = 2 — cos x, con lo que f"(x) nunca se hace cero, y f(x) no tiene ningiin punto
de inflexion.

11.27. Haz el estudio completo de las siguientes funciones polindmicas y dibuja sus graficas.

a)f(x) =x*—5x+ 6 c)flx) = —x*+9
b) f(x) =x* —x+ 3 d) f(x) = x* — 1
a) f(x) = x> — bx + 6. Cortes con los ejes: eje Y: (0, 6); eje X: (3, 0) y (2, 0)
Puntos con tangente horizontal: f'(x) = 2x — 5 = 0, x = %
1
Ol 1 X

b) f(xX) =x* —x+ 3
Cortes con los ejes: eje Y: (0, 3); eje X: no existe, pues la ecuacion x> — x + 3 = 0 carece de raices reales.

Puntos con tangente horizontal: f'(x) = 2x — 1 = 0, x = %

c) flx) = —x*+ 9
Cortes con los ejes: eje Y: (0, 9); eje X: (3, 0) y (=3, 0)

Puntos con tangente horizontal: f'(x) = —2x = 0, x = 0
Y
O} 2 X
d) f(x) = x* — 1
Cortes con los ejes: eje Y: (0, —1); eje X: (—1,0) y (1, 0)
Puntos con tangente horizontal: f'(x) = —2x = 0, x = 0
Y
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11.28. Realiza un estudio completo de las siguientes funciones y dibuja sus graficas.
a) f(x) = x* — 3x c) f(x) = (x — 1)(x + 2)(x — 4)
b) f(x) = 3x° — 5x° d) f(x) = x* — 3x* — 9

a) f(x) = x(x — \/3)(x + /3)

b) f(x) = 3x° — 5x° Y
Cortes con los ejes: eje Y: (0, 0); eje X: X*(3x* — 5) =0, x =0, x = g, X = - S
3 3 0 X
lim f(x) = +oo, lim f(x) = —o°

Cortes con los ejes: eje Y: (0, 0); eje X: (0, 0), (\/3,0) y (\/=3, 0)

lim f(x) = o, X[ri f(x) = —o0 D e

X+

Puntos con tangente horizontal: f'(x) = 3x* =3 =0six=1,x= —1

Curvatura y puntos de inflexion.

f"(x) = 6x. Asi que el Unico posible punto de inflexion tiene por abscisa x = 0. Por otra parte, f"(1) > 0y
f"(=1) < 0, con lo que P(1, —2) es un minimo relativo y Q(—1, 2) es un maximo relativo. Como entre un
maximo y un minimo relativo hay algin punto de inflexion, el posible punto de inflexion (x = 0) es efectiva-
mente punto de inflexion.

Puntos con tangente horizontal: f'(x) = 15x* — 158 six =0, x = 1, x = —1

Curvatura y puntos de inflexion: f”(x) = 60x* — 30x = 30x(2x* — 1). Se anula six = 0, x = g X = —TQ.
Como f"(0) = 0, f"(1) > 0y f"(—1) < 0, el test de la 2.* derivada nos dice que de los puntos con tangente
horizontal, los de abscisa 1y —1 son minimo y maximo relativo, respectivamente, pero no nos da ninguna infor-
macién sobre el punto de abscisa 0.

Analizando, entonces f'(x) = 15x*(x* — 1), vemos que si —1 < x <0, f'(x) < 0ysi0<x<1,f'(x) <0, de
donde deducimos que el punto de abscisa 0 no es ni maximo ni minimo relativo, ya que en el intervalo
(=1, 1) la funcion es decreciente. Por tanto, se trata de un punto de inflexién de tangente horizontal.

o) fx) =(x— Nx+2)(x—4)=x -3¢ —6x+ 8

Cortes con los ejes: eje Y: (0, 8); eje X: (1, 0), (=2, 0) y (4, 0) Y
lim f(x) = +o, lim f(x) = —oo
X—>+o X—>—® X
Puntos con tangente horizontal:
X)) =3¢ —6x—6=3K —2x—2)=0six=1+1V3,x=1-13
Curvatura y puntos de inflexion: f'(x) = 6x — 6 = 0 si x = 1
d) f(x) = x* — 3x* — 9x
Cortes con los ejes: eje Y: (0, 0); eje X: x(x* = 3x —9) =0, x =0, x = 8 +23\/g, X = 8 _23\/5
lim f(x) = +oo, lim f(x) = —o0 Y]
Puntos con tangente horizontal: f'(x) = 3x*> — 6x — 9 = 3(x — 3)(x + 1) se anula si X
x=3 x=-1.

Curvatura y puntos de inflexion: f”(x) = 6x — 6, si x = 1
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13.29. Esboza la grafica de las siguientes funciones.
a)fx) =x*—6x*+36x+ 5
b) f(x) = 9x* — 17x° — 46X + 35x + 4
c) f(x) =3x* —10x* + 6x* + 12x + 5

a) Cortes con los egjes:

eje Y: (0, 0);

eje X: No es facil obtener las soluciones de la ecuacion f(x) = 0, sin embargo se observa Y|

que f(0) = 5 > 0 mientras que f(—1) = —38 < 0. Como se trata de una funcion conti-

nua, la conclusion es que al menos hay un punto de corte con el eje X situado en el 20

intervalo (—1, 0). 1 X
= lim f(x) = +oo, lim f(x) = —o»

— Puntos con tangente horizontal: f'(x) = 3x* — 12x + 36. No tiene raices reales, asi que esta curva no pre-
senta ningun punto con tangente horizontal.

— Curvatura y puntos de inflexion.
f"(x) = 6x — 12 = 6(x — 2) se anula si x = 2.

Six < 2, f"(x) < 0, por lo que f(x) es concava hacia abajo, y si x > 2, f es concava hacia arriba. En x = 2
hay, por tanto, un punto de inflexion.

b) No merece la pena ver si la ecuacion f(x) = O tiene raices enteras, pues al observar con faci- Y|
lidad que f(—1) < 0, f(0) > 0y f(1) < 0, y tratarse de una funcidn continua, hay cortes con 2
el eje horizontal al menos en los intervalos (—1, 0) y (O, 1). Por otra parte, Iirp f(x) = +oy X
lim f(x) = +, por lo que hay otros dos cortes con el eje horizontal, uno a la izquierda de

—1 y otro a la derecha de 1, con lo que la gréfica de f seria algo asi:

¢) No es comodo obtener los ceros de la funcion, es decir, los cortes con el eje horizontal, ni
siquiera los ceros de la derivada, f'(x) = 12x* — 30x* + 12x + 12. Asi que vamos a obte-
ner f”(x), que, al ser un polinomio de 2.° grado, es mas facil de manejar.
f'(x) = 36x° — 60x + 12 = 12(83x* — 5x + 1),ycomo 3> — 5x + 1 =0six = %z
~ 1,4y 0,25, f"(x) = 36(x — 1,4)(x — 0,25), por lo que la gréfica de f'(x) es aproximada-
mente como se muestra en la figura de la derecha.

oM=<

Conocida la gréfica de f”(x) y con el dato de f'(0) = 12, podemos esbozar la forma de f, Y
que seria algo como lo mostrado en la figura derecha.

Obsérvese que en x = 0,25, punto en el que anula f”(x), f'(x) presenta un minimo, pero con
ordenada positiva.

f'(=1) <0y f(—1)> 0, porlo que el punto de corte de f' con el eje horizontal esta entre
—-1yO0.

Finalmente, con la grafica de f' y el dato de que f(0) = 5, podemos esbozar la grafica de Y|
f, haciendo notar que presenta un minimo entre —1 y 0 (punto donde se anula f’), pero
como f(—1) = 12y f(0) = 5, la ordenada de ese punto es positiva, por lo que la forma de
la gréfica de f sera algo asi:
O} 1 X
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11.30*. Escribe una funcién polindbmica de tercer grado, f(x) = ax* + bx* + cx + d, con b # 0, que no tenga ni

11.31.

11.32.

11.33.

maximos ni minimos relativos.

Para que f(x) = ax* + bx* + cx + d no tenga ni maximos ni minimos relativos, es suficiente que la derivada
nunca se haga cero, es decir, que f'(x) = 3ax’* + 2bx + ¢ # 0 para todo x. Para ello basta con que el discrimi-
nante de la ecuacion de 2.° grado 3ax* + 2bx + ¢ = 0 verifique 4b? — 12ac < 0, situacion que se presenta, por
ejemplo,con b =1,c=1,a=1.

Asi pues, f(x) = x* + x¥* + x + d no tiene ni maximos ni minimos relativos.

Escribe una funcién polinémica de tercer grado que tenga un maximo y un minimo.

Una funcion como la de la figura, es decir, f(x) = x(x — 1)(x + 1), presenta un Y|
maximo y un minimo relativo.

¢Es posible encontrar una funcion polinomica de tercer grado que no tenga ningun punto de inflexion?

La condicion necesaria y suficiente para que y = f(x) presente un punto de inflexion con abscisa p es que
f"(p) < O a la izquierda de p y f"(p) > O a la derecha de p o viceversa.

Si f(x) = ax® + bxX* + cx + d, entonces f'(x) = 3ax* + 2bx + ¢, f"(x) = 6ax + 2b con a # 0, por lo que la ecua-
cion de 1. grado 6ax + 2b = 0 siempre tiene solucion y el signo del binomio 6ax + 2b cambia cuando pasa
por la solucién de dicha ecuacion.

Asi pues, todas las curvas de 3. grado presentan un Unico punto de inflexion, de abscisa p = —% = ;—:.
Realiza un estudio completo de las siguientes funciones y dibuja sus graficas.
Xt =2¢ N _ ox*
a) f(x) = ——= o ) = =
x° x—1
OV = 2o v T D10 = e
X = 2%
a) () = =7 —
- f(x) = f(—x), por lo que f es simétrica respecto del eje vertical.
- Domf=R - {1, =1}
- Iim f(x) = 4o, Iirn f(x) = —co asi que x = 1 es una asintota vertical. Ademas, Iirn f(x) = —oo.
— No estudiamos el comportamiento de f para valores negativos de x por la
observacion hecha al comienzo. No tiene asintotas horizontales ni oblicuas. ¥
—Six=0f(x)=0yf(x) =0six¥(x—2) =0 x=0 12 —\2
P = (@ — 1)(4x* — 4x) — 2x(x* — 2x%) _ 2%° — 4x° + 4x
(= 1) -1y 0 X

2x(x' — 2% + 2)
(7 = 17

Six<0,f(x)<0,ysix>0,f'(x) >0, porlo que f presenta un minimo
relativo en x = 0. Asi pues, la gréfica de y = f(x) para x > 0 es asi:

=0solosix=0
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b) f(x)

S

T 1
Al no anularse nunca el denominador, se trata de una funcion continua en R y que corta a los ejes solamente
en el origen. Por otra parte, tiene una asintota oblicua que, al ser _x = lx X es la recta
Jroen parte. aue. a1 AT ET
y=gx Puesto que f(—x) = —f(x), se trata de una funcién impar y solo corta a la asintota oblicua en x = 0.
Para obtener los posibles maximos y minimos relativos, derivamos la funcion. Y|
o (A 4+ 1)-3¢ = X -8x  4x* +3x _ X(4x*+ 3) .
Frix) = @¢ + 1) = @ET 1) (@ £y o 0 siemere, L

por lo que la gréfica de f no presenta ninglin maximo ni minimo relativo y
tiene un Unico punto con tangente horizontal en x = 0.

0] 1 X
1 X
Como, pc:r otra parte, f(x) — 7X= 74(4)(2 1) para valores altos de x,
flx) < —g% asi que la gréfica sera asi:
_ 9x?
©) flx) = X +x—2

X+x—2=0six=1yx= -2
Asi que f(x) = e y al ser lim f(x) = —oo, lim f(x) = +o Y

(X - 1)(X + 2)’ x—1 ARy ’
Iinj2 f(x) = o, Iirﬁr} f(x) = —ooy lim f(x) = 9, la gréfica de f presenta asinto-
tas verticales en x = 1, x = —2, y asintota horizontal en y = 9.
Solo corta a los ejes en x = 0. 2

2 X
i g 9x(x — 4) : ) _
Su derivada es f'(x) = 7()(2 X que cambia de signoen x = 0y en
x = 4, puntos en los que la funcion presenta, respectivamente, un maximo
y un minimo relativos.
Con esta informacién se puede representar la funcion tal y como aparece a
la derecha.
_ox—1
D)) = oo
Se trata de una funcion continua en R, pues x* + 1 # 0 siempre que presenta Y]
una asintota horizontal en y = 0.
Six=0,f(x) =—1,yf(x) =0solosix=1.
5

, X+ 1 — 2x(x — 1 1+ 2x — X2 .
f'(x) = @+ 1()2 ) _ W@+ 17 =0 S|x=1+\/§,x=1 —\/5

Para estos valores la derivada cambia de signo y representa, por tanto, las
posiciones de un maximo y de un minimos relativos, respectivamente.

Como solo corta a la asintota horizontal (eje de las abscisas) en x = 1, su gra-
fica es:
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11.34*. Representa una funcion racional que cumpla las siguientes condiciones.

11.35.

e Las rectas y = —2, x = 4, x = —2 son sus Unicas asintotas.

e Su derivada no se anula nunca y es negativa en todos los puntos en que esta definida.

a) ¢Cuantas veces se anula una funcion con estas propiedades?

Ty ]

b) ¢Puede la derivada segunda no anularse nunca?
Se trata de un cociente de polinomios de igual grado en el numerador y en el i i
denominador, anulandose este en x = —2, x = 4. Por otra parte, al ser la fun-
cion siempre decreciente, debe ocurrir que XL@ f(x) = +oy XILrp f(x) = —oo, o =
por lo que entre —2 y 4 debe anularse alguna vez y haber algun punto de infle-  — HEEEN HHHH
xién, con lo que es seguro que su derivada segunda se anulara alguna vez. La ' '
funcion se anula dos veces, pues f' nunca se hace cero. ! '
Una posible gréafica seria la de la derecha. : E
Realiza el estudio completo de las siguientes funciones y dibuja sus graficas.
a) f(x) = e b) f(x) =In(x + 1) c) f(x) = sen x + cos x d) f(x) = e™*
a) f(x) = ¢!

D = R, es siempre continua, no corta al eje X, corta al eje Y en el punto Y

o)

e

Iirp e =0, luego y = 0 es asintota horizontal por la izquierda. Cuando

x — oo, el limite es también infinito y no tiene asintota ni horizontal ni oblicua.

Como f'(x) = &' >0y f"(x) = &' > 0 Vx € D, la funcidon no tiene maxi- 1

mos ni minimos relativos ni puntos de inflexion. Es monotona creciente y o1 X

céncava hacia arriba.

A la derecha se ha representado f. En realidad se trata de la grafica de la

funcion exponencial y = €%, desplazada una unidad hacia la derecha.
b) f(x) = In (x + 1) Vi

Igual que en el apartado anterior, la podemos dibujar a partir de y = In x des-

plazéandola, en este caso, una unidad a la izquierda.

Dominio D = (—1, +), continua en todo el dominio y cortes con los ejes i

en (0, 0). T X

Como Iirﬂ’(ln (x + 1)) = —oo, tiene asintota vertical en x = —1, por la dere-

cha, la funcion es monotona creciente y concava para abajo.
c) f(x) = sen x + cos x

Esta funcion es continua en R, f(x) = f(x + 2m), por lo que bastara dibu-

jarla en [0, 2m), si x = 0, f(x) = 1y f(x) = 0 si sen x = —co0s X, 0 sea,

3 7 . .
tg x = —1, por lo que en x = Tyx =1 cortara al eje X.
Con f’(x) = cos x — sen x = 0 solo si tg x = 1, los Unicos puntos con tan-
Y
gente horizontal en [0, 2w] son los de abscisas x = % X = %T
H ” " m n 5']T
Finalmente, al ser f"(x) = —sen x — cos x, es f 7T <0yf 7 > 0, con )

lo que tenemos en esos puntos un maximo y un minimo relativo, respecti-

vamente, habiendo puntos de inflexion cuando f'(x) = 0, es decir, x = 3w

7
X = %‘T Con toda esta infomacion, la grafica de f queda como se ve a la
derecha.
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d) f(x) = e . Esta funcion es continua y positiva en R. Es par: f(x) = f(—x).

Como lim f(x) = 0. Asi pues, presenta una asintota horizontal que es y = 0.

f'(x) = —2xe " solo se anula si x = 0, siendo f'(x) < 0six >0y f'(x) > 0
si x < 0, con lo que en P(0, 1) presenta un méximo relativo que es también
absoluto, pues f(0) = f(x) sea cual fuere el nimero x. 0
Finalmente, f'(x) = —2e* + 4x°e = e (=2 + 4x°) se anula en
X = iTQ, posiciones en las que la funcién presenta puntos de inflexion.
La grafica se muestra a la derecha.
11.36. Haz el estudio de las siguientes funciones y dibujalas.
2

a) f(x) =In (x* — 1) b) f(x) = x + sen x c) f(x) = % d) f(x) = tg (2mx)

a) f(x) = In (x¥* — 1). Como f es par, bastara dibujar en (0, =) y, en este conjunto, Y
f esta definida solo si x > 1.
Six — 17, f(x) = —x, siendo entonces x = 1 una asintota vertical. \

e
No hay asintota horizontal, pues si x — +o, f(x) — +co. 0
Cuando x> — 1 = 1, es decir, x = \/5 habra un corte con el eje horizontal.
f'(x) = XQQf 7 no se anula en ningun punto del dominio de fy
f'(x) = 206 —1) —4¢ _ —2 = 2¢ o Gem re negativa, asi que la curva
& — 1y 0 — 1) P g ) q

es siempre concava hacia abajo, y su grafica es la de la derecha:

b) f(x) = x + sen x. Su dominio es R, es continua y corta a los ejes solo en el Y
origen, pues x + sen x = 0 Unicamente cuando x = 0.
f'(x) = 1 + cos x se anula en x = km con k impar, pero f'(x) = O siempre.

1

Asi que f es creciente en Ry con tangente horizontal en los puntos de abs-
cisa km con k impar. Por otra parte, f’(x) = —sen x se anula en los puntos de
abscisa km para cualquier entero k, cambiando el signo de " en esos pun-
tos, que seran, entonces, puntos de inflexion:

2
f(x) = % f es continua en Ry corta a los ejes solo en el origen.
- Six— 4+, f(x) = 0,y si x = —o, f(x) = +co. Asi pues, hay una asintota

horizontal (por la derecha) en y = 0.

_x-e—xe _ 2x-%

- f'(x) > == = 0 solo si x = 0, x = 2 (minimo y maximo
relativos, respectivamente)
_ 2
- f"(x) = “TXH gue se anula para x = 2 = \/5 (puntos de inflexion).

d) f(x) = tg (2mx). Es la gréfica de la tangente de x comprimida un factor 2.

Es periddica de periodo T = % y tiene asintotas verticales

1 1

X=7+ k Vk € Z

N
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EJERCICIOS
Funcion reciproca

11.37. Deriva las siguientes funciones.

a)* f(x) = \Vx = 2 b) f(x) = V/3x + 1 c) f(x) = % - Vx - ﬁ = d) f(x) = 4/X2’i 1

a) f(x) = \/x — 2, la funcién inversa es g(x) = x¥* + 2y g'(x) = 2x. Entonces:
1

1

glf¥] = x= g'lf)] - f'(x) = 1 = f'(x) = IO glf¥] =2-f(x) = 2Vx — 2 = f'(x) = ﬁ
b) f(x) = V/3x + 1, la funcién inversa es g(x) = X ; ! yg'(x) = %x“. Por tanto:
3 , Lo S 5 L 5VEx+ 1)L 3
glf¥] = x=g'lf()] - f'(x) = 1= f'(x) = Pl [f(x)] = g(f(x)) == 3  =>k= m

En general, se obtiene que para f(x) = \"/)? su inversa es g(x) = x"y g'(x) = nx""', con lo que

1

glf)] = x= G- () = 12 F(0) = =i g'IF] = () = VX = F(x) = —

g'lfeal’ m/x
y con este resultado y la regla de la cadena, se puede derivar cualquier raiz.
\6/XA + 1 —x- 647)6—
1 X 1 1 BV +1)°

c)flx) =——Vx— ——f'(x) = ——% — - 3 =
) (x) (x) BT N
1 1 B¢ + 1) — 4x' 1 1 X + 3

X a5 e+ e e X aWe 3¢ + Ve T

3
_o A Ve 1)2x = X 2x X B
d)f(x)_\“/xuwf(x)_4(x2+1> 0¢ + 17 - e -

X

20¢ + WX - (¢ + 1)

11.38. Halla la derivada de la inversa de la funcién f(x) = x> + \/x en el punto x = 2.

Llamemos g a la inversa de f, entonces: g(x + Vx) = xy g'(x* + \/)_<)(2x + l/_> =1.Si+Vx=2x=1.
2Vx
Asi pues, g’(2)<2 + %) = 1, de donde g'(2) = %

11.39. Calcula la ecuacioén de la tangente a la curva y = \3/x — 2 en el punto de abscisa 10, deduciendo previa-
mente la derivada de dicha funcion.

(Vx — 2)° = x — 2. Asi que, derivando, obtenemos 3(Vx — 2)?- (Vx — 2)" = 1, por lo que (Vx — 2) =

1 . . .
= — , con lo que el punto de esa curva de abscisa 10 tiene por ordenada 2 y la pendiente de la tan-

3(Vx — 2)

gente en dicho punto es % = L, por lo que la recta pedida tiene por ecuacion y — 2 = L(x - 10) =
3\ /82 12 12

. SR
=yY=73 + 5
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11.40.

11.41.

Dada la funcion f(x) = V-8

a) Calcula, si es posible, f'(3) y f'(2).
b) ¢Donde esta definida f(x)? &Y f'(x)?
c) Halla los extremos relativos de f.

1 " X -
f'(x) = —(x* — 8) *-2x = ——=——en los puntos en que estén definidas tanto f como f’.
4 V(¢ — 8y
' 3 3 4 e ) s
a) f'(3) = —== > '(2) no esta definida, pues (22 — 8)* < 0.
2V1

b) D(f) = {x ER/ X — 8 =0} = (—», —2/2] U [2V/2, ) = D(f')

c¢) El unico posible extremo relativo de f tendra por abscisa x = 0, pero como 0 no esté en el dominio de f, no exis-
ten extremos relativos para f. Hay que hacer notar que en x = t2\/§ la funcion alcanza su valor minimo abso-
luto, que es 0, aunque no sean puntos de tangente horizontal.

De dos funciones f(x) y g(x) sabemos que:
e g(x) > 0 para todo x, y (f° g)(x) = x.
1
! = — > 0.
o f'(x) ~ Vx >0
a) Si g(0) = 1, calcula g’(0).
b) Calcula g’(x) en funcion de g(x).

Nos dicen que (fo g)(x) = x, de lo que sigue que f'(g(x))g’(x) = 1, o sea, f'(g(0)) - g’(0) = 1.

a) Como g(0) = 1y f'(x) = 17 /(1) - g'(0) =1 =1-g'(0) = 1, asi que g’'(0) = 1.

b) Al ser f'(g(x)) - g'(x) = 1, g'(x) = ;)) y como f'(g(x)) = ﬁ tenemos que g’'(x) = g(x).

f'(g(x

Potencias

11.42.

Deriva las siguientes funciones.

1=

b) f(x) = V/2x — 1 + (%)3

c) f(x) = x% —+1) 5 +Vx— 1)y

1

a) F/(x) g( X )75_ X+ 1-2¢ 21 — X% _ 21 — x)

3\X + 1 4+ 1) X 3¢ + 1)‘3/X(X2 Fy

3(X2 + 1)2 3 0
X+ 1
_2 5

b) F() = x(2x—1) -2+ 8¢ =———"+3x

3 3V(2x — 1)

2 1

1 73 5 2 ) 1 4x 2
c) f'iX) = =x "+ =+ 1) X+ =(x—1) 7 = + +

3 3 Ve sV + 1)y 3Vx -1
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11.43. Determina la ecuaciéon de la recta tangente a la grafica de f(x) = en el punto x = 2.

8 __
Vet + 4
El punto en cuestion es (2, 3), y la pendiente de la tangente viene dada por el valor de la derivada de f(x) en x = 2.

4

"3 —4x 1
Fl)=—20¢+4) > 2x=5—2m=Ff(2) = —
W)= 20+ 4) 2= gmim = 1(2) =
La tangente sera, entonces, y — 3 = —%(x - 2)=>y= —% + 4.
11.44. Si f(x) = ! , calcula la derivada de:
1+ x
a) La inversa de f b) (f(x))E c) f(f(x)) d) m
a) Obtengamos f~'(x).
Y= -11-)(;1 +x:17x=17— 1= _y,asiquef"(x)z 1 ;Xz%—1 ()Y (x) = —%
2 _1 3
b) y = (0))"s y" = %Uw) ) = % 11 (1 jr1x)2 T 5(1 1++x))§
V1 + x
)y = f(f(); y' = f'(f(x)) - '(x)
Como f'(x) = S - f'(f(x)) = 1 = - ! -+ 1y or lo que la derivada pedida es
(TR 0 + 1) X+ 2V (+opPored P
(x + 1)
;o x+1)? (1) 1
MW = ~ G2 G rap ~ v 27
2
120 () =2f'(x) (1 + x)? _
R () N () (09)° A
1+ x)?
Funciones exponenciales y logaritmicas
11.45. Deriva las siguientes funciones.
a) f(x) = & e) f(x) = Ve i) f(x) = '2—"
b) f(x) = e’ ~%*2 f) f(x) =In (x> + 4x — 1) i) f(x) = In*(6x + 4)
c) f(x) = 27 +x -4 g) f(x) = In (2* — 3x)
d) f(x) = (2x* — 4x)°* h) f(x) = logs (x* — x?)
a) F(x) = e N = 2t
b) '(x) = (2 — 5) g 1y ="ZE=3
0) F(0) = In 2+ (=B + 2x)22 1 100 = g %
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_ _ . 2 _ f/<X)__ 2 _ . 4x — 4
d)Inf(x) = (5 — x)-In (2% 4X) = o In (2x° 4x) + (5 — x) o — Ax
’ _ 2 (5-x) .| _ 2 (5 - X)(4X — 4)
Por tanto, f'(x) = (2x 4X) [ In (2x 4x) + ol —ax
5x—1 5x—1 5 5
e) f(X) =\/e¥' = 2 : f’(X) = e 2 E = E 51
H ! — X i
i) f'(x) =€elInx+ N
N 6 _BiIn(ex+ 4
J)f(x)—2|n(6x+4)—6x+4— A+ 5
2x

11.46. (PAU) Considera la funcién f : R — R definida por f(x) = e**'.

a) Calcula las asintotas de la gréafica de f.
b) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

c) Determina los extremos relativos de f.

a) f es continua en R por ser composicién de las funciones continuas y = €', y = asi que no tiene asin-

X1
totas verticales. Ifrp f(x) = € = 1, asi que y = 1 es asintota horizontal, y como lim f(x) = 1 también, lo es por
ambos lados.

2x

20+ 1) — 4 el 2(1 — X%
(e + 1) e+ 1)

asique f'(x) =0six=1x= —1

Six < —1, f'(x) <0, con lo que f es decreciente.

Si—1<x<1,f(x) >0, porlo que fes creciente, y si x > 1, f'(x) < 0, f es decreciente, resultando que f es
decreciente en (—o, —1) U (1, ) y creciente en (=1, 1).

c) El punto P(—1, f(=1)) = (=1, e ") es un minimo relativo, y el punto Q(1, f(1)) = (1, e) es un maximo relativo.

11.47. (TIC) Sean las funciones f(x) = 3"y g(x) = <%> Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a dichas

graficas en el punto de abscisa x = 2.
¢Como son entre si esas dos rectas tangentes?
Representa las graficas y las rectas tangentes y, con ayuda de la calculadora, haz una tabla de valores y

comprueba que dichas rectas cumplen lo que has averiguado.

flx) =3 f(x) =In3-3,f(2) =9In3,asiquey — 9 =91In3 (x — 2) es una de Y
las rectas pedidas.

_f1y_ 1 v —f(x_ -In(8-3_ In3
g(X) - (3) - f(X)y g (X) - fQ(X) - 32)( - 3%
, In 3 . 1 In 3
Luego ¢g'(2) = ——g Y la otra recta pedida es y — 9= "9 (x = 2). Como 3 es

un poco mayor que e, la recta tangente a f en el punto en cuestion tiene pendiente

algo mayor que 9, y la tangente a g tiene pendiente algo menor que —%, por lo que
formaran un angulo proximo a 90°. m’ - m = (=In 3) - In 3 = —1,2, que es proximo 0
a—1.
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11.48.

11.49.

(TIC) Las siguientes funciones tienen en comun que sus limites en +« son +%. Con ayuda de la calcula-
dora haz una tabla de valores y representa sobre los mismos ejes estas funciones y a continuacién ordé-
nalas segun su crecimiento, de mayor a menor.

f(x) = Inx glx) = ¢ h(x) = 2* j(x) = x* k(x) = \/)—( I(x) = x
Y, Y Y \4 Y| Y
f
e
_oﬁ X p
g i
Y Ry & d _]O- 1 X
o1 X o4 X o1 X

El crecimiento viene determinado por los valores de la derivada, pero en cada punto y en cada intervalo pueden
presentar crecimiento diferente unas funciones y otras, es decir, puede ser que en un intervalo una funcion tenga
crecimiento mas fuerte que otra, pero en otro intervalo ocurra lo contrario.

Se sobreentiende que la cuestion se formula para valores grandes de x. Para ello analizamos las derivadas de las
seis funciones.

1

() = ¢ (29 =2"-In2 (x*)" = 2x X =1 \/)—< (Inx)" = X

2\/}

e>2x-In2; Vx>0 2-In2>2x Vx> 4 2x > 1; Vx>%

Vx>l >

. 1 1
2\& 2Vx X
Luego se puede asegurar que a partir de x = 4 el orden de mayor a menor crecimiento de las funciones dadas es:

e 25 X X \/)_< In x

Vx> 4

Deriva las siguientes funciones donde sea posible:
a) f(x) = (@ — 3x)° b) f(x) = (sen x)®=* c) f(x) = (x + In x)V’X d) f(x) = x9*

a) In f(X) — XQ In (XQ _ 3)() f]"(()(x)) = 2x In (X2 - 3X) + %

f(x) = ( — 3x)° [2)( In (x* — 3x) + %} Vx € (—x, 0) U (3, +»)

’ 2
b) In f(x) = cos x - In sen x ) _ —sen xIn sen x + 225X
f(x) sen x
’ _ cos X COSQX
f'(x) = (sen x)***| —sen x In sen x + o x Vx € (2km, (2k + )m)k € Z
1
) In f(x \/;(In X + In Xx). ) _ (x +1Inx) +\/)—(71+7 Vx > —In x. Es decir, ¥x > 0,567
© v e - o decln Vx> 0,567 ..
_ . ffix) _ 1 tgx oy = e INX g x sl
d) In f(x) = tg x lan(X)_COSZXInX+ " f'(x) = x coszx+ " Vx>0,x¢2+k7r
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11.50.

11.51.

11.52.

11.58.

. . (x + 1)?
(PAU) Halla los extremos relativos de la funcion f(x) = ————.

o
f'(x) = e 2+ 1()92: (x+ 1fe _ 1 ;Xx2 =0solosix=1x= —1
Six< —1, f'(x) < 0 = f decreciente

Si—1<x<A1, f'(x) > 0 = f creciente

Six> 1, f'(x) < 0 = f decreciente

Asi pues, P(—1, 0) es un minimo relativo y O<1, %) es un maximo relativo.

¢Cudl es el valor minimo que puede tomar la funcién f(x) = 2°-2?

El valor minimo que toma el exponente x> — 2x lo alcanza en la ordenada del vértice de la pardbola y = x* — 2x,
1

que es V(1, —1), asi que el valor minimo de fes 27" = >

Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento y las asintotas de la funcion f(x) = e* + In (x),
x € (0, +x).

f'(x) = e + % por lo que en (0, =) f es creciente.

lim f(x) = 400, asi que no hay asintotas horizontales.

X+

La pendiente de la posible asintota oblicua vendria dada por m = Ilim ) = |im £ + % = +oo, por lo que tam-

xo+o X x>+ X
poco hay asintota oblicua. Finalmente, lim f(x) = +e, con lo que la recta x = 0 es la Unica asintota vertical de esta
—0"
funcion. g

Sea f la funcién definida en todo R mediante la féormula f(x) = x - € — 1. Sefiala si las siguientes afirmacio-
nes son verdaderas o falsas.

a) Para todo x se verifica que f'(x) = (x + 1)e*.

b) La funcidn f es creciente en <—% +oo>.

c) Xlirpx f(x) = 4+«

d)xliﬂl f(x) = —

e) La ecuacioén f(x) = 0 admite una Unica solucion.

a) f'(x) = e* + xe* - 2 = (1 + 2x)e*, por lo que la afirmacién a es falsa.

b) Six > —-

L f'(x) > 0, con lo que f es creciente, y la afirmacion b es verdadera.

c¢) La afirmacion ¢ es verdadera, pues si x — +, tanto g(x) = x como h(x) = e* se hacen grandes, por lo que
f(x) también.

d) Six — —x, g(x) = x - e*tiende a 0 (y = e*decrece a 0, mucho mas rapido

que x — —x), por lo que f(x) = —1 y d es falsa. Y
e) La curva y = f(x) tiene esta forma con un minimo en x = —% con
f(—%) < 0, al ser estrictamente creciente en (—% 00), cortara una sola vez
al eje horizontal, por lo que e es verdadera.
5
Qrq1 X
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11.54. Sea f la funcién definida por f(x) = x - e Indica si las siguientes afirmaciones son o no correctas.

a) Para todo x € R, se verifica que f(x) - f(—x) < O.
b) Para todo x € R, se verifica que f'(x) + f(x) = e™
c) Para todo x € R, se verifica que f(x) < 1.

d)xllrpx f(x) =0

e)limf'(x) =0

X—>+%

a) Al ser g(x) = e siempre positiva, f(x) > 0 si x > 0, f(x) < 0six <0y f(0) =0, por lo que f(x) - f(—x) <O

siempre y a es correcta.

b) f'(x) = e* — xe™* con lo que f(x) + f'(x) = e™*y b es correcta. Y

c) Como f'(x) = e™(1 — x), se anula en x = 1, cuya imagen es % < 1y que corres-

ponde a un maximo relativo de la funcion. Como la funcion es derivable en todo Ry
no tiene mas extremos relativos, necesariamente el maximo relativo es también abso-

luto con lo que f(x) < 1; < 1 para todo x de R, por lo que e es correcta.

d) Como hemos dicho antes, d es correcta.

e) Si x — +o, la funcion g(x) = e se aproxima a 0 mucho mas réapido que 1 — x — —oo, asi que e es correcta.

Observacion: Notese que al tener f(x) una asintota horizontal cuando x — +, entonces lim f'(x) = 0.
x>+

Funciones trigonométricas y sus inversas

11.55.

11.56.

Halla la derivada de estas funciones.
a) f(x) = sen (8x* — x)

b) f(x) = sen (In x + 3x)

c) f(x) = cos (Vx + 4x° — 1)
d) f(x) = cos (In x + 5x)

g) f(x) = x*-sen (x?)
h) f(x) = e™- sen (x°)

a) f'(x) = (cos (3x* — x))(6x — 1)

b) '(x) = (cos (In x + 3x))(% + 3)

c) f'(x) = —(sen (Vx + 4x — 1))(2\1/)_(

d) f'(x) = —(sen (In x + 5x))(17 + 5)

+ 12x2)

e) f'(x) = 3 sen? (x* — 4)(cos (x* — 4)) - 2x

f) F(x) = 5 cos’ (0 + 1)%(=sen (¢ + 1)5) - 5( + 1)*- 5x'

Calcula las derivadas de las siguientes funciones.

a) f(x) = arcsen (x — e™)

X
b) f(x) = arcsen (x n

c) f(x) = arccos (2x — V/x)

e) f(x) = sen® (x> — 4)

f) f(x) = cos® (x* + 1)°

f) f(x) = arctg

i) f(x) =tg (2¢* + x)
j) f(x) = tg (sen x)
k) f(x) = x* tg (x?)

I) f(x) = cotg (In x)

g) f'(x) = 3x* sen x> + x*(cos x%)2x
h) f'(x) = —e*sen x* + e *(cos x°) - 3x°

4x + 1
cos? (2x* + x)

COS X
cos? (sen x)

2x°
’ — . 2 =
k) f'(x) = 2x-tg x* + cos? 2
-t

x sen’In x

d) f(x) = arccos (1 — In x)

1) e) f(x) = arctg (3x — 1)

1+ x
1—-x
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11.57.

11.58.

11.59.

1 X+ 1 =X 1 1 1
b) f'(x) = : X = d) f'(x) = +———————— . —
) 2 (x+1) x + V1 + 2x ) ') +\/1 — (1 —Inx? X

Ty

(Notese que al simplificar hemos supuesto V/(x + 1)2 = x + 1 cuando realmente \/(x + 1) = |x + 1], pero en
este caso coincide, pues si x < —1, f no esta definida.)

, 3
R R T
iy 1 ) 1 I =x+ 1+ x 1
f) f(X)i 1+1+X 1+ x (AI—X)2 N/ — ¥
T—-x 23—

Escribe la expresion mas simplificada de la derivada de la funcion f(x) = In (cos® x — sen? x).
Como cos 2x = cos® x — sen? x, entonces f(x) = In (cos 2x) = f'(x) = % = —21tg 2x
¢Existe algun punto de la grafica de f(x) = In /:t% con tangente horizontal?

_ 1+senx 1 _ _ w1 [ _cosx  —cosx \ _
) =1In /5 —oanx = 2N (1 +senx) —In (1 Senx)]ﬁf(x)72(1+senx 1—SenX>7

__2cosx _ 1

1 —sen’x  cos X
f'(x) # 0 para todo x; por tanto, no existe ningun punto en la gréfica de dicha funcién con tangente horizontal.

Calcula el valor maximo que puede tener la suma S = 4 - sen « + 3 - cos « sabiendo que el angulo « (en

. k)
radianes) cumple que 0 < a < -

¢Para qué valor del angulo « se alcanza dicho valor maximo?

S'(a) = 4 cos a — 3 sen a

4 cos o = 0, es decir, si 4 _ tg a. Si 0 < a < arctg % entonces

3

. T arpy w4 3SEN
S,|(>LE<O,§>,S(0‘)_OS'(1 4cosa)

S’(a) > 0, por lo que S(a) es creciente, y si arctg % <a< % S’(a) < 0, con lo que f es decreciente y el valor

maximo en dicho intervalo se alcanza, pues, en o = arctg % y como 1 + tg?> a = cos12 o tenemos que
6 __ 1 -3 _4 i B S
1 +?— Cosga,COSOL— 5 Y sena =, por lo que el maximo valor de S(a) es 4 5 + 3 5 = 5.

Curvatura e inflexion

11.60.

11.61.

Calcula las abscisas de los puntos de inflexion de f(x) si f"(x) = (x — 2)(x — 4)*(x + 5).

Los posibles puntos de inflexion son los de abscisas x = 2, x = 4, x = —5, y como f"(x) cambia el signo solo al
pasar por x = 2 y por x = —5, los Unicos puntos de inflexion de f(x) son los de abscisas x = 2y x = —5.
Estudia la curvatura de la funcion f(x) = e* + 12e* + 4x* + wx + e.

f'(x) = 2e* + 12" + 8x + m; f"(x) = 4e* + 12¢* + 8

Asi pues, f"(x) > 0 siempre, ya que €* lo es, por lo que, en todo R, la gréfica de f es concava hacia arriba.
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11.62.

11.68.

11.64.

Determina la posicién de los puntos de inflexion de las siguientes funciones indicando, en su caso, si son
0 no de tangente horizontal.

a) f(x) = x* — x* b) f(x) = x* + 3x° — 1 c) f(x) = sen®x

a) f'(x) = 4x* — 2x, f"(x) = 128 — 2 = 12(x + %)(x - \/g) Como f” cambia el signo al pasar por esos dos

valores, —\/% y \/i dichos numeros son abscisas de puntos de inflexion, y al ser f’(—\/%) = —%\/% +

+ 2\/; # 0 en dicho punto la tangente no es horizontal, al igual que en el otro, por tratarse de una funcién par.

b) f'(x) = 5x* + 9%, f"(x) = 20x° + 18x = 2x(10x> + 9) = 0 solo si x = 0, donde cambia el signo de f"(x).
Asi pues, se trata de un punto de inflexion con tangente horizontal, pues f’(0) = 0.

Noétese que al ser la gréfica de figual que la de funcion impar g(x) = x* + 3x°, solo que desplazada una uni-
dad hacia abajo, el punto de abscisa 0 tenia obligatoriamente que ser punto de inflexion por serlo en la grafica
de g, y en esta lo era por ser dicha grafica simétrica respecto del origen y cambiar, por tanto, la curvatura en
dicho punto.

c) f'(x) = 3 sen’x cos x. f"(x) = 6 sen x cos’x — 3 sen®* x = 3 sen x(2 cos® x — sen? x) = 3 sen x(3 cos? x — 1)

V3

L ) 3
3 es decir, si x = kar con K entero o0 si X = arccos —— 0

f"(x) = 0sisenx=00Ssicos x =+ 3

X =arccos —ﬁ
3/

Como en todos esos valores cambia el signo de f"(x), pues el factor 3 cos’x — 1 se factoriza en factores li-
neales en cos x, todos esos puntos son puntos de inflexion, y los Unicos en los que la tangente es horizontal
son X = K.

Se considera la funcién f(x) = x* — 3x*> + 1.
a) Calcula la ecuacion de la recta tangente en su punto de inflexién.

b) ¢Hay algun punto de esta curva en el que la recta tangente sea perpendicular a x — 4y + 5 = 0?

a) f'(x) = 3x* — 6x; f"(x) = 6x — 6 = 0 si x = 1, que es un punto de inflexion ya que cambia en él el signo
de ().

Como f’(1) = —3, la ecuacion de la tangente en dicho puntoes y + 1 = =3(x — 1) = y = —3x + 2.

b) La pendiente de la recta es m = % Cualquier perpendicular a ella debe tener por pendiente el nimero —4 vy

la derivada f'(x) nunca es —4, pues su minimo lo alcanza en x = 1,y es f'(1) = —3, asi que la respuesta a b
es no.

La siguiente grafica corresponde a la derivada primera de una funcién continua

y derivable.
a) Esboza la gréafica de la derivada segunda de la misma funcion. Y
b) Esboza la grafica de la funcion. (%)
Ol 1

a) Y| b) Y|

1

Ol 1 X 1

i
La funcion f'(x) tiene pendiente constante m = —% luego f"(x) = —%

Como f'(x) > 0 Vx € (—=, 4) y f'(x) < 0 Vx € (4, +=), la funcion f(x) sera creciente en (—, 4) y decreciente
en (4, +«), teniendo, por tanto, un méximo relativo para x = 4.
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11.65. Analiza si las siguientes afirmaciones son o no verdaderas, sabiendo que las funciones fy g tienen segunda
derivada continua en todo R.
a) Si f"(a) = g"(a), entonces fy g tienen tangentes paralelas en a.
b) Si f”(a) = 0O, entonces f tiene tangente horizontal en a.
c) Si f"(a) - g”(a) < 0, entonces es posible que f o g tengan un punto de inflexion en a.
d) Si f"(a) > 0y f”"(b) < 0O, entonces entre a y b hay un punto de inflexion.
e) Si f"(a) = 0, entonces f tiene un punto de inflexién en a.

a) Falsa, pues f’(a) no tiene por qué ser g’(a). Basta que fy g presenten puntos de inflexion en x = a con tan-
gentes de diferente inclinacion en ese punto.

b) Falsa, pues f’(a) no tiene por qué ser cero.
c) Falsa. Es imposible que f o g presenten punto de inflexion en a, pues f"(a) # 0y g"(a) # 0.

d) Verdadera. Al ser f"(x) continua en R, es seguro que habra algiin numero en (a, b) donde f"(c) = 0y que cam-
bie de signo en un intervalo centrado en ¢, por lo que el punto de abscisa ¢ sera punto de inflexién.

e) Falsa. Por ejemplo, f(x) = x* en a = 0 no cambia el signo de la segunda derivada y "(0) = 0.

Representacion de funciones polindmicas

11.66. Realiza un estudio completo de las siguientes funciones polindmicas y dibuja su gréfica.

a)fx) =x*+2x -3 c)f(x) =x'+4x* —4x — 8 e) f(x) = x> —3x° + x
b) f(x) = x* — 4x* + 3 d) f(x) = x* — 4x f) f(x) =x—x?
a) Se trata de una parabola con vértice en V(a, f(a)) tal que 2a + 2 = 0, a = —1, Y

es decir, V(—1, —4) y corte con el eje Y en (0, —3).

b) Cortes con los ejes: eje Y: (0, 3) Y

Eje X: como x* — 4x* + 3 = (x — 1)(x* — 3x — 3), esta curva corta al eje hori-

zontal en (1, 0), <% O) y en (M O). {\

2

Al ser f'(x) = 3x* — 8x, los puntos con tangente horizontal son los de absci-

sas Oy % presenta un maximo relativo en M(0, 3) y un minimo relativo en

(8 175
3’ 27 )

f"(x) = 6x — 8 se anula para x = % que corresponde al punto de inflexion
(4 41
3" 27)

Ademas, lim f(x) = 4%y lim f(x) = —o.

X——%
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c) Corte con el eje Y: (0, —8).
f'(X) = 4 + 12¢ — 4 = 4 (x* + 3x* — 1), polinomio sin raices enteras y, por tanto, no muy comodo de manejar.
En cambio, f(x) = 12x* + 24x si es manejable y su grafica es como se ha representado al final.

Observando la grafica de f”(x), vemos que f’(x) tiene un maximo en x = —2 y un minimo en x = 0, siendo
f'(=2) >0y f(0) <O.

Por otra parte, lim f'(x) = —oo, lim f'(x) = 4o, Asi que la gréfica de y = f'(x) es algo asi.

X——0 X—+ox

Observamos que f’ se anula entre =3y —2, pues f'(—=3) < 0y f'(—2) > 0,entre —1yOyentre 0y 1 porla
misma razoén.

Hallando unos cuantos puntos con una tabla de valores se obtiene la gréfica aproximada de la funcion f(x).

Y Y %
\ |
\ I JHA\
\ | 5
t \ X
X | \
| \ |
\ | | |
\ | | 'l /
\1
/ \&
\ / X
/ J
f'(x) = 12x* + 24x f"(x) = 4(¢ + 3% — 1) f(x) =x'+4x — 4x — 8
d) f(x) = X — 4x = x(x — 2)(x + 2). Raices x =0, x = 2, x = =2 v
Es una funcion impar, simétrica respecto del origen de coordenadas.
f'(x) = 3x* — 4, que se anula para x = t%z +1,15. |
/[
Maximo M ~2¥3 M minimo m 2y3 —ﬂ \ X
3’ 9 /) 3"’ 9 /
f"(x) = 6x, que nos indica que el punto (0, 0) es de inflexion.
%
e) flx) = x* — 3 + x=x(x* — 3x + 1). Ral'cesx=0,x=3i2—\/g
f(x) = 3x2 — 6x + 1. Maximo M(s_g—\/g, o,o@),
o
minimo m(%, —2,0’8); (x) = 6x — 6. Inflexion (1, —1) ] ¢/ X
f) f(x) = xX* — x¥* = X}(x — 1). Raices x = 0 (doble), x = 1 Y]
f'(x) = 3x* — 2x = x(3x — 2). Maximo M(0, 0), minimo m(% —%) ,’
" — — 1A l _L
f"(x) = 6x — 2. Inflexion en I(S’ 27) 1 .
/
|
|
|
I
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Representacion de funciones racionales

2
11.67. Haz un estudio completo de la funcién f(x) = ﬁ y dibuja su grafica. Basandote en la grafica obtenida,

?
-2

¢sabrias dibujar ahora la grafica de g(x) = ~

X A =X 8 v
o -x W= MW=y

f(X)

— La funcién se anula para x = 0. Cortes con los ejes (0, 0).
— La derivada se anula para x = 0, x = 4 y estudiando su signo, se comprueba NG

2
gue hay un maximo relativo en M(0, 0) y un minimo relativo en m(4, —8). St X
— La segunda derivada no se anula. No hay puntos de inflexion. .
g N\
- Asintotas: Iirp 5 X_ X = T asi que x = 2 es asintota vertical. N
XZ
Ademas, lim = —o
w2t 2 — X
2 4 Y
No hay asintotas horizontales, y como = —x — 2 + ——, tenemos
2 —x 2 —x A
que la recta y = x — 2 es asintota oblicua. a
2
La funcion g(x) = X X 5 verifica que g(x) = —f(x), asi que su gréfica sera 2
- A0\ X

simétrica de f(x) respecto del eje X.

11.68. Representa las graficas de las derivadas de las funciones que se corresponden con las siguientes graficas.

a) Y\ Y

e

b)

|
Il
/4
[]e BaRs
R X
1 /
£
0ol 1 X |
c) v v
h S
~_T ] X
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11.69. Representa la gréafica de la funcién f(x) = x + % realizando previamente el estudio completo de la misma.

X+ 1

>
>

— Cortes con los ejes: no existen.
— Asintotas: lim f(x) = +«, asi que x = 0 es asintota vertical.
x—0"

Ademas, Iinow f(x) = —oo.

No hay asintotas horizontales, y la recta y = x es asintota oblicua, pues
lim (f(x) — x) = lim 1_o

X—+= x>+ X

No hay cortes con la asintota oblicua.

Las coordenadas de los extremos relativos de esta funcién son comodas de obtener, pues f'(x) = 1 — % se anula
solo si x = 1, x = —1. Asi que P(1, 2) es un minimo relativo, y Q(—1, —2), un méaximo relativo.

11.70. (TIC) Realiza el estudio completo de la funcién f(x) = e i "
— Cortes con los ejes: (0, 0).
— Asintotas Iin11 f(x) = 40, asi que x = 1 es una asintota vertical.

Analogamente, Iirp1 f(x) = —oo, por lo que x = —1 también lo es.

Por otra parte, Iirﬂ flx) = —0y Iirpr f(x) = +eo.

lim f(x) = 0, asi que y = 0 es una asintota horizontal (por ambos lados, al

X+

tratarse de una funcion racional).
No hay asintota oblicua.

— Esta funcion es decreciente en su dominio.
En efecto: f'(x) = X120 —1-X 0 sea cual fuere el nime-
' (o —=1) =1y

ro x el dominio de f.

Representacion de otros tipos de funciones

11.71. Representa las siguientes funciones.
a) f(x) = 3**! b) f(x) = sen 4x c) fix) =In(x + 2)
a) f(x) = 3**" =3 . 3*
Dibujamos en primer lugar la exponencial y = 3%y posteriormente la gréafica

2(x + 1
de f(x) = 3 ( 2> sin mas que aplicar la traslacion de media unidad a la
izquierda correspondiente.
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(@)
——r L L L
>

d) f(x) = tg <x + E)




11.72.

11.73.

b) f(x) = In (x + 2). A partir de la c) f(x) = sen 4x. A partir de y = d) fx) = tg (x + 1). Desplazamos

funcion y = In x, bastaria des- = sen x, se comprime el 2 -
plazarla 2 unidades a la periodo 4 veces. la grafica de y = tg x, 5 a la
izquierda. izquierda.
% Y| Y|
o
T t | A A A
A JINC NN 1
” ’ \ £
/
X X / T X

-
—
-
—~
——
~
—
—
o
~

—_—
—
—

—_—

—

(TIC) A partir de la grafica de y = sen x, dibuja la grafica de estas funciones.
a)f(x) =senx+2 c)f(x) =sen(x+2) e)f(x)=-senx g) fx) =|senx| i) f(x) = 2-senx
b)f(x) =senx —2 d) f(x) =sen (x —2) f) f(x) =sen(—=x) h) f(x) = sen|x| j) f(x) = sen (2x)
Comprueba los resultados con ayuda de la calculadora grafica o el ordenador.
a) Y c) . e) u 9) o i)
1 . . JAVERERY SA VRN /A A
i A
\ b T
\ NN
b) |y @)y R RJSsesER: ) FEF
V & V WAV N 4 AN
b N I/
Tl
NN
T

2 _
(PAU) Sea f(x) = In (H) se pide:

a) Dominio, cortes con los ejes y asintotas.
b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

c) A partir de los datos obtenidos, representa graficamente la funcion.

a)D={xER/§i:21>O}=(—\/§,%)U(\/§,+oo) oy

=1=

2x — 1 2x — 1

Corte con Y: (0, In 2). Cortes con X: 0 = In (

x2—2) X -2
=>x=1+12€D

(523

X =2
2x — 1

5 ) = 4o, Ademas, en

Asintotas verticales x = 1 porque lim In<
1

X = —\/5 por la derecha y en x = \/5 por la izquierda, ya que la funcion
tiende a —o en ambos puntos.

b) f'(x) = 2 — 2x + 4 3 > 0 para todo x € D(f) = f es siempre creciente.

(= 2)2x — 1
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11.74. Representa graficamente una funcion que satisfaga todas estas Y|

condiciones:
a) f(0) =0,f(0) =0
b) La recta x = —3 es una asintota vertical.
c) Creciente en (—«, —3) U (-3, 0)
d) lim f(x) = i5 aa
) fim () = == o X

e) lim f(x) = 0; lim f(x) =0
X—+® X—>=x

f) Decreciente en (0, 1) U (1, +=)

2

Podria ser una funcion como la representada, cuya ecuacion es f(x) = m

11.75. Representa graficamente, en cada caso, una funcién que cumpla:

a) Dom f = R — {—2, 2}. Corta los ejes en (=3, 0), (0, 0) y (3, 0). %
b) Tiene dos asintotas verticales.

[HEN

c) lim f(x) = lim f(x) =0

1 X
d) Su derivada se anulaen x = —4,x =0y x = 4.
e) La derivada segunda tiene como representacion grafica la siguiente:
Una funcion que cumpla las cuatro primeras condiciones puede v
ser como la dibujada a la izquierda: - -
Una funcion que cumpla la condicion e podria ser y = x°. ' '
ray
| OEN | X

Sintesis

11.76. Calcula la derivada de todas estas funciones identificando previamente de qué tipo de funcién se trata.

a)f(x) =x-In(x) —x e) f(x) = —In (cos x) i) f(x) = arcsen e* m) f(x) = %
b) f(x) = sen (x* — 2x) f) f(x) = % i) f(x) = In (tg x) n) f(x) = sen \/In (cos x)
c) f(x) = e * + e * g) f(x) = (sen x)¢ k) f(x) = \/tg (In x)
X+ 1
d) f(x) = In ~— 1 h) f(x) = (e’)*"* I) f(x) =2 sen x cos x
a) Producto de logaritmos y polinomios f'fx) =Inx+1—-1=1Inx
b) Trigonométrica f'(x) = (2x — 2) cos (x¥* — 2x)
c) Exponencial f/(x) = e * - 2 sen x cos x — € * 2 sen x cos X =

= sen 2x (esenzx _ eccs2 x)
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11.77.

11.78.

X—1x—1—-—x—1 -2 2

d) Logaritmica ) = x—17 ~ x+DHx-1) 1-x
e) Logaritmica f'(x) = o8 x (—sen x) = tg x
f) Exponencial f'(x) = eJFTg
. . _ f'ix)y e
g) Potencial-exponencial In f(x) = €*In sen x, 0 - e‘In sen x + cos X =
= f'(x) = (sen x)¢ € (In sen x + cotg x)
h) Exponencial. f'(x) = e*"* (sen x + x cos x)
i) Inversa de una trigonométrica f'(x) = 1 ¢ -
— e X

. P iy - cosx 1 _ 1
j)  Logaritmica ) = sen x cos®’x  sen x - cos X
k) Raiz cuadrada f'(x) = ! 21 .t

2V/g (In x) €0S (Inx) x
[) Trigonométrica f'(x) = 2 cos 2x
m) Cociente de trigonométrica y exponencial  f'(x) = —€ sen Xe; gcosx _ _senx ZX cos X
n) Trigonométrica f'(x) = cos\/In cos x - ! - (—sen x)

2VIn cos x COS X

3/, 2
Halla un punto de la curva y = X en el que la recta tangente forme un angulo de 45° con la horizontal.
. L 32 O I S B
Nos piden hallar un punto de la funcion f(x) = = x®enelque f'(x) =1.f/(x) =5 - 5x 3 =5==1 = x =1
2 2 3 \/)‘<
: 3
y el punto pedido es P(1, E)'
Encuentra todas las rectas tangentes a la curva y = sen x que sean para- Yy
lelas a la recta indicada en la figura.
La recta en cuestion tiene pendiente l, asi que y' = cos x = % hace que /5'/ ™N
V3 3 T
_m _.m . V3 V3 y = senx
x—3+2k~rrox— 3+2k~rr,ye|senodelosanguloses 5 0~ % X~2y+2=0
respectivamente.
Asi pues, todas las rectas buscadas son las de ecuacion
\/g 1 " \/g 1 'rr
y— % = 2()( 3 2kﬂ>oy+ 5 = 2(x+ 3 2k7r>conkEZ.
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11.79.

11.80.

11.81.

11.82.

(PAU) Dadas las funciones f(x) = VX% + x + 1 y g(x) = In (x + 8), escribe la funcién g o f y calcula su deri-
vada.

(g°NX) = g(f() =In (V> + x + 1 + 8)
1 1 _2

3 o x+ 1) s (2x+ 1) =
VX + x+1+8

2x + 1 2x + 1

Ve +x+1+8) -V +x+1F 3¢ +x+1+8V0€+x+1))

(gef)'(x) = g'(fl)f'(x) =

(PAU) Considera las funciones definidas para x = 0: f(x) = arcsen X y f(x) = arccos ——)
V1 + 2 1+

a) Calcula f'(x) y g’(x), y exprésalas del modo mas simplificado posible.
b) Compara los resultados y deduce justificadamente la diferencia entre f(x) y g(x).

— o
ViTRE - 2
)f/()_ 1 . 2V1+X2_ 1+ 2 - 14+ x—x° _ 1
a X = e 14+ X B X (1+X2)‘/1+X2_1+X2
L
! 1 ’
90 =~y = W

v

b) Puesto que arcsen x + arccos x = o las derivadas de estas funciones son, efectivamente, opuestas.

Es interesante hacer notar que f(x) = arcsen = arctg x tienen la misma derivada. ¢La razon?

—X y g(¥)
Vit r

. - - X .
Son la misma funcién, pues el arco cuya tangente es x coincide con el arco cuyo seno es ﬁ ya que Si
1+ x
« es tal arco, sen « = —=2——, por lo que cos? a = 1 ST S al ser 1 +t Qu—L es
’ \/1 +X2,p g T+ 1127 ¢ cos? a’

tg?a =1+ x* — 1 = x* por lo que tg a = x (recordar x = 0).

Explica con claridad por qué la funcion f(x) = cos 2x — 4x no tiene extremos relativos.

La derivada de esta funcién, f'(x) = —2 sen 2x — 4, nunca se anula, pues sen 2x nunca puede ser —2.

(PAU) Halla los maximos y minimos de f(x) = e*.

Como x* = 0, el minimo de esta funcién se alcanza en x = 0 y vale 1.

No hay maximos absolutos, pues lim f(x) = +ce.

Tampoco hay maximos relativos, pues f'(x) = 2xe” solo se anula en x = 0, puesto que ya hemos visto que se trata
de un minimo absoluto.

124 ﬂ] Solucionario



11.88.

11.84.

11.85.

11.86.

Explica con claridad por qué f(x) = tg x tiene un maximo en el intervalo [0, %] y, en cambio, no lo tiene en
el intervalo [0, =].

f(x) = tg x es continua en [0, Z]’ por lo que alcanzara el maximo vy, al tratarse de una funcion creciente, dicho
. m
maximo lo alcanza en x = e

N

En cambio, al presentar una asintota vertical en x = o dicha funcién no tiene maximo en [0, ).

1
2 + sen x — cos X

PAU Se considera la funcion f(x) =

Calcula sus extremos relativos y/o globales en el intervalo [—, w].

COsS X + sen X

f'(x) = @ + sen x — cos X)Z; f'(x) = 0 si cos x = —sen x, es decir, tg x = —1, que en [—m, ] se alcanza en
y— ™, _ 3T
4 4

Para obtener, entonces, los extremos globales se calcula: f(—r), f(m), f(_—w> f(s—w):

4 4
f(—m) = l, f(m) = l, f(;ﬂ> = ;, f(3—ﬂ> = ;, con lo que en el intervalo [—r, ], f alcanza el maximo
3 3\ 4 2-V2' \4) 2442
absoluto en x = —% y el minimo absoluto en x = %Tﬂ y no existe ningun otro punto donde f pueda presentar un

extremo local.

Sea la funcién f(x) = sen (e*). Calcula la derivada de la funcion (f o f)(x).

(fo £)'(x) = f'(f(x)) - f'(x). Como f'(x) = € - cos €, tenemos que f'(f(x)) = €™ cos ¥, es decir: "¢ - cos "¢,
por lo que la derivada pedida (f ¢ f)'(x) serd e*"¢ - cos e*"¢ - e cos €.
Es posible que el estudiante tenga menos dificultad si obtiene previamente la funcién (f o f)(x).

Procediendo asi, dirfa: (fo f)(x) = f(f(x)) = f(sen &) = sen e*"¢, por lo que (fo f)'(x) = cos (e*"%)e*"¢ - cos € - €,
expresion que, obviamente, coincide con la obtenida anteriormente.

Calcula f’(0) sabiendo que f(x) = [g(x)]***y que g(0) = g’(0) = e.
Para obtener f'(x), apliquemos la derivacion logaritmica: In f(x) = cos x - In g(x).

f'(x)
f(X)

cos X - g'(X)
g(x)

= —sen x - Ing(x) +

cos X - g'(X)

Asi pues, f'(x) = (g(x))°°”<—sen x-Ing(x) + 90

), por lo que f'(0) = e' - % =e
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11.87.

11.88.

11.89.

Realiza un estudio completo de la funcion f(x) = x* - € y a continuacién dibuja su grafica.

Cortes con los ejes: (0, 0).

Al tratarse de una funcion continua no tiene asintotas verticales y lim x* - € = +c, por lo que no hay asintotas

X+ M

horizontales por la derecha. Tampoco hay oblicuas por la derecha, pues m = lim = +oo,

X—+o

lim x* - & = 0 (como el estudiante no maneja el teorema de L'Hopital, debe Y|

X+

confirmar este resultado utilizando la calculadora).

Asi pues, la recta y = 0 es una asintota horizontal por la izquierda.

f'ix) = x-¢e - (x+ 2)seanulaenx=—-2yenx=0.Comof(x) =0y
f(0) = 0, el punto de abscisa x = 0 es un minimo absoluto, y como y = 0 es
una asintota horizontal por la izquierda, el punto de abscisa x = —2 es un

maximo relativo.

X

Sea la funcion f(x) = x* - e'°%°, Calcula sus maximos y minimos en el intervalo cerrado [—3000, 3000].
f'(x) = 2xeﬁ+ X eﬁzxeﬁ 2+ X
1000 1000
Asi pues, en el intervalo [—3000, 3000], la derivada se anula en x = 0, x = —2000, por lo que en dicho intervalo,

tanto el maximo como el minimo se encontraran en alguno de estos puntos:

x = —3000, x = 3000, x = 0, x = —2000. Calculemos el valor de f en cada uno de ellos y decidamos.

Tenemos entonces que el valor minimo se alcanza en x = 0, y el méaximo, en x = 3000.

En x = —2000 hay un maximo relativo, pues f'(—2000) = 0, y si —3000 < x < —2000, f'(x) > 0, y si —2000 <
<x<0,f(x)<O.

2
(PAU) Realiza un estudio completo de la funcién f(x) = XZXT y dibuja su grafica.

1) = g 1) =

Dominio R — {—1, 1} es una funcién par.

Corte con los ejes (0, 0)

Asintotas: verticales x = —1, x = 1. Horizontal y = 1

Monotonia: creciente en (=, 0) — {—1} y decreciente en (0, +«) — {1}.

Maximo relativo en (0, 0).

Curvatura: (—e, —1) U (1, +e0) concava para arriba [f"(x) > 0]
(—1, 1) concava para abajo [f"(x) < 0]

No tiene puntos de inflexion.
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11.90.

11.91.

11.92.

Asocia cada funcion de la izquierda con su correspondiente grafica de la derecha.

(N
2+ 1 * -
) = *— L L NBEAE: | 5=
\ \
\ |
Y
. \
f(x) = e of | ‘\ Il — f(x) = e sen x
I X
|
Y
. o/ %
f(x)=X274 / v e Il ef(x):€—x
M
2
f(x) = In (¢ + 1) ) v %f(x):XXT
0 X
Y
f(x) = e sen x 4 V o fx)=e”
O] 1 X
] Y =
Xs ™~ - T B
f(x)=€—x o2 < VI = f(x) = In(x* + 1)
PROBLEMAS

Se llama recta normal a una curva en un punto de la misma a la perpendicular a la tangente a la curva en

dicho punto. Calcula la recta normal a la grafica y = In x en el punto de abscisa x = %

Punto de tangencia: A(% —In 2). Pendiente de la tangente m, = f’(%) = % = 2.
2
Pendiente de la normal m, = o1 Ecuaciéon de la normal y + In 2 = SN (V. = y= ~X 4 1 In 2
T Tm T T y 2 2] = VT T, :

Un meteorito se mueve, en un cierto sistema de referencia, segun una trayectoria dada por la curva

X . . .
y = Y+ 3 Desde el punto A(5, 1) se lanza en linea recta una sonda que se quiere que intercepte al meteo-
rito cuando ambos tengan velocidades paralelas. Calcula la ecuacion de la trayectoria de la sonda. (Fijate
que el problema equivale a calcular la recta tangente a la curva que sigue el meteorito desde el punto de

partida de la sonda).

La recta buscada pasara por A(5, 1) y B(b, ;ﬁ) siendo tangente en B. Asi pues, la pendiente de esta recta

b
br3 ! también 7'(b) 3 . ; -3 3
sera 7[) — 5 y tampien , O Seaq, i(b T 3)2. enemos entonces que (b T 3)(b — 5) = (b T 3)2, y como

b # —3, podemos escribir —(b + 3) = b — 5, es decir, b = 1, y la ecuacion de dicha rectaes y — 1 =
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11.93.

11.94.

11.95.

11.96.

La posicion de una particula en funcion del tiempo en un movimiento rectilineo viene dada por la expresion
x(t) = =26 + 12t> — 5t + 1. Calcula:

a) La velocidad y la aceleracion de la particula en funcion del tiempo.

b) Los valores maximo y minimo de la velocidad.

c) Los intervalos de tiempo en los cuales la particula tiene aceleracion positiva y negativa.

d(x(1)
at

= (x(1)) = —612 + 24t — 5 a(t) = d(v(p) = (V1) = —12t + 24

a) vV(t) = p

b) Entenderemos como valor méximo o minimo de la velocidad el valor absoluto de dicha velocidad.

—12t4+ 24 =0 = t=2s Como V() >0 VteE (—» 2)y Vv'(t) <0Vt € (2, +=). La velocidad méxima se
alcanza para x = 2 my sera v,,, = v(2) = 23 ms™'. La velocidad minima sera v = 0 y se alcanza para

_ 24 + V456
12

t =38 s.

¢) Aceleracion negativa en el intervalo (2, +«) y positiva en (—, 2).

Un movil se mueve con una velocidad que varia con el tiempo t (en segundos) segun la ecuacién
3 . ’ . ) .

v(t) = \/t2 — 10t. ¢Cual es la velocidad del mévil a los 2 segundos de comenzar a moverse? ¢Y a los 9 segun-

dos? ¢Cuando es maxima? ¢Cual es la velocidad inicial?

W2) = V/—16 = —2,52 m/s w9) = V-9 = —-2,08 ms™'
2t — 10

3V — 10

. , . ‘s S . 3
t = 5 tiene un minimo relativo. La funcién no alcanza un valor maximo, pues lim (V£ — 10t) = +.
X—>+%

V'(t) = se anula parat = 5 s, y como v(t) es decreciente en (—«, 5) y creciente en (5, +x), en

La velocidad inicial es v(0) = 0 ms™1

(PAU) Halla a y b para que la funcion f(x) = a In x + bx?> + x tenga extremos relativos en los puntos de abs-
cisa x = 1y x = 2. ({Qué tipo de extremos son (maximos o minimos)?

. fl)=0=a+2b+1=0 a=—%
f'(x) = = + 2bx + 1 a 1
X f2) =0=>=+4b+1=0 b=—=
2 6
Como f"(x) = % - %y f"(1) >0, f"(2) <0 en x = 1 hay un minimo relativo y en x = 2 hay un maximo relativo.

La ecuacion del espacio recorrido por un movil segun cierto movimiento en un tiempo t viene dada por la
funcién s(t) = A - e + B - e donde A, B y k son constantes. Demuestra que la aceleracion es proporcio-
nal al espacio y calcula la constante de proporcionalidad.

a(t) = s"(1)
s'(t) = kAe" — kBe ™™
(

s"(t) = K*Ae" + k?Be " = k? - s(1); asi pues, a(t) es proporcional a s(t), siendo k? la constante de proporcionalidad.
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11.97.

11.98.

11.99.

Calcula el valor del parametro a para que la funcion f(x) =
vada primera se anule. ({Qué tipo de extremo es?

7T o8 tenga un solo punto en el que su deri-

X(y2
f'(x) = W como e* # 0 Vx, deberéa verificarse que x> — 2x + 2a = 0 con solucién doble, y esto sola-
1

mente ocurre cuando su discriminante es cero. A =4 —8a =0 = a = ~

2
e —2x+ 1)  e(x—1)

Como f'(x) = ¥ 237 (@A) > 0 Vx # 1, la funcién es siempre creciente y no tiene extremos re-
lativos.
Sea la funcion f(x) = sen x, calcula sus primeras derivadas f’, f”, f”, ... y deduce una formula para encontrar

su derivada enésima.

f'(x) = cos x, f"(x) = —sen x, f"(x) = —cos x, f"(x) = sen x. En general:
cos X sin =4k + 1

vy J—senx sin=4k + 2

PO =1 —cos x sin=ak+3 K=12
cos X Sin = 4k

En una plantacion se pone en marcha un plan para eliminar una plaga de roedores que esta afectando al cul-
tivo. Se espera que de esta forma la poblacion de roedores se comporte de acuerdo a la siguiente ley:

N = (2 + 1) - e_%

donde t es el tiempo en semanas, correspondiendo el valor t = 0 al momento en que se empiezan a aplicar
las medidas del plan, y N es el numero de roedores en miles.

a) Determina hasta qué momento no comenzara a observarse una reduccion en el nimero de roedores.

b) A partir de una tabla de valores, calcula cuanto tiempo debera transcurrir hasta que la poblacion de roe-
dores esté por debajo del 10% de su valor inicial.

_t _t Lt .t _
aAN)=2+t)-e "=2N{H=e "+2+1)-e 0- (—11—0> =e 1 % Se anula para t = 8 semanas.

Como N'(f) > 0sit< 8y N'(t) < 0 sit> 8, quiere decir que hasta dentro de 8 semanas no comenzara a
observarse una reduccién del nimero de roedores. A las 8 semanas se dard, por tanto, el maximo en la pobla-
cion de roedores.

b) El 10% de la poblacion actual es 11_ON(O) = 11—0 -2 - e” = 0,2 miles de roedores.

4 8 20 40 50 55 56 57
N(t) 4,49... | 2977... |1 0,769... | 035... 0,23... 021... | 0,197...

Deberan transcurrir entre 56 y 57 semanas.
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11.100.

11.101*.

Las pérdidas o ganancias (y) en millones de euros de una empresa fundada hace medio afo vienen dadas

por la expresion y = ; !

ary donde t es el tiempo expresado en afios y el valor de t = O corresponde al

momento actual.

a) Representa graficamente la funcién.
b) Calcula la ganancia maxima previsible en el futuro, si existe, y el momento en que se producira.

c) Halla para qué tiempo las ganancias igualan a las pérdidas que hubo en el momento de fundarse la
empresa.

d) Razona si tendria sentido aplicar esta misma funcion al caso de una empresa fundada hace tres afios.

a) La gréfica es la de la derecha. No tiene sentido representarla para valores Y|
menores que —0,5 que corresponde al momento en que se fundo la
empresa. I
b) y' = (tf—s)g > 0 Vt# —3. Las ganancias aumentaran constantemente, /—
tendiendo a un millén de euros, pero sin llegar a alcanzarlo nunca. o 1 X
c) Cuando se fundd la empresa, t = —0,5 f(—0,5) = % = —0,2 millones
de euros de pérdidas.

t

Las ganancias seran de 0,2 millones de euros cuando 0,2 = T3 =
= 02t+06=t=>t= % = 0,75 afios. Dentro de 9 meses.

d) No tendria sentido porque hace 3 afos esta funcion no esta definida.

Supon que fy g son funciones derivables para las que se verifican las dos condiciones siguientes:

1) 1(0) = 0y g(0) = 1

2) f'(x) = g(x) y g'(x) = —f(x)

a) Sea h(x) = f?(x) + g*(x), calcula h’(x) y utiliza el resultado que obtengas para demostrar que h(x) = 1
para todo x.

b) Supon que F y G son otro par de funciones derivables que satisfacen las condiciones 1y 2, y sea
k(x) = [F(x) — f(x)]> + [G(x) — g(x)]% Calcula k'(x) y utiliza el resultado que obtengas para deducir qué
relacion existe entre fy Fy entre gy G.

c) Muestra un par de funciones fy g que satisfagan las condiciones 1y 2. (Puede haber otras?

a) h'(x) = 2f(x)f'(x) + 2g(x)g’'(x) = 2f(x)f'(x) — 2f'(x)f(x) = O para todo x. Asi pues, h(x) es constante, y como
h(0) = 0> + 12 = 1, h(x) = 1 para todo x.

b) K'(x) = 2[F(x) — f()I[F' (x) = ()] + 2[G(x) — gI[G'(x) — g'(x)] =

= 2[F(x) = fIF'(x) = 701 + 2[F'(x) = F(0)I=F(x) + f(x)] =

= 2[F'(x) = F"OJIIFX) — f(x) = F(x) + f(x)] = O
Asi pues, k(x) es constante, y como k(0) = [0 — 0]> + [1 — 1]*> = 0, k(x) es la funcidn idénticamente nula que,
al ser suma de dos cuadrados, cada uno de ellos es 0, por lo que F(x) = f(x) y G(x) = g(x).

= cos x verifican 1y 2, y, por el apartado b, son las unicas funciones fy g tales que
) = 9(x) y g'(x) = —f(x).
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11.102.

11.103*.

11.104.

11.105.

PROFUNDIZACION

Calcula una funcion f(x) tal que su derivada sea f'(x) = 4x* + 2x* — x + \3/)?

¢Existe una funcion f(x) cuya derivada es f'(x) y que verifica que f(0) = 5?

2 X 33

fX) =x+=xX - =+ X + C, asi que la funcién

3 25
2
flx) = x* + %xa — X? + %W + 5 verifica que f'(x) es la funcion dada y f(0) = 5.

Calcula lim

t=0

sen (V@ + ) — sen w
n :

(Aplica la definicion de derivada en un punto de una determinada funcion.)

Va + 1) — V)

La derivada de la funcion f(x) = sen x* en el punto dado por x = \/w es: f'(\/@) = lim =

t—0 t
. + 1) — . .
= ||n; sen (\/; tt) sen m que es el limite pedido.
>
Asi pues, como la derivada de dicha funcion es f'(x) = 2x cos X% el limite pedido sera 2\/; Ccos m = —2\/;.

Prueba que la exponencial y = a* que es tangente a la recta y = x es aquella cuya base es a = \e/g.

La exponencial buscada, y = &, verifica que existe x, > 0 con f(x,) = X, y f'(x,) = 1.

fix) =a, f'(x) =Ina-a.

® [—

) . 1 i<l>x(,
A3|pues,ax“=xoylna~ax°=1,esde<:|r,|na~x0=1,|na=X—,a=eXﬂ, et =X, X =eya=e =\75.
0

(TIC) Sea x > 0. Dibuja con la calculadora la grafica de f'(x) = \X/)_( ¢En qué punto crees que alcanza el
maximo absoluto? ¢Cuanto vale este?

In f'(x) = 17 In x

1
f” X )
() % (1 —Inx), f'(x) = ))((—2 (1 — In x) se anula solo cuando 1 —Inx =0, x = e.

f'(x)

1 1
=—7|nx+?=

Six < e f"(x) > 0, es decir, f’ es creciente, y si x > e, f"(x) < 0, por lo que el punto (e, \75) es el maximo
absoluto de dicha funcion.
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11.106*.

11.107.

Calcula el area del triangulo equilatero formado por el eje horizontal y las tangentes a la curva y = sen 2x
en puntos de abscisa del intervalo [0, m].

Para la curva y = sen x es facil ver que no existe tal triangulo. En efecto, dos lados del triangulo deben tener de
pendiente \/5 y —\/5, respectivamente. Asi pues, como f'(x) = cos x, no hay ningun punto a donde f'(a) = \/5

o f'(a) = —\/5, por lo que no hay ningun triangulo equilatero formado por el eje horizontal y tangentes a la
curva y = sen x en puntos de [0, w].

Para la curva del enunciado, y = sen 2x, la derivada es y = 2 cos 2x. Y
Como la pendiente tiene que ser i\/g, entonces 2 cos 2x = i\/§ =
8
=T = x =1
V3 6 12 | 0
= CS2X=*—F =
2 5 S5
A= —7 = X=—5
1 57 1 T x
. T w
Puntos de tangencia P(ﬁ' 5) O<1—, E)
Rectas tangentes: ,l_\/g x— e 1l f\/§ fo—ﬂ
gemes-y =5 = 12)Y "2~ 12

. . 1 T _ 1 T

Puntos de corte con el eje horizontal: 0 — - = V3|(x — w— | =2 x = ———= + — = —0,027
2 12 /3 12
1 5 57 ™ 1 S5 1
O——=—\/§<x——):>x——+—21598 A(— —,O) B<—+—,O)
2 12 2\/_ 12 on/3 1 2\/5
51T m 1 T+ \/5

El lado del tridngulo mide: AB = = - 12

TR APV A R R
_\f)i
2

4 —l. 2 o _—
El area S = 5 AB’ - sen 60 2(

De todos los trapecios que tienen tres lados iguales, encuentra aquel que tiene area maxima. (Ayuda: toma
como variable el angulo que forma la base mayor con uno de los lados oblicuos.)

Obtengamos el area en funcion del angulo «. Llamando b a la longitud

de cada uno de los tres lados iguales, la altura de dicho trapecio es

b sen a, y la base mayor es b + 2b cos «a. Asi pues, el area es

b+ b+ 2bcos a
2

depende solamente de «, pues la longitud b la suponemos fija.

b sen a = b*(1 + cos a) sen «, funcion que

a € [O, %] siendo a = 0 el valor para el que el trapecio degeneraria en un segmento, y a = 1,

5 el valor para

el que degeneraria en un rectangulo.

Maximicemos f(x) = b*(1 + cos a) sen a = b? <sen a + %) en {O, %] f'(x) = b* (cos a + cos 2a) = 0
Si COS a = —Co0s 2aq, es decir, sia + 2o = 1, 0 sea, a = % Calculemos los valores f(0), f(%) y f(%) y elija-
mos el mayor: f(0) = 0, f(%) = b’ f(%) = b2(1 + %) . % 3\/— b? que es el mayor valor de los tres. Asi

pues, el trapecio que con 3 lados iguales tiene maxima area es el que tiene la forma de la mitad de un hexa-
gono regular.
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11.108*.

11.109*.

11.110.

Un rectangulo de dimensiones a y b se inscribe en otro como indica la
figura. Halla las dimensiones de este Ultimo para que su area sea maxima.

Calculemos las dimensiones del rectangulo exterior en funcién de los nime-
ros fijos a'y by del angulo variable «, formado por el lado a y el lado infe-
rior del rectanngulo exterior.

p=acosa+ bsena
g =bcosa+ asena

Area=p-g=(acosa+ bsena)(bcosa + asena)=abcos’a +

a2 + b?
+ a’senacosa + b?>sena cosa+ absen*a = ab + —=—— sen 2a =

- f(a) 2

El valor maximo de esta funcion corresponde a sen 2a = 1, es decir, a = 7 por lo que el rectangulo exterior

V2

de area maxima sera un cuadrado de lado p = 5 (@a + b).

Observa que si f es derivable y corta en dos puntos el eje horizontal, es seguro que entre ellos va a haber
algun valor que anule la derivada. Partiendo de este hecho, demuestra que la funcion
f(x) = x¥* — x - sen x — cos x solo corta dos veces el eje horizontal.

f'(x) = 2x — (sen x + x cos a) + sen x = x(2 — cos «), que solo se anula una vez, en x = 0, por lo que la
grafica de f cortard dos veces como maximo al eje horizontal.

El hecho de que corta dos veces a dicho eje es evidente, pues se trata de una funcién continua vy, por ejem-
plo, en [—m, m] verifica: f(—m) = w? + 1, f(0) = —1, f(w) = w? + 1. Asi pues, cortara una vez en (—m, 0) y otra
en (O, m).

Dibuja la grafica de la curva y = +\/x* — x*.

Como f(x) = f(—x) y a cada valor de x del intervalo [—1, 1] (en el que x*= x*) le corresponden dos valores opues-
tos de y, la curva es simétrica respecto de ambos ejes y solo esta definida en [—1, 1], por lo que se dibuja la

gréfica de f(x) = \/x* — x* en [0, 1] y se extiende por simetria.

ox — 4x° Vo (VE) 111

= 0 solo si x = ——, siendo f 5 | = — — = —. Aunque f’(0) y f'(1) no estan defini-

2\/X2_X4 2 E Z

das segun la férmula anterior, podemos escribir f'(x) = 1-2¢

Viex

f'(x) =

N

six#0yx#1, por lo que ””01 ffix)y =1y
lim f'(x) = —o.

x—0"

En los puntos x = 1, x = —1, la tangente es vertical, pues |in11 f'(x) = —c.

Como f(0) = f(1) = 0, la gréafica de y = =\/x* — x*, quedara asi:

Y
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11.111.

11.112.

11.113.

2
Si dibujas la grafica de f(x) = ey g(x) = X? + x + 1, parece que cuando x > 0, siempre va a ocurrir que
2

X o . ) .
e > 5 + x + 1. Justifica con rigor esta afirmacion.

f(0)=9g(0)=1yfx)=¢€e"9g(x =x+1

fa

Como f’(x) > g'(x) para todo x > 0, la funcion (f — g)(x) es estrictamente creciente en x > 0, por lo que

. . X .
six > 0, es decir,e*> "=+ x+ 1six>0.

(% > olx :

=

1 1
+ :
14+ |x — 1] 1+ |x — 4]

Dibuja la grafica de f(x) =

Se trata de una funcién continua, pues es suma de cocientes de funciones continuas y los denominadores nunca
se hacen cero.

Por otra parte, es simétrica respecto de la recta x = i, pues f(é + t) = 1 + 1 y
° ? R e
2 2
5 1 1 , .
flo—t)= 3 + 3 .y al ser |a] = |—al, ambos nimeros son iguales.
1+‘§+t‘ 1+‘—§+t‘
. 5 I 5 .
Definamosla, pues, en | —oe, > y dibujemos en o> o | igual.
! + six =<1
2-x "5 - = Y
¥ =1 1 1 A
x5 —x sth=x=73 2
7_—2)( six < 1 _‘//\—/\
_ (QEX)(5—X) . 0 ) X
X5 = x) SI1<XS§

Como lim f(x) = 0y lim f(x) = 0, la gréfica de f es la de la derecha.

X—>—® x—+o

Funcion obviamente no derivable en x = 1, x = 4 como era de esperar por la existencia de [x — 1|y |x — 4]

Un problema que aparece en muchos libros de analisis es deducir qué es mayor: e” o w°. Con lo que ya sabes,

puedes hacerlo: estudia la grafica de la funcién f(x) = InTx y decide.

La gréfica de f no corta al eje de ordenadas. f(x) = 0 si In x = 0, 0 sea, v

x=1.
1

Por otra parte, solo esta definida en (0, «) y Iirg f(x) = =y lim f(x) = 0.

1 Vs
X+ — —1Inx _ 0 1 &
Como f'(x) = X 5 _ 2|nx=Osolosix=e
X X
Asi pues, nuestra funcion es decreciente en (e, «), o sea, f(e) > f(w), es
Ine In

decir, o >—mwlne>elnmeIne” > In oy como la funcion
™
logaritmo es creciente, concluimos que €™ > =°,

Nota. Una extensién curiosa de este resultado es decidir qué es mayor, a&° o b% si 0 < a < b. El mismo argu-
mento que hemos utilizado nos lleva a afirmar: si e < a < b, entonces a* > b*% y si si 0 < a < b < e, entonces
a’ < b,
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11.114.

11.115.

Halla los dos puntos en los que la curva y = x* — 2x* — x tiene la misma tangente.

Es el mismo que el 99 del tema anterior. He aqui otro procedimiento.
Se trata de los puntos P(a, a* — 2a*> — a) y Q(b, b* — 2b*> — b).

La recta que une Py Q es tangente a f(x) = x* — 2x* — x tanto en P como en Q. Asi pues, su pendiente,

4 _ 2 _ (4% _ 2 _
m = b 2b bb — (2 2a a) , coincide con f'(a) y con f'(b).

b =-2-b-a"+2+a b -—a -2b-a)—-(b—-a _
m = = =
b—a b — a
_ 2 2 _ _ _ —
= (b = a)(t* + &)(b + a) b _2(5 + a)(b — a) (b—a) ,y como a # b, esta fraccion se puede escribir
comom = (b*>+ &)(b +a) — 2(b+ a) — 1
f'(a) = 48°> — 4a — 1

f'(b) = 4b® — 4b — 1

De la igualdad de estos tres nimeros podemos concluir:
48° —d4a—-—1=4b°—4b—-1=>a"—-b*=a—-—b=a+ab+ b>= 1 puesa# b.

Cualquier sistema de dos ecuaciones con incognitas a 'y b que formemos a partir de las igualdades m = f'(a) =

= f'(b) es dificil de resolver, pero si nos fijamos un poco, cuando a + b = 0, m = —1, y tomando como ay b
los numeros 1y —1 también se verifican las igualdades f'(a) = —1f'(b) = —1, asi que los puntos buscados son
P(1, —=2) y Q(—1, 0), que, efectivamente, son la solucién del problema, pues la tangente en P es la recta de ecua-
cion y + 2 = —1(x — 1) y la tangente en Q es larecta y = —1(x + 1), que, como se observa, son la misma
recta.

Un tunel en forma de codo esta formado por dos pasillos perpendiculares
de anchuras 2 y 4 metros. ¢{Cual es la longitud maxima que puede tener un
listén de madera para pasarlo horizontalmente a través del tunel?

B

2cm

l—4 m—|

4cm

Sea « el angulo que forma el listobn mas corto de los que no pueden pasar horizontalmente con AC.

La longitud AB = AT + TB = 4 + 2 _ f(x). Busquemos el minimo de f en (O, 1).
COoS a sen a 2

oy 4Asena  2cosa _ .o o 1 1
fle) = Cosra sen’ a _Os|tga—2,a—al’Ctg\3/;-

Como Iirp f(x) = +ooy lim f(x) = +oo, el valor de o obtenido representa el de menos longitud del listén, siendo

X

esta | = 4 + 2 ~ 8,32 cm.

0 oy 0 ou
cos |arctg o 5 sen |arctg ¢ 5
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11.116.

11.117*.

Definimos la funcion f como:
x"’-senl six=0
f(x) = X
0 six#0

Calcula f'(0). ¢Es continua la funcién f'(x) en x = 0?

#0) = tim fO* hf)) — 1(0)

= lim h sen 1. 0, pues sen 1 es una funcién acotada y lim h = 0.
[ h0 h h—0

h

Six =0, f'(x) = 2x sen 1 X (cos 1—) . J; = 2x sen 1 cos l. Como existe lim 2x sen 1 y no existe
X X) X X X X

x=0

lim cos ~ no existe lim f’(x), por lo que la funcion f'(x) no es continua en x = 0.
x=0 x=0

Demuestra que el rectangulo que descansando sobre el eje horizontal tiene dos vértices en la curva
y = e encierra area maxima cuando estos dos vértices son los puntos de inflexién de dicha curva.

Y

e

Determinemos el punto A para que el rectangulo de la figura tenga area maxima y observemos, posteriormente,
que coincide con el punto de inflexién de la curva de abscisa positiva. La simetria de la curva respecto del eje
vertical hara que el otro vértice del rectangulo sea el otro punto de inflexion.

A(x, e). Area del rectangulo = 2xe™ = f(x). Busquemos el maximo de f en (0, ):

f'(x) = 2xe™ — 4xe™ = 0 solo si x = 0, iL. Como f(0) = 0O, limf(x) =0y f(L) > 0, el maximo se

\/5 X+ \/E

1 . L . _ .
alcanza en x = —\/: Si observamos que la funcion que hemos maximizado, f(x) = 2x e “ es precisamente
2

—g'(x), siendo g(x) = e la funcién dada, es inmediato constatar que el maximo de fy el punto que anula la
derivada de g’, o sea, el punto de inflexion, deben coincidir.
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11.118. De todos los rectangulos inscritos en una elipse, écoinciden el de mayor area y el de mayor perimetro?

Y
P(x.y)
X
Consideremos la e||pse — + );2 =1,y= ig\/a2 — X% El area del rectangulo de la figura es 4xy, siendo x e y

las coordenadas de P. Asi pues, Area = %bx a’—x = 4?b\/aQX2 - X' = f(x)

Busquemos el maximo de f en [0, a.

i”(x)—4b 28X*4XS — ¢ =0six=00x=*-%

a 2\/a’x — V2

a " a b a@ b a b
Como f(0) = 0,fla) =0y f(—) > 0, el maximo se alcanzaenx = —, y=— & — - = — —F= = —.

V2 V2 a 2 an2 W2
El perimetro del rectangulo de la figura es 4(x + y), es decir, Perimetro = 4<x + g a’ — x2> = g(x).

Busguemos el méaximo de g en [0, a].

g'(x) = 4(1 _b i) = Osi2#= 1, es decir:
a 2va* — x a\/g? — ¥
2,2 2
726)( =1, = a" — a’ x(a’ + b?) = 4,x=tAa
a(a —X) Va2 + p?

2

Calculemos g(0), g(a) y g(ﬁ). En cualquier caso, ya veremos que la respuesta a nuestro problema es no,

2
soloes —=sib = a. g(0) = 4b g(a) = 4a

a
Ve + b V2
a a b a’b’ a+b
Q(7m> = 4(762 Rl o b2> ( ) = 4\/a* + b’ que es mayor que g(0) y g(a),

+ b? a+b2

pues

con lo que el maximo se alcanza en x = 5 cuyas dimensiones no coinciden con las del
\/a + b2 \/

rectangulo de maxima area.
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