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8.0.- Introduccion

Esta unidad sobre derivacién y representaciones gréficas resume de alguna manera, todo un trabajo que
hasta el momento de abordarla se ha desarrollado en este curso y en cursos precedentes. La relacién entre
derivacién, continuidad y limite tiene aqui su punto culminante, cuando en 4° de la ESO se trataba de dejar patente,
en sentido puramente geométrico, el concepto de limite y de continuidad.

Se trata asi de repasar, consolidar y aportar nuevos planteamientos y desarrollos practicos a lo aprendido en cursos
precedentes y en este mismo de primero, todos los cuales seran de vital importancia tanto en el préximo curso
como en los previsibles afios universitarios.

Los contenidos de esta unidad didactica estan estrechamente relacionados con todos los de este mismo
bloque de andlisis, con el de trigonometria y geometria e incluso con el de aritmética y algebra.

El célculo de funciones derivadas se conforma en uno de los procedimientos mas utiles para resolver
cantidad de situaciones relacionadas con las diferentes ciencias: numerosas magnitudes fisicas, como la velocidad
y la aceleracién de un mévil en cierto instante o rapidez con la que varia la cantidad de movimiento de una particula
se expresan mediante la derivada de una funcién.

Relacionados con las ciencias econémicas aparecen conceptos, tales como inflacién, presion fiscal o producto
interior bruto que pueden ser presentado mediante graficas de funciones, por tanto de puede realizar mediante la
ayuda de conceptos matematicos, como crecimiento y curvatura, lo mismo que ocurre a la hora de ajustar mediante
funciones numerosos conceptos de la fisica: movimientos de particulas, el trabajo desarrollado al aplicar una fuerza
para desplazar un objeto, la ecuacién del estudio de un gas ideal o la propagacién de la onda sonora plana son
solo algunos de los numerosos ejemplos que se podrian enunciar.

Aprovecharemos los conocimientos adquiridos sobre derivadas, junto con los de limite y continuidad, para afrontar
el fin principal para el que se aprenden: la representacién y el estudio local y global de funciones que constituyen
la segunda v ultima parte de la unidad.

En ella, las etapas a seguir seran tres: estudiar “f” determinando sus caracteristicas generales y realizando la
determinacién de sus posibles asintotas, estudiar f* y obtener intervalos de monotonia y extremos y estudiar f”
obteniendo los intervalos de curvatura y puntos de inflexién. Para ello, se recuerdan los Teoremas pertinentes sobre
la relacién entre las derivadas sucesivas de una funcién y sus caracteristicas locales. Los rasgos de la curva se iran
perfilando “haciéndole preguntas” a la funcién. Empezaremos con la monotonia de una funcién.

8.1.- Crecimiento y decrecimiento de una funcion

Sea f una funcién definida en un intervalo 1. Si la funcidn f es derivable en el intervalo I, se verifica:

o fescrecienteenl =2 f(x) =0 Vxel @ f@=m>o @ ra=m<o
e fesdecrecienteenl = f(x) <0 Vxel
o fesconstanteenl =2 fi(x) =0 Vxel

e fes estrictamente crecienteen = fi(x) > 0 Vx el

e fes estrictamente decrecienteen I =2 f'(x) < 0 Vxel

Lo que ocurre, es que, una funcién no es siempre creciente ni siempre
decreciente, sino que tiene intervalos en los que es creciente, e intervalos en 57
los que es decreciente. 2 B

Para hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una funcién f 5]
definida en [a,b], hemos de considerar: ¥

e Los extremos ay b del intervalo
e Los puntos donde f'(x)=0.
e Los puntos donde no existe f’(x)

Tendremos asi los posibles extremos de los intervalos en los que cambia de signo f’(x).
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Ejemplo 1: Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x)= x2x 2
Lo primero que tenemos que hacer es calcular la derivada de la funcién f(x)
f'lx)= L_IZZ) y la igualamos a cero para obtener sus raices:
(x*-4)
x=0
f‘(x):@:O > *(x*-12)=0 > {x=+12
(x - 4) x= 12

Dibujamos una linea recta en la que ponemos los puntos que hacen la derivada 0, y los puntos donde no esta definida la derivada, -2 y 2.

f(x)>0 f(x)<0 f(x)<0 f(x)<0 f(x)<0 £(x)>0
| | | | |
I I

/v—ﬂ\-z \

|
0
f(x) es creciente en el intervalo (— oo,—\/ﬁ)u (\/ﬁm)

f(x) es decreciente en el intervalo (— \/ﬁ,—Z)u (-22)u (+ \/E+oo)

Simbolizamos con / que la funcién es creciente, y con \ que es decreciente.

8.2.- Maximos y minimos de una funcién

e Se dice que una funcién f tiene en el punto a un mdximo relativo, o que a es un maximo relativo de
f, cuando para todo h, nimero real, suficientemente pequeno, v tal que a+h pertenezca al dominio
de f, se cumple: f(a+h) <f(a).

e Se dice que una funcidn f tiene en el punto a un minimo relativo, o que a es un minimo relativo de
f, cuando para todo h, nimero real, suficientemente pequeno, y tal que a+h pertenezca al dominio
de f, se cumple: f(a+h) =>f(a).

También podemos decir que:

e Lafuncién f posee un maximo relativo en el punto g, si en este punto la funcién cambia de ser creciente
a ser decreciente.

Maximo relativo | Hi}(imo

Q f
e & \
{:q o Punto de
lt?—. g," creciente A ‘i_nkxibn | creciente
® \ Minimo < /
2 (:;‘ I|I
[} |
: ) . / . ’ Minimo reiativo :
L
: [| convexa ' concava
a I' a

o La funcién f posee un minimo relativo en el punto a, si en este punto la funcién cambia de ser
decreciente a ser creciente.
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8.2.1.- Maximos y minimos absolutos

Decimos que un punto x=a de una gréfica es el maximo absoluto, si ademas de ser maximo relativo, el
punto a es el punto mas alto de la gréafica, es decir: f tiene en el punto a un mdximo absoluto, cuando para todo
h, nimero real, suficientemente pequefio, y tal que a+h pertenezca al dominio de f, se cumple: f(a+h) < f(a).

Y de la misma forma, que un punto x=a de una gréfica es el minimo absoluto, si ademas de ser minimo relativo,

el punto a es el punto mas bajo de la gréfica, es decir: f tiene en el punto a un minimo absoluto, cuando para
todo h, nimero real, suficientemente pequeno, v tal que a+h pertenezca al dominio de f, se cumple: f(a+h) > f(a).

D 2]

YA

flxz)
f{xy)

fixs) _|

Leyenda @ Maximoabsoluto ® Maximo relativo

@ Minimo absoluto @ Minimo relativo

8.2.2.- Condicion necesaria de extremo

Sea a un punto interior del dominio de la funcién f. Si f tiene un extremo relativo en a y ademas f es
derivable en a, entonces f'(a)=0.

Continuando con el ejemplo anterior:

f(X) tiene un maximo en x = 12 f(—\/ﬁ) =-3y3 enel punto (— J12,-33 )
f (X) tiene un minimo en x = J12 f(\/ﬁ) =343 enel punto (\/EB\E)

8.3.- Concavidad y Convexidad

Sea f una funcién dos veces derivable en un intervalo I, decimos que:

Yy A

| La funcién f es céncava si: fie) “"
} fix) -
| fix) <0

I
I
|
I
I
I
|
|
I
T
X Xz X

fixgh o
La funcién es convexa si:

f(x) =0

foy) 2

1
I
1
I
I
I
1
I
|
|
T
X

X . P
La grdfica de la funcién es céncava en un intervalo La grdfica de la funcién es convexa en un intervalo
(a,b) si la gréafica de la funcién esta por encima de cualquier (a,b) si la gréfica de la funcién esta por debajo de cualquier
tangente a la gréfica en dicho intervalo. tangente a la gréafica en dicho intervalo.
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]

Maximo relativo |
. |

' Punto de /

\ Ki_rn'lexiisrt creciente

| |
| \/

A los puntos donde una funcién cambia de céncava a convexa o viceversa
se les llama puntos de inflexion, y en ellos ocurre que f”’(x)=0.

creciente

En el ejemplo de la derecha, la funcién f(x) tiene en x=0 un punto de
inflexién. e | e
f Minimo relativo
|II convexa : concava
|
xS
Ejemplo 1: Continuando con nuestro ejercicio, f(x)=—; vamos a calcular ahora sus puntos de inflexién.
2 _
8x (x2 + 12)
Para ello empezamos primero calculando la segunda derivada de f(x): f"(x)= ( . )3
x“ -4
8x (x2 4 12) )
Si la igualamos a cero: f"(x) = (27)3 =0 < 8x(x + 12) =0 < x=0
x“ -4
X=0
£’(x)<0 \ £7(x)>0

)
x° . . L
5 tiene un punto de inflexién en x=0.

Llegamos a que la funcién f(x)=
x° -4
8.3.1.- Criterio de la segunda derivada
Sea f una funcién tal que f'(a)=0 y la segunda derivada de f existe en un intervalo abierto que

contiene a a, (a-k,a+k) VkeR entonces:
En un mdximo, la segunda derivada es | En un punto de inflexion la segunda | En un minimo, la segunda derivada es
negativa. derivada es cero al igual que la primera. | positiva.
f'a)<0 <« fla)=0 f'a@=0 <« f'a)=0 f'@>0 <« f'a)=0
2
d_y =0 d—yl >0
dt 2
it
dt dt
Punto de Inflexion Minimo

Maximo
8.4.- Calculo de Limites: Regla de L'Hopital

Sean fy g dos funciones reales que cumplen las siguientes condiciones:

v las funciones f y g son derivables en un entorno E del punto a.

v fla)=g(a)=0

v Existe limM
x—a g'(x)
fd . f)

Entonces se cumple que: lim '
X—a g(x) X—a g (x)

VIII-5

Aplicaciones de las derivadas & Representacion de funciones
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Si f'(a)=g’(a)=0, siendo las funciones f'(x) y g’(x) derivables en a, se puede aplicar otra vez la regla de L'Hopital,
y asi sucesivamente.

senx —x

Ejemplo 2: Calcular lim
x>0 tgx — X

Este limite es una indeterminacién del tipo % , como ambas funciones son derivables en R, y ademas son nulas en 0, podemos aplicar

L’Hopital, de forma que:

lim S =X _lim e = limcos? x EC Tt = lim(—cos? x)- L — lim 98X :_—1
x>0 fgx—x x>0 1 1 1-cos?x x-0 (1-cosx)(1+cosx) x>01+cosx 2
cos? x
. A . . X
& Para aplicar la regla de L'Hépital hay que tener un limite de la forma llm% , donde a puede ser un
X—a g x

. s . o 0 , o
namero o infinito, v aparecer las indeterminaciones: 0 6 —
0]

® En las otras indeterminaciones podemos utilizar L’Hopital siempre y cuando seamos capaces de
transformar una indeterminacién 0-co y co-00 en otra del tipo 0/0 6 oo/co .

8.4.1.- Indeterminacion 0-co

Si limf(x) =0 y limg(x) = wentonces: lim f(x)-g(x) = 0.0 = lim—— :% , que se puede resolver con la

X—a X—a

regla de L’Hopital.

8.4.2.- Indeterminacion co-co

Si lim f(x) = liin g(x)=00; entonces lim[f(x)—g(x)] =0 —o0

X—a

Si multiplicamos y dividimos por f(x).g(x) v operamos un poco, podemos llegar a una expresién que se puede
resolver con la regla de L’'Hépital.

1 f(x)—g(x) fx)  fx) 1 1
lim[[f(x)— g(x)].f(X)'Q(X)j:hm L) — g(o) L8O | | fglx) | fOgl) flx)glba) |y g flx)
X—a f(x)'g(x) X—a 1 X—a 1 X—a X—a ].
f(x)-g(x) f(x)-g(x) f(x)glx) f(x)g(x)
. . ( 1 1 J
Ejemplo 3: Calcular lim -
lle*—e x-1

Este limite es una indeterminacién del tipo 00—, operando un poco llegamos a una expresién en la que si podemos aplicar la Regla de

L’Hopital.
I ( 1 1 J ) (X—l)—(e"—e) Q L Hopital _ 1—e l-e
1m ——  |=0-—w=lim|l————— 2 (== = lim _ —w
ollet-e x-1 ol (x—l)-(eX —e) 0 ol ¥ (x—1)+(eX —e) 0

8.4.3.- Indeterminaciones o°, o@ y 1=

BlnA

. . B . o
Para estas, aplicaremos logaritmos: A~ =e , de modo que las tres indeterminaciones se

0
reducen a formas a,f , que resolveremos mediante la regla de L’Hépital.
o0
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8.5.- Optimizacion de Funciones

Los problemas de optimizacién son una de las aplicaciones més inmediatas e interesantes del célculo de
derivadas. El problema es determinar los extremos relativos (méximos 6 minimos) de una funcién.

Procedimiento a la hora de plantear un problema:

a) Expresién de la magnitud que se desea optimizar. (Por ejemplo el érea)

b) Si la expresion a optimizar tiene méas de una variable, relacionarlas mediante las condiciones del
enunciado.

c) Sustituir en la primera expresién, de forma que esta solo dependa de una variable, y esta sera la funcién
a optimizar f(a).

d) Imponer la condicién de extremo relativo, esto es, primera derivada igual a cero y despejar la variable a.
{f'(a)=0y calcular valores de a}.

e) Mediante la segunda derivada comprobar si el extremo es maximo o minimo:

Si f"(a){> 0 — aes minimo

>0 — a es maximo

f) Calcular el resto de variables y el valor de la funcién optimizada.

Ejemplo 8: Hallar las dimensiones del mayor rectdngulo inscrito en un tridngulo isésceles que
tiene por base 10 cm y por altura 15 cm.

La superficie del triangulo se calcula: S =x"y .

Al tener dos tridngulos semejantes se cumple que: % = 1517;}/ , de donde: x = @
Sustituimos en la expresién de S, y tenemos: S = @ y = %(15 y — yz)

Derivamos: S'= %(15 = Zy) e igualamos a cero: 5'=0 < %(15 = Zy) =0

De donde obtenemos: y = % yde x = @ , obtenemos el valor de x: x =5

Para ver si es maximo o minimo, calculamos la segunda derivada: y"''= %(—2) = _—34 <0. y
X

Por tanto para que el &rea sea méxima, ha de ocurrirque x=5 e y-= % 10

8.6.- Representacion de funciones

A la hora de estudiar funciones, seguiremos el siguiente esquema:

1) Dominio y Recorrido 2) Simetrias 3) Periodicidad
4) Continuidad 5) Puntos de Corte 6) Asintotas
7) Monotonia 8) Curvatura 9) Boceto de la grafica

Veamos paso a paso cada uno de los items anteriores:
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8.6.1.- Dominio y recorrido

Dominio: Valores de x para los que esté definida (existe) f(x)

Recorrido: Valores que toma f(x)

MODELO GRAFICA MODELO GRAFICA

Polinémica | a4, >0 P& nimpar Exponencial 0<a<i a>1
AL A ~L L
vivoo Y | |

0<a<i a>1

a,<0 ”p‘;\J\/\ rimpar Logaritmica I T
\ Tr\ \ Yl

A

. npar nimpar
Irracional b pa sen x /\ ; /
— 2:11- - 17\40_1 w\/@n "

oS X /P\E 3w tgx
AN 2 2/

] ) | ;
—3'“\_/“_‘"' 0 \/ —311': -1 1:/‘1_“
2 2 -1 2 ’ I I

e Funciones Polinémicas, son de la forma f(x) =a,x" +a,x"™* +.....4a, ;x+a, ysu dominio es R .

agx" +apx" 4. 42, x+a,
n n-1
byX" +b X"+, 4 b X+ D,

e  Funciones Racionales, son de la forma f(x) = v su dominio es R menos

los valores que anulan el denominador.

e  Funciones Irracionales, son del tipo f(x) =14 f'(x) , siendo su dominio:

= Elmismo que f(x) sin esimpar

= El conjunto de valores reales que hagan f(x) >0 sin es par

e Funciones exponenciales, son de la forma f(x)=a’™ cona>0ya=1, sudominio es K.

e  Funciones logaritmicas, son de la forma f(x)=1log, f'(x),cona>0y f'(x)>0

e Funciones circulares: f(x)=senx, f (x) =cosx, su dominio es R.

8.6.2.- Simetrias

e Lafuncién F: A= R esparsi Vxe A, f(—x)=f(x)

La curva de cualquier funcién par es simétrica respecto del eje OY
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e Lafuncién F: A= R esimparsi Vxe A, f(—x)=—f(x)
La curva de cualquier funcién impar es simétrica respecto del origen de Coordenadas O

Q Y A

-fix)=f-x}

Recuerda que para comprobar que una funcién es par, basta con doblar con respecto al eje y. Y para que sea impar,
doblamos con respecto al eje y y después con respecto al x. (ver figuras)

8.6.3.- Periodicidad

La funcién 7 : A+ R es periddica, si existe un ntimero real T distinto de cero, llamado periodo, tal que:
f(x+T)=f(X) f(x)=sen(x) T=21I1

fix)=sen(x) =21

f(x)=sen(2x) T=I'I
f(x)=sen(3x) T=2/7/3

F(fY = sen (z)

ofr) =|sen(2 )
‘os

h(x) =| sen(3x)
s

Periodos de algunas funciones sinusoidales.

8.6.4.- Continuidad.

Las discontinuidades de una funcién, son los puntos donde la funcién no es continua.

Segln la definicién de continuidad en un punto, una funcién es continua en un punto a cuando se cumple:

a) 3fla)
b) 3 lim f(x)

X=>a

¢) lim f(x) = lim f(x) = f(a)

Si en algn punto no se verifican los tres puntos anteriores, decimos que en dicho punto la funcién no es continua.
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8.6.4.1.- Discontinuidades de una funcion

En la tabla siguiente se resumen los 4 tipos de discontinuidades:

Tipos de Discontinuidades

o @sasie ) No existe lim f(x) No coinciden e? }imite yel
x—a valor de la funcién en x=a
a—3H{e) a) 3 f(a) a) 3 f(a)
b) 3 lim f(x) By i fi b) 3 lim f(x)
¢) lim f(x)= lim f(x) = f(a) c) xlgn flx)= Xlgn flx)=f(a) - foo=tim-foo=
Vi Yi LY ¥i

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
a
|

! = Ll : = f =X
i {1 i
. Asintotica . .

Evitable (Do salto infinito) De Salto finito Evitable

8.6.5.- Puntos de Corte con los ejes

. sz . Punto de corte
v Con el eje X: Para calcular los puntos de corte de la funcién con el eje et

x, igualamos la funcién acero f(x)=0 y calculamos las soluciones de
dicha ecuacién. Los valores obtenidos son los puntos de corte con el eje
X.

r &— Veértice

Puntos de corte
con eje x

v" Con el eje Y: Para calcular los puntos de corte con el eje Y, calculamos
£(0), y el punto de corte es el punto (0, f(0)). = 3f R \5 >

8.6.6.- Asintotas y ramas infinitas

Muchas veces a la hora de representar una funcién conviene saber qué pasa con la funcién cuando toma
valores infinitamente grandes o cuando se acerca a puntos que no pertenecen al dominio.

8.6.6.1.- Asintota Vertical

La recta x=a es una asintota vertical de la funcién f(x) si existe alguno de estos limites:

1. - lim f(x) = #o0 2.— lim f(x) =400 3.— lim f(x) =+

x—>a x—>a" x—>a~

¢Cémo saber donde buscar la asintota vertical?

e Sies una funcién polinémica, no tiene asintotas de ningin tipo.

Si es una funcion RACIONAL, tendremos que buscar en las raices del denominador, o lo que es lo mismo, donde
se anula el denominador. Esos son los candidatos; después hay que comprobar que efectivamente lo son.
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Tipos de asintotas verticales

o=

i
W
o
w
x

e Oftra funcién que tiene asintota vertical es la funcién LOGARiTMlCA, mas concretamente, en
los puntos extremos de los intervalos donde empieza el dominio.

8.5.6.1.- Asintota Horizontal

La recta y=k es una asintota horizontal de la funcién f(x) si existe alguno de los siguientes limites:

1.— lim f(x)=k 2.~ lim f(x)=k'

X—>+0 X—>—00

Una funcién tiene como méximo 2 asintotas horizontales correspondientes a cada uno de los limites en el infinito.

Tipos de asintotas horizontales
Y __X
@ Y @ Y f(x) = xz—):-T @ foo.= 1+Ix|
o = 2 I £ = 1
f(x) =3 f(x) =0 oL~ oL~ ‘
: X i X
\ : f(x) -1
ol 1 X

Una funcién puede tener como maximo dos asintotas horizontales, correspondientes a cada uno de
los limites en 4+ y en -co: tendrfamos una asintota hacia la izquierda y otra hacia la derecha, aunque
frecuentemente la misma recta es asintota por la izquierda y por la derecha.

& En funciones racionales, si hay asintota para x — 4o , la misma recta es asintota para
X — —©

& Sin embargo, en funciones con radicales suelen ser distintas.

La gréfica de una funcién puede cortar a la asintota horizontal en uno o varios puntos, aunque en la
mayoria de las funciones elementales la grafica esta por encima o por debajo de la asintota.

8.6.6.3.- Asintota Oblicuas y ramas parabolicas

Se estudian solo si: lim f(x) =+, es decir si no hay asintota horizontal.
X—>%o0

A.Horizontal

Lo primero es estudiar el limite: lim M

X—>*0 X

f(x . 1. . i . .
e Si lim L =0 la curva tiene una rama parabdlica en la direccién del eje OY. &7
Xx—>t0 X o
o i 2
Y.

rd
-
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e Si lim i) =0 la curva tiene una rama hiperbdlica en la direccién OX. (de la forma y = VX )
X—>to0 X

e Silim S _ m#0 , estudiamos el limite: lim [f(x)—mx]
xX—>%00 X X—>%00

v Si lim A =m=0y lim [f (x) - mx]= b, la curva tiene la asintota en la direccién y=mx+b
X—>t00 X X—>%00

llamada asintota oblicua.

.. (X . . P NSy
v Si lim RACY m=0y lim [f (x) - mx] =0, la curva tiene una rama parabélica en la direccién
X—>*oo X X—>=00

de la recta y=mx

Asintota vertical x=0

Asintota Oblicua y=x Rama Parabdlica Rama Hiperbdlica

Debemos tener en cuenta las siguientes consideraciones:

e Una funcién puede tener como méaximo dos asintotas oblicuas correspondientes a cada uno de los limites.
e Las asintotas horizontales y las oblicuas son mutuamente excluyentes.
e La gréafica de una funcién puede cortar a la asintota oblicua en uno o varios puntos.

e La situacién de la gréfica respecto de la asintota oblicua se hace estudiando el signo de f(x)—(mx+n) para
valores grandes de x.

8.6.7.- Monotonia

En este punto, estudiaremos los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos y
absolutos. Para ello nos ayudaremos de la derivada, que igualaremos a cero para obtener los posibles extremos.

En una tabla, en la que representaremos la recta real, indicaremos con una linea sencilla los puntos de derivada
nula, y con dos rayas los puntos de no dominio.

Por tanto, si utilizamos la tabla, tenemos:

X (-00,0) (0,1) (1,+00)
f’(X) - + +
f(x) N\ /! /!

Min (0,1)

& Utilizando el signo de la derivada en cada uno de los intervalos formados, veremos si la funcién es creciente

o decreciente y lo senalaremos con una flechita ( N , /! ). Ademas, indicaremos dénde estan los extremos
relativos, que calcularemos.
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Véase el ejemplo del final.

ema ela os de 3 0 0 0
Ejemplos: Minimo: f’(a) >0 Maximo: f'(a) <0
Y y = x+-2x2 Y Y (a)=0
f(x)<0 f(x)>0 f(x)>0 E f(x) <0
—1 Magimo 1 i
\/’ \/ TF(a) =0 |
Minimo®~=""1-{~~¥Minimo 5 ; = 5 é <

8.6.8.- Curvatura

Para la curvatura, nos ayudaremos de la segunda derivada. Calculamos f’(x) y la igualamos a cero, de
forma que estos puntos seran los posibles puntos de inflexion.

Punto de inflexién: f’(a) =0

Ejemplos: Tangente horizontal: f'(@)=0 Tangente oblicua: (@) =0

Punto Céncavo - Convexo: f”(a)>0

iy y
‘Tangente | p}. — Convexa 5
‘ X & /T tangente
6 =x° <0
/0 a X

Punto Convexo - concavo: f”(a)<0
M. N\ ¥ Y

Convexa — Pl Téngente f(x) >0 ~
‘ L / & f"(a)=0 tangente

of\ | X

; f(x) <0
f(x) =% —Cdncava

6 a N\ X o

8.6.9.- Dibujo de la grdfica

Atendiendo a todos los datos obtenidos una vez seguidos los 8 pasos anteriores, ya estamos en paraje de
poder representar la funcién.

Veamos todo esto con un ejemplo.

8.7.- Ejemplo

Representar la funcion f(x)=

x* -4

1.- Dominio

La funcién es un cociente de polinomios, por tanto, su dominio es el conjunto de los nimeros reales,
menos los valores que anulen el denominador.
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x2-4=0 > x*=4 > x=+2
Dom(f) =R —{2,-2}

2.- Simetrias

Calculamos f(-x) y vemos que ocurre:

g
fe= e

Por tanto, la funcién es impar, es simétrica respecto del origen de coordenadas.

3.- Periodicidad

La funcién f(x) no es periédica ya que no aparecen funciones circulares.

4.- Continuidad

Como f(x) es un cociente de polinomios, es una funcién continua excepto en los puntos donde se anule el
denominador.

Calculamos los limites en los puntos de no dominio para ver el comportamiento de la gréfica:

x* -8 . x? 8
2 =—+® llm 2 =
x—>2x*—-4 0 =2 x*—4 0
3 3
lim — =_—8—oo lim zx =i—oo
x>2 x° -4 0" =2 x° -4 0

La funcién f(x) presenta en x=2 y en x=-2 dos discontinuidades asintéticas o de salto infinito.

5.- Puntos de cortes con los ejes

3

3
v" Con el eje x: Igualamos a cero: f(x)= 2x 4:0 > 2x 4:0 2 x*=0 = x=0
x°— x° -

v" Con el eje y: calculamos f(0)=0

Por tanto, el punto de corte con el eje X y con el eje Y es el (0,0)

6.- Asintotas

Como hemos visto ya en el punto 4, f(x) presenta en x=2 y en x=-2 dos asintotas verticales.

Como lim f(X)=w vy lim f(x) =—o0, no presenta asintotas horizontales, pero si puede presentar alguna
X—>+00 X—>—00

asintota oblicua o rama parabdlica. o !{mkf(x)= oo Q7 )I(imkf(x)

? 2 S\
i X= '
lim f(x)=lim f(x)=k o X
i X—-00 X—o00 [N
........ - - — \: lim f(x)=+co

X x=k*
lim f(x)= lim f(x)=-
@ XlTk_(x) o0 @ im f(x)=-c0

lim f(x)=k;
X— -00

>

!
R

© Raul Gonzalez Medina 2018 Aplicaciones de las derivadas & Representacion de funciones VIII-14



Matematicas 12 Bachillerato CCNN

3 2
& Calculamos lim m= lim —> = lim 2x =1

X=>40 X X—=>+00 X _4X X=>F0 ¥ —

3 3 _x3
& Y ahora calculamos l_irr}w[f(x)—x] = lim { 2x Z —x} = lim {%} =0

X—>k0| 3T —

Por tanto f(X) presenta una asintota oblicua en y=x.

7.- Monotonia y curvatura

Para ello, lo primero es calcular la derivada de f(x).

2(.,2
fllx)= X -12) y la igualamos a cero para calcular los extremos relativos:
(x*-4)
x a—
2/ 2 x=0
f'(x)=x(’2‘—‘122)=0 D> *(x*-12)=0 D> (x=412
(X — 4) X = —-\/ﬁ

Estudiamos ahora el signo de f'(x) para ver los intervalos de monotonia.

Dibujamos una linea recta en la que ponemos los puntos que hacen la derivada 0, los puntos que hacen la funcién
cero, v los puntos donde no es continua.

X (o-\12) | (12,2 (-2,0) (0,2) (2,\12) | (12, +eo)
f(x) + - - - - +
f(x) / N N N N /!

Min (-2,1) Punto de Inflexién Max (-2,1)

v' f(X) es creciente en el intervalo (—oo, 12 ) ) («/ﬁ, +oo)

v' f(X) es decreciente en el intervalo (—\/ﬁ, —2) u(-22)u (+ 12,+oo)

v f(x) tiene un mdximo en x = 12 f(—\@) =-33 enel punto (—\/ﬁ, 33 )
v f(x) tiene un minimo en x = J12 f(\/ﬁ) =3J3 enel punto («/ﬁ, 3\/§)

Vamos a calcular ahora los puntos de inflexiéon, donde la curva cambia de céncava a convexa. Para ello
trabajamos con la segunda derivada. f"(x)

2
f"(x) = M y la igualamos a cero  f"(x) =

(x4

2
B H12)_ ) 3 8x(x®+12)=0 > {x=0
(x*~4)

f’(x)<0

(M

f’(x)>0

N\

Obtenemos 1 punto, vamos a ver dénde la funcién cambia de convexa a cbéncava. Tenemos un punto de

inflexion en el punto (0,0)
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8.- Grdfica de la funcion

Con todos los datos que ya tenemos de f(x), lo Ginico que nos falta es representarla.

1. Dom(f):R—{Z,—Z}

2. fes simétrica respecto del origen O.

3. fno es periddica

4. fescontinuaen R— {2, —2} y en x=2 y en x=-2 presenta dos discontinuidades de salto infinito.

5. El punto de corte con el eje X y con el eje Y es el (0,0)

6. Asintotas verticales en x=-2 y x=2; y asintota oblicua en y=x

7. Monotonia y curvatura:

x | toiZ) | vz 2o | 02 [|e @) | iz s
)|+ - - - - +
fix) / N\ N\ N\ Ny J
Min (-2,1) Punto de Inflexién Max (-2,1)

204

=201+
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4.3.- Ejercicios resueltos

x2-3

1.- Estudiar las asintotas de la funcién f(x) = 5
X a—

Asintotas Verticales:

. ox?-3 1

X2 XZ_ 3 1 La funcidn presenta una Asintota Vertical en el punto x=2
Lox© -

lim =—=

Asintotas Oblicuas o Ramas Infinitas:

2
. X" -3 - . X
Como lim = +o0 , calculamos el limite lim )
X —>+40 X—Z X—>to X
. flx) .. x*-3 o , .
lim—===lim—5——=1 9 m=1 > Ya sabemos que la funcidn tiene una asintota oblicua en la
X0 X xoto X° —2X

direccién de la recta y=mx+b. Vamos a calcular b haciendo el limite lim[f(x)-mx]:
X >0

2 2 2
lim[£(x) - mx] = Iim[x _23—)(]: lim[x —3-x +2Xj= Iiﬂ(ﬁj:Z

S| X — X —>300 x -2 X -2

Por tanto la funcion presenta una Asintota Oblicua en la direccién de larecta y =x+2

2.- De la funcién f(x)=x+ Lz se pide:
(x-1)

a) Dominio de Definicién y asintotas.
b) Maximos y minimos relativos en intervalos de crecimiento y decrecimiento
¢) Representaciéon Grdfica.

Dominio: Dom(f) =R - {1}

Asintotas Verticales:

. 4 4
lim x + > = +——=+0
x—1" (X - 1) 0 Iy 4 ;
4 La funcion presenta una Asintota Vertical en el punto x=1
li mx + =14+ — =40

x—-1t (X - 1)2 o*

Asintota Horizontal:

. 4
lim x + = 40

X —>+0 X —

La funcion no presenta Asintota Horizontal
lim x +

X—>—0 X—2

= —©
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Asintotas Oblicuas o Ramas Infinitas:

. ;o X
Como lim x + =+, calculamos el limite lim —==2 7(x)
X >0 X — X—>to X
fx) . 4 _ oL , .
lim——==liml+ ——— =1 9 m=1 > Ya sabemos que la funcidn tiene una asintota oblicua en la
X—>to X X =00 X(X—l)

direccion de la recta y=mx+b.

Vamos a calcular b haciendo el limite Iir+nw[f(x)—mx]:
e

Por tanto la funcién presenta una Asintota Oblicua en la direccién de la recta y = x

0

Mdximos y minimos:
Para calcular los mdximos y minimos necesitamos la derivada.
Calculamos la derivada:

B(x-1)_, 8
(x-D* " (x-1)°

F(x)=1-

Tgualamos la derivada a cero para encontrar los posibles extremos relativos:

fI(X)Zl—ﬁZOQI.:ﬁ@(X—I)a=23<:>X—1=2<:>X=3

Asintota Minimo
Vertical Relativo

Creamos una tabla:

Intervalos de Crecimiento:

F oo {U[B4e0]
Intervalos de Decrecimiento:

1.3]

Mdximos y minimos:

Minimo relativo en (3,4)
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3

3.- Estudia y representa grdficamente la siguiente funcion: f(x) = zx T
x f—
1.- Dominio:  Dom(f) =R —{-1,1{
2.- Simetrias:
3 3
-X
fr= X gy

(-1 %1

Por tanto, la funcién es impar = simétrica respecto al origen de coordenadas.

3.- Periodicidad: La funcidn no es periédica por no tener funciones circulares.

4.- Continuidad: La funcién es continua en todos los puntos de su dominio, mientras que en los puntos x=-
1y x=1 presenta discontinuidades de segunda especie (Asintoticas).

5.- Puntos de corte con los ejes:
Ejex: f(x)=0=x=0
Ejey: £(0)=0 Corta a los ejes en el (0,0)

6.- Asintotas:

Asintotas Verticales:

X A
lim — 1"0 -
o X N . La funcidn presenta una Asintota Vertical en el punto x=-1
X —
lim =—=+w
x—>-1t X2 -1 0O
X -1
lim —S— +00

X~>1_X2—1:F:

5 La funcion presenta una Asintota Vertical en el punto x=1

lim - -

st x2-1 0F

Asintota Horizontal:
3

lim

X —>—0 X2—1
.oxt

lim — 1:+<>o

X400 X~ —

=—©

La funcidn no presenta Asintota Horizontal

Asintotas Oblicuas o Ramas Infinitas:

3
. X . . flx
Como lim — = ioo} calculamos el limite lim £(x)
X >0 1

X—oto X

——== lim ———=1 9 m=1 2 Ya sabemos que la funcidn tiene una asintota oblicua en la direccién
X

de la recta y=mx+b.

Vamos a calcular b haciendo el limite lim[f(x)-mx]:

3 3_ 3 _ _
-1 i ) B )

XZ — X —>to0 X —

Por tanto, la funcion presenta una Asintota Oblicua en la direccion de larecta y = x
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7.- Mdximos y minimos:

Para calcular los mdximos y minimos necesitamos la derivada.
Calculamos la derivada:

3x°(x° -1 -x*2x _3x*-2x*-3x* x*(x*-3)

F=""0 "1y -1F -1y
Tgualamos la derivada a cero para encontrar los posibles extremos relativos:
. x?(x%-3) 2y 2 x=0
F'(x) O 1Y o x¥(x*-3)=0< wesf3

Creamos una tabla:

fi(x)

Mdximo
) Relativo \

Intervalos de Crecimiento: ]—o0,—/3]1U[V3,+o0[

Asintota
Vertical

-

Asintota Minimo
Vertical Relativo

Intervalos de Decrecimiento: [—v/3,~1[U]-11[UL, V3]

Madximo relativo en —(\/5%\/5) y minimo relativo en (\/5%\/5)

8.- Concavidad y convexidad. Puntos de Inflexidn:

x%(x%-3)

2
Para ello necesitamos la segunda derivada: #'(x)= e (X)) = ZEYX(;Y—_;)E’) =0sx=0

Por tanto, en (0,0) tenemos un punto de inflexidn:

x [ ]
) - [ -]
f Asintota Punto de Asintota

(X) Vertical Inflexion Vertical

9.- Representacién Grdfica:
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X

1+ x*

a) Estudiar las asintotas, las zonas de crecimiento y decrecimiento, los mdximos y minimos relativos vy las zonas
de concavidad y convexidad.

b) Teniendo en cuenta los resultados del apartado anterior, realiza un esbozo de la grdfica de f.

4.- Sea la funcién definida por f(x) =

El dominio de la funcién es R, por tanto, no tiene asintotas verticales.

. X

lim >=0

el x La funcién presenta una asintota horizontal en y=0.
. X

lim =0

x4 X2

No presenta asintotas oblicuas ya que lim # Foo

xoin ] 4 x°

Estudiemos su derivada:

X

f)=1"7 > £y LX) -x@x) | 1-x°

A+x°¥  (1+x%)

D F(xX)=0c1-x =0 x=+1

Creamos uha tabla:

X
f'(x)

f(x)

Intervalos de Crecimiento: [-1,1]

Intervalos de Decrecimiento: ]—oo,—1JU[1,+oo[

Mdximo Absoluto en (1%) y minimo absoluto en [—1,—%]

_ 42
Para los intervalos de concavidad y convexidad utilizaremos la segunda derivada: 7'(x)= (II—XZ)Z
+ X
2x(1+x°Y -2+ x?)2x-(1-x%) -2x(1+x%)—-4x(1-x?) 2x(x*-3)

F'(x)=

(1+x%)* - 1+ x%)* C (1+x%)
'(x)=0ex=0 vy x=13
- [eE _
ﬂ Punto de U Punto de Punto de
Inflexién Inflexién Inflexién

El dibujo de la grdfica es:
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5.- Dada la funcién f(x) = T, se pide

1+ex
a) Dominio vy asintotas. Puntos de corte de la grdfica con las asintotas, si las hay.
b) Crecimiento y decrecimiento.

¢) Dibujar la grdfica a partir de los resultados anteriores.
Dominio de f; R".

Asintotas Verticales:

i1 -1 g
x—0" > +00
1+le 1 La funcidn no tiene asintota vertical
lim =-=1
x—-1" 1 1
lye~

Asintota Horizontal:

I
XLT&) % - E

l+e Lrle funcién presenta Asintota Horizontaleny = 1/2
lim ==
X—>—0 i 2

1+e~

La funcidn no presenta asintotas oblicuas.

Calculamos la derivada para estudiar los distintos intervalos de crecimiento y decrecimiento.

L 5 fp)-X

T =z : >>0
l+ex (1+e*] X2(1+6X]

Por tanto la funcién es siempre creciente, Creciente en ]—o0,0[U]O,+oc[

f(x)=

Creamos una tabla:

f'(x)

o) .. P
] -

S @ .
N

st

Ed ..

La funcidn no tiene ni mdximos ni minimos relativos.

El dibujo de la grdfica es:
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6.- Dada la funcion f(x)=xIlnx—1, x>0, se pide:
a) Explicar de forma razonada por qué la ecuacion xInx—1=0 tiene exactamente una raiz.
b) Representar grdficamente la curva de la funcién f.

Vamos a estudiar la funcién. Dominio ]O,+o[

2
—lim1=lim-2—lim1=-1

x—0" x-0" X x—0"

) ) . . nx . HH
lim xInx -1= lim xInx - lim1= lim —-lim1 = lim -

x—0" x—0" x—0" x—0" x—0" x—0"

X

e

lim xInx -1 =+

X4

Creamos una tabla:

Calculamos su derivada: 7'(x)=Inx+1; igualamos a cero: F'(x)=0<Iinx=-1< x= 1
e
No

f(x) Definida -

IR
No Min

Intervalos de Crecimiento: F,w{
e

Intervalos de Decrecimiento: }01}
e

Minimo absoluto en (1—e—+1j
e e

A la pregunta de explicar de forma razonada por qué la ecuacion xInx-1=0 tiene exactamente una raiz
diremos que:

La funcién f es una funcién definida en X>0, vemos que la

funcién empieza en -1, y es decreciente hasta 1 , en el que hay
e

un minimo absoluto, y a partir de este punto pasa a ser
creciente hasta +oo. Por tanto, tenemos una funcién que al
principio es negativa, cambia de signo a positiva, que es
continua, y que diverge a +x, entonces corta al eje x una vez
sola vez, y la ecuacién solo tiene una solucion.

Si dibujamos la gréfica:
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—-X

e

7.- Sea la funcién f definida por f(x) = 1
—X

a) Estudia las asintotas de la grdfica de la funcion f.
b) Halla los extremos relativos vy los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

a) El dominio de la funcién es Dom(f) :R—{l} , por tanto, vamos a empezar estudiando las
asintotas verticales:

La funcién f, presenta una asintota vertical en un punto xo, si ocurre: lim f(x) = 2o

X=X,
X e—l

lim =— =+

>r']l—-x 0 . . .
lim f(x) =+ ) Por tanto, f tiene una Asintota Vertical en x=1.
XX, . e*X e

lim =—=-w

ol l-x 0

Estudiamos ahora la asintota horizontal: Una funcién presenta una asintota horizontal en y=k, si ocurre:
lim f(x)=k VkeR

X—>E
e 0
Por tanto: lim =—=0 —  Asintota Horizontal y=0 cuando x — +0©
X—>+00 1 -X —00
e*X +00 L'Hopital _e*x
Y lim =— = |lim =40
x>0 ] — X +00 x—>—0 ]
. . X
Estudiamos en este caso: lim m
X—>—0 x
e—x 400 L'Hopital _e—x 00 L'Hopital e_x
y obtenemos: lim ———=— = lim =— = lim—=+4w
X—>—00 x(]_ — x) +00 X—>—00 1 — 2x o0 X—>—00 _2

Por tanto, la funcién presenta una rama parabélica cuando x —> —0

b) Para la monotonia, utilizamos la derivada de la funcion y la igualamos a cero:

fix)= X8 f)=0 < xe*=0 < x=0
(1-x)
Por tanto, si utilizamos la tabla, tenemos:
X (-=,0) 0.1) (1,+)
F(x) - - :
f(x) N\ / /!
Min (0,1)

Asi que:
& fescreciente en: (0,1)U(1,+x)
& f esdecreciente en (—oo,O)

& la funcidn presenta un minimo en el punto (0,1)
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