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Tema 5: Geometria Analitica. Lugares geomeétricos.

1.- Vectores en el Plano
1.1.- Vectores Fijos
1.2.- Vectores Libres
1.3.- Operaciones con Vectores libres
1.4.- Combinacidn lineal de Vectores
1.5.- Sistemas Generadores y Bases
1.6.- Producto escalar de Vectores. Aplicaciones
2.- Coordenadas de un punto del plano
2.1.- Componentes de un vector determinado por dos puntos
2.2.- Punto medio de un segmento
3.- Ecuaciones de una recta
3.1.- Definiciones
3.2.- Posiciones relativas de dos rectas
3.3.- Haces de rectas
4 .- Distancias.
4.1.- Distancia entre dos puntos
4.2.- Distancia enfre un punto y una recta
4.3.- Distancia entre dos rectas
5.- Determinacidn de los puntos notables de un tridngulo.
5.1.- Recta de Euler
6.- Lugares geométricos.
6.1.- Ecuacidén de un lugar geométrico.
7.- Conicas.
7.1.- Circunferencia
7.2.- Elipse
7.3.- Hipérbola
7.4.- Pardbola
7.5.- Ecuacion general de una cdnica
8.- Eiercicios Resueltos.

“En la mayoria de las Ciencias, una generacion destruye
lo que otra ha construido y lo que una ha establecido
otra lo deshace. S6lo en matemadticas, cada generacion
anade un piso nuevo a la antigua estructura.”

Herman Hankel (1839-1873)

5.0.- Introduccion

Las matematicas se asemejan a un gran edificio con muchas estancias aparentemente diferentes que
constituyen las diversas ramas de esta Ciencia. Asi, existe una estancia dedicada a la geometria, otra dedicada a la
Aritmética, al Algebra, a la Estadistica,....

En determinadas ocasiones, surge la figura de un genial matematico que abre la via de comunicacién entre dos
estancias que, hasta ese momento, se consideraban independientes, de tal manera que sus contenidos se relacionan
y se enriquecen con nuevos resultados. Esto es lo que sucedié en el siglo XVII cuando Fermat y Descartes aplicaron
métodos algebraicos al estudio de los problemas geométricos, dando inicio a la llamada geometria analitica.

La clave de la misma son los sistemas de referencia ortonormales, que permiten asignar coordenadas a los puntos
del plano o del espacio.
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La “invencién” de la geometria analitica representa uno de los acontecimientos méas importantes en la historia de
la Ciencia matematica. El desarrollo del lgebra y la maduracién de su célculo simbélico durante los siglos XV y
XVI propicié que ambos autores pudiesen concebir la utilizacién de las herramientas algebraicas para el tratamiento
de problemas geométricos, con lo que se abrié un nuevo mundo de posibilidades P

tanto para la geometria como para el Algebra. T

Esta unidad de la “Geometria en el plano”, examinaremos los conceptos
bésicos de la geometria analitica, comprobando que es posible trabajar con
puntos, rectas y otros tipos de figuras planas empleando, exclusivamente, )
nimeros reales y métodos algebraicos. A LA

Los contenidos establecidos para la unidad van a propiciar un primer contacto con la otra de las herramientas
propias de la geometria: los vectores en el plano, sus propiedades y sus operaciones, contenidos casi nuevos para
los alumnos que llegan de la etapa obligatoria.

Hay magnitudes como la fuerza, el desplazamiento, la velocidad, la aceleracién...... que no quedan completamente
determinadas mediante valores numéricos; se necesita conocer, también, la direccién y el sentido con que se
manifiestan.

Fue el matemaético Francés Lagrange (1736-1813) quien a finales del siglo XVIII, “aritmetizé” las

magnitudes vectoriales; idea que dio al lugar con el tiempo a la “teoria de vectores” de gran utilidad para la fisica
y la tecnologia.
Este primer acercamiento por parte de los alumnos a la geometria analitica del plano, conduce a la recta vista como
un conjunto de puntos, cuyas coordenadas cartesianas verifican una relacién matematica concreta, asi como a los
planteamientos de incidencia y paralelismo propios de la geometria afin; cuya continuacién natural, en cuanto al
punto de vista cartesiano, significara abordar otro tipo de situaciones geométricas: las relacionadas con problemas
métricos.

5.1.- Vectores en el plano

Existen magnitudes, como la temperatura, que quedan perfectamente determinadas completamente
dando un valor, o un escalar. Decimos que son magnitudes escalares.

Sin embargo, existen otras muchas magnitudes fisicas, como la fuerza, que para determinarlas completamente ha
de indicarse su mddulo, su sentido y su direccién. Estas magnitudes se llaman magnitudes vectoriales.

Las magnitudes vectoriales se representan mediante vectores: F,V,d

5.1.1.- Vectores fijos.

Dados dos puntos A y B del plano R?, se denomina vector fijo de origen A y extremo B al par ordenado

B

(A,B). Se le representa por AB .
) o . . ) o AB
Asi pues, todo vector fijo viene caracterizado por una longitud (mdédulo), una direccién y un sentido.

e Méddulo: Es la distancia entre los puntos A y B, lo representaremos por ||E||

e Direccion: Es la direcciéon de la recta que pasa por Ay B y la de .\;ecd‘b“

todas las rectas paralelas a ella.

e Sentido: Es el recorrido de la recta cuando nos trasladamos de A a B. (Vemos que en cada recta hay dos

sentidos, el quevade AaByelquevadeBaA) ]
v
Decimos que dos vectores fijos son equipolentes si tienen la misma direccién, el mismo —’/'
modulo y el mismo sentido. /Vv, },
En la figura adjunta, los vectores V,W,J y K son todos equipolentes. =
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5.1.2.- Vectores libres.

Llamamos vector libre, al conjunto de todos los vectores equipolentes u
entre si. Cada vector fijo es un representante del vector libre.

Se denomina direcciéon, médulo y sentido de un vector libre, a la direccién,
el modulo y el sentido de uno cualquiera de sus representantes.

5.1.3.- Operaciones con Vectores libres.

En el conjunto de vectores libres del plano, que designaremos con R? se definen las dos operaciones
siguientes:

5.1.3.1.- Suma de Vectores:

Llamamos suma de los vectores libres t y 0 y la representaremos por u+ v, al vector libre que se obtiene
de dos formas:

a) Redla del Tridangulo: Tomamos representantes de # y Vv, de forma que el origen del representante de

Vv, coincida con el extremo del representante de # , de forma que el vector suma es aquel cuyo origen es el de Vv
y cuyo extremo es el de 1 .

i u-+v

> v

v

b) Regla del Paralelogramo: Si tomamos representantes de forma que Vy # tengan origen comn,
trazando lineas paralelas a ambos vectores desde sus extremos, la diagonal del paralelogramo seré el vector suma.

* Asociativa:(t+0)+w =t + (0 + W)
* Elemento neutro: es el vector nulo, que representaremos por 0

Propiedades de la suma de vectores: i+0=0+t=1u

* Elemento Opuesto: (—ui)+u =u+(-u)=0

e Conmutativa: i +0=0+1u

La existencia de un elemento opuesto para la suma de vectores,
permite restar vectores. Asi, dados los vectores U y V , para obtener

u—v basta con sustituir el vector V , por el vector -6 y sumérselo al %
tal y como se indica en la figura de la derecha.

Suma y resta grdfica de vectores.

Regla del Regla del
paralelogramo triangulo
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5.1.3.2.- Producto por un escalar:
/ N —

El producto de un escalar K, distinto de cero, por un vector libre 1 es otro

N
vector libre ku con:
e Direccién: La misma que 1
Sentido: el mismo que % o su opuesto dependiendo del signo de k. e
‘_/—4—%‘

Productos de vectores por escalares

[ )
e Médulo: Proporcional al de 1 . ||ku||:|k|||u||

* k(t+0)=kt+kd
k, +k,)u=k u+k,u
Propiedades del producto de un vector por un escalar: ( 11 )ﬁu 1y +ﬁ 2 U
o (kyk, yu =k, (k,u)
elu=u

5.1.4.- Combinacion lineal de Vectores libres.
Se dice que un vector libre cualquiera % es combinacién lineal de otros dos 0,0, , si existen los nimeros

reales k;,k, tales que podamos escribir:
u = k0, +k,0,

Expresién de un vector como combinacién lineal de otros dos:
Dados dos vectores # y Vv, con distinta direccién, cualquier otro vector del plano, w0, se puede expresar como

combinacién lineal de u# y v . Para ello, procedemos como se indica a continuacién.

- - .
U =2u

Expresamos 0’ y v’ en
funcion de u y v. En este
caso, U’ =2uy v =3vy,

Por el extremo de w traza-
por tanto, w = 20 + 3v.

mos rectas paralelas a iy
v. Estas determinan los

| vectores U’ y v".

Tomamos representantes | Trazamos rectas que con-
tenganady v.

de u, vy w con el mismo

origen.
}de un espacio vectorial V, es sistema de

Se dice que el conjunto de vectores {\_51 Vs, Vs,
generadores de V, si cualquier vector # de V se puede escribir como combinacién lineal de los vectores, es decir:

U=y +a,V,+a;V; +.....
5.1.5.- Bases de un espacio vectorial
En general, se dice que un conjunto ordenado B es base de un espacio vectorial V si se cumplen las siguientes

condiciones:
e Todos los elementos de B pertenecen al espacio vectorial V.
Los elementos de B son linealmente independientes.
V-4

.
Geometria Analitica. Lugares Geométricos
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Todo elemento de V se puede escribir como combinacién lineal de los elementos de la base B (es decir,
B es un sistema generador de V)

Un conjunto de vectores {171,172,\73, ....... ,V } se dice que son linealmente independientes (l.i.) (o que

el sistema es libre), si dada la siguiente expresion:

U + Ay Uy + . +a,v, =0
Se verifica que:
A =0, =05 =...... =a,=0 Va eR
Un conjunto de vectores {\71,172,173, ....... ,\7”} se dice que son linealmente dependientes (l.d.) (o que el
sistemna es ligado), si dada la siguiente expresion:
oV + 0V, F . +a,v, =0

existe algiin escalar no nulo. (3¢, e R/ ¢, #0)

En R? decimos que dos vectores son linealmente dependientes si tienen la misma direccién (paralelos) y

dos vectores son linealmente independientes si tienen distinta direccién (No paralelos).

5.1.5.2.- Base.

Hemos visto que, dados dos vectores no nulos # y vV, de diferente direccién y

cualquier otro vector, W, podemos encontrar siempre dos nimeros reales k; y ko, de

manera que:

Diremos que el conjunto B = {ﬁ,f)} constituye una base de V2.

i
0 = ki + ki / 7

Linalmente independientes

Tienen distinta direccion

En el espacio vectorial R?, dos vectores no nulos y linealmente independientes (N0  Forma una base
paralelos) forman una base.

5.1.6.- Producto escalar

Se denomina producto escalar de dos vectores 4 y B al nimero que resulta de multiplicar el médulo

de A4 por el médulo de B y por el coseno de angulo que forman sus lineas de accién. Mateméaticamente:

5 e} cos

Propiedades:

ﬁﬂ=|ﬁ”2 >0 o uUvV=vu o U(V+W)=uv+uw
uv =0« uy v son perpendiculares (u ortogonales) o alguno de
ellos es nulo.

uo uo ]
—_ = g =arccos—— (t,0) = —Y_
lal ol ol R ]

)

g

Comprobar si dos vectores, no nulos, son ortogonales. u L U <> ti'v =0
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e Calcular la proyeccién de un vector sobre el otro.

En el dibujo de la derecha, B-cos(A,B)= HBH‘COSH representa la B B
. - o " AB = |A[|Bfcose
proyeccién del vector B sobre la direccién del vector A, (proyaB) el
producto escalar también puede definirse como el producto del médulo
de uno cualquiera de los vectores por la proyeccién del otro sobre él.

AB= “A“-“B”Cosﬁ - AB-= “A“‘ProyAB

Proy,B =

@ Base ortogonal:

Un conjunto de vectores forman una base ortogonal, cuando dichos forman una base y ademas son
ortogonales dos a dos.
@ Base normada:

Un conjunto de vectores forman una base normada, cuando dichos forman una base y ademas son
unitarios.
v" Un vector i se dice normado o unitario si ||ﬁ|| =1

v" Dado un vector cualquiera no nulo v , podemos obtener un vector unitario con la misma direccién y
. . . s , A~V
sentido que éste, simplemente dividiéndolo por su médulo: v = -—

¥

@& Base ortonormal:

Un conjunto de vectores forman una base ortonormal, cuando dichos vectores forman una base, son ortogonales
dos a dos y ademas son unitarios.

La base ortonormal canénica de R? es la formada por los vectores B{(l,O),(O,l)} 6 {f,}}

Sea B = {f,}'} , una base ortonormal de R? y (xl,yl) Y (xz,yz) las coordenadas de © y V respecto de la

base ortonormal B.
— / oL

La forma analitica del producto escalarde # y v es: |l7 U=XX, +V Vzl P P 3
Base juiera Base g Base ortonormal
5 5 aLd 217 [a] =1
Respecto de una base ortonormal, el médulo del vector ti(x,y)es: |[] = vx* +v =
XXy V1Y

Y el angulo formado se obtiene: |a = arccos —
VX1tV X T Yy

Los vectores 1 y V seran perpendiculares (ortogonales) si y solo si t'd = x;'x, +;'y, =0

5.2.- Coordenadas de un punto del plano

Consideremos un punto fijo O del plano y una base B = {&,5} de V2.

El conjunto formado por Oy B = {G,B} constituye un sistema de referencia

en el plano, pues permite determinar la posicién de cualquier punto del plano.
Lo denotaremos por R = {O;u,0}.

En efecto, cualquier otro punto P del plano, determina con O un vector OP . El o X

vector libre OP que denotaremos por p se denomina vector de posicién del
punto P.
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Sean (p1,pz) las componentes de p en la base B Diremos que (p1pz) son las coordenadas del punto P en el
sistema de referencia R ={O,U,0} y escribiremos P=(p1ps).

Las coordenadas de un punto P respecto al sistema de referencia R = {O,G,E} son las componentes del

vector de posicién de P enlabase B = {a, 5} . A partir de este momento trabajaremos con la base canénica B = { i,j }

5.2.1.- Componentes de un vector determinado por dos puntos.

Sea R = {O, G,B} un sistema de referencia. Veamos cémo determinar las componentes de un vector P@
en la base canénica B = {7,;} a partir de las coordenadas de P y Q.

Segln la figura de la derecha:

OP+PQ=0Q = p+PQ=G = PQ=G-p B e
i
.
Si P=(p1,p2) v Q=(q1,92), se tiene: ]O -’L‘;

PQ=3-p=(a,,9,)-(p,,p,) = (a, — P1,q> — P»)
Por tanto:

ITQ=EI_I3=(Q1 — P19 —192)

5.2.2.- Punto medio de un segmento.

Consideremos el segmento de extremos A=(aj,az) y B=(b1,b2). ‘ YA
Si M=(mji,mg) es su punto medio, se verifica:
AB - 2AM —A
T N&
—_— — | 2
Y por tanto, si sustituimos las componentes de  ABy AM obtenemos: : \x L
M- a,+b, a,+b, \51 X
2 7 2 B I NS |

5.2.2.1.- Punto simétrico de un punto respecto de otro.

Una aplicacién del punto medio de un segmento, es el célculo del punto

Punto P': P
Simétrico de P respecto de Q simétrico de un punto con respecto de otro.
52 - Si P' es el simétrico de Q respecto de P, entonces Q es el punto medio
OP'=04+P del segmento PP'. Por lo que se verificara igualdad:
P .
PQ = QP
Q Ejemplo: Hallar el simétrico del punto P (7, 4) respecto de Q (3, 11).
P Sea el punto simétrico P’(x,y), tenemos que:

x-3=-4 x=-1
-4, -15)=(x- 11
(4-15)=(x=3y+11) = {y+11=—15 < {

Por tanto el simétrico de P, es el punto P’ (-1,-26)
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5.3.- Ecuaciones de la recta

5.3.1.- Definiciones

k’; ) Matematicas 12 Bachillerato CCNN

e

Para determinar la ecuacién de una recta en el plano, son necesarios dos puntos, o un punto y un vector.

B
(A, 0) = (AR)
A

5l

Aunque si son dan dos puntos, rapidamente podemos calcular el vector que los une y ya tenemos un punto y un
vector.

5.3.1.1.- Ecuacion Vectorial

Sea R = {O, g,f} un sistema de referencia del plano, y sea r una recta

determinada por un punto P (p1,p2) y un vector 7 . Cualquier punto X (x,y)
de la recta queda determinado de la siguiente manera:

OX =O0P + AT

donde A € R esun pardmetro que, al variar, va generando los distintos puntos
de la recta.

Esta expresién vectorial recibe el nombre de ecuacion vectorial de la recta r.

Escrita en componentes queda de la forma: (x,y) = (p,,p,) + ﬂ(rx,ry)

5.3.1.2.- Ecuaciones Parameétricas

. L . X=p,+Av L
Si separamos en componentes la ecuacién vectorial, tenemos: { * 1 * que es la expresién de las
Vy=p, + A,

ecuaciones paramétricas de una recta.

5.3.1.3.- Ecuacion Continua

Si despejamos el pardmetro A de cada una de las ecuaciones paramétricas, tenemos:

L XD x-3_ ¥4\ 25\ Ecuacién continua
{X =p,+ A'Ux U, 3/ 4
. :
y=p,+Aiv, P e (=0
v

Que, por igualacién, nos da:

Expresién que se conoce como ecuacion continua de una recta.
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5.3.1.4.- Ecuacion General

De la ecuacién continua, y multiplicando en cruz, obtenemos: v, '(x - px) =0, ( y— py)
Operando y Agrupando todo a la izquierda: xv, =v,'p, =y, +v,p, =0
v, =A
Donde haciendo el cambio {-v, =B , da lugar a:
v.p, —U,p, = C
Ax+By+C=0

Que es conocida como ecuacion general de la recta, y donde el vector director viene dado por: 7 = (—B,A) .

También se le llama ecuacién cartesiana o ecuacién implicita de una recta.

5.3.1.5.- Ecuacion Explicita
Si de la ecuacién general, despejamos y, tenemos: = =——x—-—

Si llamamos m = % Yy n= % , tenemos:

. P -A .
Que es la ecuacion explicita de una recta, y donde m = —, es la pendiente de la recta y se corresponde con

el cociente entre la componente y del vector director y la componente x. m=--

5.3.1.2.- Ecuacion Segmentaria o Canonica

Si de la ecuacién general, despejamos C, y dividimos todo por —C:

Ax+By+C=0 - Ax+BY =-C - %x+£y=1

Y operando, llegamos a:

a=— X
é n é =1 si hacemos los cambios: . ; , legamos a: ; +% =1
A B B

Que es la ecuacion segmentaria de una recta, y que corta el
sistema de referencia en los segmentos a y b.

a es la abscisa en el origen de la recta.
b es la ordenada en el origen de la recta.

Los valores de a y de b se se pueden obtener de la ecuacién
general.

Siy = O resulta x = a.
Six = Oresultay = b.

Una recta carece de la forma candnica en los siguientes casos:

e Recta paralela a OX, que tiene de ecuacién y = n
e Recta paralela a OY, que tiene de ecuacién x = k
e Recta que pasa por el origen, que tiene de ecuacién y = mx.
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Ecuacién y Caracteristicas de una RECTA

Pasa por (xg, ¥o) ¥ --- Vector Otro punto | Pendiente | Ang con OX Ec. general Ec. implicita Grafica
g L
(x).¥,)= D X=X _Y=% :
Vector (a, b) (a, b) R g e m a=arctgm A b Despejar y
ﬁ forma continua
U
(a,b)= =Y
Otro punto (x;, ¥,) S =3 (x4, Y4 )= ™ _X; ==
M
B3 <
' (X ¥)= i
Pendiente m (a,b) =(1,m) B ) m a.=arctgm | Agrupar términos Y=Y, =m(x—Xx,)
ﬁ
1
Angulo con OX O m=tga O
P LF R
Ecuacién general: (a.b)=(=B,A) [x ]y ] A
=-_— |o=arctgm = Despej
Ax+By+C=0 - (B~A) !! m="3 g AxBy+Lml ey
T <
Ecuacién implicita: ) [x]¥]
e (a,b) =(1,m) ﬂ m o=arctgm | Agrupar términos y=mx+n
Grafica:
(n', 0) Xadicy
n n
(0: n) forma canénica
5.3.2.- Posiciones relativas de dos rectas
r=(r,r) s =(s,,s,)
Sean las rectas r y s, de las que conocemos un punto y un vector: r: v
P(p,,p,) Qlq,.q,)
Las posiciones relativas de dichas rectas pueden ser:
Secantes Paralelas
Si los vectores ¥ y S no son paralelos: 7 # k's Si los vectores ¥ y S son paralelos r =k's
No perpendiculares Perpendiculares No Coincidentes Coincidentes
s
s
s
- ,

-

[]

/

Fzks yrs=0

Frks yrs=0

r=ksyQer

r=ksyQer

Para ver cudl es la posicién relativa de dos rectas, basta con resolver el sistema formado por sus ecuaciones

generales.

v' Si tiene solucién unica, las rectas son secantes. (S.C.D.)
v' Sino tiene solucién, son paralelas. (S.1.)
v' Si existen infinitas soluciones, son coincidentes. (S.C.1.)
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Sin embargo, para determinar la posicién relativa de dos rectas, no es necesario resolver el sistema por sus
ecuaciones. Basta con observar los coeficientes de sus ecuaciones generales:

Ecuaciones Condicion Posicion relativa
A B
S Secantes
r:Ax+BY+C=0 i B
A B C Paralelas
s:A'x+B'v+C'=0
A B C a .
Yl Coincidentes

Ejemplo: Determina la posicion relativa de las rectas r: -x+y=-1 y s: 2x+3y+3=0.
r=(-1,-1)
s=(-3,2)

El vector director de cada una de ellas es: } y como: 7 # k'S las rectas son secantes.

5.3.2.1.- Angulo entre dos rectas

Dos rectas secantes r y s determinan cuatro angulos iguales dos a dos por ser =5 et
opuestos por el vértice. Al menor de ellos se le define como el dngulo entre las rectas. et
Utilizando el producto escalar, podemos calcular dicho angulo: 4

-l
v ; -
a = Arccos|—— ’ -
a1 S
__8 {
Decimos que si el dngulo que forman dos rectas es de 90 grados, estas son :: ,ff
perpendiculares. cailors 18 /
~ g Yo [ y=3x- 4
d T
Si la recta r, tiene por ecuacién general r: Ax+By+C=0, su vector director es ] Jf
: . _-A : ) . T
(-B,A) v su pendiente serd m = — . Una recta perpendicular a ésta, s, tendrd por 4 +/ P
B -?-3-5-4-3-2-1__1}5234ss'%‘
ecuacion: s: -Bx+Ay+K=0 cuyo vector director es (A,B), y su pendiente seréa: T J;é'
B I
m =2 /
T A Is

Por tanto; las pendientes de dos rectas perpendiculares, son inversas y opuestas:m, = —
m

Con lo visto anteriormente, llamamos vector normal de una
Vector normal recta, al vector perpendicular a dicha recta, y que
ve(2. 3) obtenemos directamente de la ecuacién general. (Ver
figura adjunta)

Sir: AX+BY+C=0, r = (-B,A) es el vector director de la
recta, y n = (A, B) es el vector normal de la recta.

4

Otra forma de calcular el dngulo entre dos rectas, seria
utilizando los vectores normales de ambas:

o = Arccos

n;n,
I |

Si por el contrario, lo que conocemos son las pendientes, m; y mg, para calcular el &ngulo podemos utilizar
la férmula:

a = Arctg My =M,

1+m, m
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5.3.3.- Haces de Rectas

Para determinar una recta necesitamos un punto y un vector director. Con solo uno de estos, la recta no
queda determinada: hay infinitas rectas que pasan por un punto e infinitas rectas con una misma direccién.

X-li=ll 6]
Y-y =m,(x-x,) :
7 Y-y =0
) S T e t{y T T e R (i T
]
Haz de rectas Secantes Haz de Rectas paralelas

En el primer caso diremos que se trata de un haz de rectas secantes, y en el sequndo caso de un haz de
rectas paralelas.

5.3.3.1.- Ecuacion de un haz de rectas secantes

La expresién analitica del haz de rectas de centro P(xo,y0) es: G(X - X ) + b(V - Vo) =0

A partir de esta expresién y dando valores a los parametros a y b, se obtienen las distintas del haz.

» Paraa=0yb=1, tenemos: y=y, (Paralela al eje X)
» Paraa=1yb=0, tenemos: x=x, (Paralelas el eje Y)

El haz de rectas de centro P(xo,y0) el punto por el que pasan todas las rectas del haz. La ecuacién de una recta
cualquiera que pase por el punto A, es:
Y=Y, =mlx —x,)

Al variar el valor de m, obtenemos las diferentes rectas que pasan por el punto P.

5.3.3.2.- Ecuacion de un haz de rectas paralelas

Hemos visto que Ax+By+C=0 es la ecuacién general de una recta r, cualquier recta paralela, ha de
tener los coeficientes de x e y proporcionales a A y B, respectivamente, y C distinto. Por tanto, la ecuacién de un
haz de rectas paralelas seréa:

aAx+aBx+C'=0

Si dividimos todo por « , tenemos:

Ax+By+K=0
Con keR .

Al variar el valor de k, obtenemos las diferentes rectas paralelas a
r.
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Ejemplo: Dadas las rectasr: kx + 5y +1=0 y s:6x —3y+ 8 =0. Determinar k de modo que:
a) ryssean paralelas. b) ry s sean perpendiculares
Solucién:

a) Sirysson paralelas = sus vectores directores d = (=5, k) y d’ = (3, 6) también lo son = son proporcionales:

5 k
376 =k=-10
b) Sirysson perpendiculares = d =(-5,k)y d' =(3,6) son perpendiculares = d-d'=0 =15 +6k=0 = a=
15 5
6 2

5.4.- Distancias

En matematicas, la distancia euclidiana o euclidea es la distancia "ordinaria" (que se mediria
con una regla) entre dos puntos de un espacio euclideo, la cual se deduce a partir del teorema de Pitagoras.

5.4.1.- Distancia entre dos puntos

La distancia entre dos puntos A (x1,y1) v B (x2,y2) del plano es el
modulo del vector fijo que determinan. (T2,92)

d(AB)= “Xé” d Y2 — N
Analiticamente:

(Z1,5n) T2— 1

d(A,B) =[AB| = (x, ~x,)" + (v, -,

5.4.2.- Distancia entre un punto y una recta.

La distancia entre un punto P y una recta r, es la minima
de las distancias entre el punto P y cualquiera de los puntos de la recta r.

La distancia de un punto P a una recta es la longitud del
segmento perpendicular a la recta, trazada desde el punto P.

distancia de P a |

v' Si P er , ladistancia es cero: d(P,r)=0

v' Si Pgr ,ladistancia de P a r es el médulo del vector QP , siendo Q el punto de interseccién de la recta
r y la recta perpendicular a r que pasa por P.

Sea Ax+By+C=0, la ecuacién de la recta r; y P(p1,p2) el punto dado, la distancia de un punto a una recta viene
dada por la expresion:

p,+Bp, +C|

d(p.r)= A
P s

5.4.3.- Distancia entre dos rectas.

La distancia entre dos rectas r y s, es la minima distancia entre un punto cualquiera
de la recta r y un punto cualquiera de la recta s.

e Si las rectas son paralelas, la distancia entre r y s, es la distancia de un punto
cualquiera de una de ellas a la otra.

M
e Sijlas rectas son secantes o coincidentes, la distancia es nula: d(r,s)=0 1
(PP \
r 3\
\ \

Sear: Ax+By+C=0ys: Ax+By+C'=0, con C'# C , y P(p1,p2) un punto de la recta r.
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En tal caso tendremos:
|A p,+Bp, +C|

JA? + B

d(r,s)=d(P,s)

¢

A8

Pero como Ap;+Bpz=-C, por ser P un punto de la recta r, llegamos a:  |d(r,s) =

Ejemplo: Dados los puntos P(0, 4), Q(2, -5) y larectar: -3x +y + 1 =0, halla la distancia:
b) Entre Py Q b)DeQ a r.

Solucién:
a  d(p, @)=|PQ|=|(2-1) |=2 +(-1) =Ja+1=[5u
! |—32 5+1| |-6 5+1| 10,10

Wﬁrmﬁ

En resumen, todo lo visto de rectas hasta el momento lo podemos resumir en la siguiente tabla:

Vectores, distancias y angulos

VECTORES ANGULOS
T Pendientes: Vectores: Ecuaciones:
r=va +b a=rcosu - b Ax+Byv+C=0
Vector B i Z{b e Rectas m u (a,b) X ¥ =
2o = A= m' v (a',b') A'x+By+C=0
G ) v=k-u A B
- .b - ol wim! k!
Suma i E{a. JI =il+V=(a+a"b+b') / m=m (a'.b')=k(a,b) A" B
it V(a b pendientes iguales ? B
u+v paral lelas veclores proporcionales coeficientes proporcionales
R . i (a,h) ~
Diferencia

; & 1 B m=m' (a',b")=k(a,b) A_B_C
v ((,' A )J Fedlim Ve (” -d. 'l' J) ) pendientes iguales veclores proporcionales A BF C
se suma . coincidentes ¥ un punto comiin ¥ un punto comuin coeficientes proporcionales
el opuesto
8 i(a.b y
Produ_cio por ki ) = kil =(Ka, kb)
un nimero ke
vectores perpendiculares
ii(a,b) - ) m-m'
Frodicss ﬁ' Z ¢ = i+ V=aa'+bb'ENR & tgo=—— cosa =
escalar v (a',b") ‘ :

1 iv=0
m=—-— a-a'+h-b'=0 A-A'+B-B'=0

perpendiculares

a=90°

u-v coso_AAYEE
s Mmsa —— l+m-m ‘u||v‘ JAT+ B A B

—_— m=1_

—0° (a.0) y=n

DISTANCIAS recta horizontal o=
P (x,¥

(x 'P'}}={f(P.Q]=|Pa= m=oo

punto—punto Q (x2.32) (0,b) x=k

(e =x ) +0n=w) recta vertical

P (x5.5) }

P
P r=Ax+By+C=0 = / m=1
Punto—recta d T / o (L1) y=x+n
4 |Ax, + By, +(] / diagonal a=45
(P.r)= Nyl g
R

Ejemplo: Dados el punto P(k, 1) y la recta r: 3x —4y + 1 = 0, halla el valor de k para que la distancia del punto P
ala recta r sea 3.

Solucidn:
3k=3_5 3k-3= 3k=18 k=6
|3k-4+1| [3k-3 [3k-3| [3k-3] 5 3 7 *=3=15 o5 3k=18 o k=
dist(P, r)= = = =3 de donde:
JE(ay Vor16 |2 > 3’(5—_3=—3 > 3k—-3=-15 — 3k=-12 — k=-4

Y por tanto tenemos dos soluciones: k1= 6; kp =-4
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5.5.- Puntos Notables de un triangulo

A la hora de trabajar con tridngulos es importante conocer:

Baricentro

Punto de interseccion de las tres medianas. Estas
son las rectas que pasan por un vértice y el punto
medio del lado opuesto.

Circuncentro

Punto de interseccion de las tres mediatrices.
Estas son las rectas perpendiculares a cada lado en su
punto medio. El circuncentro es el centro de la
circunferencia circunscrita al tridngulo.

mb me

B c
Ma

A

Mec .
" *(Mb

B Cc

Ma -

Si el tridngulo tiene de vértices A(ai,az), B(b1,b2) v C(c1,¢2), las coordenadas del baricentro son:

Ortocentro

Punto de interseccién de las tres alturas. Estas
son las rectas que pasan por un vértice y son
perpendiculares al lado opuesto o su prolongacion.

G_[% +b,+c¢, a,+b,+c,
3 ’ 3

Incentro

Punto de interseccién de las tres bisectrices. Estas
son las rectas que dividen a cada angulo en dos
mitades iguales. El incentro es el centro de la
circunferencia inscrita en el tridngulo.

A
ha o
He
Qo he
B ho C
“|Ha

pa

T

Asi, por ejemplo, dado el tridngulo de vértices A(1,-3); B(4,2) y C(-1,1) calculemos el baricentro, el

ortoedro y el circuncentro:

a) El baricentro viene dado por G = [

a, +b, +c, a2+b2+c2]_(1+4—1 —3+2+1J_(4 Oj

3 3 3 ' 3 ) \3

b) Para calcular el Ortocentro, comenzamos por determinar las rectas que contienen a sus lados:

Recta AB: |5 = (35) XL oYE3 5 3y-14-0
A(1,-3) 3 5
AC = (- 4+2+k=0
RectaAC: 1AC=(24) | 4iopik-0 o { ter S reidx+2042=0
Cl-11) k=2
Recta BC: BC=(-5-1) Tsc x-4_y-2 = Ige:x-5y+6=0
B(4,2) -5 -1
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La altura correspondiente al vértice A, ha, es la recta perpendicular a rac, luego sera
de la forma 5x +y+k =0 y sustituyendo el punto A: h, : 5x+y—-2=0 .

De forma anéaloga, obtenemos las alturas correspondientes a los vértices B y C:

hy :x-2y=0 h :3x+5y-2=0
5x+y-2=0
Y finalmente el Ortocentro es la solucién del sistema: {x -2y =0 que se
3x+by-2=0

corresponde con el punto: H i,z
1111

Como podemos ver, para calcular el Ortocentro no necesitamos calcular las tres alturas, simplemente con dos nos basta.

c¢) Para calcular el circuncentro, determinamos antes los puntos medios de los lados AB, AC y BC.

Estos, son respectivamente: M ,; (%, —%) M,.(0,-1) Mg (g,%)

La mediatriz correspondiente al lado AB, mag, es perpendicular a rag, luego sera
de la forma: m,; :3x+5y+k=0 , si hacemos que pase por el punto

M,; E,—l , tenemos: 3§+5_—1+ k=0 — k=-5, por tanto:
2 2 2 2
my; :3x+5y-5=0 :
Anélogamente, la mediatriz correspondiente al lado BC, mgc, perpendicular a rgc, 31 A

es de la forma: 5x+y+t=0, si la hacemos pasar por M. (g,g), tenemos:

5%+%+t =0 - t=-9,portanto: m,.:5x+y-9=0

Y de forma similar para la mediatriz del lado AC, tendremos: m,. : x -2y -2=0
3x+5y-5=0

Asi que resolviendo el sistema, nos daréa el circuncentro: {5x +2 v —g = 8 —  Circuncentro : O(%,I—H
x-2y-2=

Como en el caso anterior, para calcular el circuncentro, bastaria con calcular el punto de corte de dos de sus mediatrices.

5.5.1.- Recta de Euler

/ Llamamos recta de Euler, a la recta que
' contiene a los tres puntos notables de un tridngulo, es
decir, a la recta que contiene al Baricentro,
Ortocentro y circuncentro.

Continuando con el ejemplo anterior, la recta que

. Baricentro
une G y H, es la recta que pasa por G y tiene por

==

vector director el vector GH = ﬁ,z , luego es
33 11
la recta:
4
*"3_ v
E =Z = Iy :3x+16y-4=0
33 11

. 21 - . L
Y como podemos comprobar, el circuncentro O(E,EJ pertenece a esta recta, puesto que, si lo sustituimos en

ella, tenemos:
SE 60-16-44
11 11 -
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5.6.1.- Lugares geomeétricos. Definicion

P (x,y)
Se llama lugar geométrico a un conjunto de puntos que cumplen una ’!
determinada propiedad. L ¥
a) Lamediatriz de un segmento AB es el lugar geométrico de los puntos, ,'; : 2
P, que equidistan de sus extremos: Alxy . yy) : B (%y.¥,)
d(P,A) = d(P,B)| #°

b) La bisectriz de un angulo de lados ry, 12, es el lugar geométrico de los
puntos , P, que equidistan de r; y ra:

|Ax+By+C| B |A'x+B'y+C'|

d(P,r;) =d(P,r,)

Ejemplo: Hallar las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos que determinan las rectas:
r=3x-4y+5=0ys=6x+8y+1=0.

Como acabamos de ver, las bisectrices son los puntos que equidistan de ambas rectas:

|3x -4y + 5| _ |6x +8y +1| N I3x -4y + 5| _ |b6x + 8y +1]
NN T 5 10

Como es una ecuacién en valor absoluto, resolvemos:

d(P,r) =d(P,r,) 2[3x -4y +5|=[6x + 8y +1|

2(3x—4y+5)=6x+8y+1 - 6x-8y+10=6x+8y+1 — 16y=9

2]3x -4y +5/=|6x+8y+1] —
—2(3x-4y+5)=6x+8y+1 —> -6x+8y-10=6x+8y+1 —> 12x=11

Por tanto, las bisectrices son: b;) 16y=9 Y by) 12x=11

c) Circunferencia de centro Cy radio r es el lugar geométrico de los puntos

P, cuya distancia al centro C es r: P (x. y)

dP,C)=r

5.7.- Conicas

' Las curvas llamadas cénicas son circunferencias, -elipses,
hipérbolas y pardbolas. Se llaman asi porque se obtienen cortando
mediante planos una superficie cénica.

Cuando en el siglo Il a.C. Apolonio de Perga describié las elipses, pardbolas
e hipérbolas como cénicas, estaba muy lejos de imaginar que dichas curvas
se ajustaban a los movimientos de los cuerpos celestes. Durante muchos
siglos, se consider6 que las oOrbitas de los planetas eran circulares. Fue a
comienzos del siglo XVII cuando Kepler enuncié sus importantes leyes, una
de las cuales asigna 6rbitas elipticas a dichos cuerpos. Solo un siglo antes,
Copérnico habia dado al traste con la concepcién geométrica del universo,
haciendo ver que era la tierra la que giraba alrededor del sol.
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Elementos de las cénicas:

v

oblicuo.
v
v
v
cénica de revolucion.
v

pueden obtenerse diferentes secciones conicas.

Superficie: Una superficie cénica de revolucién estd engendrada por la rotacién \
de una recta alrededor de otra recta fija, llamada eje, a la que corta de modo

Generatriz: La generatriz es una cualquiera de las rectas oblicuas.

Vértice: El vértice es el punto central donde se cortan las generatrices.
Hojas: Las hojas son las dos partes en las que el vértice divide a la superficie
Seccién: Se denomina seccién cénica a la curva interseccién de un cono con un

plano que no pasa por su vértice. En funcién de la relacién existente entre el
angulo de conicidad (a) y la inclinacién del plano respecto del eje del cono (B),

Matematicas 12 Bachillerato CCNN

g e /

‘ v\

/

’ \
\

'

Si el plano que corta a la
superficie cénica es perpendi-
cular al eje, la seccién es una
circunferencia.

Si inclinamos el plano, de
modo que sea oblicuo con el
eje y corte a todas las
generatrices, la seccién es una
elipse.

Si continuamos inclinando el
plano de modo que sea
oblicuo con el eje y que sea
paralelo a una generatriz,
resulta una pardbola.

Si inclinamos ain maés el
plano, de modo que sea
paralelo a dos generatrices,
resulta una curva con dos
ramas, llamada hipérbola.

CIRCUNFERENCIA  ELIPSE

5.7.1.- Circunferencia

P(x. y)

C(a, b)

La ecuacién de una circunferencia viene dada por la expresion:

d(P.C)=(x~a) +(y-b) =r

En la que P es un punto cualquiera de la circunferencia P(x,y) y C(a,b) es su centro.

Si elevamos al cuadrado ambos miembros:

(x—cl)2+(y—b)2 =r’

Y operamos un poco, llegamos a:

x* —2ax+a® +y* —2by +b* =r*

Si reordenamos los términos:

x?+y? —2ax-2by+a® +b? —r* =0

Observamos que se trata de un polinomio de segundo grado en x e v, tal que los coeficientes tanto de x> como de
y? son 1 y que no tiene término en xy:

x*+y* +Ax+By+C=0
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A=-2a
Donde:< B =-2b

a+y*-r*=C

. . . . . -A -B
Si nos dan una circunferencia mediante la ecuacién x* +y? + Ax + By +C =0, su centro es el punto C (7,7j

2 2
y su radio es r = (jj +(£J -C
2 2

Por tanto, a la hora de saber si una expresién de sequndo grado en x e y de la forma x? + y? + Ax + By+C =0 se
corresponde con una circunferencia, ha de verificarse que:

2 2
7)) -e»o
2 2
Ejemplos:

a) La circunferencia de radio r=3y centro C(1,-2), tiene por ecuacién (x-1)%+ (y+2)?=32, o desarrollando
esta expresion, si se prefiere, x*+y?-2x+4y-4=0

b) La ecuacién x*+y%-6x+8y=0, representa una circunferencia de centro (3,-4) y radio r=>5, pues:

(224 vr- J(_-_;f (2)-0- s

A este resultado puede llegarse completando cuadrados. Observa:

X 4)?-2x+4y-4=0 & (x*-6x+9)+(v’+8y+16)-16=0 <& (x-3) +(y+4) =5

5.7.1.1.- Determinacion de una circunferencia

En general, se necesitan tres puntos o tres condiciones para determinar la ecuacién de una circunferencia,
pues son 3 coeficientes que es preciso conocer en cualquiera de las formas de expresar la circunferencia que hemos
visto. (En el primer caso a, b, r; y en el sequndo A, B, C)

A — Que pasa por tres puntos

y| Asi, para determinar la circunferencia que pasa por los puntos A(-3,3) B(-2,0) v C(1,3),
i sustituimos en la ecuacién x* +y? + Ax + By + C = 0 las coordenadas de los puntos A,
/ f‘ [ .C(1,3) By C, yobtenemos el sistema:
SA(33) 81 8
= 9+9-3A+3B+C=0 A=2
g ! 4+0-2A+0+C=0} cuyasoluciénes: < B=-4
4 Be20) | 1 2 1+9+A+3B+C=0 c=5

Luego la circunferencia pedida tiene por ecuacién x%+y?+2x-4y=0. Su centro es el punto (-1,2) y su radio r = J5

B — Que pasa por dos puntos y por una recta

xey-4=0 i También podemos determinar la circunferencia que pasa por los puntos A(-2,1), B(3,0)
2 y tiene su centro en la recta r: x+y-4=0, diciendo que el centro de la circunferencia estéa
en la interseccién de la mediatriz del segmento AB y la recta r.

Punto medio de AB : (l,lj
2°2

Vector normal al vectorAB : (1,5)
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5x-y-2=0

Su Centro esté en la solucién del sistema:
x+y-4=0

} - C(L3)
Y el radio es la distancia entre los puntos, por ejemplo, Ay C: d(A,C) = V13

Asi, la circunferencia tiene por ecuacién: (x — 1)2 +(y- 3)2 =13

5.7.1.2.- Posicion relativa de una recta y una circunferencia

_ ) EXTERIORES TANGENTES SECANTES
Dada una circunferencia y una recta, ésta puede ser
exterior a la circunferencia (no tienen puntos en comun), 5
tangente a la circunferencia (tienen un punto en comuin) o ' ’\
secante (tienen dos puntos en comun)
Para determinar la posicién relativa, basta con resolver el gz g s -
sistema que forman sus respectivas ecuaciones.
Se cortanen 1 Se cortan en 2
No se cortan
punto puntos

5.7.1.3.- Recta tangente y normal a una circunferencia

Como sabemos, la recta tangente a una circunferencia es perpendicular al radio correspondiente al punto
de tangencia. Por tanto, el radio esta contenido en la recta que pasa por el centro de la circunferencia C(a,b) y por

el punto P(x,,y,) de tangencia. Como esta recta tiene por vector director: CP = (x0 -a,y, - b) , su pendiente es:

-b
— Y , v la pendiente de la recta tangente (por ser perpendicular) serd: m, = P
X, —a Yo ~

X, —a

m

Luego la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia (x - a)2 + ( y— b)2 =r? en el punto P(xo,yo)

viene dado por:

X, —a l
y—yo=—y_b(x—&) 8
e
La recta perpendicular a la tangente en el punto de tangencia se ;— normal
llama recta normal a la circunferencia v su ecuacién viene dada por la | \\\
expresion: | 2 N
P 8(6,0) /
s Sy
Y, —b ] B 4
V=Y, xo__a( 2) s
tangente ~

5.7.1.4.- Posicion relativa de dos circunferencias

Dos circunferencias pueden ser:

Una interior ala Tangentes Tangentes

. . . Concéntricas
exteriores interiores

\

Exteriores Secantes

ML

R-R’<d<R+R’

d=R+R’ d=0

Para hallar la posicién relativa de dos circunferencias se resuelve el sistema formado por ambas
ecuaciones obteniendo una ecuacién de primer grado, se despeja en esta ecuacion la incégnita mas fdcil
v se sustituye en la ecuacion de la circunferencia mds sencilla.

Asi sabremos si son exteriores, tangentes o secantes, segiin los puntos que tengan en comun. Para precisar
mas la posicidn relativa se hallan los radios R y R’, y también la distancia entre los centros.
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Ejemplo: Estudia la posicion relativa de las siguientes circunferencias.
Clzx2+y2+2x—2y—6=0 CZ:x2+y2—4x'—8y+18=0

Resolvemos el sistema, restando a la primera ecuacién la segunda. Y tenemos:

6x+6y-24=0 —> x+y-4=0 —> y=4-x
Que sustituyendo en la primera ecuacién, nos da:

X +(4-x) +2x-2(4-x)-6=0
Y operando, obtenemos:
x2+16-8x+x?+2x-8+2x-6=0 < 2x*-4x+2=0 —> x?-2x+1=0 — (x—l)2 =0 - x=1

Sustituimos x=1 en y=4-x, y obtenemos el punto P(1,3)

Por lo que como solo obtenemos un punto las circunferencias son tangentes. Para ver si son interiores o
exteriores, calculamos la distancia entre ambas (distancia entre sus centros)

C,(-1,1
C X +y?+2x-29-6=0 — x*+2x+1-14y"-2x+1-1-6=0 — (x+1)°+(y-1°=8 - i
=22
2 2 2 2 2 2 Cz(2s4)
C,:ix?+y* —4x-8y+18=0 —> x*-4x+4-4+y"-8y+16-16+18=0 —> (x-2) +(y-4) =2 N
T, =

diC,,C,)=[CC:| = (3) +(3)" =3V2

Y como d(C,,C,) = 32 =r, +r, las circunferencias son tangentes exteriores.

5.7.2.- Elipse

Una elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la suma de distancias a dos puntos fijos
llamados focos es constante e igual a 2a.

|d(P,F)+d(P,F')= K = 2a

5.7.2.1.- Elementos de una Elipse

v" Focos F y F’ son los puntos fijos.

v" Se llama eje focal a la recta que pasa por los dos focos.

v'  El eje secundario es la mediatriz del segmento que determinan los focos. La elipse es simétrica respecto
de ambos ejes.

v' El centro O es el punto de corte de los dos ejes.

v' Los vértices de la elipse A, A’, B, B’ son los puntos de corte de ésta con los ejes. Es segmento AA’ se llama
eje mavor de la elipse y se representa por 2a. Al segmento BB’ se le llama eje menor vy se representa por
2b. El semieje menor es b.

v" La distancia entre los focos se llama distancia focal y se representa por 2¢; la semidistancia focal es c.

X
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5.7.2.2.- Ecuacion reducida de una Elipse

Se un sistema de referencia cuyo eje de abscisas sea el eje focal de la elipse y cuyo origen coincida con el
cetro de la elipse.
B(0.b)| En dicho sistema de referencia los focos son los
puntos F(c,0) v F’(-c,0). Los vértices tienen por
coordenadas A(a,0), A’(-a,0), B(0,b) y B’(0,-b).

Para cualquier punto de la elipse, la suma de sus
| distancias a los focos es constante, como dice su
A-a0) F"{.-t. 'm T s A{a0)  definicién. Para el vértice A de la elipse,

{ D(A,F)+d(A,F’ = =cte. Pero también como podemos
ver en la figura d(A,F)+d(A,F’)=2a.

Para el wvértice B de la elipse tenemos
B'(0-b) d(B,F)+d(B,F’)=2?, (al ser iguales) 2d(B,F)=22, por
' tanto d(B,F)=a.

Al aplicar Pitagoras al triangulo OFB, tenemos que: a?=b?+c?.

Sea P(x,y) un punto cualquiera de la elipse, podemos escribir:

dP,F)+d(P,F)=2a © (x—c) +v*+y(x+c) +v* =2a
Si pasamos una raiz al sequndo miembro y elevamos al cuadrado:

2

(x—c)2+y2:2c1— (x+c)2+y VRS (x—c)2+y2:4az+(x+c)2+y2—4a' (x+c)2+y2

Operando, llegamos a:

(x—c)’ +y? —4a® —(x+c)" —y? = —da/(x+c) +y*

x%+c% - 2xc+v? —4a® — x? —c? - 2xc - v? = -4a (x+c)2+y2

Elevando ambos miembros al cuadrado otra vez:

2 2
—4xc-4a® =-4a\(x+c) +v? o>  xc+ad® =ay(x+c) +v¥ o> x*? +a’ +2xcd” = a2(><2 +c? +2xc+y2)
x%c? +a* + 2xca® = a®x? +a’c? + 2a’xc + a’y? o> xP (c2 -a? ) +a® (02 -c? ) -a’y* =0
Si pasamos el término independiente ala izquierda de la igualdad tenemos:

xz(cz _az)_azyz _ az(cz _az)
Y como c? —a?® = —b?
“x%h? — y?a® = —a?b?
Dividiendo todo por —a?b?, llegamos a:
2 2

+==1

QN| =
%[

Que es la ecuacion reducida o canénica de la elipse.

Ejemplo: Escribe la ecuacion de la elipse de focos F(4,0) y F’(-4,0) v de semieje mayor 5.
De la relacién a?=b?+c?, tenemos que b?=a*-c?=5?-4>=9

2 2
. . . X
Por tanto, su ecuacién reducida sera: 25 +¥ 1

9
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5.7.2.3.- Excentricidad de la Elipse

. . C . .
Se llama excentricidad de una elipse al nimero e = — y su valor estd comprendido entre O y 1.
a

000 ®=

e=0.0 e=0. e=0.5 e=0.8 e=09
increasing eccentricity >

Este nimero, nos da informacién del achatamiento de la elipse. Si e=1, tenemos una circunferencia y si e=0,
tenemos un segmento.

5.7.2.4.- Elipse centrada en el punto C(m,n)

La ecuacién reducida de la elipse de centro C(m,n) se obtiene haciendo una traslacién: x se sustituye por
X-m e y por y-m, obteniendo:

2 2 o (x-2)2/25+(y-1)2/9=1
(X _ m) + (y B n) — 1 _,,fﬂ" 7_7_,_,_7—0" — ,_,_7_7_7_‘1-1‘
aZ bZ // a : \\\\
| ,. | o
Por ejemplo, en el grafico de la derecha tenemos la elipse de /F' = (-2, 1) 0= 1) F=(6:1)
centro en O(2,1) y en la que a=5 y b=3. Su ecuacién sera: V+= (_'3, 1) {1) = * V=@ 1)
2 2 -3\-\2 4 01 2 3 4 5 6/7 8 9
(x-2) N (v-1) _1 ! i
25 9 o

v Elipse centrada en el origen y de eje mayor en el eje de ordenadas.

2 2

. . X
Su ecuacién serd: = +2_ =1 ,cona>b
b* o
v Elipse centrada en el punto P(x,,y,) v de eje mayor paralelo al eje OX. /,_._43“0"0* B
/
J/ F{x; - €. ¥g) Fix,+c. 'fch
(x —X )2 (y -V )2 A # o) Cxgygh / Akg* 8. ¥g)
Su ecuacién sera: 2+ b2° =1, con a>b. \
a /
\‘-x.,___,__,..--'/
Blx, . Vo b)
Ay +a)

v Elipse centrada en el punto P(x,,y,) v de eje mayor paralelo al eje OY.

2 2
(x b;%) + (y ag") =1 , con a>b. Bl b. ¥, Bixy*b.¥y)

Su ecuacién sera:
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e

Ejemplo: Halla el centro, los semiejes y la excentricidad de la elipse de ecuacién 4x>+8y?+4x-16y-7=0
La ecuacién puede escribirse 4(x?+x)+8(y?-2y)=7.
Completando cuadrados en el primer miembro de la ecuacién, tenemos:
4()(2 +x+%)—1+8(y2 -2y+1)-8=7 - 4(x+%j2 +8(y-1)"=16

Si dividimos todo por 16, tenemos:

Y de aqui, el centro es el punto [—%,1) . Como a?=4, entonces tenemos que el semieje mayor a=2, y el semieje menor es b = V2

c_+2

+c® tenemosque c?=4-2=2 > c= NA y por tanto la excentricidad es: e =— = >
a

De la relacién o = b?

5.7.3.- La Hipérbola

Una hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la diferencia de las distancias a
dos puntos fijos llamados focos es constante e igual a 2a. La hipérbola tiene dos ramas

|d(P,F)-d(P,F"| = K = 2a

5.7.3.1.- Elementos de una hipérbola

Focos F y F’ son los puntos fijos.

Se llama eje focal a la recta que pasa por los dos focos.

El eje secundario es la mediatriz del segmento que determinan los focos. La hipérbole es simétrica
respecto de ambos ejes.

El centro O es el punto de corte de los dos ejes.

La distancia entre los focos se llama distancia focal y se representa por 2c; la semidistancia focal es c.
Los vértices A, A’ son los puntos de corte la hipérbola con el eje focal. Es segmento AA’ se llama eje real
o mayor de la hipérbola y se representa por 2a.

v" Al segmento BB’ se le llama eje imaginario o menor y se representa por 2b. El semieje menor es b.
Se define de modo que se verifique c?=a®+b?.

ANRNEN

ANENEN

_b
Y=o
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5.7.3.2.- Ecuacion reducida de una hipérbola

Mediante un razonamiento similar al utilizado para la deduccién de la ecuacién de la elipse, y partiendo
en este caso desde|d(P,F )—d(P,F ')| = 2a, llegamos a:

2
Yy 1

2

o

Que es la ecuacion reducida o ecuacion canénica de una hipérbola.

5.7.3.3.- Excentricidad de la Hipérbola

. . c
Se llama excentricidad de una hipérbola al nimero e=— y su valor es
a

siempre mayor que 1.

Este nimero, nos da informacién de la curvatura de sus ramas: cuando disminuye,
aumenta la curvatura de las ramas (en el caso extremo, e=1, degenera en dos
semirectas).

5.7.3.4.- Casos Particulares

e Si el centro de la hipérbola es C(x,,Y,) y el
eje principal es paralelo a OX, los focos tienen
de coordenadas F(xo+c, vo) v F'(xo-c,
yo). Y la ecuacién de la hipérbola sera:

A'(x,?- 8.y, . =
(X _ m)z (y _ n)Z . Cixy, F(xy+c.yy)
& b

¢ Si el centro de la hipérbola C(xo, yo) v el eje principal es
paralelo a QY, los focos tienen de coordenadas F(xo,
vo+c) v F'(xo, yo-¢). Y la ecuacion de la hipérbola sera:

' F[K:-_-,, Yo +¢)

Alxy .Yy +2)

Clx,y,)

i 1 | . . 2
Ay . ¥, -8) b a

4 P, Yp-©) AE

Las dos asjntotas son
perpendiculares

e La hipérbole en la que los semiejes real e imaginarios son
iguales, a=b, se llama, por la igualdad de sus semiejes,
hipérbola equildtera.

2 2

T X 1% 2 2 2

Su ecuacién tiene la forma: | -5=1 —» x"-y"=a
a

Q

|4
Las asintotas forman un
angulo de 45% con los gjes

Y su excentricidad ¢ = c_ V2
a
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5.7.3.5.- Asintotas de una hipérbola

Las asintotas de una hipérbola son las lineas que pasan por el centro de la hipérbola y tocan la hipérbola
en el infinito. Basicamente actiian como tangentes a las dos ramas de la hipérbola al infinito.

Para calcularlas, escribimos la ecuacién reducida de la
hipérbola, cambiamos el uno por cero, desarrollamos la identidad
notable, y despejamos y en cada uno de los miembros.

Asintotas

Veamos un ejemplo, para que quede mas claro el proceso: Vamos a
obtener las asintotas de la siguiente hipérbola:

(x-3)" (v+2)

2

- 1
169 121 Aa.0)
_3 2 2 2
La igualamos a cero: (x ) - (y hl ) =0,
169 121

La convertimos en una diferencia de cuadrados:
x=3Y (v+2) _,
13 1)
Lo convertimos en una suma por diferencia:
x—3+y+2 (x-3 y+2 0
13 11 13 11

Y como el producto es cero, ambos pueden ser cero, y por tanto, tenemos:

(x1—33+y1+12j:0 G 1lx-3)413(w+2 =0 - 11x-33+13y+26 =0

(x1_33_y;12j:0 - 11(x-3)-13(y+2)=0 — 11x-33-13y-26=0

De donde si despejamos y en ambas ecuaciones: y= 11 X+ A Y= L

R =— X+ —
13 13 13 13
Obtenemos las ecuaciones de las dos asintotas.

5.7.4.- La Parabola

La parabola es el lugar geométrico de los puntos, P, del plano que equidistan de un punto fijo F, llamado
foco, y de una recta fija & llamada directriz.

Esto es, si P es un punto de la parabola se cumple que: d(P,F) = d(P, )

parabola

FEje

4= - - Q’
Foco ~I~ _

b

Vértice T

e o

directriz
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5.7.4.1.- Elementos de una parabola

e Larecta que pasa por el foco y es perpendicular a la directriz se llama eje de la parabola. La parabola es
simétrica respecto de su eje.

e Elvértice V es el punto de corte de la parabola y su eje.

e La distancia del vértice al foco se llama distancia focal y se representa por p/2. El nimero p, distancia
del foco a la directriz, es el parametro de la parabola.

5.7.4.2.- Ecuacion de una parabola

Tomemos el vértice de la pardbola como origen de coordenadas y su eje como el eje OX.

En este sistema de referencia el foco tiene por coordenadas F (g,Oj y la directriz es la recta 6 = —g , si el punto

P(x,y) es de la parébola, la relacién d(P,F)=d(P,d) equivale a :

pz
2 _
[" 2)“’ -

Elevando ambos miembros al cuadrado se tiene: d: x=-pi2

2 2
o)
2 2

Si operamos, resulta la expresion: —_—

Que es la ecuacién de la parabola.

x+P

2

Asi, por ejemplo, la parabola del foco en F(2,0) y
directriz la recta 6 :x =—2 tiene por parametro
p=4, luego su ecuacién es:

v?=24x =8x

5.7.4.4.- Casos Particulares

Mediante célculos similares al anterior, se obtienen las ecuaciones de los siguientes tipos de parabolas:

Y}
e De vértice en el origen vy su eje coincide con el eje OY:

Su ecuacién es: /xz = 2py

Por ejemplo, en la pardbola de foco en F(0,3) v directriz § = -3 , es p=6, 0
luego su ecuacién es x* =12y

e De vértice en el punto V(x.,y,) v eje paralelo al eje OX:
Su ecuacién es: |(v -y, )2 =2p(x—x,)
k:
Su fofo es el punto F (xo + g, yoj ; su directriz es la recta x = x, —% \
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e De vértice en el punto V(x.,y,) y eje paralelo al OY:

Su ecuacién es: |(x - X, )2 =2p(y-v,)

Su fofo es el punto F (xo, Y, + gj ; su directriz es larecta y =y, —g

-

o X

Observacion: En cursos anteriores va has trabajado con un tipo de pardbola; su ecuacién era de la forma:

-b b*-4 b
v=ax?+bx+c , su vértice estaba e, el punto V _’—ac Y su eje era la recta: x = ——
2a 4a 2a

Ejemplo: Determina el foco, la directriz, el vértice y el eje de la pardbola de ecuacion y* +6x+6y+3 =0

La ecuacién se puede escribir de la siguiente manera:  y® + 6y = —6x — 3
Completando el cuadrado del primer miembro: ~ y* +6y+9=-6x-3+9 — (yv+ 3)2 =—6(x-1)

Asi el vértice es el punto V(1,-3), v el eje la recta directriz y=-3.

Como 2p=-6, entonces p=-3 y por tanto el foco es el punto F (1 - %,—3) = [—,—3)

Y la directriz es la recta 5:x:1+% & x:g

5.7.5.- Ecuacion General de una conica

Una ecuacién general de 2° grado en dos
variables ax? + bxy + cy2 + dx + ey + f =0
corresponde a una seccién cénica, quiza degenerada
(un par de rectas secantes, paralelas o coincidentes)

{ / o imaginaria (sin puntos reales), o reducirse a un
X M{ L & ,r/ ' Unico punto.
/ & ‘ Ax? +Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0

El tipo de la cénica viene determinado por el discriminante D = b2 - 4ac.

v SiD < 0, es de tipo eliptico, ya sea una elipse, un circulo, un punto o ninguna curva
v SiD = 0, de tipo parabdlico, una parabola, dos rectas paralelas, una recta o ninguna curva.
v SiD > 0, de tipo hipérbdlico, una hipérbola o 2 rectas secantes

Seglin los casos, se presentan los focos, vértices principales y secundarios, eje principal y secundario, asintotas
y directrices.

Las soluciones de la ecuacién de 2° grado c*m? + b*m + a = 0, son las pendientes de las direcciones asintéticas
de la cénica: las de las asintotas en el caso de una hipérbola, o la del eje principal en el caso de una parabola.

Salvo que sea vertical. En ese caso, se puede tomar la ecuacién a*t2 + b*t + ¢ = 0, cuyas soluciones serian los
inversos de esas pendientes (0, para una recta vertical). Ambas ecuaciones tienen el mismo discriminante b? - 4ac,
y esto explica por qué su valor determina el tipo de la cénica.
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CUADRO RESUMEN DE CONICAS
Circulo Elipse Parabola Hipérbola
Ecuacion (vértice horizontal): X2+y2=r? x2/a’+y*/b*=1 4px = y? x2/at-y*/b*=1
Ecuaciones de las asintotas: y = (b/a)x
Ecuacion (vértice vertical): X2+y2=r? y?/a?+x?/b2=1 4py = x? y2/a?-x2/b2=1
Ecuaciones de las asintotas: x =t (b/a)y
a = el radio mayor (=1/2 la a =1/2 lalongitud del eje
longitud del eje mayor) . . mayor
=| |
. r = el radio del b = el radio menor (= 1/2 P . a.dlstanaa CEEEEG b = 1/2 la longitud del eje
Variables: , . . vértice al foco (o a la
circulo la longitud del eje menor) p—— menor
c = la distancia desde el c = la distancia desde el
centre al foco centro al foco
Excentricidad: 0 c/a c/a
El Relacion al Foco: p=0 a’-b?2=c? p=p a2+ b?2=c?
. la dif ia entre |
Definicidn: es el conjunto de todos los la distancia al la suma de las distancias a = la distancia al foco = la _a : e'renua entre fas
o . . . . . distancias a cada foco es
puntos que cumple la condicion... origen es constante  cada foco es constante distancia a la directriz J—

5.8.- Ejercicios resueltos

1.- Dado el tridngulo de vértices A(2, 4), B(6, B) y C(4, 1), halla:
a) Las ecuaciones de las alturas que partende A y de C.
b) El ortocentro.

a) Altura que parte de A:

Como es perpendicular a la recta que pasa por B y por C, para obtener su pendiente hacemos lo siguiente:

m=2"1_%_o
2

La pendiente de la recta que pasa por B y C es: -

-1
La pendiente de la recta perpendicular es: -

Asilaecuaci(’)ndelaalturaes:y=4—%(x—2) - 2v=8-x+2 - x+2y-10=0

Altura que parte de C:
La pendiente de la recta que pasapor A y B es: m= 5;2 =%

La pendiente de la perpendicular es: —— =

1/4

Asi, la ecuacién de la alturaes: y=1-4(x-4) — y=1-4x+16 — 4x+y-17=0

b) El ortocentro es el punto de corte de las alturas:

x+2y—10:0} x=-2y+10

4x +y-17=0] 4(-2y+10)+y-17=0
-8y+40+y-17=0

-23 -23

_7y=-23 s

v -V 7 7
x=—2y+10=%

Por tanto el ortocentro es el punto (2—74, ?j
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2.- Halla la ecuacién de la mediatriz del segmento que tiene como extremo los puntos de
corte de la recta 3x + 4y -12 = O con los ejes de coordenadas.

1°) Hallamos los puntos de corte de la recta 3x + 4y - 12 = 0 con los ejes de coordenadas:

\ A x=0 ; 4y-12=0 ; y=3 ; Punto(0,3)
) jai y=0 ; 3x-12=0 ; x=4 ; Punto(4,0)
2 ; 2°) La mediatriz de un segmento es perpendicular a él y pasa por su punto
medio.

5 X

El punto medio del segmento de extremos (0, 3) y (4, 0) es: M (2, gj

La pendiente de la recta que une los puntos (0. 3) y (4, 0) es: m = _ZS

La pendiente de su perpendicular es: m' = L = i
-3/4 3

3.°) La ecuacién de la mediatriz sera: y = % +§(x -2) > y= % +4?x

6y=9+8x-16 — 8x-6y-7=0

8
3

3.- Halla el drea del tridngulo de vértices A(4,0), B(2,3) y C(0,-2).

1°) Tomamos el lado AC como base: ‘Ké‘ =|(—4, —2)| =J16+4 = \/2_0

2°) La altura sera la distancia de B alarecta, r que pasapor A y C.
Hallamos la ecuacion de la recta.

pendiente:ﬂz__zzl N 2 ‘
0-4 -4 2 |
| A
yzé(x—ll) - 2y=x-4 - rx-2y-4=0 y AT

_[2-23-4]_|2-6-4| 8

(2 J1ea 5

Por tanto: altura = dlst B, r

202
Area - base - altura V20 J5 3 J4-8 28 _3

3°) El érea sera: = = =
2 2 2 2

4.- Halla el punto simétrico de P(2,3) respecto de la recta r: 3x-y+5=0.

P
1°) Hallamos la ecuacién de la recta, s, perpendicular a r que pasa por P: r
Pendiente de r: y= 3x + 5, de donde: m=3
1 M

Pendiente de la perpendicular — 3

Laecuaciéndesseré:y:S—%(x—Z) - 3y=9-x+2 - x+3y-11=0

2°) Hallamos el punto, M, de intersecciénde r y s:

3x-y+5=0 x=11—3y:3(11—3y)—y+5=0 - 33-9y-y+5=0 — 38=10y
x+3y-11=0

=§=£ — x=11-3y= 11—ﬂ=_—2

10 5 5 5
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El punto es M(—g, B)
5 5

3°) Si llamamos P’(x, y), al simétrico de P conrespectoa r, M es el punto medio del segmento que une P
con P'.

Por tanto:
X*2_ =2, 5x410--4 - 5x=-14 - x--%
2 5 5
er3:E — by+15=38 — 5y=23 — yzﬁ
2 5 5
Luego: P’[ﬁ,éj

55

5.- Dados los puntos A(-2, 1) y B(1, 3), halla las rectas que pasan por A y distan dos unidades
de B.

La ecuacién de cualquier recta que pasa por A sera de la forma (punto pendiente) y — 1 = m (x + 2)

>mx+2)-y+1=0 =>mx-y+1+2m

-3+1+2 -2
La distancia de esta recta al punto B, es: d = |m S+1+ m|: |3m |:2 :|3m—2|:2\/m2+1.
Jm? +1 Jm? 11

Elevando al cuadrado: Bm-2)2=4(m*+ 1) =>9m?’-12m +4 =4m*’+ 4 = 5m?’-12m=0>

m=0

m:(bm-12) = 0= 12 . Las rectas pedidasson:y = 1y 12x -5y + 29 =0
m=-—
5

6.- En un fridngulo isésceles, el lado desigual estd sobre los puntos (2, 2) y (5, 3). Calcula el
tercer vértice sabiendo que se encuentra sobre la recta r de ecuacién: x + 1=y

Si el lado desigual se encuentra sobre los puntos A(2,2) y B(5,3), quiere decir que estos, A y B, son dos de
los vértices del tridngulo. Estos dos puntos estaran a la misma distancia del tercer vértice, puesto que el enunciado

dice que el triangulo es isbsceles.
Como el tercer vértice, C, esta sobre la recta r: x-y+1=0, sus coordenadas genéricas seran: C(x,x +1), asi que los
vectores AC Y BC seran:

Kéz(x—Z,x+1—2)=(x—2,x—1)

BC =(x-5x+1-3)=(x-5x-2)

Si calculamos el médulo de cada uno de ellos y los igualamos (puesto que se corresponden con los lados iguales)
tenemos:

|AC| = Jix -2 +(x-17 = V2x? -6x+5
|BE]| = Vix=57 +(x -2 =V2x* ~14x+29

\/2x2—6x+5=\/2x2—14x+29 -  2x?-6x+5=2x2-14x+29 > —-6x+5=-14x+29

Y despejando x, tenemos:
—-6x+14x=29-5 —» 8x=24 —> x=3

Por tanto el vértice C se corresponde con: C(x,x +1) = (3,4)
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7.- Sabiendo que dos de los lados de un cuadrado estdn sobre las rectas r:2x-3y+4=0 y
s:2x-3y+1=0. Calcula el drea de dicho cuadrado.

Aunque no sepamos dénde esta situado exactamente el cuadrado, si sabemos
que la longitud de su lado es la distancia entre las dos rectas.

Para calcular esta distancia, tomamos un punto, P, de s y hallamos su distancia a r.

2 3 4
(Previamente hemos observado que r y s son paralelas, puesto que 5 = = # T)

Para obtener un punto P, de s, basta con sustituir x=1 en la recta; 2-3y+1=0, de donde,
3=3y; y por tanto, y=1

Tomamos entonces P(1,1) y calculamos su distancia a la recta r:

|2-3+4| 2

Jzz ~3)° ~J4+9 «/>3

2
Por tanto el lado del cuadrado es: i .Y, su area serd: Area = (Iado)z = [i] = 2 ~ 0,69 u?

Vi3 J13) 13

dlst P, r

8.- Sea ABCD un cuadrado de drea 40 y centro en (6,6). Sabiendo que uno de sus vértices
estd en A(4.,y). Hallar las coordenadas de los otros vértices.

Si el area del cuadrado es de 40, quiere decir que sus lados miden /40 = 24/10 , por tanto la diagonal de dicho
2 2
cuadrado mide, utilizando Pitagoras: d = \/ ( 2\/10) + (2\/10) =+/80 =4+/5 . Por tanto, si la diagonal mide esto,

la distancia del vértice A al centro G(6,6) medira la mitad. 245 .
La distancia del vértice A al centro G, es el médulo del vector AG .
Calculando el vector AG=G-A = (6,6)—(4,y) = (2,6 - y) , v su médulo, e igualando a 25 , obtenemos:

HAG“ J22+(6-y) = \[4+36+y° 12y =25,
De aqui, podemos despejar y:
4+36+y*-12y=20 — y*-12y+20=0 —> (y-10)(y-2)=0 — {il i120
¢ Si tomamos y=2: 2

A es el punto (4,2), G(6,6) y vértice C es el punto simétrico de A con respecto a G, por tanto, utilizando que G es
el punto medio de A y C, tenemos:

(6,6)2[4+x 2+yj N {4+x:12 - x=8

2 7 2 2+y=12 — y=10
Por tanto, el vértice C es el punto C(8,10)

Como se trata de un cuadrado, sus diagonales son perpendiculares. Asi que vamos a hallar las ecuaciones de sus
dos diagonales:

La diagonal que pasa por A y por G, es una recta de vector director AG = (2,4) que pasa por G(6,6), por tanto:
. X= 6 y-6
a2 4

La otra diagonal, como es perpendicular a ésta, tendrd por ecuacién: r, =S : x+2y+ K =0, como también pasa

- 4x-2y=2y-12 > 4x-2v-12=0 —> r:2x-y-6=0

por G(6,6), tenemos que:
S:x+2y-18=0
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. L. . . 18-
Asi que un punto genérico de esta nueva diagonal serd un punto de coordenadas: g, = (x, 2 xj

Si calculamos los puntos de esta recta que estan a una distancia 245 del punto G, obtendremos los otros dos
vértices By D:
d(GB)=2/5 - |[GB|-2V5

Calculamos el vector GB = (x -6, 182_ x_ 6j = (x - 6,%) = (x - 6,6_ij e igualamos su médulo a:

\/(x—6)2+(62xj 25 > x2+36—12x+wz20 —  4x®+144-48x+36+ x* ~12x =80
Operando, llegamos a una ecuacién de segundo grado:

x“ —60x +100 = - x“-12x+20= -  (x-10)(x-2)=
5x* —60x +100 = 0 ?-12x+20=0 (x-10)(x-2)=0
x, =10

Que resolviendo nos da dos soluciones: { 9
X, =
2

Por tanto los vértices B y D serén: g, = (x, 182_ xj — B(10,4) v D(28)
Asi que los vértices del cuadrado seran: A(4,2) B(10,4), C(8,10) y D(2,8)

¢ Si tomamos y=10
Reiterando el procedimiento anterior, tendremos que el vértice A’ es (4,10), y que C’(8,2).

Si calculamos la diagonal que una A’ con G, obtenemos: 2x+y—-18=0
La otra diagonal sera: x—-2y+6=0

Un punto genérico de esta diagonal sera el: (x,x—%j y si volvemos a calcular los puntos de esta recta que estan
2
a distancia 2v/5 de G, obtendremos:
GD' = [ X 67’(__6]
2

Y por tanto:

2 2
\/(x—6)2+(x;6J =25 - x2+36—12x+w:20 > 4x®+144-48x+36+ x* —12x = 80
Operando, llegamos a una ecuacién de segundo grado:

5x?-60x+100=0 — x*-12x+20=0 —> (x-10)(x-2)=0

. . x, =10

Que resolviendo nos da dos soluciones: 9
X, =

x+6
2

Por tanto los vértices B’ y D’ seran: g, = (x, j - B'10,8) vy D'(2,4)

Asi que los vértices del cuadrado seran: A’(4,10) B’(10,8), C'(8,2) y D’(2,4)

Representando ambas soluciones, vemos que obtenemos dos cuadrados que verifican el enunciado del ejercicio:
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N Zery=18 Jt-Biry=46

:-1
a
"
i
;1
:4
S
=
;

9.- Sean la recta r: mx-y=1y la recta s: x-my=2m-1.
a) Estudia la posicion relativa de las rectas, segtn los valores del pardmetro m.

b) Determina m si ambas rectas se cortan en un punto de accisa x=3.

Los vectores directores de r y s son 7 =(m,—1) y §(1,-m) . Para que las rectas sean paralelas, ha de

. m -1
ocurrir que — = ——
1 -m

- —-m=-1 - m=+l
Por tanto, sim es 1 6 -1, las rectas son paralelas. Veamos si sin coincidentes o no:
r:x-vy-1=0 ) o
, que como vemos son la misma, por tanto son coincidentes.

e Sim=1, lasrectasry s son:
s:x-y—-1=0

r:-x-y-1=0 )
, que como podemos observar no son la misma, por tanto

e Sim=-1, las rectasr y s son:
s:x+y+3=0

las rectas son paralelas no coindicentes.
En el caso de que m no sea ni 1 ni -1, las rectas son secantes. Veamos el caso en el que ambas son perpendiculares:

Para que sean perpendiculares, ha de ocurrir que el producto escalar de los dos vectores directores sea nulo:
rysson perpendiculares < rs=0 < (m-1)1,-m=0 < m+m=0 - 2m=0
Por tanto para que sean perpendiculares, ha de ocurrir que m=0.

e Sim=1ym=#=-1, las rectas son secantes.

e Sim=0, las rectas son perpendiculares.
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Si ambas rectas se cortan en un punto con x=3, tenemos que el punto de corte sera (3,y), por tanto, si sustituimos
en ambas rectas:

r:3m-y-1=0
s:3-my+1-2m=0

despejando y de la primera v sustituyendo en la segunda:

{y =3m-1

- 3-3m*+m+1-2m=0 —> -3m* -m+4=0
3-mBm-1)+1-2m=0

Resolviendo la ecuacién de segundo grado en m, obtenemos:

“1+V1+434 -1+7 m =1
m= = - 4
6 6 m, =—-—

3m*+m-4=0

Sim=1, como son coincidentes, es claro que se cortan en un punto de abscisa 3, y para el otro caso, son secantes
en el punto de abscisa 3

10.- Encuentra los elementos de las siguientes pardbolas y dibujalas:
a) y’=4x  b) x*=10y ) (v-4)" =4(x+1) d) (x-3)" =-6(y-1)

A p=2>0
a) Y =4x; 2p=4 = p=2.El pardmetro p=2 (p>0), la pardbola se

abre a la derecha del eje y .

El vértice V(0,0). El foco estd sobre el eje X vy tiene coordenadas

F(g,OJ =(1,0). La directriz tiene ecuacion x = —g =-1.

El eje de la pardbolaeseleje Xx.Si x=1; v’ =4 = y=+2

Observacion: Para saber cuanto se abre la rama de la parabola, se reemplaza la

coordenada x o v del foco y se determina la ordenada o abscisa del mismo.

b) x? =10y ¥

V(0,0). El eje de la parabola es el eje y . 6+

P 5
2p =10 =5, F|0,=|=|0,—].
P - P ( 2] ( 2)

La directriz tiene ecuacién y = —

NS
|
|
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o) (v-4)° =4(x+1)
De la ecuacién observamos que el vértice es.

2p=4 = p=2>0.

El foco es ahora: F[XO +§,yoj F(-1+1,4)=(0,4).

La directriz es: x:x0—§=—1—1=—2; x=-2.
Cuando x=0,
(y-4)'=4 = y-4=V4 = y-4=-42 = y=+2+4

76
y= ~

d) (x-3) =-6(y-1)

Observamos que el vértice es V(3,1). 2p=-6, la

Matematicas 12 Bachillerato CCNN

v

pardbola se abre hacia la direccién negativa del eje y .

El foco tiene coordenadas [xo, Yo +§j 0. - 32 -1

F
12
La directriz tiene ecuacién y =y, — b. T
2
3 5 5
y=1l+—==— = y=—.
2 2 2
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