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1.0.- Introduccion

Una de las construcciones méas notables de los antiguos griegos fue el tinel de Sanos, en el que,
ineludiblemente emplearon la triangulacién. Se realizé en el siglo VI a.C. para llevar agua desde las fuentes del
Monte Castro a la ciudad de Samos (donde nacié
Pitdgoras), situada en aguas del mar egeo. El tinel
tenia unos dos metros de didmetro y algo més de un
kilbmetro de longitud. Se excavé partiendo
simultdneamente de sus dos extremos A y B, lo que
suponia una planificacién tecnolégica sorprendente.

La palabra geometria tiene dos raices
griegas “geo” tierra y “metron” medida, o sea, significa “medida de la tierra”; los matematicos griegos sentaron las
bases tedricas de la Geometria y elaboraron una gran cantidad de resultados o teoremas que permiten relacionar
los diferentes elementos métricos de un tridngulo rectédngulo; sin embargo, fueron incapaces de encontrar férmulas
que relacionaran los angulos del tridngulo con las dimensiones de sus lados.

En esta unidad se explican y aplican los conceptos y procedimientos que conducen al concepto de razén
trigonométrica, estableciéndose asi los cimientos sobre los que se basa el concepto de funcién trigonométrica.

La trigonometria plana es una rama de las mateméticas que trata de las medidas de los tridngulos y sus
aplicaciones précticas relacionadas con otras Ciencias como la Topologia, la Astronomia.....

En esta primera unidad del primer curso de Bachillerato Cientifico-Tecnolégico se trabajan contenidos de
Trigonometria que algunos alumnos han abordado en el segundo ciclo de la ESO de forma muy superficial. Por
este motivo se inicia sin presuponer conocimientos previos, pero aprovechando contenidos de geometria referentes
a la semejanza de tridngulos que si forma parte de los objetivos generales de
Secundaria.

La segunda unidad didéactica de este bloque aborda la “resolucién de triangulos
cualesquiera” remarcando de esta forma la importancia de la materia estudiada en
aspectos de la vida cotidiana y en relacién con otras asignaturas: Célculo de la
latitud de un punto geogréfico, Cartas nduticas de navegacién, Fuerza de rozamiento en un plano mclmado .....

1.1.- Angulos

Como ya sabemos, un angulo es la parte del plano comprendida entre dos
semirrectas que tienen el mismo punto de origen o vértice. Suelen medirse en
unidades tales como el radian, el grado sexagesimal o el grado centesimal.

1.1.1.- Angulo en el plano.

Existen basicamente dos formas de definir un angulo en el plano:

1. Forma geométrica: Se le llama "angulo" a la amplitud entre dos
lineas de cualquier tipo que concurren en un punto comun
llamado vértice. Coloquialmente, angulo es la figura formada por
dos lineas con origen comtn. El &ngulo entre dos curvas es el Lado inicial
angulo que forman sus rectas tangentes en el punto de interseccién.

v

2. Forma trigonométrica: Es la amplitud de rotacién o giro que describe un segmento rectilineo en torno de
uno de sus extremos tomado como vértice desde una posicion inicial hasta una posicién final. Si la rotacién
es en sentido levégiro (contrario a las manecillas del reloj), el dngulo se considera positivo. Si la rotacién
es en sentido dextrégiro (conforme a las manecillas del reloj), el &ngulo se considera negativo.
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1.1.2.- Criterio de orientacion de angulos.

escueleros.com

Mismo sentido de las manecillas del reloj.
Sentido dextrogiro. Angulo negativo.

Sentido contrario a las manecillas del reloj.
Sentido levégiro. Angulo positivo.

1.1.3.- Sistemas de Medida de angulos.

Generalmente se usan dos sistemas de medicion: el sistema sexagesimal, cuya unidad es el grado,®, y el
sistema radial cuya unidad es el radian: rad.

Medidas en Grados (DEG):

El grado es el angulo plano que teniendo vértice en el centro de un circulo intercepta sobre la

2nR
circunferencia de ese circulo un arco de longitud 1 = % . Se simboliza por °.

Un grado es igual a 60 minutos: 1°=60’
Un minuto es igual a 60 segundos: 1’ = 60“
Un 4ngulo recto mide 90°, uno llano 180° y un dngulo completo mide 360°.

Medidas en Radianes: (RAD): arc length = radius

El radian es el &ngulo plano que teniendo su vértice en el centro de un circulo,
intercepta sobre la circunferencia de ese circulo un arco de longitud igual al radio. Se
simboliza por rad.

A

Equivalencias b

radius  J
Tabla de conversién entre grados sexagesimales y radianes.
e La equivalencia entre grados sexagesimales y radianes es: 7 rad = 180°
Grados 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°

Radianes 0 /6 w/4 =/3 w/2 2w/3 3w/4 bw/6 = 7uw/6 5w/4 4mw/3 3w/2 5mw/3 7w/4 11w/6 2m
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1.2.- Razones trigonométricas de un angulo agudo.

El concepto de razén trigonométrica de un angulo agudo
se puede obtener como una consecuencia inmediata del concepto
de proporcionalidad y de los resultados que de él se derivan como
es la Semejanza de Triangulos. En particular, la razén de semejanza
entre dos triangulos nos permite definir, partiendo de dos tridangulos
rectangulos en posicién de Thales como los de la figura adjunta,
Seno, Coseno y Tangente del &ngulo agudo como los cocientes que
se derivan de las relaciones de proporcionalidad siguientes:

DF EG AD AR
Sena'==== N C08a==== R

AR AG AR AG

SeEna

DF EG
ag ===
AD AR
Teniendo en cuenta que la hipotenusa de un tridngulo rectangulo
siempre es el lado més grade, concluimos inmediatamente:
Si a es un angulo agudo:
e 0= Sen(a)
e 0 < Cosl(a)

Observando los triangulos rectangulos y, aplicando el Teorema de
Pitagoras se obtiene inmediatamente la relacién fundamental de la trigonometria:

tana

=1
=1

sena +cos?a =1

Ademas de estas tres razones trigonométricas, existen otras tres que son:

Secante Cosecante
1 AF AG 1 AF AG
Sec a = =—= Cosec a. = ==
coso. AD AE sena DF EG

1.2.1.- Razones Trigonométricas de los angulos de 30, 45 y 60

oF _ EC
P T
AD AE

e

AD  AE
Cotangente
Cotg a = L = 2 = i
tga DF EG

Para algunos éangulos como 30°, 45° y 60°, las razones trigonométricas se pueden calcular de forma exacta:
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»

Angulo de 45°:
Utilizamos un cuadrado de lado unidad, en el que la diagonal la calculamos mediante

Pitagoras. \V2

sen4b = % = g 45 Q
Aqui, tenemos que: 2 tgdb = sen®o _ 2 _ 1
1 2 cosd45 2
Cosdd=—=— —
2 2 2

2

Angulo de 30°:
Utilizaremos un tridngulo equilatero de lado 1, en el que calculamos su altura en funcién de |,

utilizando el teorema de Pitagoras:
, (1 JZ 31 |
o = [ -3~
( 4 3 2

2

h=

—_—

Aqui, tenemos ahora:

|
Yo 1
sen30° =+ =— 1
1 2 o
ta30° = Sen30 /

13

2
A S cos30°_\/§ _ﬁ 3
By g
1 2

cos30° =

»

Angulo de 60°:
De forma similar, y utilizando el mismo tridngulo obtenemos:

1
3.i
sen60° = Q - ﬁ Sen60° \/%
1 2 ltg60° = =_/z _[3

1 cos60° 1
cos60° = é _1 é

]

Por tanto tenemos que:

sen4b = cos45 = g sen30 = cos60 = % sen60 = cos 30 = g

De donde podemos deducir que si o y B son dos dngulos complementarios, ocurre que:

‘sena:cosB Y cosoc:senﬁl

1.3.- Razones trigonométricas de un angulo cualquiera:

Una circunferencia goniométrica es una circunferencia especial que vamos a utilizar para medir dngulos vy
definir las razones trigonométricas de los mismos.

e Consideremos una circunferencia de centro (0,0= y radio 1. Como todas las relaciones trigonométricas
son razones de proporcionalidad, el valor del radio nos resultara indiferente pero, si lo consideramos como
1, nos haré los céalculos mas sencillos.
e Los angulos se situaran sobre la circunferencia siguiendo los siguientes principios:
1. El vértice en el centro de la circunferencia (0,0).
2. Uno de sus lados lo haremos coincidir con el semieje positivo de las x.
3. Elotro lado se colocara donde le corresponda, abriendo el &ngulo en sentido contrario a las agujas
del reloj y con vértice en (0,0).
4. Cuando abramos el angulo en el mismo sentido de las agujas del reloj, consideraremos su valor
como negativo.
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1 radian es el angulo al que E (900) extremo 1° cuadrante
le corresponde un arco con 4 5(0,1)
igual longitud que el radio. : .
oty s
Angulos
POSITIVOS 08 T
) extremo
cuadrante L. | cusdrante del arco M (x.y)
gen+, cosec+ o todas +
ta
T (180°) . 0(0°)
27 (360°)
0.2+ origen de arcos
Angulos
cuactante cuadiante
tg+, cotg+ 0.6 4 cos+, sect+ /HEGATNOS
e Lineas
prolongacion diametro
que pasa por 9" seno — PM
extremo delarco
g coseno — OP
; I tangente — AT
Sobre un sisterna de coordenadas rectangulares trazamos et (2?00)
una circunferencia con centro en el origen de coordenadas ) secante —» OT
y radio la unidad, llamada circunferencia goniométrica. L=
Los gjes de coordenadas delimitan cuatro cuadrantes que cosecante — OS
se nombran utilizando ndmeros romanos en sentido contrario —
a las agujas del reloj. cotangente —» BS

Si situamos un angulo agudo, a, sobre la circunferencia gonoimétrica, (cos a, sen a) son las coordenadas del punto
M en que el segundo lado de un &ngulo cualquiera y corta a la circunferencia goniométrica.

2 2
Se cumple en todos los casos que: ~ Sen @ +cos"a =1

+

Signo SENO Signo COSENO Signo
en en TAMGEMTE en
Cuadrantes Cuadrantes Cuadrantes

1.3.1.- Regla para calcular las razones Trigonomeétricas de los angulos mas importantes:

00 |30°| 45° |60°| 90°
Numeramos los dngulos de 0 a 4 en orden creciente. El nimero que corresponde Jo1|2 34

a cada &ngulo seré el n del mismo. Numerados asi el seno de un angulo serd la raiz de Sen & = 2

su n partida por 2. De esta forma obtenemos la fila de los senos. Para obtener la fila de JA3 210

los cosenos no hace falta ningiin célculo, simplemente colocamos la fila que hemos Cos a = 2

obtenido antes en orden inverso. Y para obtener la de las tangentes simplemente NERERE

divididos el valor del seno entre el valor del coseno. Tg a= NaEEE
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1.4.- Determinacion de las razones trigonométricas de angulos de diferente cuadrante:

1.4.1.- Angulos Complementarios:
Sen(E - aj =cosa
2
tan (E - (XJ =cota
2

Cos [g - aj = seno

Como ejemplo, calculamos las razones del angulo de 60°.

Sen 60° = sen(90°-30°) = cos 30° = g

tan 60° = tan (90° - 30°) = cot 30° = /3

Cos 60° = Cos(90° - 30°) = Sen30° :%

1.4.2.- Angulos Suplementarios:

Sen(n—o)=Sen a

tan(n—a)=—tana
Cos(n—oa)=- Cos a

sen150° = sen(180° - 30°) = sen30° = %

c0s150° = cos(180° - 30°) = —cos 30° = __\/§
tan150° = tan(180° - 30°) = —tan 30° = ?
1.4.3.- Angulos que difieren en 180°:
sen(n+a)=-sen o
tan(n+ o) = tana .
P
cos(m+a)=—cosa .
Como ejemplo, trabajaremos las razones trigonométricas del g

angulo de 210°:

sen 210° = sen(180° + 30°) = —sen30° = _%
c0s 210° = cos(180° + 30°) = —cos 30° = —g

tan 210° = tan(180° + 30°) = tan 30° = g
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1.4.4.- Angulos Opuestos:

sen(2n—o) =—sen o
tan(2n - o) = -tana

cos(2n—a) = cosa

Como ejemplo, trabajaremos las razones trigonométricas del
&ngulo de 330°: . o .
! [ -

. oS -'

sen 330° = sen(360° - 30°) = —sen30° = 5 ~—
3
2

tan330° = tan(360° - 30°) =—tan30° = _g

c0s330° = cos(360° - 30°) = cos 30° =

1.4.5.- Angulos Negativos:

sen(-a) =-sen a
tan(—o) = —tana . \,

cos(—a)) = cosa

Como ejemplo, para este caso, trabajaremos las razones
trigonométricas del angulo de -30°:

1 o
sen (-30°) = —sen30° = —% ' .\/"’
V3
2

tan(-30°) = —tan30° = —g LY /p

cos(-30°) = cos30° =

1.4.6.- Angulos Mayores de 360°:

sen(a + 2km) = sen a
tan (o + 2kn) = tano

cos(a + 2kn) = cosa

Como ejemplo, para este caso, trabajaremos las razones
trigonométricas del angulo de 750°, y antes dividiremos entre
360 para ver el nimero de vueltas:

790° |360°
30° 2
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sen 750° = sen(2:360° + 30°) = sen30° =

o ol

cos 750° = cos (2:360° + 30°) = cos 30° =

|Gl

tan750° = tan(2-360° + 30°) = tan 30° =

1.4.7.- Angulos que difieren en 90°:

——

Sen[E + ocj =cosa
2

tan(£+aj =—cota
2

Cos (g + aj = —sena. ! ’
80°%+a
|\'.
Como ejemplo, de este caso, trabajaremos las razones | _ B )
trigonométricas del angulo de 120°: o Q
sen 120° = sen(90° + 30°) = cos 30° = g
c0s120° = cos(90° + 30°) = —sen 30° = —% ;
tan120° = tan(90° + 30°) = —cot30° = —/3 e | o

1.4.8.- Angulos que suman 270°:

tan[ﬁ - aj =cota
2

Sen(%—aj =—cosa
2

Cos (3—; - ocj = —sena

Como ejemplo, de este caso, trabajaremos las razones trigonométricas del angulo
de 240°:

sen 240° = sen(270°-30°) = —cos 30° = _ﬁ

12 tan 240° = tan (270° - 30°) = cot 30° = /3
cos 240° = cos(270° - 30°) = —sen 30° = 5

1.4.9.- Angulos que difieren 270°:
Sen(?)—z7t + ocj =-—cosa
tan[ﬁ - aj =—cota
3 2
Cos (775 + aj = seno

Como ejemplo, de este caso, trabajaremos las razones trigonométricas del gk
angulo de 300°:
J3

sen 300° = sen(270° + 30°) = —cos 30° = 5
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= tan(270° + 30°) = cot 30°

1.5.- Resolucion de Triangulos Rectangulos.

Resolver un tridngulo rectangulo consiste en hallar las medidas de

sus elementos (lados y angulos) desconocidos. Para ello, nos

valemos de las siguientes relaciones:

2 1.2 2

e Teorema de Pitdgoras: & = b +c
— (¢]

e Los angulos agudos son complementarios: B+C=90

e Las razones trigonométricas seno, coseno y tangente.

SenB:E CosB:E tanB:E

tanC:E
a a c b

C

Las dos primeras férmulas nos aportan un resultado importante: El seno de un angulo es igual al coseno de su

angulo complementario.

En un tridngulo rectangulo, conocemos siempre el valor del dngulo recto. El tridngulo queda determinado cunado
conocemos, ademas, al menos dos de sus elementos, uno de los cuales ha de ser un lado.

El angulo C vale: C=90-30 = 60°

. Mediante Pitdgoras: ¢ = \/a2 -b? = \/152 -7,52 =12,99 cm

V3

. Mediante: cos30 = < = ¢=15co0s30 = 15'7 =12,99 cm

15
Por tanto: A=90°, B=30°, C=60°, a=15 cm, b=7,5 cm y c¢=12,99 cm.

Ejemplo 1.1.- Resuelve el tridngulo rectangulo del que sabemos que su hipotenusa es de 15 cm y el dngulo B es de 30°.

Para determinar el cateto b, aplicamos sen B = E ; por tanto: sen 30° = % ,de donde b=15'sen 30 = l'15 =7,5cm
a

Para calcular el cateto c, lo podemos hacer mediante el teorema de Pitagoras, o mediante el coseno de 30°.

Resolucién de TRIANGULOS RECTANGULOS | A=90°
INCOGNITAS: Hallar los otros tres
Dados tres valores a b c A B Cc
Hipotenusa i . _b -]
% Caliin a b c=~a®-b E1i] sen B = p cos(C'= -
T b c
Dos catetos a=Abh+¢° b c 90° tgB=— tgC= 7
c h
HipStenited a b=a senB c=a cosB 90° B C=90-B
y angulo
b h
) Cateto y = K P g0° B C=90-8
angulo opuesto senB tgB
Cateto y o h b c=hteC ag° B=90-C ]
angulo contiguo cos( g
b=a senB
Bog & Yac 5
os angulos c=a sen C - = ¥
Infinitas soluciones con lados proporcionales
Se usan de preferencia los datos originales be basenC
En todos los casos, Area del triangulo: s =?= T

© Rall Gonzélez Medina 2017

Férmulas Trigonométricas. Resolucion de triangulos Rectangulos



Matematicas 12 Bachillerato CCNN

ANEXO |

Valores de las razones trigonométricas méas importantes:

vad o] & | 2| 2 [ E]| 2 | 3 | 3| o} 7n | 5n ) dn 3| S| Tn ) 1|,
6 4 3 2 3 4 4 6 4 3 2 3 4
V2 | VB V3 V2 V2 | 3 V3| V2
s 0 y e X2 1| X2 Y2 y 0 | -1 |2 X2 g | X2 X2 0
en %ol 2 2 2 72 e 2 |2 |
V3 | 2 V2 | B V3| V2 V2 | V3
1 N Y= 1 1 _Y= _ 1 _YE [ X= A 1 = N 1
cos 2 2 | 2|0 % 2 2 2|2 | 20 % |
Tan | O ﬁ 1 J3 |t | -3 1 _\/§ 0 ﬁ 1 J3 | teo | /3 1 ﬁ 0
3 3 3 3
Cosec |+oo| 2 J2 & 1 243 J2 2 | £ 2 | -2 243 1 —@ -J2 2 | %oo
3 2 2 3
Sec | 1 2V3 J2 2 + o0 2 2 _@ 1 —@ J2 | 2 | e 2 J2 & 1
3 3 3 2
Cotg |oo| /3 1 g 0 —g 1 3 |t | 3 g g 0 _*/Sg 1 | /3 | £

sAT 2

(0—11

1 3
77
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