Iniciacion al calculo de
derivadas. Aplicaciones

las Matematicas y una de las mas potentes herramientas de analisis y de calculo para

ras los limites viene una de las operaciones con funciones mas importantes de todas
I las funciones: la derivada.

Newton y Leibniz comenzaron el estudio del calculo infinitesimal; en su difusion y ampliacion
colaboraron cientificas como Emilie du Chéatelet (1706 - 1749), traductora al francés de los
Principia de Newton.

Aqui hacemos surgir la derivada de la tasa
de variacion media, como una generalizacion
necesaria para el estudio del crecimiento de
una funcion. De paso mencionamos tanto el
origen geométrico (recta tangente) como fisico
de la derivada (velocidad).

Una vez visto el origen de la derivada,
aprendemos a calcularla. Hallamos la derivada
de algunas funciones sencillas con ayuda de
los limites, aunque no deducimos todas las
reglas de derivacién, porque aumentaria la
complejidad de calculos innecesariamente.

Aparte de las derivadas, aprenderemos el
algebra de derivadas: como es la derivada de
la suma, del producto, del cociente y de la
composicion de funciones, importantisima
operacion que nos va a permitir derivar cualquier
funcién, por muy complicada que sea.

Explicamos las derivadas sucesivas, centran-
donos en la derivada segunda, pues se usa en
el célculo de extremos relativos y en el estudio
Emilie du Chételet (Wikimedia Commons)k de la curvatura .de una fur?cic_')n. En medio apre.nde_

remos a estudiar el crecimiento y decrecimiento
de una funcién usando la derivada. Terminamos con usos menos mecanicos como son la optimizacion
de funciones y la representacion grafica de una funcion.

En esta Unidad didactica nos proponemos alcanzar los objetivos siguientes:

Conocer y usar las definiciones de derivada en un punto y de funcién derivada.

Hallar la ecuacion de la recta tangente a una funcion en cualquier punto.

Aprender y usar el algebra de derivadas.

Estudiar el crecimiento y el decrecimiento de una funcion.

Calcular los extremos relativos de una funcion.

Optimizar funciones, hallando los valores que hacen que la funcién sea maxima o minima.

Estudiar la concavidad y la convexidad, asi como hallar los puntos de inflexién de una
funcion.

8. Estudiar y representar graficamente una funcion.
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INICIACION AL CALCULO DE DERIVADAS. APLICACIONES

1. Tasa de variacion media

La variacion que experimenta una funcion fal pasar de x=a a x = bvale Af=f(b) - f(a), donde el simbolo
A se llama incremento y mide la variacion (que puede ser crecimiento, si hay un aumento, o decrecimiento, si
hay una disminucion) de lo que viene a su derecha.

La Tasa de Variacion Media (TVM) de la funcion f en el intervalo [a,b] o [x,,X, | nos proporciona una variacion

relativa y se define como: TVM(f,[a,b]) = M OTVM(f,[x,.x,]) = Gl =ity 6 TVM(f [a,b]) = %
-a X, = X,

En el caso de la funcion lineal, cuya representacion grafica es una recta, su pendiente m, que es su TVM, nos
proporciona toda la informacion sobre el crecimiento de la funcién, de modo que si m > 0 la funcion es creciente,
sim <0 es decreciente y si m = 0 es constante. Sin embargo, la TVM para funciones que no son lineales no
proporciona la misma informacién que en el caso lineal, pudiendo incluso inducir a error como se deduce facilmente
del siguiente grafico:

A

f(a) f TVM(f,[a, b]) < 0 pues f(b) < f(a), lo que nos llevaria a concluir que la funcién
decrece en [a, b], lo cual no es del todo cierto. Observa que crece alcanzando un
maximo y después decrece hasta un minimo, volviendo a crecer tras este.

fe)=f(d) = =i= == N === = =
f(b)

I

|

(; »  TVM(f,[c,d]) = 0 porque f(c) = f(d), por lo que concluiriamos que la funcion es
constante en [c, d], algo falso como puedes ver en la grafica. Toda la informacion

anterior no la recoge la TVM debido a que abarca un intervalo muy amplio en el que la funcién puede sufrir

muchas variaciones, indetectables para la TVM.

1. Hallala TVM de f(x) = X—+‘1| en [2,5].

Solucion :
3 3 3
f5)-f(2) 2 ° T 1 6 3 2+1
TVM(f,[2,5])= = =—£=——, fO)=—=—, f(2)=——=3.
(1[28)==5 5~ =5 =5 =g e B)=7=5 fA=37
2. Hallala TVM de f(x)=x*+2x-3en [-1,3].
Solucion :

_fE)-f(=1) _12-(4)

VM (f,[-13]) = 4, pues f(3) =12, f(~1) = 4.

3—(-1) 4
3. Hallala TVM dey =+/x+4 en [0,12].
Solucién :
y{12)-y(0) 4-2 2 1
TVM(y,[0.12]) = =2Eo L puesf(12) =4, f(0)=2.
o2 =050 =g ~ra T Pesf(2=410)
4. Hallala TVM de f(x) = 43" en [0.1]
Solucion :
rvm (£, 0.1]) = T0=O 120y bies (=1, 7(0) =0

1-0 1-0
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2. Derivada de una funcion en un punto

¢ Podemos arreglar las insuficiencias de la TVM? Si; lo que hemos de hacer es reducir el intervalo, haciendo
que su anchura sea cada vez menor. Para ello cambiamos el intervalo y usamos [a, a + h]. Ahora TVM (f Ja,a+ h]) =

f(a+h)-f(a) f(a+h)-f(a
= ( ) ( )= ( ) ( ) Para estrechar el intervalo recurrimos a tomar el limite cuando la anchura

ath-a h

del intervalo (que es h) tiende a cero, y obtenemos la tasa de variacién instantanea, mas conocida como

derivada de una funcion en un punto: f'(a) = {’irrz) M.

h
Hay otra definicion de derivada: como Ay =f(a+h)—f(a) e Ax=a+h-a=h podemos escribir f'(a)= lim &
Ax=0 Ax
aunque es mas habitual usar esta notacion, Z—y = AIimo% (notacién debida a Leibniz). La ventaja que tiene esta forma
X a0 Ax

de escribir la definicion es la brevedad. El inconveniente es que hay que saber lo que significa cada término para
poder calcular la derivada correctamente. Esta expresion se lee derivada de y respecto de x o diferencial de y
(dy) partido por diferencial de x (dx). Esta ultima lectura procede de considerarlo como el cociente de los limites

de los incrementos, lo que permite escribir %(/ = y'y despejar dy = y'- dx. Esta notacion no es muy usada actualmente

a estos niveles, aunque presenta ventajas cuando se trata la integral (que veremos en 2° de bachillerato). Nosotros
usaremos la notacién de f'.

Podemos hacernos una idea grafica de la derivada mirando la siguiente secuencia para una misma funcion f.
Por claridad omitimos escribir a + h, que irda cambiando conforme h tienda a 0, y también el valor de f para cada
uno de los puntos que aparece.

4

a «——— a< a g
Observa la recta r: en principio corta a la funcion f en dos puntos distintos (es secante); conforme h tiende a

cero esos puntos se aproximan cada vez mas y se verifica que, en el limite cuando h tiende a 0, corta a la funcion

en un Unico punto, por lo que la recta r se convierte en la recta tangente y la derivada en el punto sera la pendiente

de dicha recta tangente. Recordando la ecuacidn punto—pendiente podemos escribir que:

la recta tangente a una funcion fen un punto (X,,y;) tiene por ecuacion y — y, = f'(X,)(X = X,).

Encontrar un método que permitiera calcular la ecuacion de la recta tangente a cualquier curva fue uno de los
origenes de la derivada. El otro fue encontrar un método que permitiera averiguar la velocidad instantanea que
lleva un movil. Como la velocidad media es el espacio recorrido partido por el tiempo, la velocidad (instantanea)

sera el limite del espacio recorrido partido por el tiempo cuando el tiempo tiende a cero: v = AI{m()% . Este Ultimo

camino es el que lleva al concepto de tasa de variacion instantanea.

Una vez vista la definicion y las interpretaciones de la derivada queda ver cémo se calcula. Para ello usaremos
un procedimiento conocido como la Regla de los cuatro pasos, que consiste en desglosar paso a paso la definicién.
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INICIACION AL CALCULO DE DERIVADAS. APLICACIONES

5. Calcula la derivada de f(x) = x* + 3x —1en x = 2 usando la definicion.
Solucion :
f(2+h)—f(2
Por definicion '(2) = Iim M
1% paso: calculo de las imagenes f (2) =9, f(2+h) = (2+h)2+3(2+h) 1=4+4h+h* +6+3h—-1=h>+Th+9.
2° paso: calculo de la diferencia f(2+h)—f(2)=h*+7h+9-9=h*+Th=h(h+7).
f(2+ ,3 f(2) h(h+7) e

f(2+h)-1f(2
4° paso: calculo del limite del cociente m%() =lim(h+7)=7=f"(2)=T.

h—0

3% paso: calculo del cociente

Una observacién: si en el paso 3° no hubiéramos simplificado y eliminado h de numerador y denominador, al tomar
el limite hubiéramos obtenido la indeterminacién 0 Este es un resultado necesario para que exista la derivada en

el punto porque el denominador, que es h, siempre valdra cero, y el Gnico resultado que no nos dara infinito es que
el numerador también sea cero. Para que el numerador sea cero ha de verificarse que m (f (a + h) —f (a)) =0=
=f(a) =£/Lr())f(a+h).
Esto significa que si hay derivada de la funcién es porque la funcion es continua. De ahi la importancia de la continui-
dad, pues de su existencia depende el que la funcion tenga derivada.
6. Usando la definicién calcula la derivada de f(x)=5x —2 en x =1.
Solucion :
Definicion f'(1) =mw
1% caso: calculo de las imagenes f (1) =5-1-2=3, f(1+h)=5(1+h)-2=>5h+3.
2° paso: calculo de la diferencia f(1+h)—f(1)=5h+3-3=5h.
f(1+h)—f(1) 5h
h h

3% paso: calculo del cociente =5,

4° paso: calculo del limite del cociente /im w =lim5=5= f'(1)=5.
No habia necesidad de hacer operaciones porque en la funcion lineal, y f(x) = 5x — 2 lo es, la derivada coincide con
la TVM vy esta con la pendiente de la recta m = 5.

7. Calcula la derivada de f(x) = x* +1en x = -3 usando la Regla de los cuatro pasos, asi como la ecuacion de la recta
tangente a f en dicho punto.
Solucion :

Definicion f'(=3) = lim f(=3+h)-1(=3) _

h—0
1% paso: calculo de las imagenes f(-3) =10, f(—3+h)=(—3+h)2+1=9—6h+h2+1=h2—6h+10.
2° paso: calculo de la diferencia f(-3+h)—f(-3)=h?—6h+10-10=h*-6h=h(h-6).
f(=3+h)~f(-3) _h(h-6)
h ~ h
f(=3+h)—f(-
4° paso: calculo del limite del cociente L/rré ( 3+h’3 ( 3)=/im(h—6)=—6:>f’(—3)=—6.

h—0

3*paso: calculo del cociente =h-6.

La ecuacion de la recta tangente es: x, = -3 =y, =f(-3)=10,f'(-3)=—6=r:y-10= —6(x—(—3)) =
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X+3

8. Usando la definicion halla f'(5), con f(x) = "

X p—
Solucion :

Definicion f (5) = im Mﬂ

1% paso: calculo de las imagenes f(5) =8, f(5+h)= S+h+3 =m.
5+h-4 h+1
h+8-8(h+1) -
2° paso: calculo de la diferencia f(5+h)—f(5) = h+8 -8= i (h+1) _Th .
h+1 h+1 h+1
~Th
3% paso: calculo del cociente f(d+-h)=1(5) _p+1_ 7 .
h h h+1
4° paso: calculo el limite del cociente fim I+h)=1(5) fim h_71 =T=f(5)=-T.
—! —| +

Dada f (x) =+/2x —1 calcula f (1) usando la definicion, asi como la ecuacion de la recta tangente a f en dicho punto.
Solucion :

Definicion f (1) = im M]ﬂ

1 paso: calculo de las imagenes f(1)=1, f(1+h) =\/2(1+h)—1 =/2h+1.
2° paso: calculo de la diferencia f(1+ h)—f(1) =v2h +1-1.
f(1+h)—f(1) _/2h+1-1

3% paso: calculo del cociente i .

— A/ — conjugado —
4° paso: célculo del limite del cociente fim fi+h) =11 =lim 2h+1-1 = 0 in = im L e =
h—0 h h—0 h 0 2h+1+1 h—0 h( /2h +1+ 1)
i=1:>f’(1):1.

2h 2
=lim =lim =
H’h(\/zh+1+1) 50 2h+1+1 141

Larectatangente es: x, =1, y, =f (1) =1f'(1)=1=r:y -1=x-1=r:y=x.

9.
N Actividades

—

o A~ oD

34

2x+3
2x—-3
Averigua el valor de la TVM de f(x) =~/3x+4 en [-17].
¢Cuanto vale la TVM de f(x) =4x+5 en [-5,10]?;Y en [0,1]?
Usando la definicion calcula la derivada de f(x) = x* —x +3 en x = —2.

Hallala TVM de: a) f(x)=x"—xen [-11];b) y = en [-12].

Calcula la derivada de f(x) = ?;X +2 en x =1, usando la definicion.
X -—
Halla la derivada de f(x) = +/5x +1 en x =0, usando la definicion.
1

7. Usa la definicién para calcular f'(—3), siendo f(x) = ——

X+4
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INICIACION AL CALCULO DE DERIVADAS. APLICACIONES

3. Funcion derivada

En el apartado anterior calculamos la derivada de una funcién en un punto a mediante un procedimiento tedioso

y poco practico, pues hay que hacer los calculos en cada punto. Por fortuna, los calculos se pueden simplificar
definiendo la funcion derivada, que no es mas que la derivada de una funcién en un punto cualquiera x:

Fi(x) = lim f(x+h’f—f(x)

h—0

Se usa también la regla de los cuatro pasos pero, al tratarse de un valor genérico x, podemos encontrar
férmulas que nos serviran para las funciones que ya conocemos.

L3 Ejemplos

10. Dada la funcion f(x) =k, k € R, averigua su derivada.
Solucién :
1" paso: calculo de las iméagenes f(x+h)=k.
2° paso: calculo de la diferencia f(x+h)—f(x)=k—k =0.
f(x+h)—f(x) _9_0
h “h
f(x+h)—f(x)
h

3 paso: calculo del cociente

4° paso: calculo del limite del cociente Linz) = I{in% 0=0=f(x)= (k)l =0. La derivada de una (funcién)

constante es cero, pues, como nunca cambia, su tasa de variacion, ya sea media, ya sea instantanea, sera cero.

11. Dada f(x) = x* halla su derivada.
Solucion :

1% paso: f(x+h)=(x+h)* =x*+2xh+h’.
2° paso: f(x +h)—f(x)=x*+2xh+h*> —x* =2xh+h* = h(2x + h).

f(x+h)—f(x) _h(2x+h) P
h - h '

f(x+h)—f(x) g
h

3% paso:

0 H — I _ [} _ 2\ _
4° paso: fim _m(2x+h)_2x:f(x)_(x Ji=i2x
12. Halla la derivada de f(x) = l
X
Solucion :

1" paso: f(x+h)=L.
X+h

2°paso: f(x+h)—f(x)= 1
X+h

_X—(x+h) _ -h
~ x(x+h)  x(x+h)’

1
X
—h
3 paso: f(x+h)—f(x) _x(x+h) _ 1 .
h h X(x+h)
f(x+hli—f(x)=”m —1 —1 (1} —1

h~>0x(x+h)=7:>f'(X)=

4° paso: lim
h—0
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13. Averigua la derivada de la funcion f(x) = v/x.
Solucion :

1" paso: f(x+h)=~/x+h.
2°paso: f(x+h)—f(x)=x+h—/x.
f(x+h)—f(x):\/x+ —J_

h
f(x+h)—F(x) \/x+ —x _ x-x 0 jemwe  xi+h-x
= lim ==ind = lim———" =
h h—0 0 0  Virhidx h—>0h( /X+h+\/;)

. h i 1y
_m’h(mw})‘mmm‘m&‘z&:’”x"(&) -

3% paso:

4° paso: lim
h—0

1
2Ux

La ventaja con respecto a lo hecho en el apartado 2 es que, para calcular la derivada de f(x) = x* en x =3,

hacemos '(x) = (x* )/ =2x = f'(3)=2-3=6, 0 también si f(x) = /x, entonces f'(9) se calculara asf:

1 1
f'(x)=(~/x =—:f'9=—=—.
0)=(Vx) = ==1O=55=5
Todas las derivadas que aparecen en la tabla se obtienen de la definicion. Ahora
k (constante) 0 |nos interesa que aprendas las derivadas de las funciones mas importantes entendiendo
x" neR | n-x"" |que proceden de dicha definicion.
1 -1 El 2° caso sirve para x elevado a cualquier exponente, ya sea entero o fraccionario;
X X2 por esta razon es importante recordar bien el manejo de exponentes negativos y
Jx 1 fraccionarios para pasar de un modo de escritura a otro. Por ejemplo:
X -~ ’
2Vx (x) =1-x""=1.x" =1(si no hay exponente se sobreentiende que es 1);
ex ex ’ ’ 1 / ’ 5
X*) =3 =3x% (x) =8x*"=8x";| — | =(x°) =B5xT =-5.xF=—;
- ) (x) =) -
X 1 / 1 6
sen x coS X ((/})': [ L I B S B
coS X —sen x 7 7 S
7-x7

Z
N
A Actividades

o[ 151

SRS

9. Usando la formula " =n-x"",ne R, demuestra que:
1Y _ o1 (1Y r
o) (5] = (&) 79 () =i ()

10. Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva y = x* —7x +1en el punto (1,-5).

I

11. Averigua la ecuacion de la recta tangente a la funcion y = x* — x* +1en el punto (-11).
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INICIACION AL CALCULO DE DERIVADAS. APLICACIONES

4. Calculo de derivadas

A continuacién veremos el algebra de derivadas o conjunto de reglas para derivar. Todas proceden de

combinar la definicion de derivada con el algebra de limites ya estudiada.

4.1. Derivada de la suma de funciones

(f£ g)' (x)=f'(x)xg'(x) © Laderivada de una suma ( o resta) es la suma ( o resta) de las derivadas.

&~ Ejemplo

14. Calcula las siguientes derivadas:

’

a) (x%%) =(x2)’+(x‘3)/=2x—3x“1 =2x—%.

b) (Vx-x) =(vx) ~(x) =—=-5x".

1 (1Y ;11 x—1
c) |—+hx|=—-|+(Inx) =—5+—=—.
)(x J(XJ() XX x X
Dada la sencillez de la formula, suele escribirse directamente el resultado:
d) (x° +5), =3¢ ) (x* +x)/ =441 1) (=X +x—7), =5x* —2x +1.
y, claro esta, podemos poner todos los sumandos que queramos Y lo que deberemos hacer es ir derivando sumando
a sumando:

9) (\/;+1+X7 +e —senx+i6 —i+7x6 +e —cosx—g. Recuerda que
X X

1
XJ_m x?
1Y v L, 6
(F) =(X 6) =—6X 7=—7.

4.2. Derivada del producto de funciones

(f -g)' (x)=f'(x)-g(x)+f(x)-g'(x)  Laderivada de un producto es igual a la derivada del primero por
el segundo sin derivar mas el primero por la derivada del segundo.
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15. Calcula las siguientes derivadas:
’ ’ /’
a) (x*-e") =(x*) -e"+x*-(e") =2x-" +x*-" =x(x+2)-€".
b) (x° cosx), = (xs)/ cos X + x° (cos x) =5x* cos x+x° (—sen x) = 5x* cos x — x° senx.

c) (\/;-/nx)'=(x/;)/-lnx+\/;-(lnx)'=ﬁ-lnx+\/;-%=%.
1 11 1-Inx

d | —-Inx|= 1 Inx+1(lnx)’=—i2lnx+—-—= .
X X X X X X X

Un caso especial de esta formula es cuando una de las funciones es constante, pues como la derivada de una

’

constante es cero, sélo nos quedara uno de los términos de la derecha: (k- f )/ (x)=k-f'(x), k constante (la
constante multiplicativa no se deriva).

e) (5¢°) =5-(x*) =5-3-x* =15x".

f) (3Inx)’ = 3-(Inx)’ = % g) (7cosx)/ =7(-senx)=—Tsenx.

Podemos mezclar sumas, restas y productos, derivando cada una de estas operaciones como les corresponde:
h) (x*+x%" )/ =(x* )/ +(xzex), =4x° +(x* ),e* +x2 (e’), =4x% +2xe* + x%".

i) (4senx—x7 Inx)’ =(4senx)’ —(x7 Inx)/ =4cosx—[7x6 Inx+x’ -1}:4cosx—7x6 Inx—x°.
X

4.3. Derivada del cociente de funciones

,Si g(x) # 0 = La derivada de un cociente es igual ala derivada del

oy F'(x)-g(x) - f(x)-g'(x)

(X) - 2
g [9(x)]
numerador por el denominador sin derivar menos el numerador por la derivada del denominador,
partido todo por el denominador al cuadrado.

Para poder calcular la derivada del cociente el denominador ha de ser distinto de cero.

16. Calcula las siguientes derivadas:

=1cos’x -
1+1tg° x
Este resultado es tan importante que hay que aprendérselo como los de la tabla.

b) (LJ'Z(X)""X—X(MX)'_’"X—X'Vx_lnx—1

a (1gx) = senx) _cosx-cosx—senx-(—senx) cos®x+sen’x
9} = cosx | (cos x)2 © cos’x

Inx (Inx)’ (Inx)*  (Inx)*
0 3x—1 ’:(3x—1)/-(4x+5)—(3x—1)-(4x+5)’:12x+15_12x+4= 19
(4X+5) (4x+5)2 (4x+5)2 (4x+5)2 '

247 RNRE & 4p
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=1
Los denominadores no se suelen desarrollar, sino que se dejan indicados.

[ij, (Xz),-e*—xz'(ex), 2" —x'e" _x:(2-x)-¢" _x-(2-x)
e) = || = 2 = 2x - & B *
e (e") ¢ ¢ °

hay que saber con exactitud su valor.
17. Calcula las siguientes derivadas:

. (X2+1J'_(x2+1)/.(x2—12—(x22+1).(x2—1)/_2x(x2—11—2x2(x2+1)_ 2_4,( )
o TR

Hay que simplificar al méximo para obtener la derivada, pues, como la derivada se usa para estudiar las funciones,

’

a x+3Y  (x+3) (x=4)-(x+3)(x-4) x-4-(x+3) 7
x—4)_ (X—4)2 - (X—4)2 - (X—4)2'
P ’_(senx)/-x—senx'(x)’_xcosx_senx
X )_ XZ - X2 :
c) ei—lj':(e*—ﬂ/(ex+1)_(ex_1)(ex+1)f=ex(ex+1)_ex(ex_1): 2"
e* +

G +1)2 G +1)2 (" +1)2 '

(2X+1—2x—lnx)-ex
X —_—

_ 22X +1-2x"—xInx
xe* '

4 2x +Inx '_(2x+lnx)'~e‘—(2x+lnx)-(e*) _(2+yx)~e‘—(2x+lnx)-e* .
( e \J_ (ex)2 - e

er

’ Y ’
; ( xe" ] (xe*) -cosx—xe"-(cosx) (& +xe*)cosx—xe*-(~senx) e*(xcosx+cosx)+xe* senx
e = = = =

COS X (cos x)2 cos® x cos® x
_e"(xcosx+xsenx+cosx)
- cos® x '
, _ _ 1Y F(x) kY k-f'(x)
Un caso particular de la derivada de un cociente es ? (x)=- 7 O n X)=————=, kcons-
[f(x)] [f(x)]

tante. El resultado se obtiene porque, al ser constante, la derivada del numerador es cero y queda “— numerador

por derivada del denominador’.

(S Ejemplo

18. Calcula las siguientes derivadas:
1

a) (i,:‘ .
Inx (Inx)* x(Inx)’

b)( 7 ]/__7(—senx)_7senx_7tgx

oS X cos® x cos’Xx  cosX

‘ 0 E
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9.
A\ Actividades

12. Halla la derivada de las siguientes funciones:
a) y=x"+x*—x+1b) y=3t"-t+1¢) y =6t" —2t° +4t* + 3t - 2.

13. Halla la derivada de: a) y =8xInx—5¢*;b) y=x-Inx;¢) y = 2—53
X+
2
14. Calcula la derivada de: a) f(x)= % b) f(x)= —; c)y= X 7
Jx
15. Deriva y simplifica las siguientes funciones: a) y = \/_ ;b) f(x)= c) f(x)=
16. Calcula la derivada de las siguientes funciones: a) y = 2x*senx — x*tg x; b) f( x)= M_
senx +cos x
17. Deriva y simplifica las siguientes funciones: a) y = L; b) y= ﬁ; c) y= fgx+1 _
senx senx fgx -1

4.4, Derivada de la composicion de funciones.
Regla de la cadena

La derivada de la composicion de funciones es: (f o g)' (x) = (g(x))-g'(x). Es decir, la derivada de una

composicion de funciones es igual al producto de la derivada de la primera funcién, particularizada en
la segunda funcioén, por la derivada de la segunda funcion particularizada en x.

Para usarla hay que saber cual es la primera y cual es la segunda funcién. Recordando lo visto al hablar de la
composicién de funciones, g es la primera que actla y fla segunda. Comparando con la férmula (también conocida
como regla de la cadena, porque se deriva eslabén a eslabon), vemos que primero derivamos f (la Ultima que
actla) y después g (la primera que actia).

19. Calcula la derivada de: @) y =In2x;b) y =(In x)2 :
Solucion :
a) Tenemos dos funciones logaritmo neperiano y 2x. Primero calculariamos 2x y después el neperiano, por lo que
derivamos primero el neperiano (y lo evaluamos en 2x) y después derivamos 2x:

: 1 1
h2x) = — - 2 =
(In2x) 5

o
X derivada de 2x X
derivada del neperiano

b) Tenemos las funciones neperiano y x* (elevar al cuadrado). Primero calculariamos el neperiano y después eleva-
riamos al cuadrado, por lo que primero derivamos el cuadrado y después el neperiano:

((mx)) = 2mx - T 2
derivadmwrado 2’(_, X

derivada del neperiano
20. Halla la derivada de: a) f(x)=(7x +1)3 'b) y =cosx’.
Solucion :
a) Tenemos las funciones 7x +1y x* (elevar al cubo). Primero operariamos con 7x +1y después elevariamos al cubo,
por lo que derivamos primero el cubo y después 7x +1: ((7x + 1)3) =3(Tx+1)- T =21(Tx+1)
H_/

derivada del cubo derivada de 7+
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b) Tenemos la funcion coseno y x* (elevar al cuadrado). Primero calculariamos el cuadrado y después el coseno, por lo
’

que primero derivamos el coseno y después x*: (cos xz) = —senx’ - 2x =-2xsenx’,
derivada del coseno Jerivada de x?
21. Averigua las derivadas de: a) y=e™*; b) f(x)= e
Solucién :
a) Tenemos las funciones exponencial y — x. Primero cambiariamos el signo ( — x) y después la exponencial. Asi, deri-

’
vamos primero la exponencial y después — x: (e‘*) = e;j . (—1) =—e ",

g " ——
derivada de la exponencial bl =i

b) Tenemos las funciones exponencial y — x2. Primero calculariamos — x* y después la exponencial, por lo que primero

hay que derivar la exponencial y después — x*: (e‘”2 = e - (=2x) = —2xe™.

derivada de la exponencial  ——~—",
derivada de —x’

22. Deriva las siguientes funciones: a) y = In(x2 —5x +1); b) y= /n(\/; )
Solucién :
a) Tenemos las funciones x* —5x +1 (primera que se calcularia) y In (segunda que se calcularia). Se deriva primero el
2x—5
5 (2x-5) =

X =5x+1 2 x2-5x+1
v derivada de x*—5x+1

In y después el polinomio: (In(x2 —5x+ 1))/ =

derivada del In
b) Tenemos las funciones Jx (la primera que se calcula) y In (la Gltima que se calcula). Asi, se deriva primero el nepe-
/ 1 1 1
riano y después laraiz: (In(Vx)) = — - — =—.
y cesp (in(x)) N

——
derivada del I derivada de /x

Usando las propiedades del logaritmo: In(x/; ) =In xy2 = %Inx = (In(\/; )) = (%In x] = i

2x
Aunque la regla de la cadena solo exige pensar el orden de ejecucion de
(f(x))” n_(f(x))n-1 F(x), neR las funcione_s, a veces se detallaq algunos casos frecuentes ampliando la
0 : = tabla de derivadas. En |a tabla adjunta sélo aparecen dos funciones y sus
° fix)-e resultados se obtienen de la regla de la cadena, que deberemos usar cuando
In(f(x)) f'(x) aparezcan més de dos funciones.
()

23. Averigua la derivada de: a) y =e®**;b) y =In(x* +x 1),
Solucién :

5x+3 ! 2x +1

a) (95”3)/:59 , pues (5x+3) =5. b) (In(x2+x—1)) = pues (x2+x—1),:2x+1.

24. Calcula la derivada de: a) (3x* —5x° + 7)8 1b) 3(9x 5.
Solucion :
a) ((3x5 -5¢ +7) ) —8(3x° ~5x* +7) (15x* ~10x), pues (3x°—5x° +7) =15x* ~10x.

’

b) (3(9x—5)z) :[(Qx—s)i),:g(Qx—S)_;-Q:y;__s,pues (9x—5)':9.

REaS 4pb
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25. Deriva las siguientes funciones: a) f(x)=(x2—4)2; b) f(x)=In(x*-3x).
Solucion :

’

a) ((x2—4)2) =2(x2—4)-2x=4x(x2—4),pues (x2—4)l=2x.

. (x-3x) 2%—3
b) (In(x* ~3x)) =(x2—3x) =X2X_3X,pues (x2-3x) =2x-3.
26. Calcula la derivada de: a) y:(ln(4x2—5))3;b) y = e
X+4

Solucion :
a) Hay 3 funciones: el cubo (Ultima en calcularse, primera en derivarse), el neperiano (segunda en calcularse,
segunda en derivarse) y el polinomio (primero en calcularse, Ultimo en derivarse):

2

’ 24x-(In(4x*-5

(o5 | =i g - o 2T
—_— LX __J_5 deﬁvad::l:4x2—5 4x° =5
Legizugaleny derivada del neperiano
( 3x ) 12
4 . 2 ’
r ) _\x+4) (x+4) 4 pues 3% :3(x+4)—23x: 122.
X+4 37)( 37)( X(X+4) X+4 (X+4) (X+4)

X+4 X+4

Usando las propiedades del logaritmo: y = /n% =In3x—In(x+4)=y'=(In 3x)’ —(In(x+4))’ =
3 1 4

=3_x_m_x(x+4) '
27. Deriva: a) y =sen®(x*~1); b) y =/tg(x+4)°.
Solucion :
a) y'=5-sen*(x*~1)-cos(x’~1)- 2x =10x-sen*(x*-1)-cos(x* 1),

derivada de x?

derivada de la quinta derr‘vada‘:iel seno

5(x+4)"
b) y’=\/ 1 - 2(1 7 B(x+4) 1= T (“)
2\tg(x+4)" cos"(x+ f 2\tg( x+4 -C0S (x+4)
. W derivada de x 4
derivada de \/x
Q.
Actividades

18. Calcula la derivada de las siguientes funciones: a) y = In(5t2 -3t+ 2); b) y=+2x-3.
19. Deriva las siguientes funciones: a) f(x)=6(3x + 5)8 b) y= (x2 + 5)3 .

20. Halla la derivada de: a) y =/(3x+2)"; b) f(x)=In(2x~1).
21. Deriva las siguientes funciones: a) f(x)=5¢"*;b) y =In(3—X2J.
X —_
22. Deriva: a) f(x)=sen2x;b) y =7cos*(2x-3).
23. Halla la derivada de: a) y =tg~/x; b) y =cos® 2x.
24. Calcula la derivada de las siguientes funciones: a) y =In / b) %
x-3 5+3e™

25. Deriva: a) y =In[tg8x]; b) y =tg[In(8x)].
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5. Derivadas sucesivas

¢ Puede servir para algo hallar la tasa de variacion instantanea de la derivada? Como la derivada es una
funcién, podemos calcular su TVI, que sera la derivada de la derivada. La derivada de la derivada de una funcion

recibe el nombre de derivada segunda y se usa para estudiar la curvatura (concavidad y convexidad) de una

funcién. Se define como: f"(x):’/,,'n%_f (x+h)-1'(x)

Este proceso se puede prolongar indefinidamente obteniéndose la derivada tercera f"'(que es derivar la
derivada segunda), la derivada cuarta f" (derivar la derivada tercera), la derivada quinta f* (derivar la derivada
cuarta),..., la derivada n-sima o enésima . Observa la notacién: se usan nimeros romanos para las primeras y
un paréntesis con el grado para las de orden superior (n con el fin de no confundirlas con las potencias. Estas
derivadas de ordenes superiores se calculan con las mismas reglas que vimos para la derivada, que ahora se

llama derivada primera (y simplemente derivada cuando no hay confusion posible).

L3 Ejemplos

28. Halla la derivada segunda, tercera y cuarta de las siguientes funciones:
a) y=x%b) f(x)=+/x; ¢) y=e; d) f(x)=Inx; e) y =e?.
Solucién :

a) y'=3x’;, y"=3-2x=6x; y"=6; y"=0.

e) yv=262x; yu=2‘262x=462x’. y’"=4‘262X=862X; ylv=8'262X=1662X.
29. Halla la derivada segunda, tercera y cuarta de las siguientes funciones:

a) y=6x"-5x>+4;b) y=1In3x; c) f(x):%; d) f(t)=t>-2t+1.
X+

Solucién :
a) y'=6-7x"-5-2x=42x* —10x; y"=42-6x-10=252x"-10; y" =252-5x* =1260x";
y" =1260-4x* =5040x°.

d) fi(t)=3t-2; f'(t)=6t; f"(t)=6; f"(t)=0.

1 1 3 -15
b) fi(x)=——=; f'x)=——=; f"(x)=—=; f'(x)= :
2Jx NS N 16vx"
c) yr:_e—x’, yu:e—x’, ym:_e—x’, yIV:e—x.
' 1 " 1 -2 " -3 -3 2 v —4 —4 6
d) fiix)==; f'(x)=——=-x7, f"(x)=—(=2)x"=2x"=—; [ (x)=2(3)x" =—bx" =——.
X X X X

b) y'=3i=1; y"=—i2; y"'=%; y’V=—£4.
X X X X X
c) f(x)=(x+2)‘1:>f'(x)=—(x+2)‘2=—;2; f'(x)=—(=2)(x+2)° =2(x+2)° = 2 =
(x+2) X+2)
f"(x)=2(-3)(x+2)* =—6(x+2)" = m 4;f'V(X)=—6(—4)(X+2)_5=24(X+2)_5= 24 -
(x+2) (x+2)
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X

30. Calcula la derivada segunda de: a) y = x* —%xz +6x; b) f(x)=—
X

Solucion :

a) y’:3x2—§-2x+6:3x2—9x+6; y"=6x-9.

X =1-x-2x _ —x*—1 f(x) = ~2x(x’ _1)2 — (=X =1)-2(x* =1)-2x10
(x2—1)2 (x2—1)2’ (x2—1)4
~ (¥ —1)[—2’(()(2 —1)—4x (-’ ‘1)] L+ 2+ 4 +4x 20 +6x  2X(XF+3)
(x2 —1)4 (x2 —1)3 (x2 —1)3 (x2 —1)3
En “ sacamos factor comun en el numerador. Como el factor comin coincide con el denominador, simplificamos,
de modo que el denominador no queda elevado a 4 sino a 3. Como también disminuye el grado del numerador,

queda una fraccion algebraica mas sencilla. Este procedimiento lo podemos realizar siempre que derivemos fracciones
algebraicas y es la razon de no desarrollar el cuadrado del denominador.

b) fi(x)=

9.
N\ Actividades

26. Halla la derivada primera, segunda, tercera y cuarta de:

2 X
a) y=e™:b) y=——:¢) y=In=.
)y )y : )y 5

27. Calcula la derivada segunda de:
X4 x3 3
X -4

X Xt +4
1) f(x)="——;d) y="-"+2x-Te) y=
x> +4 ) 1x) X )y 4 7 )y

1
a) y=—-;b) y=
) y=o—7by

Al aplicar la definicién de la derivada hicimos notar que, para que exista la derivada de una funcién en un punto, la funcién
debe ser continua en dicho punto. La continuidad es una condicion previa, por lo tanto, necesaria; sin embargo, no es
suficiente, es decir, no todas las funciones continuas son derivables. Observa o que le ocurre a f (x) =/x = x’* en x =0.
Claramente la funcion es continua, pues f (0) = ﬂ’ﬂ% f(x)=0, pero no es derivable, porque

1
N

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
i
1
. P . . . IV . . e 1
El ejemplo mas habitual para ver que la continuidad es condicién necesaria pero no suficiente es el valor absoluto |x| ]
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

f’(x)=1x% = =>f’(0)=1=>55f’(0)=> no es derivable en x =0.
3 0

f(h
Sabemos que|x| es continua en x = 0; si intentamos calcular la derivada usando la definicion (f'(o) = []Irfg%) nos

encontramos con que no sabemos qué valor tomar para f (h), pues serd—h 6 h, dependiendo de sih — 0~ o si h — 0",
respectivamente. Este ejemplo permite la introduccion de las derivadas laterales. En este caso,
f(h - f(h
f'(07) = lim Q:ﬁm-”:—tf'(o*): i ") i 1
h—0"  h h—0 h h—0"  h h—0 h
Como las derivadas laterales no coinciden, #f'(0) y se dice que |x| tiene un punto anguloso en x = 0.

____________________________________________________________________________________________________
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6. Crecimiento y decrecimiento de las funciones

Una funcién es creciente en un punto x = a cuando f(a + h) > f(a),
h> 0y estrictamente creciente cuando f(a + h) > f(a), h> 0. Es
decreciente cuando f(a + h) < f(a), h > 0 y estrictamente decreciente
cuando f(a + h) < f(a), h > 0. Una funcidn es creciente (decreciente)
en un intervalo (a, b) cuando es creciente (decreciente) en todos los
puntos de dicho intervalo.

Las definiciones se corresponden con la idea gréafica (es creciente si al
aumentar x aumenta el valor de la funcién y decreciente si ocurre al
contrario), pero son poco operativas: para saber si una funcién crece o
decrece en un intervalo hay que ir punto a punto, tarea imposible. Hay
que buscar definiciones alternativas que sean mas faciles de manejar,
y que veremos en el apartado 8.

7. Extremos de las funciones: maximos y
minimos

Los extremos absolutos de una funcion en un intervalo cerrado [a,b] son el mayor y el menor valor que toma
la funcién en dicho intervalo. Estos valores reciben el nombre de méximo y minimo absoluto, respectivamente.
. La existencia o inexistencia de extremos absolutos esta
E relacionada con la acotacion o no acotacion de la funcion en
1
1 ~9 i h [a,b]. Asi, f, que esta acotada en [a,b], tiene un méximo absoluto
1
: [\\ | (\ My un minimo absoluto N; g, que no esta acotada inferiormente
1 A a 1
1 ]
1 |
] ]
1 |
1 1
1

) 5 en [a,b], carece de minimo absoluto, pero tiene maximo absoluto,

que coincide con g(a); h, que no esta acotada en [a,b], no tiene
ni maximo ni minimo absoluto.

El caso de fes el de las funciones continuas en un intervalo: tienen extremos absolutos porque estan acotadas
en dicho intervalo. Como gy h presentan una discontinuidad inevitable de salto infinito en el intervalo, al menos
no estaran acotadas superior o inferiormente. Asi, puede haber algun extremo absoluto, como es el caso de g,
0 ninguno, como es el caso de h.
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8. Funciones derivables

8.1. Crecimiento y decrecimiento para funciones
derivables

Una funcion es derivable en un punto cuando tiene derivada en dicho punto y, por extension, es derivable
en R cuando tiene derivada en todos los puntos de R.

De las funciones que hemos tratado, pueden presentar problemas en su derivabilidad las funciones definidas
a trozos y los cocientes, como veremos en Matematicas Il, donde trataremos este tema con mayor profundidad.

Ahora nos interesa la derivabilidad para buscar las definiciones alternativas que mencionamos en el apartado 6:

f(a+h)—f
f@+m=1(@) .4 b 0. Recordandola defi-

f(a+h)-f(a)

si la funcion es estrictamente creciente, f(a+h)—-f(a)>0=

nicién de derivada en un punto, vemos que si f es creciente en x = a, entonces f'(a) = ’I7m% >0,
—!

f(a+h)-f
h>0. Alainversa, i f’(a)=!’irrz)w>0, h>0, entonces f(a+h)—f(a)>0=f(a+h)>f(a),

por lo que f es creciente en x = a.

Asi, fes creciente en x = a si y solo si f'(a) > 0 y decreciente en x = a si y sélo si '(a) < 0. |

No hay que perder de vista que para poder hacer estas afirmaciones debe existir f'(a), es decir, la funcion ha
de ser derivable en el punto para poder usar este criterio.

Al usar esta segunda definicion convertimos el estudio del crecimiento y del decrecimiento en el estudio del
signo de la derivada de la funcién.

Podemos concluir que una funcién f es creciente en un intervalo (a,b) si f’ es positiva en todos lo puntos del
intervalo y es decreciente si f’ es negativa en todos los puntos del intervalo.

Al crecimiento y decrecimiento de una funcién también se le denomina monotonia.

(S Ejemplos

1
31. Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = 2% ——x°.
Solucion:
Calculamos su derivada y la igualamos a cero: f'(x) =4x-x*= f'(x) =0 = x=0,4
Construimos la siguiente tabla para estudiar el signo de f'y simultdneamente (==0,0)| (0,4) | (4,)
indicar el comportamiento de la funcion. Se observa que fes decreciente en  |ggn(f'(x)) - + | -
(—0,0)U(4,0) y creciente en (0,4). ; b, | o1 | D}
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32. Dadalacurvay =

Solucion :

33. Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) = xe

X
x? —

1 halla sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Al ser una fraccion algebraica, calculamos su derivada e igualamos a cero su numerador y su denominador
X2 +1 NUM =0= x*+1>0= NUM >0

e e SR

independientemente: y' = —

y es decreciente en R —{i1}, es decir, y es decreciente en su dominio.
-2x

Solucion :
(~e0,112)|(12,0) | F'(X) =6 +x6?-(=2)=f'(X)=(1-2x)e > =f'(x)=0=1-2x=0=
sgn(f'(x))|  + = || = =2 fles creciantersn —o0, 1/) y decreciente en 17 o).
0+~ | L wemennen () e )

9.
N Actividades

28.

29.
30.
3.

32,

33.

34.

2
Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f (x) = Xt

Averigua los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de y = (2x - 3)3 .

Estudia la monotonia de la funcion y = (x* +x —11)-¢".

Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x) = (3x —2)-e*".

2
Averigua los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x) = 1=x >
(x+3)
2
Estudia la monotonia de la funcién y = 2 5.
X+8

x4 x?

Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de y = ”y + = 7 4x.

8.2. Maximos y minimos para funciones derivables

Las funciones derivables pueden tener otros extremos distintos a los absolutos:
son los extremos relativos o puntos singulares, de gran importancia. En estos
puntos la recta tangente a la curva es horizontal (paralela al eje OX), por lo que ahi
se anula la derivada. Si la derivada es continua, hay dos posibilidades para la funcién:

e (que sea creciente a la izquierda y decreciente a la derecha (punto x = a del
grafico): la funcion tiene un maximo relativo en dicho punto;

e (que sea decreciente a la izquierda y creciente a la derecha (punto x = b del
grafico): la funcion tiene un minimo relativo en dicho punto.
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Este es un método Util para averiguar los extremos relativos cuando se dispone de la tabla de crecimiento.

Otro procedimiento usa la derivada segunda. Observando la gréfica, y teniendo en cuenta la definicién de
derivada segunda, tenemos que:

F(@) = lim @M =@ _

h—0 h h—0

Fi(b+h)=fb) _ . f(b+h)

h—0 h

0.

T@+h) o by = fim
h h—0

ftiene un extremo relativo en x, cuando f'(x,) = 0. Es un maximo relativo cuando f"(x;) < 0 y un minimo
relativo cuando f"(x,) > 0.

Este segundo método puede dar problemas si también f"(x;) = 0. En este caso recurrimos a la tabla de crecimiento
y usamos el primer método.

Al tratarse de extremos relativos puede ocurrir que el maximo relativo sea menor que el minimo relativo. Esto
ocurre en algunas funciones racionales (ejemplo 38).

1

34. Calcula las coordenadas de los maximos y minimos relativos de f(x) = 2x* — gxa.

Solucion :
flx)=dx—x*=f(x)=0=>x(4—x)=0=x=0,4.

f"(x)=4-2x=f"(0)=4>0=>minimo en (0,f(0))=(0,0).

f"(4)=—-4 <0= maximo en (4,f(4)) =(4,3—:J.

35. Calcula las coordenadas de los maximos y minimos relativos de f(x) = (x — 3)4 .

Solucion :
f'(x)=4(x—3)" = f'(x) = 0= x = 3(triple ) punto singular.
f"(x)=12(x~3)" = f"(3) = 0= este resultado no nos permite saber si es méximo o minimo relativo.

Recurrimos a la tabla de crecimiento.
A la vista de la tabla, concluimos que f tiene un minimo relativo en el punto

(==0,3) | (3,)
sgn f' = + (3’f(3))=(3’0)'
P Dy Ct Para este caso hay otro procedimiento alternativo en el que hay que recurrir

a derivadas de dérdenes superiores.
Sin embargo, |a tabla de crecimiento no ofrece ambigliedad alguna.
36. Calcula las coordenadas de los méximos y minimos relativos de f(x) = (x +7)°.
Solucion :
f'(x)=5(x+7)" = f'(x) =0= x =7 (cuédruple ) punto singular.
f"(x)=20(x+7)’ = f"(~7) = 0= no podemos concluir si es méximo o minimo. Recurriendo al crecimiento
observamos que f'(x)>0en R—{-7} = f siempre es creciente, por lo que no tiene ni maximo ni minimo. Més

adelante veremos que x = —7 es un punto de inflexién de f.
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2
37. Dada f(x) = 2x_9 halla sus maximos y sus minimos relativos.

Solucion :
2x(x2—9)—2x-x2 —18x .
f'(x)= > = >=1f'(x)=0=-18x =0= x =0 punto singular.
(x*-9) (x*-9)
_ —~18(x’ -9)2 —(—18x2-2(x2 ~9)-2x _ (x* —9)[—18(x2 —9)4+18x-2-2x] . Bax? +1§2 _
(x2 —9) (x2 —9) (x2 —9)
=f"(0)= 162 = _E< 0= maximo para x = 0,f(0) =0.
(o) ¢

La funcién sélo presenta un maximo en el origen de coordenadas O(0,0).
2

38. Averigua los méaximos y minimos relativos de g (x) = X >
X+

Solucién :

9'(0)= M s g'(x) =02 x=4,0,9"(x) =

8
(x+2)2 (x+2)3
=(—4,-8);¢"(0)=1>0= minimoen (0,g(0))=(0,0).
Observa que el maximo es menor que el minimo.

=g"(-4)=-1<0=maximoen (-4,g(-4))=

39. Calcula los maximos y minimos relativos de la funcién f(x) =

X -3x+2
Solucioén :
Construiremos la tabla de crecimiento, método mas sencillo en este caso:
(==0,312){1}|(3/2,20)—{2}| f'(x)= sz =f(X)=0=3-2x=0=x= 3 punto singular.
¥ = (x*-3x+2) 2
sgnf'(x) | —=+ —==

+ + o " 3 ,(3 3
f Cct D| La funcion tiene un méximo en E’f 7 = E’_4 :
40. Se sabe que la funcion f(x) = x> +ax + b tiene un minimo en x =2 y que su grafica pasa por el punto (2,2). ;,Cuanto
vale la funcién en x = —1?
Solucion :
Primero averiguamos el valor de los coeficientes a y b a partir de las condiciones que se dan y después el valor pedido:
Minimoenx =2, f'(2)=0=f'(x)=2x+a=f'(2)=4+a=0=a=—4.
La gréfica pasa por (2,2)=f(2)=2"-4-2+b=2=b=6=f(x)=x>—4x +6.
Porlo tanto, f(~1)=(~1)" —4-(~1)+6=11.

9.
N Actividades

35. Calcula los maximos y minimos relativos de las siguientes funciones:

2
a) f(x)=x +1
X
36. Calcula los maximos y minimos relativos de las siguientes funciones:
xtoax® X 4 2x* -5
a) y=—+—-—-4x;b) y=(4x+1) ;c) y= .
VY=o ) y=(4x+1)6) y==—

1b) y=(2x-3)";¢c) y=(x*+x-11)-e".
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9. Problemas de maximos y minimos

Optimizar una funcién consiste en buscar sus extremos relativos.

Si se trata de hacer exactamente lo mismo que en el apartado anterior, 4 por qué lo separamos? La razén es
que, cuando hablamos de calcular los méximos y minimos, damos por hecho que nos dan la funcién que debemos
optimizar, mientras que si decimos optimizar sobreentendemos que hemos de construir la funcion que se ha de
optimizar, que es el paso realmente complicado y diferente al del anterior apartado.

El tipo de problemas al que se le puede aplicar la técnica de optimizacion de funciones es extensisimo, por
lo que no se pueden dar unas pautas fijas, sino unas orientaciones que ayuden a resolverlo. Habitualmente nos
tendremos que apoyar en conocimientos aritméticos, algebraicos 0 geométricos previos y una lectura detallada,
que nos permita averiguar cual sera y qué forma tendra la funcion que hemos de optimizar.

(= Ejemplos

41. Halla las dimensiones del rectangulo que teniendo 32 m de perimetro tenga area maxima.
Solucion:

Podemos hacer un pequefio grafico donde escribir las variables que usaremos y después
sequir la siguiente estrategia:

Y| e escribimos primero la funcién que tenemos que optimizar. En este caso es el
X area, que consta de dos variables: A(x,y) = xy.

e Como so6lo sabemos manejar funciones de una variable, hemos de encontrar una relacién entre las variables.
En este caso, dicha relacién la proporciona el perimetro: 2x + 2y =32 = x + y = 16.

e Despejamos una de las variables en funcién de la otra en nuestra relacion, la sustituimos en la funcién que
hay que optimizar y queda una funcién con una unica variable, a la que aplicamos el método habitual para el
calculo de los extremos relativos: y =16 — x = A(x) = x - (16 — x) = 16x — X°.

Antes de derivar podemos detenernos un momento en la funcién: se trata de una funcion cuadrética (parabola) cuyo
vértice es un maximo (pues el coeficiente de x? es negativo), que es lo que buscamos. La funcion esta bien construida.

Ax)=16-2x=AX)=0=>x=8=> A"(X)=-2= A"(8) =—2< 0 = A(x,y) es maxima para x=8cm, y= 16 -8 =8 cm.
Por lo tanto, el rectangulo de area maxima y perimetro 32 cm es un cuadrado de lado 8 cm y area 64 cm?.

Conviene finalizar dando el valor de las variables que optimizan la funcion, el valor optimizado de dicha funcién y
una somera explicacion del resultado obtenido.

42. Descomponer el nimero 11 en dos sumandos positivos de forma que el producto del primer sumando por el
cuadrado del segundo sea maximo.

Solucion:

Se trata de un problema aritmético. Llamamos x a uno de los sumandos e y al otro. Siguiendo los pasos del
ejemplo 41 escribimos:

Funcion que se debe optimizar: P(x,y) = x-y>.
Relacion entre las variables: x + y = 11.
Despejamos x: x =11—y; Sustituimos en P(x,y) : P(y) = (11—-y)-y* =1y’ —y> = P'(y) =22y - 3y* =

=>P'(y)=0=y :O,%:>P"(y) =22—-6y = P"(0)=22>0=> minimo para y =0; P"(%j:—22<0:>

o 22 1 L 11-22° 5324
= maximo para y = 3 X= PR El producto maximoes P, = Rt

Observa que manejamos la variable y como la x, porque ahora ambas son variables independientes, siendo las

dependientes el producto y la suma.
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43.

44,

Se dispone de una barra de hierro de 20 metros para construir una porteria, de manera que la porteria tenga la
maxima superficie interior posible.

a) ¢Qué longitud deben tener los postes y el larguero?
b) ¢Qué superficie maxima interior tiene la porteria?
Solucién:

Se trata de construir tres lados de un rectangulo (el cuarto sera el suelo donde se apoya la porteria) de modo que
su superficie sea maxima. Llamando x a la base e y a la altura queda:

Funcion que se debe optimizar: A(x,y) = xy.

Relacion entre las variables: x + 2y = 20.

Por comodidad despejamos x obteniendo: x = 20 — 2y => La funcién a optimizar es A(y) = (20 -2y )y =20y — 2y?
(parabola con maximo); A'(y)=20-4y = A'(y)=0=y=5=A"(y)=—-4= A"(5)=-4<0,

a) Méaximo para y =5m;x=10m; b) A, =50m’.

Se desea construir cajas de embalaje en forma de prisma cuadrangular de modo que la suma de las aristas sea
30. ¢ Cuales han de ser las dimensiones para que la capacidad de las cajas sea maxima?

Solucién:

Parece un problema con 3 variables, puesto que un prisma tiene volumen (ésa es su capacidad),
pero al ser cuadrangular (su base es un cuadrado), sélo habra 2 variables. Recordando las formulas y
para el prisma podemos escribir:

Funcion a optimizar: V(x,y) =A....-h = x*'y.

Relacion entre las variables: 2x + y = 30.
Despejamos y (si es x hay que desarrollar innecesariamente un binomio al cuadrado):

y =30-2x = V(x) = x*(30—2x) = 30x* — 2x°.

V'(x) =60x —6x* = V'(x) =0=>6x(10—x) =0= x =0 (absurda) , x =10.

V"(x) =60-12x = V"(0) =60 < 0 = minimo ;V "(10) = -60 = méximo = La caja tiene capacidad maxima para
x=10u;y=30-2-10=10u, valiendo V,, =1000u°.

Escribimos u como unidad de longitud y u* como la de volumen al no especificarse ninguna unidad de medida.

Observa la regularidad: si queremos rectangulos de area maxima aparecen cuadrados, y si queremos prismas
cuadrangulares de volumen maximo aparecen hexaedros regulares (cubos).

&
N

37.

38.

39.

40.

+  Actividades

Recortando convenientemente en cada esquina de una lamina de cartén de dimensiones 60 cm x 40 cm un
k —— cuadrado de lado x y doblando convenientemente se construye una caja (ver figura adjunta).

x Bl
| —)

t —+— Calcula x para que el volumen de dicha caja sea méximo.

Un granjero dispone de 5 000 € para cercar una porcion rectangular de terreno adyacente a un rio, usando a este
como un lado del area cercada, es decir, construira 3 cercas. El coste de la cerca paralela al rio es de 8 € por
metro instalado, y el de la cerca para cada uno de los dos lados restantes es de 6 € por metro instalado. Calcula
las dimensiones del area maxima que puede ser cercada.

Se quiere construir el marco de una ventana rectangular de 4 m El metro lineal de tramo horizontal 3om
cuesta 7,5 €, mientras que el metro lineal de tramo vertical cuesta 15 €. Determina: a) las dimensiones | 2em
de la ventana para que el coste del marco sea minimo; b) cuanto cuesta el marco.

Una hoja de papel debe tener un perimetro de 60 cm, margenes superior e inferior de 3 cm de
altura y margenes laterales de 2 cm de anchura. Obtén razonadamente las dimensiones que minimizan
la superficie de papel. T3om
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10. Concavidad y convexidad. Puntos de
inflexion

Convexa por arriba

Convexa por abajo

Una funcién presenta dos curvaturas diferentes, definidas a partir de una
recta secante: si la funcion va por encima de la recta, decimos que es convexa
por arriba, convexa o que tiene la forma N. Si va por debajo de la recta podemos
decir que es convexa por abajo, cdncava o que tiene la forma U . Tanto nombre
se debe a que podemos mirar la funcion desde dos posiciones diferentes (arriba
y abajo) y a que los comportamientos son complementarios (lo que desde una
posicidn es convexo, por la otra sera concavo y viceversa). Para evitar meternos
en discusiones, calificamos uno u otro comportamiento con su representacion

graficano U.

Como ocurre con el crecimiento, la definicién no es (til para los calculos, por lo que hay que encontrar otro
procedimiento mejor. Cuando la funcién es convexa por arriba, su derivada decrece (lineas punteadas de la
grafica), por lo que su derivada segunda sera negativa; cuando la funcién es convexa por abajo, la derivada
crece (lineas punteadas de la grafica), por lo que la derivada segunda seré positiva (observa que coincide con lo
obtenido para los extremos relativos). Por lo tanto, estudiar la curvatura de una funcion consiste en estudiar el

signo de su derivada segunda:

fes N en aquellos intervalos en los que f"(x) < 0.
fes U en aquellos intervalos en los que f"(x) > 0.
ftiene un punto de inflexién en aquellos puntos en los que f"(x) = 0.

Un punto de inflexion es aquel en el que la funcion cambia su curvatura de
forma continua.

(S Ejemplos

(x)>0,

N
™~

f'(X0)=0

f(x)<0

f(x)>0

45. Estudia la curvatura de la funcion f(x) = 2x* — 21x* + 60x — 32.

R

Solucién :
Tenemos que calcular la derivada segunda, igualarla a cero y estudiar su signo:
(=o0,7/2)|(7/2,) ) 42 7
sgn 12x—42| - i f'(x)=6x —42x+60;f“(x)=12x—42:>f"(x)=0:>x:a—§.
f d U La funcién tiene un punto de inflexién en Z f 1 = ZE .
2 |2 2 2
: : : ., 3x*—x
46. Calcula los intervalos de concavidad y convexidad de la funcién f(x) = o
X+
Solucién :
(~20,-2)|(-2,0) 32 +12x—2 (6x+12) (x+2)7 —(3x +12x~2)-2(x +2) faw o
fl x) = —2 - f" x) = - . :>
sgn 28 + (X + 2) ( X+ 2) y simplificando
(x+2)’ o (6x+12)(x+2)-2-(3¢ +12x-2) 28 NUM >0
== ; ~xe2) {DEN—O =2
f n U (x+2) (x+2) ===
261 =
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La funcién cambia de curvatura en x = -2, pero no tiene punto de inflexion pues no lo hace con continuidad
f"(x) # 0y Af"(-2), sino en la asintota vertical de la funcion.

Este comportamiento es habitual en las fracciones algebraicas. Para obtenerlo hay que simplificar en la derivada
segunda, sacando factor comdn en el numerador antes de operar. En caso contrario el denominador seria un binomio
a la cuarta, siempre positivo, y el numerador se anularia, apareciendo un falso punto de inflexion. Podemos darnos
cuenta del error porque la abscisa de este falso punto de inflexién coincide con la de la asintota vertical, con lo que
la derivada segunda en ese punto seria una indeterminacion % que se convierte en oo 0 —oo al ser resuelta.

47. Determina los intervalos de concavidad y convexidad de f(x) = x + 1

X
‘Solucion :
(-0,0)| x=-2 P = 1= F(x NUM > 0= no tiene puntos de inf lexion
snl| - | + W=t 0= 5= \pEN =02 x = 0(triple )
X La funcién cambla su curvatura en su asintota vertical, por lo que no tiene
f N U punto de inflexion.
48. Estudia la curvatura de la funcion f(x) = e - (x* - 4x +2).
Solucion :
fx)=e" (¥ -2x=2);f"(x) =" - (X’ -4) = f"(x) = 0=
(_00’_ 2) (_2v2) (2v°°) 2 4=0 )
R ~ . =Sx -4=0=>x=%
sgn|e*(x* -4) f tiene dos puntos de inflexion: (~2,f(-2)) = (-2,14e?) = (~2;1,8947),
/ U LN LU (2f(2)=(2-26) = (2:-14,7781)
. . . X xP X
49. Halla los intervalos de concavidad y convexidad de f(x) = m + 3 + re 4.
Solucion :

3

f'(x):%+x2+x;f"(x):x2+2x+1:>f"(x):0:>x:—1(doble):>f"(x)=(x+1)2 >0enR-{-1}=fes U

en R—{-1} y no tiene punto de inflexion.

:(x—1)(x—2).

50. Estudia la curvatura de f(x) :

X
Solucién :
(=20,2){0}| (2,0) X =3+2 L, -4 . 12-6x [(NUM=0=x=2
2-6x) M) === W= =0 === 1pey 0
sgn( X ~ | Lafuncién tiene un punto de inflexion en (2,f(2))=(2,0). En este caso, la asintota
f U N vertical x = 0 no cambia la curvatura.

X
N\ Actividades

41. Estudia la curvatura y halla las coordenadas de los puntos de inflexion de las siguientes funciones:
a) y=2x° —%xe’; b) y= (2x—3)3.

42. Halla los intervalos en los que las siguientes funciones son concavas y convexas, asi como las coordenadas de sus
2 2 2
X" +1 X 2x° — 5
b) y=—7—7ic) y=
x* -9’ X+8
43. Estudia la curvatura y averigua los puntos de inflexién de las siguientes funciones:

1 . —3x . _
a)yzm,b) y=(x+1)e™;¢) y=In(x*+1);d) y=(x"+x)e*”
44, Halla los intervalos en los que las siguientes funciones son céncavas y convexas, asi como las coordenadas de sus
2 4 3

puntos de inflexion, si los tienen: a) y =e™'; b) y:ZX—;c) y=———7d) y_x__x__x +5.
X +1 12 6

puntos de inflexion, si los tienen: a) y =
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11. Representacion grafica de funciones
polinomicas de grado superior a dos y
funciones racionales

Las funciones que van apareciendo presentan una complejidad cada vez mayor, por lo que requieren de
métodos mas sofisticados para su estudio. Ya no podemos conocer su comportamiento mediante una tabla de
valores, como ocurre con las lineales, 0 a través de algunas sencillas propiedades, como pasa con las cuadraticas
o las de proporcionalidad inversa mas sencillas.

Debemos desechar la pretensidn de conocer exactamente lo que hace una funcién punto a punto para centrarnos
en aquellos puntos y propiedades que realmente caracterizan a la funcion. Por lo tanto, nuestra pregunta es:
¢$qué necesitamos estudiar de la funcién para conocerla con detalle? Todo lo que hay que estudiar ya lo hemos
tratado (signo de la funcién, asintotas, puntos singulares...) y lo que vamos a ver aqui es cdmo ajustar convenien-
temente toda la informacién obtenida, de modo que el puzzle encaje y no aparezcan resultados contradictorios.

Los pasos para efectuar el estudio de una funcion son los siguientes:

Célculo del dominio de la funcién.

Estudio de la simetria y de la periodicidad.

Calculo de los puntos de corte de la funcién con los ejes de coordenadas.

Estudio del signo de la funcién.

Célculo de las asintotas y de la forma en la que la funcién se acerca a ella.

Estudio de la monotonia (crecimiento y decrecimiento).

Célculo de los puntos singulares (maximos y minimos relativos).

Estudio de la curvatura (concavidad y convexidad) y calculo de los puntos de inflexion.

© No gk W=

Los 5 primeros pasos se sacan directamente de la funcion; 6° y 7°, de la derivada primera; 8° de la derivada
segunda (también en el 7° podemos necesitar esta derivada). Légicamente, las informaciones obtenidas en los
distintos pasos no deben entrar en contradiccion las unas con las otras. Si ocurriera esto ultimo, hay que pensar
que nos hemos confundido en algun punto y repetir los calculos pertinentes hasta que desaparezcan las
incongruencias.

Para la representacion grafica se suele proceder de la forma siguiente:

1. Marcamos los puntos de corte y los singulares. En estos ultimos hacemos un arco N para un maximo
y U para un minimo.

2. Representamos las asintotas y el comportamiento de la funcion en sus proximidades.

3. Unimos los puntos y las lineas ya representadas.

Como interesa destacar las propiedades mas relevantes de la funcién, la representacion no suele hacerse a
escala, para que ésta no desvirtle dichas propiedades.
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&~ Ejemplos

51. Estudia y representa la funcion y = x* —4x* + 4x.
Solucién :
i) Dominio: como es un polinomio, Dom y =R.

ii) Simetria: y(—x) = (—x)3 —4(—x)2 +4(-x)=—x*—4x* —4x {i y(x) = no es simétrica.

#=y(x)
iii) Puntos de corte con los ejes:

FNOX =y =0=x*—4x* +4x =0=> x(x* —4x+4) =0= x =0,2(doble) = (0,0);(2,0).
fNOY = (0,f(0))=(0,0).

iv) Signo: y = x(x —2)2 . Al ser x = 2 solucion doble, no influye en el signo, ya que el (==0,0) {(0,0)—2}

- +

factor esté elevado al cuadrado, siendo siempre positivo (salvo en x = 2 que seria |sgny
cero). Se descompone la recta real en dos trozos.
v) Asintotas: AV: como se trata de una funcién polinémica no tiene asintotas verticales.

. , —oo, cuando x — —oo ,
AH: lim (x3 —4x? +4x) =~ lim x* = { no tiene AH.
s Xestoo oo, cuando x — oo
3 2 3
. X" =4x"+4x |, X , .
AOb:m= lim ——=— " = [im = = lim x* = = no tiene A Ob.
X—>too X X—>too X X—>teo

Al ser una funcién polinémica de grado superior al primero, no tiene asintotas de ningun tipo. Los limites en el
infinito permiten averiguar hacia donde va la funcion.

vi) Monotonia: y'=3x* —8x +4 = y'=0= 3x° —8x+4:0:>x=§,2. | (==0,2/3)(2/3,2) | (2,%)

sgny'l  + = +

vii) Puntos singulares: méaximo en el punto (%f{%)} =(§%j y un minimo y Ct DL | C1

en (2f(2))=(20).

4 (—0,4/3) | (4/3,0)
viii)Curvatura:y"=6x—8:>y"=0=>6x—8=0:>x=§. sgny” _ +
y N U

Punto de inflexion EE
327

Te recordamos que todas las ordenadas de los puntos se calculan en la funcién, no en sus derivadas.
/ 232
3'27

(2,0)
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52. Estudia y representa la funcion y = x* —x* - 2.

Solucién :
i) Dominio: como es un polinomio, Dom y =R.

ii) Simetria: y(—x) = (—x)4 —(—x)2 -2=x*-x*-2=y(x)= es par, simétrica respecto al eje OY.

fNOX=y =05 x=+/2=(~v20).(V2.0)

bicuadrada .

iii) Puntos de corte con los ejes:

fNOY = y(0)=-2=(0,-2)
N
) Sione o 2)|[(NZNZ)|(VZ )
sgn (x'-x=2)| + - +

v) Asintotas:
AV: no tiene asintotas verticales por ser un polinomio.

AH: lim (x“ —x? —2) ~ lim x* =oo= no tiene asintota horizontal.

X—>too X—>eo

4 2

. XT=x , . , .
AOb:m= lim —=—= = |im x* =+ = no tiene asintota oblicua.

X—>teo X X—too
: 1 1 2 2
vi) Monotonia: y'=4x*-2x=y'=0=2x(2x* -1)=0=>x=-—,0,—=——,0,—.
) y y (2x* 1) 505505
vii) Puntos singulares: minimos en (_—\/E y(ﬂjJ = 2 | -2 V2 )|(V2
2 2 o, _10 01_ e
2 2 2 2
Bt A A ) O 7 B N I .
S 2w P 2 2 T 2 y | Dl Ct_| DI | _Ct
y méximo en (0,5) .
viii)Curvatura:y"=12x2—2=>y"=0=>x=ii=i—6
NG
o (=6 (6] (-6 77 VB (=B VB (VB
Puntos de inflexion: N = — |, "5 5 "6 5
6 6 6 36
sgny" + - +

e

636

\

6

|
&
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INICIACION AL CALCULO DE DERIVADAS. APLICACIONES

53. Estudia y representa la funcion y =>—

X+2
Solucion :
i) Dominio: DEN = 0= x =—2=> Dom y =R —{-2}.
i) Simetria: y(—x) = —— ! {i YA o e simetrica,
-x+2 [#-y(X)

fAOX=y=0=NUM=0=x=7=(7,0)

iif) Puntos de corte con los ejes: FNOY = y(0) = —77 N (0’_1]

2
iV) S|gn0 {NUM =0=x=7 — (_°°5_2) (_2’7) 7!°°)
DEN=0= x =2 sgny| 2=+ | ===+
v) Asintotas: — * *
. x=7 -9
LR x—7 X
AV: x=—2= ] X+2 0 AH: lim 2L < im L =1y, =12
x—7 -9 Xoteo ¥ 4 9 X x
Im — = — = —oco
=2 x+2 0
=Y =Yy _Bl_ o = _ [PUSETSE D= e, : no tiene A Ob por tener AH.
X+2 x+2 [<0,cuandox -»e=y<y,
vi) Monotonia: y'= # =y'>0enR—{-2} = y es creciente en todo su dominio.
X+
vii) No tiene puntos singulares, porque y'# 0. |
viii) Curvatura: y" = T i<t o2 | (2.)
2y DEN=0= k=2 [say" |+ | -
No tiene puntos de inflexidn, pues y ' 0. y v n
1
Esta funcion también se puede representar }: — 1
mediante el procedimiento que vimos en la :
Unidad 8 para las funciones de propor- ~—=====f=-=---- == it el il —
cionalidad inversa, como es este caso. I / 7
Evidentemente los resultados coinciden. / : -7
' 2
|
|

3
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54. Estudia y representa la funcién y = LXSH
X —
Solucion :
i) Dominio: DEN =0= x =5= Dom y =R —{5}.

(=X)"=5(=x)+4 _x +5x+4{¢y(x) = no es simétrica.

ii) Simetria: y(—x) =

-Xx=5 -x=5 [#-y(x)
fﬂOX:>y:0:>x:1,4=(1,0);(4,0)
iii) Puntos de cort los ejes:
iii) Puntos de corte con los ejes fﬂOY:>y(0)=—£:> 0,—£
5 5
DEN=0=x=5 sgny i=_ :=+ i=_i=+
[/mw——i——oo B - - 8
v) Asintotas: AV: x=5={"7* X=3 T ;
im X —5x+4_i_°°
x5 x—5 0"
2 2
AH: im L’(;“z Jim 2= = Jim x = +e0=> no tiene AH;
X—too X — X—keo ¥ X—>too

2_ 2 2
AOb: m= lim XX i Xty = i [ﬂ—xj= i -2 0=y, = x. Se

X—>teo XZ —5x X—teo y X—>teo ) x—teo ¥ — §
. X2 —5x+4 4 4
acerca del modo siguiente: y —y,, = 5 X= 3 = sgn(y — Yo, ) =Sgn P =
X— X— -

zsgn(4)_{<0,cuandox—>—oo=>y<y0b
X

x| |>0,cuandox »oo=y >y,

(=,3) | (3,7)5}]| (7,)

vi) Monotom’a'y'—XZ_10“_21{NUMZOZ}X:&7 sgny’| +
. —_— —2 _ -
(x-5)° |DEN>0enR—{5} y 1 ¢ by | Cf
vii) Puntos singulares: maximo en (3,1) y minimo en (7,9).
.8 [NUM>0 (=0.,5) (5,%0)
AR = (x-5) {DEN = 0= x = 5(triple) sony"| - .
No tiene puntos de inflexion. y i v
,E’/ —> EI/’ Yop =X
\: X 3\ 7
! / \ =6
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INICIACION AL CALCULO DE DERIVADAS. APLICACIONES

55. Estudia y representa la funcion y =

X +9
Solucién :
i) Dominio: DEN >0= Dom y =R;

—X X
(—x)"+9 R

iii) Punto de corte con los ejes: fNOX = y=0=x=0= (0,0). Corta a ambos ejes en el origen de coordenadas.

ii) Simetria: y(-x) = —y(x)= impar, simétrica respecto del origen de coordenadas.

) Signo: NUM=0= x=0 (=0,0)| (0 ,0)
g ' DEN > 0 sgn y —) +
V) Asintotas: No tiene AV:  fim —*— = fim X = im * =0, =0,

Xxoteo ¥& 4 Q  xoteo y Xé—too ¥

Y=Y

X {<0,cuandox—>—oo:>y<yH_

X219 |50 cuandox o=y >y, no tiene A Ob por tener AH.
X+ ] Y>VYy (=,=3)| (=3,3) | (3,)
NUM=0=x=-£3 sgny’| - + _

_y2
vi) Monotonia: y ' = g—x{

2

(x2+g)2 DEN >0 y Dy o b
vii) Puntos singulares: minimo en (—3,-%} y maximo en (3%J
(~e0,~V27 )| (=/27,0) | (0,327) |(¥27, )
2x(x2 =27 _ _ i - -
viii) Curvatura: y " = (_3) {NUM =0=x=—V27,0,427 |sgny ¥ -
(x*+9) (DEN>0 , - 5 _ .
1
>3]
=
N
-1
5]
A\

% Actividades

45. Estudia y representa las funciones: a) y = x> —3x; b) y =x* - x%.

46. Construye las curvas: a) y = 2x* —%x3; b) f(x)=x*+x.

X2

X’ -4

47. Estudia y representa las funciones: a) y = %9; b) y=
X —_—

48. Construye las curvas: a) y = x* —gxz; b) y=(2x —1)3 .

49. Representa las funciones: a) f (x) = (x—1)"; b) g(x)=x*~3x* —x+3.
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v’ La Tasa de Variacion Media (TVM) de la funcion f en el intervalo [a,b] o [x,,x,] nos proporciona una variacion
. _ f(b)-f(a) . f(x,)-f(x) . Af

relativa y se define como: TVM(f,[a,b]) =7 "\ TVM(f,[x1,x2]) =_\"2)] "\ TVM(f,[a,b]) -
b-a X, = X, Ax

v’ La derivada de una funcion en un punto es: f'(a) = ,I1im w.

—0

v' Larecta tangente a una funcion fen un punto (x,,,) tiene por ecuacion y = y, =f(X,)(x = X,).

v Lafuncién derivada se define como f'(x)= Lln% w

v’ Tablas de derivadas

Funcion  Derivada Funcion Derivada

k (constante) 0 (f(x))" n-(f(x))”‘1-f’(x), neR
Xn, neR n-x"" el f‘(X)-ef(X)
1 1 ,
" 7 n(f(x)) | T
1 (x)
Vx 2Jx |¥ Agebra de Derivadas
o o o (fxg) (x)=f'(x)£g'(x).
Inx 1 o (f-9) (x)=F"(x)-g(x)+f(x)-g'(x)
X Y ! . —_— . U
Sen x COS X o (LJ (X):f (x)-9(x) f(ZX) g (X), g(x) %0,
coS X —sen x ) [9(x)]

v Derivada segunda: f"(x) = mf'(“'h)_f'(x).

v fes creciente en x = a si y sélo si f'(a) > 0 y decreciente en x = a si y s6lo si f'(a) <0.

v’ ftiene un extremo relativo en x, cuando f'(a) = 0. Es un maximo relativo cuando f"(a) < 0 y un minimo relativo
cuando f"(a) > 0.

v’ Optimizar una funcion consiste en buscar sus extremos relativos.

v Una funcion presenta dos curvaturas diferentes
e fes N en aquellos intervalos en los que f"(x) < 0.
e fes U en aquellos intervalos en los que f"(x) > 0.
e ftiene un punto de inflexiéon en aquellos puntos en los que f"(x) = 0.

v" Los pasos para efectuar el estudio de una funcién son los siguientes:

Célculo del dominio de la funcién.

Estudio de la simetria y de la periodicidad.

Calculo de los puntos de corte de la funcién con los ejes de coordenadas.

Estudio del signo de la funcién.

Calculo de las asintotas y de la forma en la que la funcién se acerca a ella.

Estudio de la monotonia (crecimiento y decrecimiento).

Célculo de los puntos singulares (maximos y minimos relativos).

Estudio de la curvatura (concavidad y convexidad) y calculo de los puntos de inflexion.
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