Vectores y rectas

L

os vectores facilitan el estudio de los elementos del plano y los problemas que se
pueden establecer entre ellos. En su origen, el concepto de vector aparece en Fisica
para caracterizar ciertas magnitudes que poseen direccion y sentido; se emplea en

Geometria para, fundamentalmente, convertir las operaciones geométricas en un calculo.

Aunque los vectores se utilizaban en Fisica para representar magnitudes dirigidas, las
operaciones con vectores y lo que hoy en dia se conoce como calculo vectorial son un invento

William Rowan Hamilton (Wikimedia Commons)

del siglo XIX debido al matematico inglés William
Rowan Hamilton (1805-1865) y al aleman
Hermann Gunther Grassmann (1809-1877).
Durante el siglo XIX 'y principios del XX, este
calculo sufrié modificaciones en su expresiéon
original hasta convertirse en lo que hoy
conocemos como vector y sus operaciones.

En esta Unidad didactica definimos lo que
es un vector y algunas de las operaciones que
podemos realizar con ellos. Aplicamos los
vectores para resolver algunos problemas
geomeétricos sencillos, para caracterizar a las
rectas en el plano y analizar sus posiciones
relativas: secantes, paralelas y coincidentes.
Estudiamos el producto escalar de dos vectores
para resolver de una forma eficiente problemas
de angulos, perpendicularidad de rectas y
distancias en el plano.

Con el estudio de la Unidad nos proponemos alcanzar los objetivos siguientes:

A

Reconocer un vector graficamente y por sus coordenadas, asi como operar con ellos.

Hallar las ecuaciones paramétricas, general y explicita de una recta.

Determinar cuales son la posiciones relativas que pueden adoptar dos rectas.

Calcular el producto escalar de dos vectores y conocer sus propiedades.

Aplicar el producto escalar para hallar el angulo que forman dos vectores y dos rectas.
Calcular distancias entre puntos, puntos y rectas, y rectas paralelas en el plano.
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VECTORES Y RECTAS

1. Vectores

Dos puntos Ay B del plano determinan el segmento AB; cuando en este segmento B
establecemos una orientacion, es decir, A es el origen y B es el extremo, entonces
al segmento orientado AB lo simbolizamos por AB y lo llamamos vector. Un vector AB
ABes por tanto un segmento orientado. Si hubiésemos tomado B como origen y A
como extremo, el vector seria BA. BA

Todos los vectores tienen las siguientes caracteristicas: A
e Modulo de AB es la distancia entre A y B. El modulo del vector AB se simboliza por | AB|.
« Direccion de AB es la recta que contiene a los puntos Ay B, o cualquier otra recta paralela a ella.

e Sentido, en todo segmento de extremos Ay B caben dos sentidos: el que vade Aa By el que vade Ba
A. En el vector AB el sentido va de A a B.

Como hemos definido la direccion de un vector como la recta que contiene al vector o cualquier otra recta
. — > — — . . ,
paralela a ella, podemos encontrarnos con varios vectores AB, CD, EF y MN, que tienen el mismo modulo,
direccion y sentido, tal como vemos en la figura.

B —> — —> —
D F En esta situacion decimos que AB, CD EF y MN son v vectores

N equolentes y los representamos como que AB=CD=EF=MN o como
que AB= CD = EF = MN. Nosotros vamos a usar esta segunda forma y
hablaremos de vectores iguales en lugar de equipolentes.

Podiamos haber dibujado mas vectores iguales a A_B>, pero lo realmente

E importante es que si todos son iguales no tiene mucha importancia cual

¢ M es el origen del vector sino su modulo, direccion y sentido. Por este motivo
todos los vectores que tienen el mismo maédulo, direccion y sentido que AB se simbolizan por una letra mindscula
con una flechita encima, por ejemplo V. ;Qué son A_B>, CB, E_I): y M_I\)I de v ? Pues son localizaciones del vectorV,
una con origen en Ay las otras con origen en C, E'y M, respectivamente. En cualquier punto del plano podemos
situar una localizacion de v siempre que tenga el mismo modulo, direccidn y sentido que v. Es decir, dado un
punto cualquiera M, entonces existe otro punto N tal que MN=v. Para ello, no hay mas que trazar rectas paralelas,

N como puedes apreciar en la ilustracion.

A

En ocasiones al vector v se le llama vector libre y a cada una de sus
localizaciones AB, CD, EF y MN, vector fijo. A partir de ahora emplearemos
— . . —>
indistintamente los vectores libres, v, 0 a sus localizaciones, AB.
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2. Operaciones con vectores

2.1. Multiplicacién de un vector por un numero

Si un vector v lo multiplicamos por 3 obtenemos el vector 3v, que tendra la misma direccién
y sentido que v, pero su modulo (longitud) sera triple. El producto por —1 es el vector -V, que 1 ;// /
2 0y

tiene sentido opuesto a V. Al multiplicar el vector v por 1/2 obtenemos 1/2 v, cuyo madulo es

la mitad. ‘V B
3v

En resumen, si multiplicamos un nimero m por el vector v obtenemos un nuevo vector
myv con las siguientes caracteristicas:

e EI'mddulo de mv es igual al valor absoluto de m, por el modulo de v, simbdlicamente |mv| = | m||v].
e Ladireccion de mv es la misma que la de V.
e Elsentido de mv es el mismo que v si m > 0; cuando m < 0, el sentido de mv es opuesto a v.

Si multiplicamos 0 por v, obtenemos el vector 0, es decir, 0v = 0. El vector 0 es aquel en el que coinciden
0 . . . — =g =4 0 . 7 r
origen y extremo. Sus localizaciones son del tipo AA = BB = CC; por supuesto, no tiene direccion y el modulo es
cero.

2.2. Suma de vectores

La suma de los vectores vy w es otro vector, que simbolizamos por v + w, y
que obtenemos del siguiente modo: a partir de un punto cualquiera A, trazamos
una localizacion de v, sea esta A§, y a partir de B dibujamos una localizacion de
w, sea esta BC, entonces el vector AC es una localizacion de v + w .

En la segunda figura observamos que la suma de vectores cumple la propiedad
conmutativa.

2.3. Resta de vectores

La diferencia de los vectores v
nos da v, es decir, w+ (v —w) =
cumple esta condicion: v — w.

w , escrito v — w , es el vector que sumado con w
E

y
v. En la figura hemos dibujado el tnico vector que

s,
3
|
<i

<i

También podemos dibujar w — v, que es un vector que sumado con v nos da w.
Evidentemente, v —w y w— v solo difieren en el sentido, pues tienen igual mddulo y
direccion.
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VECTORES Y RECTAS

2.4. Algunas propiedades de las operaciones con

vectores

- o >

e Propiedad asociativa: se pueden sumar mas de 2 vectores, v, w, u, cumpliéndose que (v+w)+u=v+(w+u).

e Propiedad conmutativa: v+ w = w+ v.
e Existe el vector cero: v+0=0+v=v.

o Existe el vector opuesto: v+ (- v) = 0. Al sumar a un vector v su opuesto —v, obtenemos el vector 0.
¢ Propiedad asociativa para la multiplicacion por numeros: m - (nV) =(m- n)V , para cualesquiera numeros

reales my n.
e Distributivas:

(m + n)-v = mv-+ n-v, distributiva respecto a la suma de niimeros.

m(v+w) = m-v+ m-w, distributiva respecto a la suma de vectores.

e Multiplicacién por la unidad: 1 - w=w.

&~ Ejemplo

1. Dados vy w de distinta direccion, traza v—w, w— vy — w +3Vv.

Solucion:
" / L -
—_— =

—

v v

9.
N Actividades

u

V\
2. Siv,uyw son tres vectores, dibuja 2u, 3v, u+ 2v+ w.

U/

=

3. Dibuja un tridangulo ABC:

— o —

b) ¢Como estan situados los puntos A, Dy E?

1. Siuy v son los vectores del dibujo, trazau+v,-2v+uy2v-u.

a) encuentra dos puntos D y E tales que AD=AC-A yAE=AB-AC.

142

[

s

4p



3. Base, sistema de referencia y coordenadas
3.1. Bases y coordenadas

Se llama base de los vectores del plano a todo par de vectores no nulos y de distinta direccion. Simbolizaremos

una base asi: { i,/ }.

Dada unabase { i, } cualquier otro vector del plano u se puede escribir como suma de muitiplos

de los vectores de la base, asi: u = x 4 i+ y j 0, dicho de otra manera, para todo vector uexistenun N4
par de nimeros (x, y) tales que u=xi+ yj y, ademas, este par de numeros es Unico. vioo;

Es facil ilustrar la idea de base: si trazamos los vectores ui y j con origen en O, al dibujar H

por el extremo de U rectas paralelas a i y j éstas cortaran a la prolongacion de i i y j en los X7

v

puntos My N. Los vectores OMy Olll son proporcionales a i yJ, respectivamente, luego 4 -
OM=xi y ON = yj ysusumaesxi+yj=u.Losnimeros (x, y) son las coordenadas del

vector respecto a la base { i,/ }.

Un sistema de referencia esta formado por un punto O del plano y una base { i f}. Se a
representa por la terna {O, i, j }. Con un sistema de referencia podemos asignar también
coordenadas a cualquier punto del plano. No se trata de desechar el modo que conocemos de X7

S~

A 4

asignar coordenadas cartesianas a un punto del plano, sino de fundamentarlo sobre conceptos o 7
mas simples. !

Decimos que un punto P tiene coordenadas xy)
respecto al sistema de referencia {O, / W } siel
o vectorOPeS|guaIax1+yj OP= x1+yj La
figura adjunta ilustra el modo de atribuir coorde-
nadas a cualquier punto del plano.

x Cuando en el sistema de referencia {0, i, } los
J vectores Tyf son ortogonales o perpendiculares
‘ " yde modulo la unidad de longitud, decimos que
el sistema de referencia es ortonormal. En lo
sucesivo, y por comodidad, las ilustraciones se
haran sobre un sistema de referencia ortonormal
como estamos acostumbrados a ver. Ademas
=1 lo que llamamos ejes de coordenadas, eje de
abscisas (x) y eje de ordenadas (y), son las rectas
=T que se cortan en O y contienen a iy J,

respectivamente.
&~ Ejemplo

. L

O

2. Halla las coordenadas de Ay B con respecto al sistema de referencia {O, O7\>, 0B 2 B
Solucién:
Supongamos que el sistema de referencia es el de la figura, entonces
OA= 1-0A + 0-0B, luego las coordenadas son A(1, 0).
OB=0-O4 + 1-O§, luego las coordenadas son B(0,1).
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VECTORES Y RECTAS

3.2. Operaciones con vectores expresados por sus
coordenadas

Todas las operaciones gréficas realizadas con vectores pueden hacerse numéricamente con sus coordenadas.
e Las coordenadas del vector 0" son (0, 0), es decir, 0'= (0, 0).

e Siu=(x,y)yv=(x,y)son dos vectores iguales, u = v, sus coordenadas son iguales: x=x e y = y".
o Siu=(x,y)yv=(x,y) entonces el vector u+ v = (x, y) + (X, y') = (x + X, y + y).

o Siu= (x, ¥) y m es un niimero real, entonces mu = m(x, y) = (mx, my).

e Siu= ( y) y v =(x,y)ymy nnimeros reales, entonces las coordenadas de mu + nv son:
mu +nv = m(x, y) + n(x’, y') = (mx + nx’, my + ny’).

3. Dados u=(3,1)y w= (-1, 4) determina las coordenadas de:
a) 2u; b) -w;c)u+t5w; d) u-w; e) w—u; f) -2u +3w.

Solucion:
a) 2u=2(3,1)=(6,2); b) —w= (-1 )( ,4)=(1,-4);¢) u+5w=(3,1)+5(-1,4)=(3,1) + (-5, 20) = (<2, 21);
d) u-w=(3,1)-(-1,4)=(4,-3);e) w-u=(-1,4)-(3,1)= (-4,3);

f) —2u +3w=-2:3,1)+3-(-1,4) = (-6, -2) + (=3, 12) = (-9, 10) .

3.3. Vectores de la misma direccion o colineales

Llamamos vectores colineales a los que tienen Ia mlsma direccion. Si u = (x, y) y v=(x’, y’) tienen la misma
direccion, entonces existe un niimero real k tal que u = k v, es decir, (x, y) = k (X', y) 0 x=kx" e y = ky’".

En consecuencia, afirmar que dos vectores tienen la misma direccién es lo mismo que afirmar que sus coordenadas
son proporcionales o que las coordenadas de uno de ellos son iguales a las del otro multiplicadas por un nimero.

. . X
Luego son colineales si — = l =K.
Xy

&~ Ejemplos

4. Dibuja en el plano el vector v = (~4, 6) y el vector 1/2 v.

Solucion:

Para dibujar v= (-4, 6) en el plano elegimos un punto cualquiera. Si la primera coordenada, x, es positiva, nos
movemos a la derecha x unidades y si es negativa, x unidades hacia la izquierda; a partir de aqui, si la segunda
coordenada, y, es positiva, nos movemos y unidades hacia arriba y si es negativa, hacia abajo. Uniendo el origen
del movimiento con su extremo obtenemos el vector. En nuestro caso elegimos un punto cualquiera, nos movemos

[ a partir de el 4 unidades a la izquierda y luego 6 hacia arriba. Uniendo el origen con el
“\\ extremo del recorrido obtenemos el dibujo de v = (-4, 6).
\ -
El vector 1/2 v = 1/2 (-4, 6) = (-2, 3). En la figura hemos dibujado los dos vectores
\ \ con distinto origen y, como vemos, son colineales. Es decir, si multiplicamos las
\ \ coordenadas de un vector por un nimero, resulta otro vector de la misma direccion

que el primero.
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1S ISISINIS

5. Averigua si tienen la misma direccion los siguientes pares de vectores:
a)v=(—4,6)yw=(6,-9),b)u=(4,6)yv=(-3,—4)c)w=(N3,1)yu =(1, 1 3).
Solucion:

Son colineales si sus coordenadas son proporcionales.
a) v=(-4,6)yw=(6,-9)tienen la misma direccion porque % = _%

- - 4 6
b) u=(4,6)yv=(-3,-4)no tienen la misma direccién porque 3 # ”y

¢) w=(V3,1)yu=(1, 1 3) tienen la misma direccion porque V3 1
1 143
6. Halla el modulo, direccion y sentido del vector v = (4, 6).
o A
Solucion: ) Ny E(4/6
El dibujo de v = (-4, 6) nos indica que el mddulo es la hipotenusa del triangulo rectangulo N
cuyos catetos miden|-4| =4y |6] =6, luego |v|= V42182 = \/ 2162 =4/52. En \
- AN
consecuencia, el modulo de un vector u = (x, y) cualquiera es: [i]=+/x* +y?.

Para conocer la direccion de Vaveriguamos el angulo que forma el vector con el semieje positivo

L de abscisas. Llamémosle a, su suplementario es 180° — «, s agudo, y sabemos por la definicion

L
( de tangente que g (180° - &) = 6 Iuego 180°—a = arctg(i) 56°18'35,76", (con la calcu-
18 a\ % ladora [SHIFT m. B IE| El angulo que buscamos « = 180° — 56° 18' 35,76" =

=123°41'24,2".

El sentido de un vector so6lo puede determinarse comparandolo con otro de la misma direccién y tendran sentido
contrario si forman angulos, con el semieje OX, que difieren en 180°.

3.4. Coordenadas de un vector A_B)

Si conocemos el origen, A(x1, 1), y el extremo, B(x,, y,), de un vector, ;cuales son A
las coordenadas del vector AB? Si desde un punto del plano, por ejemplo O, trazamos
Ios vectores OA AB y OB como vemos en la flgura se cumple la |gualdad vectorial
OB=OA+AB 6 OA+AB= OB. Despejando AB, resulta AB= OB- OA, que traducido
a coordenadas dice que las coordenadas de ABson: AB= (X2, Vo) = (X3, Y1) = (%2 = X1, Yo = V2).

9.
A\ Actividades

o)

4. Sabiendo que u= (4, —6) y v= (2, 6) calcula: @) =3u+2v; b) —u+v; ¢) 1/2(u-v) + 1/3(u+ v).
5. Dados A(3, 4), B(-2, —4), C(9, -5) y D(~4, 3): a) 3son ABy CD colineales?; b) 3son AD y BC colineales?
6. Dados A(4,-5) y B(-1, -8): a) Determina las coordenadas de AB y BA . b) Dibuja los vectores AB y BA .
¢) Halla el médulo y direccion de AB y BA .
7. Dados los vectores v= (3, -5) y w = (-3, 5):
a) Dibuja los vectores. ;Como son vy w? b) Halla el modulo y direccion de v y w.
8. Determina my n para que los vectores v = (m, 3) y w= (1, n) sean colineales con u = (7,7 3).
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VECTORES Y RECTAS

4. Dos problemas sencillos

4.1. Coordenadas del punto medio del segmento AB

Las coordenadas del punto medio M(x,y) del segmento de extremos A(x,,y,) y B(X,,y,) las hallamos de la
igualdad vectorial AM = %E expresada en coordenadas: (X —x,, y —y,) = %(x2 =Xy, Yo = Vi)

Igualando coordenadas:

B X=X, =%, 2X—2X1=X2—X1, 2X = X2_X1+2X1, 2X=X1+X2, X:X1+X2
_ +
M Y=Y =%’ 2y =2y =Y, =V, Y=Y, Vit 2y, 2y =Y+, y:—y1 2}/2
Luego M | XXe Yit)a )
2 2

A

7. Halla el punto medio M del segmento de extremos A(2, -3) y B(—4, 1). Halla el punto medio del segmento de
extremos Ay M.

Solucion:

2+(-4) -
Como las coordenadas del punto medio son: X’;XZ ’y 1-|2-y == (2 ) 32+1

=(-1,-1); entonces M(-1,—1).

El punto medio del segmento AM, llamémosle N, sera [2 +2(_1) , = +2(_1) j =G,—2J, es decir, N (%,—2).

Dibuja sobre papel cuadriculado los puntos A, B, M y N.

8. Hallalas coordenadas de dos puntos que dividan al segmento de extremos A(5, 5) y B(—4, —1) en tres partes iguales.
Solucion:

En la figura vemos que los puntos My N dividen al segmento ABen tres partes iguales.

Y ademas AM = %E - %(—4—5,—1—5) =(-3,-2) y AN =2AM .
N
Luego AN =2(-3,-2) =(-6,—4). Las coordenadas de M y N las

calculamos de los vectores de posicion de M y N, OM y ON, asi:
A OM =O0A+AM = (5, 5)+(-3,-2) = (2, 3).
ON = OA+AN = (5, 5)+(~6,—4) = (-1, 1).

. Los puntos buscados son: M(2, 3) y N(-1, 1).

9. Halla el simétrico de un punto A(5, —6) respecto a otro B(-1, 2).
Solucién:

Sea A’ el punto simétrico de A respecto a B, entonces B es el punto medio del segmento AA". Es decir, si A'(x, ),
las coordenadas de B (-1, 2) seran iguales a:

—1=5”’Tx,x=(—2)—5=—7; 2=tV _4r6-10
El punto simétrico de A es A'(-7, 10).
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SISIS

4.2. Condicion de alineacion de tres puntos

— —
Los puntos A(x,, y1), B(X,, ¥») ¥ C(xs, ys) estan alineados si los vectores ABy AC tienen la misma direccion; si
esto ocurre las coordenadas de los vectores son proporcionales, es decir,

AB =KAC 6 (%- Xy, Yo y) = k(s = X;, Y= Y1)
Igualando coordenadas x, — x; = k(X; — X;) Y Vo —¥: = k(Y5 — V).
En consecuencia, los puntos A(x,, y1), B(X., ¥.) ¥ C(x, ¥s) estan alineados si se cumple que
X, =X _ Yo~V

X3 — X, =m 0 (X =X,):(ys = Vi) = (X3 = X;)- (v, — ).

(3 Ejemplo

10. ; Estan alineados los puntos M(0, 1), N(3, -1) y P(2, -1/3)?

Solucion:

3-0  y,—y, -1~ 3-0  —1-1

— X, — X,
Si estan porque = = y =
X=X, 2-0" y,—-y, -1/3-1°" 2-0 -1/3-1

son iguales: 3(-1/3-1)=2(-2),—4 =-4.

ya que sus productos cruzados

9.
N Actividades

9. Halla un punto en el segmento de extremos A(-1,-1) y B(2,3) que lo divida en dos partes, la mas proxima a A doble
que la otra.

10. Determina m para que los tres puntos A(0, -3), B(4, 1) y C(7, m) estén alineados.
11. Halla el simétrico del punto A(-4,3) respecto al punto B(2, -1).

a3 Para saber mas...

___________________________________________________

Se puede generalizar y dividir un segmento en tantas partes como queramos. Lo primero que hay que tener en cuenta
s que si queremos n partes, necesitamos n —1 puntos para lograrlo.

Si AB es el segmentoy M, es el primer punto, se verificara que AM, = 176 y que OM, = OA+ AM, = OA + 176,
n n

obtener o bien a partir de OA o bien se obtienen sumando 1@ al anterior .
n

En lugar de parar en el punto M, ,, que es el Ultimo que necesitamos para efectuar la particién, paramos en el punto
M., que debe ser B. De este modo, tenemos un mecanismo de control que nos permite comprobar si los calculos son
correctos o no.

____________________________________________________________________________________________________

Con M, tendremos que OM, = OA+ AM, = OA + 228, pues OM, = 2 AM. . Asi, los siguientes puntos se pueden :
n :
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5. Rectas en el plano

5.1. Ecuaciones paramétricas y general

- P Sea un punto del plano A(x;, y;) y un vector no nulo V= (v4, v,), entonces

kv el conjunto de puntos P tales que AP y v son colineales, o tienen la misma

direccion, es una recta que identificaremos como la recta que pasa por Ay

A tiene como vector director v; simbdlicamente (A, V). Para obtener la ecuacion
de esta recta, si P(x, y) es un punto cualquiera de la recta, los vectores

0 AP= (X=X, y-y)yV=(v, v;) son colineales y por tanto AP = kv o

—x =k
(X=X, y—y:) = k(vi, v,), luego y _);1 B k‘\? } Despejando x e y obtenemos las ecuaciones paramétricas de
17 2
=X, +kv
larecta: V1 } donde ke R.
y =Y, +kv,

Para cada valor real que le demos a k determinamos un punto de la recta. Las ecuaciones paramétricas no
son Unicas, pues dependen del punto elegido y del vector de direccion.

Despejando k en cada ecuacion paramétrica e igualando, k XA _YTH

V1 VZ
X=X _Y=h
v v,

, llegamos a la ecuacion

continua

Esta tiene poco interés, pero como es una proporcion, aplicando la propiedad fundamental de la proporciones,
se obtiene vy(x — X;) = Vi(y = 1), VoX = Viy = VoXit Vi, = 0.

Esta ultima ecuacién se llama ecuacidn general o implicita de la recta y se acostumbra a escribir asi:
axtbytc=0

endonde a=v, b=-v,yc=-vx+ vy, Es evidente que si nos dan una recta por su ecuacién general, como
vi=-by v,= a, el vector v = (-b, a) es un vector de direccion o director de la recta.

11. Determina un punto y un vector director en las siguientes rectas:
a) x+4y-1=0; b) -3x+y-6=0; ¢) -x+4=0; d) y=5.
Solucién:

a) El punto se determina facilmente haciendo x =0 6 y = 0 en la ecuacion de la recta. Si hacemos y = 0, resulta
que x = 1. El punto de la recta es (1, 0). Un vector director v = (- b, a) = (-4, 1).

b) El punto se determina faciimente haciendo x = 0 y resulta que y = 6. Un vector director v = (- b, a) = (-1,-3).
¢) Elpunto sera x =4y para la ordenada, y, cualquier valor, por ejemplo: (4, 0). Un vector director v = (= b,a)=(0,-1).
d) Elpunto sera y =5y para la abscisa, x, cualquier valor, por ejemplo: (0, 5). Un vector director v = (-b,a)=(-1,0).
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12.Dibuja la recta que pasa por un punto A(-2, 1) y tiene vector director v= (3, 2). Dibuja la recta que pasa por un

punto B(1, 1) y tiene vector director w = (-2, 3).

Solucion:

V,E2

V‘| =

Y

o

o

V‘I =

EEN
[o'e]

L o

<]

|

Con origen en el punto A dibujamos el vector v = (3, 2). Luego,
prolongandolo en los dos sentidos, obtenemos un trazado de
la recta. La tangente del angulo, «, que forma la recta con la

v
direccion positiva del eje de abscisas es fga = v_z = 3
1

Si trazamos, con origen en B, el vector w= (-2, 3) y luego o
prolongamos, obtenemos la recta que pasa por By tiene vector
director w. En la figura hemos dibujado esta recta y observamos
que la tangente del angulo, 180° — &, que forma con el sentido
positivo del eje abscisas, es opuesto a la tangente de a, por
suplementarios; en consecuencia:
0 B 3 3 v,
tg(180° - ) =—tgax 2" 327y,

Luego el cociente entre la segunda y la primera coordenada
del vector de direccion de la recta nos informa de la tangente
del angulo que ésta forma con el sentido positivo del eje de
abscisas.

5.2. Ecuacion explicita

La ecuacién general tampoco es Unica porque, no es dificil de ver, las ecuaciones x—y+1=0y 3x-3y+3=0
corresponden a la misma recta. Sin embargo, si despejamos y en la ecuacién general, obtenemos la ecuacion
explicita de la recta y ésta ya si es Unica:

c

axtby+tc=0;by=-ax-c; y:—%x—g.

- a ¢ g L .
La ecuacion y = —EX—E se llama ecuacion explicita de la recta y no hay més que una. Es costumbre

simbolizarla asi: y=mx+ n . El nimero m se llama pendiente de la recta e informa de su inclinacién o pendiente,

a % . , . . .

pues m= 5 =—-—2=-Z que, como vimos en las figuras del ejemplo anterior, es la tangente del angulo que
vy Y

forma la recta con el semieje positivo de abscisas. Por otra parte, el niumero n es el valor que alcanza y cuando

en la ecuacion explicita hacemos x = 0; por esta razén se denomina ordenada en el origen.
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&~ Ejemplo

13. Determina las ecuaciones parametricas, general y explicita de la recta que pasa por A(1, -3) y tiene como vector

director v= (3, 2).
Solucién:
Las ecuaciones paramétricas son

X =X, +kv,

, en este caso
y=y1+kvz}

x=1+3k
y=-3+2k

X=X _y=y, x-1_y+3

ecuacion continua que es una proporcion

son iguales: 2(x —1) = 3(y + 3). Haciendo operaciones y pasando todo al primer miembro, obtenemos la ecuacion general:

v, 3

-2 1

2.1

2x -3y —-11=0. Si despejamos la y se llega a la ecuacion explicita: y=—x+—0 y = §X_§'

-3 3

}. Despejando k e igualando obtenemos la

. En una proporcién los productos cruzados

&

SN IS

5.3. Algunas rectas especiales

En la ecuacion general ax + by + ¢ = 0 no pueden ser simultdneamente a=0y b =0:

e Sia=0,laecuacidn general se reducea by +c¢ =0, y = —%, y esto significa que todos los puntos de la recta

tienen ordenada —%. Luegoy = —% es una recta paralela al eje de abscisas que pasa por el punto (0,%0).

. ., . c
e Sib=0,laecuacion general se reduce a ax + ¢ =0, despejando x resulta x = ——. Se trata de una recta cuyos

a

, . c o . —C
puntos tienen abscisa —— y en consecuencia sera paralela al eje de ordenadas y pasa por el punto (—, 0).
a a

e Los ejes de coordenadas son rectas que tienen su ecuacion. Los puntos del eje de abscisas tienen todos
ordenada cero, luego su ecuacion es y = 0. Por el contrario, los puntos del eje de ordenadas tienen abscisa

nula, su ecuacion sera x = 0.

El paso de la ecuacion explicita, y de estas rectas especiales a la general, Io hemos resumido en el cuadro

siguiente:

Ecuacion Ecuacion general | Vector director | Pendiente
y=mx+n |-mx+y-n=0 |v=(-1,-m) |m
x=k x-k=0 v=(0, 1) no esta definida
y=k y-k=0 v=(-1,00 |0

N

% Actividades

12. Determina las ecuaciones paramétricas, general y explicita, de la recta que pasa por A y tiene como vector director

v en los siguientes casos:

a) A(0,3)yv=(4,3);b)A6,2)yv=(21);¢)Al2,8)yv=(0,3).
13. Halla un punto y un vector de direccién de las siguientes rectas:

14. Determina la ecuacion explicita y la pendiente de las rectas siguientes:
a) Sx-y+5=0; b) -2x-4y+8=0; ¢) 6x+6y=0; d) 2x+5=0.

y

a) 2x+3y-7=0; b) x-3y+4=0; ¢c) y-6=0; d) x+4=0; e) x+y-8=0; f) §+5

0.
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6. Otras formas de determinar una recta

6.1. Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos

Sabemos que dos puntos determinan una recta. ; Cémo hallamos la ecuacién de la recta que pasa porLOS
puntos A(x;, y) y B(x, y.)? Muy sencillo, la recta buscada pasa por el punto A 0 B'y tiene como vector director AB.
A partir de aqui hallamos las ecuaciones paramétricas, continua, general y explicita de la recta que pasa por
los dos puntos. Veamos el ejemplo.

(= Ejemplo

14. Determina las ecuaciones paramétricas, continua, explicita y general de la recta que pasa por los puntos A(2, -3)
y B(-1,4).
Solucion:
Tomamos uno de los puntos, por ejemplo A(2,—3), y un vector de direccion AB = (~3,7). Las ecuaciones paramétricas
son: ; iz_;il; k}' Despejando k e igualando obtenemos la expresion X—_32 = yT+3 Multiplicando en cruz llegamos a
la ecuacion general: 7(x —2) =-3(y +3), 7x+3y —5=0. Despejando y en esta ultima, llegamos a la ecuacién explicita:

7 5
=——X+-.

/ S

6.2. Ecuacion de la recta que pasa por un punto P(x,, y,)
y tiene pendiente m

Como la ecuacion explicita de una recta es y = mx + n, si conocemos m Unicamente nos falta hallar n. Al ser
P(X,, ¥) un punto de la recta se cumple que y, = mx,+ n, luego n = y, — mx,. Sustituyendo en la ecuacién explicita,
se obtiene y = mx + y, — mx,. Esta ecuacion se memoriza facilmente si se escribe asi:

Y =Yo=mXx-x)

y se denomina ecuacién punto—pendiente. De ella pasamos facilmente a la explicita, despejando y, 0 a la
general, pasando todos los términos al primer miembro.

15. Halla las ecuaciones explicita y general de la recta de pendiente m = -2 que pasa por A(3, -1).

Solucion:

La que hemos denominado ecuacion punto—pendiente es: y — y, = m(x — X,). Sustituimos (x,, y,) por (3, =1) y m por
-2 yresulta: y—(-1)=-2(x-3), y + 1=-2x + 6, y = -2x + 5. (ecuacién explicita)

Pasando todo al primer miembro obtenemos la general: 2x + y—5=0.
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9.
N Actividades

15. Determina las ecuaciones paramétricas, general y explicita de la rectas que pasan por los puntos Ay B en los
siguientes casos:

a) A(0,3)y B4, 3); b) A6,2)y B2 2); ¢) AQ2,7)y B0, 3).

16.Halla las ecuaciones explicita y general de la rectas que pasan por el punto A y tienen pendiente m en los siguientes
€asos: A

a) A2.3)ym=3; b) A2,-5)ym= .

17.Determina un punto, la pendiente y un vector de direccién de las rectas:
a) y=7x—1§; b) y=-x; ¢) y=-4; d) y=—% .
18.Determina la ecuacion explicita y la pendiente de:
a) Sx-y+5=0; b) -2x-4y+7=0; ¢) 2x-6y=0; d) 2y + 5 =0.

La ecuacion explicita o la punto-pendiente son las ecuaciones que se usan cuando se tratan las rectas desde un
punto de vista funcional, como representacion grafica de la funcién lineal (en el caso de las rectas y = mx) o como
representacion grafica de la funcién afin (en el caso de las rectas y = mx +n). Aqui hemos visto cdmo obtenerlas
desde otro punto de vista, aunque, obviamente, el resultado obtenido es el mismo.

La pendiente de la recta m esta relacionada con el &ngulo que forma la recta con la

% ' parte positiva del eje OX. En concreto, la pendiente es la tangente de dicho &ngulo.
V2
a | Observa que de la grafica obtenemos que m = Y2 _ % =tga. Asi, si queremos
2 v, X
averiguar el angulo que forman dos rectas entre si podemos usar sus pendientes y la
/ tangente de la diferencia de dos angulos:
tg(az —a1) = M:}az -, = arcth,
1+tga, -tga, 1+m,-m,

La Unica correccion que hay que hacerle a la formula procede de definir el
angulo que forman dos rectas como el menor de los dos posibles. Como
ambos son suplementarios, el angulo que forman dos rectas siempre sera
menor o igual que 90°, por lo que su tangente siempre sera positiva. Para
/ evitar problemas con el signo, debido a una eleccion u otra de las pendien-

tes, usamos el valor absoluto y queda:

tga, -tga,
1+tga,tga,
Por ejemplo, el angulo que forman lasrectasr: y =3x—1y s:y =—-x+1seria
3-(=1)
1+3(-1)

m,—m

tg(a, —cr;) = , oL, —ot, = arctg|—+—
2 1 2 1

1+m,m,

angulo(r,s)=arctg =arctg

iz‘ =arctg2=63°26'6".

___________________________________________________________________________________________________
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7. Paralelismo de rectas

Si dos rectas son paralelas, determinaran angulos iguales con la direccién positiva del eje de abscisas o, lo
que es equivalente, tendran la misma pendiente. Cuando tenemos dos rectas dadas por sus ecuaciones explicitas,
averiguar si son 0 no paralelas consiste en observar si son iguales los coeficientes de la x. Es evidente que las
rectas y = 3x + 2 e y = 3x — 5 son paralelas, tienen la misma pendiente.

Si las rectas estan dadas por sus ecuaciones generales, ax + b,y + ¢, =0 y ax+ by +¢,=0, al pasarlas a

L a c a Cy , : .
explicitas resulta y = —b—1x—b—1 ey= —b—zx—b—z. Si son paralelas, tendran la misma pendiente, entonces
1 1 2 2

_ & 8 8 8 b
b1 b2 b1 bz az bzl

Lo sefialado hasta ahora podemos resumirlo en el cuadro siguiente:

uaci icic i
Ecuaciones | Recta r Rectar’ Condicion de paralelismo
explicita y=mx+n y=mx+n’ m=m’
general ax+by+c,=0 |ax+by+c,=0 | & _b

aZ b2

16. Determina las ecuaciones general y explicita de la recta que pasa por A(1,-2) y es paralela a la recta r: 4x - 5y -1 = 0.

Solucion:

La paralela buscada tendra el mismo vector de direccion, luego sera: 4x — 5y + ¢ = 0. Para determinar ¢ le imponemos
la condicién de que pase por A(1,-2) y, al sustituir en la ecuacion, resulta 4-1 —5-(-2) + ¢ = 0, ¢ = -14. La ecuacion
general de la paralela es: 4x — 5y — 14 = 0.

4
La explicita se obtiene despejando y: — 5y =—-4x+ 14, y = EX 5

17. Determina las ecuaciones explicita y general de la recta que pasa por A(1, -2) y es paralela a la recta r: y = 3x —1.
Solucién:

En este caso la paralela buscada tendra la misma pendiente; luego sera: y = 3x + n. Para determinar n le imponemos
la condicion de que pase por A(1,-2). Sustituyendo en la ecuacién resulta: -2 = 3-1 + n, n = -5. La explicita de la
paralela es: y = 3x - 5; y la general: =3x + y + 5= 0.

Posiciones relativas de dos rectas

Es obvio que si dos rectas no son paralelas entonces se cortan en un punto o, dicho de otra forma, son
secantes. Las coordenadas del punto de corte se obtienen resolviendo el sistema lineal formado por las ecuaciones
de cada recta. Si las rectas tienen por ecuaciones ax + b,y + ¢, =0y ax + b,y + ¢, =0, las soluciones del sistema,

{a1x+b1y+c1 =0

, hos dan las coordenadas del punto de corte.
ax+by+c,=0
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También puede ocurrir que las dos ecuaciones que nos dan correspondan a la misma recta o, expresado de
otro modo, que las rectas sean coincidentes. Y esto ocurre cuando el sistema tiene infinitas soluciones y sabemos
que esto sucede si una de las ecuaciones es mdltiplo de la otra, es decir, si son la misma ecuacién después de
simplificarlas correctamente.

Resumimos brevemente en un cuadro estas consideraciones:

Rectas Condiciones | Soluciones del sistema
a, _ b e
Secantes —F— solucidn Unica
a2 b2
a b ¢ , N
Paralelas — =—#— | no tiene solucién
aZ b2 CZ
. a b ¢ | _ . .
Coincidentes |— =-—=—"| infinitas soluciones
2 b2 CZ

(= Ejemplo

18. Determina la posicion relativa de las rectas ~/2x + (v2 = 1)y =2 =0y (2+2)x+y —242 =0.
Solucion:

Una forma de abordar este problema es resolver el sistema formado por las dos ecuaciones. Pero mas cémodo es
comparar los coeficientes de las dos ecuaciones:

2 _ ep-2) 222 a2l _ 5o N2t p 2 1 V2
202 2+V2)2-2) 4-2 2 o a2 22

a b c A .
Se cumple que a—1 = b_1 # 0—1 , luego se trata de dos rectas paralelas. Si hubiésemos resuelto el sistema formado
2 2 2

por sus ecuaciones, veriamos que no tiene solucion, pero seria mas laborioso.

9.
A\ Actividades

19. Averigua si las rectas r: (2+~/2)x =y —2v/2 =0y s : (2= +/2)x + (/2 = 3)y —~/2 +1=0 son paralelas o coincidentes.
20. Entre las siguientes cuatro rectas hay dos coincidentes y dos paralelas. Averigua cuales son:

r: —8x+10y+20=0:, :%—%—1:0; r, 12x—15y =30 =0: 1, :0,8x — 2y —2 = 0.
21. Halla la ecuacion general de la recta que pasa por A y es paralela a r en los siguientes casos:

a) A, 2) yr:2x-3y+3=0;b) A-2, 2)yr:-2x+y+2=0; ¢) A(l, 4)yr:y=4;d) A(O,—2)yr:—§+%—1=0.
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8. Producto escalar de dos vectores

Si queremos resolver problemas de distancias de puntos, de puntos a rectas, de perpendicularidad y de
angulos que forman dos vectores y dos rectas, necesitamos definir una nueva operacion entre vectores llamada
producto escalar. El producto escalar facilitara la resolucién de todos esos problemas.

8.1. Angulo de dos vectores

Antes de definir el producto escalar hablaremos del angulo que forman dos vectores.

El angulo que forman dos vectores v y w es el menor de los angulos
que determinan dos localizaciones de estos vectores con el mismo origen.
En la figura observamos que al dibujar los vectores con el mismo origen
se forman dos angulos. Uno mayor o igual que 180° y otro menor o igual.
Los vectores forman un angulo de 0° cuando tienen la misma direccioén y
sentido, mientras que cuando tienen la misma direccion y sentidos opuestos,
el angulo que forman es 180°.

<l|

o < 180°

|

8.2. Definicion de producto escalar

Definimos el producto escalar de dos vectores v = (v, v,) y w = (;, w;) de dos maneras distintas:

LIS U

VW= | ||w|cos v, W)

Propiedades

De las dos formas de definir el producto escalar se deducen las siguientes propiedades:

e Conmutativa: u-v=v-u.
e Distributiva: u-(v+w)=u-v+u-w.
e Asociativa: k( -v) = (ku)- v para todo nimero real k.

v pa
e Multiplicacién por el vector 0.Siv #0, entonces v- 0=0.
>0.

e Paratodo vector v, v-
-~ ; N =2 L - el e = (1=)\2 -2
v-v=vy+ («/ vz) :(|v|) :|v| 0 v-v:|v||v|cos(v,v)=(|v|) cosO°:|v|

Lo que permite redefinir el modulo de un vector como |V| =v-v=vZ+Vv2. Sielevamos al cuadrado

AN
|v| =v-v=V+Vvl.

Luego veremos que las dos expresiones son iguales, y emplearemos una u otra en funcién de los datos que
€ON0zCcamos.
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&~ Ejemplo

19.Dados u = (2, -2), v = (-3, 4), w = (5, 1), comprueba las propiedades del producto escalar:

conmutativa: u - v=v - u, distributiva: u-(v+ w) = u-v+u - w y asociativa: k( U - v) = (k u)-v para todo nimero
real k.

Solucion:
Conmutativa: U - v = 2+(=3) + (-2)-4 =—14; v - U = (-3)-2 + 4:(-2) = 14,
(

Distributiva: u-(v+ w) = (2, =2)[ (<3, 4) + (5, -1)] = (2,=2)(2, 3) = =2, u-v + u - w = (2, =2)(=3, 4) + (2, =2)-(5, =1)=
=_14+12=-2.

Asociativa: k( U - v) = k(2, —2)+(=3, 4) = 14k, (k u)v = (2k, —2k)- (-3, 4) = —14k.

Equivalencia entre las dos definiciones

- 5

U-v Enla figura hemos dibujado un tridngulo de lados u,v yu—v.Los lados del triangulo

miden [i| = Jui +uj, |[V|=\Vvi+vs y [i-V|= \/(u1 —v,)? +(u, —v,)* (estos
maodulos pueden expresarse en funcion del producto escalar).

. ., - =2 = - - -
Aplicando el teorema del coseno en este triangulo,|i —V|” = uf +uj + v +Vv; —2|i| |[V|cos (i, V), donde (u, v)
es el angulo que forman los vectores u y v.

Como un médulo al cuadrado es igual a una raiz cuadrada elevada al cuadrado, tenemos:

2
= =2 2 2 2 2 2 2 2 2 =lo ==
|t —V| =(\/(u1 v, ) +(u, —v,) ) = (U, =V, ) + (U, —v, )} =ul +u; +vi+vi —2|u]|V|cos(4,V) =
= UZ AV =20V, +US VS — 22UV, = Ul s + Vi +vE —2]d||V|cos (G, V).
Simplificando queda — 2u,v, —2u,v, =—2|i||V|cos (&, V) y dividiendo por —2, se llega a la expresion u,v, +u,v, =
= |U| |\7| cos(U,V ) que nos confirma que las dos definiciones que hemos dado del producto escalar son iguales.
Una aplicacién de esta ultima igualdad es el calculo del angulo que determinan dos vectores. Es evidente que

uyv, +u,v,
iy

(3 Ejemplo

despejando cos (i1, V), obtenemos cos(u, V)=

20. Calcula el angulo que forman los vectores t =(1,-1)y v =(4,2).
Solucién :
uv,+uy,  1-4+(-1).2 2
| P+ —pNe 2 V2J20
Con una calculadora el angulo (U, v) cuyo coseno es 0,316227766 se halla asi:

0.316227766 [=] 71.56505118 71933 54,18

El signo de cos(u, v) depende del numerador de la fraccion porque el denominador siempre es positivo, luego
podemos afirmar que:

e Si uv,tu,y, >0, entonces cos(u, v)>0y 0° < angulo(u, v) < 90°.

o Si uv,tu,y, <0, entonces cos(u, v)<0y90° < angulo(u, v) < 180°.

e Si uv,tuy, =0, entonces cos(u, v)=0yangulo(u, v) = 90°,

= 0,316227766.

9.
N\ Actividades

22. Determina la medida del angulo que forman los vectores AB yA_C) siendo A(-2, 3), B(6, 0) y C(4, -1).
23.SiA(-2, 3), B(6,0) y C(4,-1) son los vértices de un triangulo, dibujalo y determina la medida de los angulos del triangulo.
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9. Angulo de dos rectas. Rectas perpendiculares

9.1. Angulos de dos rectas pR—

S r s r

Dos rectas que se cortan forman cuatro angulos iguales dos a dos al ser
opuestos por el vértice. Se llama &ngulo de dos rectas al menor de ellos.

iguales

El &ngulo que forman dos rectas, ry s, es igual o suplementario al que forman
sus vectores de direccion, como es facil de constatar en la figura adjunta.

Como el angulo de dos rectas es el menor de los dos angulos suplementarios, entonces sera agudo y tendra
coseno positivo; dado que la diferencia entre el coseno de dos angulos suplementarios es el signo, esto nos
mueve a definir el coseno del angulo que forman las rectas asi:

UV, +U,V, |_ |uv, +u,v,| _|u1v1+u2v2|

NN v N v N et R

cos éngulo(r,s) = |cos dngulo(ui, v )| = . Es degir,

. UV, + U,V
angulo(r,s) = arc COS(M).

flv]

21. Hallar el angulo que forman las rectas r:2x—3y+3=0ys:y =7x —%.

Solucion :
|t + v, |
| || |

direccion u'y v de r y s. Un vector director de r es u =(~b, a)=(3, 2); si escribimos s en forma general, multiplicando
por 3 y pasando todo al primer miembro, resulta: —21x +3y +1=0. Luego v =(-3,-21). En consecuencia,
|3-(-3)+2-(-21) i |-51
JE+2P (3 +(-21F  13/450
Con una calculadora el angulo(r,s), cuyo coseno es 0,666794559 se halla asi:

0,666794559 [=] 48.17983012 48° 10" 47,39

Sabemos que cosangulo(r,s) = . Vamos a determinar las coordenadas o componentes de los vectores de

cosangulo(r,s) = =0,666794859

9.2. Vectores perpendiculares. Rectas perpendiculares.

Silos vectores v = (vi, v,) y W= (w1, w,) forman un angulo de 90°, es decir, son perpendlculares u ortogonales,
como cos 90° = 0, se cumplira que v-w = v,w, + v,w, = |v ||w | cos90° = 0. Es decir, v y w son perpendiculares si
su producto escalar es cero, v-w = 0. Esto nos lleva a afirmar que dos rectas son perpendiculares u ortogonales
si sus vectores de direccién también lo son.

Ahora, si las rectas estan dadas en forma general - axx + by + ¢, =0 y siax + by + ¢, =0, sus vectores de
direccion son v = (=by, @) y w= (=b,, a,), respectivamente. Como v-w =0, entonces (=b)):(-b,) + a;ra,=06
aa, + b, = 0. Cuando vienen dadas en forma explicita ry = mx +n e sy =m’x+ n"al pasarlas a forma
general, r-mx+y-n=0 vy s-m'x+y-n" =0, vemos que sus vectores directores son v=(-1,-m) y
w= (-1, -m’), respectivamente; dado que v-w = 0, resulta que v-w = (=1)(=1) + (=m):(-m’) =06 m - m'= 1.
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Resumiendo:
Ecuaciones | Recta r Recta s Condicion de ortogonalidad
explicitas | y=mx+n y=mx+n’ m-m'=-1
generales |a@xtby+c,=0|ax+by+c,=0|a-a+bb,=0

En este momento, que conocemos las condiciones de perpendicularidad, podemos resumir en una tabla
todos estos hechos y otros que conocemos:

Ecuacién Pendiente | Vector director | Vector perpendicular
ax+by+c=0 m=—% V= (b, a) w= (a, b)
y=mx+n m V= (=1,-m) w= (=m, 1)

X=X, +kv1} m=Y2 V=, W= (v,, v;)

y =Yy, +kv, v,

(S Ejemplos

22.Halla un vector perpendicular a v = (-2, 5).

Solucion:

Solucioén:

r-2x+y+5=0.

22.Halla la ecuacién de una recta perpendiculara r. y = —

1

El modo mas sencillo de hallar un vector perpendicular a otro es llevar la 12 componente al lugar de la 22 y la 22 al
lugar de la 12, con el signo cambiado; asi, (5,2) y cualquier multiplo de este vector son perpendiculares al vector
dado. Los vectores (5,2) y (-5,-2) tienen el mismo médulo que (-2,5).

5 X +1 que pase por el punto A(2, -1).

Escribimos la recta en forma general r: x + 2y —1 = 0. Como para obtener un vector perpendicular a otro intercambiamos
las componentes y a una de ellas le cambiamos el signo, la recta perpendicular tiene por ecuacion r:-2x + y + ¢ = 0.
Sustituyendo las coordenadas de A en esta ecuacion calculamos ¢: -2:2 + (-1) + ¢ =0, ¢ = 5. La ecuacion es

El producto de las pendientes de dos rectas perpendiculares es igual a -1, luego m, = 2 con lo que : y = 2x + n;
sustituimos las coordenadas de A(2, —1) para calcular n: =1 = 2:2 + n, n = -5. La ecuacién explicitaes r: y=2x-5
y corresponde a la ecuacion general encontrada antes.

9.
A\ Actividades

a) 2x-y+3=0e y=x+8;b) y=-3x+5e y=

1
3

b) las ecuaciones de las mediatrices del triangulo.

24.Halla el angulo que forman los siguientes pares de rectas:

a) los vértices del triangulo; b) los angulos del triangulo.
26. Dado el triangulo de vértices A(2, 5), B(6, 1) y C(-2, 3), determina:
a) las rectas que contienen las alturas del triangulo;

27.Halla el simétrico del punto A(4, 6) respecto alarectar. x+y—6=0.

~xt1.¢c) 2x-y+3=0¢e y=4.

25. Los lados de un triangulo estan contenidos en las rectas r;: 4x— 3y —1=0, r; 2x+5y-33=0,y r;: 3x + y—4 = 0. Halla:

(Indicacién: Hallamos la recta que contiene a Ay es perpendicular a r. La interseccion de las rectas da el punto
medio del segmento AA’, siendo A" el simétrico de A respecto a r).

158

[

= 4p




10. Distancias

10.1. Distancia entre dos puntos

La distancia entre dos puntos P(p;, p,) ¥ Q(q:, q2) la definimos como el médulo del vector P_Q). Como
P_é= (q1 =P qz_pz)’ Distancia (P, Q) = ‘P_Q‘ = VP_QP_Q =\/(q1 _p1)2 +(q2 _pz)z-

Obviamente coincide con la distancia calculada empleando el teorema de Pitagoras.

24, Determina un punto de larecta r : —x + y —8 =0 que equidiste de los puntos A(-2, 3) y B(3, 8).
Solucion :
Sea M(x, y) el punto buscado de la recta r. Debe cumplir que pertenece ar: —x +y —8 =0 y distancia (A, M) =

= J(x+2)% +(y -3)? = distancia (B, M) =/(x—=3) +(y —8) = yJ(x+27 +(y —3)% =/(x -3/ +(y —8)’;

X+y—-6=0

deben cumplir ambas condiciones, luego son la solucion del sistema{ X y—8=0

X2 +4x+4+y" -6y +9=x"—6x+9+y’ —16y +64 = 10x +10y —60 =0= x +y —6 = 0. Las coordenadas de M

. Resolviéndolo resulta M(—1, 7).

10.2. Distancia de un punto a una recta

Dados un punto Py una recta r, definimos la distancia de P a r como la longitud del segmento perpendicular
trazado desde P a ry la simbolizamos por d(P, r). El problema de calcular la distancia de P a r lo podemos
resolver del modo siguiente: P r

1° hallamos la ecuacion de la recta s que pasa por Py es perpendicular a r;

2° lainterseccion de ry s, Q, da el pie del segmento perpendicular trazado de Par, Q

3° la distancia de P a r es igual que la distancia de Pa Q e igual a |PQ)| . S

Este procedimiento para calcular esta distancia nos proporciona una formula facil de recordar y facil de aplicar
que, con cierto trabajo, vamos a deducir seguidamente:

1. Sear: ax+by+c=0; el vector W= (a, b) es perpendicular a ry las ecuaciones paramétricas de la recta s

. X =p,+ka
que pasa por P(p;, p.) y es perpendicular a r son y=p,+ kb} , con ke R.
2. Lainterseccion de ry s es el punto Q que, por pertenecer a s, tiene de coordenadas (p, +ka, p,+kb).
Hallamos el valor de k para que Q pertenezca también a r. Sustituyendo en r, se obtiene
a(p, +ka)+b(p, +kb)+c=0= ap, +ka* + bp, +kb* + ¢ =0= k(a* +b?) =—ap, —bp, —-c =
ap, +bp, +¢ ap1+bp2+c_a _ap1+bp2+c‘b)

=>k=-

24 b? a’+b’ T gy b?

. Las coordenadas de Q son ( P —
a +

— ap,+bp, +c ap,+bp,+c
3. Calculamos d(P, r)=‘PQ‘= pF#- -py, 2—#-b—pz)—
ap,+bp, +c ap,+bp, +c \/ ap,+bp,+c, ap,+bp,+c, 5
= - -a, — b=, (-————5—)a"+(-—————5—)"-b" =
‘( a’+b’ a’+b’ ) ( a’+b’ ) ( a’+b’ )
_ |[_aptbp, +c Z(az+bz)=\/(ap1+bpz+0)2Qap1+bpz+0|
a’ +b? a’ +b? Ja+02 |

(1) /(ap; +bp, + c)2 =|ap, +bp, +¢|, pues al elevar (ap, +bp, + c)2 siempre sera positivo y estamos
tomando la parte positiva de la raiz.
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Se obtiene
|ap, + bp, +c|

Jat+b?

Es decir, la distancia de un punto a una recta se obtiene sustituyendo las coordenadas del punto en la ecuacién de
la recta, hallando el valor absoluto de este resultado y dividiéndolo por el médulo del vector perpendicular a la recta.

d(P, r) |PQ|

25. Halla el area del triangulo de vértices A(-2, 3), B(6, 0) y C(4, —1).
Solucion :
Tomamos AB como base y la distancia de C alarecta que pasa por A y B como altura. Calculamos la base:

AB=(6-(-2), |AB| /82 +(=3)? =+/73 es la longitud de la base.

Calculamos la altura: la recta que pasa por A y B tiene vector director AB = (8,— 3), luego sera 3x + 8y +¢ = 0;
sustituyendo las coordenadas de B, se obtiene 18 +c=0=c = —18 = la recta es 3x +8y —18 =0. La distancia

3-4+8 -18
de C alarecta que pasa por Ay B es d(C, recta AB) = | (E | = la altura del triangulo. Luego,
V& +(- )2 ﬁ
Area del triangulo = 1 base-altura = 1 \/ﬁ —— =7 unidades cuadradas
2 Jﬁ '

9.
A\ Actividades

28. Dados los puntos A(4,-2) y B(-3, 1) y las rectas r: 4x -3y -1=0 y s: x+y-6 =0, halla:
a) ladistanciade AaB; b) ladistanciade Aary as; ¢) ladistanciade Baryas.
29. Halla la distancia entre las rectas paralelas r: 3x -5y +4 =0y s: 3x-5y-6=0.
30. Halla un punto del eje de ordenadas que equidiste de las rectas 3x —y+6=0y x+3y-6=0.
31. Halla un punto de la recta x + y — 6 = 0 que equidiste de los puntos A(—4, 1) y B(1, —4).

32. Se llama haz de rectas de centro P(x,, y) al conjunto de todas las rectas que pasan por el punto P. La ecuacién
del haz es y — y, = m(x — x,), y para cada valor que demos a m obtenemos una recta del haz. Halla la ecuacion de
la recta del haz de centro P(1, 3) y que dista 1 del origen.

Q‘"/ Parasabermas.. [

Las ecuaciones de una recta

Las ecuaciones paramétricas de una recta, que hemos deducido del hecho de que los vectores AP= (X=X, y=y)y
V= (v,, v,) son colineales y por tanto AP=kV, dependen del punto A y del vector v elegidos. Por ello, una recta se
describe mediante una infinidad de ecuaciones paramétricas al variar tanto el punto de partida como el vector director.

La ecuacidn general de una recta ax + by + ¢ = 0 puede aparecer multiplicada por un nimero cualquiera y exhibir un
aspecto diferente kax + kby + kc = 0 para cada nimero real k, siempre que k # 0.

La ecuacion explicita de una recta y = mx + n es Unica, como también son unicos la pendiente y la ordenada en el origen.
El porqué del nombre de producto escalar

En Fisica una magnitud es escalar cuando no tiene direccion, como el volumen y la temperatura, y es vectorial cuando tiene
direccion y sentido, como la velocidad y la aceleracion. En el producto escalar que hemos definido se multiplican dos vectores y
se obtiene un nimero; de ahi la denominacion de producto escalar.

REaS 4p

a



v’ Vectores colineales son los que tienen la misma direccion. Si u = (x, y) y v = (x, ') son colineales, entonces

cumplen la condicion siguiente: % = yl oxy =xy.

v" Si conocemos el origen, A(x,, y;), y el extremo, B(x,, ), de un vector, las coordenadas de ABson (X=X, Vo= V1)

+ +
v" Las coordenadas del punto medio, M(x, y), del segmento de extremos A(x;, y:) y B(x., ¥») son (%%)
X=X, =kv
v" Las ecuaciones paramétricas de la recta son: ! ! } donde ke R .
Y-y, =kv,

v" La ecuacion general o implicita de la recta se escribe asi: ax + by + ¢ = 0.

v" La ecuacion explicita de la recta es Unica y se escribe asi: y = mx + n.

v La ecuacion de la recta que pasa por un punto P(X,, ¥) Y tiene pendiente mes y — y, = m(x — X,).
v' Paralelismo de rectas:

Ecuaciones | Recta r Recta r’ Condicién de paralelismo
explicita y=mx+n y=mx+n’ m=m’
general | ax+by+c=0 |ax+by+c=0 a4 _b
aZ b2
v’ Posiciones relativas de dos rectas:
Rectas Condiciones | Soluciones del sistema
a b e
Secantes —L -1 | solucién Unica
aZ b2
a b ¢ : .
Paralelas =212 | no tiene solucion
a2 b2 C2
. a b ¢ ... .
Coincidentes |—=—=— | infinitas soluciones
a2 bZ CZ

v El producto escalar de dos vectores v= (v, v,)y w= (w,, w,) se define de dos maneras distintas:
VW=V W, + VW, = |v||w|cos(v,w)

v Rectas ortogonales o perpendiculares:
Ecuaciones | Recta r Recta s Condicién de ortogonalidad
explicitas y=mx+n y=mx+n’ m-m'=-1
generales a1X + b1y + C1 = 0 62X + bgy + CZ = 0 a1'az + b1'b2 = O
v' Vectores directores y vectores perpendiculares a una recta:
Ecuacion Pendiente | Vector director | Vector perpendicular
ax+by+c=0 m:—% V= (b a) w=(a, b)
y=mx+n m Vv = (-1, -m) w= (-m, 1)
X= X1 +kv1 } m= V_z V = (V1, V2) VV: (VZ, _V1)
y=y, +kv, vy

v’ La distancia entre dos puntos P(p;, p,) y Q(g, @,) la definimos como el médulo del vector :
Distancia (P, Q) = |:‘¥J| =JPG-PG = Jlg,-p)? +(,—p,).

v’ La distancia de un punto P(p,, p,) a una recta . ax + by + ¢ = 0 viene dada por la expresion:

_|ap, +bp, +c|

d(P, ) =|%| B [22 + b2

v AES <
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