Ecuaciones, sistemas e
inecuaciones

n esta Unidad se desarrollan algunos contenidos que pertenecen al Algebra, parte de

E las matematicas que se vale de la Aritmética y es a la vez su auxiliar. Comienza recordando

la resolucion de ecuaciones de primer y segundo grado con una incognita estudiadas

en Educacién Secundaria; se muestran métodos para encontrar las soluciones de algunas
ecuaciones de grado superior, asi como el estudio de ecuaciones irracionales. Mencion aparte
merece el estudio de las ecuaciones exponenciales y logaritmicas.

Carl Friedrich Gauss. (Wikimedia Commons)

Se continda con el estudio de sistemas de
ecuaciones lineales y no lineales. A partir de las
posiciones relativas de dos rectas en el plano se
establece una clasificacion de los sistemas. Esta
clasificacion se generaliza a los sistemas de tres
ecuaciones con tres incognitas, que se resuelven
aplicando el método de Gauss, llamado asi en honor
del matematico, astronomo y fisico aleman Carl
Friedrich Gauss (1777-1855).

La Unidad sigue con la introduccion de inecuaciones
lineales, sistemas de inecuaciones lineales con una
incognita e inecuaciones cuadraticas de una incognita.

Estos conocimientos sobre ecuaciones, sistemas
e inecuaciones encuentran abundante aplicacién en
la resolucién de problemas de la vida cotidiana.

En esta Unidad didactica nos proponemos alcanzar
los objetivos siguientes:

1. Resolver con soltura todo tipo de ecuaciones de primer y segundo grado.

N

Resolver ecuaciones bicuadradas y de grado superior al segundo con una incégnita.
Transformar ecuaciones irracionales en racionales para su resolucion.

Conocer los tres tipos de sistemas que existen atendiendo al tipo de soluciones.
Dominar el método de Gauss para resolver y discutir sistemas de ecuaciones.

Aplicar las técnicas adecuadas para encontrar las soluciones de inecuaciones lineales
cuadraticas de una incognita.

7. Utilizar los conocimientos de resolucion de ecuaciones, sistemas e inecuaciones para
resolver problemas que se plantean en la vida actual.
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ECUACIONES, SISTEMAS E INECUACIONES

&~ Ejemplo

1. Ecuaciones de primer y segundo grado

Recuerda que una ecuacion es una igualdad que es verdadera para algunos valores de las variables. En este
apartado estudiaremos ecuaciones de primer y segundo grado.

1.1. Ecuaciones de primer grado

Una ecuacion de primer grado con una incognita es toda ecuacion que mediante transformaciones de
equivalencia se convierte en otra de la forma a x + b = 0, con a # 0; a y b son numero reales y se llaman
coeficientes de la ecuacion.

1. Resuelve 3x+8=3_5x—8 .
10 12

Solucion:

Se calcula el M. C. M. de los denominadores 10 y 12, que es 60, y se multiplican los dos miembros de la ecuacién

3x+8 5x—8
- 60- =60 3= ;
por 60: 10 ( n )

Se quitan paréntesis y se simplifica: 18x + 48 = 180 — 25x + 40;
Se trasponen términos: 18x + 25x = 180 + 40 — 48;
Se simplifica: 43x = 172;

Se despeja la incognita: x = % =4 .

Comprobacion: SO _y 9A=E
10 12

;2=3-1;2=2;estaidentidad nos informa de que x = 4 es solucion.

1.2. Ecuaciones de segundo grado

Una ecuacion de segundo grado es aquella que reducida tiene la formaax*+ b x+¢=0; donde a, by ¢
son nimeros reales llamados coeficientes de la ecuacion, con a # 0.

Existen varios métodos para encontrar las soluciones de la ecuacién de segundo grado pero en general se
aplica la formula siguiente:

_ —b++b?—4dac

2a

X
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2. Resuelve la ecuacion 2x>* —x -6 = 0.

Solucion: 127
L 1eTo2(0) 1V _1x7 |4
22 T T
§ 2

, 3
Las soluciones son x,; =2y X, = ~3

A partir de la formula y sin necesidad de resolver la ecuacion de segundo grado se puede conocer el nimero
de soluciones de la ecuacion de segundo grado. Todo depende del signo de la expresion A = b* — 4ac, llamada
discriminante de la ecuacion, que se encuentra bajo el signo radical y que puede tomar los valores siguientes:

e p’—4ac >0, el doble signo de la férmula proporciona dos soluciones diferentes para la ecuacion.
e p’—4ac =0, laraiz cuadrada de cero es cero y la ecuacion tiene una solucién doble.
e bp?’—4ac <0, laecuacion no tiene soluciones reales porque la raiz cuadrada es un niumero imaginario.

Las graficas de las parabolas y = ax* + bx + ¢ siguientes, representan las situaciones indicadas anteriormente:

\

XN/ X2 -

Dos soluciones Una solucién No tiene soluciones reales

9.
N Actividades

X

1. Resuelve las ecuaciones:
a) 5+4x+5(1+3x)=-4(3-2x); b) 5x-2(x—1)+5(2 +3x) =3(x-1);
c) 6(x—10)=-3(2x-7)-34; d) 8(6 + 2x) = 4(2 - 3x) - 72.

2. Encuentra las soluciones de las ecuaciones siguientes:

X 3x-2 20—-x 10x+3 10-10x 2x-3 4x+3 x+3
a) —+8= ; b) - = ; c) +17= + ;
4 8 8 16 4 2 3 6
d) X+17 1-4x _1-x 9+x, ¢) 3X=1 x+3 _ x+1

8 3 4 6 2 3 2

3. Resuelve las ecuaciones siguientes:
a) ¥-3x+2=0;b) ¥*+3x-28=0;¢) 2x°+7x=15;d) 12X -7x+1=0;e) xX*+x=42.
4. Resuelve y factoriza si es posible las ecuaciones siguientes:
a) X -4x-12=0;b) 3x*-18x+15=0;¢) 3x*-6x+3=0;d) X*-5x+9=0.
5. Resuelve las ecuaciones siguientes:
a)(x=4)(x-2)=0;b) (x+3)(x-2)=0;¢) (x=5)(x+6)=0;d) (x-7)(x+9)=0.
6. Calcula las raices de las ecuaciones:
a)-3x+x2=0;b)-5x=x%¢) x*+10=19; d) x* + 3x=17x.
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&~ Ejemplos

3. Resuelve la ecuacion: x* — 10x2 + 9 = 0.

ECUACIONES, SISTEMAS E INECUACIONES

2. Otras ecuaciones algebraicas

En este apartado estudiaremos diversos tipos de ecuaciones mas complejas a las ya estudiadas, pero que se

resuelven aplicando métodos algebraicos.

2. 1. Ecuaciones bicuadradas

Las ecuaciones de cuarto grado ax* + bx* + ¢ = 0 con a # 0 que no tienen los grados uno y tres, se llaman
ecuaciones bicuadradas. Se reducen a ecuaciones de segundo grado mediante el siguiente cambio de
variable X* = y, ya que al sustituir en la ecuacion dada se obtiene ay* + by + ¢ = 0 (ecuacién de segundo grado

en la variable y).

Solucién:
Serealiza el cambio:  x¥*=y, x‘'=y

Se obtiene la ecuacion de segundo grado: y*— 10y + 9 =0.

10+8
., 10++/10°-4-1.9 1048 2 =9
Se resuelve esta ecuaciéneny: y = = s .
2 2 10-8 1
2
De y = x*=9, se obtienen las soluciones, x =3y x = -3.
De y = x*=1, se obtienen las soluciones, x =1y x =-1.
La ecuacion propuesta tiene cuatro soluciones reales.
. Resuelve la ecuacion: x* + 3x* -4 = 0.
Solucion:
Serealiza el cambio:  ¥¥=y, X' =)~
Se obtiene la ecuacion de segundo grado: y*+3y-4=0.
-3+5 1
-3+,/32-4-1-4) -345 a
Se resuelve esta ecuaciéneny: y = ) = ={ 2 .
2 2 -3-5
— =4

De y = x* =1, se obtienen las soluciones x =1y x = -1.
De y = x* = -4, no se obtienen soluciones reales para x.

La ecuacion propuesta tiene dos soluciones reales.
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? ¢Sabiasque..?

Si X, X, ..., X, Son las raices de la ecuacioén a,x" + a,.x™ + ... + ax' + a, = 0, entonces dicha ecuacién se factoriza y
puede escribirse asi:

(X = X)(X = X)...(x = x,) = 0.

2. 2. Ecuaciones de grado superior a dos

Algunas ecuaciones de grado superior al sequndo se resuelven aplicando técnicas de factorizacion, ya
que se transforman en otras equivalentes con factores de primer y segundo grado.

(S Ejemplos

-

5. Resuelve la ecuacion x® + 2x?> — 3x = 0.

Solucion:

Se saca factor comun x:  x*+ 2x* - 3x = x(x* + 2x-3) = 0.
x=0

Se igualan a cero los dos factores: ;
: {xz +2x-3=0

La ecuacion de segundo grado tiene por soluciones x =1y x = -3.
La ecuacion tiene tres soluciones: x =0, x=1y x=-3.
6. Resuelve la ecuacion 4x* — 21 x* + 29x* — 6 x = 0.
Solucién:
Se saca factor comun x: 4x*—21 x* + 29x% — 6 x = x(4x* — 21 x* + 29x - 6) = 0.
Se aplica la Regla de Ruffini al segundo factor:
4 -21 29 -6
2 8 -26 6
4 -13 3 0
Se descompone en factores: x(x — 2)(4x2 — 13x +3) = 0.
La ecuacion de segundo grado tiene por soluciones x=3y x = T

o , 1
La ecuacion tiene cuatro soluciones: x =0, x=2,x=3y x = T

? ¢Sabias que...?

pueden introducirse razonamientos falsos; a continuacién aparece uno en el que debes intentar descubrir el fallo.

Supongamos que a = b.

Se suma a a los dos miembros: 2a=a + b.

Se resta 2b a los dos miembros: 2a-2b =a - b.
Se saca factor comun dos: 2(a—b) = a-b.

Se simplifica: 2 = 1.

La comprobacion de las soluciones obtenidas al resolver ciertas ecuaciones es necesaria, pues en el proceso de resolucion

-



ECUACIONES, SISTEMAS E INECUACIONES

(3 Ejemplos

2. 3. Ecuaciones racionales

Las ecuaciones en las que aparece alguna fraccidn algebraica se llaman ecuaciones racionales. Para suprimir
los denominadores en estas ecuaciones se usa el minimo comun mdltiplo de los denominadores; al simplificar
se obtienen ecuaciones que probablemente se puedan resolver.

Como hay que multiplicar por expresiones algebraicas, pueden aparecer soluciones falsas; por tanto, se
debe comprobar si las soluciones obtenidas son vélidas para la ecuacion propuesta.

" 2 X
7. Resuelve la ecuacion —————=-1.
X

+1 x-1
Solucion:
Para suprimir los denominadores se multiplican los dos miembros por: (x +1)(x — 1).
2x=1)-x(x+ 1) =1x-1)(x+1) = 2x-2-x¥-x=-x¥+1=x=3.
Comprobacion: Z =— . =—1 1.3 =1 _2 =1
3+1 3-1 4 2 2 2 2
La solucién x = 3 es valida.

. 1 1 3
. Resuelve la ecuacion ——+——=—.

x+7 x+2 10

Solucién:
Para suprimir los denominadores multiplicamos los dos miembros por: 10-(x+7):(x + 2).
10(x+2)+10(x+7)=3(x + 7)(x +2) = 20x + 90 = 3x* + 27x + 42 = 3x* + Tx - 48 = 0.

—7+25
‘o —T+7%+4348 _ —T£4625 —7+25 6 =
6 6 6 —7—25__%__@'
6 6 3

Comprueba que las dos soluciones son validas.

2. 4. Ecuaciones irracionales

Son aquellas ecuaciones en las que la variable aparece bajo el signo radical.

Estudiaremos aquellas en las que aparecen raices cuadradas.

Para resolver las ecuaciones irracionales se aisla la raiz en uno de los miembros, después se elevan ambos
miembros al cuadrado y se resuelven las ecuaciones obtenidas (ecuaciones de primer o0 segundo grado).

Aligual que en las ecuaciones racionales, se debe comprobar si las soluciones obtenidas lo son de la ecuacion

NES <4»
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&~ Ejemplos

9. Resuelve la ecuacion v/x+3 —1=x.

Solucién :

Se aisla el radical: Ix+3=1+x;

Se eleva el cuadrado: (Vx+3)2 = (1+x)%;
Se desarrolla: X+3 =142x +x%;
Se simplifica: x> +x-2=0.

Las soluciones de la ecuacion de segundo grado son x =1y x = 2.
Comprobacion: x =1; ~/1+3 —1=1; 1=1, identidad x =1 es solucion.
Xx=-2; J-2+3-1=-2; 0=-2, falso x =—-2 no es solucion.

10. Resuelve la ecuacion vx2—3+x—-3=0.

Solucion :

Se aisla el radical: Jx2-3=3-x;

Se eleva al cuadrado: (Jﬂ )2 =(3-x)%
Se desarrolla: X —=3=9-6x+x’;

Se simplificar y despeja x: 6x=12; x=2.
Comprobacion: v2°-3+2-3=0; 0=0, x =2 es solucion.

9.
N Actividades

7. Resuelve las ecuaciones bicuadradas:

a) X'-5x+4=0;b) x¥-10x*=-9;

c) x*—16x*2—225=0;d) 64x*—244x* + 225 =0.
8. Resuelve las ecuaciones:

a) x¥-16=0;b) 81x'—x*=0;c) 4x'—x*=0;d) x*-9x*=0.
9. Resuelve las ecuaciones:

a) X-xX-6x=0;b) X¥*+5x¥-x-5=0;

c) 16x°-16x-9x+9=0;d) xX*-x*—14x+24=0.
10. Resuelve las ecuaciones:

4 2x+1_ 2 1 4

a) —— 1, b) — = _
x 5 x+2 3x-1 (x+2)(3x-1)
11. Resuelve las ecuaciones:
2 5 9 1 2 5 15 18 12x+6 30 200 20
Rt e . B s it s w1, s e v
x=-4 x-3 x -Tx+12 x=1 x+1 x° -1 X—2 x+2 2x°-8 Xx=1 x"+3x-4 x+4

12. Resuelve las ecuaciones:

a) VX2 =5+x-5=0; b) Vx=3+Vx+2=5 ¢) VI+x+vT+x=16+2x; d) Vx+4 +Vx+20-2J/x+11=0.
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ECUACIONES, SISTEMAS E INECUACIONES

3. Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

En este apartado estudiaremos ecuaciones en las que la variable se encuentra como exponente 0 en una
expresion afectada por un logaritmo.

3.1. Ecuaciones exponenciales

En las ecuaciones exponenciales la incognita aparece como exponente.

Para la resolucion de las ecuaciones exponenciales debemos expresar, si es posible, el término independiente
como una potencia de la misma base que la de la incégnita. Luego se utiliza la propiedad siguiente: si
a"=at= X, = X,

&~ Ejemplo

11. Resuelve la ecuacion 8 - 2* = 2048.

Solucién:

8-2% = 2048 = 2% = 256 = 2* = 2% por lo tanto, como la igualdad de dos potencias de la misma base obliga a
que los exponentes sean iguales, tenemos que: 4x =8 = x = 2.

En otras ocasiones, para llegar a la igualdad de dos potencias de la misma base tendremos que hacer un
cambio de variable. Una vez resuelta la ecuacion en la nueva variable debemos deshacer el cambio para obtener
las soluciones.

&~ Ejemplo

12. Resuelve la ecuacion 4**' + 253 - 320 = 0.

Solucién:
La ecuacion 4**' + 23— 320 = 0, se puede expresar como:
4-4+20-2-320=0=>4-2>+2-2-320=0.
Se hace el cambio de variable 2* = y, por lo que 2% = )
4y°+8y-320=0=y*+2y-80=0.
Ecuacion de segundo grado cuyas soluciones son 8 y —10.
Deshaciendo el cambio, 2= 8, luego 2= 2° y por consiguiente x = 3.

No tomamos el valor —10, porque la funcién exponencial s6lo toma valores positivos.

NES <4»
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3.2. Ecuaciones logaritmicas

Se llaman ecuaciones logaritmicas a aquellas en las que la incégnita aparece bajo un logaritmo.

En la mayoria de los casos se pueden resolver sin mas que emplear las propiedades de los logaritmos para
obtener una igualdad del tipo log, x; = log. X,, y de aqui deducir una igualdad x; = x,.

&~ Ejemplo

13. Resuelve la ecuacion logaritmica (x> — 5x + 9):log 2 + log 125 = 3.
Solucién:
(x? =5x +9)-10g2 +10g125 = log1000 => log2** ~*** =10g1000 —log125 =

= log2" ~5+9 = Iog% =log8 = log2" ~%*% =log2".

De donde obtenemos la ecuacion exponencial 25+ = 2% |y de aqui a la ecuacion de segundo grado, X2 —5x + 9 =3,
cuyas soluciones son, x=2y x = 3.

Es importante comprobar los resultados obtenidos, para ver si las soluciones son validas.

Comprobacién:

Parax=2:(2°-52+9) log 2 +log 125 =3 = 3:log 2 + log 5° = 3 =log 2° + log 5° = log (2-5)* = 3 =
=1log10°=3=3=3.

Parax=3:(3°-53+9) log2 +log125=3 = 3:log2 +log5*=3 = 3=3.

Las dos soluciones son validas.

9.
A\ Actividades

13. Resuelve las ecuaciones:
a) 4*=8+12;b) 9°-2:3"2+81=0;
c) 2—x = 83—x; d) 3)(_ 3x+1 + 3x+2 = 2x + 2x+1 + 2x+2.
14. Resuelve las ecuaciones:
a) 273 +2%2=320; b) 10°*=1;¢) 2"+ 2*+ 2" =7,
15. Resuelve las ecuaciones:
X X
a) 4|09(E)+3Iog(§)+ log12 =5logx; b) log(3x-1) — log(2x+3)=1 - log25; ¢) log(x-2)? + log (x+1)? = 2;

2
d) log x=1+1og (22— x): €) (¢ —4x+7)log 5 + log 16 = 4: f) 092+109(11=x) _»
log (5—x)

- RES 4»




ECUACIONES, SISTEMAS E INECUACIONES

4. Problemas que se resuelven mediante
ecuaciones

Recuerda que para resolver problemas mediante ecuaciones se deben seguir los pasos siguientes:
Planteo: Consiste en traducir el enunciado escrito en una ecuacion.
Resolucion: Parte en la que se resuelve la ecuacion.

Discusion: Se comprueba que la solucién obtenida es solucion de la ecuacion y que cumple las condiciones
impuestas en el enunciado.

Para plantear una ecuacion a partir de un enunciado se debe:

e Realizar lecturas comprensivas para identificar el dato que se debe calcular y representarlo mediante
una variable.

e Trazar un plan para traducir el lenguaje escrito a lenguaje algebraico. Planificar la informacién en
resimenes. Comparar el problema con otros conocidos.

e Llevar a cabo el plan trazado y, si éste no funciona, cambiar de plan.

(= Ejemplo

14. La cantidad de euros que un chico lleva en el bolsillo es tal que si gasta la tercera parte mas su séptima parte, aun
le quedarian 2,5 euros méas la mitad de lo que llevaba. ;Qué cantidad de euros llevaba en el bolsillo?

Solucién:
Planteo:
Sea x el dinero que llevaba.
X X
; —+=
Gastos 37

Le quedan: 2,5 +§

Ecuacion:  25+>=x—| 24X
2 3 7
Resolver la ecuacion: x =105 euros.

Discusion: La solucion cumple las condiciones del enunciado; veamos si cumple la ecuacion:
105 ( 105 105

2’5+T=105_ T+T) =2,5+52,5=105-(35+ 15) = 55 = 55.

El valor x = 105 convierte la ecuacion en una igualdad numérica verdadera.

70
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9.
N Actividades

16. Un ganadero vende los 3/5 de los corderos que posee. A continuacion compra 50, con lo que se queda con 40
corderos menos que los que tenia al principio. ¢ Cuantos tenia?

17. Un trayecto se ha realizado en tres etapas: en la primera se recorre 3/5 del trayecto, en la segunda 1/4 del resto y
en la ultima los 12 km restantes. ;,Cuél es la longitud total del trayecto?

18. Una persona dispone de dos horas para dar un paseo en coche. ;Qué distancia podra recorrer sabiendo que a la
ida la velocidad del coche es de 80 km/h 'y que, sin detenerse, regresa a 120 km/h?

19. La distancia entre dos estaciones Ay B es 480 km. Un tren sale de A en direccion a B con una velocidad constante
de 100 km/h. Al mismo tiempo, otro tren sale de B en direccién a A con una velocidad de 140 km/h.  Cuanto
tardan en encontrarse? ;A qué distancia de Ay B se encuentran?

20. La base de un rectangulo es 6 cm mayor que su altura. Si la base crece 4 cm y la altura disminuye en 2 cm, el
area crece 8 cm?. Calcula sus dimensiones.

21.La suma de dos nimeros es 24 y su producto 135. Calcula dichos nimeros.
22. Calcula las dimensiones de un rectangulo que tiene de perimetro 24 cm y de area 35 cm*
23. El perimetro de un rectadngulo es de 98 m. Su &rea es de 570 m* Halla sus dimensiones.

24. L os tres lados de un triangulo miden 18, 16 y 9 m. Determina qué misma cantidad se debe restar a cada lado para
que resulte un tridngulo rectangulo.

25. Determina un nimero que sumado con su raiz cuadrada es 132.
26.Dos numeros suman 62 y sus cuadrados 1954. Hallalos.
27.El area de un triangulo rectangulo es 60 m? y la suma de sus catetos es 23 m. Halla sus tres lados.

28.Un cuadrado tiene 33 m? mas que otro y éste un metro mas de lado que el primero. Halla los lados de los dos
cuadrados.

@; Parasabermas.. [

Descubrir que algunas soluciones numéricas no cumplen las condiciones impuestas por el enunciado de un problema
es parte fundamental en la resolucion de problemas. Por ejemplo, calcula la edad de un joven si hace siete afios el
cuadrado de su edad coincidia con la edad actual de su padre, que es de 64 afios.

x—7=8= x=15afios

Llamando x a la edad actual del joven, llegamos a la ecuacion (x —7)* =64 = x -7 =18 = 3
x—-T7T=-8= x=-1afio

Evidentemente, la solucién -1 afio no es valida pues no existen edades negativas; sin embargo, es solucién de la
ecuacion planteada a partir del enunciado.
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5. Sistemas de ecuaciones

Un sistema de ecuaciones es un conjunto de ecuaciones que deben satisfacerse simultaneamente.

Los ejemplos siguientes son sistemas de ecuaciones:

2Xx=3y+z=—-1
X-y=-3
X+y—-z=4 ; {2+ 5
X =
3x—2y-27=1 4

El primero es un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas (todas las incognitas son lineales); el
segundo es un sistema no lineal (algunas incégnitas no son lineales).

Se llaman soluciones de un sistema a los valores de las incognitas que hacen verdaderas todas las ecua-
ciones que forman el sistema.

Resolver un sistema es o bien encontrar los valores de las incégnitas o variables que hacen verdaderas
todas las ecuaciones del sistema o bien demostrar que no tiene solucion.

En este curso estudiaremos sistemas con dos y tres incognitas.

5.1. Métodos de resolucion de sistemas

Entre los métodos algebraicos que existen para resolver sistemas se encuentran los siguientes:

e Meétodo de sustitucion: Se despeja una incognita en una de las ecuaciones y se sustituye la expresion
obtenida en las otras ecuaciones.

e Método de igualacion: Se despeja la misma incognita en todas las ecuaciones y se igualan las expresiones
obtenidas.

e Método de reduccion: Se multiplican las ecuaciones por nimeros adecuados de forma que al sumar los
resultados se elimina una de las incdgnitas.

Con estos tres métodos y las técnicas estudiadas para resolver ecuaciones se pueden resolver muchos
sistemas de ecuaciones, como veremos en los siguientes ejemplos.

&~ Ejemplos

2x—-3y+z=-5

15.Resuelve el sistema lineal: { x+y—-z=4
3x—-2y—2z=1

Solucion:
Se resuelve por sustitucion.
Se despeja x en la segunda ecuacion (su coeficiente es uno): x =4 -y + z.

n NES «4»




La expresion obtenida para x se sustituye en las otras dos ecuaciones:
24-y+2)-3y+z= —5:> =5y +3z=-13
34-y+z)-2y—-2z=1 —Sy+z=-11"

Se consigue un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas.

Se despeja z en la segunda ecuacion: z=-11 + 5y.

Se sustituye z en la primera ecuacion: =5y +3(-11 + 5y) =-13 =10y =20 = y = 2.

Se sustituye este valor en la incognita despejada z: z=-11 + 10 = -1.

Se sustituyen los valores obtenidos para y y z en la incognita x despejada: x=4 -2 -1 =1.
La solucién del sistemaes x=1,y=2yz=-1.

X2 +y*=10

16. Resuelve el sistema no lineal: {
X+y=2

Solucion:
Se resuelve por sustitucion.

Se despeja y en la ecuacién lineal: y=2-x.
Se sustituye en la ecuacion no lineal: ~ x*+ (2 - x)* = 10.
Se opera y simplifica: X¥-2x-3=0.
2+4_3
5 24\4+43 2416 _2+4 | 2
Se resuelve la ecuacion: X = = = =
2 2 2 2-4 i
2

Se sustituyen estos valores en la incognita y despejada: parax =3, y=-1yparax=-1, y=3.
El sistema tiene dos soluciones.
X+y=38

17.Resuelve el sistema no lineal:
y=x"—4x-2

Solucién:
Se resuelve por igualacion.

Se despeja la misma incognita en las dos ecuaciones y se igualan, con lo que se obtiene una ecuacion con una
incognita: y=8 —x; X’ —4x-2=8-x= x*-3x-10 = 0.
3+7

31 oe40 3489 3:7 | g 0
Se resuelve la ecuacion obtenida: X = = = =
2 2 2 3-7 _
2

Se sustituyen estos valores en una de las incognitas despejadas: para x =5, y =3y para x =-2, y = 10.

El sistema tiene dos soluciones.
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4x+3y =10

18. Resuelve el sistema lineal:
2x+y=4

Solucién:
Se resuelve por reduccion.

Consiste en conseguir que los coeficientes de una de las incognitas sean opuestos en las dos ecuaciones y a
continuacion sumarlas.

Se sustituye la segunda ecuacion por el resultado de sumar la primera con la segunda multiplicada por -2, nimero
con el que se consigue que las dos ecuaciones tengan los coeficientes de x iguales y opuestos:

4x+3y =10
—4x-2y=-8
Ox+ y= 2

. : . . 4x +3y =10
El sistema de partida es equivalente al sistema escalonado: y =2

En este sistema y = 2; se sustituye este valor en la primera ecuacion para calcular x: 4x + 3-2=10; 4x = 4; x = 1.
La solucién del sistemaes x=1ey=2.

6'5/ Parasabermas.. [

Los siguientes sistemas tienen ecuaciones exponenciales o logaritmicas:
a) 5" =5".625 b) X+y =13
202 =64’ logx +logy = 2log6
Para resolver estos sistemas manipulamos las ecuaciones para transformarlas en ecuaciones algebraicas sencillas.

i = 54 5X_y = 54
a) Expresamos el sistema asi: 1 5 = ey _ o

22 =2

x—y=4
X+y=06

La igualdad de potencias de la misma base conduce a la igualdad de exponentes: { . Este ultimo sistema de

ecuaciones tiene como solucion x=5e y=1.
xty=13

b) Aplicando las propiedades de los logaritmos: {Iog (x-y) - log 6

La segunda de las ecuaciones conduce al sistema: { X+y= 13::3
X -y =

La solucion de este sistemaes x=9ey=4.

Es importante, en la resolucion de sistemas y ecuaciones logaritmicas, comprobar las soluciones negativas que
aparezcan, por si resultan logaritmos de nimero negativo o el logaritmo de cero. Estas soluciones no serian validas.
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5.2. Clasificacion de los sistemas lineales

Cada ecuacién ax + by = ¢ del sistema lineal de dos ecuaciones con dos incognitas representa un recta del
plano; los puntos («, 8) de dicha recta son las soluciones de su ecuacion. La existencia o carencia de puntos
comunes a las dos rectas que forman el sistema determina la existencia o no de solucién para este tipo de
sistemas. Graficamente tenemos las siguientes situaciones:

@~ Ejemplos

19. Resuelve graficamente los sistemas:
X+2y =17 X+2y =7 X+2y =7
a) Y= b g ; ©) g
x—y=1 2x+4y =14 2x+4y =5
Solucién:

Sistema a) Sistema b) Sistema ¢)

™~ T X+2y=7 § X+2y=7

o Tap e
2v=T7
/| xrey Z)m\

A partir de las graficas vemos que:

a) Las dos recta se cortan en (3, 2): la solucién del sistema es x = 3 e y = 2. El sistema tiene solucion unica.
b) Las rectas coinciden. El sistema tiene infinitas soluciones.

c) Las rectas son paralelas, no tienen puntos en comun. El sistema no tiene solucion.

La generalizacion de estos resultados permite clasificar los sistemas lineales en:
e Incompatibles si no tienen solucion.
e Compatibles si tienen solucion.

m Sila solucion es Unica se dice compatible, determinado.

m Silas soluciones son infinitas se dice compatible, indeterminado.

? ¢Sabias que...?

Graficamente también se pueden encontrar las
+ soluciones de los sistemas no lineales. Por ejemplo, las
. soluciones del sistema del ejemplo 17 serén las
' coordenadas de los puntos de corte de larecta x + y =8
* conla parabola y = X — 4x —2; estos son (5, 3) y (-2, 10),
conforme se muestra en la figura siguiente:

_________________________________________________________________________________________________
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(= Ejemplos

21.

5.3. Método de Gauss para sistemas lineales

El método de Gauss es una generalizacion del método de reduccion para resolver y discutir (saber si el
sistema es 0 no compatible) sistemas lineales con cualquier nimero de ecuaciones y de incégnitas. Trataremos
sistemas con tres incognitas, aunque no necesariamente con tres ecuaciones. El sistema dado se convierte en
otro sistema escalonado equivalente mediante trasformaciones adecuadas:

auX; +apX, +agX; = b,
AypXy T axpXy = bz
83X, = b,

X+y—-z=1

20. Resuelve el siguiente sistema escalonado: 3y—2z=0

3z=9

Solucién:
Se despeja z en la tercera ecuacion: z =
3y-23=0=3y=6=>y=2.

Finalmente se sustituyen los valores de z e y en la primera ecuacion y se despeja x: x+2-3=-1=x=-1-2+3=
x = 0. La solucién del sistema es: (x, y, z) = (0, 2, 3).

=3 ; se sustituye dicho valor en la segunda ecuacion y se despeja y :

Transforma el sistema siguiente en un sistema equivalente escalonado, clasificalo y resuélvelo si es posible:

X— y—2z=-1

2x-3y+4z= 4

5x— y+3z= 16
Solucion:

Primer paso: Anular el coeficiente de x en las dos ultimas ecuaciones:
v' Se sustituye la segunda ecuacion por la que resulta de sumarle la primera multiplicada por menos dos:
2P2E-21%E -y +8z=-1.

v' Se sustituye la tercera ecuacion por la que resulta de sumarle la primera multiplicada por menos 5:
-51°E + 3% : 4y + 13z = 21.
X—y—-2z=-1

Con lo que resulta el sistema equivalente { —y+ 8z= 6
4y +13z =21

Segundo paso: Anular el coeficiente de y en la tercera ecuacion:

Se sustituye la tercera ecuacion por la que resulta de sumarle la segunda multiplicada por cuatro: 4-2°2E + 3%E :
45z = 45,

X=y—2z=-1
Con esto se ha conseguido el sistema escalonado —y+8z= 6
45z =45

La tercera ecuacion se resuelve facilmente y permite afirmar que el sistema es compatible determinado, es
decir, de solucién tnica: z=1;-y+8=6=y=2;x-2-2=-1= x=3. Lasolucién es (x, y, 2) = (3, 2, 1).
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El nombre de las variables del sistema no es fundamental para su resolucion; por ello, podemos prescindir de

1T -1 -2 A
dichos nombres y operar con sus coeficientes, disponiéndolos en la forma rectangular| 2 -3 4 4 |,
5 -1 3 16

llamada matriz ampliada asociada al sistema. Sobre las filas de esta matriz se aplican faciimente los pasos
para transformarla en la matriz ampliada asociada al sistema escalonado equivalente:

1 -1 =2 A\re=2rr2 (1 -1 -2 -1 1T -1 -2 -
F3'=—5-F1+F3 F3'=4-F2+F3
2 -3 4 4 = 0 -1 8 6 = 0 -1 8 6 |= estaeslamatrizasociada al
5 -1 3 16 0 4 13 2 0 0 45 45
X -y -2z = -1
sistema escalonado: -y +8z = 6
45z = 45

@~ Ejemplos

22. Transforma el sistema siguiente en un sistema equivalente escalonado, clasificalo y si es posible, resuélvelo:

X— y+3z=4

2x— y—z=6

3x—-2y+2z=10
SIS 1 =1 3 4)\r2-r22r(1 -1 3

F3'=F3-3:F1 F3'=F3-F2
Utilizando la notacion matricial los pasos serian: |2 -1 -1 6| = |0 1 -7 2| =
3 -2 2 10 0o 1 -7 -2

1 -1 3 4 X -y +3z = 4

0 1 -7 -2 |= sistema triangular: y -7z = -2 Laterceraecuacion es 0z = 0: cualquier valor

00 0 O 0z = 0
de z cumple la ecuacion, por lo que tiene infinitas soluciones; se trata de un sistema compatible indeterminado.

X—y+3z=4 Se toma z como parametro: z = con lo que y =2 + 7\ y, por lo tanto,

El sistema que resulta es:
y-7z=-2

Xx=4+y-3z2=4-2+7\-3\=2+4\. Lasoluciones (x,y,z) = (2 +4x, -2+ 7\, L)
Se trata de un sistema compatible indeterminado uniparamétrico.

23. Transforma el sistema siguiente en un sistema equivalente escalonado, clasificalo y si es posible, resuélvelo:

2X— y+3z=06

4x -2y +6z=9

X— y+ z=3
Solucién:

2 136 1 =1 1 3)\re=r22,1(1 -1 1 1 -1 1 3

Fle5F3 F3'=F3-4-F1 F3'=F3-2-F2

4 26 9|=12 136 = |01 10 = |0 1 1 0 |sistema triangular:
1T 113 4 -2 6 9 0 2 2 3 0 0 0 -3
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X -y 4z = 3
y +z = 0 Laterceraecuacion 0z = -3 no tiene solucion (cualquier nimero multiplicado por cero es
0z = -3

cero). El sistema es incompatible.

Los ejemplos anteriores permiten dar las reglas mediante las que se clasifica y se resuelve un sistema lineal
usando el método de Gauss:

e Sial reducir el sistema dado a forma triangular escalonada aparece alguna ecuacion del tipo 0z = b, el
sistema es incompatible, no tiene solucién.

e Sial reducir el sistema no sucede lo anterior es compatible, pues tiene solucion.

m Si el nimero de ecuaciones no triviales (las distintas a las de la forma 0 = 0) es igual al numero de
incognitas, el sistema tiene solucion Unica (Sistema compatible determinado).

m Siel nimero de ecuaciones es menor que el nimero de incognitas, el sistema tiene infinitas soluciones
(Sistema compatible indeterminado); el nimero de parametros de los que dependen las soluciones
es igual al niumero de incognitas menos el de ecuaciones.

X—=2y+z=3
24. Discute y resuelve en su caso el sistema siguiente: < —x+y —2z =1

2X—=3y+z=2

Solucién:

P == e e

-1 1 21 = (0 1 -1 4| = |0 -1 -1 4 |= sistema triangular:

2 -3 1 2 o1 -1 4 0 0 -2 0

X =2y +z = 3

-y —z = 4 Laterceraecuacion tiene solucién Unica. El sistema es compatible determinado. De la

-2z = 0

tercera ecuacién z = 0; de la segunda - y— 0 =4 = y=—4; de la primera x + 2:4 + 0 = 3; x =-5. La solucion es
(x,y,2)=(-5,-4,0).

, _ . X+y+z=0
25. Discute y resuelve en su caso el sistema siguiente:
—Xx+3y—-2z=0
Solucién:
11 1 0)=F2ri(1 1 1 0 , X+y+z=0
= . La matriz escalonada es:
-13 20 04 10 4y-z=0

En la segunda ecuacién conviene despejar z (su coeficiente es menos uno); la variable y es el parametro. El
sistema es compatible indeterminado.

En la segunda ecuacion se hace y=1:41-z=0= z=4\.
De la primera: x+ 4 + 44 =0 = x = -5A. La solucién es (, y, z) = (=51, A, 44).
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29. Resuelve los sistemas:
. {3x+2y=14_b) {2x+7y:1.c {2x—3y:4 d) {x+2y=3

5x—4y=5"" |x+y=-2"" |3x-2y=16" " |3x-2y =1
30. Resuelve los sistemas:
LA o (X Yy, xy_ 1 ﬂ:g
CAPIPVILE VL R M £ A MV
—+—==17 ———==14 —+==— —=—
3 5 2 3 5 3 15 y+4 6
31. Resuelve los siguientes sistemas no lineales:
x2+y2:g
) {x—y=3 b) 4'c) {xz—yz=48.d) {x2+y2=68
X1yt =5 Xy 1’ X+y=12 2xy =32
4

32. Resuelve los sistemas:
) {sz +2% =85 b) {Zm L =12 . {2|ogx—3logy =7 y { o¥+1 108
47y =324 2t =1’ logx+logy =1"" |logx+logy = 1
33. Resuelve graficamente y clasifica los sistemas siguientes:
2 {2x+y=7; b) {2x+y: 7 " {2x+y:7 d) {3x+y=3
4x—y =5 8x—-2y=-2 8x—-2y =10 2x—y=2
34. Indica de qué tipo es cada uno de los siguientes sistemas:
X—y+3z=5 2x—4y-5z=8 x—6y+8z=3
a) {—4x+8y+2z=6;b) { x+y—-2z=4 ;¢) {4x-y+2z=15;d)
—Ix+8y+3z=4 4x -2y —-9z=16 5x—=Ty+10z=8
35. Estudia y resuelve en su caso los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

X=y+z=1
2x+3y—4z=5

X+2y+z =0 x+y—-4z=5 X+2y+z=1
a) {1 —x-y =1;b) {2x+3y+5z2=-2;c¢) {2x+3y +52=2; d) {
—-y-z=-1 3x+2y+4z=-2 X+3y+3z=0

2x-3y+z=5
4x -6y +2z=10

36. Estudia y resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:
2x—-5y+3z=0 X+ y—-z=0
a) <2x-y =0;b) {3x+2y-5z2=0;¢)

{x—y+3z=0
—X+y+ z=0 2x+y—-4z=0

3x+y-5z=0

Sistemas homogéneos son aquellos cuyos términos independientes son todos cero.
a; X, +a,X, +a;x; =0

La expresion de un sistema homogéneo de 3 ecuaciones con 3 incognitas es:)8xX; +8xX; +8,X; =0 Todos los
8y X, 83X, + 85X, =0

sistemas homogéneos son compatibles, al menos tienen la llamada solucion impropia o trivial: x, =0, x,=0y x;=0.

L]
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(3 Ejemplos

6. Problemas que se resuelven mediante
sistemas

El lenguaje algebraico es una potente herramienta para resolver problemas; en este apartado trataremos la
resolucién de problemas que precisan de los sistemas estudiados.

Los pasos a seguir para resolverlos son los indicados en el apartado 4 de esta Unidad.

26. Una multinacional tiene delegaciones en Madrid, Barcelona y Valencia. El nimero total de altos ejecutivos de las

tres delegaciones asciende a 31. Para que el nimero de altos ejecutivos de la delegacion de Barcelona fuese igual
al de Madrid tendrian que trasladarse 3 de Madrid a Barcelona. Ademas, el nimero de los de Madrid excede en uno
a la suma de los destinados en las otras dos ciudades. ¢ Cuantos altos ejecutivos estan destinados en cada ciudad?

Solucion:

Sean X, y, z los altos ejecutivos de Madrid, Barcelona y Valencia, respectivamente.

X+y+z=231 X+y+Z=31ransa:)tgéda1 1 1 3 T 1 1 3 11 1 3 =i

x-3=y+3=>{x-y =6={1-1 0 6|0 2 1 -25|=0 -2 -1 -25|=

X-1=y+z X—y-z=1 1 -1 -1 1 0 2 -2 -3 0 0 1 -5

X+y+z= 31

—2y—z=-25.Lasolucion sera: z=5; -2y -5=-25 = -2y=-20= y=10; x+ 10 + 5= 31 = x=16. Los
=Z= =8

ejecutivos de la multinacional seran: 16 en Madrid; 10 en Barcelona y 5 en Valencia.

27. Un hipermercado inicia una campafia de ofertas. En la primera de ellas descuenta un 4% en un producto A, un 6% en

el producto B y un 5% en el producto C. A las dos semanas pone en marcha la segunda oferta descontando un 8%
sobre el precio inicial de A, un 10% sobre el precio inicial de B y un 6% sobre el precio inicial de C. Si un cliente compra
durante la primera oferta un producto A, dos By tres C, se ahorra 16 euros respecto del precio inicial; si compra tres
productos A, uno B y cinco C en la segunda oferta, el ahorro es de 29 euros. Si compra un producto A, uno B y uno C,
sin ningun tipo de descuento, debe abonar 135 euros. Calculese el precio de cada producto antes de las ofertas.

Solucion:
Sean x, y, z, respectivamente, los precios de los productos A, B y C antes de la oferta.

X+y+z=135 X+y+z=135 X+ y+ z = 1352;%6

0,96x +0,94-2y +0,953z =(135+ y +2z)—16 = <0,96x + 0,88y +0,852 =119 = {96x + 88y + 852 =11900 =
0,92:3x+0,90y + 0,945z = (135+ 2x + 42) - 29 0,76x +0,90y + 0,70z =106 76x +90y + 70z =10600

1 1 1 135 \matriz 1 1 1 135 sistema X+y+ z2= 135

triangular triangular _1 21 20
9% 88 85 11900 = |0 -8 -11 -1060 | = {-8y—11z=-1060. La soluciones: z = 0 =60;
76 90 70 10600 0 0 -202 -12120 —202z =-12120 -
—400

-8y —11-60=-1060 :>—8y=—400=>y=—8:50; x+50+60=135=x=135 -110= x = 25.

Los precios iniciales seran: A = 25 euros; B = 50 euros y C = 60 euros.
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28. Una empresa desea disponer de dinero en efectivo en euros, dolares y libras esterlinas. El valor total entre las tres
monedas ha de ser igual a 264.000 euros. Se quiere que el valor del dinero disponible en euros sea el doble del
valor del dinero en dolares, y que el valor del dinero en libras esterlinas sea la décima parte del valor del dinero en
euros. Si se supone que una libra esterlina es igual a 1,5 euros y un ddlar es igual a 1,1 euros, se pide determinar
la cantidad de euros, dolares vy libras esterlinas que la empresa ha de tener disponible.

Solucioén:

Sean x, y, z respectivamente los euros, ddlares y libras esterlinas el dinero del que la empresa desea disponer.

x+11y+15z2=264000 [10x +11y +15z = 2640000

x=2(1,1y) = 10x—-22y =0 :
1:1,52 x—15z2=0
10
Se resuelve el sistema planteado por el método mas sencillo:
Er=Et+E3 [11x + 11y = 2640000 2:E1+E2
=Y 4 30x = 5280000 = x = 2220000 _ 465000, y = 10X _ 1650000 _ 75,
10x—22y =0 32 22 22
x 165000 : . . .
zZ= 5 = 5 =11000. La empresa dispone de 165.000 euros, 75.000 délares y 11.000 libras esterlinas.

.
N

% Actividades

37. Para distribuir un lote de objetos, se da igual nimero de ellos a cada una de las 15 personas presentes; pero llega
una persona més y hay que dar a cada una un objeto menos, sobrando ahora 11 objetos. Calcula los objetos del
lote y los que corresponden a cada persona de las presentes al final.

38. Dos grifos tardan en llenar un recipiente sin desagtie 27 y 54 horas respectivamente. ¢ Cuanto tardaran los dos
grifos juntos?

39. Se desea cercar un campo rectangular con 1 200 m de alambrada. Un rio corre a lo largo de un lado del campo y
no es necesario vallarlo. Sabiendo que el area del campo es de 160 000 metros cuadrados. ;,Qué dimensiones
tiene el campo?

40. Encontrar tres nimeros A, B y C, tales que su suma sea 210, la mitad de la suma del primero y del ultimo més la
cuarta parte del otro sea 95 y la media de los dos Ultimos sea 80.

41. La suma de las tres cifras de un numero es 18, siendo la cifra de las decenas igual a la media de las otras dos. Si
se cambia la cifra de las unidades por la de las centenas, el nimero aumenta en 198 unidades. Calcula dicho
ndmero.

42. Un individuo realiza fotografias con una camara digital. Cada fotografia de calidad normal ocupa 0,20 megabytes
de memoria; cada fotografia de calidad 6ptima ocupa una cantidad A de megabytes, que el individuo no conoce.
Esta semana ha llevado a revelar 24 fotografias que le han ocupado un total de 9,2 megabytes de memoria.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcién de A) donde las incégnitas sean el numero de fotos de cada
clase que ha realizado. Estudia la compatibilidad del sistema.
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b) ¢Hay alguna cantidad de megabytes que es imposible que ocupe cada foto de calidad 6ptima?

¢) La semana pasada también hizo 24 fotos y ocupd 9,2 megabytes de memoria en total. ;Es posible que el
numero de fotos de cada tipo fuera diferente al de esta semana?

43. Las edades de tres vecinos suman 54 afios y son proporcionales a 2, 3 y 4. Halla la edad de cada uno de ellos.

44. Juan, Pedro y Luis corren a la vez en un circuito. Por cada kilometro que recorre Juan, Pedro recorre 2 kilémetros
y Luis recorre tres cuartas partes de lo que recorre Pedro. Al final, la suma de las distancias recorridas por los tres
fue de 45 kildmetros, ¢ cuantos kilometros recorrié cada uno?

SIS

45. Juana y Mercedes tenian 20 000 € cada una para invertir. Cada una de ellas distribuye su dinero de la misma
forma en tres partes P, Qy Ry las ingresan en una entidad financiera. Al cabo de un afio, a Juana le han dado un
4% de interés por la parte P, un 5% por la parte Q y un 4% por la parte R y a Mercedes le han dado un 5% por la
parte P, un 6% por la parte Q y un 4% por la parte R. Juana ha recibido en total 850 € de intereses, mientras que
Mercedes ha recibido 950 €. ; De qué cantidad de euros constaba cada una de las partes P, Qy R?

N

=

46. La suma de las edades de 3 hermanos, de edades diferentes, es de 37 afios. La suma de la edad del mayor mas
el doble de la edad del mediano mas el triple de la edad del menor es de 69 afios.

a) Expresa las edades de los tres hermanos en funcién de la edad del menor.
b) ¢Es posible que el hermano menor tenga 5 afios? ;Y 12 afios? Razona la respuesta.
¢) Calcula las edades de los tres hermanos.

m 47. Una fabrica de helados elabora tres tipos de helados, H,, H, y H;, a partir de tres ingredientes A, By C. Se desea
saber el precio unitario de cada ingrediente sabiendo que el helado H, se elabora con 2 unidades de A, 1 unidad
de By 1 unidad de Cy supone un coste de 0,9 euros. El helado H, se elabora con 1 unidad de A, 2 unidades de B
y 1 unidad de Cy supone un coste de 0,8 euros. El helado H; se compone de 1 unidad de A, 1 unidad de By 2
unidades de Cy supone un coste de 0,7 euros.

7. Inecuaciones

Las relaciones numéricas o algebraicas separadas por los signos < (menor), < (menor o igual), > (mayor), =
(mayor o igual) se llaman desigualdades. De toda desigualdad se puede afirmar que es verdadera o falsa.

Las desigualdades en las que intervienen variables se llaman inecuaciones; por ejemplo: x > y; x > 18; 4y > 32.

Cada valor numérico de la variable que convierte la desigualdad en verdadera es una solucion particular de
una inecuacion; por ejemplo x = 19 e y = 15 son soluciones particulares de las desigualdades anteriores.

El conjunto de todas las soluciones particulares de una inecuacion forma la solucién general de la inecuacion.

Resolver una inecuacion es encontrar su solucién general; comprobar una solucion particular consiste en
sustituir el valor de la variable en la inecuacion y ver que se establece una desigualdad numérica verdadera.
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Inecuaciones equivalentes

Dos inecuaciones son equivalentes si tienen la misma solucion general: las inecuaciones x +2>5y
X2+ x> x2 + 3 son equivalentes, ambas tienen por solucion los valores de x que superen a 3.

Q
X

Para resolver una inecuacion se transforma esta en otra equivalente, en la que sea sencillo hallar la solucion,

para lo que se aplican los siguientes principios de equivalencia:

e Sise suma o resta a los dos miembros de una inecuacion la misma expresion algebraica, la inecuacion
que resulta es equivalente a la primera.

p(x) < q(x) = px) + alx) < q(x) + a(x)

Por ejemplo, las inecuaciones x* + 2x < 6 + x*y 2x <6, son equivalentes: la segunda se obtiene al sumar
(-x?) a los dos miembros de la inecuacion; ambas tienen como solucion general los nimero reales x < 3 o
sea el intervalo (-0, 3).

e Si se multiplican o dividen los dos miembros de una inecuacion por un nimero positivo, la inecuaciéon que
resulta es equivalente a la primera.

Sia>0y p(x) <q(x) = ap(x) <aq(x)

Por ejemplo, las inecuaciones 6x + 12 =18 y x + 2 = 3, son equivalentes; ambas tienen como solucién los
numeros reales x = 1 o0 sea el intervalo [1, «©).

e Sise multiplican o dividen los dos miembros de una inecuacién por un numero negativo, la inecuacion
cambiada de sentido es equivalente a la primera.

Sta<0yp(x) <qlx) = apx)>aqx)
Por ejemplo, las inecuaciones -3x + 9 > 3y 3x — 9 < -3 son equivalentes; ambas tienen como solucién

general los numeros reales x < 2; 0 sea el intervalo (-, 2).

% Actividades

48. Comprueba si los valores x = 2 y x = 3 son soluciones particulares de las inecuaciones siguientes:

a) 3¢ +7>12;b) (x+3)(x-2) = 0.

3.,

. , . . ., 2X
49. Indica cuales de los valores x =1, x = 0 y x = 2 son soluciones de la inecuacién 3

50. Escribe dos inecuaciones equivalentes a las inecuaciones siguientes:
a) 3x-12<6;b)2x+8>-4;¢)5x+3<2x-4.

51. Demuestra que las inecuaciones x —gx +8<2 y2x>18 son equivalentes.

52. ; Son equivalentes las inecuaciones 3x —g X+8<2+ % Xyx+4< %X ?

s QES 4»
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8. Inecuaciones de primer y segundo grado

con una incognita

8.1. Inecuaciones lineales con una incognita

Una inecuacion lineal o de primer grado con una incoégnita es toda desigualdad que simplificada equivale

aax+tb>0,cona#0.

Evidentemente en la expresién a x + b > 0 puede aparecer cualquiera de los cuatro signos de desigualdad,

,<,>02>

Solucion general de una inecuacion con una incognita

son los puntos de un intervalo. La solucién general

de una inecuacion se interpreta con facilidad si se realiza una representacion grafica de la misma.

&~ Ejemplo

29.Resuelve la inecuacion X + X —1< 2—X + 1.
4 6 3 2

Solucién :
El minimo comun multiplo de los denominadores es 12.

3X+2x—12<8x+6
3x+2x—8x<12+6
-3x<18

Se dividen los dos miembros por (—3): x> 18

Se quitan paréntesis y se simplifica:
Se transponen:
Se simplifica:

XxX=>—-6

La solucion general son los valores del intervalo [—6, oo)

Se realiza la division:

<

Solucion gréafica:

Se multiplican los dos miembros por 12: 12-(%+%—1)s 12-( 3

2x 1
_+_

d

@
-6

®
0

<

8.2. Sistemas de inecuaciones lineales con una

incognita
Un sistema de inecuaciones lineales con una incognita es el conjunto formado por dos 0 méas inecuaciones
ax+b<0
lineales con una incognita. Por ejemplo: {cx+d =0
ex+f<0
“ NES <4»




La solucion general del sistema de inecuaciones lineales con una incégnita la forman las soluciones
comunes a todas las inecuaciones que forman el sistema, esto es, la interseccién de todas las soluciones sera la
solucién del sistema.

-6<0
30. Resuelve el sistema X=6<

2x+8=0
Solucion :
3x—6<0 3x<6 2

X=os = X< =N X< :>xe(—oo,2)ﬂ[—4,oo]:>xe[—4,2).

2x+8=0 2x>-8 x=>—4
Solucién gréfica: <«——@ @ O =

-4 0 2

Algunas inecuaciones de primer grado, como las racionales, se resuelven descomponiéndolas en sistemas
de inecuaciones lineales con una incognita.

. . X=3
31. Resuelve la inecuacion —— > 6.
X+2

Solucioén:

Como tenemos un cociente, al trasponer al segundo miembro el denominador x + 2 se tiene una inecuacion
lineal. Como hay que tener en cuenta el signo de lo que se traspone, se presentan dos situaciones:

a) Six+2>0 < x>-2; se mantiene el signo de la desigualdad al pasar x + 2 al segundo miembro.

Se traspone x + 2 > 0 al segundo miembro:  x—3 > 6(x + 2)
Se quitan paréntesis: X—3>6x+12
Se trasponen términos y se simplifica: -5x>15

Se despeja x : x<-3

Esto no es posible ya que la solucion obtenida x < -3 es incompatible con x > -2.
b) Six+2<0 e x<-2; se cambia el signo de la desigualdad al pasar x + 2 al segundo miembro.
Se traspone x + 2 < 0 al segundo miembro: x — 3 < 6(x + 2)

Se quitan paréntesis: X-3<6x+12
Se trasponen términos y se simplifica: ~ —-5x<15
Se despeja x: x>-3
Ahora las dos condiciones x > -3 y x < -2 se pueden expresar en una: -3 < x < -2 o bien mediante el intervalo
(-3,-2).
Las soluciones x = -2 y x = -3 no valen pues la primera es una divisién por cero y la segunda daria origen a la
igualdad.
Solucién gréfica: < & >

-3 -2 0
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8.3. Inecuaciones de segundo grado

Las inecuaciones de sequndo grado con una incognita en su forma reducida son expresiones de la forma

ax+bx+c>0cona#0.

Pueden aparecer con cualquiera de los otros signos de desigualdad (<; <;

>),

El estudio de este tipo de inecuaciones se puede realizar para a > 0, pues si a es menor que cero se multiplica
el trinomio por -1, para estudiar dicho caso. Las soluciones de estas inecuaciones estan intimamente ligadas al

numero de soluciones de la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0.

&~ Ejemplos

32. Resuelve la inecuacion x> —2x -8 < 0.

Solucion:
Se resuelve la ecuacion X¥-2x-8=0.
Las soluciones son: X=-2yx=4.

Se factoriza el trinomio: (x+2)(x-4)=<0.
Se divide la recta en los intervalos (-0, —2), (=2, 4) y (4, o).

Se toma un valor de x del primer intervalo, por ejemplo x = -3, y
se sustituye en el trinomio factorizado: (-3 + 2)(-3 - 4) =+7 > (;
como no cumple la desigualdad propuesta, el primer intervalo
no es solucion.

Se repite el mismo proceso con un valor de x del segundo intervalo,
por ejemplo x =0, (0 + 2)(0 —4) = -8 < 0 cumple la desigualdad
propuesta, el intervalo (-2, 4) es solucién.

Se repite el proceso con un valor para x del tercer intervalo, por
ejemplo x =5, (5 + 2)(5-4)=7> 0 no cumple la desigualdad
propuesta, el tercer intervalo no es solucion.

La solucién general seré el intervalo [-2, 4].
Graficamente:

Se representa la funcion y = x> — 2x — 8 y sobre la grafica la
solucién de la inecuacion se ve con facilidad.

33. Resuelve la inecuacion x* - 6x + 9 < 0.
Solucion:
Se resuelve la ecuacion x? — 6x + 9 = 0; tiene solucion Unica x = 3.
Se factoriza el trinomio (x - 3)* < 0.

Se divide la recta en dos intervalos (-0, 3] y [3, «©). El Unico
valor de x que sustituido en el binomio da cero es 3, por eso 3
es la unica solucién de la inecuacion.

Gréaficamente:

Se representa la funcién y = x¥* — 6x + 9 y sobre la grafica la
solucion de la inecuacion se ve con facilidad.

(-2,4) solucién

(3,0
Solucién x=3
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34. Resuelve la inecuacion x2—2x + 5< 0.
Solucion:

La ecuacion x2 — 2x + 5 = 0 no tiene soluciéon, no admite
factorizacion y se tiene como Unico intervalo (-0, ).

Se sustituye el valor de x = 0 en el trinomio y resulta 0?—2:0 + 5
=5> 0, no cumple la desigualdad propuesta. La inecuacién no
tienen solucion.

Graficamente:

Se representa la funcion y = x> — 2x + 5y sobre la gréfica se ve

. 9 . -, 1,4
que la inecuacion no tiene solucion. (1.4)

9.
A\ Actividades

53. Resuelve y representa las soluciones de las inecuaciones siguientes:

a) 3X+4>8; b) x+3<x+1; ) x—222x—4; d) x+229+x_x+1;
3 5 4 3 3 24 4
) x+2_isx+1_x+1; f 1+x<1+3x'
6 24 3 4 2 5

54. Resuelve y representa graficamente las soluciones de los sistemas:

x—2+2sx_—1

2 2x+10)+3=(4x+1) b) 4 37 6
dx-N<2x-7 X+4 1 x+2
2 5 10

55. Resuelve las inecuaciones:
3x-8 2X+8
: >

2X=4 o ) X <5 ¢ 4< d)

: 4.
3x+6 x—4 2x+8 X

a)

56. Resuelve analiticamente las inecuaciones: a) x¥*-x-6>0; b) X -4x+4<0; ¢) ¥-5x+6>0.
57. Resuelve: a) X¥*+x-6<0; b) ¥*-4x+5>0.
58. Calcula los numeros reales que al restarles 3 unidades a su cuadruplo sean menores que 16.

59. Mandar un paquete por una empresa de transportes cuesta 3 euros mas 0,10 euros por cada 100 g; por el servicio
de urgencia cuesta 4,50 euros méas 0,06 euros por cada 100 g. Calcula los pesos de los paquetes que interesa
enviar por urgencias.

60. Calcula los valores que puede tener m para que la ecuacién de segundo grado 4x?—4mx + (4m-3) = 0 tenga
raices reales.
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v’ Ecuaciones

Las ecuaciones bicuadradas son ecuaciones de cuarto grado de la forma ax* + bx* + ¢ = 0 con a # 0. Se reducen a
ecuaciones de segundo grado mediante el cambio de variable x* = y.

Algunas ecuaciones de grado superior al segundo se resuelven si se aplican técnicas de factorizacion.

® Las ecuaciones en las que aparece alguna fraccion algebraica las llamaremos ecuaciones racionales. El primer paso
para resolverlas consiste en suprimir denominadores.
® Las ecuaciones irracionales son ecuaciones en las que la variable aparece bajo el signo radical. Para su solucion se
aisla la raiz en uno de los miembros y a continuacién se elevan al cuadrado los dos miembros.
e Enlas ecuaciones exponenciales la incognita aparece como exponente; para resolverlas se aplica la propiedad:
a"=a% =X =X,
e Se llaman ecuaciones logaritmicas a aquellas en las que la incognita aparece bajo un logaritmo; para resolverlas se
aplica la propiedad: log, x; = 10g. X, = X; = X,.
v’ Sistemas
e Un sistema de ecuaciones es un conjunto de ecuaciones que deben satisfacerse simultaneamente. Se llaman soluciones
de un sistema a los valores de las incognitas que hacen verdaderas todas las ecuaciones que forman el sistema. Para
resolver sistemas se utilizan los métodos de sustitucion, igualacion y reduccion (Gauss).
e Elmétodo de Gauss es una generalizacion del método de reduccion para resolver sistemas lineales de cualquier nimero
de ecuaciones y de incognitas.
X, +a,X, +a;X; = b,
e Un Sistema escalonado de tres ecuaciones es de la forma 8yX, +8yX, = b,
ayX; =b,
e Se llama matriz ampliada asociada de un sistema a la disposicion rectangular de los coeficientes y de los términos

independientes. Sobre esta matriz se aplican los pasos para transformarla en la matriz ampliada asociada al sistema
escalonado equivalente al dado.

Discusion de un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas por el método de Gauss:

Si al reducir a forma triangular aparece la ecuacién 0z = b, con b # 0, el sistema es incompatible.
Si no sucede lo anterior, el sistema es compatible.
m Si el nmero de ecuaciones es igual al nimero de incdgnitas: sistema compatible determinado.

m Siel nimero de ecuaciones es menor que el de incognitas: sistema compatible indeterminado.
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v Inecuaciones

® Las desigualdades en las que intervienen variables se llaman inecuaciones. Resolver una inecuacion es encontrar su
solucién general.

e Una inecuacion lineal o de primer grado con una incégnita es toda desigualdad que si se simplifica resulta equivalente
ala siguiente a x + b >0, con a # 0.

e Las inecuaciones de segundo grado con una incdgnita en su forma reducida son expresiones como ax*+ b x + ¢ > 0 con
a#0.

a3 Parasabermas.. [

Las inecuaciones también pueden resolverse usando una tabla de signo. Para su uso conviene distinguir entre inecuaciones
sin denominador (inecuaciones polindmicas) e inecuaciones con denominador (inecuaciones con fracciones algebraicas).

¥" Inecuaciones polinémicas: se plantea y se resuelve la ecuacion (cambiar la desigualdad por p(x) = 0). Se trocea la
recta real en intervalos usando las soluciones de dicha ecuacién:(—o,x,),(X;,X,)...(X,,0). Estos intervalos se disponen
en la primera fila de la tabla. En la primera celda de la segunda fila se escribe sgn p(x) y en las restantes celdas se
escribe el signo que le corresponde al polinomio en cada uno de los intervalos que aparecen. Conviene mirar el
signo del polinomio en su descomposicion factorial, pues entonces Unicamente hay que averiguar el signo de cada
factor y multiplicar dichos signos. La respuesta a la inecuacién se hace a la vista de la tabla. Como ejemplo resolvamos
la inecuacion x*— x2— 2x < 0.

Resolvemos la ecuacion: X*— x¥*—2x=0=x=-1,0,2 = p(x) = x (x + 1)(x — 2).
Descomponemos R en intervalos: (—oo,—1)u(—1,0)u(0,2)U(2,0).

Construimos la tabla de signo (para ver el signo (—o0,—1) =1,0) 0,2) (2.0)
se toma un nimero de cada uno de los intervalos. WA VA B R
Pueden ser, por ejemplo, —2; —0,5; 1y 3): sgnpi)| — (=) =)= = | =+ )= (=)= - =

Respondemos a la pregunta:x*— x*— 2x < 0 cuando x&(— oo,— 1]U[0,2]. Dado que los valores —1, 0y 2 anulan
al polinomio, entran en la solucién.

¥" Inecuaciones con fracciones algebraicas: se igualan a cero numerador y denominador por separado y se resuelven
las ecuaciones NUM = 0y DEN = 0.Se trocea la recta real usando todas las soluciones obtenidas. Se construye la
tabla de signo y se responde a la pregunta. Hay que tener cuidado con los nimeros que anulan al denominador,

2x+3
pues nunca podran formar parte de la solucion. Como ejemplo resolvamos la inecuacion Ay <2
NUM—0:>13—4x—0:>x—E

2x+3 <2= 2X+3—2S0=> 13-4x <0= 5 4 Latabla de signo es:

3x-5 3x—5 3x— DEN=0=3x-5=0=x=>
(_oo 5 (§ Ej (E oo) El numerog anula al numerador, luego entra en la solucion, mientras que 173

3|34 )] 4 anula al denominador, por lo que no forma parte de la solucién. Por lo tanto,
+ + -
sgnfix) | —=— |—=+ |—=-— 2X+3S23ixe _ooﬁ O E,oo '

= + + 3x-5 3 4
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