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1 La chica de la fotografia lleva una maleta con ruedas, para lo cual ejerce una fuerza de
70 N. Calcula el trabajo que realiza cuando la desplaza 10 m.

Iii. I'I B B S T ) —
N

La fuerza que la chica ejerce sobre la maleta tiene un modulo de 70 Ny forma un angulo de
30° con el desplazamiento. Por tanto:

W=F-s-cos30°=70-10-0,87 = 609 J
2 Se aplica una fuerza sobre el cuerpo de la figura, de 2 kg de masa, de modo que sube

por un plano inclinado sin rozamiento con rapidez constante. Calcula el trabajo realiza-
do por dicha fuerza al desplazar el bloque una distancia de 5 m.

En este caso, no se proporciona el valor de la fuerza. Sin embargo, si se dice que es tal que el
cuerpo sube sin rozamiento por el plano inclinado a velocidad constante. Con esta informa-
cién, podemos calcular la componente que nos interesa, la paralela al movimiento:

Fy=F-cos¢ —

W=F |AF| - cos¢p=F -|ATF| cos0°=F -|AT|
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donde el subindice || indica la componente paralela al plano.

Y

Como el cuerpo sube a velocidad constante, la resultante de las fuerzas paralelas al plano
inclinado ha de ser cero:

Por tanto:

Fi=R=0 = F=P=m-g-sen¢

Observa que, a partir de la figura del enunciado, podemos obtener el seno del dngulo ¢:

sen¢=%
X
1
4m
POF tanto, ya tenemos:
W=F||'|A7I=m-9-sen¢-|A7|=2-9,8-§-5=58,8J
— 5

5
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3 @ Comprobamos. Una persona de 50 kg de masa esta tumbada en un trineo de 15 kg
mientras su compafiero tira ejerciendo una fuerza constante de 500 N que hace que se
desplace una distancia de 50 m, como se muestra en la figura. Tomando un valor para el
coeficiente de rozamiento de u = 0,3, calcula el trabajo total realizado sobre el sistema
formado por la persona y el trineo.

Tomemos el eje X horizontal, en la direccion del desplazamiento, y el eje Y vertical, y calculemos
las componentes de la resultante en estas dos direcciones:

2|
<
w
o
o

el

\

Las fuerzas verticales no realizan trabajo por ser perpendiculares a la direccién del desplazamien-
to. Sin embargo, para calcular la fuerza de rozamiento, necesitaremos determinar la fuerza
normal.

El peso es el correspondiente a la persona y al trineo:

P=m-g=(50+15)-98=637N

Eje Y.
N+F-P=0 - N=P-F =m-g-F-sen30°=637-500-0,5=2387N
Fr,=N+F-P=0
Eje X:
F.=F-cos30°=500-0,87=435N
R=u-N=0,3-387=1161N
Fro=F—R=435-116,1=3189 N
Por tanto:
Fr =3189 i N
Como:
Ar=50-im

ya tenemos:

W, =F; - A7=3189 - 50 = 15945 J

En anayaeducacion.es su alumnado dispone de un documento que explica cémo aplicar la
técnica de aprendizaje cooperativo «Comprobamos».
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4 Un cuerpo de masa m cae a lo largo de un plano inclinado sin rozamiento, recorriendo
una distancia I. Calcula el trabajo realizado sobre el objeto por la fuerza de la gravedad.
¢Depende del angulo de inclinacién, o?

Vamos a tomar el eje X paralelo al plano inclinado, con sentido hacia abajo, coincidiendo
con el del movimiento (hay que tener en cuenta que el trabajo que se obtenga seré
independiente de como se tome el sistema de coordenadas, pero su elecciéon puede
facilitar la resolucién del problema):

Entonces:

donde: B = 90° — a. Por tanto, cos B = sen @, y tenemos:
WP=I_:’>-A7=P-I~sena
ComoP=m-g:
We=m-g-| -sena
Ademas:

sena=ATh%I~sena=Ah

con lo que, finalmente, nos queda:
W.=m-g-Ah

y vemos que el trabajo realizado por la fuerza gravitatoria depende de la altura que cae el
cuerpo, no del dngulo del plano inclinado.

“¢ J El mismo cuerpo del ejercicio anterior cae ahora una distancia Ah verticalmente. Calcula
el trabajo realizado en este caso por la fuerza gravitatoria. A partir del resultado de este ejer-
cicio y del anterior, ; qué podemos concluir acerca del valor del trabajo realizado por la fuerza
gravitatoria? Explica tus conclusiones y pon un ejemplo que las justifique.

Tomemos el eje Y vertical hacia abajo, en el mismo sentido que el peso. Entonces, este y el
desplazamiento tienen la misma direccién y sentido, por lo que:

W,=P |AF|=m-g-Ah

Vemos que se obtiene el mismo resultado que en el ejercicio anterior.
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Podemos concluir, entonces, que el trabajo realizado por la fuerza gravitatoria depende
Unicamente de la masa del cuerpo y de la altura que cae, independientemente de la longi-
tud del camino recorrido.

Mas adelante se estudiard esto con mayor profundidad, y se vera la relacién que tiene el
trabajo con la energia potencial.

En anayaeducacion.es su alumnado dispone de informacién sobre las caracteristicas de los textos de
tipo expositivo y argumentativo, que le sera de utilidad para redactar la respuesta a esta actividad.

- -

6 Una fuerza constante F = (5-i+4- j)N actua sobre una particula que realiza un
desplazamiento dado por: Ar = (i -5- f) m. Recordando la expresién del producto
escalar de dos vectores a partir de sus componentes, calcula el trabajo realizado por la
fuerza sobre el cuerpo.

Recordemos que si tenemos dos vectores dados en componentes:

N

A=A 7T +A, -]

su producto escalar viene dado por:

- >

A-B=A, -B,+A,-B,
Por tanto, en nuestro caso:

W=F-AF=5-1+4-(-5=5-20=-15J

7 Un cuerpo de 2 kg de masa se desliza sobre el suelo, con un coeficiente de rozamiento
M = 0,25. Calcula el trabajo realizado por la fuerza de rozamiento cuando el cuerpo se
ha desplazado una distanciade 2m, 3 my 5 m.

Supongamos que el cuerpo se desplaza hacia la derecha, como se muestra en la figura

siguiente:
Y

A

A
y

0|

La fuerza de rozamiento se opone al movimiento. El trabajo que realiza viene dado por:
- N °
We=R-Ar=R-s-cos180°=-R"s
donde s es la distancia recorrida:
N
s=|AT]|
Tenemos, entonces:

N-P=0>N=P=m-g

R=p N=u m-g
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Asi pues:
We=-R-s=-u-m-g-s=-025-2-98-s=-49-sJ
Sustituyendo los distintos valores de la distancia recorrida:

s=2m — W,=-98J

s=3m — W,=-147J

s=5m — W,=-245J

3 ENERGIA CINETICA

CE.L1. (EA.1.1.1.-1.1.2.) CE.8.1. (EA.8.1.1.-8.1.2.)
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8 Se lanza hacia arriba una pelota de 200 g de masa con una rapidez de 20,0 m/s. Para
ello, la mano tiene que subir 40 cm. Calcula el valor medio del médulo de la fuerza
aplicada sobre la pelota. T

v,=20m/s T

40 cm

Durante el trayecto desde el punto inicial hasta que se suelta la pelota, el valor medio del
médulo de la fuerza ejercida es F. Ademas, sobre ella actia el peso, por lo que el trabajo
total realizado sobre la pelota sera:

W=(F—m-g)~s=EC,2—EC’1

Como en el punto 1 la pelota estaba en reposo: E_, = 0. En el punto 2 tiene una rapidez de
20 m/s, por lo que:

2
1 m-v
(F—m-g)-s=§-m~v22 —F=m-g+ 2'52
0,2 20°
F—O,2'9,8+m~102[\l

9 Demuestra el teorema de la energia cinética para el caso de un MRUA en el que la
fuerza tiene sentido contrario al desplazamiento.

Supongamos, igual que se hizo en la seccién 2.2, que tenemos un MRUA, pero en este caso, la
fuerza se opone al movimiento. Entonces, si Fy s denotan, al igual que antes, a los médulos de
la fuerza y el desplazamiento, respectivamente, tenemos:

W=-F-s
Por otra parte, si a denota el mddulo del vector aceleracion:
F=m-a

Ademas:
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Observa que, al ser v, < v, y a > 0, tenemos que incluir el signo menos para que s, que es la
distancia recorrida, siga siendo positiva. Sustituyendo, ya tenemos:

2 2
vV, =V

> 4 )=%-m-v22—l-m-v12=E2—E

W=—(m-a)~(— 5 .

c1
igual que antes.

También podriamos haber trabajado con las componentes de los vectores. Tomando el eje X
en la direccién del movimiento, con su mismo sentido, tendriamos:

>

=F-j,conF<O0

ml

- i
a=a-i,cona<0

g

5
Ar=s-i,cons>0

La relacién entre estas componentes seria:

F=m-a
2 2
g
2-a

Como en este caso v, < v, y a <0, ya obtenemos un valor de s > 0. Ahora bien, el trabajo
viene dado por:

W=F A7=F s

que es menor que cero, puesto que F < 0. Sustituyendo, tendremos:
2

W= V2—V12 _
—(m-a)- T _Ec,Z_E

c1

Y, de nuevo, llegamos al mismo resultado.

Observa la diferencia que hay entre trabajar con médulos y con componentes. Ten cuidado
de elegir qué significan los distintos términos que utilices, y mantén la coherencia a lo largo
de todo el desarrollo del problema.

10 Se lanza un cuerpo hacia arriba por un plano inclinado 30°, con una velocidad inicial de
5 m/s. Sabiendo que u = 0,2, calcula cuanto recorre el cuerpo antes de pararse.

Se lanza un cuerpo hacia arriba por un plano inclinado con rozamiento. El diagrama de fuerzas
es el siguiente:

Observa que las Unicas fuerzas que realizan trabajo son la de rozamiento y la componente X
del peso:

R=wu -N=y -m-g-cos30°

P.=m-g-sen30°
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Por tanto:
W=-(R+P) s=—(u-cos30°+sen30°) - m-g-s
donde el signo menos proviene del hecho de que ambas fuerzas se oponen al movimiento.

Utilizando el teorema de la energia cinética:

W = Ec,z - Ec,1
donde:
E.,=0
E . = l -m - v2
c1 2 1
Por tanto:

—(,u'cos30°+sen30°)~m-g-s=0—%-m-v12

2
Vi 52

2 (u-cos30°+sen30°) g N 2-(0,2-087+0,5)-98

5= =189m

Un bloque de 150 g de masa comprime 5 cm un muelle de constante elastica k = 2000 N/m.
Cuando se suelta, el muelle vuelve a su posicién de equilibrio. Calcula la velocidad del cuerpo
en ese momento.

En el ejercicio resuelto 5, se derivd la expresion del trabajo realizado por la fuerza eléstica
cuando un muelle se estira desde un alargamiento inicial x, = 0 hasta otro final x. En este caso,
tenemos que el muelle, inicialmente, estd comprimido una distancia x < 0, y vuelve a su posi-
cion de equilibrio, x, = 0. Vamos a obtener el trabajo en esta situacion.

La fuerza elastica viene dada por:

F.=—k-X

e

Vamos a trabajar con componentes, por lo que tomamos el eje X en sentido de x > 0. Entonces:
-

- K
X=X"1

Fo=—k-x-i

e

Observemos que si el muelle se alarga, x > 0, y entonces F_ < 0, es decir, esté dirigida hacia
la izquierda. Si el muelle se comprime, x <0y F, > 0, esto es, la fuerza se dirige hacia la
derecha. En nuestro caso, la gréfica F, — x seria la siguiente:

______________________________________________ L k- x

x=-5cm x,=0 X
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Vemos que el trabajo realizado por la fuerza eléstica es el area de un triangulo de base xy
altura k - x, igual que en el caso estudiado en el ejercicio resuelto 6, por lo que de nuevo
tendremos:

1
W.=> k X
Aplicando el teorema de la energia cinética:
We = Ec,2 - Ec,1
donde: E_, =0, porque parte del reposo y:
1
Eo=dom v
Por tanto, tenemos:
l . 2 _ l . . RN - L .
> k- x o m % - X
_ 2000 2 _ 9,2
V= 0.150 0,05 = 33,33m?/s

v=>5,77 m/s

Dado que estamos trabajando con componentes, hemos tomado v > 0, ya que la velocidad
esta dirigida hacia la derecha.

A ENERGIA POTENCIAL

CE.L1. (EA.1.1.1.-1.1.2.) CE.8.2. (EA.8.2.1.) CE.8.3. (EA.8.3.1.)
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12 Una masa de 5 kg se eleva a velocidad constante hasta una altura de 20 m mediante

una fuerza. Calcula el trabajo realizado por dicha fuerza y por el peso.

. . N
Se dice que el cuerpo se eleva a velocidad constante. Por lo tanto, llamando F’a la fuerza,
tendremos:

FePoooPop

Y estéa dirigida hacia arriba, igual que el desplazamiento. Por tanto:

W=F -AF=F-Ah=m-g-Ah=5-9,8-20=980 J
Como el peso tiene el mismo mddulo y direccién, pero sentido contrario:

W, =-W=-980J
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13 Un cuerpo de 4 kg de masa esta sujeto por una cuerda en el centro de un plano inclinado
30° y describe una trayectoria circular de 1 m de radio. Calcula el trabajo realizado por la
fuerza de la gravedad cuando el cuerpo se mueve desde A hasta B.

Sabemos que el trabajo realizado por la fuerza de la gravedad es independiente de la trayectoria
seguida. Lo Unico que necesitamos es conocer la diferencia de alturas. Hallémosla. Considere-
mos la siguiente imagen, donde se muestra la trayectoria de la particula vista «de perfil»:

\30°

Podemos observar que la altura Ah esta relacionada con el didmetro de la circunferencia, D,

mediante:

sen30°=%—>Ah=D~sen30°=2~O,5=1m

Por tanto: Wg=—AEp=—m-g-Ah=4-9,8-1 =-392J

14 Un péndulo de 250 g de masa y 1,5 m de longitud oscila con una amplitud de 30° (ver
la figura). Calcula el trabajo que realiza la fuerza de la gravedad sobre el cuerpo duran-
te el trayecto que va desde el punto 1 hasta el punto 2.
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Tomemos el origen de alturas en el punto 1. Hemos visto que, independientemente de la
trayectoria, se verifica:

Wg=—AEp=—m-g-Ah

En nuestro caso:

|- cos 30°
h
y; =0
y,=1—-1-cos30°=1/-(1-cos30°)=1,5-(1-0,87)=0,195m

Por tanto:
Wg =-m-g-Ah=-0,250-9,8-0,195=-0,478 J

Es conveniente insistir en lo Gtil que resulta el hecho de que el trabajo realizado por la fuerza
gravitatoria no dependa de la trayectoria seguida, sino Unicamente de la diferencia de alturas,
ya que esto permite simplificar los problemas enormemente.
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3] ;Qué te hace decir eso? Comprueba que la energia potencial gravitatoria y la elastica
tienen las mismas dimensiones que el trabajo.

Las unidades de la energia potencial gravitatoria son:

[E.J=[m]-[gl-[AR]=M-L-T2-L=M-L?-T?

P.9
Y las de la energia potencial elastica:
[E,] = K- 1]

Recordemos que las dimensiones de fuerza son:

[A = [m]-[a] =M - LT~
Por tanto:

[k] = % =M-T?

Y, ya tenemos:

[E.J=[K-1¥1=M-T?- 17
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Como vemos, tanto la energia potencial gravitatoria como la eléstica, tienen las mismas
dimensiones que el trabajo.

Su alumnado puede consultar en anayaeducacion.es el documento que explica cémo aplicar
la técnica «;Qué te hace decir eso?».

16 De un muelle vertical de constante elastica k = 500 N/m se cuelga un cuerpo de 150 g
de masa. Una vez alcanzado el equilibrio, se estira 1 cm mas. Calcula el trabajo necesa-
rio para ello.

En primer lugar, vamos a calcular cuanto se ha alargado el muelle cuando se le cuelga el
cuerpo, y lo vamos a denotar x,. Sabemos que la fuerza elastica y la gravitatoria se compensaran,
por lo que:

m-g

I—je+I3=O%Fe=P—>I<-XO=m-g%xO= P

Por tanto, en el equilibrio, el muelle se habré estirado una cantidad:

0,150 9.8

= . -3 =
500 2,94 -107m =0,294 cm

Xo

Ahora vamos a calcular el trabajo necesario para estirar el resorte un centimetro mas desde
esta posicidn. Para ello, hay que tener en cuenta los dos tipos de energia potencial, la gravitatoria
y la elastica, y aplicar:

W=AE, = AE,  + AE,,

Por tanto:
AE ,=m-g- Ah=-0,150-9,8-0,01 =-0,0147 J

X=X +1ecm=1294cm; x,=x,=1cm —

—>AEP,Q=%~I<-(><22 - x7) =

=0,5-500-[(1,294 - 10%% - (2,94 - 1032 = 0,0397 J
Asi pues, finalmente, tenemos:

W=-0,0147 + 0,039 =0,0243 J

Como vemos, es necesario realizar trabajo para estirar el muelle.

17 Mj] Cabezas pensantes. Se cuelga un cuerpo de 10 kg de masa de un muelle vertical.
Una vez que alcanza la posicién de equilibrio es necesario realizar un trabajo de 10 J
para estirarlo 5 cm. Calcula la constante elastica del muelle y cuanto se habia estirado
inicialmente.
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En primer lugar, vamos a calcular la posicién de equilibrio. Esta viene dada por la igualdad:

I_:>e+l_5=0—>Fe=P%I<~xo=m-g

xo=%=%%k~xo=98

Ahora no conocemos el valor de la constante k, pero si sabemos que, para estirarlo 5 cm
mas hay que realizar un trabajo de 10 J. Entonces:

W= k-(xz—xoz)

1.
2
10=2 k- [(xg +005) = x}] =% k[ +25-10°+2-005 - x - x¢]

10=%-/<-(2,5-10*3+0,1~x0)

20=25-10"-k+0,1-k - x,

Por la primera ecuacién sabemos que:
k- x,=98
y por tanto:
20=25-10°-k+0,1-98
20=25-10°-k+98
10,2=25-10° k
k =4080 N/m

Y, finalmente:

En anayaeducacion.es dispone de un documento que explica cémo aplicar la técnica de
aprendizaje cooperativo «Cabezas pensantes».

£ ENERGIA MECANICA. CONSERVACION DE LA ENERGIA

CE.L1 (EA.1.1.1.-1.1.2.) CE.8.1. (EA.8.1.1.) CE.8.2. (EA.8.2.1.) CE.8.3. (EA.8.3.1.-8.3.2)
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18 Si en el ejercicio resuelto 14 no hubiera rozamiento, ;cuanto se comprimiria el muelle?

1) Tomamos el sistema de coordenadas igual que en el ejercicio resuelto 14:
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Por tanto, igual que antes: y, = y,=0; y,=-x<0

2) Las Unicas fuerzas que actdan son la gravedad y la eléstica, ambas conservativas, por lo que:

AE =0
3) Calculamos la energia cinética y potencial en los puntos inicial (1) y final (2):

EC’1=%-m'v12; EC’2=%-m-v22=O

Como tomamos el origen de altura en y, = y, = 0, en el punto inicial (1):
Ep,g,1=m’g'.y1=o

y, al no estar el muelle comprimido:

por lo que:
E

p.1

-E

p.g.1

+E.,=0

p.el

En el punto (2):

1
Ep,z=Ep,g,z+Ep,e,2=—m'9'x+§'/<'x2

4) lgualamos la energia mecanica inicial y final:

E.,+ Ep,1 =E,+E

p.2

1 1
E-m-vf+0=—m~g~x+§~k-x2

1—~I<-x2—m-g-x—l-m-v12=0

2 2
5300 - x*= 19600 - x— 16000 =0

Obtenemos dos soluciones: x=4,39 m; x=-0,69 m

Por un lado, vemos que la solucién positiva corresponde a una compresion, en este caso,
mayor que en el ejercicio resuelto, pues ahora no se disipa energia por rozamiento. Por otro
lado, la segunda corresponde a una situaciéon en la que el muelle se ha estirado 0,69 m y el
ascensor esta subiendo a 4 m/s (recuerda que x es positivo hacia abajo, en nuestro caso).

19 Se lanza un cuerpo de 2 kg verticalmente hacia arriba con una velocidad de 25 m/s.
¢Hasta qué altura subira? Si se comprueba que solamente sube hasta 20 m, ;cual es el
valor de la fuerza de rozamiento con el aire?

1) Tomamos el eje Y vertical con sentido hacia arriba, de manera que el origen de alturas se
encuentre en el punto en el que empieza el ascenso del cuerpo:

Y

zm Ymax

v, =25m/s Yo=0
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La Unica fuerza que interviene es la gravedad, por lo que la energia mecanica se ha de
conservar:

Calculamos las energias cinética y potencial en los puntos inicial y final:

2 _
m-vy, =0

1 1
E =*~m~v12; EC’2=§-

cl 2
Ep,1 =m-g-y,=0; Ep,zzm'g'yméx
Igualamos:

E.,+ Ep,1 =E,+ Epl2

%-m-wz=m'9'yméx—>yméx=_—=.—=31'9m

Ahora, supongamos que sube solamente hasta una altura de 20 m. Eso quiere decir que
se ha perdido energia mecénica debido a la friccidn con el aire, por lo que:

Wy = AE,,
Las energias cinética y potencial en los puntos inicial y final son, al igual que antes:

E =l-m~v12; E., m-vi=0

_1.
«t 2 2
Ei=m-g-y=0 E,=m-g- yu,
Y el trabajo realizado por la fuerza de rozamiento:
WNC = _R ’ yméx
Asi pues:

-E

p.1

Wye=E,+E,~E

c,1

_R'.yméx:rﬂ'g'.yméx_%.n’)'\”2

~ +m'v12
ome 2.yméx
B 225"
R=-2-98 +2.20 =11,7N

Hay que tener en cuenta que R, en este caso, es el mddulo de la fuerza de rozamiento,
no la componente. Esto se debe a que en la expresion del trabajo esta implicito el uso de
modulos. Si hubiéramos tomado:

Wiec = R Yinix
entonces estariamos trabajando con componentes, y el resultado obtenido seria:

Rlymax:mlg'ymax_%.m'v‘\z

2
Vi

m -
R=m-g—2. =-11,7N

max

Como debe ser, puesto que:

R=-11,7-j N
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Por tanto, hay que tener muy claro el significado de las distintas variables, y decidir, antes de
empezar a resolver el ejercicio, si cada una de ellas va a representar una componente o un
mddulo, eligiendo los signos adecuadamente.

20 Un objeto de 0,5 kg de masa cae desde una altura de 10 m por un plano inclinado 45°,

partiendo del reposo. En la parte inferior de dicho plano hay un muelle de constante
elastica k = 80 N/m. Calcula a qué velocidad llega el cuerpo al muelle y cuanto se comprime
este, considerando que no hay friccién con el plano inclinado.

Consideremos la siguiente figura:

y;=10m

Yo=0m

El cuerpo parte del reposo desde una altura de 10 m en el punto 1. Desliza por el plano
inclinado y llega al punto 2, donde entra en contacto con el muelle. Por tanto:

v,=0; v,=7

La velocidad que nos piden es v,.

a.1. Tomamos el eje Y vertical, con sentido hacia arriba. El origen de alturas se toma en el
punto 2, como se mostraba en la figura anterior.

Por tanto:
yi=10m; y,=y=0

a.2. Las fuerzas que intervienen son: el peso, que es conservativa (el muelle todavia no juega
ningun papel), y la normal, que no realiza trabajo. Por tanto, utilizaremos la conservacion
de la energia mecénica:

a.3. Calculamos la energia cinética y la potencial en los puntos 1y 2:

Ec,1:%.m.VW2:O; Ec,2:

Ei=Epgr=m gy

2
m - v,

1,
2

E,o=Ego=m-g-y,=0

p.2

a.4. Por tanto:

E

c1

+ E

p.1

=E,+E

p.2

g vi= 2
m-g-y;=5 - m-v;

V22=2'9'YW

V,=y2 gy, =v2-98-10 =14m/s
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Ahora vamos a calcular cuénto se comprime el muelle.

b.1. Para ello, vamos a considerar los puntos 2y 3:

y;=10m

Como puedes comprobar, no hemos cambiado la posicién del origen de coordenadas.

b.2. Las fuerzas que intervienen son: el peso y la fuerza elastica, que son conservativas, y
la normal, que no realiza trabajo, por lo que utilizaremos la conservacién de la energia
mecanica:

AE =0

m
Pero, ahora, la energia potencial tendrd dos contribuciones: la gravitatoria y la elastica.

b.3. Calculamos la energia cinética y la potencial en los puntos 2y 3:

1 2 2
E=% m-vi =05 14 =49
Como en el punto 3 el muelle esta totalmente comprimido, y se detiene instantaneamente

el movimiento:

Ec,3 = O
Ademas, en el punto 2 el muelle aiin no ha empezado a comprimirse, por lo que:

E =0

p.2

=E

p.9.2

+ E

p.e?2

Llamando x > 0 a la méxima elongacién tenemos que la energia potencial en el punto 3
viene dada por:

1
Ep,3= Ep,g,3+Ep,e,3=m‘9'Y3+§‘k ’ X2

(observa que y; < 0). La relacion existente entre y, y x es la siguiente:

sen 45° =@ = y,=-0,71-x

donde hemos puesto el signo menos porque y, es negativo. Por tanto:

1
Epoe=-071"m g X Eypz=sy k- X

Epl3=—0,71-m-g-x+%-k-xz=

=—O,71-O,5-9,8-x+%-80-x2=—3,48-x+4O-x2

b.4. Ahora ya podemos igualar la energia de los puntos 2y 3:
E.,+ Epl2 =E,+ Epl3

49 +0=0-348-x+40-x
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Y ya tenemos la siguiente ecuacién de segundo grado:
40 - x*—3,48 - x-49=0
Cuyas soluciones son:
x=115m; x=-1,06m

El valor pedido es el primero: el muelle se comprime 1,15 m, ya que hemos tomado x >0 en
el sentido de la compresion del muelle. La segunda solucién corresponderia al momento en
el que el muelle se recupera y lanza el cuerpo hacia arriba. En ese instante, el cuerpo tendré
la misma rapidez calculada en el apartado anterior, y el resorte se habré estirado 1,06 m.
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21 Un cuerpo de 200 g esta unido a un muelle horizontal de constante elastica k = 200 N/m.
Se separa de su posicion de equilibrio 20 cm. Calcula el periodo y la energia mecanica del
movimiento oscilatorio.

Se dice que el muelle se estira inicialmente una distancia de 20 cm, que sera la amplitud
del movimiento oscilatorio. Como la fuerza eléstica es conservativa, la energia mecénica se
mantendré constante. Calculémosla:

E /<-A2=%-200-O,22=4J

_1.
mT 2

El periodo de la oscilacién vendréa dado por:

2T k m 0,2
== . = /X S5T=2.q0. /L =92.qq- =
T ) 4/m T=2-7 /I< 2T 200 0,2s

22 Un cuerpo de 1,5 kg esta unido a un muelle horizontal. Se separa de su posicién de equilibrio
10 cm. Sabiendo que la rapidez en x = 0 es de 2 m/s, calcula la celeridad en x = 3 cm. Repre-
senta graficamente Ec, Ep y Em en funcidn del tiempo.

Se dice que el muelle se estira inicialmente una distancia de 10 cm, que serd la amplitud del
movimiento oscilatorio posterior. Como la fuerza eléstica es conservativa, la energia mecani-
ca se ha de conservar. Pero ahora, no conocemos el valor de la constante k. Vamos a deter-
minarlo a partir del valor de la energia mecénica:

E.=—& k-A

1
Como se dice que, en x = 0, la rapidez de la particula unida al muelle es de 2 m/s, en ese
punto, la energia mecanica sera:

Em=%-m-v2+%-k-xz=%-1,5 2240=3J

Por tanto:
2-E
E o=tk A ok="mo 23 ooN/
2 A 0,
Ahora ya podemos calcular la celeridad en x = 3 cm. Usando que la energia mecénica es
constante:
f-lom vl ko

1 5. 1. . 2
5 1,5 v2+2 600 - 0,03
075 V2 +0,27=3

3=

v==+191m/s
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Donde + indica que se puede estar moviendo en los dos sentidos; en ambos casos tendra la
misma celeridad.

La energia cinética viene dada por:

E = m -V

1.
¢ 2
donde:
v=tw VA - X

La energia potencial se determina mediante:

m-x2

1
E,=%
Vemos, por tanto, que lo primero que necesitamos es la expresion de x(t), que sera de la forma:

x(t)=A-sen(w-t+ ¢,

a)=ﬁ/£ @=20rad/s
m 1,5

Ademas, como en t =0, la elongacién es igual a la amplitud, x = A, la fase inicial seré: ¢, = /2.
Por tanto:

La frecuencia angular es:

x() =01 sen(zo tt %)m 0,1 cos (20 - m

Y la rapidez vendré dada por:
V= VA - X =w VA - A’ cos’ (@ - 1) =
=w A-JY1-cos’@w-t)=w- A sen(w t)=

=2-sen(20 - t) m/s

Con esta informacion, ya podemos representar graficamente la energia cinética:

E =

i %-m-\/2=3-sen2(20-t)J

y la potencial:

k- xX=— k- -A? cos’ (1)

1.
2
E,=3-cos’(20-1)J

o
N |—

como se muestra a continuacion:

0 T T T T T T T T T T /s
0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12 0,14 0,16 0,18 0,2
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Se puede observar que la energia mecanica es, efectivamente, constante, ya que:
Em=EC+Ep=3-cosz(20~t)+3-sen2(20-t)J=

=3 (cos’(20 - t)+sen’(20- 1) J=3J

=1

23 Una masa de 250 g esta unida a un muelle de constante elastica 150 N/m. Se le da un
empujon y adquiere, instantaneamente, una rapidez de 1,5 m/s. Calcula la frecuencia
y la amplitud de la oscilacién y representa graficamente E_, E, y E, en funcién del
tiempo.

Consideremos el sistema de la figura, donde se representa un cuerpo unido a un muelle que
tiene una elongacién x = 0:

k

En ese momento (1), recibe un empujon y adquiere una celeridad de 1,5 m/s. Llamemos (2)
al punto correspondiente a la elongacién méaxima:

v, =15m/s v, =0
x=0 o A
| ey )
0 | .
1 2
La frecuencia angular es:
k 150
@ \/; B 0,250 = 24,5 rad/s
Y, por tanto:
__ o _ »
. 2.7 3,98

Para calcular la amplitud de la oscilacién vamos a igualar las energias en los puntos 1y 2:

Ec,1=%‘m'v12; Ec,2=O

E.=0 E k- A2

p.1

_1
P27 9

Igualando:

—_

I(’Az_)Vf:%’AZ:af’AZ

1
7.m’v12:7.

2 2

como debe ser, puesto que ya sabemos que en un MAS:
v=t@- YA = X

Y como la velocidad méxima se alcanza en x = 0:

Voax = TV =@ - A
Por tanto:
Z 1,5
A w245 0,061Tm

20
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Vamos a obtener las expresiones de E,, E, y E en funcion del tiempo. La forma general de
x (1) es:

x()=A-sen(@ - t+ @)
Comoent=0, x=0, hemos de tener: ¢, = 0:
x(t) =0,061 -sen(24,5-t) m
La expresion de la velocidad es:

vil=w-A-cos(w - t+¢y) =15 cos(24,5 t)m/s

Por tanto:
E = % Y % .0,250 - 1,52 - cos? (24,5 - t) = 0,28 - cos? (24,5 - 1) J
F = kX =2 1500194 - sen’ (775 - )= 0,28 - sen’(24,5 - 1) J
Em=%-m-w2~Az=O,28J

Este valor corresponde a E_+ E_. La representacion gréfica es la siguiente:

E/J
0,3+ E

0,25+ c P

0,2

0,15+

0,1

0,057

0 0,1 0,2 0,3 04 05 t/s

24 Deduce la expresiéon mas general de la energia cinética, la energia potencial y la
energia mecanica en funcién del tiempo, para un oscilador arménico.

Sabemos que la forma mas general de la elongacién en funcién del tiempo viene dada por:
x(t)=A-sen(@ - t+ @)

Por tanto:

vi=tw VA - X =t JA - A sen(@ t + ) =

=iw~A-/1—sen2(w~t+¢0)=

=tw-A-cos(w-t+ ¢,

21
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Entonces, la energia cinética tendré la siguiente expresién:

EC=1§-m~VZ=%~m'a)2-A2~cos2(a)'t+¢0)
Y la potencial:
1 1
Ep=§~l<~x2=§-l<-Az-senz(a)-t+¢0)=
=%~m~a)2-A2-sen2(a)-t+¢0)

Sumando ambas tenemos la energia mecéanica en funcién del tiempo:

=%-m-a)2-A2-cosz(a)'t+¢o)+%-m-a)2~Az~sen2(a)'t+¢o)=

=%~m~a)z-A2~(cosz(a)'t+¢0)+sen2(a)-t+¢0))
=1

=%-m~a)2'A2=%'/<~A2
25 Un péndulo de 3 m de longitud y 150 g de masa realiza oscilaciones pequeiias, de 10°.

a) Halla una expresion de v, en funcién de g, L y de la amplitud angular de la oscilacién, 6.

b) Comprueba que, para angulos muy pequeiios, se tiene, con muy buena aproximacién:

v.=w-A ; A=L-06 ; h=L-06%2.

max

c) Calcula la energia mecanica del péndulo.

a) Consideremos el siguiente péndulo simple, como el que vimos en la unidad 9:

Donde 0 es la amplitud angular méxima de su movimiento. Vamos a seguir el procedimiento
visto en esta seccion.

22
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1) Tomamos un sistema de coordenadas con origen en el punto 1y con el eje Y hacia
arriba (observa qué diferencias existen respecto a cémo interesaba tomar el sistema de
referencia cuando se resolvia el problema recurriendo a las leyes de Newton). El punto
2 es el de la méxima separacién del equilibrio:

L-cos@

Por tanto:
y,=0; y,=L-(1-cos6)

2) Las Unicas fuerzas que actian son el peso, que es conservativa, y la tensién de hilo, que
no realiza trabajo. Por tanto, usaremos la conservacion de la energia mecanica:

3) Calculemos las energias cinética y potencial en los puntos 1y 2:

2
c,1_2 m Vméx'

E E,=0

E,.=0;, E,,=m-g-Ah=m-g-L-(1-cos6)
4) Por Gltimo, igualamos:

E

c1

+E,=E, +E

p.2

2

m- Vma'x

% —m-g-L-(1-coso)

v.2 =2-g-L~(1—cosG)—>vméx=\/2-g~L-(1—cose)

max
Observa que 6 es la amplitud angular de la oscilacién.

b) Para comprobar la primera de las aproximaciones, consideremos:

Vs V2 g L-(1-cos6)
A A

Observa en la imagen anterior que:

A=L-senf
23
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Por tanto:

Ve \/2-9-(1—c050)
A~ L-sen’ 0O
Puedes comprobar que, cuando el d&ngulo 6 es muy pequeno:
11—
se?see ~05
Por ejemplo, para 6 = 10°:
1-cos@ _1-cos10°_1-09848

> = > >,—=0,5038
sen” @ sen” 10° 0,1737

Vi 2-9-0,5_\/?_
AN TV TY

Por tanto:

De donde ya tenemos:

De hecho, para el ejemplo propuesto:

/9 /98 »
a)—\/Z— 3 =1.81s

Observemos que en este caso:

A=L-sen® =3-5en10°=0,52 m
Por tanto:
Voo = 0,52 1,81 =0,94 m/s
Veamos la segunda de las aproximaciones. Partimos de la expresion:
A=L-sen6
Puedes comprobar que, para angulos pequefios:
senf =0
donde 6 tiene que estar en radianes. En efecto:
6=10"=10+5o-=0,174 5rad > sen =0,1737 ~ 0
Por tanto:
A=L-0
En nuestro ejemplo (no olvides que usamos el valor de 6 en radianes):

A=0,5210m

L-6 =3-0,1745=0,5235m

Ambos valores coinciden hasta la segunda cifra decimal.

Veamos la Ultima de las aproximaciones. De nuevo, para angulos pequefios:

62
cos@=1- >

24
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donde, como antes, 6 ha de estar en radianes. Por ejemplo:

0 =10°=0,1745rad — cosH =0,9848

2 2
128 01745 50152-09848
2 2
Es decir, coinciden hasta la cuarta cifra decimal. Por tanto:
_ 9_2) _&
1-cosO ~1—(1— 2=

Y ya tenemos:
2
y,=L-(1-cos @) = %

En nuestro ejemplo concreto:

y,=L(1-cos0)=3-(1-cos0,1745) =0,0456 m

o . 01745
L 2—3 B =0,0457 m
Coinciden hasta la tercera cifra decimal.
Podemos tomar, por ejemplo, el punto 1:
- L S ENR v I
Ec,1 2 m Vma’x ~ 2 m A w
E,,=0
Luego:
1
Em=EC,1 +Ep,1 zE'm'Az'a)z
E. = % - 0,150 - 0,521% - 1,81° = 0,067 J

Si hubiéramos tomado el punto 2:
E,=0
Eo=m-g-y,=m-g-L-(1-cosb)

Utilizando la tercera de las aproximaciones vistas en el apartado anterior:

62
Ep’2=m-g~y2xm~g-L-?
y, empleando la segunda de las aproximaciones:
2
Axl-9- @~
L
Con lo que ya tenemos:
g A 9 el
o migib Ty M A Sy e A

Em=Ec,2+Ep,2z§.m'A2"a)2

Como hemos podido comprobar, el movimiento de un péndulo corresponde de forma
aproximada a un OA cuando las oscilaciones tienen una amplitud muy pequenfa.

25
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26 Explica cémo se cumple el principio de conservacion de la energia en una central
solar fotovoltaica. ;Crees que una central de este tipo cumple las metas 9.1y 9.a de los
objetivos de desarrollo sostenible?

Para poder responder a esta actividad, le sugerimos que recomiende a su alumnado la vi-
sualizacion de los videos sobre las metas citadas, disponibles en anayaeducacion.es.

Respuesta abierta.
27 La figura muestra un choque elastico entre dos discos que se desplazan sin friccién.

Después de la colisién, el disco A se mueve en una direccién o desconocida. Calcula los
valores de v, ay .

Y
Vo, =3m/s Vo, = 0 m/s
Antes gl m, =0,5kg 3 mg = 0,4 kg X
Y )
va=2m/s _.
\a
Después 0 : s X
Ve

Para analizar esta colisién, tomamos los ejes de coordenadas como se muestra en la figura
del enunciado.

Vamos a aplicar la conservacién de la cantidad de movimiento y de la energia cinética.
Consideremos las dos componentes del momento lineal:

Poax T Pogx = Pax T pB,x}
Poay T Pogy = Pay T Ps,

Mp - Voux + Mg Vo =My -V, +Mmg- vB’X}

Ma " Voay T Mg Vogy =My Va, T Mg Vg,

Ahora usamos:
Voux = 3M/s; vp,, =0
Vogx = 0, Vogv = 0
=2-cos; vy, y=2-sena
=vg-cosfB; vg,=vg-senf
Y ya tenemos las siguientes ecuaciones:

05:-3=05-2-cosa+04-vg-cosf (1) R 1,5=cosa +04 vy -cosB (1)
0=05-2-sena+04 vy -senf (2 O=sena+04 vy, -senf (2

Vemos que tenemos tres incégnitas: vy, a y B. Para obtener una ecuacion més usamos la
conservacion de la energia cinética, ya que se dice que el choque es elastico:

2 _ 1 2 1 2
"Mg Vo = my-va. + mg - v

2 2

N |—

1 2
o Mu Vg,

2

05-3+0=05-22+04"v]

26
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De donde tenemos:
vg=25m/s

Sustituyendo este valor en las ecuaciones (1) y (2) tenemos:

(1) cosa +cos =15

(2) sena+sen =0
Podemos resolver este sistema de la siguiente manera:

(2) > sena =-senB > o =- — cosa=cospf

Sustituyendo en la ecuacién (1):

2-cos =15 > cos =075 - B =414°

a=-414°

Otra forma de resolver este tipo de sistemas de ecuaciones es la siguiente. Primero las
elevamos al cuadrado:

(1) cos?a = (1,5 - cos,b’)2 =225+ coszﬁ - 3-cosp
(2) sen’ a = sen? B

Ahora, las sumamos:
sen2a + cos’ o = sen? B + 2,25 + cos? B—3 - cos B
Usando que:
sen? @ + cos? a =1
y lo mismo para B, queda:

1=1+225-3 -cosf

2,25=3-cos B
2,25
cos B ='T= 075 —> B=41,4°
Y ya tenemos:
o=-414°

Por tanto:

Vox =V, COsa=2-cos(-41,4° =144 m/s;
Voay = Va-sena =2-sen (-41,4°) =-1,39 m/s
Vg, =Vg-cCos B=25"cos41,4° =188 m/s;

Vg, = Vg-sen B=25"sen41,4°=1,65m/s

27
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Comprobemos que, efectivamente, se conserva la cantidad de movimiento:

c My Voax + Mg Vog, = 1,5m/s
RO e X va + My~ Vi, = 0,72+ 0,75 = 1,47 = 1,5 m/s
Componente y: Ma " Voay * Ms " Vos,y = 0
P Y My Vy, +mg-vg, =0,695+0,66=0
y la energia cinética:

2 2 _
My Vg MgV = 2,25 m/s

2

‘mu v+ = my v =2,25m/s

1
2

Una ultima observacién: hemos obtenido que a es negativo y B positivo. Es decir, la
particula A sale despedida hacia abajo y la B hacia arriba. ;Por qué, entonces, se representd
al revés en el enunciado del ejercicio? Para que te des cuenta de que cuando uno
trabaja con componentes, da igual cobmo se tomen las direcciones de cada vector a
la hora de representarlos. Al final cada una de ellas tendra su signo, y se comprobara si
esta era correcta o no, pero esto no influye en el resultado final. Cuando se trabaja con
modulos, si que hay que saber de antemano hacia donde estén dirigidos los vectores,
para incluir el signo «a mano».
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TRABAJA CON LO APRENDIDO

CE.L1 (EA.1.1.1.-1.1.2.) CE.1.2. (EA.1.2.1.-1.2.2.) CE.8.1. (EA.8.1.1.-8.1.2.) CE.8.2. (EA.8.2.1.) CE.8.3. (EA.8.3.1.-8.3.2.)
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Trabajo

1 Calcula el trabajo total realizado por la fuerza variable que se muestra en la gréfica si-
guiente, sobre un cuerpo que se mueve a lo largo del eje X, desde x = 2 m hasta x =7 m.

F/N
250

200
150

100

50

IIi
1 2 3 4 5 & 7XMm

El trabajo realizado por una fuerza variable viene dado por el area bajo la curva F(x). Dicha
area puede descomponerse como se muestra en la figura siguiente:

F/N
250

200 —
150
100

50+

A1=%-1-ZOO=1OOJ
A,=1-100 =100
A3=%-2-150=150J
A4=%-2~150=150J

A, =4-50=200J

Por tanto, el trabajo total sera:
W=A+A+A+A, +A =700J

- - -

2 Una fuerza constante F = (-7 - i +4 - i) N actaa sobre una particula que realiza un des-
plazamiento dado por: A¥ =(4 - i + 7 - j) m. Calcula el trabajo realizado por la fuerza
sobre el cuerpo. ;Qué podemos concluir del resultado obtenido?
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El trabajo viene dado por el producto escalar de los dos vectores. Por tanto:
W=F AP=(-7 -7 +4-)-@4 T +7-)=-7-4+4-7=01

Luego, la fuerza es perpendicular al desplazamiento. En efecto, recuerda que cuando el producto
escalar de dos vectores no nulos es cero, es que son perpendiculares:

Z-§=A-B-cos¢=0—>cos¢=0—>¢=90°

Un cuerpo de 10 kg de masa se desplaza 20 m por una superficie horizontal sometida a
una fuerza de 200 N que forma 40° con la direccién de movimiento. Calcula el trabajo total
realizado por todas las fuerzas que actian sobre el cuerpo, sabiendo que el coeficiente de
rozamiento es 1 = 0,3.

Fe de erratas de la primera edicién del libro del alumnado: El enunciado tiene una errata. El angulo que
forma la fuerza con la direccién de movimiento debe ser de —40°. De lo contrario, la fuerza levantaria el
objeto.

El diagrama de fuerzas es el siguiente:

T

Calculamos el trabajo realizado por cada una de ellas:
Fuerza F :

W,=F -A7=F-s-cos40° =200 - 20 - 0,77 = 3080 J
Fuerza normal:

Como es perpendicular al desplazamiento, no realiza trabajo.

Peso:

Tampoco realiza trabajo, por la misma razén que antes.

Como la fuerza que mueve al objeto lo empuja en parte contra el suelo, la componente ver-
tical de esta fuerza se suma a la normal para calcular el rozamiento.

Fuerza de rozamiento: R= g - (N + Fy) = (m-g+F-send0°)=03-(10-9,8+200-0,64)=67,8N

W,=R-A7=-R-s=-67,8-20=-1356 J
Por tanto, el trabajo total sera:
W=W,+W,=1724]

Para estirar un muelle una distancia de 10 cm es necesario realizar un trabajo de 125 J.
Calcula la constante del muelle y la fuerza elastica cuando el alargamiento es de 5 cm.

IR
Recordando lo visto en el ejercicio resuelto 5, el trabajo realizado por una fuerza F que estira
un muelle desde x, = 0 hasta un cierto alargamiento, x, viene dado por:

W=%~k~x2
Por lo tanto:
2-W 2-125J
k = = = 25000 N/
X 0,1 m? m
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donde hemos usado que 1J =1N"'m, luego:

J _N-m_N

m? m? m

Asi pues, cuando el alargamiento es de 5 cm, el mddulo de la fuerza eléstica sera:

F.=k-x=25000-0,05=1250N

Energia cinética

5 Si el cuerpo del ejercicio 1, de 2 kg de masa, tenia inicialmente, en x = 2 m, una rapidez
de 20 m/s hacia la derecha, calcula su rapidez en x =7 m.
Usando el teorema de la energia cinética, tenemos:

1 2-W

W=AEC=§-m-(v22 —vf)%v22= - +v12
V2 =2'27OO+202=1100 m?/s?

v, =33,2m/s

6 Un vehiculo de 750 kg se desplaza horizontalmente con una rapidez de 60 km/h. Calcula
la fuerza de frenado si se detiene en 200 m.

Inicialmente, el vehiculo tenia una energia cinética de:

Ec,ﬁzé'm‘viz

Pasando la celeridad inicial a m/s:

y _60km 1000m _ 1h
i h Tkm  3600s

= 16,67 m/s
1
E.==
c,i 2
Como al final se detiene, su energia cinética sera nula. Por tanto, el trabajo realizado por la
fuerza de rozamiento sera:

- 750 - 16,67° = 104 208 J

W=AE, =E ~E. =-104208

Puesto que se detiene después de 200 m de recorrido:

W 104 208
= — . == =
W R-s—=R S 200 521N
Observa que, en este caso, R representa el médulo de la fuerza de rozamiento y, por tanto,

tiene que salir positivo.

7 Demuestra la siguiente expresién para la energia cinética de un cuerpo de masa m que
tiene una cantidad de movimiento p:

P
E —
c 2-m
De la definicién de cantidad de movimiento:
— —
p=m-v
tenemos:
- - =2 2
Zolvpiov.y-R P _IPIT_ P
m m m? m2
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Sustituyendo en la definicidén de energia cinética:
2 2

1.1 P _ P
EC—2 m -V > m o m

Observa que esta férmula es vélida para cualquier tipo de movimiento, no tiene por qué ser
necesariamente en una dimension. Solo hay que tener en cuenta que p? es el médulo del
vector 5) al cuadrado.

8 Sobre un cuerpo de 500 g de masa que realiza un MRUA actia una fuerza de rozamiento
constante de 10 N. Si la rapidez inicial es de 40 km/h, calcula el espacio recorrido antes
de pararse, utilizando razonamientos energéticos.

Utilizamos el teorema de la energia cinética:
W= AEC = Ec,f - Ec,i

Tenemos en cuenta que la energia cinética final es cero, por lo que:

1 2 1 2
=_F =_—. VD R =_—. RV
W=-E_, 5 M-V R-s 5 M-V
m - v’
T 2R

Pasamos la rapidez inicial a m/s:

V=4Okm ~1000m  1h
i h Tkmm  3600s

=11,11m/s
y ya tenemos:
~ 0511177
- 2-10
9 Segun los datos del objetivo 7 de los ODS sabemos que a nivel mundial y en los
ultimos afos, mas del 20% de la energia se generé a través de fuentes renovables.

=3,09 m

a) Investiga y cita dos fuentes renovables que utilicen la energia cinética y explica bre-
vemente cémo funcionan.

b) Piensa y responde: ;cual crees que es la fuente de energia renovable mas utilizada en
Espaia? Ahora busca informacién y contrasta tu respuesta. ;En qué parte de Espana
es mas utilizada dicha fuente?

c) ¢A qué crees que se debe este hecho?

En anayaeducacion.es se pueden consultar los videos sobre las principales metas fijadas para
dar cumplimiento al objetivo 7 de los ODS.

Respuesta libre.
Energia potencial

10 Dos personas de masas idénticas suben una montafia. La primera lo hace caminando
por su ladera, que tiene una pendiente o, y la segunda escalando por un acantilado
que hay por su parte posterior, como se muestra en la figura. Determina:

a) El cociente entre las fuerzas que han de realizar si ambos suben a velocidad constante.

b) El trabajo que han de realizar en ambos casos. Interpreta el resultado usando
argumentos energéticos.

® h
©)
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a) Vamos a calcular la fuerza que tienen que ejercer los dos escaladores:

Escalador 1:

F,-P,=0 - F[.=P,=m-g-senc

Escalador 2:

F,-P=0 > F,=P=m-g

Por lo tanto, el cociente entre las fuerzas es:
F, m-g-sena
—=———=sena <
F, m-g

Como podemos comprobar, el escalador 1 tiene que realizar una fuerza menor.

b) Ahora, vamos a calcular el trabajo que tiene que realizar cada uno de ellos:

Escalador 1:
W,=F -s=m-g-s-senac
Escalador 2:
W,=F,-s=m-g-h=m-g-s-sena
donde hemos utilizado que:
h=s-sena

Como vemos, el trabajo que han de realizar es el mismo. Esto se debe a que tienen que
ejercer una fuerza que se opone a la gravitatoria, y esta es conservativa. Por lo tanto,
el trabajo no dependera de la trayectoria seguida, sino Unicamente de la diferencia de
alturas.

De hecho, el trabajo realizado por una fuerza en contra del campo gravitatorio viene dado por:

W= AE,

Como AE, depende, como decimos, Unicamente de la diferencia de alturas, y no del
camino seguido, lo mismo le ocurrird a W.

11 Un muelle se alarga 5 cm cuando se cuelga de él un cuerpo de 100 g de masa. Calcula
qué trabajo hay que realizar para estirar ese muelle otros 5 cm mas.
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Con el primer dato del problema, podemos calcular la constante elastica del muelle. Cuando
se cuelga el cuerpo, se estira hasta que alcanza la posicién de equilibrio. En ese momento:

- - m -
P+F.=0 _ M9
Xo
Sustituyendo los valores:
m-g 01-98
k= - = 196N
%o 0,05 /6 N/m
Como sabemos que el trabajo realizado por una fuerza que se opone a la elastica viene dado
por:
W= AE,
ya tenemos:
vv=% k0 = x0) =%~ 19,6 - (0,17 — 0,05%) = 0,073 5 J

12 El cuerpo de la figura esta unido a un muelle de constante elastica k, y se fuerza, mediante
unos rieles, a moverse horizontalmente. La longitud natural del muelle es y,, por lo que
cuando x = 0, el muelle no esta estirado.

Yo

a) Demuestra que la energia potencial acumulada en el muelle, en funcién de la distancia

x viene dada por:
2

1 X
Ep=2~/<-yg~( /y—g+1 _1)

b) Sabiendo que para valores de z muy pequefos se verifica la siguiente aproximacién:

vz +1 z1+1§~z

demuestra que para valores de x mucho menores que y, la energia potencial es,
aproximadamente:
1 x*
E.~— k-~
P8

2
0

<
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a) Vamos a denominar y a la longitud del muelle cuando el cuerpo se desplaza horizontalmente
una distancia x:

X

Como el alargamiento es y — y,, puesto que la longitud natural del muelle es y,, la energia
potencial vendra dada por:

1
Ep:?'k'(y_)/o)z

Teniendo en cuenta que:

obtenemos:

2
X—+1x1+l X—2
Yo 2 s
y la energia potencial quedara:
E~l'/< y2.(1+1.xz_1)2=
= 0
P2 2 y022
1 o [1. X
(12 -
2 ©\2 2
1 2 1 X4
- kyl =
2 4y
1 x*
zg.k‘i2
Yo

Pagina 299

Energia mecanica. Conservacién de la energia

13 Se lanza verticalmente hacia arriba un cuerpo de 2 kg de masa con una rapidez de 25 m/s.

a) ¢Hasta qué altura subira, si no hay rozamiento?

b) Sin embargo, se observa que cuando llega de nuevo al suelo lleva una celeridad de
20 m/s. Calcula la fuerza de rozamiento con el aire, y la altura maxima alcanzada.
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a) Sigamos el procedimiento explicado en el apartado 5.

1. Tomamos un sistema de coordenadas con origen en el suelo, de modo que el eje Yesté
dirigido verticalmente hacia arriba:

2 [\ Ymax

v, =25m/s yo=0

Por tanto:
Y1 =Y =00 ¥2= Ynse
2. La Unica fuerza que actla es la gravedad, que es conservativa, por lo que utilizamos:

AE ,=0— E ,+E,=E,+E,

3. Calculamos la energia mecanica en los puntos 1y 2:

2

Ei= m-vi; Egy=m-gry,=0—=2E =

1.
c1 2

%-mwf
Ec,2=0; Ep,2=m'g..yméx% Em,2=m’g'yméx
4. |lgualamos y despejamos y, ...

2
l. Ly = A - RN = Vi = 252 =
2 m V1 m-g yméx yméx 2 g 2 . 9,8 31:9 m

b) Ahora, se pide que tengamos en cuenta la friccién con el aire.

1. Tomamos el sistema de coordenadas igual que antes, pero los puntos 1, 2y 3 seran:

Y

2[\ Ymax

v, =25m/s Yo=0

1
1: En el suelo, justo cuando sale disparado hacia arriba.
2: En el punto mas alto de la trayectoria.
3: En el suelo, cuando cae.

Por tanto:

Vi=Y% =0 ¥2=VYoss Y3=Y%=0
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2. Como tenemos la fuerza de rozamiento, no se conservara la energia mecanica, por lo
gue usamos:

Wi = AE,

3. Ahora, vamos a calcular las energias cinética y potencial en los puntos 1, 2y 3, con objeto
de aplicar dos veces la ecuacién anterior, ya que tenemos dos incognitas: y,... Yy R.

vy Ey=m-ogry,=0
1 ! g WNC,1—>2:_R')’méx

WNC,1 53==2"R-y. .

1

EC’1=E-m-v1; E,i=m-g-y,=0
1
oMoV Es=m-g-y,=0

En la segunda expresion, hemos tenido en cuenta que el espacio recorrido es dos veces y, ...

4. Igualamos el trabajo no conservativo con la variacién de energia mecanica:
1 2
Wicis2=Ep + Ep,Z -E. - Ep,'\ =R Yoo =M G Vi — Pe m - vy
m-v;
Ym T2 (m g +R)

1
Wici-3= Ecs +Ep,3 - E.; _Ep,‘\ - _2'R.yméx=§.m'(v32> _sz)

2 2
m-(vy —v;3)

yméxz 4-R

Sustituyendo en las dos expresiones los valores conocidos tenemos:

2625 2-225

Ymex T 2(19,6 + R) Ym T4 R

Igualando para resolver el sistema:

625 1125
196+R R

— 625-R=2205+1125-R—>R=43N

Sustituyendo en cualquiera de las dos ecuaciones anteriores, por ejemplo, en la segunda:

2.225 1125
Yo T4 R T 43

=262m
Podemos comprobar que los resultados son correctos. Por ejemplo:
Wiyeiop=-R-yop=-43-262=-1127 ]

AE.,  ,=-1135

Wyerss=-2 "Ry =-243262=-2253

NE., ,,=-225J

14 Se le da un empujén a una caja de 12 kg de masa, proporcionandole una rapidez inicial
de 5,0 m/s, para que suba por un plano inclinado 30°. Calcula qué distancia recorrera si

M = 0,34. Cuando esta en el punto mas alto, vuelve a caer. ;Con qué velocidad llega al
punto desde el que partié?
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Para la primera parte del problema, tomamos el sistema de coordenadas en la base del plano

inclinado, como se muestra en la figura siguiente:

h=s-sen 30°

y,=h

y0=0

Las fuerzas que actian son la gravedad, la normal, que no realiza trabajo y la de rozamiento,

que es no conservativa. Por tanto utilizaremos:
Wyc = AE,,
Calculamos cada uno de los términos:

E

1 2
C,Wzi.m.\”'

E,=0 E,=m-g-h

Wyc=—-R-s=-u¢ -m-g-cos30°-

Pero sy h estan relacionados mediante:
h
h=s- °—=>s=

s - sen30 S = o 30°
Y ya tenemos:

u-m-g-h

~ tan30°
Igualando:

2~g'<1 +tan30°

Por tanto, la distancia recorrida por el cuerpo seré:

h

s=m=1,60m

Ep,1=m.g'y0=0

S

Para la segunda parte, tomamos el mismo sistema de coordenadas. Ahora el punto 1 seré el

mas alto, y el 2, el de retorno:

.y1=h

Yo=Y <
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De nuevo:
u-m-g-h

Wye=-R-s=—-pu-m-g-cos30°-s= tan 30°

Calculamos ahora los valores de la energiaen 1y 2:

E.=0 E,,=m-g-h

Vi Emmeg g0

Por tanto:

M
tan 30°

Como vemos, vuelve con menos velocidad de la que partid. La energia cinética se ha disipado
debido a la fuerza de rozamiento.

v22=2~g-h-<’|— >—>v2=2,54m/s

15 Un ascensor de 1500 kg de masa cae libremente, al romperse los cables que lo sostienen,
desde una altura de 20 m. En ese instante se activa el sistema de seguridad, que ejerce
una fuerza de rozamiento constante de 12000 N. Al fondo del hueco hay un muelle de
constante elastica k = 30000 N/m.

a) Calcula la celeridad con la que el ascensor llega al punto en el que toca el muelle.
b) Calcula cuanto se comprime este.
c) Determina el trabajo realizado por la fuerza de rozamiento.

d) El muelle vuelve a su posicién de equilibrio, por lo que el ascensor rebota. Calcula la
altura a la que sube. Recuerda que, en todo momento, sigue actuando la fuerza de
rozamiento.

a) 1) Tomamos el sistema de coordenadas con el origen de alturas en el punto en el que el
muelle no estd comprimido. Desde este, la altura a la que se encuentra el ascensor es
de 20 m, como se muestra en la figura:

| |Punto 2 D D
A

' Punto 3

ol
=

Por tanto:
yi=20m; y,=y,=0
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2) En este caso, actta la gravedad y la fuerza de rozamiento, por lo que utilizamos:

Wi = AE

m
3) Calculamos las energias cinética y potencial en los puntos 1y 2:
Ec,1 :Ol Ep,W :m'Q'Y1

E,= m~v22; Ep,zzm'g')/ozo

1.
2
Wic=—-R-y,

donde hemos utilizado que s =y, >0y R > 0, ya que estamos trabajando con
componentes, y la fuerza de rozamiento esté dirigida hacia arriba.

4) Igualando:
WNC=AEm=Ec,2+Ep,2_Ec,1_Ep,1
1
“Reyi=5mov; -m-g-y,
2-y,-(m-g-R
v = yiom: g )—>v2=8,49 m/s
m

b) Ahora, vamos a calcular cuanto se comprime el muelle. Para ello, tenemos que afadir la
energia potencial elastica a la energia mecanica (teniendo en cuenta que sigue actuando
la fuerza de rozamiento).

1) El sistema de coordenadas es como el anterior:

Y,=%=0; y;<0
2) W, = AE,

3) Calculamos la energia en los puntos 2 y 3, asi como el trabajo no conservativo:

EC2

_1. -
._2 0

m-vii E,,=m-g-y,=0; E,,

1
Ec,3: mv32=O, Ep,g,3:m.g'y3<o; Ep,e,3:§’k.yg

1
2
Wic=-R-s=R"y;

donde hemos utilizado que s = —y, > 0. Fijate en que, de esta manera, ya sale directamente
W, <0 (la fuerza de rozamiento sigue actuando hacia arriba, por lo que R > 0).

4) Ilgualamos:

WNC = AEm = Eml3 - Em,2 = Ec,3 + Ep,g,3 + Ep,e,3 - Ec,2 - Ep,g,2 Ep,9,2 -
%R'Y3=m'9')/3+%'k')/§_1§'m szﬁ
%1 I( 2 1 2
2 -y3+(m-g—R)-y3—§-m-v2=0

Sustituyendo valores:
15000 - y2 + 2700 - y,— 54000 =0
Y ya, resolviendo la ecuacién, tenemos dos soluciones:
y;=-199m; y;=181m
La que nos interesa es la negativa, por lo que tenemos que el muelle se comprime 1,99 m.
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c) Para calcular el trabajo realizado por la fuerza de rozamiento, tenemos en cuenta que la
distancia recorrida por el ascensor es s = 20 + 1,99 = 21,99 m. Por tanto:

Wic=-R-s=-12000- 21,99 =-263 880 J

d) Ahora el muelle se estira, volviendo a su posicidn de equilibrio, por lo que el muelle asciende,
llegando hasta el punto 4:

Punto 1

Punto 4

D[UD
%=0 | _|Punto 2} oY ey
~ Y3
P
|Punto 3| |

Como vemos, el origen de alturas sigue siendo el mismo en todo momento. Vamos a
comparar la energia en los puntos 3y 4:

1
Ec,3 = E
E

1
-m-v32=0; Eplgy3=m-g-y3<0; Ep,e,3=§'k')’32

1 2
= MoV =0, E,ga=m-g-x E,.,=0
Ahora, la fuerza de rozamiento esta dirigida hacia abajo, pues, como siempre, tiene sen-
tido contrario al movimiento. Llamando, como hasta ahora, R al médulo de la fuerza de

rozamiento, tenemos:
R=12000N = R=-R-j=-12000-j N

Ademas, si s > 0 es el espacio recorrido y, por tanto, el médulo del vector desplazamiento:

N

s=x—y3—>A?=s-7=(x—y3)-j

donde x>0ey, <O0.

Por tanto:
Wye=R-AF=-R-s=-R-(x - y;)<0
Igualando:
WNC = AEm = Em,4 - Em,3 = EC,4 + ED,QA + Ep:e:4 - Ecr3 N Ep'g'3 B Ep'g'3 -
1
= —Rk-y)=m-g-x-m-g-y; =5 koy 2
—>x-(m-g+R)=y3~(m-g+R)+%~k-y§%
k-ys 30000 - 1,99°
- — I =
=Yt T mog+R T 2 (500-98 + 12000 24™
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Fijate en el papel que juega el rozamiento en el problema. Si no estuviera presente, debido
a la conservacién de la energia, el ascensor subiria hasta los 20 m iniciales. Sin embargo,
ahora sube 0,24 m por encima del punto de reposo del muelle. Gracias al rozamiento,
por tanto, el ascensor se detiene en uno o dos rebotes.

16 Un objeto de 0,5 kg de masa cae desde una altura de 10 m por un plano inclinado 45°,
partiendo del reposo. En la parte inferior de dicho plano hay un muelle de constante elas-
tica k = 800 N/m. Calcula a qué velocidad llega el cuerpo al muelle y cuanto se comprime
este, considerando que el coeficiente de rozamiento entre el plano y el objeto es ;£ = 0,2.

h=10m

1) Tomamos el sistema de coordenadas con el origen de alturas en el punto en el que el
objeto toca al muelle, como se muestra en la figura:

h=10m

- -yO=O

y;=h=10m; y,=0

2) Antes de tocar al muelle, las fuerzas que actdan son la gravedad, la normal, que no realiza
trabajo, y la de rozamiento, por lo que utilizamos:
Wi = AE,,

3) Calculamos la energia cinética y potencial en los puntos 1y 2:

E.=0; E,, m-g-h
EC(2=%~m v22, Ep(2=m g Y=
Wyc=-R-s
Teniendo en cuenta que: N
° 7 sends®

y que:
R=pu-N=py-m-g-cosé4b®
ya tenemos la expresion para el trabajo no conservativo:

u-m-g-h

Wy=-R-s=—-pu-m-g-cos4s® s= tan 45° =—u-m-g-h

donde hemos tenido en cuenta que tan 45° = 1.
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4) Igualamos:
Wyc=AE,=E,+E,-E,-E

p.1

1 2
—,u'm~g'/’1=§~m-v2 ~m-g-h
vi=2-g-h-(1-p) - v,=125m/s

Calculamos ahora cuénto se comprime el muelle. Seguimos la misma secuencia que antes:

1) Tomamos el mismo sistema de coordenadas, pero afiadimos un punto, el 3, que es donde
se detiene el cuerpo (méxima compresién del muelle):

h=10m

S yO =

Ten en cuenta que y, <0y que x >0, pues es la distancia recorrida.
2) La fuerza que actla ahora es la elastica, que es conservativa, y la de rozamiento, por lo
que seguimos utilizando:
Wi = AE,,

3) Podemos tomar, o bien los puntos 1y 3, o bien el 2y el 3. Lo vamos a hacer de la primera
forma. Intenta td hacerlo de la segunda y comprueba que sale el mismo resultado, dentro
de los errores de redondeo.

E,=0, E g.=m-g-h; E

c,1 p.el

=0

E;=0 E g3=m-g y;<0; E 5= k- x

1.
2
La relacién entre y, y x es la siguiente (ten en cuenta que x > 0):

y; =—x-sen 45°

El trabajo no conservativo viene dado por:
Wy=-R-s’

donde: h

sen45°

sS=s5s+x= + x

por lo que, ya tenemos, utilizando que tan 45° = 1:

= el = . . . o, h —_
Wy=Rs=-u-m-g-cos4b <sen 450 + x)
=—u-m-g-(h+x-cos45°)
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4) Igualamos la variacién de la energia mecanica y el trabajo no conservativo:

- EC,“

-E

p.g.1

-E

p.el

Wyc=AE =E,+E ,+E

p.9.3 p.e3

—,u-m-g-(h+x-cos45°)=—m-g-x-sen45°+1—-I<-x2—m-g-h
2 [ —

— .91
=Epes

=Eogs
%-k-x2+x-m-g~(,u-cos45°—sen45°)+m-g-h-(,u—1)=0

Sustituyendo valores:
400 - x*=2,77 -x-392=0
Resolviendo la ecuacién obtenemos dos soluciones:
x=-0,3Tm; x=0,32m

Como hemos tomado x positivo, la solucidon buscada es la segunda: el muelle se comprime
0,32m.

Por ultimo, calculamos la altura hasta la que sube el bloque cuando rebota. Llamemos 4
al punto més alto:

- y,=0

En este caso:

donde, al ser x=10,32 m:

y,=—x-s5en45°=-0,32-0,71=-0,23 m

Y, =z sen45°

El trabajo no conservativo viene dado por:

Wic=-R-s”
donde (recuerda que y; < 0):
st=x+z= _se:25° " ser)1/445° N sen145° a-yd
Entonces:
M -m-g-cosds®
Wic=-R-s"=- Wa—yid=—p-m- gy, -y

sen45°

ya que tan 45° = 1.
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Igualamos la variacion de la energia mecanica y el trabajo no conservativo:

Wy.=AE, =E.,+E

pga T Ep,e/l —E3- Ep,g,3 - Ep,e,3

1
—H Mgl -y)=m gy, -m-g-y; -5 ko X

=Epgs =Epas _F

p.e3

2

1
_/U'm'g'(Y4_Y3)=m'9'(}/4_)’3)_§'k'X

2

Mg+ )l - y) = ko x
k- X
2-m-g-(1+ p

N k- X
i m g (1+ )

Yo = Y3 =

V= = 6,74m

Como vemos, no sube hasta la altura inicial debido a la pérdida de energia por rozamiento

17 Repite el ejercicio anterior suponiendo que inicialmente se empuja el cuerpo hacia aba-
jo, imprimiéndole una celeridad de 12 m/s, siendo el coeficiente de rozamiento el mis-
mo. Si el muelle se estira de nuevo y el objeto rebota hacia arriba, ;hasta qué altura
subira?

1) Empezamos el ejercicio igual que el anterior, con el mismo sistema de coordenadas:
y,=h=10m; y,=0

2) Antes de tocar el muelle, las fuerzas que acttan son la gravedad, la normal, que no realiza
trabajo, y la de rozamiento, por lo que utilizaremos:

Wi = AE,
3) Calculamos la energia cinética y potencial en los puntos 1y 2:

EC’1=%-m-vf; E..=m-g-h

Ec2

1
2=5 MV E=megry=0

Wy=-R-s=-u-m-g-h
4) Aplicamos la conservacion de la energia:

Wyc=AE,=E,+E,—E,—F

c p.1

—,u-m-g~h=%-m-v22—%-m-vf—m-g-h
vi=vi+2-g-h-(1-pu) > v,=173m/s

Como vemos, se obtiene una rapidez mayor, ya que el objeto tenia inicialmente cierta
energia cinética.

Para calcular cuanto se comprime el muelle, también seguimos el mismo procedimiento
que antes (tomamos los puntos 1y 3).

E . =

el %~m-v12; E

gl1=m-g-h; Ep’eﬂ=0

P,

E;=0 E g3=m-g y;<0; E 5= k- x

1.
2
Wye=-R-s=—u-m-g-(h+ x-cos 45°
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Por tanto:

Wyc=AE =E,+E ,+E

p.9.3 p.e3

-E

c,1

-E

p.g.1

-E

p.el

—,u~m'g-(h+x~cos45°)=—m~g'x-sen45°+1—~I<~x2—l-m~v12 -m-g-h

=E,
pos =Epes =E.,

%-I«XZ+x-m-g'(,u-cos45°—sen45°)—%-m-v12 +m-g-h-(u-1=0

Sustituyendo valores:

400 - x*=2,77 - x=752=0

Resolviendo la ecuacidn, obtenemos dos soluciones:
x==043m

El muelle se comprime méas que antes, 0,43 m.

El siguiente paso es cuando el muelle se estira y el cuerpo rebota. Ahora, al igual que en
el ejercicio anterior:

E.;=0; E g3=m-g-y;<0;, E, 5= k- x°

1,
2

Ea=0 Ega=m-g-yu Ees=0

p.ed

con la Unica diferencia de que el valor de x es diferente:
y;=—x-sen45°=-0,43-0,71=-0,31Tm

Por tanto:

N k- X
3T mg 1+ w)

Yo = =1227m

Observa que esta es la altura por encima del punto 2. La distancia que recorre por el

plano inclinado es:

Ya
sen45°

X+z=x+ =17,78 m

Seria conveniente que, con este resultado, comprobaras que los valores de W,, E, 5y
E. . verifican la conservacién de la energia.

m

18 Un vagoén de una montana rusa, de 50 kg de masa, parte del reposo desde el punto
mas alto, a una altura h = 20 m, y describe un loop de radio r = 2 m. La fuerza de
rozamiento con las vias es constante e igual a 250 N. Calcula:

a) La celeridad en el punto mas alto del rizo.

b) La distancia entre los puntos By D que recorre antes de pararse.
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c) Determina la altura minima desde la que empezara a moverse el vagén, con objeto
de que no se caiga al hacer el rizo. Calcula, en ese caso, la distancia BD que recorrera
antes de pararse, y el trabajo total realizado por la fuerza de rozamiento.

Al

20m

a)
1) Vamos a tomar el sistema de coordenadas de manera que el origen de altura esté en
el suelo (punto B):

Por tanto:
ya=h=20m; y.=2-r=4m
2) Como hay trabajo no conservativo:

Wy = AE,,
3) Calculamos las energias en los puntos Ay C:

EA=0, E.,=m-g-h

E.c m-vZ; Ec=2-m-g-r

1
2
El trabajo no conservativo es:

Wy =-R-s

Donde s es la distancia recorrida por el vagén a lo largo de las vias:

h

s=AB+BC=__" -+

T-r

Por tanto:

J— . h .
Whe=-R <ser160°+1t r>

4) Sustituimos todos los valores e igualamos:

Wie=AE,=E c+E c-E -E

—R-(Senh60°+n-r>=%-m-v§ +2-m-g-r-m-g-h

7344,3=25-vZ +1960 — 9800

vc2 =19,8m?/s®> —> ve=4,5m/s

b) En este caso, podemos tomar, o bien los puntos Ay D, o Cy D. Vamos a elegir la primera
opcién.

1) El sistema de coordenadas es como antes:

ya=h=20m; y,=0
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2) Como hay trabajo no conservativo:
W = AE,,
3) Calculemos las energias en los puntos Ay D:
EA=0, E,,=m-g-h
E.;=0; Eoo= 0

El trabajo no conservativo es:

Wy =-R-s
donde la distancia recorrida es:
¢ -AB+2-BC+BD=—"— 42 7w r+BD
sen60
Luego:
h I
W= -R- 2-m-r+BD
4 NC <sen60° - Tery >

WNC = AEm = EC,D + Ep,D - EC,A - Ep,A

h _— . .
R (sen600+2 m r+BD>——m g-h
h == m-g-h
g t2 M+ BD=—
—— m-g-h h
BD = R _senéO"_2 T

BD=392-231-126=35m

c) Ahora, al igual que en el apartado anterior:

— m-g-h h
BD = - —2-m-r
R sen 60°
La diferencia radica en que no conocemos el valor de la altura h. Para determinarla, vamos
a volver al apartado a). Alli habiamos comparado la energiaen Ay en C:

WNC,A—> c™ AE, = Ec,c + Ep,c - Ec,A - Ep,A

—R~<senh600+n-r>=%-m-vcz+2~m-g-r—m-g-h

Ahora, h es desconocida, por lo que tendremos que calcularla a partir del valor de v,.
Para ello, utilizamos la condiciéon dindmica (ver el ejercicio 1 de «Estrategia de resolucion
de problemas»):

En C

V2

N=O%P=FC—>m-g=m-TC—>vC2=g-r=9,8~2=’|9,6m2/s2

Por tanto, ya tenemos:

h . M-
-R <sen60°+n r>—2m9r+2mgr m-g-h

h D o
-R <sen60°+n r)—zmgr m-g-h

-250- (1,16 - h + 6,28) = 2450 — 490 - h
-290-h-1570=2450 - 490 - h
200-h=4020 > h=20,Tm
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Comprueba que, con esta altura, en efecto se cumple:

Wicas c = AE,
Ahora ya podemos calcular la distancia que recorre antes de pararse:
——= m-g-h h
BD = - c—-2-m-r=394-233-126=35m
R sen 60

Sale el mismo valor que antes. Sin embargo, esto se debe al azar, y no hay que buscarle ningin
significado; se debe, simplemente, a que las celeridades en ambos casos son muy parecidas.

Por dltimo, para calcular el trabajo total realizado por la fuerza de rozamiento, tenemos
en cuenta que:

WNC‘A%D=E?£—Em,A=—%~m-vj —m-g-h=0-5098201=

=0

=-9849 J

Pagina 300

19 Considera ahora una montafa en la que el vagén parte de una cierta altura h, pero se
mueve en el punto A con una celeridad de 7 m/s y describe un rizo de radio r = 3 m, sin
que haya rozamiento. Calcula el minimo valor que debe tener h para que el vagén no se
caiga, y la rapidez en el punto B.

Volvemos a utilizar el mismo sistema de coordenadas que en el ejercicio anterior:

Nos dicen que la altura debe ser la minima para que el vagén no se caiga al pasar por el rizo.
La minima rapidez se alcanza en el punto Cy, para que no se caiga, la normal ha de ser mayor
que cero. Por lo tanto, la condicién viene dada por: N =0 en el punto C.

El minimo valor de

1of
la normal es N =y

2
Ve

—m =
s

[ ——
a, esnegativaporque estadirigidahaciaabajo

Por tanto:

Ahora, seguimos el procedimiento habitual, comparando las energias en los puntos Ay C:
1) Segln hemos elegido el sistema de referencia, tenemos:
ya=hi ye=2-r

2) Como solo actla la gravedad, que es conservativa, y la normal, que no realiza trabajo,
tenemos:
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3) Calculamos la energia mecénicaen Ay en C:

1
EC,A = 5 ’

m-v7; Ea=m-g-h

Eclc=1§-m-v§ =—%-m-g~r; Ec=2-m-g-r

4) Igualamos las energias:
Eon+ Ep,A =E. .+ Ep,C -

> —=-m-vi+m-g-h=—-m-g-r+2-m-g-r—

N |—

1
2
2
5 Va
S h=".F_ -
h 2r 2 g 5m

Para calcular la rapidez en el punto B, solo tenemos que igualar la energia mecanica en
ese punto con la correspondiente en A:

- Cy2- _
E.g= m-vg;, E z=0

1.
2
y ya tenemos:

Eoat Ep,A =E+ Ep,s

1 1
E~m-vf+m~g~h=5-m-v52—>

2 _ .2 . .
—vp=vs +2-g-h—
- vg=12,12m/s
20 Un esquiador comienza a deslizarse, sin rozamiento y con velocidad inicial nula, en la

parte superior de una enorme bola de nieve esférica de radio r. Calcula el angulo a en
el que pierde contacto con la nieve y sigue una trayectoria tangente a esta.

Vamos a elegir el sistema de coordenadas de manera que el origen esté en el centro de la

esfera, y llamaremos Ay B a los puntos desde el que parte el esquiador y donde pierde con-
tacto con la bola, respectivamente:

Como puedes ver, esta eleccién es arbitraria. Podriamos haber tomado el origen de alturas
en el punto A, por ejemplo, y el resultado seria el mismo (compruébalo).

1) Tenemos, por tanto:
Ya=1 Yg=Tr"COSU

2) Las fuerzas que actlan son la gravedad, que es conservativa, y la normal, que no realiza
trabajo, por lo que utilizaremos:
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3) Calculamos cada una de las contribuciones de la energia en Ay en B:

Eoa= m-vA2=O; E.a=m-g-r

1.
2
E m-vg; E,g=m-g-r-cosa

_1.
B 2
La condicién para calcular la velocidad en B sigue siendo que la normal se anule (siempre
se hace esto cuando un cuerpo pierde contacto con una superficie). Por tanto, aplicando
la tercera ley de Newton a las componentes normales de las fuerzas:

Por tanto:

4) lgualamos las energias:

Eat Ep’A =E. g+ Ep’B

m-g-r=--m-g-r-cosa+m-g-r-cosa

N |—

1=%-cosa—>cosa=%—>a=48,2°

21 Un muelle se comprime 10 cm cuando sobre él se coloca un cuerpo de 2 kg de masa. Se
comprime el muelle 8 cm mas y se suelta. Calcula:

a) La altura hasta la que sube el cuerpo, medida respecto a la posicion de equilibrio del
sistema objeto-resorte.

b) Su celeridad cuando pasa de nuevo por dicho punto de equilibrio.
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c) Se observa que el cuerpo sube solamente 5 cm por encima del punto de equilibrio.
Calcula el médulo de la fuerza de rozamiento del objeto con el aire.

v
wwwwwwww-| Il

a) En primer lugar, vamos a calcular la constante eléstica del muelle a partir de los datos
proporcionados. En el equilibrio se verifica:

|

V
o Tl

xy=10cm

)

hvww

AAAAA
AAAULIN

1) Se pide que se calcule la altura medida respecto a la posicién de equilibrio del muelle
con el objeto. Por tanto, es l6gico tomar ahi el origen del sistema de coordenadas:

WH

Mwwwawwil
B
VWM

|

Por tanto, como vamos a comparar los puntos 2 y 3, tendremos:
Y, =—x==-0,08m; y;=y .

donde hemos tomado x > 0.
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2) En este caso, solo intervienen fuerzas conservativas, el peso y la fuerza eléstica; asi que,
emplearemos la expresion:

AE_ =0
3) E,=0, E,go=m-g-y,=-m-g-x<0 Ep,e’2=%-l<-(x+x0)2
Ec,3 = Ol Ep,g,3 =m-g- yméx; Ep,e,3 = O
4) lgualando:
E.,+ Ep,g,z + Ep’e,2 =E.,+ Ep,g,3 + Eple,3

—m-g‘x+%-l<-(x+X0)2=m-g-yméx

Vemos, por tanto, que toda la energia potencial acumulada en el muelle se transforma
en energia potencial gravitatoria. Finalmente, tenemos:

k- (x + x)°
Vo ==X+ ——————=0,082m =8,2cm
2-m-g

Es decir, sube 8,2 cm sobre el punto de equilibrio muelle-objeto.

b) Para calcular la velocidad cuando va por el punto de equilibrio (denotado como 1 en la
figura anterior), comparamos las energias en 1y en 2.

1) No hace falta modificar el origen del sistema de coordenadas. Por tanto:

Yi=%=0; y,=-0,08m

2) Volvemos a usar:

AE_ =0
3 E 1 2. [ =m-g-v.=0 E —l-l( 2
) c1_2 m V1' pg,1_m 9 yW_ U p,eﬂ_z XO
1
E,=0 E,go=—-m-g-x Ep’e’2=§~k (x + xp)°
4) Igualando:
1om vi+ <k xg——m~g~x+l-k (x + X,)
2 2
2 k 2 2
vw——;-xo—Z g X+ —(x+xp)

Y, sustituyendo los valores conocidos:
2 _ 2.2 —
vi =0,63m°/s* = v, =0,79 m/s

c) Ahora, se dice que el cuerpo, en vez de subir los 8,2 cm por encima del punto 1, solo
llega a alcanzar una altura de 5 cm. Por tanto, ha debido de existir alguna pérdida de
energia debida al rozamiento con el aire. Por tanto:

Wi = AE,,
Dejamos invariante el sistema de coordenadas. La energia mecanica en el punto 3 viene

dada ahora por:

EC,3 = O' Ep,g,3 =M g Ymaa E =0

p.e3
Por otro lado, el trabajo no conservativo sera:

Wye=-R-s
53



MNAYABACHILLERATO

Fisica y Quimica 1

siendo s la distancia recorrida por el cuerpo:
S=XF Y nax
Por tanto:

Wyc=AE =E ;- E

m,2
_R.(X+y,mé><)=m'g'y,méx+m'9.x_%.k'(x+xo)2_>

I<~(x+x0)2

S R=—"_m-
R m-g+ x+y

=29,3N

ma’x)

22 Una bala de 5 g golpea un bloque de 1,5 kg de masa y se queda unida a él. El bloque
esta en una superficie horizontal sin rozamiento, sujeto a un muelle de constante elastica
k = 50 N/m, que se comprime 12 cm a causa del impacto. Calcula la rapidez inicial de la
bala y la celeridad del bloque justo después de la colisién.

Se trata de una colisién completamente inelastica. Vamos a plantear las situaciones ini-
cial y final. Justo antes del choque, la rapidez de la bala es v,, y la del bloque es v, = 0.
El momento lineal total en ese instante sera:

=m,-V
Po A" Vo,

Después de la colisién ambos cuerpos se mueven juntos con una celeridad v. La cantidad de
movimiento final sera, por tanto:

p=(m,+mg): v
Aplicando la conservacién de la cantidad de movimiento:
Po=pP = My Vo, =(mu+mg)-v

yo o Matms
0a —
my

Sin embargo, no conocemos el valor de v. Para determinarlo, vamos a aplicar la conservacion
de la energia después de la colision. Es cierto que durante el choque no se conserva la energia
mecanica. Pero en el movimiento posterior, una vez que ya han colisionado, si, porque al no
haber rozamiento, las Unicas fuerzas que actlan son conservativas.

1) Empezamos considerando, después de la colisidn, los instantes 1 (momento en que da
comienzo el movimiento conjunto de la bala y el bloque) y 2 (méxima compresién del
muelle):
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2) Usando la conservaciéon de la energia mecénica:

AE, =0

3) Y determinando la energia cinética y potencial en los puntos 1y 2:

1
E., =§-(mA+mB)~v2; Ep/1=0
E,=0 E =+ k-
c2 ! p.2 2
4) Igualamos:

E.,+ Ep,1 =E.,+ Epl2

l.(m +m)-v2=l-l<-x2

2 A 5 2

Vemos que, por tanto, toda la energia cinética inicial se transforma en energia potencial.
Despejamos el valor de v:

2
VZZI(*X_)V:\/I-)(=O,69FH/S
(my + myg) (my + my)

Ahora ya podemos obtener la velocidad inicial de la bala:

_mA+mB. ~ 0,005 + 1,500
T m, YT 0,005

- 0,69 = 207,7 m/s

23 Se dispara una bala de 2 g de masa con una rapidez de 800 m/s. Esta choca contra el
bloque de la figura, de 1 kg de masa y se incrusta en él. Sabiendo que la constante
elastica del muelle es de 100 N/m, calcula cuanto se comprimird como maximo a causa
del impacto.

Vamos a seguir el mismo procedimiento que en el ejercicio anterior. La cantidad de movi-
miento antes de la colisién es:

Po = Ma " Vo,

Y justo después:
p=(my+mg)- v
Aplicando la conservacién de la cantidad de movimiento:
Po=pP = My Vo, = (my+mg)-v
My
v=— v = 16m/s
mA + mB

Con este dato ya podemos obtener cuénto se comprime el muelle.

1) Empezamos considerando, después de la colisidn, los instantes 1 (momento en que da
comienzo el movimiento conjunto de la bala y el bloque) y 2 (méxima compresién del
muelle):
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2) Usamos la conservacion de la energia mecanica:

AE =0

m
3) Determinamos la energia cinética y potencial en los puntos 1y 2:

E =t (my+mg)-vs E, =0

“17 2
E.,=0; Ep,2=%-l<-x2
4) Igualamos:
E.,+ Ep,1 =E,+ Epl2

%-(mA+mB)-\/2=%~I<-x2
Vemos que toda la energia cinética inicial se transforma en energia potencial. Despeja-
mos el valor de x:
(M, +mpg)- Vv (m, + myg)
=t > x = " v=0,16m =16 cm

k k

Es decir, se comprime 16 cm.

24 Un cuerpo de 200 g esta unido a un muelle de constante elastica k = 100 N/m colocado
horizontalmente sobre una superficie sin rozamiento. Se separa de su posicién de equilibrio
una distancia de 20 cm y se suelta. Calcula el periodo de oscilacién y la celeridad que tendra
cuando pase por su posicién de equilibrio. Representa graficamente E, E,y E_ en funcién del

tiempo.

, N _ k 100
La frecuencia angular de la oscilacién viene dada por: @ = Vo2 22,36 rad/s
Y el periodo: T = 2:r_ 0,28 s

Para calcular la rapidez cuando pasa por su posiciéon de equilibrio (x = 0), empleamos:
vix=0=w VA -X =0 VYA -0 =0 A=2236-02=447 m/s

Observa que, como parte del reposo, la amplitud seréd igual a la distancia que se ha estirado

inicialmente: A=0,2 m.

Vamos a obtener ahora las expresiones de E, E y E, en funcién del tiempo. La forma general
de x(1) es:

x(t)=A-sen(w - t+¢,)
Comoent=0,x=A=0,2m, hemos de tener: ¢, = /2. Por tanto:

x() =02 sen<22,36 o %) m=02"cos(22,36 t)m

Y la rapidez vendra dada por: v(i) = w - VYA - ¥ = @ VA2 Z A2 cost(w - ) =
=w - A-Yl-cos’(@-t)=w- A sen(w 1) =447 -sen (22,36 - t) m/s
Por tanto:

m-V=—-02 447" - sen’(22,36 - t)= 2 - sen’(22,36 - t) J

kP =

100 - 0,22 - cos? (22,36 - t) = 2 - cos? (22,36 - t) J

N = N[=

E,=E +E =2
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E/J
E
2 m
E E
c p
1,51
,,,,,,,,,,,,, 1_,,,,,,,, e S
0,57
-0,5 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 t/s

25 Supongamos que en el sistema del ejercicio anterior esta actuando la fuerza de rozamiento.

Si 1 = 0,2, calcula cuanto se comprimira el muelle después de haberlo soltado.

En este caso tenemos dos puntos:

Como actla la fuerza de rozamiento, tendremos:

Wie = AE,
Por tanto:
1
E..=0; Eper = 5 k - xg
1
E,=0 Epoo=7 k- X
Wic=—R-(x+x;)
Igualando:
—,‘:\’~(x+xo)=%-l<~x2—l~/<~xo2 -

1.
2

Solo nos queda determinar el valor del médulo de la fuerza de rozamiento:

%%-k-xanR-x— k-x; +R-x,=0

R=y-m-g=02-02-98=039N
Por lo que, finalmente, tenemos:

50-x*+0,39-x-1,92=0
x=-020m; x=0,19m

La solucion que buscamos es 0,19 m. Es decir, debido a las pérdidas por rozamiento, el muelle

no se comprime 20 cm, sino solo 19 cm.
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26 El carrito de la figura, de 1,5 kg de masa, esta unido a un muelle horizontal. Su movimiento
es un MAS de 10 cm de amplitud y v, ., = 2,5 m/s. Calcula la constante elastica del muelle y
la velocidad del carrito cuando x = A/2. Utiliza inicamente razonamientos de conservacion
de la energia.

m=15kg

| |||| Ui II||H|||| ||||| |||| *

0 9595.595.595.599 b5 _-_-ﬁif_
_

—A X, A=8cm
v.. =25m/s

max

La energia mecénica es igual a la energia cinética méxima, que se alcanzaen x=0, donde v=v,_..
Por tanto:

E=E,=1mv 1

m C,max 2 max = E

1,5-25 =469
A su vez, esta es igual a la energia potencial maxima, que se alcanza en x = A:
E.=E .= ~l<-A2=4,69J

p,méx

Sabiendo que A =0,1T m, podemos despejar el valor de k:

2-E,

k= 5 2 469—‘?38N/
A 0,17

En x = A/2 tendremos:
E.=E.+E, —

1 1 A2>

E. > m v2+2 k (2
2-E A2

V= m_k-A = v=217m/s
m 4-m

Pagina 301

27 Un platillo de 200 g esta sujeto a un muelle vertical, estirdndolo una distancia de 2 cm.
Se deja caer sobre el platillo un trozo de plastilina de 400 g de masa desde una altura
de 15 cm.

a) Calcula la constante elastica del muelle.
b) Calcula la celeridad con la que la plastilina llega al platillo.

c) Determina la rapidez con la que el platillo junto con la plastilina comienza el movimiento
posterior a la colisién.

d) Calcula la distancia maxima a la que baja el platillo respecto a su posicion de equilibrio.

e
_—

15cm
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Vamos a calcular, en primer lugar, la constante eléstica del muelle. En el equilibrio:

M-g=k-x,
donde x, es la distancia que se estira el muelle y M es la masa del platillo. Por tanto:
M .
k=—2 _ 98 N/m
Xo

En segundo lugar, vamos a calcular la celeridad con la que el trozo de plastilina llega al
platillo. Cae desde una altura h = 15 cm respecto a él, por lo que:

Vo=4/2-g-h=172m/s

A continuacién, vamos a determinar la rapidez con la que el platillo, junto con la plastilina,
inician el movimiento. Ten en cuenta que se trata de un choque completamente ineléastico,
porque la plastilina, en cuanto toca la superficie del platillo, se deforma y se queda pegada
a él. El momento lineal antes de la colision sera:

Po=m" Vv
Y justo después:
p=mM+M)-v

donde m es la masa de la plastilina y M la del platillo.

La conservacién de la cantidad de movimiento implica que:
Po=p = Mm-vo=(m+M)-v,
Luego la celeridad, justo después de la colision, es:

m_ 04
m+M 702404

-1,72=1,15m/s

V1=

Vamos a calcular la distancia maxima de deformacién del muelle.

1) Como la oscilacién se va a producir en torno a la posicién de equilibrio del platillo,
tomaremos en ese punto el origen del sistema de coordenadas:

Y

2

=
=
-
=
=
=
=
-—
=
=
P
=
=
=
=
=
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Vamos a comparar el punto 1 (justo después del impacto, pero todavia eny = y,) y el
punto 2, aquel en el que baja hasta un altura minima (y,.). Tomamos el origen de altu-
ras en y, = 0.

Por tanto (ten en cuenta que y,.,, < 0):

Yi=Y%=0 ¥,= Voa

2) Las fuerzas que intervienen son la eléstica y la gravitatoria, por lo que se conservara la
energia mecanica:

3) Calculamos el valor de la energia en los puntos 1y 2:

1 1
EC,1=§~(m+I\/I)~vf; Eplg’1=(m+M)-g-y1=O; Eplel1=§~l<-y02 =0

Ec,ZZO; Ep,g,2:(m+M).glyméx<O; E :%'k.yrﬁéx

p.e?2

4) Ilgualamos:

Tom e MV = M) gyt 3k v,

49 -y2 +588-y . —-040=0—

™ Ymax = 01049 M Ymax = _0,168 m

La solucién vélida es y, ., = —0,168 m = —16,8 cm, puesto que habiamos tomado y, . <O0.

28 Dos cuerpos tienen unos muelles adosados, ambos de constante elastica k = 150 N/m,
como se muestra en la figura. Se mueven uno hacia el otro, de manera que experimentan
un choque elastico. Si se supone que los dos muelles, durante la colisién, se comprimen
en la misma cantidad, calcula el valor de dicha compresiéon. Halla la rapidez con la que
salen despedidos ambos cuerpos después del choque.

Vo, = 2,0m/s Vog = -20m/s__

Va

=7 : : gy, =7

Después

Vamos a considerar tres momentos: (1) cuando los cuerpos se dirigen uno hacia el otro, antes
de la colisién, (2) cuando los muelles estan totalmente comprimidos y (3) después de la colision:
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.

_N
-
=
e
e
(g

=
|

Después

En este caso, como el movimiento es horizontal, no hay que considerar ningin origen de
alturas, y el origen de la energia potencial elastica corresponde a la longitud natural de los
muelles.

Como todas las fuerzas son conservativas, utilizamos:

1 1
ECI1=§-mA-vA21 +§~m8-v521; Ep’1=0
E. =0 E =t k-x?+1 k-x
1 TN Ep2 T XA"‘E' " Xg
Igualando:
My Vi, +%-mB Ve, =%-I< xj+%-l< x5

Ademés, sabemos que x, = X;. Vamos a llamar x a esa cantidad. Por tanto:

2 2 _ 5.2
My vy +mg-vg =2-k-x

05:22+0,3(-2°=2-150 - x?
Y ya tenemos:

32=300-x* > x=0,703m = 10,3 cm
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Por otra parte, entre los instantes (1) y (3), se verifica que tanto la energia cinética como la
cantidad de movimiento se conservan, puesto que se trata de una colisién elastica:

1
Ec,3 = 5

2 l ., 2
TMaVag oMyt Vg

1 2 1 2 1 2 1 2
§'I’T7A'VA1 +§'mB'VB1 Z*'I’T'IA'VA3 +§-m5-v53

2

2 2 _ L2 2
My Va + Mg Vg =My Ve +mg-vg,

0,5- VA23 +0,3- V523 =32

Py =p; =
My -V + Mg Vg =My -V + Mg v
O,5-2—O,3-2=O,5~VA3+O,3-vB3

0,5- Vag 0,3 Vg, = 0,4

Despejamos v,, de la segunda ecuacion:
0,40 - 3 - vg,
3 0,5

Va

=0,8-06" v,

y sustituimos en la primera:

05-(08-06-vg)" +03-vZ =32
032+0,18 vy —048-vy +03 v, =32

0,48 - vsz3 - 048 vy, —288=0
Las dos soluciones son:

Vg, =—2m/s = v, =2m/s

3
Vg, =3m/s > v, =—-1m/s

La primera solucion corresponderia a la ausencia de choque, ya que ambos contindan con
la misma velocidad que tenian inicialmente. La que nos interesa, por tanto, es la segunda.
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