JuNIo 96
A1.— Un satélite de 2000 kg de masa describe una orbita ecuatorial circular alrededor de la Tierra de 8000 km de
radio. Determinar:
a) Su momento angular respecto al centro de la orbita.
b) Sus energias cinética, potencial y total.
Datos: Constante de Gravitacion, G = 6,67. 107" N m? kg?; Masa de la Tierra, M; = 5,98 . 10* kg

a) Un ejercicio de aplicacion de ideas basicas acerca de
orbitas circulares. El momento angular del satélite es
perpendicular al plano de su orbita, es constante (no varia
ni su direccion ni su modulo, y seria igualmente constante
en una orbita de cualquier tipo, ademas de las circulares)
porque las gravitatorias son fuerzas centrales. Su modulo
es

L =mvr

donde m = 2000 kg es la masa del satélite, r = 8.10° m es el
radio de su orbita, y la velocidad del satélite en orbita esta
perfectamente determinada por su radio, segun

GM
v:,/—
r

expresion que podemos usar directamente, ya que los datos
nos proporcionan los valores de G y de la masa M de la
Tierra. Llevando (2) a (1), y operando,

L= mr1/ﬂ =m,/ GMr = 2000 \/6,67.10’”.5,98.1024.8.106 =1,13.10" kg m*s™
r

b) Las expresiones de las energias cinética, potencial y total del satélite tienen relaciones que facilitan los calculos.
Por ejemplo, la energia cinética es positiva

24
S :GNz\m _6,67.10-" 2:98-10.2000
o T R

<2 2.8.10°

y su valor es, en términos absolutos, la mitad de la energia potencial negativa (esto es asi para objetos en érbita
circular, no para objetos moviéndose en otras condiciones, por ejemplo, verticalmente o describiendo orbitas
elipticas). Asi que la energia potencial de nuestro satélite es

=4,99.10" J

E, = _oMm_ 2k -.9,97.10°
La energia total es la suma de las dos anteriores y eso, obviamente, dejara una cantidad igual a la cinética, aunque
negativa (de nuevo, esto es asi en orbitas circulares):

E=E +E,=E =-4,99.10"J

SEPTIEMBRE 96
A1.— El vehiculo espacial Apolo VIl estuvo en orbita circular alrededor de la Luna, 113 km por encima de su
superficie. Calcular:

a) El periodo del movimiento.

b) Las velocidades lineal y angular del vehiculo.

c) La velocidad de escape a la atraccion lunar desde esa posicion.
Datos: Constante de Gravitacion, G = 6,67. 107" N m? kg% Masa de la Luna, M_ = 7,36 . 10% kg;

Radio medio lunar, R_ = 1740 km

a) El radio de la drbita del Apolo VIl sobre la Luna seria r=1740 + 113 = 1853 km

El periodo de un objeto en orbita circular sobre la Luna esta completamente determinado por la masa de la Luna y el
radio de la orbita. En efecto, la tercera ley de Kepler para orbitas circulares se escribe

2 4n’ 3
GM,
3 333
asi que resulta inmediato calcular T=2n ro_ 2n y 85?'10 ) - =7153,055s=1,99 h
GM, 6,67.107"".7,36.10

b) La velocidad angular, a partir del periodo, en un giro uniforme como este

_2n_ 2nrad _ 8,78.10% rad /s
T 7153,05s
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y la velocidad lineal, a partir de o, v=or=8,78.10"%.1853.10° = 1627,66 m/s = 1,63 km/s

c) La velocidad de escape a la atraccion lunar se obtiene discutiendo el valor de la energia mecanica, suma de energia
cinética y energia potencial, del satélite. Hay que recordar que, para poder alejarse indefinidamente de la Luna, el
Apolo VIII necesitaria una energia total igual, como minimo, a 0 J. De hecho, con la velocidad de 1,63 km/s calculada
en el apartado anterior, la energia total del Apolo VIII es negativa, como es facil de comprobar y tal como debe ser,
ya que se trata de un objeto ligado a la Luna.

Sin embargo, con mas velocidad, podria escapar. Para ello, su energia deberia ser, como hemos dicho, mayor o igual
que 0 J. Por tanto, llamando v, a la velocidad de escape desde esa drbita, las cuentas serian

-1 22
E=EC+EP=%mv§ MM _o oy o [2GM =J2'6’67'1° 7,36.107 _ 2301,86 m/s = 2,30 km /s
r

r 1853.10°

como minimo.

Junio 97
C1.-a) Compara las fuerzas de atraccion gravitatoria que ejercen la Luna y la Tierra sobre un cuerpo de masa m
que se halla situado en la superficie de la Tierra. ;A qué conclusion llegas?
b) Si el peso de un cuerpo en la superficie de la Tierra es de 100 kp, ;cual seria el peso de ese mismo cuerpo en
la superficie de la Luna?
Datos: La masa de la Tierra es 81 veces la masa de la Luna.

La distancia entre los centros de la Tierra y la Luna es de 60 radios terrestres.

El radio de la Luna es 0,27 veces el radio de la Tierra.

a) La conclusion parece obvia incluso antes de empezar: para un cuerpo
situado en la superficie de la Tierra la atracciéon gravitatoria lunar es
despreciable frente a la terrestre. En la figura aparece la situacion tal
como la describe el enunciado, con el cuerpo de masa m sobre la
superficie terrestre, a una distancia R; del centro de la Tierra y a una
distancia 59 Ry del centro de la Luna.

Como sabemos, la Tierra y la Luna se comportan como masas puntuales
para un objeto como m; de este modo, las fuerzas de atraccion
gravitatoria que nos piden son:

M;m
2
RT

que seria lo que generalmente llamamos peso del cuerpo m, y su valor

acabaria siendo 9,8 m, ya que el valor de g terrestre en la superficie es
el conocido 9,8 N/kg.

Fuerza gravitatoria terrestre F; =G

(1

M m

Fuerza gravitatoria lunar F,=G (59LRT)2 (2)
asi que podemos hacer la comparacion que nos piden simplemente dividiendo ambas fuerzas, (1) partido por (2):
Ff = : MLTm = MTL = MT = 81.59% = 281961

(59R.)*  (59R.)? (59RLT)Z

para comprobar que la fuerza gravitatoria terrestre es casi trescientas mil veces mayor que la lunar: ésta Ultima es
completamente despreciable.

b) Ahora debemos suponer al cuerpo, cuyo peso en la Tierra es 100 kp, sobre la superficie lunar. En este sitio, la
fuerza gravitatoria dominante es la atraccion lunar, que se escribiria
M, m
R!
de manera que podemos comparar ahora el peso del cuerpo cuando se halla en la superficie terrestre, dado por (1) y
de valor 100 kp, con el peso cuando se encuentra en la superficie lunar, dado por (3):
M;m M, 81M,

2 D2 2
Fp 100k Rr _Rr . Ry gy0272-500 = F=1% _16,94kp
F F GMLm M, M, 5,90

L L -t
RE R (0,27R.)

donde, como puede verse, se concluye que los cuerpos pesan en la Luna unas seis veces menos que en la Tierra.

F.=G (3)
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Junio 97
A1.— Se considera el movimiento eliptico de la Tierra en torno al Sol. Cuando la Tierra estd en el afelio (la
posicion mas alejada del Sol) su distancia al Sol es de 1,52.10"" m y su velocidad orbital es de 2,92.10* m/s.
Hallar:

a) El momento angular de la Tierra respecto al Sol.

b) La velocidad orbital de la Tierra en el perihelio (la posicion mas cercana al Sol) siendo en este punto su

distancia al Sol de 1,47.10"" m.

Datos complementarios: Masa de la Tierra M =5,98 . 10%* kg

a) La figura recoge la trayectoria de la Tierra en torno
al Sol, y muestra el perihelio P y el afelio A de la
misma. El momento angular de la Tierra se escribe

L=rap=raMyv
y resulta, como sabemos, un vector perpendicular al
plano de la orbita terrestre. Su moddulo puede

escribirse de forma muy sencilla en el afelio y en el
perihelio, resultando ser
L=Mrrava=Mrrpvp (1

donde r, y rp son, como muestra la figura, las
distancias de la Tierra al Sol en perihelio y afelio,
respectivamente; v, y vp son las velocidades de la
Tierra en esas posiciones. Las expresiones de (1) no se
pueden generalizar a posiciones cualesquiera de la
orbita, debido a que los vectores posicion y velocidad
de la Tierra sélo son perpendiculares en afelio y
perihelio; en otras posiciones, el médulo del momento
angular deberia escribirse

L=MrRvsengo (2)

donde ¢ seria el angulo entre los vectores posicion r y velocidad v. Ese angulo, en el afelio y en perihelio, es de 90°,
asi que su seno es 1 y no aparece en las expresiones (1). Por supuesto, tal como sabemos, el momento angular de la
Tierra es constante, y el resultado de (1) o (2) sera el mismo.

Con los datos, parece obvio que calcularemos el momento angular cuando la Tierra esta en el afelio:
L =5,98.10%. 1,52.10"" . 2,92.10* = 2,65.10° kg m? s~*

b) Ahora podemos emplear las igualdades (1) para deducir la velocidad v, de la Tierra en el perihelio. Sera

Vel 2,92.10*.1,52.10"
r 1,47 .10"

A

MT rAVA=MT I'p Vp= A VA =1TpVp = VA :3,02.104 m/s

SEPTIEMBRE 97
C1.- a) ;Como se define la gravedad en un punto de la superficie terrestre? ;Dénde serd mayor la gravedad, en
los Polos o en un punto del Ecuador?
b) ;Como varia la gravedad con la altura? ;Qué relacion existe entre la gravedad a una altura h y la
gravedad en la superficie terrestre?
Razona las respuestas.

a) La gravedad en un punto de la superficie terrestre, como en cualquier otro punto, se define como la fuerza que
aplica el campo gravitatorio terrestre sobre una masa de 1 kg colocada en ese punto. Como consecuencia de la
identidad entre los valores de masa inercial y masa gravitatoria, la gravedad en un punto puede definirse también
como la aceleracion con que se movera una masa cualquiera m, colocada en ese punto, bajo la accion de la
fuerza gravitatoria.

En términos cuantitativos, y para puntos exteriores a la Tierra, incluyendo su superficie, la gravedad toma un valor
dado por

g=G (1

M
rZ
donde M es la masa de la Tierra y r la distancia del punto en cuestion al centro de la Tierra. En rigor, esa expresion es
cierta suponiendo que la Tierra es esférica, cosa que realmente no sucede (en eso se basa la diferencia entre Polos y
Ecuador); a pesar de ello la empleamos de forma sistematica.

Asi, como la Tierra esta algo achatada en los Polos, la distancia rp al centro del planeta en los Polos es algo menor que
re, la distancia al centro de la Tierra en el Ecuador. Se sigue de (1), entonces que la gravedad en los Polos es algo
mayor que en el Ecuador
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r<rr = G=>G

-UﬁN‘ ;
L =

= %>g

b) Pareceria que el enunciado se refiere a la altura sobre la superficie terrestre. La expresion (1) muestra g en
funcion de la distancia r al centro de la Tierra. Para escribirla en funcion de la altura h sobre la superficie de la Tierra
debemos escribir r como

r=R+h
la suma del radio terrestre R mas la altura h sobre la superficie. De este modo, g quedaria

M
g=G_—_
(R+h)
una expresion de escasa utilidad, ya que el factor relevante es la distancia al centro de la Tierra, y no a su superficie.
Sin duda, claro, la gravedad disminuye con la altura, pero lo hace de forma cuadraticamente inversa a la distancia
al centro de la Tierra.

Por Gltimo, consideremos la gravedad en la superficie terrestre, cuando la distancia al centro de la Tierra es r = R, el
radio terrestre. La expresion (1) queda entonces
M
gSuperficie = GF = 9’8 m/ SZ
el conocido valor de la gravedad en la superficie terrestre (el mayor de los posibles valores de (1), como sabemos). La

relacion entre la gravedad a una altura h sobre la superficie y la gravedad en la superficie no es mas que el cociente
entre (3) y (4):

M

G
g  (R+h? R
gSuperficie G MZ (R + h)z
R
En la aproximacion de Tierra plana, cuando h <<< R, de forma que R + h = R, el cociente a la derecha en esta relacion
se convierte en 1, de manera que g = Zsyperficie = 9,8 m/s? y podemos tomar g como constante.

Junio 98
A1.— La nave espacial Lunar Prospector permanece en orbita circular alrededor de la Luna a una altura de 100
km sobre su superficie. Determine:
a) La velocidad lineal de la nave y el periodo de su movimiento.
b) La velocidad de escape a la atraccion lunar desde esa orbita.
Datos: Constante de Gravitacion, G = 6,67.10"" N m? kg'%; Masa de la Luna, M, = 7,36.10?? kg;
Radio medio lunar, R_ = 1740 km

a) La velocidad lineal de un objeto en drbita de radio r alrededor de la Luna, de masa M., se escribe

V= G&
r
donde el radio r de la orbita es r=R_+h=1740 + 100 = 1840 km
, . . 1 7,36.10%
asi que la velocidad lineal queda v=_16,67.10 1840 10° ~ 1633,4m/s=1,63 km/s
3
y el periodo, sabiendo v T= 2nr _ 2r.1840.10° m =7077,91s=1,97 h

v 1633,4 m/s

b) La velocidad de escape desde la 6rbita esta ligada a la energia mecanica del satélite, que debe ser como minimo
igual a 0 J: en la drbita que hemos descrito, la energia mecanica de la Prospector es negativa. Si se suministrase a la
nave la energia necesaria para llegar a 0 J, podria escaparse de la atraccion lunar. Su velocidad entonces seria v, tal
que

-1 22
E—E +E = mv?-GMM_o o - [2OM _ [2.6,67.10 .7,36.107 _ 5349 98 mss=2,31km/s
P2 r r 1840.10
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SEPTIEMBRE 98
C1.- a) ;Cual es la velocidad de escape de un objeto situado en la superficie de la Tierra?
b) Como influye la direccion con que se lanza un objeto desde la superficie de la Tierra en su velocidad de
escape?

a) El propésito de este ejercicio parece ser la discusion detallada del concepto velocidad de escape desde la
superficie: en principio, se define como tal la velocidad minima que ha de imprimirse a un objeto lanzado desde la
superficie de la Tierra para que no retorne a ella. Notese que, en ausencia de otros campos gravitatorios, eso
implica una de dos cosas:

1) Que el objeto se aleje de la Tierra hasta una distancia infinita, donde se agotaria su velocidad
(evidentemente, con mas razon si al llegar a distancia infinita aln tiene alguna velocidad, pero hablamos de
condiciones minimas).

2) Que el objeto quede atrapado en una orbita alrededor de la Tierra, de modo que no retorna a la superficie de
la misma.

Parece claro que, si el objeto es lanzado desde la superficie de la Ve v=0
Tierra perpendicularmente a ella, en direccion vertical, sélo puede / A
hablarse de escape si se cumple la primera condicion: si el objeto se b A
detiene a una distancia finita de la Tierra, la atraccion gravitatoria le R~ .
hara caer de nuevo sobre la superficie. Como sabemos, la conservacion "
de energia mecanica exige que su valor sea el mismo en el momento S
de la salida, a una distancia R del centro de la Tierra y con la /oo
velocidad v, y cuando se detiene (v = 0) a una distancia r —=. Esto s
requiere que .
%mvﬁ —GMme:O e
donde el segundo miembro es cero porque, a distancia infinita, la

energia potencial es cero y, ademas, suponemos que el objeto llega .
alli con velocidad cero, de modo que tampoco tiene energia cinética.

Despejando v., nos queda

‘ o
=

vV, =,|2 2 (1)
la conocida expresion que se conoce como primera velocidad de
escape, y a menudo simplemente como velocidad de escape. Notese que la condicion (minima) de escape es, en
realidad, disponer de energia mecanica igual a 0 J (como minimo) o mayor. En este sentido, pueden hacerse los
mismos calculos para hallar la velocidad de escape a la atraccion terrestre desde cualquier posicién (por ejemplo,
desde una orbita de radio r), y el resultado seria exactamente igual, sustituyendo R por r. (Véase mas adelante,
MopELO 08 B1, para mas detalles al respecto).

b) La segunda posibilidad que tenemos, como ya hemos dicho, es colocar el objeto en
orbita. De todas las posibles, la mas “baja” seria la orbita “pegada” a la superficie de la WVae
Tierra, con radio orbital r = R. La velocidad orbital que le corresponderia seria

VZe :\ % (2)

asi que esa seria la que a menudo se conoce como segunda velocidad de escape, y se

corresponderia con el supuesto de que el objeto sea lanzado desde la superficie de la

Tierra, en direccion tangente a la misma, de forma que describiria una orbita justamente

sobre la superficie.

Entre estos dos resultados, (1) cuando el lanzamiento es vertical, (2) cuando es tangencial, podemos imaginar

direcciones de lanzamiento con inclinaciones variables: las velocidades necesarias estaran comprendidas entre los
valores (1) — el maximo —y (2), el minimo.

Asi, el concepto de velocidad de escape desde la superficie terrestre esta ligado a la direccion en que se lance el
objeto. En general, sin embargo, las preguntas acerca de velocidad de escape se refieren a la primera de las opciones
discutidas, y (1) es casi siempre nombrada como velocidad de escape.
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SEPTIEMBRE 98
B1.-Si se considera que la Tierra tiene forma esférica, con un radio aproximado de 6400 km, determine:
a) La relacion existente entre las intensidades del campo gravitatorio sobre la superficie terrestre y a una
altura de 144 km por encima de la misma.
b) La variacion de energia cinética de un cuerpo de 100 kg de masa al caer libremente desde la altura de 144
km hasta 72 km por encima de la superficie terrestre.
Datos: Constante de Gravitacion, G = 6,67. 107" N m? kg™%; Masa de la Tierra, M; = 5,98 . 10> kg

a) La intensidad del campo gravitatorio terrestre, para puntos en el exterior de la Tierra (incluyendo la superficie), se
escribe

g=G (M

M
rZ
donde r es la distancia al centro de la Tierra. Aplicando (1) podemos obtener la intensidad de campo en la superficie,
donde r = R = 6400 Km, y en un punto P a 144 km por encima de la superficie, donde r = R + 144 = 6544 km. Nos
quedaria

M M
en la superficie, =G—; a 144 km de la superficie, =G——
p gSup Rz p g (R + h)z
de forma que la relacion pedida es
G M
Ssup R? (R+h)? 65447
= = 2 = 2 = 1,05
g G M R 6400
(R +h)?

y muestra, como vemos, que la gravedad en la superficie es apenas un 5% mayor que a 144 km de altura. Sin embargo,
un 5% de error puede ser excesivo en muchos calculos: estariamos, en la medida en que asi sea, mas alla de lo que
suele llamarse aproximacion de Tierra plana, en la que se toma g = 9,8 m/s? como constante, independientemente de
la altura.

b) La respuesta a esta pregunta es, sin duda, una aplicacién de la conservacion de energia mecanica bajo fuerzas
gravitatorias (conservativas, por tanto). La cuestion tiene acaso la dificultad de decidir qué energia potencial
gravitatoria usamos, de entre las dos alternativas:

E, = que es la energia potencial correcta, depende de la distancia al centro de la Tierra

_GM
r
E =mgh que es la energia potencial en la aproximacion de Tierra plana. Sélo podemos usarla cuando
° la altura h sobre la superficie es mucho menor que R, el radio de la Tierra.

Se diria que distancias como 144 km o 72 km son bastante pequenas frente a 6400 km, y que esta Ultima energia
potencial seria adecuada, y mas facil de emplear; por otro lado, el apartado anterior ha mostrado una variacion de 5%
en el valor de g entre la superficie y la altura de 144 km. Asi que, ;como decidirse?

Usaremos este problema, entonces, para mostrar los resultados en ambos casos y poder compararlos. Empezamos con
la energia potencial correcta, llamando v; a la velocidad inicial, cuando el cuerpo de 100 kg esta a 144 km de altura, y
V¢ a la velocidad final, cuando esta a 72 km de altura:

Toviog M T g Mmoo Typope g MO0 T455,2 g MI00
2 R+h, 2 R+h, 2 (6400+144).10° ~ 2 (6400+72).10
de donde se sigue que la variaciéon de energia cinética (energia cinética final menos energia cinética inicial) es

72
6472.6544.10°

1 1

AE, =Ef —E = GM100( - -
6472.10° 6544.10

) =6,67.107"".5,98.10% .100 )= 6,78.10" J

Y ahora repetimos el calculo con la energia potencial en la aproximacion de Tierra plana. Esta vez seria
%mviZ +mgh, = %mv? +mgh, = %100vf +100.9,8.h, :%100vf +100.9,8.h,
y asi la variacion de energia cinética queda ahora
AE_ = E{ -E! = mgh,—-mgh, = mg(h,—h,) =100.9,8.72.10° =7,06.10" J
que es un valor notablemente diferente del anterior, concretamente alrededor de un 4%. Se sigue que el resultado

correcto para la variacion de energia cinética es 6,78.107 J, y que alturas del orden de 100 km sobre la superficie de
la Tierra son ya lo suficientemente grandes como para no usar la aproximacion de Tierra plana.
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JuNio 99
C1.- El cometa Halley se mueve en una orbita eliptica alrededor del Sol. En el perihelio (posicion mas préoxima) el
cometa esta a 8,75.107 km del Sol y en el afelio (posicion mas alejada) esta a 5,26.109 km del Sol.

a) ;En cual de los dos puntos tiene el cometa mayor velocidad? ;Y mayor aceleracion?

b) ¢(En qué punto tiene mayor energia potencial? ;Y mayor energia mecanica?

a) El momento angular de un satélite en una orbita

eliptica es, como sabemos, constante. Se trata de un
vector dirigido perpendicularmente al plano de la orbita, Hall .
tal como refleja la figura. a -7

Podemos hallar el médulo del momento angular en
cualquier posicion de la orbita, de acuerdo a

L=mvrsena (1)

donde a es el angulo entre los vectores posicion (desde el
Sol) y velocidad de Halley. Hay dos posiciones en las que
ese angulo es de 90°: el afelio y el perihelio, tal como
puede verse en la figura. En ellas, la expresion (1) se
simplifica y queda como

L=mvyara=mvprp

por supuesto, v, Yy Vp son las velocidades de Halley en el
afelio y perihelio, r, y rp las respectivas distancias al Sol.
Se sigue de aqui la igualdad
VATA=VpIp h:rfp (2)
P r'A
y, ya que Halley esta mas cerca del Sol en el perihelio, su velocidad ahi debe ser mayor que en el afelio. Esto, como
sabemos, no es sino un modo de enunciar la ley de las areas de Kepler.

En cuanto a la aceleracion, también los puntos singulares afelio y perihelio tienen una particularidad interesante
respecto a otros puntos de la orbita: en ellos, la aceleracion de Halley es exclusivamente centripeta, ya que forma
angulo de 90° con la velocidad. En otras posiciones de Halley la aceleracion tiene componentes tangencial y
centripeta.

Asi que podemos escribir las aceleraciones en el afelio y en el perihelio segin
v2 v
_ _A . _ _P
a,=—>%; a=-"
P
r, r,

cosa que no podriamos hacer en otros puntos de la orbita. La relacion entre las aceleraciones resulta ser, usando (2)

Vi
G _ N _Vah T
a, Vi owvir,
o

asi que, como rp < 1, se sigue que la aceleracion en el afelio es menor que en el perihelio, a, < ap.

b) La energia potencial, bajo la fuerza gravitatoria solar, esta dada por la expresion
e __gMm
r

donde M es la masa del Sol, m la masa de Halley y r la distancia entre ambos. Ya que se trata de cantidades negativas,
su valor resulta mas alto (menos negativo) cuanto mayor sea r. En consecuencia, la energia potencial tiene su valor
maximo en el afelio, cuando mas lejos esta Halley del Sol, y presenta su valor minimo en el perihelio, cuando se
encuentra mas proximo al Sol.

La energia mecanica, como sabemos, es constante como consecuencia del caracter conservativo de la fuerza
gravitatoria solar. Tiene el mismo valor en todos los puntos de la érbita.
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JuNio 99
A1.— Se coloca un satélite meteorolégico de 1000 kg en érbita circular, a 300 km sobre la superficie terrestre.
Determine:

a) La velocidad lineal, la aceleracion radial y el periodo en la é6rbita.

b) El trabajo que se requiere para poner en oérbita el satélite.

Datos: Gravedad en la superficie terrestre, g = 9,8 ms™2; Radio medio terrestre, Rr = 6370 km

a) El radio de la orbita circular en torno a la Tierra es r=R+h=6370+ 300 = 6670 km

y la velocidad lineal en una érbita de radio R esta dada por V= ﬂ (1)

donde el producto GM se puede obtener recordando que la gravedad en la superficie terrestre es
gSup:G%:%S m/s’ = GM = 9,8 R?

asi que, entrando en (1), nos queda V= W = \/ 9’?RZ = \/9’ 8&?;0701'(:303)2 =7721,3 m/s =7,72 km/s

La aceleracion radial (la Unica, por otro lado) en la drbita circular es, al tiempo, la aceleracion de la gravedad en la
orbita, de modo que se puede escribir de diversas maneras equivalente

2
a_ = L =g= GMZ
r r
2 3y\2
Empleando la Gltima expresion, a =g= GMZ _% 8ZR = 9’8'(6370'1302 o 8,94 m/s’
r r (6670.10%)

Y, finalmente, el periodo, que se puede poner también en funcion del radio de la 6rbita, en lo que no es sino un uso
de la tercera ley de Kepler

2 2 3 333
oAt gl [ AT s 2n 0 2n (6670107 5457 75 - 1h30 min28 s
GM 9,8R R |98 6370.10 9,8

b) El trabajo para poner en orbita el satélite se obtiene de la diferencia entre la energia mecanica que tiene cuando
estad en la orbita circular y la que tenia cuando se encontraba en la superficie de la Tierra, en reposo. Empezamos
calculando la energia mecanica en la drbita, con la expresion bien conocida

= —9,8R212£ =-9,8.(6370.10°)
r

_ g -lg__gMm 1000

<2 2.6670.10°

Y ahora hallamos la energia cuando el satélite esta en reposo sobre la superficie de la Tierra. Como no tiene energia
cinética, sélo hemos de calcular la energia potencial:

E =-2,98.10" J

orbita

:Ep:_G@
R

9,8R2? =-9,8.R.1000 = -9,8.6370.10°.10° = - 6,24.10° J

sup erficie
asi que el trabajo necesario para poner en érbita el satélite resulta
W=AE=E,  -E =-2,98.10" -(-6,24.10") = 3,26.10" J

orbita sup erficie

SEPTIEMBRE 99
A1.- Las distancias de la Tierra y de Marte al Sol son respectivamente 149,6.10° km y 228,0.10° km. Suponiendo
que las orbitas son circulares y que el periodo de revolucion de la Tierra en torno al Sol es de 365 dias:
a) ;Cual sera el periodo de revoluciéon de Marte?
b) Si la masa de la Tierra es 9,6 veces la de Marte y sus radios respectivos son 6370 km y 3390 km, ;cual sera
el peso en Marte de una persona de 70 kg?
Datos: Gravedad en la superficie terrestre g=9,8 ms™

a) Una aplicacion inmediata de la tercera ley de Kepler, segun la cual los cuadrados de los periodos de revolucion son
proporcionales a los cubos de los radios de las drbitas (en el supuesto de orbitas circulares). De este modo,
T T r
r% =2 = T,=T

T M

228,0°

— 365 -
149,6

= 686,75 dias

=
ey

b) La intensidad del campo gravitatorio en la superficie de un planeta se escribe g =G R—N:, donde M es la masa del

planeta y R su radio. Podemos aplicar esto a las intensidades de campo gravitatorio en las superficies de Tierra y de
Marte
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M M
gTzGR—{=9,8m/sz; gMzGR—g\‘
y obtener la gravedad marciana dividiendo ambas expresiones
My M
Sv _ Su _ R (3390.10°)" 6370’
g 98 M 96M,  3390°.96
RZ  (6370.10%)
asi que una persona de 70 kg pesara en Marte Pmarte =m gy =70. 3,60 = 252 N
casi tres veces menos que en la Tierra, donde su peso sera de 686 N.

=0,368 = g, =0,368.9,8 =3,60 m/s’

Junio 00
A1.— Se pone en orbita un satélite artificial de 600 kg a una altura de 1200 km sobre la superficie de la Tierra. Si
el lanzamiento se ha realizado desde el nivel del mar, calcule:

a) Cuanto ha aumentado la energia potencial del satélite.

b) Qué energia adicional hay que suministrar al satélite para que se escape a la accion del campo gravitatorio

terrestre desde esa orbita.
Datos: Constante de Gravitacion, G = 6,67.107"' N m? kg™; Masa de la Tierra, Mr = 5,98.10% kg;
Radio medio de la Tierra Ry = 6,37.10° m

a) Hemos de considerar los valores de la energia potencial en la superficie de la Tierra y, mas tarde, en la orbita. Por
supuesto, la energia potencial debe escribirse
E = -GMm
r

ya que alturas de 1200 km sobre la superficie de la Tierra estan muy lejos de la aproximacion de Tierra plana. De este
modo, la energia potencial en la superficie de la Tierra es

24
pwertce _ _GMM _ ¢ g7 401 298107600 _ 356 400
P R 6,37.10
y la energia potencial en la orbita queda
5,98.10%.600
7,57.10°
En consecuencia, el aumento de la energia potencial, restando su valor en la érbita menos en la superficie:

AE, = ES®t SRt — _3,16.10" ~(-3,76.10"°) = 6.10° J

P

pove — MM _ ¢ 6710 =-3,16.10" J
r

;Qué hubiese pasado si alguien, alegremente, aplicase la expresion mgh para la energia potencial sobre la superficie
de la Tierra, con h = 1200 km y g = 9,8 m/s?? El resultado habria sido 7,06.10° J, muy por encima del valor correcto
que hemos hallado: usar mgh aqui seria disparatado.

b) Ahora tenemos que fijarnos en la energia mecanica del satélite en su orbita. Como sabemos, esta dada por

24
- E =g - MM 6710128107600 45 4000
27 ar 2.7,57.10

y es negativa, como corresponde a un objeto que esta ligado a la Tierra, describiendo una orbita circular a su
alrededor. Para escapar al campo gravitatorio terrestre, el satélite precisaria una energia mecanica minima de 0 J,

que le permitiria alejarse indefinidamente de la Tierra. En consecuencia, parece claro que la energia adicional
necesaria seria de 1,58.10' J.

E

orbita
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SEPTIEMBRE 00
C1.- a) ;Con qué frecuencia angular debe girar un satélite de comunicaciones, situado en una érbita ecuatorial,
para que se encuentre siempre sobre el mismo punto de la Tierra?
b) ;A qué altura sobre la superficie terrestre se encontrara el satélite citado en el apartado anterior?

Datos: Gravedad en la superficie de la Tierra = 9,8 m s7%;
Radio medio de la Tierra = 6,37.10° m

a) La discusion del satélite geoestacionario en una
orbita ecuatorial se plantea en cualquier listado de
problemas sobre gravitacion terrestre: un clasico
donde los haya.

La figura intenta reflejar lo que sucede: el satélite S
se encuentra en oOrbita a una altura h sobre la
superficie, en el plano ecuatorial terrestre y girando
con una velocidad angular w igual a la de rotacion de
la Tierra sobre si misma, alrededor del eje que pasa
por los Polos. De esta manera, el satélite se
encuentra siempre sobre el mismo punto P de la
superficie terrestre, ya que Tierra y satélite giran de
modo sincronizado.

Obviamente, esto significa que el satélite, como la
Tierra, debe completar una vuelta cada dia; es decir,
ambos tienen un periodo de giro T = 24 h.

Por lo tanto, la velocidad angular (el término frecuencia angular del enunciado se refiere a w) valdra

2t It 797.10% rad/s
T ~ 24.60.60

b) El radio de la drbita del satélite seria la suma del radio terrestre, R, y la altura h de la orbita sobre la superficie de
la Tierra, r = R + h. La velocidad lineal de un satélite en orbita depende, como sabemos, del radio de su orbita

v= /GM (1)
r

de manera que el satélite se mantiene en la érbita, de forma estable, si tiene exactamente esa velocidad. Es
fundamental, en este sentido, entender la relacion precisa entre radio orbital y velocidad, fijada en (1).

Ahora bien, la velocidad lineal en un giro esta relacionada con la velocidad angular, segln V=w.r

de forma que (1) se puede poner V=or= /GM = o= /GM3 (2)
r r

que establece para la velocidad angular el mismo requerimiento que para la velocidad lineal: para ocupar de forma
estable (lo llamamos érbita estacionaria) una orbita de radio r hay que tener precisamente la velocidad angular w
dada por (2), ni mas ni menos.

En consecuencia, si la velocidad angular de nuestro satélite es conocida, podemos hallar su radio orbital:

2 612
0=72710%rad/s= 6N o r-icM =§/9’82R _ [28:6,37.10) _ 43207,62 km
r o (7,27.10°%)

()

y la altura de la drbita sobre la superficie, restando el radio terrestre, quedara
h =r — R =42207,62 — 6370 = 35837,62 km

que es un valor notable, unas 5,5 veces el radio terrestre. Ya que este es un ejercicio que aparece reiteradamente, no
sobraria acordarse del resultado obtenido.
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SEPTIEMBRE 00
A1.— Un satélite artificial de 200 kg gira en una orbita circular a una altura h sobre la superficie de la Tierra.
Sabiendo que a esa altura el valor de la aceleracion de la gravedad es la mitad del valor que tiene en la superficie
terrestre, averiguar:

a) La velocidad del satélite.

b) Su energia mecanica.
Datos: Gravedad en la superficie terrestre, g = 9,8 ms™; Radio medio de la Tierra, R =6,37.10°m

a) Podemos encontrar con facilidad el radio de la d6rbita, puesto que conocemos la expresion de la aceleracion de la
gravedad — la intensidad del campo gravitatorio — debida a la Tierra. Se trata de

M
g:GrT (1)

y depende, como sabemos, de la distancia r al centro de la Tierra. En la superficie, cuando r = R, la gravedad tiene el
conocido valor 9,8 m/s?. Como nos dlcen que en la orbita del satélite la gravedad tiene la mitad de este valor,
sabemos que g all1 arriba vale 4,9 m/s?; de ahi, con (1), nos resultara sencillo hallar r:

4,9=GrMZ /G— 98R - J2R* =R,[2 =9,01.10° m

Ahora, conocido el radio orbital, podemos hallar cualquier cosa: como sabemos, todo depende de r.
Asi, por ejemplo, la velocidad lineal del satélite es

2 6\2
V= GM :J9’8R :\/9’8'(6’37'10) = 6643,39 m/s = 6,64 km/s

r r 9,01.10°

b) Y del mismo modo, la energia mecanica, que depende también de r. Su valor es
2 612
E-—E, 1E _—Gm _ _9,8R*m _ ~9,8.(6,37.10°)".200 —-4,41.10° J
2° 2r 2r 2.9,01.10°

negativo, como corresponde a un satélite en orbita cerrada alrededor de la Tierra.

MopEeLo 01
C1.- Determine la relacion que existe entre la energia mecanica de un satélite que describe una érbita circular
en torno a un planeta y su energia potencial.

La velocidad de un satélite en orbita circular de radio r, alrededor de un planeta de masa M, es

oM 1)
:

de modo que la energia cinética del satélite es E. .= %mvZ = %mGM = G? (2)

r r
y es constante. Es un buen momento para recordar que la velocidad (1) es correcta en una érbita circular, caso
particular sencillo: finalmente, se trata de un giro uniforme. En una orbita eliptica, (1) deja de ser aplicable, y la
velocidad del satélite es variable, de forma que su energia cinética no esta dada por (2); obviamente, no es
constante. Por suerte, estamos tratando con una orbita circular.

La energia potencial del satélite (con mas rigor, la energia potencial del sistema planeta—satélite) esta dada por

E, =-G— (3)
r
de manera que, como la distancia r del satélite al planeta es siempre la misma, la energia potencial es también
constante, y una sencilla inspeccion de (2) y (3) revela que su valor es doble, pero negativo, que el de E.. Asi de
sencillas son las cosas en una orbita de este tipo. La expresion (3) es correcta siempre, sea cual sea la orbita, pero es
constante sélo si la 6rbita es circular, por razon obvia.

La energia mecanica es la suma de cinética y potencial: siendo ambas constantes, la energia mecanica lo sera
también, de forma trivial. Su valor es

Mm Mm

E=E+E, = G——G— -G— (4)
2r r 2r

negativo, e igual a la energia cinética cambiada de signo. También es, evidentemente, la mitad de la energia
potencial. Una vez mas, como ha sucedido con (2), esta expresion solo es valida en orbitas circulares.
En orbitas conicas (circulos, elipses, parabolas, hipérbolas), de forma general, la energia mecanica es constante, ya
que esto es una consecuencia de que las fuerzas gravitatorias son siempre conservativas. Pero, salvo que la érbita sea
circular, no se puede emplear ni (2) ni (4). Cuando se trata de orbitas elipticas, la expresion (4) para la energia total
puede emplearse convirtiéndola en
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E-—GMM _ cre
2a

donde a es el semieje mayor de la drbita, que es facil de conseguir si se tienen las distancias al planeta en el afelio y
en el perihelio.

Del mismo modo, el momento angular de un satélite siempre es constante, ya que eso es consecuencia de que la
fuerza gravitatoria ejercida por el planeta es central. Sin embargo, la expresion

L =mvr (5)
empleada frecuentemente para calcular su mddulo, es correcta en una orbita circular y no lo es, en cambio, en otras

conicas. Para el caso de orbitas elipticas, como hemos discutido en alguna otra ocasion, (5) es valida en el afelio y en
el perihelio.

MobEeLo 01
A1.— El periodo de revolucién del planeta Juapiter en su orbita alrededor del Sol es aproximadamente 12 veces
mayor que el de la Tierra en su correspondiente orbita. Considerando circulares las érbitas de los dos planetas,
determine:

a) La razon entre los radios de las respectivas orbitas.

b) La razon entre las aceleraciones de los dos planetas en sus respectivas oérbitas.

a) La tercera ley de Kepler, la llamada ley de los periodos de revolucion, es la respuesta inmediata a esta sencilla
cuestion. La ley, para orbitas circulares, dice que los cuadrados de los periodos de revolucion son proporcionales a
los cubos de los radios de las orbitas.

En términos practicos, la expresion matematica de la ley es T2 = AL (1)
donde T es el periodo de rotacion de un planeta y r su radio de giro. La constante A es, en eso consiste la esencia de
la ley, la misma para todos los objetos que orbitan alrededor del Sol. De hecho, su valor es
2
L
GM
siendo M la masa del Sol. Asi, el valor de A depende Unicamente de la masa del objeto central alrededor del que se
orbita. Asi, para satélites que giran alrededor de la Tierra, la masa M que aparece en (2) seria la de la Tierra.

La aplicacion de (1) resuelve la primera pregunta. Sean Tt y T, los periodos de rotacion de Tierra y Jipiter,
respectivamente; sus radios orbitales alrededor del Sol seran rr y r,. La ley (1), escrita para cada uno, es

(2)

T} = Ar} (3); T} = Ar} (3)
2 3 2 3
y, dividiendo miembro a miembro T—JZ = A—ré = LJZ = %
T. Ar. T r

T

asi que basta acudir al enunciado para resolver =144 = r,=3/144r. = r,=5,24r,

b) La aceleracion de un planeta en orbita circular tiene una doble significacién: de un lado, es la aceleracion
centripeta en un giro uniforme

a=a =—=0"r (4)

pero también se trata de la aceleracion de la gravedad (intensidad del campo gravitatorio) solar en la drbita, que se
escribe

M
a=g=G3 (5)

donde M es la masa del Sol. Las expresiones (4) o (5) pueden usarse de forma alternativa; en realidad, la buena
comprension de esta identidad es la clave de la discusiéon de una orbita circular.

En nuestro caso, (5) resolvera de forma sencilla la razéon que nos piden; para ello, escribimos los valores de g en cada
una de las orbitas (g7 en la orbita terrestre, g, en la joviana) y dividimos miembro a miembro:

6y &

Sr r_H_0

M 1 r2

gJ GrT rT T
J J

asi que, usando el resultado del apartado anterior para la relacion entre los radios de las dérbitas

S _
S,
deducimos que la gravedad solar es 27,47 veces mas intensa en la orbita de la Tierra que en la de Jlpiter.

—
)

2 =5247 = 27,47
2

—

Ricardo Lépez / Febrero Pag. 12 de 43



Junio 01
C1.—En el movimiento circular de un satélite en torno a la Tierra, determine:
a) La expresion de la energia cinética en funciéon de las masas del satélite y de la Tierra y del radio de la
orbita.
b) La relacién que existe entre su energia mecanica y su energia potencial.

Un satélite en orbita circular en torno a la Tierra describe un giro uniforme: esto es una consecuencia de la ley de las
areas aplicada a esta trayectoria sencilla (para barrer areas iguales en tiempos iguales, cuando se describe una érbita
circular, hay que moverse con velocidad constante).

La unica fuerza que actla sobre el satélite, la de atraccion
gravitatoria terrestre, ha de ser una fuerza centripeta,
exclusivamente dedicada a variar la direcciéon de la velocidad, y no
su modulo.

La fuerza centripeta necesaria sobre un objeto de masa m, girando
con velocidad constante v en una trayectoria circular de radio r, es la
conocida expresion
2
v
F.=mo’r=m— (1)
r

y debe estar dirigida, como es bien sabido, hacia el centro de giro. En
la situacion de un satélite en orbita circular terrestre, la fuerza
gravitatoria sobre el satélite esta dada por Newton,

F,=G g )

de modo que esta fuerza gravitatoria tiene que cumplir el papel de
fuerza centripeta necesaria para que exista giro del satélite. Dicho en
términos muy sencillos, necesitamos una fuerza centripeta como la
que muestra (1), y lo que tenemos es la fuerza gravitatoria que aparece en (2): si el satélite ha de mantenerse en
orbita estable, debe ser igual la fuerza que necesitamos, (1), que la que tenemos, (2). Notese que no hablamos de dos
fuerzas — la Unica fuerza que hay aqui es la gravitatoria, que aparece en la figura —, sino de que esta fuerza tiene
que asumir el papel de fuerza centripeta.

Asi, (1) debe ser igual a (2). ;Qué pasa si esto no sucede? Pues que el satélite no se mantiene en la orbita de radio r:

Si (1) > (2), la fuerza gravitatoria es demasiado pequefa y no es capaz de retener al satélite, que se alejara de la
Tierra, quiza a otra orbita de mayor tamano.

Si (2) > (1), hay demasiada fuerza gravitatoria y el satélite se acerca a la Tierra, quiza a una 6rbita de radio menor.

El mantenimiento de la drbita estacionaria de radio requiere que (1) = (2), de forma exacta. De esa identificacion se
sigue

m— =G — = V= GM (3)

la muy empleada expresion de la velocidad exacta que debe tener un satélite en una orbita circular de radio r; por
supuesto, M es la masa de la Tierra y, como puede verse, no importa la masa m del satélite: para estar en esa orbita,
cualquier satélite debe tener precisamente esa velocidad.

a) Como consecuencia inmediata, la energia cinética del satélite de masa m en orbita circular de radio r resulta ser

E = my? =1m( GM)2 _gMm

—_— 4
c 2 2 r 2r “)

b) La energia potencial de una pareja de masas M y m, situadas a una distancia r, viene dada por
_gMm

E =
P r

(5)

y frecuentemente, cuando tratamos situaciones como la que nos ocupa, solemos referirnos a ella en términos de
energia potencial del satélite: eso esta mal expresado, ya que toda energia potencial se refiere, en los términos mas
simples, siempre a pares de objetos y no a objetos individuales. Del modo que sea, se trata de una costumbre muy
extendida y que aceptaremos como un vicio de lenguaje.

La energia mecanica del satélite seria entonces la suma de las energias cinética (del satélite, con toda propiedad)
expresada en (4) y potencial (del par Tierra—satélite) expresada en (5). Deberiamos recordar una vez mas que (5) es
una expresion valida en cualquier tipo de orbita, pero (4) lo es Unicamente en orbitas circulares. La energia
mecanica resulta

E-E+E —GMM_gMm__oMm
P 2r r 2r

(6)

que es, de forma obvia, la mitad de la energia potencial, E = %Ep = -E_. Este resultado depende de expresiones

como (4), valida en orbitas circulares, de forma que debe usarse en ese tipo de orbitas.
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Junio 01
A1.— Dos satélites artificiales de la Tierra S; y S, describen en un sistema de referencia geocéntrico dos orbitas
circulares, contenidas en un mismo plano, de radios r; = 8000 km y r, = 9034 km respectivamente. En un
instante inicial dado, los satélites estan alineados con el centro de la Tierra y situados del mismo lado:
a) ;Qué relacion existe entre las velocidades orbitales de ambos satélites?
b) ;Qué relacion existe entre los periodos orbitales de los satélites? ;Qué posicion ocupara el satélite S,
cuando el satélite S; haya completado seis
vueltas, desde el instante inicial?

a) La figura muestra la situacion descrita en el
enunciado: los satélites S; y S, describen orbitas
alrededor de la Tierra, girando en el mismo plano con
radios r; y r,. El instante inicial a que refiere el
enunciado es el que se representa, estando las
posiciones de los satélites alineadas con el centro O de
la Tierra.

Como sabemos, la velocidad lineal de un satélite en
orbita circular sobre la Tierra esta dada por

V:JGM (1)
r

donde M es la masa de la Tierra y r el radio de la orbita. Aplicando (1) a los satélites S; y S, podemos encontrar la
relacion existente entre sus velocidades orbitales:

oM f
Vi _ _Nn_n (9034 4
v, M 1 r, 8000
rZ rZ

de modo que v4 = 1,06 v,, la velocidad del satélite mas bajo es ligeramente mayor que la del satélite mas lejano.

el

b) La respuesta es la tercera ley de Kepler, relativa a los periodos de revolucion: sus cuadrados son proporcionales a
los cubos de los radios de las orbitas, si es que son circulares. De manera que, conociendo los radios, no tenemos

ninguna dificultad
2 3 3 3
L22=%=90343 N T _ f90343 “1,2
T r} 8000 T, 8000

en hallar la relacion entre los periodos, que es T, = 1,2 T4, casi exactamente. Cuando el satélite S; haya girado seis
veces, desde el instante representado en la figura, habra pasado un tiempo

t= 6T1
y, en ese tiempo, el nUmero de vueltas dado por S, se obtendria dividiendo t por el periodo de giro T,
Numero de vueltas de S; = L 6T = 6T, =
, T, 12T,

resultando, como se ve, 5 vueltas completas. En consecuencia, cuando S; haya completado seis vueltas la situacion
volvera a ser exactamente la misma que en el instante representado en la figura, con los satélites alineados con
el centro O de la Tierra, aunque S, habra girado una vuelta menos.

SEPTIEMBRE 01
C1.- Un proyectil de masa 10 kg se dispara verticalmente desde la superficie de la Tierra con una velocidad de
3200 m/s: a) ;Cudl es la maxima energia potencial que adquiere?
b) ¢(En qué posicion se alcanza?
Datos: Gravedad en la superficie de la Tierra = 9,8 m s?; Radio medio de la Tierra = 6,37.10° m

a) Una velocidad de 3200 m/s es bastante grande, casi un tercio de la velocidad de escape de la Tierra. Por
consiguiente, no puede discutirse este problema desde la aproximacion de Tierra plana, usando mgh como medida
de la energia potencial, ya que el proyectil subird hasta una altura h en absoluto despreciable frente al radio
terrestre R.

Escribiremos entonces la energia mecanica del proyectil en la forma
1 m
E=E+E, = Emvz—GM— = constante
r

donde M es la masa de la Tierra, m la del proyectil, v es la velocidad de éste y r su distancia al centro de la Tierra.
Como sabemos, la energia mecanica se conserva constante, ya que la fuerza gravitatoria terrestre es conservativa.
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Asi, escribiremos que la energia mecanica en el momento de salir desde la _

. . . v =3200 m/s
superficie terrestre, con la velocidad de 3200 m/s, debe valer lo mismo que la
energia mecanica en el lugar donde el proyectil, al alcanzar su altura maxima /
sobre la superficie, se detenga. Esto es: R,

—myv -m.0*-G— .

2 2 r v
de modo que, en la posicion de maximo alejamiento de la Tierra, toda la A
energia es potencial, y ahi es donde toma su maximo valor. Podemos hallar la
energia mecanica en el momento de salir, puesto que conocemos todos los h
datos necesarios: el producto GM, ya que el enunciado no facilita el valor de la /
masa M de la Tierra, ni tampoco el valor de la constante G, se consigue
recordando que el valor de la intensidad de campo gravitatorio en la Dy’
superficie de la Tierra es el valor 9,8 m/s? <

1 Z—GM=1 Mm A
R

n
o

g=9,8=Gﬂ2 = GM = 9,8R? €
R

asi que la energia mecanica en el momento del lanzamiento se escribe

2
1mVZ_GM: 1mvz_m:1mvz_9,8Rm
2 R 2

y su valor sera

%mv2—9,8Rm = %10.32002—9,8.6,3.106.10 =-5,73.10° J

2 R

de manera que la energia potencial en el punto de maximo alejamiento, donde toda la energia es potencial, sera

E = -gMmM
;

=-5,73.10° J (1)

A menudo nos parece raro un resultado como este, estando como estamos acostumbrados a emplear la energia
potencial gravitatoria mgh, en la aproximacion de Tierra plana: con una formula como esta, las energias potenciales
por encima de la superficie terrestre son positivas, y eso es lo que hemos visto casi siempre. Pero no podemos usarla
aqui, ya que nuestro proyectil se aleja demasiado de la superficie terrestre, y no podemos aceptar que g = 9,8 m/s?
como valor constante a medida que nos alejamos de la superficie; de hecho, como sabemos, g decrece con el
cuadrado de la distancia al centro de la Tierra.

Las dos expresiones para la energia potencial terrestre tienen varias diferencias, y una de ellas es el lugar donde la
energia potencial es cero. La tabla que sigue muestra ese y otros aspectos de interés en la comparacion entre ambas:

;Qué necesitamos saber? ;Donde se puede aplicar? ;Donde toma el valor 0?

En cualquier punto por encima

> . A distancia infinita del
de la superficie terrestre, sin

Mm r es la distancia al centro de

p = r la Tierra iy A centro de la Tierra.
limite de alejamiento.
h es la altura sobre la En las inmediaciones de la
Ep, = mgh superficie, a una altura h tal que @ En la superficie terrestre.

superficie terrestre h <<<R

Hay algo, sin embargo, que si podemos hacer: podemos cambiar el cero de cualquier energia potencial, ya que
podemos sumarle cualquier constante. Recuérdese, en este sentido, que la energia potencial asociada a cualquier
fuerza conservativa esta indeterminada.

La energia potencial del proyectil en el momento en que es lanzado desde la superficie de la Tierra es
Mm _ 9,8R’'m

EZUperflae — _G

R R

de modo que podemos ver cuanta energia potencial ha ganado al subir hasta pararse: se tratara de la diferencia
entre el resultado (1), que da la energia potencial arriba, y (2), que da la energia potencial abajo. Eso seria

AE, = -5,73.10° (- 6,24.10°) = 5,1.10" J (3)

- -9,8Rm =-9,8.6,37.10°.10 = — 6,24.10° J 2)

y asi podriamos manejar una cantidad positiva, en lugar de la negativa que tenemos en (1). Para zanjar cualquier
posible duda, resaltemos que la Unica diferencia entre (1) y (3) esta en el lugar donde se tiene la energia potencial
cero: para (1), esta en infinito; para (3), en la superficie de la Tierra.

b) Para saber en qué posicion se alcanza la maxima energia potencial basta ir a (1) para despejar r. Recordando que
tomamos GM = 9,8 R?, las cuentas son
2 612
_ 9,8R nl _ 9,8.(6,37.108) .10 ~ 6,94.10° m
5,73.10 5,73.10

lo que significa una altura sobre la superficie terrestre

=-57310°) = r

_gMm
r
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h=r—R=6,94.10° — 6,37.10° = 5,7.10° m = 570 km
una cantidad que confirma nuestras precauciones acerca del uso de mgh como energia potencial: de ningn modo se
puede decir que 570 km son despreciables frente a 6370 km. A esta altura, la aceleracion de la gravedad es

2 2
g- GMz _ 9,82R _ 9,8.6,3;7 ~826m/s
r r 6,94
notablemente menor ya que los 9,8 m/s? de la superficie. Otra forma de confirmar la magnitud de los errores que
cometeriamos seria usar mgh a esa altura

mgh=10.9,8.5,7.10° = 5,6.10" J
y comparar este resultado con (3): habriamos cometido un error del orden del 9%, muy por encima de lo que se puede
aceptar.

MobELo 02
C1.- a) (A qué altitud tendra una persona la mitad del peso que tiene sobre la superficie terrestre? Exprese el
resultado en funcion del radio terrestre.
b) Si la fuerza de la gravedad actua sobre todos los cuerpos en proporcion a sus masas, ;por qué no cae un
cuerpo pesado con mayor aceleracion que un cuerpo ligero?

a) El peso de una persona se expresa como P = mg, donde g es la intensidad del campo gravitatorio en el punto en el
que se encuentra. Llamemos gy y Py a la intensidad de campo y el peso correspondiente en la superficie de la Tierra,
donde go = 9,8 m/s?, como sabemos

gozGR—Aﬁ=9,8m/s2 (1)

Para que el peso se reduzca a la mitad, la intensidad de campo g debera ser la mitad de gy. Eso sucedera a una
distancia r del centro de la Tierra tal que

g_GM_lg _1 ﬂ
T 27 2 TR

y si el resultado debe ser expresado en términos de altitud sobre la superficie terrestre, entonces sera
h=r-R=R\2-R=R(/2-1=0,41R

b) La respuesta a esta cuestion tiene que ver con la identidad entre la masa inercial de un cuerpo cualquiera y su
correspondiente masa gravitatoria. La fuerza que actla sobre un cuerpo en un campo gravitatorio es

P=mgg (2)
donde g es la intensidad de campo en el punto que ocupa el cuerpo y mq es la masa gravitatoria de éste. Esta fuerza
acelerara al cuerpo, de acuerdo con la segunda ley de la dinamica de Newton

F=m;a 3)
donde F es la fuerza que actUa sobre el cuerpo, en nuestro caso P, y m; es la masa inercial del cuerpo. Escribiendo en
(3) el valor de la fuerza P, queda

= rr*=2R* = r=R\/E

mg
mgg=m;a = a=—g (4)
mi
como expresion para la aceleracion de un cuerpo bajo la accién de la fuerza gravitatoria. Ahora bien, resulta que el
cociente entre las masas gravitatoria e inercial de un cuerpo cualquiera es el mismo siempre, con independencia
del cuerpo que usemos. Este es un hecho experimental, y en Ultima instancia significa que existe algin tipo de
relacion profunda entre la gravedad y la inercia, que todavia no es bien comprendida.

. . . m
Con un sistema de unidades adecuado, se puede hacer que el cociente — =1 = m,=m,

de modo que la masa gravitatoria de un cuerpo y su masa inercial tendrian el mismo valor (lo que es bien distinto que
decir que serian la misma cosa, si se piensa un poco), y se expresarian de forma comin como lo que solemos llamar
masa m del cuerpo,

m=mg=m

g i
Evidentemente, y como corolario, la aceleracion (4) con que se moveria cualquier cuerpo quedaria a = g, fuese cual
fuese el cuerpo empleado. Por cierto, la intensidad de campo gravitatorio g en un punto se llama aceleracion de la

gravedad en ese punto por esta razon: resulta que, ademas de expresar la fuerza que actuaria sobre 1 kg colocado
en ese punto, también mide la aceleracion con que se moveria cualquier objeto ahi situado.

Ricardo Lépez / Febrero Pag. 16 de 43



MobELO 02
A1.— Dos planetas de masas iguales orbitan alrededor de una estrella de masa mucho mayor. El planeta 1 se
mueve en una 6rbita circular de radio 10" m y periodo de 2 afios. El planeta 2 se mueve en una é6rbita eliptica,
siendo su distancia en la posicion mas proxima a la estrella 10" m y en la mas alejada 1,8.10"" m.

a) ;Cual es la masa de la estrella? (0,5 puntos)

b) Halle el periodo de la érbita del planeta 2. (0,5 puntos)

c) Utilizando los principios de conservacion del momento angular y de la energia mecanica, hallar la

velocidad del planeta 2 cuando se encuentra en la posicién mas cercana a la estrella. (1 punto)

Datos: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67.10™"" N m? kg™

a) Sea M la masa de la estrella. La tercera ley de Kepler, de
los periodos de revolucion, se escribe de modo muy sencillo
para una orbita circular

47
=—r
GM
de manera que, conociendo el radio de la o6rbita circular del

planeta 1, asi como su periodo, se despeja M sin mayores
dificultades:
4n* 47’

7= =T 2
GT 6,67.107"(2.365.86400)

Planeta 2

T (M

10%=1,49.10" kg

b) Para una orbita eliptica, la tercera ley de Kepler se escribe

igual que en (1), sustituyendo el radio de la drbita circular por el semieje mayor de la orbita. Esto seria
47[:2 3

=——a
GM

donde a es el semieje mayor de la orbita del planeta 2. La figura muestra la distancia del planeta 2 a la estrella en el

perihelio, rp = 10" m, y en el afelio, r, = 1,8.10" m. Es facil comprender que el semieje mayor, a, se consigue
haciendo

T @)

11 11
ao b+l _ 10"+ 1,8.10 ~14.10" m
2 2
y ahora podemos usar (2), metiendo ahi este valor de a y la masa M de la estrella, calculada previamente. Asi

obtenemos el periodo del planeta 2:

2 2
T= A% i —.(1,4.10") =1,04.10° s = 3,31 afios
GM 6,67.10".1,49.10

) El momento angular L y la energia mecanica E = E. + E, son los invariantes de un objeto moviéndose bajo fuerzas
gravitatorias. La velocidad lineal, la energia cinética o la energia potencial, que son constantes en una érbita
circular, no lo son en una orbita eliptica, ni en ninguna otra trayectoria conica fuera de la circular.

Podemos escribir la energia mecanica del planeta, en cualquier posicion, como funcion de su distancia a la estrella y
de su velocidad:

1

E=E+E, = Tyve_gMm

r

y el resultado es siempre el mismo: es, como ya hemos dicho, una constante del movimiento del planeta. En
particular, podemos escribir que la energia mecanica es la misma en el afelio que en el perihelio

—-m =—mv
2 ry r

De otro lado, el momento angular (o, mas exactamente, su modulo) se puede escribir de manera sencilla en el afelio y
en el perihelio

Ty _gMm _ 12 gMm (3)

L=mv,r, = mv,r, 4)

pero no asi en otros puntos de la drbita, como ya hemos discutido en alguna ocasion. En cualquier caso, tratamos con
los dos puntos singulares A y P, afelio y perihelio. De entre las igualdades (3) y (4) se obtiene la respuesta a la
cuestion que nos ocupa. En efecto, de (4)

Vo, 1,8.10"
v, I 10"
tenemos una sencilla relacion entre las velocidades del planeta 2 en su afelio y perihelio. Si esta igualdad se lleva a
(3), al tiempo que se simplifica m, queda
1 M1 M 1 1 11
Evi—Gr:EV§—Gr = Vg—Vi =ZGM(r———) = (1’8VA)2_Vi :zGM(*—a)

A P P Ta I

Mv,r, =MV, = V[, =V, =

=18 = v,=18y,
A

asi que, con los valores de M, r, y rp que tenemos, el resultado queda
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1 1 2GM 1 1 2.6,67.107"".1,49.10”° 1 1
1,8v,)*-v2 = 2GM(——— v, = ——) = ’ J - =1,26.10* ms™
(L8VA)"=Va R ¥y Ry \/ 1,821 o™ 18.10™

algo mas de 12,5 km/s; un resultado que puede juzgarse por comparacion con la velocidad de la Tierra alrededor del
Sol, de unos 30 km/s. Son del mismo orden de magnitud, y la mayor velocidad de la Tierra se explica porque la masa
del Sol es mayor (unas 13 veces) que la de esta estrella.

Junio 02

C1.-Un planeta esférico tiene un radio de 3000 km, y la aceleracion de la gravedad en su superficie es 6 m/s?.
a) ;Cual es su densidad media?
b) ;Cual es la velocidad de escape para un objeto situado en la superficie de este planeta?

Dato : Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67.10™"" N m? kg2

a) La aceleracion de la gravedad en la superficie de un planeta es
M
R?
donde M es la masa del planeta y R su radio. Por otro lado, suponiendo que la densidad del planeta es constante (o, lo
que es lo mismo, suponiendo que tiene simetria esférica y empleando su densidad media p), la masa M se escribe

g=G (1)

M:pV:p%nR3

4 53
—pnR
3 p

RZ
tenemos una expresion de la gravedad en la superficie de un planeta en funcion de su densidad media y de su radio.
Esto nos permite responder de forma inmediata a la primera cuestion
3 6

" 47 6,67.107.3.10°

algo mayor que la densidad media de la Tierra, que es de 5,5 g/cm®.

y, llevando esto a(1) g = G% = = %ﬂ:GpR (2)

6m/52:%nGp.3.106 = p =7,16.10° kg/m* =7,16 g/ cm’

b) Como sabemos, la energia mecanica minima que precisa un objeto Ve v=0
para escapar de la gravedad del planeta es 0 J. Si v, es la velocidad / A
con que lo lanzamos desde la superficie, perpendicularmente a ella, . e

su energia mecanica en el momento del despegue es R, .

1mvﬁ _gMm _g s
2 R

de donde se sigue la conocida expresion para la velocidad de escape, Ve

v, = |26M
R P

asi que solo resta hacer las cuentas. Para evitar calculos engorrosos, s
usaremos el valor de g en la superficie para escribir el producto GM:

g:6m/52:6% = GM = 6R?
y la velocidad de escape quedara
V.= ZG% = 12R =,/12.3.10° =6000 m/s =6 km/'s

poco mas de la mitad que la velocidad de escape de la Tierra: eso
parece razonable, ya que la gravedad de este planeta en la superficie es notablemente inferior a la terrestre.
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Junio 02
A1.— La velocidad angular con la que un satélite describe una orbita circular en tomo al planeta Venus es
1,45.10~* rad/s y su momento angular respecto al centro de la érbita es 2,2.10'2 kg m?2s™ .

a) Determine el radio de la 6rbita del satélite y su masa.

b) ;Qué energia seria preciso invertir para cambiar a otra oérbita circular con velocidad angular 10 rad/s?
Datos: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67.10™"" N.m2.kg™%; Masa de Venus = 4,87.10%* kg
a) La velocidad angular w y la velocidad lineal v de un satélite en orbita circular se relacionan segin

v=wr (1)

Sabemos, ademas, que la velocidad lineal del satélite en orbita circular de radio r, alrededor de Venus, cuya masa es
M, se escribe

(2)

de forma que es inmediato obtener r

v:cor:JGM = r
r

De otro lado, el mddulo del momento angular se escribe
L=mvr 3)
de modo que podemos sustituir el valor de r conseguido para obtener m:

L L 2,2.10"
m=—=—_ = ’ = 24,47 k
vr  or?  1,45.10.2,49*.10" ¢

V= GM
\ r

_ /oM
(DZ

-1 24
N r:i/6,67.10 A87.10% ) o 67 m

1,45%.107

b) La idea basica en este apartado es que cada orbita del satélite tiene una determinada energia mecanica asociada.
Para cambiar de érbita es necesario recibir, o desprenderse, de la diferencia de energias mecanicas entre las orbitas
inicial y final. La energia mecanica de un satélite en orbita circular se escribe generalmente en funcion del radio de la
orbita, de acuerdo a

_GMm

E= —_—
2r

“4)

pero, en este ejercicio, seria comodo escribirla como funcion de la velocidad angular del satélite, para evitar la
repeticion de otro radio orbital, como se ha hecho mas arriba. Esto se puede conseguir a partir de (2)

V=(or=4/GM = r:#%
r ®

y solo hay que sustituir en (4) para tener

Eo_gMm_ g Mm__ 1 oM (5)
2r GM 2
23—
[O)

Esta es una manera poco frecuente de hacer los calculos, pero util en este ejercicio. Ahora tenemos las energias en
las dos orbitas:

Orbita inicial E = —%m%/ G’M’ m = —% 24,47 %/6, 67>.107.4,87°.10* 1,45 .10 = -1,60.10° J

Orbita final E, = —%m%/ G*M2e? m = —% 24,47 36,677 107 .4,877.10%.10° = —-1,25.10° J

de modo que la orbita final es mas energética (mas grande, por tanto): eso era evidente desde que la velocidad
angular en ella es menor que en la inicial. La energia necesaria para el cambio es la diferencia entre ambas:

AE =E, -E, = -1,25.10° -(-1,60.10%) = 3,5.10" J =35 MJ
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SEPTIEMBRE 02
A1.— Se pretende colocar un satélite artificial de forma que gire en una 6rbita circular en el plano del ecuador
terrestre y en el sentido de rotacién de la Tierra. Si se quiere que el satélite pase periédicamente sobre un punto
del ecuador cada dos dias, calcule:

a) La altura sobre la superficie terrestre a la que hay que colocar el satélite.

b) La relacion entre la energia que hay que comunicar a dicho satélite desde el momento de su lanzamiento

en la superficie terrestre para colocarlo en esa orbita y la energia minima de escape.
Datos: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67.10""" N m? kg2; Radio de la Tierra, Rr = 6370 km;
Masa de la Tierra, Mr =5,98.10% kg

a) La condicién que imponen se refiere al periodo del satélite, e implica que éste ha de ser de 2 dias. Eso nos permite
conocer el radio de la orbita circular, empleando para ello la tercera ley de Kepler:
4 i/GN\T2 i/6,67.10”.5,98.102‘*.(2.24.3600)2
=—r = r= =
GM 4r? 4n?
y ahora, la altura sobre la superficie, restando el radio terrestre
h=r—R=67068,4 — 6370 = 60698 km

T = 67068,4 km =6,71.10" m

b) La energia que hay que comunicar al satélite para ponerlo en orbita desde la superficie terrestre es la diferencia
entre la energia orbital necesaria alli arriba

E _ Mm

Orbita - Zr
y la energia potencial que tiene el satélite cuando se encuentra en reposo sobre la superficie terrestre, es decir

Esuperficie - _ G Mm

P R
donde R es el radio de la Tierra y r el radio orbital. La energia necesaria en el lanzamiento es la energia cinética que
debemos aportar cuando lo lanzamos, y es, como decimos, la diferencia

Mm Mm 1 1

lanzamiento -G 2 _(_G R ) = GMm(ﬁ_E)

Por otro lado, la energia minima de escape es la energia cinética que debemos imprimir al satélite para que, al
lanzarlo verticalmente, se aleje indefinidamente de la Tierra, hasta alcanzar una distancia infinita. Como sabemos,
eso requiere lanzar el satélite con la velocidad (minima) de escape

VE=JZGM
R

1mvi:GM
R

minima escape 2

es decir, proporcionarle una energia cinética E

Este resultado podria haberse escrito directamente: para alejarse indefinidamente de la Tierra, la energia total del
satélite ha de ser, como minimo, 0 J. Por tanto, partiendo de su situacion en reposo sobre la superficie de la Tierra,
hemos de darle como minimo una energia cinética igual a su energia potencial, con signo positivo. Ese es
precisamente el valor que acabamos de escribir.

La relacion entre las energias involucradas en ambos lanzamientos resulta, entonces,

1 1 1 1 2r-R

Eaamenssne _ OMR gr) | R ar _ 2rR _2r-R _2.67068,4-6370 .

Eminima escape GMm 1 1 1 2r 2. 67068, 4

R R R
asi que la energia minima de escape es solo un 5% mayor que la energia involucrada en el lanzamiento. Esto no
deberia resultar extrafio si se considera que se trata de una orbita bastante alejada de la Tierra, con un radio que
supera en mas de diez veces al radio terrestre.
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MobELo 03
C1.- Un planeta esférico tiene una masa igual a 27 veces la masa de la Tierra, y la velocidad de escape para
objetos situados cerca de su superficie es tres veces la velocidad de escape terrestre. Determine:

a) La relacion entre los radios del planeta y de la Tierra.

b) La relacién entre las intensidades de la gravedad en puntos de la superficie del planeta y de la Tierra.

a) La velocidad de escape desde la superficie de un planeta es la conocida

[ M
Ve =262 M

donde M es la masa del planeta y R es su radio. Podemos escribir, entonces, las velocidades de escape para la Tierra 'y
para el planeta en cuestion:

e

para la Tierra ylem — ZG% (2)

para el planeta Vo = ZGR—P 3)

\ T
Planeta M
P

de modo que basta dividir miembro a miembro, y tener en cuenta las indicaciones del enunciado para obtener la
relacion entre los radios:

Tierra 1 ZG% M R R
VPelaneta =35~ 4 = = —* = 2 = RP = 3RT
v 3 ZG& M:R; \j 27R,
RP
b) La intensidad gravitatoria en la superficie terrestre se escribe g, = G% (4)
T
mientras que la intensidad del campo en la superficie del planeta es g, = % (5)

asi que basta dividir miembro a miembro (5) y (4) para obtener

G 7 2
&—7RP:MPRT:277:3 = g, =3¢
S GMT MTRIE 9 i T

R?

MopELo 03
A1.— Jupiter tiene aproximadamente una masa 320 mayor que la de la Tierra y un volumen 1320 superior al de la
Tierra. Determine:
a) A qué altura sobre la superficie de Juapiter deberia encontrarse un satélite, en érbita circular en torno a
este planeta, para que tuviera un periodo de 9 horas 50 minutos.
b) La velocidad del satélite en dicha orbita.
Datos: Gravedad en la superficie de la Tierra, g = 9,8 m/s? ; Radio medio de la Tierra, Ry = 6,37.10° m

a) La ley de los periodos, escrita para este satélite, es
2
47 P )

GM,

donde T =9 h 50’ = 35400 s es el periodo; M, = 320 M; es la masa de JUpiter, 320 veces mayor que la de la Tierra. De
aqui podemos obtener el radio orbital del satélite:

o 3\/GMJT2 _ 3\/3ZOGMTT2

T =

477 477
y ahi, para operar, recordaremos que la gravedad en la superficie de la Tierra es la conocida 9,8 m/s? y se escribe
g, = G% =9,8 = GM,=9,8R:
T

asi que nos quedara
o i/ 320GM, T? i/ 320.9,8.R2 T i/ 320.9,8.6,372.10" 354007
B 47’ B 477 B 47’
Por otra parte, el radio de JUpiter se obtiene conociendo la relacion de voliumenes Jipiter—Tierra:

=1,59.10° m
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4

—nR? 3
v, 377 _R] 7
— =320 = == = R, =3 320 R, =6,84R; =4,36.10" m
V; 4 R3 R:

3R

de manera que la altura del satélite sobre la superficie de Japiter resulta valer
h=r—R,=1,59.10° — 4,36.10" = 1,15.10® m

b) La velocidad del satélite en odrbita circular estacionaria alrededor de Jlpiter, con el radio r calculado ya, resulta
inmediata:

2 2 12
v=\/GMJ:\/G320MT:\/3209’8RT= 320w:28289,7m/s=28,3km/s
r r r 1,59.10

Junio 03
C1.- Suponiendo un planeta esférico que tiene radio la mitad del radio terrestre e igual densidad que la Tierra,
calcule:
a) La aceleracion de la gravedad en la superficie de dicho planeta.
b) La velocidad de escape de un objeto desde la superficie del planeta, si la velocidad de escape desde la
superficie terrestre es 11,2 km/s.
Datos: Aceleracion de la gravedad en la superficie de la Tierra, g = 9,81 m/s?

a) La aceleracion de la gravedad en la superficie de un planeta se escribe generalmente
M
g= GF (1)

donde M es la masa del planeta y R su radio. Aceptando que la densidad del planeta es constante, y su valor es p,
podemos modificar esa expresion, ya que la masa del planeta

M=pV:p§rcR3

4 53
M 3PR 4
llevada a (1) deja 8=G— =G=——=—-nGpR (2)
R R 3
expresion que podemos usar para el planeta P y la Tierra T:
Para el planeta g, = ﬁnGpP R, (3); Para la Tierra g, = irpoT R; 4)

3 3
asi que, dividiendo miembro a miembro, tenemos la relacion entre las intensidades gravitatorias respectivas:

4

2 Gp,R
& 370 _pR R 18981 gimys
g, %nGpTRT pR, R, 2 2 2

b) La velocidad de escape desde la superficie terrestre es

[ M [8
vl = 2GR—TT= — - ErpoTRi (5)

escrita en funcion de la densidad y el radio terrestres. De modo analogo, la velocidad de escape desde el planeta es

- /zc%z L T /%nGpPRg ©)
P

de manera que, dividiendo miembro a miembro de nuevo,

/8 2

p —nGp,R; 2 T

ve V3 SR R T Ye M2 g5 ks
Ve p:Ry R, 2 2 2

8
\/EEGPTR‘ZF
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JuNio 03
A1.— Mercurio describe una érbita eliptica alrededor del Sol. En el afelio su distancia al Sol es de 6,99.10"° m, y
su velocidad orbital es de 3,88.10* m/s, siendo su distancia al Sol en el perihelio de 4,60.10"° m.

a) Calcule la velocidad orbital de Mercurio en el perihelio.

b) Calcule las energias cinética, potencial y mecanica de Mercurio en el perihelio.

c) Calcule el médulo de su momento lineal y de su momento angular en el perihelio.

d) De las magnitudes calculadas en los apartados anteriores, diganse cudles son iguales en el afelio.
Datos: Masa de Mercurio: 3,18.10% kg; Masa del Sol: 1,99.10% kg;

Constante de Gravitacién Universal: 6,67.107"" N.m?/kg?

a) El momento angular de Mercurio en su giro orbital
alrededor del Sol es un vector L constante, perpendicular
al plano orbital. Podemos escribir el médulo de L en
cualquier punto de la orbita segun

IL| =|rap|=m|rav|=mvrsene

donde ¢ es el angulo entre los vectores r y v, variable
segln la posicion del planeta. En los puntos singulares
perihelio y afelio los vectores r y v resultan
perpendiculares, ¢@ = 90° y su seno es 1. Asi, es
particularmente sencillo escribir el modulo de L en esos
puntos, ya que resulta

L=MrAVA=Mrpr
donde M es la masa de Mercurio y rs, Ip, Vs, Vp las
distancias al Sol y velocidades de Mercurio en el afelio y
perihelio, respectivamente. Conocidas ambas distancias y
la velocidad en el afelio resulta inmediato obtener la velocidad en el perihelio:
v, 6,99.10° m.3,88.10* m/s
r 4,60.10" m

P

-
Mercurio

vp =5,90.10° m/s

b) Las energias cinética, potencial y mecanica de Mercurio en el perihelio pueden hallarse de forma inmediata con los
datos disponibles. En efecto, la energia cinética se tiene a partir de la masa y la velocidad del planeta:

EPerietio = %Mvﬁ = % 3,18.10% kg . (5,90.10° m/s)* =5,53.10% J
y la energia potencial del par Mercurio-Sol, en todo caso, se consigue con

30 23
E’F;erihelio - _ G MSOL M - _ 6, 67 '10711 NmZ kgfl 1! 99'10 kg3!11810 kg
r, 4,60.10"” m
Finalmente, la energia mecanica (constante) de Mercurio es la suma de cinética y potencial en cualquier lugar, por
ejemplo, en el perihelio:

=-9,18.10* J

E = EPriee Eie”"e“" =5,52.10" J - 9,18.10" J = -3,66.10°% J

Aprovechemos para precisar algunas cuestiones fundamentales, relacionadas con las posibles confusiones entre orbitas
circulares y elipticas. En estas Ultimas, como la que tratamos en este ejercicio, no se cumplen ciertas expresiones
relativas a las energias cinética, potencial y total del satélite, que si funcionan en érbitas circulares: por ejemplo, la
energia cinética es la mitad, cambiada de signo, de la energia potencial. Esto, como acabamos de calcular, no es
cierto en una orbita eliptica. Tampoco sucede que la energia total y la cinética tengan el mismo valor, salvo signo,
como pasa de hecho en las orbitas circulares.

c) El momento lineal de Mercurio en el perihelio es tangente a la trayectoria en ese lugar, como muestra la figura. Su
modulo es un sencillo producto de masa por velocidad en ese punto:

pPerhete — My, =3,18.10% kg . 5,90.10* m/s =1,88.10% kg m s™

y no es un invariante en el movimiento del planeta: el momento lineal cambia constantemente, y lo hace tanto en
direccion, para mantenerse tangente a la trayectoria en cada instante, como en modulo, ya que la rapidez de
Mercurio no es constante; cabe destacar en ese sentido, como ejemplo, que en el perihelio Mercurio se mueve mas
rapidamente que en el afelio, para que pueda cumplirse la ley de las areas.

En cambio, el momento angular de Mercurio en el perihelio tendra el mismo valor que en cualquier otro lugar: es un
vector invariante. Su moédulo, calculado en el perihelio, es

L =Mr,v, =3,18.10” kg . 4,60.10° m . 5,90.10* m/s = 8,63.10*® kg m*s™

d) En realidad ya hemos contestado a esto. Podemos resumir diciendo que las Unicas magnitudes invariantes son el
momento angular y la energia mecanica total, mientras que la velocidad de Mercurio, su momento lineal, su energia
cinética o su energia potencial varian de punto a punto, y toman diferentes valores en el afelio y en el perihelio.
Procede recordar que L es invariante porque la fuerza gravitatoria solar es una fuerza central, y que la energia total
es invariante porque la fuerza gravitatoria solar es una fuerza conservativa.
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SEPTIEMBRE 03
A1.— Un satélite artificial de 100 kg de masa se encuentra girando alrededor de la Tierra en una orbita circular de
7100 km de radio. Determine:

a) El periodo de revolucion del satélite.

b) El momento lineal y el momento angular del satélite respecto al centro de la Tierra.

c) La variacion de energia potencial que ha experimentado el satélite al elevarlo desde la superficie de la

Tierra hasta esa posicion.

d) Las energias cinética y total del satélite.

Datos: Masa de la Tierra, M; = 5,98.10% kg; Radio de la Tierra, Ry = 6,37.10° m;
Constante de Gravitacién Universal, G = 6,67.107"" N m?kg™

a) Una vez mas, una orbita circular. La adaptacion de la tercera ley de Kepler a estas orbitas sencillas permite hallar
con facilidad el periodo de revolucion, conocido el radio de la érbita:

2 3 3 3
oA o toan | —an (0010 m)” 441903755~ 3 h18 min 23,8 s
GM GM 6,67.10 " Nm’kg 2. 5,98.10% kg

b) El momento lineal es tangente a la orbita en cada posicion del
satélite, como puede verse en la figura. Ahora bien, el giro del satélite
es uniforme en la orbita circular, asi que la velocidad lineal v es
constante y. como consecuencia, el momento lineal p tiene moédulo
constante. Su valor es un sencillo producto de masa por velocidad del
satélite en orbita, que calculamos previamente

-1 24
.- [oM _ [6,67.10 5,9800% _ 200 22 ms
r 7100.10

asi que el momento lineal queda
p=mv =100 kg . 7495,22 m/s = 7,50.10° kg m s™"

El momento angular es un vector invariante, perpendicular al plano orbital. Su modulo se obtiene facilmente:
L = mvr = 100 kg . 7495,22 m/s . 71.10° m = 5,32.10'2 kg m? s”"

c) La energia potencial del sistema Tierra-satélite esta dada por E, = —GM
r
expresion que podemos aplicar primero con el satélite en la superficie de la Tierra:
24
pwertce _ _g,67.101 22810 100 __¢ 56 100

6,37.10°
y después en la drbita, con el satélite a una distancia r = 7,10.10° m del centro de la Tierra:

24
Eove = _g,67.10711 22010100 5 05 409
P 7,10.10
de modo que, como puede verse, el satélite tiene mayor energia potencial en la orbita. La diferencia que nos piden es
una sencilla resta, que ofrece el incremento de energia potencial:
AE = E:j”’“a —Ef)“pe'“‘"e =-5,62.10° —-(-6,26.10°) = 6,4.10° J = 640 MJ

P
Esa enorme cantidad de energia ha sido necesaria para levantar el satélite desde el suelo terrestre hasta la orbita.

Ademas, habra que dotar al satélite de energia cinética orbital (si nos limitamos a levantarlo y dejarlo en reposo, se
caera directamente), asi que esos 640 MJ son solo parte de la energia que gastaremos para poner en orbita al satélite.

d) La energia cinética del satélite puede obtenerse directamente de su velocidad,

E. = %mv2 = % 100 . 7495,22* = 2,81.10° J

c

aunque podriamos haber empleado E = Gg , 0 — mas rapido aln — recordar que  E_ = %Ep , expresiones
r
validas en orbitas circulares (pero no en orbitas elipticas o de otro tipo).
En cuanto a la energia total, podemos emplear E=- G? , 0 recordar simplemente que E=-E_ = %Ep
r

valida para orbitas circulares, asi que E=-2,81.10°J = -2810 MJ
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MobELo 04

C1.- La velocidad de un asteroide es de 20 km/s en el perihelio y de 14 km/s en el afelio. Determine en esas
posiciones cual es la relacion entre:

a) Las distancias al Sol en torno al cual orbitan.

b) Las energias potenciales del asteroide.

a) El momento angular del asteriode en su orbita alrededor del
Sol permanece constante: un vector L perpendicular al plano
orbital, cuya direccion y modulo son invariables. Este maddulo
puede calcularse de forma particularmente simple en el afelio y
en el perihelio, donde resulta

L=mryva=mrpVp
de donde se sigue de inmediato que
T Ve _ L_20_10
r

v L 14 7

A P

la razon entre las distancias al Sol afelio-perihelio es 10 a 7.

b) Las energias potenciales del asteroide varian en funcion de
su distancia al Sol, de acuerdo a

e __gMm
r
siendo M la masa del Sol y m la del asteroide. Obviamente, cuanto mas lejos del Sol, mayor resulta la energia

potencial, ya que decrece su valor absoluto y se trata de cantidades negativas. La relacion entre las energias
potenciales en ambos puntos es

EAfelio -G M i
P _ oW _ K _7
E::enhello B G M m l rA 1 0
o r

la inversa de la obtenida para la relacion entre distancias al Sol.

MobELO 04
A1.- La sonda espacial Mars Odissey describe una érbita circular en torno a Marte a una altura sobre su superficie
de 400 km. Sabiendo que un satélite de Marte describe orbitas circulares de 9390 km de radio y tarda en cada
una de ellas 7,7 horas, calcule:

a) El tiempo que tardara la sonda espacial en dar una vuelta completa.

b) La masa de Marte y la aceleracion de la gravedad en su superficie.
Datos: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67.10°"" N m*kg?; Radio de Marte, Ry = 3390 km

Fobos es el mas cercano a Marte de sus
satélites, y su radio y periodo son los
que cita el enunciado. En este ejercicio
se trata, pues, de establecer relaciones
entre las orbitas de Fobos y de Mars
Odissey, basadas en las leyes de Kepler,
especificamente en la ley de los
periodos. En efecto, para objetos
orbitando alrededor de Marte esta ley
establece

" GM
donde M es la masa de Marte, T el periodo de revolucion del objeto orbital y r el radio de la drbita circular. Podemos

aplicarla a Fobos, con un radio rg = 9390 km y un periodo T = 7,7 horas, y a Mars Odissey, cuyo radio orbital se
obtiene sumando el radio de Marte y la altura de la sonda sobre la superficie,

rmo = R +h =3390 + 400 = 3790 km
y cuyo periodo Tyo estamos buscando. Esto nos dara
2 2
= 4GLM r2; para Mars Odissey T = 4 re

GM
de modo que sdlo hemos de dividir ambas igualdades miembro a miembro para tener

T (M

para Fobos T?
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2 3 3 3
I TMoz\/rngng\/;;z& 7,7* =2,0h

F

donde debe tenerse presente que las unidades de los radios no plantean problemas, pues se simplificaran, y el periodo
Twmo aparecera en las unidades en que se escriba Tg; por tanto, en horas. Ademas, se ha respetado la precision de un
decimal en el resultado, como en el enunciado.

b) La masa M de Marte puede conseguirse empleando (1) con los datos de Fobos o con los de Mars Odissey. Utilizando
a Fobos, escribimos

2 2 2
L~ R VS L A - (9390.10°)° = 6,38.10% kg
GM GT? © ~ 6,67.10 . (7,7.3600)

habiendo tenido precaucion con las unidades: el periodo en s, el radio orbital en m, de forma que todas las unidades
sean SI.

La aceleracion de la gravedad en la superficie de un planeta se escribe g = Gﬂ2 , siendo M y R la masa y radio
R
23
del planeta en cuestion. Para Marte quedara g = GM2 =6, 67.10’11&1032 =3,70 ms?
R (3390.10°%)

poco mas de la tercera parte de la gravedad en la superficie terrestre.

Junio 04

C2.- Pluton describe una orbita eliptica alrededor del Sol. Indique para cada una de las siguientes magnitudes si
su valor es mayor, menor o igual en el afelio (punto mas alejado del Sol) comparado con el perihelio (punto mas
préximo al Sol):

a) momento angular respecto a la posicion del Sol; b) momento lineal; c) energia potencial; d) energia mecanica.

Las magnitudes invariantes en una orbita eliptica son el
momento angular L y la energia mecanica E, suma de las
energias cinética y potencial.

a) el momento angular, como acabamos de decir, tiene el
mismo médulo en el afelio, en el perihelio y en cualquier otra
posicion. Esto es una consecuencia, como sabemos, de que la
fuerza gravitatoria que el Sol ejerce sobre Pluton es una fuerza
central.

Pa

b) La ley de las areas exige que la velocidad en el perihelio sea
mayor que en el afelio, vp > v,, de modo que el radio vector que

une el Sol con Pluton barra areas iguales por unidad de tiempo

en ambas posiciones. Por lo tanto, el momento lineal en el p
perihelio es también mayor que en el afelio, pp > p,, siendo
ademas pp Y pa Vectores de direcciones distintas, ya que han de

ser tangentes a la trayectoria en cada lugar.

Pluton

c) La energia potencial de Pluton depende de su distancia al Sol,
de acuerdo a la conocida expresion
MS L MPl 0
Ep =-G fo] , uton
de forma que, siendo la distancia r al Sol variable, también lo es la energia potencial. Ya que r, < ra, y tratandose de
cantidades negativas, la energia potencial es mayor en el afelio (menos negativa que en el perihelio).

d) La fuerza gravitatoria solar es una fuerza conservativa: en consecuencia, la energia mecanica tiene el mismo
valor en el afelio, en el perihelio y en cualquier otro lugar de la trayectoria. Conviene recordar, en todo caso, que la
expresion familiar

M M

E=-G Sol "' "Plutén
2r

no se puede emplear en una orbita eliptica, ya que esta deducida para orbitas circulares, salvo que se sustituya el
radio r de la drbita circular por el semieje mayor a de la drbita eliptica. Esto es,
E = _ G Msa Mousn
2a

. , L .. r,+r,
donde, como se ha visto en algun otro ejercicio, a puede calcularse facilmente como a = ATP

Ricardo Lépez / Febrero Pag. 26 de 43



SEPTIEMBRE 04
C1.- La luz solar tarda 8,31 minutos en llegar a la Tierra y 6,01 minutos en llegar a Venus. Suponiendo que las
orbitas descritas por ambos planetas son circulares, determine:
a) el periodo orbital de Venus en torno al Sol sabiendo que el de la Tierra es de 365,25 dias;
b) la velocidad con que se desplaza Venus en su orbita.
Dato: Velocidad de la luz en el vacio c=3.10m/s

a) La luz se mueve en el vacio con velocidad c = 3.10° m/s. Conociendo el tiempo de viaje de la luz solar hasta Venus
y hasta la Tierra podemos hallar facilmente los radios de sus orbitas respectivas. Asi,

Radio orbital de Venus, ry = cty = 3.108 m/s. 6,01.60 s = 1,08.10"" m

Radio orbital de la Tierra, rr = cty = 3.108 m/s. 8,31.60 s = 1,50.10"" m

y ahora podemos emplear la ley de los periodos para comparar los de Venus y la Tierra: los cuadrados de los periodos
de revolucion son proporcionales a los cubos de los radios (para orbitas circulares) de las orbitas. Es decir,

2 3 3 3
T—‘; = rl} = T, =T —‘; 365,25 1 08 = 223,15 dias terrestres
TT r'T T

b) Conocemos el radio de la drbita de Venus; también tenemos ahora su periodo: de ambas cosas se deduce la
velocidad de modo muy sencillo, ya que
11
TV:2an N v:211r\, __2m.1,08.10" m ~3,52.10° m/s
v T, 223,15.24.60.60 s

unos 35 km/s. Podemos hacer una estimacion positiva acerca de la credibilidad de este resultado, sabiendo que la
velocidad orbital de la Tierra es del orden de 30 km/s y que la velocidad de un planeta es mayor cuanto menor es su
radio orbital; de este modo, la velocidad de Venus debe resultar mayor que la de la Tierra.

SEPTIEMBRE 04
A1.- Un planeta esférico tiene 3200 km de radio y la aceleracién de la gravedad en su superficie es 6,2 m.s™2.
Calcule:
a) La densidad media del planeta y la velocidad de escape desde su superficie.
b) La energia que hay que comunicar a un objeto de 50 kg de masa para lanzarlo desde la superficie del
planeta y ponerlo en érbita circular alrededor del mismo, de forma que su periodo sea de 2 horas.
Datos: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67. 10~"" N m? kg™

a) Conocido el radio y la aceleracion de la gravedad en la superficie de un planeta es sencillo obtener su masa, ya que
M
g= GF (1)

donde g es la gravedad superficial, M la masa del planeta y R su radio. Evidentemente, eso equivale a conocer su
densidad media, que no es otra cosa que el cociente entre la masa del planeta y su volumen,

M M
p= v =2 (2)
~mR?
3
2 3\2
De (1), para el caso que nos ocupa, tenemos M= sk = M =9,52.10% kg
G 6,67.10
23
y, llevando datos a (2) p= 4M = 9,52.10 =6,94.10° kg/m’ = 6,94 g/ cm®
—mR*  =m(3200.10%)°
3 3
Obviamente, una sencilla combinacion de (1) y (2) daria la expresion g= i11GpR (3)

3

de la intensidad de campo en la superficie de un planeta esférico, de densidad homogénea p y radio R, que nos
hubiera dado directamente el valor obtenido mas arriba. Sin embargo, el calculo intermedio de la masa del planeta
nos permite emplear ahora la expresion mas usual para la velocidad de escape desde la superficie del planeta,

11 2 L2 23
/zGiM ,6,67.10 " Nm'’kg l 9,52.10° K8 _ 100 7m/s
3200.10° m

Por supuesto, podemos también escribir la velocidad de escape en funcion de la densidad media y del radio del
planeta esférico: basta llevar a esta Gltima expresion la masa M despejada de (2):
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de modo que, como se ve, es bastante simple trabajar indistintamente con la masa M o con la densidad media p del
planeta, apoyandose en (2). Otra posibilidad, que simplifica notablemente los calculos, requiere recordar la igualdad
GM = gR?, donde g es la gravedad en la superficie del planeta, especialmente indicada en este ejercicio en que los
datos de entrada son precisamente g y R. La velocidad de escape se escribiria, entonces

2
v, = /2% = z% = J2gR = /2.6,2 ms7.3200.10° m = 6299,2 m/s

La pequena desviacion en el decimal se debe a los errores acumulados en el resultado intermedio de M; el mejor
resultado es el Ultimo que se ha escrito.

b) Nos interesa saber qué radio r tendria la orbita cuyo periodo fuese 2 horas. Eso se puede conseguir empleando la
ley de los periodos de Kepler, escrita para una orbita circular:
2
L
GM
Para simplificar nuestras operaciones al despejar r, usemos de nuevo GM = gR?, para poner

AT LA i/ T2gR* _ i/(2.3600 s)*. 6,2 ms2.(3200.10° m)?
GM gR? 417 41
Ahora podemos hacer calculos energéticos relativos a esta orbita. Buscamos la diferencia entre la energia total del
satélite en drbita con el radio r que acabamos de calcular, y la energia que tenia cuando estaba en reposo sobre la
superficie del planeta, exclusivamente potencial, antes del lanzamiento. Estas energias son:
Mm _ gR’m _ 6,2 ms*.(3200.10° m)*.50 kg _

Energia total en la 6rbita B = —-G—— = ; =-3,63.10° J
2r 2r 2.4368,5.10° m

TZ

= 4368,5 km

2
Eperice — —G% - —gRTm — _gRm=-6,2m/s*.3200.10°m . 50 kg = — 9,92.10° J

de modo que la energia que habra comunicar en el lanzamiento es la diferencia entre ambas cantidades. Resulta ser:
Elanzamiento _ pérbita _ psuperficie _ _ 3 63 108 J —(-9,92.10° J) = 6,29.10° J = 629 MJ

Energia en el suelo

MopELo 05
C1.- Razone si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:
a) Un objeto de masa m; necesita una velocidad de escape de la Tierra el doble que la que necesita otro
objeto de masa m; = %2 m,.
b) Se precisa realizar mas trabajo para colocar en la misma orbita un satélite de masa m; que otro de masa
m, = %2 m,, lanzados desde la superficie de la Tierra.

a) La velocidad de escape para un objeto lanzado verticalmente desde la superficie de la Tierra es vV, =,[2

y no depende, como se ve, de la masa del objeto lanzado: por lo tanto, la afirmacion es falsa. Eso no significa que la
masa del objeto que se lanza no sea relevante, ya que conseguir esa velocidad es mas costoso con un objeto de mayor
masa; por ejemplo, en el supuesto que nos proponen m; tendria doble energia cinética que m,.

b) En la misma linea que el apartado anterior, la velocidad de ambos objetos, una vez hubiesen sido colocados en la

orbita, seria la misma, v =,/ G— , independientemente de su masa. Sin embargo, el trabajo necesario para poner en
r
orbita un objeto es la diferencia entre la energia mecanica en la orbita,
Eérbita - _ G Mm
2r

y la energia mecanica cuando esta en reposo sobre la superficie terrestre, que es tanto como decir la energia
potencial del objeto en la superficie de la Tierra
Mm
_G—=
R
(notese la diferencia entre r, radio de la orbita, y R, radio de la Tierra). La diferencia entre ambas cantidades nos da
una expresion genérica del trabajo necesario para colocar al objeto en la drbita:

oM™ emm -y ommE=R
R R 2r 2rR

Superficie __
E =

oMm_

W = Eébita _ ESuperficie —
° 2r

)

una cantidad positiva, naturalmente (2r es mayor que R). Puede verse que la masa del objeto es relevante, y que el
trabajo es mayor cuanto mayor sea la masa en cuestion, como cabia esperar. En conclusion, esta vez la afirmacion es
cierta: colocar a m; en orbita costaria un trabajo doble que hacerlo con m,.
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JuNio 05
CUESTION 2.— a) Deduzca la expresion de la energia cinética de un satélite en orbita circular alrededor de un
planeta en funcion del radio de la é6rbita y de las masas del satélite y del planeta.
b) Demuestre que la energia mecanica del satélite es la mitad de su energia potencial.

Véase JuNio 01 C1.

JuNio 05
A1.— Un satélite artificial de la Tierra de 100 kg de masa describe una érbita circular a una altura de 655 km.
Calcule:

a) El periodo de la orbita.

b) La energia mecanica del satélite.

c) El médulo del momento angular del satélite respecto al centro de la Tierra.

d) El cociente entre los valores de la intensidad de campo gravitatorio terrestre en el satélite y en la

superficie de la Tierra.

Datos: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67.10""" N m? kg; Masa de la Tierra, M = 5,98.10%* kg;
Radio de la Tierra, Ry = 6,37.10° m

a) La figura muestra la orbita a una altura h = 655 km sobre la
superficie terrestre; por tanto, con un radio orbital
r = h+R = 6370 + 655 = 7025 km
donde R es el radio terrestre. El periodo se tiene de la tercera
ley de Kepler, la de los periodos de revolucion: para una orbita
circular, esa ley se escribe
2

L

GM

(M es la masa de la Tierra). Las cuentas son

TZ

4, 4172 33 .
T=|—1r = - -+(7025.10°)° =5857,82s=1h 37min 38 s
GM 6,67.107"".5,98.10

b) La energia mecanica del satélite es

24
E-GMM_ 67101 22810100 _ 5 84 10° y—-2840 MJ
2r 2.7025.10

c) El momento angular del satélite respecto al centro de la Tierra es un vector L perpendicular al plano de la drbita y
que permanece constante en médulo y direccion. Su modulo es

L=mvr= mJGM r=m, GMr =100 \/6,67.10’”.5,98.1024.7025.103 =5,29.10" kgm’s™
r

d) La intensidad de campo gravitatorio creado por la Tierra en un punto a

distancia r de su centro C es un vector radial, hacia el centro de la Tierra, y ) .
de maddulo '
M g
#on R ,/ -
-8,
asi que la relacion que nos piden entre ambos valores es I C.' BT |
G M 1 -
g(')rbita I'iZ rfZ RZ 63702
s M 172" > =0,82
gsuperficie G M 1 r 7025
ROR
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SEPTIEMBRE 05
C2.- Dos masas iguales, M = 20 kg, ocupan posiciones fijas separadas una distancia de 2 m,
segun indica la figura. Una tercera masa, m’ = 0,2 kg, se suelta desde el reposo en un punto A
equidistante de las dos masas anteriores y a 1 m de la linea que las une (AB = 1 m). Si no
actian mas que las interacciones gravitatorias entre estas masas, determine:

a) La fuerza ejercida (médulo, direccion y sentido) sobre la masa m’ en la posicion A.

b) Las aceleraciones de la masa m’ en las posiciones Ay B.
Dato: Constante de Gravitacién Universal G =6,67.10""" N m? kg™

a) La primera cuestion aparece representada en la figura. Cuando
m’ esta en A, las fuerzas gravitatorias aplicadas sobre ella por
ambas masas M son atractivas y responden a la ley de Newton para
interaccién entre masas puntuales. Llamandolas F; y F,, sus
modulos Fy y F, son iguales y miden:

Mm

F=F =GMM _g 7.0 20:02
r

=1,33.10" N

donde se ha usado la distancia entre m’ y M, que es obviamente
V2 m. La simetria de la figura, entonces, permite ver con
facilidad como sera la fuerza

F = F1 + Fz
resultante de su suma: llevara la direccion vertical, apuntando hacia B, y su mddulo, tomando en consideracion el
triangulo rayado en la figura, rectangulo e isosceles, quedara

F=F2+F =1,33,/2.10" =1,89.10" N

b) La aceleracion de m’ en el punto A es ahora obvia: ira dirigida verticalmente, hacia abajo, apuntando a B; su
modulo sera

F 189.10™"
a,=—=-—""—"=9,45.10"" ms?
m 0,2
En cuanto al punto B, la figura al lado muestra las fuerzas \
gravitatorias sobre m’ en ese momento: apuntan a cada una de las M " F, T . . M
masas M y son, por tanto, opuestas; por razones de simetria 1m B 1m

evidente miden lo mismo. En consecuencia, en la posicion B la
fuerza F = F; + F, sobre m’ es 0. Naturalmente, ese sera también el
valor de la aceleracion de m’ en ese lugar: ag = 0 m/s?

SEPTIEMBRE 05
A1.- Desde la superficie terrestre se lanza un satélite de 400 kg de masa hasta situarlo en una orbita circular a
una distancia del centro de la Tierra igual a las 7/6 partes del radio terrestre. Calcule:
a) La intensidad del campo gravitatorio terrestre en los puntos de la rbita del satélite.
b) La velocidad y el periodo que tendra el satélite en la orbita.
c) La energia mecanica del satélite en la orbita.
d) La variacion de la energia potencial que ha experimentado el satélite al elevarlo desde la superficie de la
Tierra hasta situarlo en su orbita.
Datos: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67.10""" N m? kg; Masa de la Tierra, M = 5,98.10%* kg;
Radio de la Tierra, Ry = 6,37.10° m

a) El satélite queda en orbita con un radio

r= %R =7,43.10° m

La intensidad de campo gravitatorio en esa orbita es, en cada
punto, un vector radial g que apunta al centro de la Tierra,
como muestra la figura. El modulo es el mismo en todos los
puntos de la orbita circular, y su valor es

5,98.10%

7
—6,37.10°)
(g )

g:GM2:6,67.10’” =7,22N/kg
r

b) La velocidad del satélite depende esencialmente del radio orbital y de la masa de la Tierra. En efecto, recordemos

que
24

V= /GM = 16,67.1072281%" _7376.9m/s
r 7,43.10°
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y la tercera ley de Kepler nos da el periodo:

2 3 643
TZ:“GLMP = T=2n/GrI\A:2n\/667(Z’O4i';09)8 G =6371,65=1h 46 min 11,65

c) La energia mecanica del satélite en su drbita es la suma de las energias cinética y potencial. En una orbita circular,
cada una de las tres es constante, aunque la mas trascendente de esas tres invariancias es la de la energia mecanica,
que es la Unica valida en cualquier tipo de orbita. En nuestro caso,

24
E—E +E —GMM_gMm__ Mm_ ¢ (7101298107400 _ /47 101 5 - -10700 mJ
P 2r r 2r 2.7,43.10°
d) La energia potencial del sistema Tierra-satélite se expresa segin  E, = —GM , donde r es la distancia al centro
r

de la Tierra. Las energias potenciales, entonces, sobre la superficie de la Tierra y en la orbita se escriben,
respectivamente:

E;uperflae - _ G ; Egrblta - _ G
R r

donde r es el radio orbital y R el radio de la Tierra. Naturalmente, al alejarnos de la superficie r > R y la energia
potencial se va haciendo menos negativa, es decir, aumenta. El incremento de la energia potencial al elevar el
satélite desde la superficie hasta la orbita es la diferencia entre ambas:

AE = Eérbita _ Esuperficie — _GM_(_GM) — GMm(l—l) — GMmﬂ
PP P r R R r rR
_ 6_ 6
es decir AE = GMmﬂ =6,67.107"".5,98.10*.400 7’43'106 6’37'106 =3,57.10° J = 3570 MJ
P rR 7,43.10°.6,37.10

Conviene hacer notar, para evitar una posible confusion, que esta cantidad no seria el trabajo necesario para poner al
satélite en orbita. Con la energia que acabamos de calcular podriamos levantar el satélite hasta la altura de la orbita
y dejarlo alli con velocidad cero (naturalmente, se caeria de inmediato). Faltaria todavia la energia cinética
necesaria, que se calcularia con facilidad sabiendo la masa del satélite y la velocidad orbital calculada en el apartado
b): sumada esa energia cinética a los 3570 MJ que acabamos de obtener, tendriamos el trabajo necesario para llevar
el satélite desde el reposo en la superficie de la Tierra hasta la situacion estacionaria en la érbita.

MobELO 06
C1.- a) Enuncie las tres leyes de Kepler sobre el movimiento planetario.
b) Si el radio de la orbita de la Tierra es 1,50.10'" m y el de Urano 2,87.10'* m, calcule el periodo orbital de
Urano.

a) Véase la teoria.

b) Una aplicacion directa de la tercera ley de Kepler, que relaciona los movimientos de los distintos planetas entre si:
para orbitas circulares, los cuadrados de los periodos de revolucion son proporcionales a los cubos de los radios de las
orbitas. Conociendo los radios orbitales de la Tierra y de Urano, y sabiendo que el periodo de revolucion de la Tierra
es de 365,25 dias, resulta inmediato el periodo de Urano:

TZ

u _

f_

—

3

-y
3
T

= Ty

3 12 3
= r%TTZ = M (365,25 dias)* = 30568,64 dias terrestres
r (1,50.10"" m)

T

—

es decir, cerca de 84 afos terrestres.
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MobELO 06
A1.— Se lanza una nave de masa m = 5.10°% kg desde la superficie de un planeta de radio R, = 6.10% km y masa M,
= 4.10% kg, con velocidad inicial v, = 2.10* m/s, en direccién hacia otro planeta del mismo radio R, = R; y masa
M; = 2M,, siguiendo la linea recta que une los centros de ambos planetas. Si la distancia entre dichos centros es D
= 4,83.10'° m, determine:

a) La posicion del punto P en el que la fuerza neta sobre la nave es cero.

b) La energia cinética con la que llegara la nave a la superficie del segundo planeta.
Datos: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67.10~"" N m? kg™

La figura recoge todas las situaciones

instantaneas de interés en el 4 oo >
problema. En a) podemos ver el

momento del lanzamiento desde la M; My
superficie de M;, cuando m sale con ..E'___ Vo ___R_z__.
velocidad v,. Sobre la nave hay dos m

fuerzas gravitatorias, aplicadas por M, ) L
y My, que son de sentido opuesto y a) la situacion inicial
hemos llamado F; y F,. La distancia D

es mucho mayor que los radios Ry = R,

de los planetas, lo que va a ser

importante en algunos calculos e x P, [l‘f ______________ .
posteriores.

Parece obvio que al principio F; > F; My _ My
(de hecho, F; >> F,), asi que la nave va R, m_Y, R,
perdiendo velocidad. Sin embargo, a .- ————— ——— - =
medida que se aleja de M, la fuerza F, PR

decrece mientras que F, aumenta. Tras

un largo camino, se llegara a la

situacion b), un punto P en que F; = F, b) el instante de equilibrio de fuerzas. Notese que m se mueve alin hacia M,
y se tiene el equilibrio gravitatorio.

Naturalmente, la velocidad vy, de la

nave al salir de la superficie de M, D

debe ser lo bastante grande para, al T T T T T Tttt s
menos, llegar hasta el punto P.

En una conocida novela de Julio Verne, M h i
De la Tierra a la Luna, se plantea la .-'---- .—v)———.
situacion de un cohete lanzado desde

la Tierra hacia la Luna, que va ¢) la situacion final
perdiendo velocidad a medida que

asciende hasta que llega a detenerse

justo en el punto en que se equilibran las atracciones gravitatorias terrestre y lunar. La nave se “queda quieta”,
colgada entre Tierra y Luna y sin moverse hacia una u otra, ya que esta en reposo y sin fuerza neta que la acelere
hacia algin lado. Incidentalmente, esta dramatica situacion fisico-literaria es resuelta por los viajeros a bordo con
una aplicacion igualmente dramatica de la ley de conservacion del momento lineal.

Volviendo a nuestro problema: si m llega al punto P de equilibrio con velocidad cero, se quedaria en reposo y en
equilibrio ahi, como imagino Verne. Asi que, si va a seguir viaje hacia M, es porque en P aln tiene alguna velocidad v’
residual hacia M,. A partir de ahi, la fuerza F, se vuelve dominante y m comienza a acelerar hacia M, de forma
creciente, hasta llegar a su superficie con una velocidad final v. Un poco de reflexion, sin necesidad de calculos,
deberia bastar para entender que v > vy, algo que tiene que ver con que M, = 2M;.

a) Los calculos formales para hallar la posicion de P son sencillos y se basan en aplicacion directa de la ley de Newton
para atraccion entre masas puntuales (o esféricas, lo que viene a ser igual). La conocida expresion
mm'
dZ
se aplica en nuestro caso para pedir que F; = F, en el punto P. Llamamos, como se ve en la figura, x a la distancia
entre P y el centro de My; consiguientemente, D-x es la distancia entre P y el centro de M,. Asi, tendra que ser

F=G

F-F - ocMWM_gMm —_M__2M — _ 1_ 2 ,2-D-x
X (D-x) X (D —x) X (D-x)
D 4,83.10"
de modo que X = =2 =2,00.10" m
q V2 +1 V2 +1

el punto P esta a 2,00.10"° m del centro de M, y a 2,83.10' m del centro de M,.

b) La energia mecanica de un objeto de masa m dentro del campo gravitatorio creado por una masa M es la conocida
suma de energia cinética de m y potencial del par m-M,
1 Mm

E=E+E, =-mv'-G—
2 r
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en la que se supone, por cierto, que M no tiene energia cinética (generalmente, el sistema de referencia esta en M,
asi que esto seria correcto). En nuestro problema, sin embargo, intervienen los dos planetas M; y M, y la nave m. Esto
complica las cosas notablemente, ya que tendriamos que pensar en las energias potenciales de todos los pares de
objetos, es decir, de los pares m-M;, m-M, e incluso del par M-M,. Estas energias potenciales se escribirian
E™M :_GM1m; E™M :_GMzm; EM—M, :_GM1M2
P r1 P rz P D

donde r; es la distancia entre m y el centro de M; y r; la distancia entre m y el centro de M,. La energia potencial del
par M;-M, es evidentemente constante, ya que la distancia D entre los dos planetas es invariable; por esa razon
desaparecera de los calculos. La energia mecanica de nuestra situacion se escribira, entonces

E=E+E ™ +E™ = Tnvi-c
2

Mm _ M,m

G

r'1 rZ

Notese que no se incluyen términos de energia cinética para M; y M,, que se suponen en reposo, ni la energia
potencial del par M; y My, que se simplificaria en todo caso posteriormente, como ya se ha dicho mas arriba. Ahora
podemos escribir la conservacion de energia mecanica entre a), la situacion inicial al salir de My, y ¢), la situacion
final al llegar a la superficie de M;:

B = 1mV§ oMM oMM g 12 g MM _gMm
2 R, D-R, 2 D-R, R,

expresion que, en principio, nos permitiria hacer las cuentas, puesto que todo se conoce ahi salvo la velocidad final v.

Sin embargo, fijémonos en los denominadores D-R; y D-R,: como D es mucho mayor (de hecho, cerca de 10* veces
mayor) que R; o R;, sucede que D-R; = D y D-R;, = D. Asi que podemos reescribir nuestra igualdad como

E? =1mv§ -G M:Ec) zlmVZ_GM_GM

2 D 2 D R,

-G

1

Mm
R

G

1

. , o ; . M, m . .
y ahora, de nuevo por la misma razéon D >>> Ry, el término de energia potencial _GZT del primer miembro es

mucho mas pequeno (de hecho, unas 5000 veces) que el término -G M}{m , asi que podemos despreciar aquel frente a
1

. . o . . M, m M;m .

éste. Lo mismo sucede con los términos de energia potencial —-G—2—y _GT del segundo miembro, donde se

2

puede despreciar -G 1M . Asi, reescribimos de nuevo nuestra conservacion de energia de manera definitiva:
Y = 1mvé -G mm _ E9 = 1mv2—G—MZm
2 R, 2 R,

para despejar la energia cinética con que llega la nave a M;:

v = 1mvg—GM1m+Gm = 1mv§+GM1m

2 2 R, R, 2 R,
donde se ha usado M, = 2M;, R; = R;. Operando con los datos del enunciado:

24 3

TovitmyvzgMm gMm_ T MM 15 10021002 16,67.10 7 419310 4 29 1025 -1,22 70
2 2 R, R, 2 R, 2 6.10
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JuNio 06
A1.— Un satélite artificial describe una orbita circular alrededor de la Tierra. En esta orbita la energia mecanica
del satélite es —4,5.10° J y su velocidad es 7610 m s~". Calcule:

a) El médulo del momento lineal del satélite y el médulo del momento angular del satélite respecto al centro

de la Tierra.

b) El periodo de la orbita y la altura a la que se encuentra el satélite.

Datos: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67.10"" N m? kg?; Masa de la Tierra, Mr = 5,98.10% kg;
Radio de la Tierra Ry = 6,37.10° m

a) Hay diferentes modos de enfocar este ejercicio. Probablemente, lo mas obvio seria ir a buscar la masa m del
satélite y el radio r de la orbita, a partir de los datos de energia mecanica y velocidad. El radio de la orbita es
inmediato, ya que la velocidad orbital

esta directamente relacionada. Despejando, sera
e GM 6,67.10™".5,98.10*
CovE 7610

y la masa m puede obtenerse de la energia mecanica. En efecto, sabemos que la energia cinética del satélite es igual
a la energia mecanica, con el signo contrario:

= 6887,44 km

1
E.=-E= _EE"
relaciones que son validas en una orbita circular. Asi que sabemos que la energia cinética del satélite es 4,5.10° J, y
eso nos permite escribir
1, 2E,  2.4,5.10°
E.=-mv = M=—r=——
2 v 7610
Asi que ahora no hay dificultad en los valores de p y L:

p=mv=15541kg.7610 m/s =1,18.10° kgms"'

= 155,41 kg

L=mvr =155,41kg.7610 m/s . 6887,44.10° m = 8,15.10" kgm?s™
b) El periodo de la orbita puede obtenerse del radio y la velocidad,

3
T 2 _ 2m.6887,44.10° M _ 5egr 6 < _ 1h 34 min 46,6 s
v 7610 m/s

y la altura sobre la Tierra es una obviedad desde que conocemos r:

h=r-R =6887,44-6370 =517,44 km

SEPTIEMBRE 06

C1.-a) Desde la superficie de la Tierra se lanza verticalmente hacia arriba un objeto con una velocidad v. Si se
desprecia el rozamiento, calcule el valor de v necesario para que el objeto alcance una altura igual al
radio de la Tierra.

b) Si se lanza el objeto desde la superficie de la Tierra con una velocidad doble a la calculada en el apartado

anterior, ;escaparda o no del campo gravitatorio terrestre?

Datos: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67.10""" N m? kg™; Masa de la Tierra, M = 5,98.10%* kg;
Radio de la Tierra, Rr = 6370 km

a) Las fuerzas gravitatorias son conservativas. Por lo tanto, v=0
la energia mecanica del objeto lanzado se conserva, y en A~
ello se basa la respuesta al problema: todo lo que hemos de e
hacer es escribir que la energia mecanica, suma de cinética y 2R
y potencial, es la misma en el momento en que el objeto es ’
lanzado con velocidad v desde la superficie de la Tierra, a la R, "
izquierda de la figura, y en el momento en que, agotada la
velocidad, se detiene a una altura R sobre la superficie (es
decir, a distancia r = 2R del centro de la Tierra), a la
derecha en la figura. Esta igualdad queda:
1mvZ _GM - _ GM

2 R 2R
ya que al final no hay energia cinética. Basta entonces despejar v:
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LIV CLLUL ALYy VIO Y LALLU V  L
2 R R R 2R~ R R

b) Para escapar del campo gravitatorio terrestre se precisa una energia mecanica minima de 0 J, E> 0 J. Si la energia
mecanica es 0 J, bastara para alejar el objeto hasta una distancia infinita, aunque con velocidad final cero; si la
energia mecanica es mayor que 0 J se alcanzara un alejamiento infinito y aln quedara energia cinética residual.
Veamos, pues, cuanta energia mecanica tiene nuestro objeto si se lanza desde la superficie terrestre con una
velocidad doble a la anterior:
E-tmevp-cMm_1n M _gMm_,gMm_oMm_ Mm
2 R 2 R R R R R

una cantidad positiva. En consecuencia, escapara del campo gravitatorio. Esto era evidente, ya que la velocidad de

lanzamiento es 2,/ G% , ¥ sabemos que la velocidad de escape (la velocidad minima para salir del campo) desde la

superficie de la Tierra es ve:1/ ZG% , una velocidad menor que aquella. Con la velocidad de escape v, la energia

mecanica es justamente 0 J; con la velocidad 2v que estamos empleando la energia mecanica es mayor que 0 J.

MobeLo 07
C1.— Un objeto de 5 kg de masa posee una energia potencial gravitatoria E, = -2.10% J cuando se encuentra a
cierta distancia de la Tierra.
a) Si el objeto a esa distancia estuviera describiendo una orbita circular, ;cual seria su velocidad?
b) Si la velocidad del objeto a esa distancia fuese de 9 km/s, ;cual seria su energia mecanica? ;Podria el
objeto estar describiendo una érbita eliptica en este caso?

a) Si el objeto describe una orbita circular su distancia al centro de la Tierra es constante, el radio r de la orbita.
Consecuentemente, también lo sera la energia potencial gravitatoria

E - -gMm
r

=-2.10% J (1)

De otra parte, un objeto en orbita circular tiene una velocidad v=,G— (2)

de forma que, combinando (1) y (2)

E _ 8
VZ:GM = Ep:—GMm:—vzm = v= ——":1/— 2.10 =6,32.10°m/s
r r m 5

tenemos la velocidad orbital que nos piden.

b) Si la velocidad del objeto es de 9 km/s, la conclusién inmediata es que no esta en trayectoria circular: en efecto,
esa trayectoria requiere el cumplimiento exacto de (2), y eso no sucederia con esta velocidad demasiado alta.
PodeTos calcular la energia mecanica del objeto sumando las energias cinética y potencial, sabiendo que la Gltima es
-2.10° J:

E= %mv2+ E, = %5.90002—2.108 =2,5.10°J=2,5MJ
y obtenemos un resultado positivo, E > 0. Esto es muy relevante acerca de su posible trayectoria: como sabemos, las
orbitas cerradas, circulares o elipticas, requieren que el objeto esté ligado a la Tierra, es decir, que tenga energia
mecanica negativa. Una energia mecanica nula o positiva significa que la trayectoria es parabdlica o hiperbdlica, que
seria nuestro caso. En conclusion, la respuesta es no puede estar en una orbita eliptica a esa distancia de la Tierra
y con esa velocidad.

Queda para el alumno comprobar que la velocidad maxima que podria llevar el objeto en ese lugar para poder
desarrollar una orbita eliptica seria de 8944,27 m/s.
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Junio 07
C1.- Sabiendo que la aceleracion de la gravedad en un movimiento de caida libre en la superficie de la Luna es
un sexto de la aceleracion de la gravedad en la superficie de la Tierra y que el radio de la Luna es
aproximadamente 0,27 Ry (siendo Rt el radio terrestre, calcule:

a) la relacion entre las densidades medias p_una/Prierra.

b) la relacion entre las velocidades de escape de un objeto desde sus respectivas superficies (Ve)Luna/ (Ve)Tierra-

a) La aceleracion de caida libre gravitatoria en la superficie de un planeta (es decir, en puntos muy préximos a esa
superficie) es la intensidad de campo en la superficie:

M

R?

donde M es la masa del planeta y R su radio. Ademas, esta masa M puede escribirse en funcion de la densidad media
del planeta,

g=6

M=pV= p%nR3

asi que finalmente la gravedad superficial puede ponerse como funcion de la densidad y el radio del planeta:

4 03
—mnR
M Py 4
=G—=G =—nGpR
$=5g RE 3P
Aplicando esta expresion a Tierra y Luna, tenemos
4 4
gngnGpTRT 5 nggnGpLRL

y, dividiendo ambas miembro a miembro, junto con g, = %gT y R. = 0,27R+, queda

4 1
- TGp R, _PR - P _Rg R 62 11
p, R g, 027R, g 027.6 1,62

= 0,62

b) Podemos escribir la velocidad de escape de un planeta en funcion de su densidad media y de su radio, de forma
parecida al modo en que lo hemos hecho con la intensidad de campo en su superficie. En efecto,

de modo que las velocidades de escape de la Tierra y de la Luna son, respectivamente,

4 4
Vi=imeeRt 5 vi=[dncer:

y, dividiendo miembro a miembro, el cociente pedido:
4

TGP R 2 2
[ T e o
\/gnGpTR$ PRy 4 T 4

ru<—| ‘m<|—
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Junio 07
B1.— Fobos es un satélite de Marte que gira en una orbita circular de 9380 km de radio respecto al centro del
planeta, y un periodo de revoluciéon de 7,65 horas. Otro satélite de Marte, Deimos, gira en una orbita de 23460
km de radio. Determine:

a) La masa de Marte.

b) El periodo de revolucion del satélite Deimos.

c) La energia mecanica del satélite Deimos.

d) El médulo del momento angular de Deimos respecto al centro de Marte.
Datos: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67.10""" N m? kg%; Masa de Fobos = 1,1.10"¢ kg;

Masa de Deimos = 2,4.10" kg

a) Podemos obtener la masa de Marte a partir
de la tercera ley de Kepler, la de los periodos
de revolucién, aplicada a Fobos, de cuya
orbita conocemos radio y periodo. En efecto,
para una trayectoria circular esa ley es

4m*
=—r
GM
donde M es la masa central que retiene al

satélite, Marte en nuestro caso. Entrando ahi
con los valores de r y T para Fobos, despejamos
2 2
oA s M:4—nzr3= — 5
GM GT 6,67.10™". (7,65.3600)

TZ

417

(9380.10°)° = 6,44.10% kg

b) De nuevo la ley de los periodos, poniendo en juego las orbitas de Fobos y Deimos: los cuadrados de los periodos de
revolucion son proporcionales a los cubos de los radios (drbitas circulares) de las érbitas. Esto es:

2 2
2 A4m . 2 LI
Fobos — GM Fobos ’ Deimos GM Deimos
- . ) T? e Mo 23460°
y, dividiendo miembro a miembro, e = fobos o T = Thopes 4| o = 7,65 =30,26 h
) ) 9380°
Deimos Deimos Fobos

c) La energia mecanica de Deimos es suma de su energia cinética y potencial. Como sabemos, esa energia mecanica
es constante y, para una orbita supuestamente circular, se calcula con facilidad

4.102.2,4.10"
2.23460.10°

E-_cMM__467.10m84 ~-2,20.10%" J
2r
d) Finalmente, el médulo del momento angular se escribe:
L=mvar = L =mvr

de modo que se requiere el calculo de la velocidad v de Deimos, para traerla a esta expresion. Se obtiene con
facilidad conocido el radio y el periodo orbitales, puesto que

2nr 2nr
= =
v T

T

asi que finalmente escribimos

2 3\2 15
L2, _2rm _ 27(23460.10°7.2,4.10° o s oo
T T 30,26.3600
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SEPTIEMBRE 07
C1.-a) ;Cudl es la aceleracion de la gravedad en la superficie de un planeta esférico cuyo radio es la mitad del de
la Tierra y posee la misma densidad media?;
b) ;Cudl seria el periodo de la érbita circular de un satélite situado a una altura de 400 km respecto a la
superficie del planeta?
Datos: Radio de la Tierra, Rr = 6371 km; Aceleracion de la gravedad en la superficie de la Tierra g = 9,8 m s

(Véase JuNio 03 C1, esencialmente idéntico)
a) La aceleracion de la gravedad en la superficie de un planeta esférico de masa M y radio R es la conocida expresion:

M
g=G¥

Para abordar la cuestion debemos obtener expresiones para la masa My y el radio Ry del planeta, en funcion
respectivamente de la masa Mt y el radio Ry de la Tierra. De entrada, sabemos Ry = 2 Rp, directamente en el
enunciado. En cuanto a la masa, podemos escribir

4 R,y 1 4 5 1

—n(=)’ == p;=nRI ==M

375 =g Py =g

donde se ha usado que la densidad de ambos planetas es la misma. Podemos entonces hacer el calculo de gp:

4
Mz =pp Vo = pp EERS =Pr

w M
T
g =Gl _g8 T _g8 _tcM o5 4omss (1)
RR Ry RECZOR 2
2 4

b) Podemos deducir el periodo de la tercera ley de Kepler. Se escribiria, llamando todavia My a la masa del planeta y

Rp a su radio:

_ 4’ o 41
GM, GM,

donde h = 400 km es la altura del satélite sobre la superficie del planeta. Ahora, para poder operar usando los datos

proporcionados en el enunciado, debemos referirnos solo al radio de la Tierra, Ry = 6371 km, pero no tenemos datos

acerca de la masa de la Tierra y, por tanto, tampoco del planeta. Sin embargo, el producto GMp puede obtenerse de
(1) con facilidad (una estrategia que hemos empleado en varios problemas anteriores):

GM, = 4,9 R

TZ

(R, +h)y?

y esto si nos permite terminar los calculos:

2 2 2 2 3
L LSO A Y e L Y S (R L ST 1om (G370 4 10° =6049,63 s
GM, 4,9R? 4,9.6371.10°7 2

es decir, un periodo de 1 h 40 min 50 s.

SEPTIEMBRE 07
A1.— Un satélite de masa 20 kg se coloca en orbita circular sobre el ecuador terrestre de modo que su radio se
ajusta para que dé una vuelta a la Tierra cada 24 horas. Asi se consigue que siempre se encuentre sobre el mismo
punto respecto a la Tierra (satélite geoestacionario).

a) ;Cual debe ser el radio de su oérbita?

b) ;Cuanta energia es necesaria para situarlo en dicha érbita?
Datos: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67.10""" N m? kg%; Masa de la Tierra = 5,96.10%* kg;

Radio de la Tierra = 6371 km

Sobre satélites geoestacionarios, véase SEPTIEMBRE 00 C1, también tiene interés SEPTIEMBRE 02 A1

Sol.- a) 42203,3 km; b) Desde el reposo en la superficie terrestre, 1,15.10° J
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MobELo 08
B1.— Un satélite artificial de 200 kg describe una érbita circular alrededor de la Tierra. La velocidad de escape a
la atraccion terrestre desde esa érbita es la mitad de la velocidad de escape desde la superficie terrestre.

a) Calcule la fuerza de atraccion entre la Tierra y el satélite.

b) Calcule el potencial gravitatorio en la é6rbita del satélite.

c) Calcule la energia mecanica del satélite en la orbita.

d) ;Se trata de un satélite geoestacionario? Justifique la respuesta.
Datos: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67.10""" N m? kg%; Masa de la Tierra = 5,98.10%* kg;

Radio de la Tierra = 6,37.10° m

a) La velocidad de escape (minima) del campo gravitatorio terrestre desde un determinado lugar es la velocidad que
debe tener un objeto, en ese lugar, para conseguir una energia mecanica minima de 0 J, que le permitiria
eventualmente alejarse de la Tierra de modo indefinido. Recordemos que, convencionalmente, se llama velocidad de
escape a la minima velocidad necesaria para “escaparse” del campo gravitatorio. Asi pues, necesitariamos que la
energia cinética del objeto (positiva) fuese, como minimo, igual a la energia potencial gravitatoria (en valor absoluto)
en el lugar en que se produce la discusion

E:%mvi—GM:O o v, =, |28M (1)

e

r r

Asi, por ejemplo, la velocidad de escape desde la superficie de la Tierra se escribe Vv, oo = 1/ 2% ,tal  como

aparece en frecuentes ejercicios. R es el radio de la Tierra, y el valor de esta velocidad es

-1 24
VeSuerﬁcie:J GM _ 26’67'10 '5’968'10 =11190,7 m/s =11,19 km/s
e R 6,37.10

algo mas de 11 km/s. Notese que la posicion desde la que “escapamos” aparece en (1) en la variable r, distancia al
centro de la Tierra, que queda como R para la superficie terrestre. Si nos encontramos a una distancia r tal que la
velocidad de escape sea la mitad que la velocidad de escape desde la superficie, entonces debe ser

Vz'rbita — zGiM — 1V2uperficie — 1 zGiM - \/71 — 1\/71 - r = 4R
Voor 2 2 V R r 2VR

es decir, el radio de la orbita es cuatro veces mayor que el radio terrestre. La fuerza de atraccion entre Tierra y
satélite, de acuerdo a la ley de Gravitacion, resulta
Mm _ Mm 9,8 9,8

F=G— = - = m=-2-200=122,5N
r 16R 16 16

donde se ha hecho uso del valor de g en la superficie terrestre, g = G% =9,8m/s%.

b) El potencial gravitatorio creado por la Tierra en un punto situado a distancia r de su centroes V = —GM J/kg,
r

es decir, el mismo que crearia una masa puntual M situada en el centro de la Tierra. A la distancia r = 4R el valor de V
resulta ser

M

ve_oM_ 44710 298107
r T

Yo X T -1,57.107 J/ kg

c) La energia mecanica del satélite en su orbita es la constante
E=E +E, =-GMM
2r

suma de las energias potencial y gravitatoria, y es ademas la mitad de la energia potencial, que podemos hallar con
sencillez a partir del potencial calculado en el apartado anterior,

Ep=mV:200(—1,57.107):—3,13.109J = Ez%Ep=-1,57.109J

d) Si fuese un satélite geoestacionario, su periodo orbital seria de 24 h: bastara calcularlo y comprobar si coincide con
este valor. Con los datos disponibles, lo mas practico parece usar directamente la tercera ley de Kepler:

2 3 3 6
Tzzl‘lr3 = T:2n1/r—:2n 64R2:2rr 64R:ZTr M:40525,33s:11h15min255
GM GM 9,8R 9,8 9,8

de modo que le falta altura para ser geoestacionario. De hecho, el radio de una orbita geoestacionaria es de unos
42200 km (véase SEPTIEMBRE 00 C1) y en nuestro caso r = 4R = 4.6370 = 25480 km. Eso si, nuestro satélite esta cerca de
girar con la mitad de la velocidad angular de la Tierra, de modo que cada dia pasa dos veces por la misma vertical
sobre la superficie terrestre.
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Junio 08
C2.- Una sonda de masa 5000 kg se encuentra en una orbita circular a una altura sobre la superficie terrestre de
1,5R;. Determine:

a) el momento angular de la sonda en esa orbita respecto al centro de la Tierra;

b) la energia que hay que comunicar a la sonda para que escape del campo gravitatorio terrestre desde esa

orbita.
Datos: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67.10"' N m? kg?; Masa de la Tierra, M = 5,98.10% kg;
Radio de la Tierra, Ry = 6,37.10° m

Para el apartado a), véase SEPTIEMBRE 08 C1, inmediatamente a continuacion. Para el apartado b), véase Junio 00 A1.

Sol.- a) 3,09.10" kg m?s™'; b) 1,04.10"" J

SEPTIEMBRE 08
C1.- Calcule el médulo del momento angular de un objeto de 1000 kg respecto al centro de la Tierra en los
siguientes casos:
a) Se lanza desde el polo norte perpendicularmente a la superficie de la Tierra con una velocidad de 10 km/s
b) Realiza una érbita circular alrededor de la Tierra en el plano ecuatorial a una distancia de 600 km de su
superficie.
Datos: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67.10"' N m? kg?; Masa de la Tierra, Mr = 5,98.10% kg
Radio de la Tierra, Ry = 6,37.10° m

a) La figura superior representa el lanzamiento desde el polo Ay
norte. Se muestran los vectores posicion r y velocidad v del
objeto, ostensiblemente paralelos. mq

r

Ahora bien, el momento angular de un mavil esta dado por
L=ramv r

asi que, siendo r y v paralelos, es inmediato que L = 0, sin - -
que importe la masa del objeto o el médulo de la velocidad i c H
con que se lanza. Naturalmente, el médulodeLes oo aaaeee

|L| =0kg m’s™

b) Ahora la situacion es notablemente diferente: los vectores
ry v estan en el plano de la 4rbita, son perpendiculares
(gracias a que la orbita es circular), y su producto vectorial
no se anulara. De hecho, el vector L sera perpendicular al
plano orbital y permanecera constante, como hemos visto en
muchos ejercicios anteriores. Su modulo sera

IL|=L=mvr

donde conocemos m = 1000 kg y r =R + h = 6,97.10° m. La
velocidad es la conocida expresion para una orbita de estas

caracteristicas,
M
v=,G—
Vor

y ya podemos calcular el mddulo de L que nos piden:

L=mvr=m /GMr =m. GMr = 1000\/6,67.10’”.5,98.1024.6,97.10" =5,27.10" kg m*s™
r

MobELo 09
C1.-a) Enuncie la tercera ley de Kepler y demuéstrela en el caso de orbitas circulares.
b) Aplique dicha ley para calcular la masa del Sol suponiendo que la 6rbita de la Tierra alrededor del Sol es
circular con un radio medio de 1,49.108 km.
Datos: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67.107"' N m? kg™

Sol.- a) Véase la teoria; b) M = 1,97.10° kg
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Junio 09
C1.- Un satélite artificial de 500 kg que describe una érbita circular alrededor de la Tierra se mueve con una
velocidad de 6,5 km/s. Calcule:
a) La energia mecanica del satélite.
b) La altura sobre la superficie de la Tierra a la que se encuentra.
Datos: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67.10""" N m? kg?%; Masa de la Tierra, Mr = 5,98.10% kg
Radio de la Tierra, Ry = 6,37.10° m

Sol.- a) -1,06.10"° J; b) 3070,6 km

Junio 09
B1.— Suponiendo que los planetas Venus y la Tierra describen orbitas circulares alrededor del Sol, calcule:
a) El periodo de revolucion de Venus.
b) Las velocidades orbitales de Venus y de la Tierra.
Datos: Distancia de la Tierra al Sol = 1,49.10"" m; Distancia de Venus al Sol = 1,08.10"" m
Periodo de revolucion de la Tierra = 365 dias

La practica totalidad de los planetas del
sistema solar giran alrededor del Sol en un
plano comun, de modo que podemos
imaginar las orbitas circulares de Venus y
la Tierra como se muestran en la figura,
con sus radios respectivos ry y rr.

a) Podemos hacer un uso sencillo de la ley
de los periodos de Kepler: los cuadrados de los periodos de revolucion de los planetas son proporcionales a los cubos
de los radios de las orbitas (cuando son circulares, como es el caso). De ahi,

T\f rj T\f (1,08.10"?
= =3 = 2 = 3
T r 365 (1,49.10")

T

Tierra

1,08’
1,49°

T, =365 = 225 dias

el periodo de Venus, medido en dias terrestres.

b) Las velocidades orbitales pueden deducirse, en ambos casos, de sus periodos y radios orbitales respectivos, En
efecto, el periodo de un planeta en su orbita circular puede escribirse

o2
v
11
asi que, para la Tierra, quedara T, = 2nry = V;= nry 27149100 m 29686,5m /s =29,69km/s
v, T,  365.24.3600s
11
y para Venus, o2 oy 220 2708100 M 54606 6 mys - 34,91km /s
v T, 225.24.3600 s

v

Notese que, de acuerdo con la teoria, la velocidad de un planeta es mayor en una orbita de menor tamafno: Venus se
mueve con mayor velocidad que la Tierra.

SEPTIEMBRE 09
C1.-Razone si son verdaderas o falsas las siguientes cuestiones:
a) El valor de la velocidad de escape de un objeto lanzado desde la superficie de la Tierra depende de la
masa del objeto.
b) En el movimiento eliptico de un planeta en torno al Sol la velocidad del planeta en el perihelio (posicion
mas proxima al Sol) es mayor que la velocidad en el afelio (posicion mas alejada del Sol).

a) Falso. La velocidad de escape es v, = / ZG%

donde M es la masa de la Tierra y R su radio: la masa m del objeto no aparece en esta expresion.

b) Cierto. De acuerdo con la ley de las areas de Kepler o, lo que significa lo mismo, con la invariancia del momento
angular del planeta, debe cumplirse que

mv,r, =mv,r, = V,I, =V,

donde m es la masa del planeta, r, y rp las distancias al Sol en el afelio y en el perihelio, respectivamente; v, y vp las
velocidades respectivas en afelio y perihelio. De esta igualdad se sigue que si r, > rp, como de hecho es el caso,
entonces vp > Vj.
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MobELo 10
A-P1.— Desde un punto de la superficie terrestre se lanza verticalmente hacia arriba un objeto de 100 kg que
llega hasta una altura de 300 km. Determine:

a) La velocidad de lanzamiento.

b) La energia potencial del objeto a esa altura.
Si, estando a la altura de 300 km, queremos convertir el objeto en satélite de forma que se ponga en orbita
circular alrededor de la Tierra:

c) ;Qué energia adicional habra que comunicarle?

d) ;Cual sera la velocidad y el periodo del satélite en esa orbita?
Datos: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67.10"" N m? kg?; Masa de la Tierra, Mr = 5,98.10% kg

Radio de la Tierra, Rr = 6370 km

a) Una altura de 300 km es lo suficientemente grande como para no emplear la aproximacion de Tierra plana, en la
que se supone g = 9,8 m/s?, constante e independiente de la altura sobre la superficie terrestre. De hecho, la
gravedad a esa altura ha decrecido hasta

24
g= GM2 = 6,67.10’“75’98'103 .
r (6670.10%)

una diferencia que se acerca a 1 m/s? menos que en la superficie, del orden de un 10%: en absoluto despreciable.
(véase SEPTIEMBRE 01 C1, para una discusion detallada). Por consiguiente, escribiremos la energia mecanica del objeto
como

=8,97 m/s?

1

E=E +E = 1myv:-GM"
2

r
y, como sabemos, esa cantidad E es un invariante, ya que las fuerzas gravitatorias son conservativas. Por lo tanto,
esta suma valdra lo mismo en la superficie que en el punto mas alto de la trayectoria vertical. Llamando v, a la

velocidad con que se produce el lanzamiento, y teniendo en cuenta que la velocidad final, a 300 km sobre la suerficie,
es cero, tenemos:

1mvg—GM:O—GM - 1\,5 :GM(l_L):GM h ™)
2 R R+h 2 R R+h R(R+h)
donde sélo resta operar:
5
vV, =,/|2GM h __ 2.6,67.107".5,98.10* 3(;10 - =2,37.10m/s
R(R+h) 6,37.10°.6,67.10

para tener la velocidad del lanzamiento, cerca de cinco veces menor que la velocidad de escape, pero aln asi una
velocidad considerable.

b) La energia potencial del objeto a esa altura es negativa, vaya esto por delante, porque asi son las energias
potenciales gravitatorias. Su valor es
24
pawrah — —G—Mm = —6,67.10’”75’98'10 ‘:00 =-5,98.10° J (2)
P R+h 6,67.10
y es, en todo caso, mayor que la energia potencial en la superficie de la Tierra, que seria mas negativa. Podemos, a
pesar de ello, manejar cantidades positivas si colocamos el nivel cero de la energia potencial sobre la superficie de la
Tierra, en lugar de situarlo a distancia infinita, como implica manejar la expresion E, = -GMm/r. Para desplazar el
cero de la energia potencial a la superficie de la Tierra debemos redefinir la energia potencial como
oM eMy emm - cemmd o) —omm "
r R R r R R+h R(R +h)

donde r es la distancia del punto de interés al centro de la Tierra y R el radio de la misma. Notese que lo que
calculamos no es otra cosa que la diferencia entre la energia potencial en un punto cualquiera y la energia potencial
en la superficie; el incremento de energia potencial al subir hasta la altura h. Notese también que, comparando con
(1), el resultado que obtendremos no es otra cosa que la energia cinética que tenia el objeto al salir

h = 1mvé = 1100.(2,37.103)Z =2,81.10° J (3)
R(R+h) 2 2
que no hace sino reflejar la conversion de energia cinética en potencial gravitatoria al subir hasta detenerse a la
altura de 300 km. Los resultados recogidos en (2) y (3) son equivalentes; difieren en la colocacion del cero para la
energia potencial.

altura h
AE?

AE;ltura h — G Mm

c) Llegado a la altura de 300 km, en reposo, el objeto comenzara de inmediato la caida hacia la superficie terrestre.
Para que eso no suceda y se mantenga en orbita a esa distancia, se necesitaria la pertinente velocidad orbital (habria
que encender algin motor en el objeto, o impulsarlo de alguna manera), cuyo valor conocemos bien

V= GM
\/ r

de modo que habra que comunicar al objeto una energia cinética adicional de valor
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E = Tmve —gMm
2 2r

que es la conocida energia cinética orbital. Sabemos, ademas, que su valor en una orbita circular es la mitad,
cambiada de signo, de la energia potencial que ya tenemos calculada en (2). Se concluye, pues, que seria

E, = e - -1(5,98.10° = 2,99.10° J
2° 2

d) La velocidad seria, como ya hemos hecho notar, V= GM
r

pero también podemos deducirla directamente de la energia cinética:
9
v :\/ZEC _ \/229910 ~7,73.10° m/s
m 100
y el periodo, conocidos radio orbital y velocidad, es inmediato:

6
72200 2m867107 34461 97 5 - 10h 2min 425
v 7,73.10

MobELo 10
B-C1.— a) ;Cual es el periodo de un satélite artificial que gira alrededor de la Tierra en una orbita circular cuyo
radio es un cuarto del radio de la érbita lunar?
b) ;Cual es la relacion entre la velocidad del satélite y la velocidad de la Luna en sus respectivas orbitas?
Dato: Periodo de la orbita Lunar, T, = 27,32 dias

a) El satélite gira alrededor de la Tierra con un
radio orbital
1
rs = ZI'L
igual a la cuarta parte del radio orbital de la
Luna, r.. De acuerdo con la ley de los periodos de
Kepler, podemos poner

L.t
T oK
donde T, = 27,32 dias es el periodo lunar y Ts el periodo del satélite. Entrando con estos valores en la ley, queda:
2 3 2 3
r.on o L6 o 7oL _2032 3 4 gias
L T re 8 8

b) En cuanto a la relacion entre las velocidades, recordemos que la velocidad de un objeto en odrbita circular

alrededor de la Tierra es
V= G—M
\/ r

donde M es la masa de la Tierra y r el radio orbital. Escribiendo entonces las velocidades v, y vs de la Luna y del
satélite en funcion de sus radios orbitales respectivos, y dividiendo miembro a miembro, tenemos

vV = GM 1
L { —
r
L = £:7r$: i:1l4:2 = VS=2vL
M Vi 1 fs
v, - [c™ 1
rg i

la relacion que nos piden: el satélite tiene velocidad doble que la Luna.
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JuNIo 96
B2.- Se tienen dos cargas eléctricas puntuales de 3 uC cada una, una positiva y la otra negativa, colocadas a una
distancia de 20 cm. Calcular la intensidad de campo eléctrico y el potencial eléctrico en los siguientes puntos:

a) En el punto medio del segmento del segmento que las une.

b) En un punto equidistante 20 cm de ambas cargas.

Datos: (medio es el vacio) Constante de la ley de Coulomb K=9.10° Nm2C?
a) Sea P el punto medio del segmento que une las car- E,
gas. Suponemos q, positiva, a la izquierda, y g, negati- t >
va, a la derecha de la imagen. Los campos E, y E; crea- G P E; @
dos por ambas cargas en P son radiales, como corres- e e N
ponde a cargas puntuales, y coinciden en el sentido, ri=10cm rz=10cm
hacia la carga q,. Miden lo mismo, ademas, por ser
iguales las cargas y estar a la misma distancia de P: 4+ BB .
O P ¢)]

-6
E=E=KX_ K@ ~9.10°31%" _27.10° N/ C
) 5 0,1
asi que, de acuerdo con el principio de superposicion, el campo en P sera E = E; + E;, de modo que sera un vector en
la linea que une las cargas, hacia la carga negativa, y se ha dibujado debajo para mayor claridad. Su médulo sera la
suma de mddulos de E; y Ej:

E=E,+E,=27.10° + 27.10° =5,4.10° N/ C

b) Evidentemente, un punto que diste 20 cm de cada carga tiene que estar fuera
de la linea que las une. Podemos encontrarlo, en el plano del papel, en un lugar
como S, un punto de la mediatriz del segmento entre las cargas.

Se muestran las intensidades de campo E; y E, en ese punto S: son vectores radia-
les, hacia fuera el primero de ellos y hacia dentro el segundo, como corresponde a
una carga negativa q,. Los modulos de E; y E; son otra vez iguales, por razones de

simetria: r‘/
—6 ‘,/
E1=EZ=K‘i;=|<@=9.1o"3'102 = 6,75.10° N/ C /
r, r 0,2 /,\x
y su suma, E = E; + E,, llevara la direccion horizontal , paralela a la linea que une —-r-/
las cargas, apuntando hacia la negativa. El mddulo se obtiene facilmente en el q
paralelogramo de la figura, notando que el angulo entre E; y E; sera 2o = 120°, ya i

que o = 60° es el angulo del triangulo equilatero formado por las cargas y S. Asi,
quedara

E = B +E2+2EF, cos120° = [ (6,75.10°) +(6,75.10°) +2.6,75.10° . 6,75.10°.(~0.5) = 6,75.10° N/ C

el mismo maddulo que E; o E;, como seguramente hubiese hecho ver la observacion
directa de la imagen: el triangulo formado por E4, E, y E es también equilatero.

Un comentario para acabar: esta distribucion de cargas, como se habra notado, es
un dipolo eléctrico. Si recordamos como es el diagrama de lineas de campo de un

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
dipolo, con lineas que nacen en q; y van a morir en q;, podemos confirmar los re- /_E\\
sultados que acabamos de calcular: puede verse en la figura como las intensidades , E

de campo en P y S, tangentes a la correspondiente linea de campo en cada punto, e \pi—// {
llevan la direccion que hemos encontrado en los dos apartados anteriores.

SEPTIEMBRE 96

C2.- Define los conceptos de intensidad de campo, potencial, linea de fuerza y superficie equipotencial en un
campo de fuerzas gravitatorio. ;Bajo qué angulo cortan las lineas de fuerza a las superficies equipotenciales?
¢Por qué?

Véase la teoria.

Sol.- Las lineas de fuerza cortan perpendicularmente a las superficies equipotenciales, debido a que la intensidad de
campo es el gradiente (con signo menos) de la energia potencial.
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JunNio 97

C4.- ;Puede existir diferencia de potencial eléctrico entre dos puntos de una region en la cual la intensidad de
campo eléctrico es nula? ;Qué relacion general existe entre el vector intensidad de campo eléctrico y el poten-
cial eléctrico? Razona las respuestas.

La relacion entre campo eléctrico y potencial es la que existe entre cualquier fuerza conservativa y su correspondien-
te energia potencial: recuérdese que E es la fuerza que actua sobre +1 C colocado en un punto, y que V representa
la energia potencial por culombio en un punto. En términos matematicos, el trabajo que hace E entre dos puntos A y
B se escribe como la diferencia de potencial entre ambos

B
[ E.dr=V,-V, (1)

de forma que, si E = 0 en una region del espacio, la integral del primer miembro sera cero: una fuerza nula no hace
ningun trabajo, obviamente. Por consiguiente,

VA — VB =0 = VA = VB
no puede haber diferencia de potencial entre los dos puntos. Por supuesto, esto no significa que V, = Vg = 0; sino

que Ay B — como todos los puntos de la zona en que E = 0 — estan al mismo potencial. La implicacién mas importan-
te de esto es que mover cargas dentro de esa zona no requiere trabajo alguno.

Por lo demas, recuérdese que esta situacion aparece siempre dentro de un conductor, esté o no cargado: el interior
de un conductor es siempre una zona de E = 0; por lo tanto, de potencial constante.

La relacion entre campo y potencial esta recogida en (1). Podemos expresarla también con

E:—gradvz—ﬁvz—ﬂi—ﬂj—ﬂk (2)
oX oy oz
que es, en términos matematicos, la inversa de (1): ambas
ecuaciones en realidad expresan lo mismo, aunque (1)
permite obtener V cuando se conoce E, mientras que (2)
proporciona E cuando se tiene V.

En cualquier caso, el significado de (1) y (2), es decir, la
relacion entre E y V se resume en: el vector intensidad de
campo E en cualquier punto tiene la direccién en que V
varia mas rapidamente, y el sentido en que V decrece.
Entre otras cosas, esto implica la conocida relacion de
perpendicularidad entre lineas de campo y superficies
equipotenciales. En la figura se muestra una familia tipica
de superficies de potencial constante V4, V,, V3 en el or-
den decreciente V> V,> V3 y se muestra igualmente una
linea de campo tipica, que ha de ir cortando ortogonal-
mente cada superficie equipotencial que va encontrando.
Ademas, el campo E apunta en el sentido de los potencia-
les bajos.

Lineas de campo y superficies equipotenciales
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SEPTIEMBRE 97
C3.- Si una carga eléctrica negativa se desplaza en un campo eléctrico uniforme a lo largo de una linea de fuerza
bajo la accion de la fuerza del campo:
a) ;Como varia la energia potencial de la carga al pasar ésta desde un punto A a un punto B del campo?
b) ;Dénde sera mayor el potencial eléctrico del campo, en A o en B?
Razona las respuestas.

a) Bajo la accion de las fuerzas del campo, es decir, moviéndose de forma es- >
pontanea dentro del campo, cualquier carga, del signo que sea, lo hara yendo a B

lugares donde su energia potencial eléctrica sea mas baja. Distinto seria que la <
carga se mueva bajo la accién de otras fuerzas, ademas de E; en tal caso, el mo-
vimiento no seria espontaneo, y podria suceder con un aumento de la energia
potencial eléctrica. — > E

Otro modo de explicar esto puede verse en la figura adjunta. Ahi aparecen los
puntos A y B entre los que se movera una carga negativa q, de forma espontanea,
bajo la accion la fuerza F = gE (siendo q negativa, F y E tienen sentidos distintos).
La carga q, pues, se mueve espontaneamente en sentido contrario a las lineas de Campo uniforme
campo, por tanto, hacia los potenciales eléctricos altos; esto, como sabemos,
sucede en cualquier campo eléctrico. La energia potencial de la carga se escribira

E;=qV, (enA) ; E2=qV, (enB)

y la diferencia de energia potencial al ir de A a B sera AE, = Eg - E;‘ =q(V;—V,)

donde el paréntesis expresa una cantidad positiva, puesto que la carga se esta moviendo hacia potenciales altos, de
modo que Vg > V4. Al multiplicar por una carga q negativa, la variacion de energia potencial calculada queda negativa,
es decir, ha disminuido, tal y como deciamos mas arriba.

b) Aqui no cabe sino insistir en que las lineas de campo apuntan siempre hacia potenciales bajos, asi que el punto A
de la figura anterior esta a potencial mas bajo que el punto B. La carga negativa se mueve, espontaneamente, hacia
potenciales altos; por tanto, como se discute en el apartado anterior, hacia energias potenciales mas bajas.

SEPTIEMBRE 97
A2.— A una distancia “r” de una carga puntual “Q”, fija en un punto O, el potencial eléctricoesV =400V y la
intensidad de campo eléctrico es E = 100 N/C. Si el medio considerado es el vacio, determinar:
a) Los valores de la carga “Q” y de la distancia “r”.
b) El trabajo realizado por la fuerza del campo al desplazarse una carga de 1 uC desde la posicion que dista
de O el valor “r” calculado hasta una posicion que diste de O el doble de la distancia anterior.
Datos: Constante de la ley de Coulomb, K = 9.10° N m? C2

E=100N/C
a) Llamemos P al punto del que nos hablan: si el potencial en P es 400 V, posi-
tivo, eso implica que la carga creadora Q es positiva. Las expresiones de la P
intensidad de campo eléctrico E (en mddulo) y del potencial V creados por una -7 Ve =400V
carga puntual son sencillas y bien conocidas /r/
//’1 _)___,,-—4"‘*“'—7_"#— S
-k () v-k& @ ¥ 2r
r r
de forma que basta introducir en ellas los datos relativos al punto P y dividir miembro a miembro:
100 = k2 ke 1
rZ 100 1 rz rz 1
a0 4 .Q 1Ty TooreAm
400 = Kg K? .
r

para tener r, la distancia de P a la carga Q. En cuanto al valor de ésta, podemos volver a cualquiera de las dos expre-
siones, sabiendo ya r, y despejar. Por ejemplo, en el potencial de P:
Q 400.4

400 = K= 5
r 9.10

=9.109% = Q= =1,78.107 C = 0,18 pC

b) Ahora consideramos el desplazamiento de una carga de +1 pC desde el punto P al punto S, distante 2r = 8 m de la
carga puntual Q. Como ya sabemos el potencial de P, y ya que el potencial decrece inversamente con la distancia a Q,
el potencial de S sera 200 V:

Q

Vi =K== 9.10°
2r

-7
1,78510 — 200V

asi que, cuando una carga de +1 uC se mueve desde P hasta S, lo hace en el sentido de los potenciales decrecientes,
que es espontaneo para una carga positiva. El campo hara, por consiguiente, un trabajo positivo:
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emeows — q(V, — V) = 107 (400 -200) = 2.10* J

+1pC

SEPTIEMBRE 98
A2.—- a) ;Qué diferencia de potencial debe existir entre dos puntos de un campo eléctrico uniforme para que un
electrén que se mueva entre ellos, partiendo del reposo, adquiera una velocidad de 10® m s~'? ;Cual sera
el valor del campo eléctrico si la distancia entre estos dos puntos es de 5 cm?
b) ;Qué energia cinética posee el electréon después de recorrer 3 cm desde el reposo?
Datos: Masa del electrén, m. = 9,109.1073" kg; Valor absoluto de la carga del electrén, e = 1,6.107"° C

a) Una carga, en nuestro caso un electron, puede ser acelerada o frenada por un campo eléctrico. Independientemen-
te de que se trate o no de un campo uniforme, cuando una carga q se mueve en un campo, desde el punto A al punto
B, bajo la accién exclusiva de la fuerza del campo, qE, su energia total (suma de cinética y potencial) se conserva:

lmvi+qV =1mvé+qvB (1)
2 2
donde la energia potencial se escribe E, = qV. Se sigue de ahi que la variacion de energia cinética, AE., es
AE, =EZ-E} = —AE, = —qAV = q(V, - V) ) -
Téngase presente que AV = Vg-V, para entender bien el significado de (2). o= m__ id
Obsérvese que, si la carga gana energia cinética, el primer miembro es F=-eE A
«— .

positivo; la igualdad requiere que lo sea el segundo también. Las conclu-
siones que se pueden sacar de esto son fundamentales y deben entender-
se con claridad: —E

Si q es positiva, la diferencia V,—Vg debe serlo igualmente, y V,>V;i: la
carga se habra movido espontaneamente (eso quiere decir que el campo
la ha movido) hacia potenciales bajos.

Si q es negativa, la diferencia V,—Vg debe serlo igualmente, para que el producto de ambas en el segundo miembro
quede positivo, y Va<Vz: la carga se habra movido espontaneamente hacia potenciales altos.

Podemos aplicar todo esto a nuestro caso, un electrén en reposo dentro de un campo eléctrico uniforme. Imaginamos
que el campo esta dirigido hacia la derecha; el electron sera empujado hacia la izquierda por la fuerza F = —eE, y se
moveria en linea recta desde A hacia la izquierda, acelerado por el campo y cada vez mas rapido. Supongamos que B
es el punto en el que la velocidad alcanza el valor vy = 10° m/s; sabemos también que v, = 0 m/s, pues partio del
reposo. La aplicacion de (2) deja

D

AE, = E}-EX =E :%mvé =-e(V,-Vy) (3)

de modo que, sustituyendo y operando
©9,109.107".10"
2.1,6.10"

asi que el potencial de B es mas alto, como debia ser. Si queremos responder en términos de AV = Vg-V,, entonces
sera AV =2,85V.

La diferencia de potencial entre dos puntos es el trabajo que hace el campo al llevar +1 C de uno al otro. En térmi-
nos mas concretos, es

%9,109.10*3‘.1012 =-1,6.107"(V, - V,) = V, -V, = =-2,85V

B
[ E.dr=V,-V,

Cuando se trata de un campo uniforme, E = Cte, de forma que puede salir de esa integral y el calculo del trabajo
resulta particularmente sencillo:

B B
[ E.dr=E [ dr =E(r;-r,) =EAr =V, -V, (4)

ya que es un simple producto escalar del campo E por el vector desplazamiento Ar de la carga +1 C. En nuestro caso,
de acuerdo con la figura, el campo es un vector E horizontal y hacia la derecha; el desplazamiento es el vector AB,
horizontal y hacia la izquierda; el angulo entre ambos seria m rad = 180°. Conocemos también el segundo miembro,
que vale —2,85 V, asi que resta solo despejar E, modulo de E:

2,85
0,05

E.AB.cos180° =E.0,05.(-1) = -2,85 = E= =57N/C
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b) La figura muestra la situacion a que se refiere el apartado: el electron esta E =57 N/C
en C, después de haber recorrido 3 cm desde que salié del reposo, en A. Po-

demos entonces usar (4), entre los puntos A y C, para hallar la diferencia de 5 cm
potencial entre ellos: de nuevo E y Ar son vectores de sentido opuesto, pero - i
Ar mide 3 cm ahora: B,__Fi'EE_é _____________ A

EAr=V,-V. = V,-V.=57.0,03.cos180° = -1,71V 3em
y ahora usar (3), entre los puntos Ay C:

AE, =EC—EA =EC = %mvé =—e(V,-V)
-19
de modo que resulta EC = —e(V,—V) =-16.10".(-1,71) = 2,74.10" J = % =1,71eV
1,6.107" J/ eV

SEPTIEMBRE 99
A2.— Se tienen dos cargas eléctricas iguales y de signo opuesto, de valor absoluto 1.10° C, situadas en el plano
XY, en los puntos (-1,0) la carga positiva y (1,0) la carga negativa. Sabiendo que las distancias estan dadas en m,
se pide:

a) El potencial y el campo eléctrico en los puntos A(0,1) y B(0,-1).

b) El trabajo necesario para llevar un electrén desde A hasta B, interpretando el resultado.
Datos: Valor absoluto de la carga del electrén, e = 1,6.107"° C; Permitividad del vacio, € = 8,85.107'2 N""m2C?

Dos cargas puntuales iguales y de signo contrario constituyen un dipolo
eléctrico (véase JuNio 96 B2). En este caso, se encuentran en el eje X,
equidistantes del origen de coordenadas y a 1 m del mismo.

E;

a) La figura muestra la total simetria que existe entre los puntos Ay B
en los que hemos de calcular la intensidad de campo y el potencial. Es
especialmente destacable como la intensidad de campo E es la misma
en ambos puntos, de forma que bastara que hagamos los calculos en A.

De otra parte, los puntos A y B estan en la mediatriz del segmento que
une las cargas q; Y q,. Asi, el punto A esta a la misma distancia r de q,

ydqu;
r=1P+1 =ﬁm

asi que el mddulo de las intensidades de campo E; y E; en el punto A
es el mismo, y su valor es

|E|=|E,|=E=E, :K%:9.109$:4,5 N/C

Ahora debemos fijarnos en que las componentes verticales de E; y E;

se anularan, en tanto que las componentes horizontales se sumaran,

siendo ademas iguales. Es muy sencillo calcular cualquiera de esas componentes horizontales, notando que el angulo a
= 45°;

E,=E, =Ecosa =4,5.cos45° =3,18 N/C
de modo que el vector E resultante en A tendra moédulo E=E,+E, =2E,=6,36 N/C
o, en forma vectorial, E=6,36i N/C 'y, como se ha dicho ya, el campo en el punto B es el mismo que en A.

En cuanto al potencial, sabemos que los puntos de la mediatriz del dipolo tienen potencial cero, ya que estan a la
misma distancia de las dos cargas. Mas concretamente, seria:

1.107°
+9.10° = -——=0V
2 NNPIND
donde V; es el potencial que crea g, en cualquiera de los puntos A o B, y V, el potencial que crea g, en cualquiera de
esos puntos.

-1.107° 9 9

V, =V, = V,+V, = K%+K% =9.10°

b) El trabajo necesario sera nulo. En efecto, el trabajo realizado por el campo cuando una carga cualquiera se mueve
entre dos puntos A y B del campo, con independencia del camino que siga, es

B
W = quE.dr = q(Vv,-V,)

donde esta vez seria q = e, la carga de un electron. Ahora bien, V,-Vg = 0, de suerte que el trabajo hecho por el cam-
po sera cero.
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Junio 00
C3.— Dos cargas puntuales e iguales de valor 2 uC cada una se encuentran situadas en el plano XY en los puntos
(0,5) y (0,-5), respectivamente, estando las distancias expresadas en metros.

a) ;En qué punto del plano el campo eléctrico es nulo?

b) ;Cual es el trabajo necesario para llevar una carga unidad desde el punto (1,0) al punto (-1,0)?

a) Hay un Unico punto en que se anula el campo creado por dos cargas iguales y del mismo signo:
el punto medio de la linea que une las cargas. Esto es asi siempre, sean cuales fueren las cargas
y la distancia entre ellas, y la razon puede entenderse bien en la figura: el centro de coordena-
das, (0,0), es el punto medio entre las cargas en nuestro caso; esta a la misma distancia de am- 4+ (0,5)
bas y los campos E; y E, llevan la misma direccion y sentido opuesto, ademas tendran el mismo v
modulo; por consiguiente, E = E; + E; = 0 en ese punto. !

No hay ningln otro punto del campo creado por q; y g, con intensidad de campo nula. De este \r
modo, el Unico sitio en que podriamos colocar una carga en reposo y dejarla en equilibrio seria ZJ
(0,0). Ahora bien, se trataria de un equilibrio inestable; es decir, si la carga situada en reposo y |
equilibrio en (0,0) fuese desplazada minimamente (es decir, por pequefio que fuese el desplaza- B |
miento producido) en cualquier direccion y después se la soltase, entonces ya no regresaria a la
posicion de equilibrio, sino que se alejaria cada vez mas de esa posicion.

Estas sencillas ideas se extienden a cualquier campo eléctrico, cualquiera que sea la distribucion !
de cargas creadora del campo. En un campo eléctrico no existen puntos de equilibrio estable; si ’r
se encuentran puntos de equilibrio (en los que E = 0), seran de equilibrio inestable. I

b) Tampoco aqui seran precisas operaciones. La simetria de la distribucion de cargas y de los
puntos (1,0) y (-1,0) se ve con claridad en la figura, y muestra que los potenciales de los puntos A
y B seran iguales, asi que la diferencia de potencial entre ellos sera V,-Vg = 0 V. Sabemos que el
trabajo hecho por el campo para desplazar una carga q del punto A al punto B es

%@ +

B
W = LqE.dr =q(V,-V,)

asi que podemos concluir inmediatamente que el trabajo sera nulo.

SEPTIEMBRE 00
A2.— Los puntos A, B y C son los vértices de un triangulo equilatero de 2 m de lado. Dos cargas iguales positivas
de 2 uC estan en Ay en B.
a) ;Cual es el campo eléctrico en el punto C?
b) ;Cual es el potencial en el punto C?
c) ¢Cuanto trabajo se necesita para llevar una carga positiva de 5 uC desde el infinito hasta el punto C si se
mantienen fijas las otras cargas?
d) Responder al apartado anterior c) si la carga situada en B se sustituye por una carga de -2 pC.
Datos: Permitividad del vacio, &, = 8,85 . 107"2N"' m2 C?

a) La figura representa la situacion de las cargas en A y B, asi como las inten-
sidades de campo E, y Ez creadas por estas cargas en el punto C. Ya que las
distancias de Ay B, respectivamente r, y rg, no son sino el lado | del triangu-
lo, y ya que las cargas en A y B son iguales, parece obvio que la simetria exige
que los mddulos de E, y Eg sean iguales

S 2.10°°
AP 4ner? 47.8,85.10712.22

=4500N/C

Ahora, principio de superposicion: el campo en C es la suma de los campos
creados por las dos cargas,

E= EA + EB
suma, naturalmente, vectorial. El paralelogramo necesario esta dibujado en la figura, donde puede verse con claridad
que el angulo entre los vectores E, y Eg es de 60°, igual al angulo del triangulo en C. Asi, por simetria, el campo E

resulta en la direccion de la bisectriz de ese angulo (y de la mediatriz del lado AB, altura sobre ese lado, mediana
también). Su modulo es inmediato:

E= \/EZA +E2 +2E, E; cos60° = \/45002+45002+2.4500.4500.0,5 =4500,/3 =7794,23N/C
en la direccion y sentido explicados.

b) Principio de superposicion: los potenciales se suman. Asi, el potencial del punto C es la suma de los potenciales
creados por las cargas colocadas en A y B; pero estos potenciales, por razones de simetria, son iguales: misma carga
en Ay B, a la misma distancia de C:

-6
V=V, +V, = Q ., Q@ , Q , 2.10 — =18000 V
Angyr,  Amegh 4me,r, 47.8,85.107"%.2
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c) Es muy frecuente cometer errores cuando se ha de calcular el trabajo sobre una carga que se mueve en un campo,
derivados de no entender con claridad si el trabajo lo hace el campo o lo hacemos nosotros contra las fuerzas que el
campo aplica sobre la carga. Una cierta disciplina de calculo podria evitar estos errores:

Situacion: la carga q (con signo!) va a moverse desde P hasta S
Paso 1: ;Conocemos los potenciales de P y S? Si no es asi, deberiamos calcularlos.

Paso 2: El trabajo hecho por el campo, sobre la carga q, que se mueve de P a S es ;"’m‘”WPS =q(Vp—V;)

Paso 3: Si ese trabajo sale negativo, la carga se ha movido contra las fuerzas del campo. En tal caso, ha habido que
moverla con alguna fuerza exterior, opuesta a la del campo: el trabajo minimo (generalmente se refieren
siempre a esto) que habra realizado esa fuerza es el mismo que realizado por el campo, cambiado de signo.

En nuestro caso, q = 5 PC (positiva, ira espontaneamente hacia potenciales bajos). El potencial del punto de llegada,
C, es V¢ = 18000 V; el potencial de salida en infinito es cero (ese punto esta a distancia infinita de A y de B). Asi que
lo sabemos todo, y podemos ir al paso 2:

El trabajo hecho por el campo sera gaEp°W§ =q(V, V) =5.10"°(0-18000) = - 0,09 J
Como es negativo, se ha requerido trabajo contra el campo para transportar la carga. Su valor minimo sera
contra el campoWC =0.09J

5uC
d) ;Qué es lo que cambia? El potencial del punto C, que va a ser nulo: en efecto, ahora las cargas en Ay B tienen el
mismo valor, pero son de signo contrario, de modo que crean en el punto C potenciales positivo (la de A) y negativo
(la de B), que se anulan,

Vc = VA + VB =0V
asi que, como C esta al mismo potencial que infinito, la diferencia de potencial V,-Vc=0V

y el trabajo necesario para mover la carga es cero esta vez.

Junio 01
B2.- Tres cargas positivas e iguales de valor q = 2 uC cada una se encuentran situadas en tres de los vértices de
un cuadrado de lado 10 cm. Determine:
a) El campo eléctrico en el centro del cuadrado, efectuando un esquema grafico en su explicacion.
b) Los potenciales en los puntos medios de los lados del cuadrado que unen las cargas y el trabajo realizado
al desplazarse la unidad de carga entre dichos puntos.
Datos: Constante de la ley de Coulomb en el vacio, K =9.10° N m?C?

a) Las tres cargas q4, q; ¥ Q3 tienen el mismo valor q = 2 uC y se encuentran en tres
de los vértices del cuadrado de la figura. Ya que estan a la misma distancia del
centro C del cuadrado, que es la mitad de la diagonal,

r= g = %J 10°+10% = %10\/5 =52 cm
parece claro que las intensidades de campo E4, E; y E3 creadas por las tres cargas
en el punto C van a tener el mismo mddulo, tal como aparece recogido en la figu-
ra. Ademas, por razones de simetria obvias, E, y E3 se anularan, E, + E3 = 0, de
forma que la intensidad de campo resultante en C sera

E=E,+E; +E3=E;
el campo creado por la carga q;. Este vector lleva la direccion de la diagonal y
apunta al cuarto vértice del cuadrado. Su modulo es
2.10°

(5v2.1077

b) Los puntos medios de los lados que unen las cargas son M y N. Por razones de e ry N +
simetria evidentes, el potencial en ambos sera el mismo, de modo que lo calcula- / -
remos en uno de ellos, digamos el punto N. La figura muestra las distancias de las / -

tres cargas al punto N, que hemos llamado ry, r; y r3; dos de ellas son evidentes [rad

Q3+ 10 cm

E=KJ-9.10° 3,6.10°N/C
r

rh=rp,=5cm T

puesto que son la mitad de un lado. La tercera, r3, es hipotenusa de un triangulo
rectangulo de catetos 10 cm y 5 cm, como puede verse facilmente en la figura, de /
forma que J/

/

r, = 102 +5% = /125 =545 cm /

asi que podemos calcular el potencial del punto N, recordando el principio de su- @ 10 cm
perposicion: los potenciales creados por las tres cargas se suman:
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V= V4V 4V, =KI k% kS
I,

1 rZ r3

donde V,y es el potencial en M creado por q;, y de manera semejante se entienden los otros sumandos; por supuesto,
Vy es el potencial resultante en N. Los calculos son

-6 -6 -6
vN=9.1o"2'1° 210° o0 2.10
5. 54/5.102

y, como ya se ha dicho, el potencial en M sera el mismo por razones de simetria. De este modo, desplazar cualquier
carga entre My N, por ejemplo la unida de carga, no supondra ningun trabajo, por ser nula la diferencia de potencial
Vu-Vy entre los dos puntos.

9.10°
107 " 510

=3,6.10° + 3,6.10° + 1,6.10° = 8,8.10° V

SEPTIEMBRE 01
B2.- Se tienen dos cargas puntuales sobre el eje X, q;= -0,2 uC esta situada a la derecha del origen y dista de él
1 m; q,= +0,4 uC esta a la izquierda del origen y dista de él 2 m.

a) ;En qué puntos del eje X el potencial creado por las cargas es nulo?

b) Si se coloca en el origen una carga q= +0,4 uC, determine la fuerza ejercida sobre ella por las cargas q; y q,.
Datos: Constante de la ley de Coulomb en el vacio, K =9.10° N.m? C?

a) El potencial creado en cualquier punto por esta distribucion de cargas es, de acuerdo con el principio de superposi-
cion, la suma de los potenciales debidos a una y otra:
V=V;+V, (1) 3m

y, ya que una de las cargas es positiva y la otra negati- 3-x X
va, puede ocurrir que esa suma sea cero en puntos

determinados. Por supuesto, si las dos cargas fuesen P

del mismo signo, eso no podria suceder en ningn pun- & G

to.

(En qué puntos puede resultar, entonces, V = 0?2 Hay D . R PO S
puntos fuera del eje X, desde luego, y es algo mas 3+x

complicado buscarlos. Y hay algln punto, exactamente f ____________________________________ g
dos, en el eje X, y esos son los que nos piden. Cllz 0 a S

El primero de ellos esta entre las cargas, dentro del

segmento que las une, que contiene el origen 0. Como

se supone que no sabemos qué punto es, le llamamos P, en la figura de arriba. Suponemos que esta a x m de q;; como
la distancia entre q; y q, es de 3 m, parece claro que P estard a 3—x m de q,. La condicion de V = 0 en este punto
requiere que

VvV, =kI k% _¢
X

3-x
_ -6 -6

de donde se sigue G, % _g 0,210 +0’4'10 =0 = 0,4x=0,23-x) = x=1m
X 3-X X 3-x

asi que P estd 1 m a la izquierda de qy; por tanto, 2 m a la derecha de q,. Parece obvio que se trata justamente del
origen de coordenadas.

La otra solucion hay que buscarla fuera del segmento, a la derecha de q;. Sabemos esto porque, ya que g; es una
carga mas pequefa que q,, el punto de potencial cero tiene que estar mas cerca de q; que de q,. Llamamos S a ese
punto, y lo suponemos a distancia x de q;, como aparece en la figura de abajo. Ahora, como puede verse, g, queda a
distancia 3+x del punto S. La condicion de V = 0 en S se escribe

V=v+V, =K s k% _o
X 3+x
B 6 %
&+ q, 0 = 0,2.10 +0,4.10

de donde se sigue =
X 3+X X 3+x

=0 = 0,4x=0,23+x) = x=3m

y ahora S esta 3 m a la derecha de qy; por tanto, 6 m a la derecha de q,. El dibujo no hace justicia al resultado.

b) La fuerza sobre una carga q colocada en un lugar donde la

intensidad de campo es E resulta PR . e N,
F=qE (2) R , Ei
+ >
asi que necesitamos conocer la intensidad de campo en O. Una @ o E g
vez mas, principio de superposicion: los campos se suman. En la - E
figura se muestran las intensidades de campo E; y E, creadas en O qu 0 !

por las cargas q; y q,, respectivamente.

Como se ve, ambos vectores llevan la direccion del eje y sentido
hacia la derecha. Sus moédulos son
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-6
B 94002410 900N/

|q 50,2.10°¢ _
L= 9.10° 25"~ =1800N/C E, =K—

E =K
XJ 1 X5

de manera que, ya que son vectores de misma direccion y mismo sentido, su suma también estara en el eje y hacia la
derecha; su modulo sera la suma de los modulos

E=E+E, =2700N/C

Por lo tanto, al aplicar (2) sobre una carga q = +0,4 uC colocada en O, la fuerza llevara la direccion del eje X, sentido
positivo, y medira

F=qE=0,4.10"°.2700 = 1,08.10*N  (F = 1,08.107i N)

MobELo 02
A2.— Un electron es lanzado con una velocidad de 2.10° m/s paralelamente a las lineas de un campo eléctrico
uniforme de 5000 V/m. Determine:
a) La distancia que ha recorrido el electrén cuando su velocidad se ha reducido a 0,5.10° m/s.
b) La variacién de la energia potencial que ha experimentado el electron en ese recorrido.
Datos: Valor absoluto de la carga del electrén, e = 1,6.107"° C; Masa del electrén, m. = 9,1.107%" kg

El problema SEPTIEMBRE 98 A2 es una buena lectura previa para este ejercicio. Una vez mas se plantea el movimiento
de una carga — un electrén, esta vez — en un campo. Como sabemos, en cualquier caso (sea uniforme el campo o no),
si la carga se mueve entre A y B bajo la accién exclusiva de las fuerzas del campo, existe conservacion de energia,
ya que el campo eléctrico es siempre conservativo. Esto se escribe

AE =EZ-E} = —AE, = —qAV = q(V, - V,) (1)

Ademas, como se explico detalladamente en el citado ejercicio, el trabajo hecho por E entre dos puntos, en un campo
uniforme, es especialmente sencillo,

[(E.dr=E [[dr =E@r,-r,) =EAr =V, -, 2)

y no necesitamos nada mas. Entiéndase bien, (2) sélo es correcta en un campo uniforme, para poder sacar E de la
integral. En esta expresion, E es el campo y Ar el vector desplazamiento de la carga.

Ahora, apliquemos esto a nuestro asunto: el electron esta en A, lanzado

hacia la derecha, en la direccion del campo. Se esta moviendo hacia E ,
potenciales bajos, en el sentido de las lineas del campo, que le estara

frenando: es obvio que le aplica una fuerza hacia la izquierda. A Va B_ v
Asi que va perdiendo velocidad, y llegara a detenerse. Cuando pasa por .

B, su velocidad se ha reducido de forma considerable. Como sabemos la Ar

velocidad en A, v, = 2.10° m/s, y en B, vz = 0,5.10° m/s, podemos usar (1)
para hallar la diferencia de potencial entre Ay B:
AE, = E2-E2 :%mevg_%

m.Vv3 = %9,1.10-31 (0,5%.10' -22.10"*) = -1,71.10 "¢ J
171107

1,6.107"°
y el punto A esta a potencial mas alto que B; ya lo sabiamos. Ahora podemos usar (2) para hallar la distancia entre Ay

B: notese que E y Ar son esta vez vectores de la misma direccion y sentido; su producto escalar es un simple producto
de modulos

Es decir, AE, =-171.10® J=—e(V, -V,) = V, -V, =10,66 V

10,66
5000
b) La respuesta es inmediata, y esta escrita en (1): la variacion de energia potencial es la misma que la de energia

cinética, pero con signo contrario. De hecho, esto es una obviedad: bajo fuerzas conservativas — como las eléctricas,
por ejemplo — la energia total (suma de E. y E;) se conserva; lo que pierda una, lo gana la otra. Asi que resulta

AE, = —AE. =1,71.10"% J

=2,13.10° m=2,13 mm

E.Ar=V,-V, =  E.AB=10,66 = AB

Por supuesto, podemos hacer el célculo de modo directo, ya que la energia potencial del electron es E, = —eV, y por
tanto la variacién es

AE, =E} -E) = —eV,—(-eV,) =e(V, - V;) =1,6.107°.10,66 = 1,71.107" J

JuNio 05
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A2.— Tres particulas cargadas Q; = +2 pC, Q, = +2 uC y Q3 de valor desconocido estan situadas en el plano XY. Las
coordenadas de los puntos en los que se encuentran las cargas son Q;: (1,0), Q,: (-1,0) y Qs: (0,2). Si todas las
coordenadas estan expresadas en metros:
a) ;Qué valor debe tener la carga Q; para que una carga situada en el punto (0,1) no experimente ninguna
fuerza neta?
b) En el caso anterior, ;cuanto vale el potencial eléctrico resultante en el punto (0,1) debido a las cargas Q;,

QyQs?
Dato:  Constante de la ley de Coulomb, K = 9.10° N m? C?2

a) En el punto P (0,1) ocupado por una eventual carga q existe un cam- IY
po creado por las cargas Q;, Q, y Qs; de acuerdo con el principio de Q, ®(0.2)
superposicion

E=E,+E;+E;3 (1) E.+E

"
como se muestra en la figura. La fuerza que actua sobre la carga q L t\‘\ 2
puesta en P es F = qE, de manera que es necesario que E = 0 en ese Ei |-y E;
punto para que la fuerza resulte nula, tal como se nos pide. & 4
La observacion de la figura ilustra como las intensidades de campo E; y ,B [ )
E, deben tener el mismo mddulo, ya que Q; = Q, y ambas cargas estan A S
- ~ N

a la misma distancia (ry = r;) del punto P. Esa distancia es

. EY N
n=r=ytr+f =2m A .
y las intensidades de campo miden, por tanto 1.0 - L
0 X
Q, 2.10° Q@ Q

E, =E, = K% =K=2 =9.10°=——— = 9000 N/C

r, r, 2
Ahora bien, al sumar los vectores E, y E, parece obvio que las componentes horizontales, por simetria, seran iguales y
de signo contrario, de forma que se anularan. Quedaran las componentes verticales, ambas hacia arriba y de la misma
medida, de nuevo por razones de la simetria de la distribucion. Esas componentes verticales, que llamaremos Eq, y

E,y, son las correspondientes proyecciones de los vectores sobre el eje Y, y valen

E, =, = E,cosa = E, coso = 9000, = 6363,96 N/C

JZ
de manera que la suma E; + E, acaba siendo un vector dirigido hacia Qs, a lo largo del eje Y, y su modulo es el doble
de la proyeccion que acabamos de calcular:

|E,+E,| = 2E, = 2E,, = 12727,92 N/C )

Asi, parece claro que si la suma (1) debe ser nula, el vector E; debe estar dirigido también a lo largo del eje Y, hacia
abajo, y debe tener como modulo la cantidad obtenida en (2). De esto, y ya que la distanciade Q;aP esr; =1 m, se
puede obtener el valor de Q3

E, :KQ—;:12727,92 N/C = Q, :12727,92ﬁ:+1,41 pC
r .

3

b) El potencial en el punto P es la suma de los potenciales creados por las tres cargas Qs, Q, y Qs. Ahora que sabemos
lo que vale cada una de ellas, y también la distancia de cada una a P, el calculo es inmediato:

-6 6 6
Q,Q Qg0 2:10°, 2.10° 14110

T - RN B

V=V+V,+V,=K ) = 38183,77 V
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SEPTIEMBRE 05
C2.-Dos masas iguales, M = 20 kg, ocupan posiciones fijas separadas una distancia de 2 m, segin
indica la figura. Una tercera masa, m’ = 0,2 kg, se suelta desde el reposo en un punto A equidis-
tante de las dos masas anteriores y a 1 m de la linea que las une (AB = 1 m). Si no actian mas
que las interacciones gravitatorias entre estas masas, determine:

a) La fuerza ejercida (médulo, direccion y sentido) sobre la masa m’ en la posicion A.

b) Las aceleraciones de la masa m’ en las posiciones Ay B.
Dato: Constante de Gravitacién Universal G=6,67.10""" N m? kg™

a) La fuerza que actla sobre una masa m en un punto de campo gravitatorio, a menudo llamada “peso” del cuerpo en
ese lugar, es la conocida

F=mg (1)
donde g es la intensidad del campo gravitatorio en ese punto. En el caso que ,

nos plantean, la intensidad de campo gravitatorio en A, donde esta m’, sera My A

(principio de superposicion) la suma de los campos creados por cada una de g Su \Bz

los masas M. En la figura mostramos como seran esos vectores, a los que de- AT e

nominaremos g; y g,: se trata de campos radiales, dirigidos hacia la masa que // R \\

los crea. S Ye N
8=81+8 (2) . < >

Ademas, los mddulos g; y g, son iguales, por sencillas razones de simetria. Su M & B & M

valor es

|20

g1:g2:GMZ=6,67.10’1 5 =6,67.10 " N/kg (=m/s?)
r

donde se ha empleado la distancia r de cualquiera de las masas M al punto A, deducida de la figura

r=yt+f=2m
La suma, como puede apreciarse en la figura, no es dificil: las componentes horizontales de ambos vectores son de

sentido opuesto y mediran lo mismo: se anularan. Las componentes verticales, dirigidas ambas hacia abajo y de la
misma medida, se reforzaran. En conclusion, el campo g en A quedara dispuesto verticalmente y hacia abajo.

Hallamos las componentes verticales de g, y 8,, a las que llamaremos g4, y gy, respectivamente:

g, =8, =8,coso =g, coso = 6,67.107° S 4,72.107 N/kg

2

y concluimos que el campo en A estara dispuesto verticalmente, hacia B, y medira el doble de esta ultima cantidad:
g=9,43.107"" N/kg
La aplicacion de (1), ahora, acabara la cuestion: la fuerza sobre la masa m’ = 0,2 kg colocada en A sera vertical,
apuntando hacia B, y su médulo sera
F=m’g=0,2.9,43.107°=1,89.107"°N

b) Ahora hemos de recordar que la intensidad de campo gravitatorio en un punto mide la fuerza que actuaria sobre
una masa de 1 kg colocada en ese punto, pero también representa la aceleracion de cualquier objeto masivo que se
coloque ahi. Por tanto, ya que conocemos la intensidad g de campo en A, sabemos cual sera la aceleracion de m’ en
ese punto

g =9,45.107"" m/s?

En cuanto al punto B, el campo gravitatorio se calcula de nuevo aplicando (2): esta vez, ya que se trata del punto
intermedio entre las dos masas M, los campos g; y g, tienen la misma direccion, sentidos opuestos y, por razones de
simetria, el mismo médulo, de manera que suman 0. Consiguientemente, la intensidad de campo en B es cero, y la
aceleracion de m’ cuando pasa por B es

g = 0 m/s?
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SEPTIEMBRE 05
C5.-Un proton que parte del reposo es acelerado por una diferencia de potencial de 10 V. Determine:
a) la energia que adquiere el proton expresada en eV y su velocidad en m/s;
b) la longitud de onda de De Broglie asociada al proton moviéndose con la velocidad anterior.
Datos: Carga del protén, q, = 1,6.107"° C; Masa del protén, m, = 1,67.107%" kg; Constante de Planck, h = 6,63.10* J s

a) Un ejercicio que aborda una cuestion muy comln, la de cargas aceleradas (o frenadas) por medio de una diferencia
de potencial. De manera genérica, el planteamiento debe ser el siguiente: una particula de masa m y carga g, en un
campo eléctrico, tiene una energia que se obtiene sumando energia cinética y potencial:

1
E:EC+EP=Emv2+qV (1)

donde V es el potencial del punto en el que se encuentre la carga, y v su velocidad en ese lugar. Convendria recordar
aqui, una vez mas, el sentido fisico del potencial eléctrico: en esencia, no es otra cosa que la energia potencial por
unidad de carga; de ahi que la energia potencial eléctrica de una carga q se escriba como E, = qV.

De este modo, ya que las fuerzas eléctricas son conservativas, si una particula de carga q se mueve desde un punto A
a un punto B bajo la accién exclusiva de las fuerzas del campo (jesto es fundamental!) la energia se conserva. Esto
es

%mvi-quA = %mv§+qvB (2)

independientemente, ademas, del camino que la particula haya seguido para ir de A a B. Podemos entonces relacionar
la variacion de la energia cinética de la particula con la diferencia de potencial entre los puntos A y B:
1 1

AEczimvé—Emvi = q(V,—V,) = —qAV = - AE, 3)

donde las expresiones ~ AE_ = E/™ —EM™ = E® — E*; AV = Vo = Vi = Vo= Vs

se entienden, como toda variacion de una magnitud, en términos de valor final menos valor inicial. El uso de (3),
AE. = -qAV

es muy frecuente, en los calculos de aceleracion o frenado de cargas en un campo eléctrico. La diferencia de poten-
cial entre llegada y salida, AV, se llama potencial de aceleracion, o de frenado, segliin los casos: es de aceleracion
cuando la carga gana energia cinética; es de frenado si sucede lo contrario.

Asi, en el problema que nos ocupa, se dice que un proton es acelerado por una diferencia de potencial de 10 V.
Como va a ganar energia cinética, AE. va a ser positiva, y la observacion de (3) muestra que AV tiene que ser negati-
va: esto no hace sino confirmar algo que ya sabiamos, y es que un proton — carga positiva — es empujado por un cam-
po eléctrico hacia los potenciales bajos.

-18
Las cuentas daran AE, =-1,6.10"°(-10) =1,6.10" J = M =10 eV
16.10" J7,,

para la energia cinética ganada por el proton. Como parte del reposo, esa es también la energia cinética final, de
modo que la velocidad alcanzada sera

-18
Efal — % myv: =16.10"%J = V= /% = 4,38.10* m/s

b) La longitud de onda de De Broglie asociada a tal protén es ya inmediata
h h h
Tpomy o JZmE
Y, Ya que tenemos la energia cinética del proton, usaremos la Ultima de esas expresiones
3 h 3 6,63.107*
S J2mE [2.1,67.107.1,6.10"

A

=9,07.10" m

Ricardo Lopez / Marzo 2010 Pag. 12 de 25



JuNio 06
C1.- Llamando g, y V, a la intensidad de campo gravitatorio y al potencial gravitatorio en la superficie terrestre
respectivamente, determine en funcién del radio de la Tierra:

a) La altura sobre la superficie terrestre a la cual la intensidad del campo gravitatorio es gy/2.

b) La altura sobre la superficie terrestre a la cual la el potencial gravitatorio es Vy/2.

a) La figura muestra un punto P sobre la superficie terrestre y la
intensidad del campo gravitatorio en ese punto, go. Se trata de un

vector radial, apuntando al centro de la Tierra, y de modulo P
o
M
-qn /2
% = Go3 (1) R/H!’//’H##ddﬁg:Q
donde M y R son la masa y el radio de la Tierra. También se mues- if‘j.f.. ey
tra un punto Q, a una altura h sobre la superficie, en el que la C

intensidad de campo gravitatorio es un vector igualmente radial,
hacia dentro, de médulo mitad de go. La distancia de Q al centro
de la Tierra es r = R+h, de modo que debe cumplirse

N M M

2 =7 = CReny @)

asi que, llevando a (2) el valor de g, de (1), tenemos
M M
—=0G = 2R?=R+h? = RYy2=R+h = h=R(J2-1=0,41R
2R? (R +h)? ( ) \/7 (\/7 )

la primera respuesta.

b) La figura muestra ahora el punto P de la superficie terrestre,
que estd a un potencial V, (recuérdese que la superficie de la

Tierra es equipotencial, de modo que todos los puntos de la su- Vo P
perficie estan a ese potencial). El valor de V es - Vo/2
R _-~ - S
M L - Pl
Vo =-Go 3) -

donde My R son de nuevo la masa y el radio de la Tierra. Un punto
S, a una altura h sobre la superficie de la Tierra, esta a un poten-
cial gravitatorio

v o Gh
r

donde r = R+h. Para que el potencial aqui sea V,/2, debera cum-
plirse

MoV, M
s = =>=-G_—
R+h 2 2R

la segunda respuesta. Notese que, tratandose de cantidades negativas, el potencial en S, Vs, es mayor que en la su-
perficie.

= 2R=R+h = h=R
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JuNio 06
C3.- Una carga puntual de valor Q ocupa la posicion (0,0) del plano XY en el vacio. En un punto A del eje X el
potencial es V = -120 V y el campo eléctrico es E = —80 i N/C, siendo i el vector unitario en el sentido positivo del
eje X. Si las coordenadas estan dadas en metros, calcule:

a) La posicion del punto Ay el valor de Q.

b) El trabajo necesario para llevar un electrén desde el punto B(2,2) hasta el punto A.
Datos: Valor absoluto de la carga del electrén, e = 1,6.10™"° C, Constante de la ley de Coulomb, K = 9.10° N m? C?

a) La carga puntual Q se encuentra en el origen de coordenadas del plano XY. El v
punto A esta en todo caso en el eje X, y, ya que el potencial ahi es negativo, es B22)
facil concluir que la carga Q es negativa. Sabiendo eso, también sabemos que el Vg

campo E creado por Q debe ser radial y hacia la carga, asi que A debe estar a la
derecha de (0,0), en algun punto del semieje X positivo: la figura recoge la situa-
cion, tal como la hemos descrito. " < A

Lo que queda es una simple cuestion de escribir campo y potencial, para tener E Va X

dos ecuaciones con las que trabajar. Las expresiones, para una carga puntual, son
las bien conocidas

Q

e-xl2 vk

r r

donde E es el modulo de E: como hemos sefialado en diversas ocasiones, es una de las escasas situaciones en las que
Q debe ser tomado en valor absoluto, prescindiendo de su signo. Eso, por ejemplo, no se hace en la expresion del

potencial. Llevando los valores en A, tenemos

£—go-kl 2l ke -1
RN S T R T
~ _.Q 120 Q1 -
v, =120 =K s

la posicion del punto A: notese que Q es negativa, mientras que |Q| es una cantidad positiva. Ahora, llevando el valor
de r al potencial en A:

VA:KQ:—120V = 9.1092:—120 = Q= 120.1,5

T 1,5 T 9.10°

=-0,02 puC

b) Para discutir el trabajo entre dos puntos de un campo eléctrico necesitamos los potenciales de ambos: el de A es
un dato del problema; el de B se calcula con facilidad. La distancia de este punto a la carga Q es

r=y2"+2"=/8=2/2m

asi que el potencial en B resulta

-8
Q_ 9.10° ~2.10
r 2,2
de modo que nos hablan de mover un electrén — una carga e negativa — desde un punto B a potencial —63,64 V hasta
un punto A a potencial —120 V: por tanto, hacia potenciales bajos. Ahora bien, las cargas negativas se mueven es-
pontaneamente en un campo hacia potenciales altos; por lo tanto, estamos tratando un desplazamiento en contra
de las fuerzas del campo. Se precisaria un trabajo realizado por nosotros, contra el campo, y su valor seria, como
minimo, el mismo que haga el campo y de signo contrario. Una manera practica de hacer el calculo y no depender
demasiado de la memoria (;era V5 — Vg, 0 era del revés, Vg — V,?) es calcular siempre el trabajo que hace el campo:

ampoWA _ _e(V,—V,) = —1,6.107° (~63,64 —(~120)) = —9,07.10" J

donde, como debemos saber — jjeso es lo que debemos saber!! — se resta el potencial del punto de salida, B en nues-
tro caso, menos el potencial del punto de llegada, A en nuestro caso.

El hecho de que el trabajo realizado por el campo sea negativo tiene un significado inequivoco: la carga se movi6 de
forma no espontanea, contra las fuerzas del campo. En nuestro caso, ya lo habiamos entendido. Ademas, el trabajo
necesario minimo, contra el campo, es ese mismo, con signo positivo

contra el cam;ioeWBA — 9, 07 .10.13 J

Un comentario ultimo: ;por qué hablamos de trabajo necesario minimo? Generalmente, cuando nos plantean una
cuestion como este apartado b), hay un sobreentendido que no se menciona: imaginemos al electron inicialmente, en
B, en reposo, con velocidad v = 0.

Si el electron se va a mover de forma no espontanea, el campo hara trabajo negativo, como ya hemos visto, y no
ayudara en el desplazamiento; se estara oponiendo a él. Para conseguir que el electron se mueva, necesitamos vencer
el trabajo del campo con otro positivo. Si realizamos exactamente el mismo trabajo que hace el campo, aunque con
signo positivo, el electron de mueve de B a A sin ganancia de velocidad: si sale de B con velocidad v = 0, llega a A con
velocidad v = 0. Ese es el trabajo minimo necesario, y el electron no ha cambiado de energia cinética.

V, =K = - 63,64 V

Claro esta, podemos realizar un trabajo mayor que el minimo necesario: en nuestro caso, el campo hace el trabajo
que hemos calculado, —9,07.107"® J, y nosotros podemos realizar otro, positivo, y mayor que ese: entonces el electron
llegara a A con alguna velocidad, y habra ganado energia cinética.
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SEPTIEMBRE 06
B2.— Dos cargas eléctricas positivas e iguales de valor 3.107° C estan situadas en el punto A(0,2) y B(0,-2) del
plano XY. Otras dos cargas iguales Q estan localizadas en los puntos C(4,2) y D(4,-2). Sabiendo que el campo eléc-
trico en el origen de coordenadas es E = 4.10% i N/C, siendo i el vector unitario en la direccion del eje X, y que
todas las coordenadas estan expresadas en metros, determine:

a) El valor numeérico y el signo de las cargas Q.

b) El potencial eléctrico en el origen de coordenadas debido a esta configuracién de cargas.
Datos: Constante de la Ley de Coulomb, K = 9.10° N m? C2

a) La figura muestra la disposicion de las cuatro cargas, en los puntos A, Y
B, C y D. De entrada, es evidente que los campos creados en el origen C
de coordenadas por las cargas situadas en A y B son vectores opuestos, Ag s
ya que se trata de cargas positivas, iguales y a la misma distancia. Por . el !
tanto, E, + Eg = 0, y solo debemgs preocuparnos por las cargas Q situa- A /,/’ '12m
das en C y D. Un poco de reflexion permitira entender que estas cargas E E. - !
son negativas: de otro modo, no seria posible que el campo en el origen ¢ /:\\ E \
de coordenadas acabe siendo E = 4.10° i N/C, un vector que lleva el PPrad X
sentido positivo del eje X: Unicamente si los campos Ec y Ep apuntan Ep, ~~--
hacia C y D puede obtenerse ese resultado. EA“ T~
El resto es un calculo sencillo. La igualdad de las cargas Q, junto a la H“‘un
simetria respecto al origen de coordenadas, impone que los vectores E¢ * g
. . o B Q D
y Ep tengan el mismo modulo. Puede verse entonces con facilidad que am
las componentes de Ec y E, en la direccion del eje Y se anularan, pues e >
tienen sentido contrario. Asi, quedan las componentes de Ec y E; en la
direccién X, que se superponen y se refuerzan, para dar el campo final en el origen de coordenadas.
La distancia entre C (o D, tanto da) y el origen es r=4J4+2* =420 =25 m
El modulo coincidente de E¢ y Ep vale, entonces, en funcion de Q
E.=E, = K% _9.100 2 - 4,5Q.10° N/C
r 20
y la componente de cualquiera de ellos en el eje X, teniendo en cuenta que cosa = 4 = 2z , resulta ser

25 5

=E, =E cosa = 4,5Q.108l N/C

V5

asi que el campo en el origen finalmente resulta un vector en la direccion del eje X, sentido positivo, y que mide el
doble que cualquiera de esas componentes. Si ha de tener el valor que exige el enunciado, debera cumplirse la si-
guiente igualdad entre moddulos:

E

Cx

E=2E, =2E.cosa = 2.4,5Q.108% =410° = Q=4,97.10°C=4,97 uC
pero debemos recordar que Q es negativa, de modo que nuestra respuesta seria Q=-4,97.10°C = -4,97 uC

b) Ahora conocemos la configuracion de cargas de manera completa. El potencial del origen de coordenadas es, de
acuerdo con el principio de superposicion, la suma de los potenciales debidos a cada una de las cuatro cargas, que
llamaremos V,, Vg, Vc Y Vp ¥ que seran iguales dos a dos, por razones de simetria obvia (V4= Vg, V¢ = Vp). Resultara:

-6 -6 -6
3.10 -4,97.10 +9.10° —4,97.10

25 25

-6
V=VA+VB+VC+VD=9.109¥+9.10" +9.10° =7000 V
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MobeLo 07
B1.— Una carga positiva de 2 pyC se encuentra situada inmovil en el origen de coordenadas. Un protéon moviéndose
por el semieje positivo de las X se dirige hacia el origen de coordenadas. Cuando el protén se encuentra en el
punto A, a una distancia del origen de x = 10 m, lleva una velocidad de 1000 m/s. Calcule:

a) El campo eléctrico que crea la carga situada en el origen de coordenadas en el punto A.

b) El potencial y la energia potencial del protéon en el punto A.

c) La energia cinética del proton en el punto A.

d) El cambio de momento lineal experimentado por el protéon desde que parte de A y por efecto de la repul-

sion vuelve al mismo punto A.

Datos: Cte de la ley de Coulomb, K = 9.10° N m? C%; masa del protén, m, = 1,67.10% kg; Carga del protén, g, = 1,6.107"° C

a) El primer apartado es un sencillo calculo de intensidad de

campo creado por una carga puntual. El vector E en el punto A QJL -1000m/s  p g X
llevara la direccion del eje X, sentido positivo, como se mues- bl ; >
tra en la figura, y sera Of,,,,,,,,,,,JQ,nJ 77777777777 ’
-6
E-kZi=9.10° 2%102 i=1,8.10° N/C
r

b) El potencial del punto A es también obvio; de nuevo hablamos de una carga puntual creadora:

-6
Q _9.10° 2.10
r 10

y la energia potencial del protdn que se encuentra en ese punto:
E,=qV= 1,6.107°.1800 = 2,88.10" J=1,8 keV

V=K =1800 V

(recuérdese que 1 eV = 1,6.107"° J, para aclarar el (ltimo cambio de unidades)

c) Conocemos la masa del proton y también su velocidad en el punto A, asi que su energia cinética es inmediata. Ya
que se esta moviendo hacia la izquierda, escribiremos su velocidad con signo negativo:

E = %mvZ :% 1,67.10% .(-1000)* = 8,35.10%J
y resulta, como puede verse, mucho mas pequefa que la energia potencial, por mas de cinco 6rdenes de magnitud.
Esto, naturalmente, debe entenderse como consecuencia de la
baja velocidad del protén.

Q -1000m/s p X
d) ;Qué le sucede al protdon después de pasar por A? La fuerza -+ *
eléctrica sobre él es de frenado, y sera mayor cuanto mas cerca 0 A
esté del origen, donde esta la carga Q. Asi, el proton pierde velo- P L L —— -
cidad y, con ello, pierde energia cinética; a cambio, la energia
potencial aumenta en la misma cuantia: las fuerzas eléctricas son Q _oP X
conservativas, de modo que la suma de las energias cinética y + Y0y
potencial es invariante, puesto que se trata de la Unica fuerza 0 P A
sobre el protén.
Asi que el protdn se detendra, agotada su velocidad, en un punto Q P 1000 m/s X
P; en ese lugar, toda la energia sera potencial eléctrica. No es + 4
necesario saber con exactitud donde esta P, pero tampoco es 0 A
dificil calcularlo: apenas 3 centésimas de milimetro a la izquierda USSR (11| S ——— >
de A, aunque la figura no recoge esto con fidelidad, por razones
obvias.

Lo importante es que, después de detenerse, el proton sigue siendo empujado hacia la derecha por el campo, de
modo que comienza a acelerar, moviéndose en sentido contrario al que traia; naturalmente, volvera a pasar por A. En
ese momento, la energia potencial eléctrica volvera a ser la que obtuvimos en el apartado b; por tanto, la conserva-
cion de energia exige que el protén tenga la misma energia cinética que en su paso anterior por A, y por ello la
misma velocidad, aunque esta vez con signo positivo, pues se mueve hacia la derecha.

De esta manera, considerando como situaciones inicial y final los dos pasos del protén por A, podemos escribir su
velocidad en cada caso como

v, =-1000i m/s ; v, =1000i m/s
y la variacion de momento lineal del proton
Ap =p;—-p, =mv,-mv, =m(v,-v,) =1,67.10 7 (1000i—(-10001)) = 3,34.10**i kgms™
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Junio 07
B2.- Dos particulas con cargas de +1 pC y de —1 pC estan situadas en los puntos del plano XY de coordenadas
(-1,0) y (1,0) respectivamente. Sabiendo que las coordenadas estan expresadas en metros, calcule:
a) El campo eléctrico en el punto (0,3).
b) El potencial eléctrico en los puntos del eje Y.
c) El campo eléctrico en el punto (3,0).
d) El potencial eléctrico en el punto (3,0).
Dato: Constante de la ley de Coulomb, K = 9.10° N m? C2

a) Las cargas +1 uC y -1 uC, que llamaremos Q, y Q, respectivamente, constituyen de v E,
hecho un dipolo eléctrico, con X como eje del dipolo. Aparecen en la figura, en los
puntos que se han indicado. El punto (0,3) estd a una distancia r de cualquiera de
ambas cargas, de valor facil de obtener

r=+1r+32 :\/ﬁm

El campo eléctrico en el punto (0,3) sera, de acuerdo al principio de superposicion, la /
suma de los campos creados por cada una de las dos cargas. Esos campos aparecen / ! E,
dibujados en la figura: la carga Q; = +1 pC crea un campo E; radial y hacia fuera; y la / Y

carga Q, = -1 yC crea un campo E, radial y hacia la carga. Ambas intensidades de

campo, por evidentes razones de simetria, tienen el mismo moédulo J \
i \
10°° / \
E=E=KZ-9.100 12" 900 N/C j \
r 10 ! Y
o
El vector campo en el punto (0,3) es, como hemos dicho, E=E+E, J_rﬂ W X
una suma vectorial. La figura muestra que esa suma seria muy sencilla en este caso, 1 pC -1puc

por razones de simetria: en efecto, E queda paralelo a la linea que une las cargas
(lleva la direccion del eje X). Las componentes verticales de E; y E;, se anulan, en
tanto que las componentes horizontales son iguales, ambas hacia la derecha, y se suman para dar el resultado final.
Estas componentes horizontales valen

E; cos a = E; cos a = 900 ! 90.,/10 N/C

5

donde a es el angulo marcado en la figura, el mismo en el paralelogramo de los vectores que en el triangulo formado
por los puntos (-1,0), (0,0) y (0,3): el cos a se ha calculado en éste ultimo.

Como esas dos componentes se suman, el campo acabara midiendo el doble que cualquiera de ellas:
E=2Eicosa=2E,cosa=180,/10N/C
0, si se prefiere escribir el vector E, habida cuenta de su direccion paralela al eje X: E=180,/10i N/C

b) Cualquier punto del eje Y esta a la misma distancia de la carga positiva del dipolo que de la carga negativa del
mismo. Cuando queremos calcular el potencial de un punto aplicamos el principio de superposicion: los potenciales
se suman. Asi, escribiriamos

V=V1+V2= K&-‘-K&
r r
de modo que, siendo r la misma en los dos casos para un punto
del eje Y, se sigue que sumaremos cantidades iguales y de signo
contrario, pues Q; = -Q,: el potencial quedara O V. Y ———— R __,
c) Esta vez los campos E;y E, aparecen ambos en la direccion del ~ 1pC -1pc E; E,
eje X, de modo que su suma resultara mas sencilla. El modulo de + | + E G0 x
E, sera mayor, ya que (3,0) esta mas proximo a la carga negativa. ry
Los médulos de ambos campos, en todo caso, resultan ser ahora toTTTTTTTTTTT T >
-6 -6
e k2 01001 Cseasnsc; ok -kl 0012 _gasonsc
r. 4 r 2

1 2

asi que el campo E = E; + E,, finalmente, llevara la direccion del eje X, en sentido negativo (hacia la carga de -1 uC) y
su modulo sera la diferencia entre los modulos E; y E4:

E=E,-E; =2250 - 562,5=1687,5 N/C
0, si queremos escribir el vector E, ya que su direccion es el eje X y su sentido negativo, sera E =-1687,51 N/C
d) El potencial eléctrico en (3,0), como en cualquier otro punto, es la suma de los potenciales creados en ese punto

por ambas cargas. Se trata de una sencilla suma de escalares, uno de los cuales es positivo (el potencial creado por la
carga +1 uC), y el otro, (el potencial creado por la carga -1 pC), es negativo:
-6 -6
Vavi+ Vo= k& ok Qs g 0010 —10°
/ 3 4 2

r, r
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SEPTIEMBRE 07
B2.- Se disponen dos cargas eléctricas sobre el eje X: una de valor Q, en la posicién (1,0), y otra de valor Q, en
(-1,0). Sabiendo que todas las distancias estan expresadas en metros, determine en los dos casos siguientes:
a) Los valores de las cargas Q; y Q, para que el campo eléctrico en el punto (0,1) sea el vector E = 2.10° j
N/C, siendo j el vector unitario en el sentido positivo del eje Y.
b) La relacién entre las cargas Q; y Q, para que el potencial eléctrico en el punto (2,0) sea cero.
Dato: Constante de la ley de Coulomb, K = 9.10° N m? C2

a) El dibujo muestra de qué forma debemos imaginar las cosas en Y
este primer apartado. Notese que la disposicion de los puntos (1,0) E+E,
y (—1,0), donde se encuentran las cargas, y del punto (0,1) donde A RN

se calcula la intensidad de campo implica una evidente simetria, e S

que cobra mas evidencia cuando se nos dice que el campo E en el X |7
punto (0,1) tiene que llevar la direccion del eje Y.

Un poco de reflexion muestra enseguida que la Unica posibilidad PX(0.1)
que existe es que Q; y Q, sean ambas positivas, y que tengan el 7 .
mismo valor: considérese cualquier otra opcion y se comprobara ra,” I

que no hay forma de que E, la suma de los campos creados por Q; y . N
Q,, resulte ser E = 2.10° j. u

Asi, podriamos imaginar la imagen de la figura: los campos E; y E,, /<'45° \6\1350
creados por las dos cargas en el punto (0,1), mediran lo mismo, por ('1’0)‘Q2 0 , 0) Q
razones de simetria obvia. Cuando se suman, sus componentes en la

direccién del eje X se anulan, ya que resultarian iguales y de signo

contrario. Por el contrario, las componentes de ambos vectores en la direccion del eje Y son iguales, van hacia arriba
y se suman. De este modo nos queda finalmente una intensidad de campo E en la direccion del eje Y, sentido positivo.

Todas las afirmaciones anteriores se basan en consideraciones de simetria. El calculo formal, prescindiendo de ellas,
se plantea con dos incognitas, las cargas Q; y Q,, que deben crear el campo pedido en el punto P. Los vectores unita-
rios de direccion de las intensidades de campo E; y E, se muestran en la figura, y no requieren mayores explicaciones;
son, respectivamente

.\, .\,

—cos135°1+sen135°]_——1+— ; —cos45°|+sen45°1_71+7

asi que podemos escribir las intensidades de campo E; y E; en funcion de las cargas Q; y Q,:

Q NP Qzu_gmng V2.

E1:K—21u1:9.10gQ ——1+—] ) N/C ; E, =K i+—j)N/C
r 2 2 2

y ahora debemos obligar a que E=E; +E,=2.10"j, lo que implica que la suma de las primeras componentes de E;
y E, sea cero, y que la suma de las segundas componentes sea 2.10%; esto es:

ogQ f
09&£
2 2

+9.1
09&£
2 2

Q, V2
0°=2--=0
- - 53 2 2
E=E+E,=2.10"] =
=2.10°

9.1 +9.1

De la primera de esas dos igualdades se sigue evidentemente Q; = Q,, como ya habiamos entendido. Y llevando esta
identidad a la segunda igualdad se tiene:

2.9.109&\/E
2

4.10°
=210 = Q,=Q

T 94y2.10°

asi que, finalmente, dos cargas iguales y positivas, como esperabamos.

=3,14.10° C = 31,4 uC

b) Este apartado es mucho mas sencillo: el potencial en ‘

(2,0) es la suma de los potenciales creados por Q; y Q,. (-1,0) (1,0 (2,0) X
Para que el potencial resulte cero, ha de ser |0

V=V, +V;,=0 2 U
Naturalmente, eso implica que uno de los potenciales S >

ha de ser positivo y el otro negativo, de manera que las
cargas tendran que tener signos diferentes: una de las posibilidades es que Q; sea positiva y Q, negativa, como se ha
representado en la figura. Los potenciales respectivos se escriben

V1=K& A _KQZ

r1 Z
con ry =1 m; r, = 3 m. De este modo, tendra que ser

&:0 = &+&

, 13

V=V1+V2=K&+K
r.

i

-0 = Q,=-3Qq,

cargas de signo opuesto y una triple que la otra; la figura recoge una de las dos posibles soluciones.
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MobELO 08
C1.- Cuatro masas puntuales idénticas de 6 kg cada una estan situadas en los vértices de un cuadrado de lado
igual a 2 m. Calcule:
a) El campo gravitatorio que crean las cuatro masas en el centro de cada lado del cuadrado.
b) El potencial gravitatorio creado por las cuatro masas en el centro del cuadrado, tomando el infinito como
origen de potenciales.
Dato:  Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67.107"" N m? kg™

a) Podemos considerar el centro de cualquier lado, ya que los calculos ser- DI 1c
ian idénticos. Tomemos, por ejemplo, el centro M del lado AB, tal como se \ s
ve en la figura; se representan ahi los campos ga, gs, 8c Y g creados en M \ /
por las cuatro masas puntuales. Notese que cada uno de ellos es, como \ /
sabemos, radial y hacia la masa creadora. Calcularemos sus médulos de A /
acuerdo a la expresion * /
M A /J /
g=G7 (1) A R
N

del campo creado por una masa puntual. Las distancias de las masas al [ __
punto M son, respectivamente o

rA=rg=1m ya que cada una es la mitad del lado AB
ro=r,=1+2* = ﬁ m , hipotenusas de los triangulos MBC y MAD. M g

y ahora podemos plantearnos sumar todos los campos, para hallar el valor
de g en el punto M:

8=8,+8 +8 +8% (2)
De entrada, parece obvio que g, y gz van a medir lo mismo, por simetria, y se anularan al sumarse. Asi que solo de-
bemos ocuparnos de los campos creados por C y D. Los mddulos de ambos seran iguales, de nuevo por razones de
simetria, y valdran

g =g, = GM2 =6,67.10™" 6 =8,00.10"" N/ kg

re 5

y, al sumar g¢ y gp, sus componentes horizontales se anularan, reforzandose en cambio las componentes verticales,
que ademas mediran lo mismo. Una de esas dos componentes verticales, digamos la de g¢, se puede obtener con faci-
lidad. De la figura

seno =Y o g, :gcsenoc:8,00.10’”.i:7,16.10’11 N/ kg

& J5
donde sen o se ha obtenido del triangulo MBC. Como se suman las componentes verticales de gc y gp, el vector resul-
tante medira el doble de esa cantidad
g=2gc=1,43.10""" N/kg
y estara dirigido, como se ve, hacia el centro del cuadrado. Lo mismo sucederia con el campo en el punto medio de
otro cualquiera de los otros lados.

b) La expresion del potencial creado por una masa puntual en un punto a distancia o™ —HC
r de la misma es AN e

M NI [

V=-G— (3) . -

r \\\ ///
y tiene ya, como sabemos, su valor cero a distancia infinita de la masa, siendo %7
crecientemente negativo al acercarnos a ella. De acuerdo con el principio de su- PN
perposicion, el potencial en el punto O, centro del cuadrado, sera la suma de los e N
cuatro potenciales creados por las masas dispuestas en los vértices; ahora bien, ya // ra Mg \\
que son todas ellas de 6 kg, y ya que estan todas a la misma distancia de O, A // \\\ 5

*® »

AC=DB=\/7=2 2m = rA=rB=rC=rD=%AC= 2m

se sigue que los cuatro potenciales valdran lo mismo

V= V,= V.= V,= —G% - —6,67.10”\/6E ~ _2,83.10™ J/kg

asi que el potencial en O sera el cuadruplo de esa cantidad

V=V, +V,+V.+V, =4V, =-1,13.10° J/kg
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SEPTIEMBRE 08
C3.-Se disponen tres cargas de 10 nC en tres de los vértices de un cuadrado de 1 m de lado. Determine en el
centro del cuadrado:
a) El médulo, la direccion y el sentido del vector campo eléctrico.
b) El potencial eléctrico.
Dato:  Constante de la ley de Coulomb, K = 9.10° N m? C2

a) Imaginamos las tres cargas en los vértices A, By C del cuadrado. El centroO g & *C
del cuadrado esta a la misma distancia de cualquiera de los vértices, la mitad de N 4
la diagonal del cuadrado,

AC=2m = rAerzrcz%Angm
El principio de superposicion, como siempre, es la clave: los campos se suman.
En la figura aparecen las intensidades de campo creadas en O por cada una de
las cargas: se trata, en los tres casos, de vectores radiales y hacia fuera, como
corresponde a cargas puntuales positivas. Ademas, y ya que las cargas son igua-
les y estan a la misma distancia de O, parece obvio que las tres intensidades de
campo, E,, Eg y E¢, tendran el mismo médulo. Su valor es

-9
EA=E3=EC:KQ=9.1O9 10'102 =45N/C (1)
2)
Finalmente, el campo en O se escribe E=E,+Eg+Ec de acuerdo con el principio de superpo-
sicion. Pero la figura muestra que los vectores E, y E¢ son opuestos y se anulan, de modo que el campo acaba siendo
E=Eg; E=45N/C

un vector dirigido hacia el cuarto vértice del cuadrado y cuyo moédulo esta dado en (1).

b) El potencial eléctrico en O es, de nuevo, suma de los potenciales creados por las tres cargas. Ademas, por sencillas
razones de simetria, el potencial que crea cada una de ellas en O es el mismo: cargas iguales y a la misma distancia
de O. El valor del potencial creado por cada carga,

-9
Q_ 9.10° 10.10
r J2
y el potencial en O, suma de los tres, es el triple de cualquiera de ellos
V=V, +Vy+V.=3V, =190,92 V

V,=V,= V. =K = 63,64 V
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MobELo 09
B1.— El(;\ el p%ano x = 0 existe una distribucion superficial infinita de carga cuya densidad superficial de carga es o,
=+10"" C/m~.
a) Empleando el teorema de Gauss, determine el campo eléctrico generado por esta distribucion de carga en
los puntos del espacio de coordenadas (1,0,0) y (-1,0,0).
Una segunda distribucion superficial infinita de carga de densidad superficial o, se sitta en el plano x = 3.
b) Empleando el teorema de Gauss, determine el valor de o, para que el campo eléctrico resultante de ambas
distribuciones superficiales de carga en el punto (-2,0,0) sea E = +10*i N/C
Nota: Todas las coordenadas estan expresadas en unidades del SI.
Dato: Permitividad eléctrica del vacio, € = 8,85.10"2 C2N"' m2

Véase Septiembre 09 C4 para aclarar detalles acerca
del empleo del teorema de Gauss en el calculo de E.

a) Estldiese atentamente la figura: el plano x=0 (es
decir, el plano YZ) esta cargado, con la densidad 7 ____ d___E
superficial de carga descrita en el enunciado. Por

razones de simetria, y ya que se trata de un plano E d
ilimitado, la intensidad de campo E debida a esta @~+«———---—-4 | —---——pe—--mo——————o —_—
distribucion de carga sera perpendicular al plano,
Unica direccién compatible con la simetria plana de
la distribucion. X

Suponiendo que la carga es positiva, debemos imagi-
nar E en el sentido positivo del eje X a la derecha del d E
plano YZ, en la figura, y en el sentido negativo del

eje X a la izquierda de dicho plano. Ademas, la si- z
metria impone que E debera ser el mismo para pun-

tos que estén a la misma distancia del plano: en la Figura 1.- La intensidad de campo
figura mostramos hasta tres puntos que estan a dis- en puntos del campo creado por un
tancia d del plano XY, dos a un lado y uno al otro, en plano indefinido  uniformemente
los que E tiene el mismo valor, salvo el sentido a un cargado

lado y otro del plano.

Es muy posible que la intuicion (equivocada,
como veremos) sugiera que el campo sera me-
nor en puntos mas alejados del plano YZ, como
en un punto a una distancia d’>d, en el que
hemos dibujado un campo E menor.

Incluyendo supuestos erréneos como el que
acabamos de hacer, lo cierto es que la simetria
de la distribucion de carga nos permite cono-
cer cudl sera la direcciéon del vector intensi-
dad de campo E en cualquier punto: eso signi-
fica que se puede emplear el teorema de Gauss
para hallar el médulo de E en un punto cual-
quiera del campo.

Para hacerlo, necesitamos definir una superfi-

cie cerrada gaussiana a la que aplicar el teore- HRYIRY
ma. Debe ser, como decimos, cerrada y debe RN
también adaptarse a la simetria que presenta

la distribucion de cargas creadora del campo.

Elegimos un cilindro (serviria un prisma igual- z
mente) dispuesto perpendicularmente al plano Superficie gaussiana: un cilindro
YZ, cuyas tapas, a un lado y otro del plano ZY, (con tapas) perpendicular al plano

contienen los puntos (1,0,0) y (-1,0,0) en los
que hemos de hallar el campo E.

Dividimos la superficie gaussiana en elementos ] o

infinitesimales: la figura sugiere como hacer figura 2.- Aplicacion del Teorema de
) . Gauss al campo creado por un plano

esto, y destaca varios de ellos, un par en la indefinido uniformemente cargado

pared lateral del cilindro y uno en cada tapa.

Se muestra el vector E en cada caso, asi como

el vector dS correspondiente.

Es de maxima importancia notar que los vectores E y dS son perpendiculares en la pared lateral del cilindro, asi que
su producto escalar sera nulo. En las tapas, en cambio, los vectores E y dS son paralelos, con la misma direccion y
sentido.

Recordemos entonces el teorema de Gauss:

fpE.as = )

€
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que se aplica a la superficie cerrada gaussiana: el primer miembro es el flujo de campo eléctrico a través de dicha
superficie cerrada; el segundo se refiere a la carga neta q dentro de la superficie. Para hacer la integral del primer
miembro la romperemos en dos partes, una de ellas referida a la pared lateral del cilindro gaussiano y otra a las tapas
del mismo

cj'ij}E.dS = ”Sl . lE.dS + J'J‘T E.dS (notese que las integrales ya no se refieren a superficies cerradas)
ateral apas

La primera de esas integrales es nula, ya que E.dS = 0 en la pared del cilindro gaus-

siano, como se hizo notar anteriormente. Eso significa que no hay flujo de E a través

de la pared del cilindro, lo que resulta bastante evidente si se considera que las line-

as de campo son perpendiculares al plano, como aparecen en la figura al lado (se han ]

representado las lineas a un lado del plano, serian semejantes al otro lado): parece

claro que unas lineas de campo como estas atravesaran las tapas de nuestro cilindro e

gaussiano, pero no cruzaran la pared lateral del cilindro. Para la otra integral, recor- S—

demos que en las tapas ET1dS; ademas, como todos los puntos de ambas tapas estan a T

la misma distancia del plano, podemos estar seguros de que E = cte en ellas, incluso si .

mantenemos nuestra equivocada intuicion acerca de la caida del campo al alejarnos o

del plano. De este modo, podemos escribir -
(ﬁ)E.dS :HTaPaSE.dS = ﬂTapasE.ds = E.jjmasds =E.2S ) —_—

donde S es el area de una de las tapas, que es una cantidad arbitraria. De este modo,

el primer miembro de (1) esta evaluado. En cuanto al segundo miembro, la carga

encerrada dentro de nuestro cilindro gaussiano es la que corresponde al corte del filoura 3.- Las lineas de

cilindro con el plano YZ cargado,’ y puede verse en la figura 2 como un area sombrea- cagmpo creadas Do un

da de valor S, ya que es igual al area de una tapa del cilindro. Es muy sencillo concluir plano indefinido

que, si o4 es la densidad superficial de carga del plano, entonces uniformemente cargado
q=045 (3)
de manera que, llevando los resultados (2) y (3) al teorema (1), tenemos
ffeds=T = E2s-2° o E-O
€ £ 2¢,

la respuesta al problema. Notese que, como ya habiamos advertido, nuestra “intuicion” acerca de que el campo dis-
minuiria al alejarse del plano es incorrecta: el resultado obtenido es independiente de la distancia al mismo. De este
modo, el vector E es el mismo en cualquier punto a la derecha del plano, como es el mismo también (con sentido
contrario) en cualquier punto a la izquierda del plano. Dicho de otro modo, una distribucion plana indefinida y uni-
forme de carga crea un campo uniforme a cada lado del plano; ambos campos uniformes tienen sentido opuesto.
_ 0 __ 10°

2g, 2.8,85.10"
y va dirigido en el sentido positivo del eje X en el punto (1,0,0), de modo que en ese punto E =5,65.10*i N/C
mientras que en el punto (-1,0,0) lleva el sentido negativo del eje X, asi que alli es E = -5,65.10*i N/C

En términos numéricos, nuestro campo vale E =5,65.10° N/ C

b) Ahora debemos acordarnos del principio de superposicion: los

campos se suman. Ya que sabemos calcular el campo que crea x=0 x=3
plano indefinido con carga uniforme, podemos hallar el campo

que crean dos distribuciones de ese tipo simplemente sumando E, E, E,
los campos creados por cada una de ellas. En esta Gltima figura — —

mostramos los planos cargados x = 0 y x = 3, con densidades
respectivas 6, y 0,, dispuestos perpendicularmente al plano del E X
papel. )
Los campos creados por ambos planos llevaran la direccion del

eje X; en el punto P(-2,0,0), a la izquierda del plano x = 0, el —Ez’ E * E,
campo creado por el plano x = 0 va hacia la izquierda y sabemos
que vale E; = -5,65.10% i N/C, de acuerdo con el apartado ante-
rior. Si el campo final en P ha de ser E = 10* i N/C, tendra que
ser

2 Sy

E=10"i =E+E, = -565.10'i +E, = E, =6,65.10'iN/C

asi que parece claro que el campo E, creado por el plano x = 3 en P debe ir hacia la derecha, de modo que o, debe
ser negativa, para crear campo que apunte hacia el plano x = 3. El mddulo de este campo, junto con la expresion
para el campo creado por un plano indefinido que hemos encontrado antes, nos dara el valor absoluto de o,:

— 02
2¢,

y, recordando que ha de tratarse de carga negativa, la respuesta final seria o, = -1,18.107° C/m? = -1,18 pC/m?.

E, = o, =2¢f, =2.8,85.10"7.6,65.10* =1,18.10° C/m? =1,18 uC/m’
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Junio 09
A2.—Dos cargas puntuales de —3 pC y +3 pC se encuentran situadas en el plano XY, en los puntos (—1,0) y (1,0)

respectivamente. Determine el vector campo eléctrico:

a) En el punto de coordenadas (10,0).

b) En el punto de coordenadas (0,10).
Nota: Todas las coordenadas estan expresadas en metros;
Llamemos Q; y Q; a las cargas situadas en los puntos (-1,0) y (1,0), respectivamente. El campo eléctrico en cualquier
punto sera la suma de los vectores E; y E, debidos a cada una de esas cargas,

E= E1 + Ez

de manera que debemos hacer los calculos en cada uno de los puntos que plantea el enunciado.

Dato: Constante de la ley de Coulomb, K = 9.10° N m? C2

a) En P (10,0), un punto del eje X, los vectores E; y E, tienen la direccion de ese eje, de modo que el vector unitario
que describe su direccion es i. Serian

Q. 9-3.10°. 27 . -
E1 :KT;|:9.10 112 1:—m10 1 N/C (71,0) [1}0) 51 EL?

1

[F]
__________________________ o

—_—

o [
10%i N/ C B
ry

=k =

6
EZ:K%Zi=9.10"3'1? i:1
r 9 3

2

de modo que

E=E+E :—E103i+1103i:1,10.102i N/C seria el campo en P.
B VX 3

b) En S (0,10), un punto del eje Y, los vectores E; y E, tienen la direccion que aparece en la
figura, marcada por los vectores unitarios u; y u, respectivamente. Recordando que un vec- E Y
tor unitario en el plano XY puede escribirse como 21
[
|

u=cosai+sena j i
S
donde a es el angulo que forma el vector con el semieje X positivo, parece claro que pode- lﬁl'

mos escribir los vectores u; y u; como
E,
10 . |

. .1,
U, =Ccoso.1+ sena =14+ ——
! k ] J101 \/1011

. . 1 . 10 .
= cos sen =———i+——=
"2 %21t 3eNG; ) V101 " J101 ) flln

teniendo presente que a, y B son angulos suplementarios y que, por tanto, cos a;, = -cos 3;
sen a, = sen B. Con todo esto, resulta sencillo escribir las expresiones para E; y E; en el

punto S:
|
Q 5 —3.10° 1 10 . 27 3. 27 3 !
E,=K=lu,=9.10 i+ )= — 10°i - ———=—=10°j N/C !
! r2 (v/101) (\/101 \/1011 1014/101 1014101 ) \

Q, @310 1 10 . 27 .

=K—=%u, =91 - i+ - _ 10
’ o (\/101)2( \101 \/101 ) 101/101

2

E

]

]

I

I

|

1

]

I

I

jI

]

27 r'

it —2 _10°j N/C i
1014101 ) f_&‘“ pA %

asi que el campo en S finalmente resulta, ya que las componentes j se anulan:

27 27
E=E+E, = - 10%i - 1
TP 1014101 101101

un vector en el sentido negativo del eje X, tal como aparece en la figura.

0’i=-53,2i N/C
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SEPTIEMBRE 09
C4.- Una superficie esférica de radio R tiene una carga eléctrica Q distribuida uniformemente en ella.
a) Deduzca la expresion del médulo del vector campo eléctrico en el punto situado en el exterior de dicha
superficie haciendo uso del teorema de Gauss.
b) ;Cual es la razon entre los modulos de los vectores campo eléctrico en dos puntos situados a las distancias
del centro de la esferar; = 2Ry r, = 3R?

a) El teorema de Gauss puede emplearse para hallar el Una superficie Superficie gaussiana
modulo de la intensidad de campo creado por una distribu-
cion de carga en situaciones de alta simetria, como sucede
con el caso que nos ocupa: una superficie esférica uniforme-
mente cargada.

En términos practicos, podemos reconocer si un problema de
busqueda de E podra resolverse aplicando el teorema de
Gauss respondiendo a la siguiente pregunta:

;Es posible, basandose exclusivamente en la simetria de la ;
distribucion de cargas creadoras de campo, saber cual sera la |
direccion del vector E en un punto cualquiera del campo?

! ol R // E
R //:-—--"'J as

Para nuestro caso, la respuesta es si. De hecho, es facil com-
prender que el campo en cualquier punto en el exterior de
la superficie esférica ha de ser radial, ya que esa es la Unica | .
opcion compatible con la simetria que impone al problema la /
distribucion uniforme de carga en la superficie esférica.

Si suponemos que la carga Q es positiva, entonces podemos
decir aiin mas: el vector intensidad de campo E en cualquier
punto en el exterior de la superficie cargada sera radial y

dirigido hacia fuera. Esto esta recogido en la figura al lado, . d
en la que mostramos la intensidad de campo en algunos pun-
tos en el exterior de la superficie cargada. T e

El siguiente paso, una vez que sabemos que el teorema de

Gauss sera de utilidad, es elegir una superficie gaussiana a la que aplicar el teorema; la superficie elegida debe ser
cerrada y adecuada a la simetria que presenta la distribucion de carga. No es dificil escoger: si queremos hallar el
campo en un punto P, a una distancia r del centro C de la superficie cargada, debemos tomar una superficie esférica
centrada en C y de radio r. De hecho, cualquier problema relativo a distribuciones de carga que presenten simetria
esférica se discute, de forma natural, empleando superficie gaussianas de esta forma.

La figura muestra que la superficie gaussiana debe ser dividida en elementos infinitesimales de area, dS, tan pequefos
que pueden suponerse planos; cada uno de ellos se representa por medio del correspondiente vector perpendicular a
la superficie: notese que el vector dS en cualquier lugar de la superficie gaussiana resulta radial y hacia fuera. Tam-
bién se representa el vector intensidad de campo E en el centro de algunos de los elementos de area dS: por razones
de simetria, estos vectores E tendran el mismo modulo, ya que estan supuestos en puntos a la misma distancia del
centro de la distribucion esférica de carga.

Asi, E y dS son vectores estrictamente paralelos en toda la superficie gaussiana; ademas, el modulo de E es constante
en toda ella. Esas son las claves de una sencilla aplicacion del teorema de Gauss,

_a
(ﬁ)E.dS ==

0

ya que la integral de la izquierda, el flujo de campo E a través de la superficie gaussiana, es bastante simple:
i) @ 6)
§pE.ds = {pE.dS = E pdS = E.4nr’

) ya que E.dS = E.dS, por ser vectores de la misma direccion y sentido;

) ya que el modulo de E, E, es constante en toda la superficie gaussiana y puede salir de la integral;

) ya que la integral resultante no es otra cosa que la superficie de la esfera, igual a 4xr?

y el segundo miembro, por su parte, es obvio: la carga q encerrada dentro de la superficie gaussiana es la carga Q de
la superficie esférica cargada de radio R, a la que alude el enunciado.

De este modo, el teorema aplicado en nuestro caso se resume en:

(1
@
3

CJ‘I_‘SE-dS:ﬂ = E.4nr? _Q
E0 ED
y, por tanto, el mddulo de la intensidad de campo resulta =2 Q =K 92 (1)
e r

siendo su direccion radial, como nos aseguro la simetria del problema. Es decir, la misma intensidad de campo que
crearia una carga puntual Q situada en el centro de la superficie esférica de radio R. Este resultado es muy nota-
ble, y admite una generalizacion mas notable aun: cualquier distribucion esférica y simétrica de carga, vista desde
fuera, actua igual que una sencilla carga puntual situada en su centro; esa carga tiene el valor neto de la distribu-
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cion. Unos ejemplos graficos deberian ilustrar el sentido de esta generalizacion:

- i Una esfera cargada uniformemente
o crea en su exterior el mismo campo
que una carga puntual del mismo valor

o - T //
T % ““————_RZ___ i .Q=Q1+Q2

Q _ + Una esfera cargada uniformemente,
{ — * rodeada de una superficie esférica
también cargada, crea en su exterior
+ } el mismo campo que una carga

+ 1 puntual del mismo valor que la carga
neta Q;+Q,. Se ha supuesto Q;<Q;

b) Se trata de una simple aplicacion del resultado (1), para las distancias pedidas r; = 2R y r, = 3R. La razon entre los
modulos de la intensidad de campo a esas distancias sera:

Q 1
E _ 4nerl  4R? 9
E, Q 1 4

4ney?  9R?
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SELECTIVIDAD LOGSE: CAMPO MAGNETICO
PROBLEMAS RESUELTOS

Junio 96

C4.— Un protén y un electrén se mueven perpendicularmente a un campo magnético uniforme, con igual velocidad.
¢Qué tipo de trayectoria realiza cada uno de ellos? ;C6mo es la trayectoria que realiza el protén en relacion con la
que realiza el electron? Razona la respuesta.

Datos: Se considera que la masa del protén es igual, aproximadamente, a 1836 veces la masa del electron.

Por supuesto, las trayectorias de ambos son circulares, como siempre que una carga
eléctrica es lanzada perpendicularmente a un campo magnético uniforme: queda atra- * ¢ ° ¢ ¢ ¢
pada en un giro uniforme, cuyo radio

myv
r=——
qB
depende de los parametros de la particula, en particular de su relacion carga masa,
g/m, y de su velocidad; ademas, depende de la intensidad del campo magnético. .

Si el proton y el electrén tienen la misma velocidad, ve = v, y ya que la carga de ambos
es la misma (salvo signo), podemos encontrar la relacion entre los radios de giro de uno -
y otro con facilidad:

meve . .
r. eB m.yv, m, 1
£ - = == — = rp=1836l'e . . . . . .
no MVey my, m 1836

eB

y asi saber que el radio de la trayectoria del proton sera 1836 veces el de la trayectoria del electron.

La otra diferencia entre las trayectorias es el sentido de giro, debido a la diferencia de signo de las cargas. En la imagen,
a modo de ejemplo, se supone un campo magnético uniforme dirigido perpendicularmente al papel y hacia el lector; el
protén y el electron coinciden en el punto A, ambos con la misma velocidad v dirigida horizontalmente y hacia la dere-
cha. Utilizando F = q vAB cuidadosamente, y teniendo en cuenta que la carga e del proton es positiva, pero la carga —e
del electron es negativa, es facil concluir que el proton gira en sentido horario, mientras que el electron lo hace en sen-
tido antihorario.

;Qué pasa con los periodos de giro? En realidad, no hay que recordar ninguna féormula: si la velocidad es la misma, v si la
orbita del proton es 1836 veces mayor, el tiempo que tardara en girar sera también mayor, exactamente 1836 veces. Por
supuesto, las formulas confirman esto: recordemos que el periodo de giro esta dado por

T_ 2nm
qB
2nm,
. . T, eB m 1
de modo que la relacion entre los periodos resulta £ = = —£=—— = T, =1836T,
T, 2nm, m, 1836
eB

como habiamos previsto. Ahora podemos imaginar mejor como son las cosas: digamos que los dos salen de A a la vez, gi-
rando cada uno en un sentido. El protdn describe la orbita grande, con cierta majestuosidad, y el electrdn, en la érbita
pequefa y con la misma velocidad que el proton, gira de modo enloquecido. Cuando vuelvan a coincidir en A, después de
que el proton acabe su primera vuelta, el electrén habra girado 1836 veces.

SEPTIEMBRE 96
CUESTION 4.— Un proton (carga eléctrica +e) y una particula alfa (carga eléctrica +2e) se mueven en un campo
magnético uniforme segun circunferencias de igual radio. Compara los valores de:
a) Sus velocidades
b) Sus energias cinéticas
c) Sus momentos angulares
Se admite que la masa de la particula alfa es igual a 4 veces la masa del proton.

a) Se trata de dos particulas con carga positiva, de modo que ambas girarian en el campo en el mismo sentido. Llamando
m, y mq a las masas respectivas, v, y V4 a las velocidades, y si el valor del campo magnético es B, tenemos la expresion
del radio giromagnético

myv
r =

=— 1
B (1)

que aplicariamos a cada particula:
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. m_ Vv , m_ v
Para el proton, r=——= (2); y para la particula a r,=—o 3)
P eB 2eB
Ahora, si han de girar con el mismo radio, entonces r, = rq y, dividiendo miembro a miembro (2) y (3), ademas de recor-
dar mq =4 mg:

mpr m.Vv

r B e \

e
P 1= =—€ _-_°® o v, =2V,
r, m,v, 4m,v, 2v,

2eB 2e

b) La relacion de energias cinéticas, conocidas las que existen entre masas y velocidades, es mero tramite:

1 2
P oMVe m (2v,)
EE 270 Myl “2) PR EP = EC
EZ 1mvz 4m, vy

a o

c) Y lo propio sucede con los momentos angulares. Recordemos que, para una particula de masa m girando con velocidad
v en una trayectoria circular de radio r, el momento angular (en médulo) es L = mvr. En consecuencia, la relacion entre
momentos angulares resulta

L mv.r. m_2v r 1
_P _ P PP _ P ap  _ - Lu = 2Lp
L mV,r, — 4myv.r, 2

o

SEPTIEMBRE 96
A2.— Un electron se mueve en una region en la que estan superpuestos un campo eléctrico E = 2i + 4j V/m y un
campo magnético B = 0,4k T. Determinar para el instante en que la velocidad del electréon es v = 20i m/s:
a) Las fuerzas que actuan sobre el electron debidas al campo eléctrico y al campo magnético respectivamente.
b) La aceleracion que adquiere el electron.
Datos: masa del electron, m. = = 9,109.1073" kg; Valor absoluto de la carga del electrén, e = 1,6.107"° C

a) La figura recoge el momento al que alude el enunciado: el
electron se encuentra en el origen de coordenadas, sometido a un A
campo eléctrico E = 2i + 4j N/C (un vector del plano XY) y a un
campo magnético B = 0,4k T (en la direccion del eje Z).

La fuerza sobre el electron se escribira

F=F,+F,=qE+qvaAB=—-eE-evAB F
m

de acuerdo a la conocida expresion de Lorentz: notese que la \:; Y
carga del electrén es —e, donde e es el valor absoluto que apare- v E
ce en los datos.

La fuerza eléctrica F., debida al campo E, valdria
F.=-eE=-16.10"(2i+4j) = -3,2.10™1 - 6,4.10"°j N /
y llevaria, como se ve en la figura, sentido contrario al campo E. X
También podemos hallar la fuerza magnética, F.,, seglin
i j k
F =-evaB=-16.10"|20 0 0 |=-16.10"(-8j) =1,28.10"®j Ny observar que tiene la direccién del eje Y, en
0 0 0,4

sentido positivo: asi debia ser, puesto que v y B determinan el plano XZ, y su producto vectorial llevara, entonces, la di-
reccion perpendicular a ese plano; el eje Y.

b) La fuerza neta sobre el electron, que no aparece dibujada en la imagen, es la suma de ambas fuerzas; notese que se
trataria de una fuerza en el plano XY:

F=F+F, =-32.10"1-6,4.10"j +1,28.10"®j = -3,2.10 i +6,4.10"j N
y la aceleracion, de acuerdo con la ley de Newton
F -3,2.10"i+6,4.10"j

a=—
m 9,109.107

=-3,51.10"i + 7,03.10"j m/s?
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Junio 97
B1.- En una misma regién del espacio existen un campo eléctrico uniforme de valor 0,5 . 10 V m™ y un campo
magnético uniforme de valor 0,3 T, siendo sus direcciones perpendiculares entre si:
a) ;Cual debera ser la velocidad de una particula cargada que penetra en esa regiéon en direccion perpendicular
a ambos campos para que pase a través de la misma sin ser desviada?
b) Si la particula es un protén, ;cual debera ser su energia cinética para no ser desviado?
Datos complementarios: ~ Masa del protén m, = 1,672 . 107 kg

a) La situacion que nos plantean
esta recogida en la figura de la iz-
quierda, que muestra los vectores
E y B en el punto en que se en-
cuentra la carga q, moviéndose con

velocidad v. Por supuesto, sabemos q — B —p
que E y B son perpendiculares (eso ‘ : -

Fn=qvAB

sucede siempre); ademas, v es v
perpendicular a ambos (eso sucede El E

en este problema). De este modo,

todos los angulos en la figura de la YFe=qE

izquierda son de 90°.

Supongamos que la carga q es positiva; entonces las fuerzas F. y F,, eléctrica y magnética, que actuan sobre ella estan
representadas en la figura de la derecha: notese que F. = gE lleva la misma direccion y sentido que E; y que F,, = qvAB
es perpendicular al plano formado

por v y B, de modo que lleva la

misma direccion que F., pero sen- Y 90°

tido contrario. S B —
Antes de seguir adelante, una ob-
servacion: la figura anterior esta
pensada para que las cosas salgan
como quiere el enunciado, de mo-
do que la carga no se desvie; natu-
ralmente, eso implica que las fuer- Fe=qE

zas se anulen entre si, y por tanto

es preciso que lleven sentido con-

trario. Pero podria ser de otra manera, como se recoge en la figura abajo: véase que se ha invertido el sentido de la ve-
locidad, manteniéndola perpendicular a E y B. Ahora las fuerzas F. y Fy, llevan la misma direccion y sentido, y no podrian
anularse. La particula seria acelerada y desviada.

La conclusion es clara: para que se pueda plantear que la carga pase sin que nada suceda, es necesario que su velocidad
v sea perpendicular a E y B, pero ademas tiene que llevar el sentido adecuado.

Asi que volvemos a la figura superior: las fuerzas se oponen. Todavia necesitamos algo, y es que tengan el mismo médu-
lo; de esta manera, F. + F, = 0 y no existe efecto alguno sobre la carga, que no es acelerada ni tampoco desviada.

Esto requiere que

0

m
-

Fm=qvAB

4
qE=qvB = E=vB = V:E:O’S'10 =1,67.10* m/s
B 0,3
Existe un modo de sintetizar cuanto se lleva dicho en una expresion Unica. Para que una carga q, moviéndose con veloci-
dad v en un punto en el que existe campo eléctrico E y campo magnético B no sea desviada, las fuerzas eléctrica y
magnética deben ser iguales y de sentido contrario,

F.=-F, = qE=-qvAB = E=-vAB

y, por tanto, los tres vectores E, v y B deben cumplir la condicion anterior. Notese que esta condicion es independiente
del signo que pueda tener la carga q, que se simplifica en todo caso al exigir la igualdad de fuerzas. Volviendo a las figu-
ras anteriores, puede verse que esa condicion se cumple en la primera de ellas, pero no en la segunda, donde E = vAB.

b) Como ya sabemos lo que debe medir su velocidad, parece inmediato conocer la energia cinética que deberia llevar el
protoén:

2,32.107"

1,672.10% (1,67.10%)* = 2,32.10™° J = 5
1,6.10

Ecz%mvzz ~1,45 eV

NN
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Junio 98
C4.— a) ;Puede ser cero la fuerza magnética que se ejerce sobre una particula cargada que se mueve en el seno de
un campo magnético?
b) ;Puede ser cero la fuerza eléctrica sobre una particula cargada que se mueve en el seno de un campo eléc-
trico?

a) Si, puede serlo. La fuerza magnética sobre una particula cargada en movimiento es F,, = q vAB, de modo que el pro-
ducto vectorial se anulara, y por tanto la fuerza F,, sobre la particula, con la condicion de que v y B tengan la misma
direccion, sean o no del mismo sentido. Cuando una carga es lanzada en la direccién del campo magnético, éste no le
afecta.

b) La fuerza eléctrica sobre una carga es F = qE, donde E es la intensidad de campo en el punto en que se encuentre la
carga. Obviamente, la Unica posibilidad de que F. sea nula es que lo sea E; de otra forma, la fuerza siempre tendra valor
no nulo.

Naturalmente, pueden existir puntos en un campo eléctrico en los que E = 0; en ellos, una carga en reposo quedaria en
equilibrio. Conviene saber, en todo caso, que se trata de puntos de equilibrio inestable: si la carga colocada alli se des-
plaza infinitesimalmente en cualquier direccion, y después se deja en libertad, se aleja del punto de equilibrio en lugar
de volver a él.

SEPTIEMBRE 98
C4.— Un electréon que se mueve con una velocidad constante v penetra en un campo magnético uniforme B, de tal
modo que describe una trayectoria circular de radio R. Si la intensidad de campo magnético disminuye a la mitad y
la velocidad aumenta al doble, determine:

a) Elradio de la orbita.

b) La velocidad angular.

a) El electrdn tiene que entrar perpendicularmente al campo, para quedar atrapado describiendo una orbita circular.
Como sabemos, el radio de la 6rbita se determina segiin

myv
R=—"Y 1
eB M

donde e es el valor absoluto de la carga del electron. Si la intensidad del cam- T 'Re

po se hace la mitad, y la velocidad del electrén se duplica, llamando B’ y v’ a
los nuevos valores

el nuevo radio de giro seria R’

mv'’
R'=— 3
eB’ 3)
y, dividiendo miembro a miembro (1) y (3), teniendo ademas (2) en cuenta B
moy
EZLBIZQZEZ vB 1 . R-ar
R" mv. v v'B 2v.2B" 4
eB" B
b) La velocidad angular de un electrén moviéndose en las condiciones descri- /
tas,
0=28 )
m
VI

tiene una caracteristica muy interesante, que es su independencia de la velo-
cidad lineal v y, por tanto, también del radio de giro. De hecho, (4) expresa
claramente que w depende Unicamente del valor B del campo magnético uniforme en que esta el electrdn, y de la rela-
cion carga/masa del electron, que es invariable y la misma siempre. En consecuencia, bajo las nuevas circunstancias, lo
Unico que importa es el cambio del campo expresado en (2), y la nueva velocidad angular sera

o -Cg_eB_o

m m2 2

la mitad de la que tendria en las circunstancias iniciales.
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Junio 99
B1.— Dos isotopos, de masas 19,92.107%” kg y 21,59.10~% kg, con la misma carga de ionizacion, son acelerados hasta
que adquieren una velocidad constante de 6,7.10° m/s. Se les hace atravesar una region de campo magnético uni-
forme de 0,85 T cuyas lineas de campo son perpendiculares a la velocidad de las particulas.

a) Determine la relacion entre los radios de las trayectorias que describe cada is6topo.

b) Si han sido ionizados una sola vez, determine la separacion entre los dos is6topos cuando han descrito una

semicircunferencia.

Datos: Valor absoluto de la carga del electrén, e = 1,6.107"° C

Podemos imaginar una situacion como se representa en la figura, con un campo
magnético uniforme dirigido perpendicularmente al plano del papel, hacia el lec-
tor. Los dos isdtopos se mueven inicialmente hacia la derecha, cuando estan en-
trando en el campo, y se han representado con colores distintos: rojo, el mas lige-
ro; azul, el mas pesado.

La fuerza de Lorentz que actla sobre cada uno de ellos es la conocida F = q vAB, y I,

el resultado de esta accién seria el giro de ambos iones, cargados positivamente,
en el plano del papel y en sentido horario, tal como recoge la figura.

e——————————p

a) La expresion del radio de la trayectoria de una particula cargada, moviéndose
perpendicularmente a un campo magnético B uniforme es la conocida

————————

_mvy
=GB
de modo que, puesto que ambos isdtopos entran en el campo con la misma velocidad v = 6,7.10° m/s, y ya que ambos

tienen la misma carga de ionizacion q, el Unico factor que diferencia las trayectorias es la masa: de acuerdo con (1), los
radios de las orbitas descritas seran proporcionales a las masas respectivas, segin

r

(M

r_’WV m, v
1_ —
B 27
d ~, f_ a8 :ﬂ:w:o,gz
oMY b mVv m, 21,59.107 kg
' gB qB

b) En cuanto a la segunda cuestion, podemos volver a (1) para calcular los radios de las orbitas, ya que ahora sabemos
cual es la carga q de los iones: si han sido ionizados una vez, tienen un electron de menos, de manera que su carga es
positiva y de valor q = e = 1,6.107"° C. Con esta cantidad, y con los datos del enunciado, es inmediato obtener
P My 19,92.10% kg . 6,7.10° m/s
' eB 1,6.10™ C.0,85 T

=9,81.107 m

-27 5
[ = m,Vv _ 21,59.10 71I2g.6,7.10 m/s ~10,64.102 m
eB 1,6.100° C.0,85T
Finalmente, la figura muestra como, tras haber girado cada uno de los is6topos una semicircunferencia, la separacion
entre ambos es d, la diferencia entre los diametros de sus trayectorias respectivas, que pueden escribirse como 2ry y 2r,.
En consecuencia, la separacion pedida es

d=2r,-2r;=2(10,64.10%2 - 9,81.107%) = 1,65.102 m = 1,65 cm
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SEPTIEMBRE 99
C4.— a) Analice como es la fuerza que ejercen entre si dos conductores rectilineos e indefinidos, paralelos, separa-
dos una distancia d y recorridos por una corriente de intensidad I, segin que los sentidos de las corrientes
coincidan o sean opuestos.
b) Explique si es posible que un electron se mueva con velocidad v, paralelamente a estos conductores y equi-
distante entre ellos, sin cambiar su trayectoria.

a) El campo magnético creado por una corriente rectilinea indefinida en un punto cualquiera sigue la ley de Biot y Savart

Ho !

B=-" 1

2nr M

donde r es la distancia del punto al hilo indefinido; | es

el valor de la corriente. La direccion y sentido de este Il ll

campo se entiende bien a partir de sus lineas de campo,
que son circulares, centradas en el hilo, y deben reco-
rrerse de modo tal que al girar un destornillador o saca-
corchos lleve el sentido de la corriente (equivalente a
esta regla es la denominada “de la mano derecha”, en
la que el pulgar de esta mano debe mostrar el sentido
de la intensidad de corriente cuando el resto de los de-
dos de la mano se curvan en el sentido de recorrido de
la linea de campo). La figura muestra como serian las
lineas de campo magnético creados por hilos verticales
indefinidos que llevan corrientes de sentidos opuestos.

De otro lado, conocemos la accion de un campo magnético uniforme sobre una corriente rectilinea indefinida, que se
escribe en términos

F=IIAB )

donde | es un trozo de hilo de longitud arbitraria. Por supuesto, B no es aqui el campo creado por esta corriente, sino el
campo — creado por quienquiera que sea, en todo caso se tratara de otras corrientes — en el que esta metida nuestra
corriente. Esta duplicidad de campos magnéticos, el que crea la corriente y el que actla sobre ella, es fuente de multi-
ples confusiones y debe entenderse bien desde el principio.

Junio 01
C3.— Un electrén que se mueve con una velocidad de 10° m/s describe una érbita circular en el seno de un campo
magnético uniforme de valor 0,1 T cuya direccioén es perpendicular a la velocidad. Determine:
a) El valor de radio de la orbita que realiza el electron.
b) El nimero de vueltas que da el electrén en 0,001 s.
Datos: Masa del electron m. =9,1.103" kg; Valor absoluto de la carga del electrén, e = 1,6.10 C

a) En las condiciones descritas, con el electron entrando en direccion perpendicular al campo magnético, su movimiento
es un giro uniforme. El radio de la drbita esta dado por

_myv
eB

r (1)
donde e es el valor absoluto de la carga del electron, y m. su masa. Tenemos cuantos datos se precisan para operar sin
mas:

9,1.1073".10°
r=—— 7 2B
1,6.107"°.0,1

y, en lo que respecta al sentido de giro, debe determinarse en funcion de la situacion con-
creta: por ejemplo, en la figura hemos supuesto un campo magnético B uniforme dirigido
perpendicularmente y hacia dentro del papel; suponemos también al electrén moviéndose
inicialmente hacia arriba: en tales condiciones, la fuerza magnética sobre el electron resul-
ta

=5,7.10° m

F=-evAaB

y estaria en el plano del papel, horizontal y hacia la derecha: eso permite entender que el
electron giraria en sentido horario. Naturalmente, seria en sentido antihorario si, por
ejemplo, hubiésemos imaginado el campo hacia fuera del papel, o si, dejando el campo co- » x = x x x
mo esta en la figura, supusiésemos al electrdn inicialmente moviéndose hacia abajo y no

hacia arriba.

b) El periodo en un movimiento giromagnético es
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2 2n 2mm
w g€ Be

y su caracteristica principal es su independencia del radio r o de la velocidad v del giro del electrén. Cualquiera que
sea el valor de ry v, el periodo es el mismo, y esta determinado exclusivamente por el valor del campo, B, y por la rela-
cion carga/masa (e/m, en nuestro caso) de la particula.

=31
En nuestro caso, el periodo vale = 2—"% =3,57.107 s
0,11,6.10°
de manera que el nimero de vueltas en una milésima de segundo sera
0,001 s

= ! =2,8.10° vueltas
3,57.107"" s/ vuelta

SEPTIEMBRE 01
C3.— Una particula de carga q = 1,6.10" C se mueve en un campo magnético uniforme de valor B = 0,2 T, descri-
biendo una circunferencia en un plano perpendicular a la direccién del campo magnético con periodo 3,2.107 s y
velocidad de 3,8.10° m/s. Calcule:

a) Elradio de la circunferencia descrita.

b) La masa de la particula.

a) La carga de la particula es, en valor absoluto, la de un B=0,2T
electrén. Eso es compatible con una variedad de particulas, que N
incluye, entre otras, electron y proton o sus correspondientes
antiparticulas. En la figura se ha supuesto que se trata de una
carga positiva; asi puede entenderse el sentido de giro de la
particula, teniendo en cuenta que el plano XY de giro se imagina
horizontal y el campo magnético, perpendicular a ese plano, en
la direccion del eje Z.

v

En todo caso, el radio de giro de una particula en un giro unifor-
me del que se conoce el periodo y la velocidad es una obviedad,
con independencia de que se trate de un giro en un campo magnético o de cualquier otro supuesto, como podria ser un
satélite en orbita circular alrededor de un planeta. En efecto, sabemos que

2nr vT 3,8.10%.3,2.107
== = r= =

T =—="—"""""=19,4cm=0,19m
v 2m 2m
b) Ahora podemos emplear la expresion del radio giromagnético r= m—;
q

qBr 1,6.107°.0,2.0,19

v 3,8.10°

que resulta, con una aproximacion muy buena, la masa de un proton; asi, podriamos imaginar que se trata de esta parti-
cula, o puede que se trate de un antiproton, que tiene la mimsa masa y la misma carga e, pero negativa.

para despejar la masa de la particula m= =1,63.10" kg

Ricardo Lopez / Abril 2010 Pag. 7 de 23



SEPTIEMBRE 01
A2.— Por un hilo conductor rectilineo e infinitamente largo, situado sobre el eje X, circula una corriente eléctrica
en el sentido positivo del eje X. El valor del campo magnético producido por dicha corriente es de 3.10° T en el
punto P (0,-dp,0), y es de 4.10° T en el punto Q (0,+dq,0). Sabiendo que dp+dg = 7 cm, determine:

a) La intensidad que circula por el hilo conductor.

b) Valor y direccion del campo magnético producido por dicha corriente en el punto de coordenadas (0, 6 cm, 0).

Datos: Permeabilidad magnética del vacio, p,=4n. 107 NA?; Las cantidades dp y dq son positivas.

a) La figura muestra el hilo indefinido a lo largo del eje X, transportando  p _ (0,-dp,0)

una corriente | en sentido positivo. Las lineas de campo magnético creado C . 7
por esta corriente serian circulos centrados en puntos del hilo; nos Q= {O’dusq)/’ N

interesan especialmente las lineas de campo que pasan por los puntos P
(0,—dP,0) y Q (0,dQ,0), ambos del eje Y. Estas dos lineas de campo son
circulos centrados en el origen de coordenadas, y se encuentran en el
plano YZ, el del papel: aparecen dibujadas en la figura.

Notese que el campo Bp en el punto P, tangente a la linea de campo, esta
dirigido verticalmente (direccion del eje Z) y hacia abajo; por su parte, el
campo Bq en Q esta dispuesto también en la direccion Z, pero hacia arriba.
El enunciado facilita los modulos de ambos vectores, que reponden a la
conocida ecuacion

Mo

B=—" 1

2nr )

del campo creado por una corriente rectilinea indefinida en un punto a dis-
tancia r de la misma. El punto P esta a distancia dp (en valor absoluto, que
es lo necesario en (1)) del hilo; el punto Q a distancia dq. Podemos, por i
tanto, escribir

Mo 5 Mo ! -5
B, = =310 T 2 B, = =410 T 3
P 2nd, * ¢ 2nd, )
un par de ecuaciones con tres incdgnitas: dp, dq e |. La tercera ecuacion necesaria esté en el enunciado,
dptdq =7 cm (4)
de modo que, dividiendo miembro a miembro (2) y (3)
Ho!
d
EzézznsziQ - dQ:idP
B 4 Kl 4 4
2md,
que, llevada a (4), da d, + %dp =7 = 7d,=28 = dy=4cm
asi que solo falta volver a (2) | = 3.10’SM =6A

4m.1077

b) El campo en un punto R (0, 6 cm, 0) seria semejante al campo en Q, como en todos los puntos del eje Y a la derecha
del origen: sera vertical, en la nireccion del eje Z, y hacia arriba. Su médulo quedara

Hol  4m.107.6

R = = =2.10° T
2nd;,  2m.0,06

MobELO 02

C3.— Una particula cargada se mueve en linea recta en una determinada region.
a) Sila carga de la particula es positiva, ;puede asegurarse que en esa region el campo magnético es nulo?
b) ;Cambiaria su respuesta si la carga fuese negativa en vez de ser positiva?

a) No, no puede asegurarse tal cosa. La accion de un campo magnético sobre una carga en movimiento es
F=qvaB

y, como sabemos, la Unica accion posible de esta fuerza es la desviacion de la direccion de movimiento de la carga. Si la
particula cargada se mueve en linea recta, como dice el enunciado, es posible que no exista campo, B = 0, de modo que
no exista fuerza, F = 0, pero también es posible que la particula cargada se mueva precisamente en la direccion del
campo, no importa si con el mismo sentido o no; en tal caso, el producto vectorial vAB = 0, y de nuevo resultara F = 0,
asi que la particula tampoco se desviara en estas condiciones.

b) No, no cambiara: el signo de la carga nada tiene que ver con los argumentos que se han empleado. El signo de q
influye en el sentido de la fuerza F en la expresion de Lorentz, pero eso carece de importancia cuando estamos hablando
de que suceda F = 0.
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MobELO 02
B2.- Sea un conductor rectilineo y de longitud infinita, por el que circula una inten- cmmmmm T -
sidad de corriente | = 5 A. Una espira cuadrada de lado a = 10 cm esta colocada con 'I
dos de sus lados paralelos al conductor rectilineo, y con su lado mas préoximo a una
distancia d = 3 cm de dicho conductor. Si la espira esta recorrida por una intensidad
de corriente I’ = 0,2 A en el sentido que se indica en la figura, determine: W,.
a) El médulo, la direccion y el sentido del campo magnético creado por el con-
ductor rectilineo en cada uno de los lados de la espira paralelos a dicho con-
ductor. 3cm
b) El médulo, la direccion y el sentido de la fuerza ejercida sobre cada uno de
los lados de la espira paralelos al conductor rectilineo.

10 cm

- ——————————

a) El campo creado por el conductor rectilineo indefinido I | ll
debe ser familiar: sus lineas de campo son circulares,

centradas en puntos del hilo y el sentido del campo debe

ser el adecuado para que, al girar segin ese sentido en ——
una linea de campo, un destornillador avance en la direc-
cion de la corriente. La figura muestra como seria ese
campo, representando algunas de las lineas de campo y

los vectores B en algunos puntos. B | -—-—-—"B
Conocemos también el modulo del campo creado por un . /, B '
conductor rectilineo indefinido, dado por e e — ~
I p *-_._‘__;__“-_*B - B R __‘_?/
_ Ml

B (1)
donde r es la distancia al conductor del punto donde se mide el campo: el radio
de la linea de campo que pase por alli.

©2nr
|
I\ Naturalmente, podemos aplicar lo anterior a cualquier punto de la espira. Como
todos los puntos del lado MN de ésta distan lo mismo del conductor, parece claro
. . « X X que B medira lo mismo en todos ellos. Ese campo estara dirigido hacia dentro
del papel, tal como sucede en todos los puntos de la figura a la derecha del

«M o x P

¢ ' B * conductor; a la izquierda de éste, el campo se dirige hacia el lector. Esto esta
. - o efx P recogido en la figura de la izquierda, donde también puede verse que, por idén-
ol ticas razones, el campo B sera el mismo en todos los puntos del lado PQ, y es-

N Q tara igualmente dirigido hacia dentro del papel, pero sera menor que en el lado

MN. Llamando Byy al campo en el lado MN, y Bpq al que existe en el lado PQ, las
medidas de ambos seran, tomando datos del enunciado, y usando (1):

Ml 4m107.5
2mr,,  21m.0,03

Wl 4m107.5
2nr,,  2m.0,13

=3,33.10° T @)

MN

=7,69.10° T 3)

PQ

b) Se trata ahora de calcular la fuerza sobre los lados MN y PQ de la espira. En principio, parece una aplicacion sencilla
de la expresién conocida para la interaccion (atraccion o repulsion) entre corrientes indefinidas rectilineas y paralelas:

Foblly
2nd

donde | e I’ son los valores de las corrientes; d es la distancia entre ambas y | la longitud de los lados MN o PQ, en el caso
que nos ocupa. Sin embargo, ni NM ni PQ son indefinidas, aunque si son rectilineas y paralelas al conductor de la izquier-
da. ;Deberiamos preocuparnos por esto?

La respuesta es que no: el campo creado por el conductor indefinido en los segmentos de espira MN y PQ es, sin duda, el
dado por (1), y eso garantiza la validez de (4) para hallar la fuerza sobre MN o sobre PQ. Otra cosa seria la discusion de
la fuerza sobre un trozo de conductor rectilineo de la longitud de MN o de PQ, en la que (4) plantearia dificultades.

Aplicamos, pues, (4) para hallar la fuerza sobre MN: ya que I’ tiene el mismo sentido que |, se trata de corrientes del
mismo sentido, que se atraeran, como sabemos. La fuerza sobre MN sera de atraccion hacia el conductor indefinido y
valdra

4

_ Bl _4m.107.5.0,2
"™ 2nd,, 21.0,03

En cambio, la corriente I’ en PQ es de sentido contrario a la del conductor indefinido: la fuerza sobre PQ sera repulsiva y
de valor

0,1=6,67.107 N

_ Wl _4m107.5.0,2
@ 2nd,,  2m.0,13

.0,1=1,54.107 N

;Qué pasa con la fuerza sobre los lados MP o NQ? La expresion (4) no puede usarse ahora, ya que el campo creado por el
conductor indefinido en MP o NQ no es constante, de modo que el calculo de la fuerza requeriria integracion.
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SEPTIEMBRE 02
C2.- Un electrén se mueve con velocidad v en una region del espacio donde coexisten un campo eléctrico y un
campo magnético, ambos estacionarios. Razone si cada uno de estos campos realiza o no trabajo sobre la carga.

La fuerza sobre el electron estara dada por
F=F+F, =-eE-evaB

suma de las acciones eléctrica y magnética. Por supuesto, sabemos que los vectores E y B son perpendiculares, como su-
cede en cualquier punto del campo electromagnético.

De estas dos fuerzas, la eléctrica F, =—eE es, en general, una fuerza con componentes tangencial y normal; aunque pu-
diera ocurrir, en situaciones excepcionales, que fuese exclusivamente tangencial o exclusivamente normal. Todo ello
depende del angulo entre la velocidad v y el campo E en el punto en que se halle la particula: en la figura, mostramos

normal normal hﬁ normal
Il s
tangencial
'8 F=-eE

! tangencial

tangencial

a) E y v en la misma direccion

c) Ey v en angulo = 90°

b) E y v en angulo = 90°

las posibilidades que, salvo matices, pueden plantearse de hecho. Como puede verse,

a) caso en que vy E coinciden en direccion. Entonces la fuerza F. =—eE es exclusivamente tangencial en ese punto;

b) caso en que v y E forman un angulo no recto. Entonces la fuerza F. =—eE tiene componentes tangencial y normal.
Este caso seria el mas frecuente.

c) caso en que vy E son perpendiculares. Entonces la fuerza F. =—eE es exclusivamente normal en ese punto.

En cuanto a la fuerza magnética, F,, = —e vAB, su direccion siempre es perpendicular a la velocidad v, ya que implica el

producto vectorial vaB. En consecuencia, la fuerza F,, siempre es una fuerza normal.

Recordemos ahora principios basicos de mecanica de la particula: las fuerzas normales que actuan sobre una particula

no hacen trabajo sobe ella. Dicho de otra manera, todo el trabajo que recibe una particula lo realizan las fuerzas
tangenciales que actuan sobre ella.

Nuestra conclusion parece ahora clara:

La fuerza eléctrica F, =—¢€E, en general, realiza trabajo sobre el electron. Excepcionalmente, en un supuesto como el
recogido en la situacion c), podria suceder que no hubiese tal trabajo.

La fuerza magnética F,, = —e vAB nunca realiza trabajo, porque siempre es un fuerza normal.

Como corolario, hago notar que estos resultados implican cosas muy interesantes: en general, un campo eléctrico E hara
que cambie la direccién y el médulo de la velocidad del electron; naturalmente, los cambios de médulo significan cam-
bios de energia cinética (tanto como el trabajo recibido). Excepcionalmente, como en la situacion a), sélo cambiara el
modulo de la velocidad; en la situacion c), sélo cambiara la direccion, quedando el mddulo intacto. Dicho de manera
muy compacta: un campo eléctrico E, en general, desvia y acelera. Ocasionalmente, puede que sélo desvie o que sélo
acelere. Notese que un campo eléctrico siempre cambia la velocidad de la particula cargada, el electron, de algun
modo.

Un campo magnético, en cambio, no puede modificar el médulo de la velocidad del electrén: sélo puede desviarle. Oca-
sionalmente, como sabemos, puede que no haga nada, cuando v y B tiene la misma direccion.
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SEPTIEMBRE 02 Iy @
B1.— En la figura se representan dos hilos conductores rectilineos de gran longitud que )
son perpendiculares al plano del papel y llevan corrientes de intensidades |, e |, de
sentidos hacia el lector.
a) Determine la relacion entre |, e I, para que el campo magnético B en el punto P
sea paralelo a la recta que une los hilos indicada en la figura.
b) Para la relacion entre I, e |, obtenida anteriormente, determine la direccion del
campo magnético B en el punto Q (simétrico del punto P respecto del plano per- ----b----mmmrfommoo
pendicular a la citada recta que une los hilos y equidistante de ambos).

a) La figura recoge la situacion que demanda el
enunciado. En ella deben distinguirse, para com-
prender la situacion final:

|
|
i
— la linea de campo campo magnético creado por el i
hilo 1 en el punto P. Se trata de un circulo, en el I2@
plano del papel, con centro en el hilo y radio 3 cm;

debe recorrerse en sentido antihorario. El campo B, creado por el hilo 1 en P es
tangente a esta linea, como se muestra.

— la linea de campo campo magnético creado por el hilo 2 en el punto P. Se trata
de un circulo, en el plano del papel, con centro en el hilo y radio 4 cm; debe re-
correrse en sentido antihorario. El campo B, creado por el hilo 2 en P es tangente
a esta linea, como se muestra.

’ OP=3cm

B s — El campo en P, finalmente, se calcula aplicando el principio de superposicion:
|L\/ 0,P=4cm los campos se suman. Asi, B = B; + B,.
r
: e 0,0, =5¢cm — El triangulo 0,0,P, en el plano del papel, es rectangulo; los angulos en O,y O,
é}’ se han llamado respectivamente a y B.
0: Las medidas de los vectores B; y B, se siguen de
Mo
B=—" 1
2nr M

expresion familiar del campo creado por una corriente rectilinea e indefinida. Aplicandola a estos supuestos, tenemos:

__ kol 2): B, - _Ho 1, 3

' 21.0,03 @) 2" 21m.0,04 )
Ahora, para que el campo B en P sea finalmente paralelo a la linea 0,0,, las componentes horizontales de B, y B, de-
ben anularse. Eso es posible porque, como se ve, tienen sentidos opuestos; bastara con que midan lo mismo. Se han de-
nominado, respectivamente, By, y By, ya que llevan la direccion horizontal que habitualmente es la de ese eje. La ob-

servacion cuidadosa de la figura permitira entender que los angulos a y B aparecen de nuevo al buscar estas componen-
tes; de ella se deduce que

B,, = B,cosa ; B,, = B, cosB (4)
y, por otro lado, en el tridngulo O,0,P

cosa = % ; cosB = (5)

(SN

de modo que, si debe cumplirse B,y = B,,, empleando (3), (4) y (5) se sigue que

Mo E_ Hol, i - l=
= 1
21.0,03 5 2m.0,04 5

es decir, ambas corrientes deben tener el mismo valor.

B,=B,, = Bjcosa=B,cosB =

X X

b) La situacion es perfectamente simétrica con lo que sucede en el punto P, cambian-
do el papel que juegan los campos B, y B,: las respectivas componentes horizontales
se anulan de nuevo, exactamente como sucedié en P. De nuevo, por tanto, el campo B
resultante en Q lleva la direccién de la linea 0,0, que une los hilos. De hecho, como
es facil de comprobar, es exactamente el mismo campo que en P.
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SEPTIEMBRE 03

C3.— Una particula de carga positiva q se mueve en la direccion del eje de las X con una velocidad constante v = a i
y entra en una region donde existe una campo magnético de direccion eje Y y modulo constante B = b j.

a) Determine la fuerza ejercida sobre la particula en médulo, direccion y sentido.
b) Razone qué trayectoria seguira la particula y efectie un esquema grafico.

a) Un caso sencillo de empleo de la fuerza de Lorentz so-
bre una particula en un campo magnético

F=qvaB

que, ademas, es uniforme. Con toda la informacion dispo-
nible, el calculo es inmediato:

i jk
F=qla 0 0|=qabk
0bo

resultando una fuerza en la direccion del eje Z, sentido
positivo.

b) Obsérvese en la figura la direccion y sentido de todos
los vectores en el momento que se describe: puede verse
con claridad que, siendo v y B perpendiculares, estamos
ante una aplicacion mas del movimiento de giro uniforme
de una carga en un campo magnético uniforme; en nuestro
caso, el giro sucede en el plano XZ. El sentido positivo de
F en el eje Z, junto con el sentido igualmente positivo de
v, en el eje X, dejan bien claro como va a girar la particu-
la: lo hara en sentido horario, tal como se muestra en la
figura.
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MobELo 04
A2.- Por dos hilos conductores, rectilineos y paralelos, de gran longitud, separados una distancia de 10 cm, circulan
dos corrientes de intensidades 2 Ay 4 A, respectivamente, en sentidos opuestos. En un punto P del plano que defi-
nen los conductores, equidistante de ambos, se introduce un electrén con una velocidad de 4.10* m/s paralela y del
mismo sentido que la corriente de 2 A. Determine:

a) El campo magnético en la posicién P del electrén.

b) La fuerza magnética que se ejerce sobre el electron situado en P.
Datos: Permeabilidad magnética del vacio, o = 4m.107 N A%, Valor absoluto de la carga del electrén, e = 1,6.107"° C

a) El plano M es el que forman los dos conductores, que hemos n
llamado I, e |,; los detalles sobre ellos pueden verse con facilidad
en la figura. El punto P en el que se introduce el electron es me-
dio entre los puntos C; y C, de los hilos; la distancia C;C; = 10 cm o
y las distancias C,P = C,P = 5 cm. e ‘[ =2 A
El campo B4 creado por el hilo I; en el punto P es tangente en ese N -

punto a un circulo centrado en C, y de radio ry = C4P; ya que la -
corriente |; se ha imaginado hacia arriba, la linea de campo circu- e
lar debe recorrerse en sentido antihorario, como se muestra en la v
figura. Asi, B, resulta perpendicular al plano M, dirigido hacia el
lector. Su mddulo es sencillo:

B = ol _; 407 _2

2mr, 0,05
De modo semejante, el campo B, creado por el hilo |, en el punto
P es tangente en ese punto a un circulo centrado en C, y de radio
r, = C,P. Como la corriente I, se ha supuesto hacia abajo, la linea
de campo circular debe recorrerse en sentido horario, y B, resulta
perpendicular al plano M, dirigido hacia el lector, con la misma
direccion y sentido que B4. El mddulo de B, es también inmedia-
to:

=8.10°¢ T=8uT

@dicular al

B, = ol _ 21074 _16.10¢ T =167
2mr, 0,05

Finalmente, el campo en Psera B =B, + B,

y, con los resultados obtenidos, es sencillo comprender que B lle-
vara la misma direccion y sentido que comparten B; y B,; sera,
por tanto, perpendicular al plano N en el punto P, dirigido hacia
el lector y de médulo

B=B;+B,=24uT
Si miramos la figura con atencion podemos ver un triedro tri-
rrectangulo que puede usarse como sistema de referencia XYZ: estaria formado por la direccién de B en el punto P como

eje X, la direccion C;C, como eje Y, y la direccion de la velocidad v del electrén en P, vertical y hacia arriba (como I),
como eje Z.

Usando ese sistema de referencia, que se muestra abajo, la respuesta al apartado a) seria

B =24i uT
Z A

b) Bastaria aplicar la expresion de la fuerza magnética sobre una carga q con velocidad v
en un punto en el que el campo magnético es B: vi

F=qvAB
donde v = 4.10% m/s, en nuestro sistema de referencia, igual que B = 24i uT, como ya
hemos visto: ambos vectores estan recogidos en la figura, al lado. La fuerza sobre el GG =Y
electron resulta inmediata: recordando que q = -e = -1,6.107"° C, sera

i ik F
F=qvaB=-evaB=-16.10"| 0 0 4.10*|=-154.10"jN

2410 0 O

en la direccién del eje Y, en sentido negativo: aunque el producto vectorial vAB llevaria el
sentido positivo del eje Y, el valor negativo de la carga del electron invierte el sentido de
la fuerza.

Naturalmente, podriamos haber calculado el valor de la fuerza que aplica cada hilo sobre el electrén, con expresiones
que hubiesen sido, respectivamente, F, = q vaB; y F, = q VAB,, para sumar después ambas fuerzas y obtener F = F, + F5,
el mismo resultado final. Las fuerzas F; y F, se muestran en la primera figura, y hubiesen resultado, respectivamente,

Fy=-0,51.10"% N; Fi=-1,02.10"% N
de manera que su suma ofrezca el resultado final que ya conocemos.
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SEPTIEMBRE 04
C4.- En una region del espacio existe un campo magnético uniforme dirigido en el sentido negativo del eje Z. Indi-
que mediante un esquema la direccion y el sentido de la fuerza que actua sobre una carga, en los siguientes casos:
a) La carga es positiva y se mueve en el sentido positivo del eje Z.
b) La carga es negativa y se mueve en el sentido positivo del eje X.

La fuerza sobre la carga sera la conocida fuerza magnética F = q vAB. El campo magnético puede escribirse B = -Bk T en
los dos casos, para que resulte un vector uniforme en el sentido negativo del eje Z. Asi, queda entrar en esa expresion
con los datos acerca de q y de su velocidad:

a). Si la carga es positiva, q > 0, y su velocidad lleva la direccion del +7
eje Z, sentido positivo, sera v = vk m/s. Siendo los vectores v y B de
la misma direccién, su producto vectorial sera nulo, asi que no se ob-
servara fuerza sobre la carga. En efecto,

i j k “'T
F=qvAaB=q|0 O v|=0N
00 -B v
F+__
b) Si la carga es negativa, q < 0, y su velocidad es en el sentido posi- Bl s s/ :r
tivo del eje X, v = vi m/s, debemos considerar el plano que forman v ‘/

y B, que resultaria el plano XZ. El producto vectorial vAB llevaria la
direccion del eje Y, sentido positivo. El signo negativo de la carga in- B
vertiria el sentido de la fuerza, que acabaria en la direccion del eje
Y, sentido negativo. En efecto, ¥

ij ok X /" ‘

F=-qvaB=q|v 0 0 |=-q@Bvj)=-qvBjN
0 0 -B

MobEeLo 05
A2.— Una particula cargada pasa sin ser desviada de su trayectoria rectilinea a través de dos campos, eléctrico y
magnético, perpendiculares entre si. El campo eléctrico esta producido por dos placas metalicas (situadas a ambos
lados de la trayectoria) separadas 1 cm y conectadas a una diferencia de potencial de 80 V. El campo magnético va-
le 0,002 T. A la salida de las placas, el campo magnético sigue actuando perpendicularmente a la trayectoria de la
particula, de forma que ésta describe una trayectoria circular de 1,14 cm de radio. Determine:

a) La velocidad de la particula en la region entre las placas.

b) Larelacion masa/carga de la particula.

Un problema que puede parecer complejo a causa de la acu-
mulacion de circunstancias implicadas, pero que no lo es tanto
si se procede a discutirlo ordenadamente. Comencemos por
considerar como pasa la particula cargada, sin sufrir desvia-
cion, atravesando la zona entre las placas metalicas en la que
tenemos los campos eléctrico y magnético: hemos imaginado
el campo eléctrico hacia abajo, en el plano del papel, y el
campo magnético perpendicular al plano del papel y dirigido
hacia dentro del mismo; ademas, tal como sefala el enuncia- y y y
do, el campo eléctrico E es uniforme y existe Unicamente en el
espacio entre las placas, mientras que el campo magnetico B
es igualmente uniforme y existe dentro y fuera del espacio en- x| x : x| x

tre las placas. ! Ev ' ! '

La figura inmediata muestra la trayectoria completa que pro- ----------------- |
pone el ejercicio, formada por una linea recta entre las placas,
cuando la particula cargada desarrolla un movimiento rectili-
neo y uniforme sin sufrir modificacion alguna en la velocidad, seguida de una trayectoria circular cuando, al salir de las
placas, queda en un campo magnético uniforme y con una velocidad perpendicular al mismo.

*

a) Entendida entonces la situacion en términos globales, discutamosla en detalle en las dos zonas de interés, primero en-
tre las placas y después al salir de ellas. Entre las placas, y suponiendo que la carga de la particula sea positiva, existiran
dos fuerzas sobre ella:

1) la fuerza eléctrica, F = qE, dirigida verticalmente y hacia abajo.

2) la fuerza de Lorentz magnética, F = q vAB, que sera igualmente vertical, pero dirigida hacia arriba (v esta en el
plano del papel, hacia la derecha; B va hacia dentro del papel: basta considerar el producto vectorial para
comprender la direccion y el sentido de F).
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Para que no exista desviacion, como hemos visto ya en otras ocasiones, es preciso que am- .
bas fuerzas, de igual direccion y sentido opuesto, se anulen. Para ello, sus modulos de- Fm=qvAaB
beran ser iguales

qE = qvB (vy B forman angulo de 90°, cuyo seno es 1) B_
de manera que la velocidad tendria que ser exactamente V= E ql_~ ]'
v
(1)
el cociente entre los médulos de E y B, presentes en el enunciado: B es 0,002 T, sin mas E
vueltas, y E no aparece directamente, sino a través de la diferencia de potencial entre las
placas, de 80 V. Para conseguir E, hay que recordar que, en un campo uniforme entre pla-

cas, la relacion entre la intensidad de campo y la diferencia de potencial entre las placas
es muy sencilla

Y

rF.3=qE

V=Ed
donde d, distancia entre placas, es en nuestro caso d = 1 cm = 102 m. De esta manera, es inmediato obtener
vV 80 \'% N

E=—=—-=28000— =8000 —
d 0,01 m C

y solo resta ir a (1) para responder a la primera pregunta V=—=———=4.10°m/s

acerca de la velocidad de la particula cargada.

b) La segunda cuestion es mas rapida, una vez que conocemos la velocidad de la carga. Como sabemos, una carga q mo-
viéndose con velocidad v perpendicular a un campo magnético uniforme B describe un giro de radio r dado por
mv

) 2)

en nuestro caso, ademas, considerando las direcciones que hemos supuesto para E y B, se trataria de un giro en sentido
antihorario, tal como aparece en la primera figura. Puesto que nos dicen que el radio de giro es r = 1,14 cm, y dado que
conocemos los valores de B y de v, parece claro que podemos despejar directamente la relacion masa/carga (m/q) de la
particula, que tomaria el valor

r

-2

m_rB _114.10°.0,002 _ 5,7.10" kg

q v 4.10° C
y habriamos terminado. Acaso se pueda hacer una rapida reflexion acerca del valor que acabamos de obtener: ;qué clase
de particula puede tener esa relacion carga/masa?. La respuesta podria orientarse hacia una particula elemental, como
un protén, por ejemplo, pero las cuentas dan un resultado del orden 10 kg/C; mucho mejor va la cosa con un electron,
que resulta tener un cociente masa/carga 5,69.107'2 kg/C: se trata entonces, seguramente, de un electrén, o acaso de
un positrén, si se quiere pensar en carga positiva.
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B2.— Dos hilos conductores de gran longitud, rectilineos y paralelos, estan separados

MobELO 05 l ‘
una distancia de 50 cm, tal como se indica en la figura. Si por los hilos circulan co- P Q

rrientes iguales de 12 A de intensidad y sentidos opuestos, calcule el campo magnéti- ?
co resultante en los puntos indicados en la figura: !
a) Punto P equidistante de ambos conductores. (| _)i

b) Punto Q situado a 50 cm de un conductor y a 100 cm del otro. 50 cm
Datos: Permeabilidad magnética del vacio, po = 4m.107 N.A2 | !

I T Llamaremos 1 al hilo situado a la izquier-
da de la figura, que lleva corriente hacia
arriba. El campo creado por este hilo en
los puntos P y Q es perpendicular al pla-

A N ¥ Q7B no del papel y hacia dentro del mismo,

N / como en todos los puntos del plano del
¥ papel a la derecha de ese hilo. En cam-

B, bio, el hilo 2, situado a la derecha del

hilo 1, lleva corriente hacia abajo: eso

implica que el campo creado por ese hilo

en P esta dirigido hacia dentro del papel,

H,z pero en Q esta dirigido hacia fuera del
papel.

Un punto de vista Gtil a menudo es el que recoge la )
figura que aparece al lado, en la que se representan - N
los hilos perpendicularmente al plano del papel: uno T \
de ellos — el hilo 1 — con corriente dirigida hacia el RN
lector (se representa con el simbolo ®) y el otro — el Y
hilo 2 — con corriente dirigida hacia dentro del papel B.= B, \
(se representa con ®). Los puntos P y Q estan ahora T N
en el plano del papel, y se han dibujado las lineas de ¥’ e

campo de los campos B4 y B, creados por ambos hilos ‘ '
y que pasan por Py por Q. ) _ s
Asi, puede verse que las lineas de campo de B, se re- i @ P |2® |
corren en sentido antihorario (de modo que un saca- .
corchos girando en ese sentido avanzaria hacia el lec- A /

tor), mientras que las de B, se recorren en sentido B4 . /f ‘x\ B, b
contrario. L . " P 7
a) Como consecuencia, en P los dos campos, B, y B, i
coinciden en direccion y sentido, de modo que si re- S
gresamos al punto de vista de arriba, irian ambos R

hacia dentro del papel. Por otro lado, ya que |, e |, -
tienen el mismo valor, y dado que P equidista 25 cm

de los dos hilos, es facil comprender que B, y B, mediran lo mismo en P: son, pues, vectores iguales. La medida de cual-
quiera de ellos seria:

-7
B, =B, —Holi _AT10°12_o ¢ 4o 1
2nd ~ 27.25.10

y el campo en el punto P mediria el doble de esa cantidad, ya que habria que sumar B; y B;:
(Punto P) B=1,92.10"T
dirigido hacia dentro del papel, tal como lo representa la figura de arriba.

b) En el punto Q, los dos campos B, y B, tienen medidas diferentes, ya que este punto esta a 50 cm del hilo 2 y a 100 cm
del hilo 1; ademas, los campos tienen sentidos opuestos, con B, hacia fuera del papel y B; hacia dentro, siempre desde
el punto de vista de la figura del enunciado. Los modulos de B; y B, en Q resultan ser

ly  4m.107.12
" 2nd T 2.1

Hol,  4m.107.12

B = - - -2
* 2rd  27.50.1072

=2,410°T ; =4,8.10°T

de modo que B,, como era de esperar, tiene doble medida que B;. El campo total seria la diferencia entre ambos,
(Punto Q) B=2,4.10°T

e iria dirigido hacia fuera del papel, considerando una vez mas el punto de vista del dibujo en el enunciado.
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MoDELO 06

B2.- Dos conductores rectilineos, indefinidos y paralelos, perpendiculares al plano XY, Y
pasan por los puntos A(80,0) y B(0,60) segun indica la figura, estando las coordenadas
expresadas en centimetros. Las corrientes circulan por ambos conductores en el mis- B I,

mo sentido, hacia fuera del plano del papel, siendo el valor de la corriente I, = 6 A.
Sabiendo que |, > I, y que el valor del campo magnético en el punto P, punto medio de P
la recta que une ambos conductores, es de B = 12.10”7 T, determine:

a) El valor de la corriente I,. Iy

b) El médulo, la direccion y el sentido del campo magnético en el origen de coor- i . ..
denadas O, utilizando el valor de |, obtenido anteriormente. 0 A
Datos: Permeabilidad magnética del vacio, po = 4r.107 N.A™2

a) La distancia AB = 100 cm, ya que es hipotenusa del triangulo AOB. El punto P es el medio de AB, de modo que los seg-
mentos AP = BP = 50 cm = 0,5 m. Las lineas de campo magnético creadas por ambos conductores en el punto P serian cir-
culares, en el plano XY (el del papel), centradas respectivamente en los puntos A y B, y se recorrerian en ambos casos en
sentido antihorario, ya que las corrientes se dirigen al lector.

Todo ello aparece recogido en la figura, en la que se muestran los Y
campos B, y B, creados en P por las corrientes |, e I,. Ya que P es
punto a la misma distancia, 50 cm, de ambos hilos, parece claro que
el campo B, sera mas intenso en ese punto que B,, debido a que la
corriente |, es mayor que l;, condicion impuesta por el enunciado.
En todo caso, By y B, tienen la misma direccién (perpendicular a AB)
y sentidos opuestos. En consecuencia, el campo total en P sera

B = B1 + Bz
un vector que llevara esa misma direccion y sentido de B,. Su
modulo, que nos da el enunciado, es B = 12.107 T; que debe ser la
diferencia entre los madulos de B, y By:

B =B, - B, (1)

Ahora bien, esos madulos son, respectivamente:

_ K L . B. = Ho 1,
nr, 2 2mr,

1

donde |, = 6 A; rpp = rgp = 0,5 m; |, es desconocida. Como ha de cumplirse (1), bastara entrar con los valores conocidos y
despejar I,:

B-B, B =to b 4y 4077
2mr, 2mr,,

es decir, 2.10’7|i—2.10’7i:12.10’7 T = 41,-24 =12 = l,
0,5 0,5

la corriente en el segundo conductor.

9A

b) Conocidas ambas corrientes, la busqueda del campo en Y
el origen de coordenadas en sencilla. Nétese que |, crea
en O un campo B, en el sentido negativo del eje Y, tan-
gente a una circunferencia con centro en A y que pasa por
O, recorrida en sentido antihorario. Del mismo modo, I,
crea en O un campo B, en la direccién del eje X y sentido
positivo. La figura, al lado, deberia ilustrar suficiente-
mente ambas cosas.

Los campos quedarian, tomando en consideracion lo dicho
acerca de sus direcciones y sentidos:

B, :_“07'11- - 21078 j=-15.10"%;T
2nr 0,8 o
AO ’ - X
B, _ by 94072 i=30.10°T
211rBO 0)6

de modo que el campo B sera
B=3,010%i-1,510%jT \
el vector representado en la figura. Su médulo es

B=19.10"7+2,25.10" =3,61.10° T
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SEPTIEMBRE 2007

C4.- a) ;Cual es la velocidad de un electron cuando se mueve en presencia de un campo eléctrico de médulo
3,5.10° N/C y de un campo magnético de 2 T, ambos mutuamente perpendiculares y, a su vez, perpendicu-

lares a la velocidad del electrén, para que éste no se desvie?

b) (Cual es el radio de la o6rbita descrita por el electréon cuando se suprime el campo eléctrico?
Datos: Masa del electrén, m. = 9,1x1073" kg;  Valor absoluto de la carga del electrén, e = 1,6.107"°C

a) Una situacién que hemos encontrado
frecuentemente: el electron esta bajo las
fuerzas eléctrica y magnética, que deben
anularse, de modo que su trayectoria no
sufra alteraciones. Para que esto sea po- -e

sible, con independencia de la carga im- ®-T "B
plicada, los vectores campo eléctrico E, \v

4 Fe=-eE

ga v deben cumplir la relacién
E=-vAB

campo magnético B y velocidad de la car- El

que, en modulo, queda tan sencilla como
E = vB. De este modo, imaginando una situacion como la que se representa en
la figura, la velocidad del electrdén deberia ser

5
_E_ 3510 4 95.40° m/s
B 2
b) Si se elimina el campo eléctrico desaparece la fuerza F. = —eE sobre el

electrén, quedando sélo la fuerza magnética. Eso nos deja el escenario bien
conocido de una particula cargada en un campo magnético uniforme y con ve-
locidad perpendicular al mismo: sabemos que la particula describe un giro uni-
forme, que se ha representado en la figura adjunta. El radio de la orbita se
consigue con facilidad

pomvo_ 9,1.107°'.1,75.10°

Tes T ieaora o MIEOTm

Septiembre 07

€ s—»p

A2.— Tres hilos conductores rectilineos, muy largos y paralelos, se disponen como se

muestra en la figura (perpendiculares al plano del papel pasando por los vértices de

un tridngulo rectangulo). La intensidad de corriente que circula por todos ellos es la P
misma, | = 25 A, aunque el sentido de la corriente del hilo C es opuesto al de los otros 10.cm

dos hilos. Determine:
a) El campo magnético en el punto P, punto medio del segmento AC.

b) La fuerza que actia sobre una carga positiva Q = 1,6.10~"° C si se encuentra en C
el punto P moviéndose con una velocidad de 10° m/s perpendicular al plano del -

papel y con sentido hacia fuera.
Datos: Permeabilidad magnética del vacio, po = 4m.107 N A~

a) En el punto P, del plano del papel, los campos creados por los conductores
seran llamados B,, Bg y B¢, respectivamente. Se trata de vectores en el plano
del papel, tangentes a lineas de campo centradas, respectivamente, en los pun-
tos A, By C. Para entender los resultados, debe mirarse con atencion la figura,
considerando en qué sentido deben recorrerse estas lineas de campo: las dos
primeras, centradas en Ay B, en sentido antihorario, de acuerdo con intensida-
des de corriente hacia fuera del papel; la ultima, centrada en C, se gira en sen-
tido horario, como corresponde a una corriente dirigida hacia dentro del papel.

Obsérvese, entonces que las direcciones y sentidos de B, y B¢ coinciden, y for-
man angulo de 90° con la direccion de Bg. Los modulos de los tres campos se ob-
tienen de
I
B=rto (1)
2nr
expresion del campo creado por una corriente rectilinea e indefinida en un pun-
to a distancia r de la misma. Cuando la usemos en los tres casos, pondremos
siempre el mismo valor de | = 25 A, idéntica corriente en los tres conductores.

10 cm

B C

En cuanto al valor de r, se tratara, respectivamente, de los segmentos AP, BP y CP: es muy sencillo concluir, ya que ABC
es un triangulo rectangulo e isosceles, que esos tres segmentos son iguales y de valor
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AP =BP=CP=5,/2cm

de forma que los tres campos B,, Bg y B¢ van a terminar teniendo el mismo médulo, que
sera

-7
B,=B,=B,— 1102 _707.10° T 2)
21.0,05,/2
Ahora hemos de sumarlos, para hallar el campo magnético resultante en el punto P:
B = BA + BB + BC

y eso puede hacerse con facilidad: empezamos sumando B, + B¢, lo que dara un vector
de la misma direccion y sentido que ambos, y de modulo doble que (2); llamaremos By.c
a este vector que, después, sumaremos con Bg. Para hacer esta Ultima suma nos remi-
timos a la figura, en la que mostramos ambos vectores y un sistema de ejes XY orienta-
dos como BA y BC. Es facil ver que los angulos de los vectores con el eje X son de 45° (o
de 45° en un caso y de —45° en otro, con mas propiedad). Asi, los vectores pueden es-
cribirse calculando sus respectivas componentes:

45°%

W x

B,.c =2.7,07.10° cos45°i + 2.7,07.10°sen45°j =101 + 107° j

B, = -7,07.10°cos45° i + 7,07.10°sen45°j = —5.10°%i + 5.10°% j

de suerte que el campo finalmente resulta B=B,, +B,=0510"i+1510"]

un vector en el plano del papel, de médulo B= \/(0,5.10’5)2 +(1,5.10°)* =1,58.10° T

b) Tal como tenemos las cosas, parece que lo mas sencillo en este apartado seria emplear la expresion vectorial de B que
acabamos de obtener, para usarla en F = Q v ABYy obtener de este modo la fuerza sobre la carga Q. Necesitamos escribir

su velocidad v, pero eso no plantea dificultad: mide 10® m/s y esta dirigida perpendicularmente al plano del papel y
hacia fuera; eso equivale a decir, segln estan colocados los ejes XY, en la direccién del eje Z, sentido positivo, de modo

que
v=100km/s
y, por tanto, es ya inmediato
i j k
F=QvAB=16.10" 0 0 10°| =1,6.10"°(-15i+5j) = -2,4.10"®i+8.10"jN

0,5.10° 1,5.10° 0

una fuerza que esta también en el plano XY, y cuyo modulo es F = 2,53.107"® N. Aunque no se ha representado, el alum-
no debe intentar visualizarla, considerando las direcciones de B, en el plano del papel, de v, perpendicular al plano del

papel, y la que llevaria, por tanto, su producto vectorial.
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MobELO 09
C4.- Una espira cuadrada de 10 cm de lado esta recorrida por una corriente eléctrica constante de 30 mA.
a) Determine el momento magnético de la espira.
b) Si esta espira esta inmersa en un campo magnético uniforme B = 0,5 T paralelo a dos de sus lados, determine
las fuerzas que actuan sobre cada uno de sus lados. Analice si la espira girara o no hasta alcanzar la posicion
de equilibrio en el campo.

a) El momento magnético de una espira se calcula segin
H=iS (1)
donde el vector superficie S tiene el sentido de avance de un sacacorchos
o destornillador que gire en la espira en el sentido de la corriente. De este
modo, el momento magnético p tiene un sentido que depende del de la
corriente en la espira. Hemos supuesto la corriente en la espira PTRQ en
sentido antihorario, de modo que los vectores S y Y tienen el sentido mos-
trado en la figura. El modulo de S es
$=0,1.0,1=0,01 m?
y el momento magnético de la espira resulta
p=30.10". 1072 = 3.107* A.m?

|

|

|

|

|

|

[ .
| ™ b
|

|

|

|

|

b) Imaginamos el campo magnético uniforme B paralelo a los lados QP y B
TR, como puede verse. Para calcular la fuerza que actla sobre cada lado .|
de la espira debemos usar o
. eje de giro -
F=ilrB 2) de la espira ]\.
donde | = QP; | = PT; | = TR; | = RQ, respectivamente en los cuatro lados R ™

de la espira: |, como sabemos, debe llevar el sentido de la corriente. De
este modo, resulta sencillo, observando la figura, concluir que la fuerza sobre los lados QP y TR es nula, ya que los vec-
tores QP y RT son de la misma direccion que B:

Fp =1QPAB =F, =iTRAB=0
aunqgue una vez son del mismo sentido y la otra, opuestos: no importa, el
producto vectorial es nulo en ambos casos.

La fuerza sobre los lados PT y RQ no es nula; su direccion puede verse en
la figura, en la que deben considerarse cuidadosamente los vectores invo-
lucrados en los productos vectoriales

F,, =iPT AB ; Fq = iRQ AB

pero, por razones sencillas, las dos fuerzas mediran los mismo: de hecho,
se trata de dos fuerzas iguales y de sentido contrario, que forman un par
de fuerzas, cuyo efecto sobre la espira es un momento de giro que la
obliga a rotar sobre el eje de giro sefhalado en la figura, en el sentido tam-
bién sefalado, el antihorario. El médulo comin de estas fuerzas es

For = Frq = 11B =30.107.0,1.0,5 =1,5.10° N

y el momento M del par de fuerzas tiene como medida el producto de
cualquiera de ellas por la longitud del lado de la espira (el brazo del par):

M=Fl=1,5.10"3.0,1=1,5.10"* N.m

;Qué sucederd, entonces? La espira empezara a girar alrededor del eje
indicado. Como consecuencia, las fuerzas sobre los lados de la espira co-
menzaran también a cambiar, asi como el momento de giro (se hara mas
pequefo, de hecho). Cuando la espira haya girado 90°, la situacion sera la
que se recoge en esta segunda imagen: queda para el lector la tarea de
comprobar que el campo B aplica ahora fuerzas sobre los cuatro lados de la espira, que se anulan dos a dos (Fgp = —Frg;
Frq = —Fpr). No existe ningln momento de giro sobre la espira en esta posicion, que seria de equilibrio, y a ello se refie-
re el enunciado. Cosa diferente seria discutir si la espira se queda en esa posicion, o si la rebasa debido a la inercia de
giro adquirida, que es lo que realmente sucederia: al final, estaria oscilando, salvo rozamientos que lo impidiesen.

La espira ha girado 90°
desde la posicion inicial

Notese, en cualquier caso, que la situacion de equilibrio se tiene cuando el campo B y el momento magnético p de la es-
pira tienen la misma direccion (no importa si el mismo sentido o no; en realidad, hay dos posiciones de equilibrio). Una
manera rigurosa y muy Util de manejar esta idea es recordar que el momento de giro M sobre una espira en un campo
uniforme B se escribe

M=pAB

de modo que el momento de giro es nulo (la espira esta en equilibrio) cuando p y B tienen la misma direccién y su pro-
ducto vectorial se anula.
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Junio 09
C4.- Analice si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:
a) Una particula cargada que se mueve en un campo magnético uniforme aumenta su velocidad cuando se des-
plaza en la misma direccién de las lineas del campo.
b) Una particula cargada puede moverse en una region en la que existe un campo magnético y un campo eléctri-
co sin experimentar ninguna fuerza.

a) Esto es falso. De hecho, un campo magnético no puede alterar el modulo de la velocidad de una particula cargada que
se mueve en su seno; lo Unico que puede hacer es desviar su trayectoria, debido a que las fuerzas magnéticas son
siempre fuerzas normales. Pero, ademas, si la particula se mueve en la direccion de las lineas del campo, la fuerza
magnética F = qvaB = 0, por ser paralelos los vectores v y B. Por tanto, nuestra particula cargada no sufrira modifica-
cion alguna de la velocidad, ni en su médulo ni en su direccion. Literalmente, se moveria como si el campo magnético
no existiese.

b) En parte, hemos respondido ya. Para que el campo magnético no aplique fuerza sobre la particula, ésta debe mover-
se en la direccion de las lineas de B. Cosa diferente es el comportamiento del campo eléctrico E, que aplica una fuerza
F = qE: esta fuerza no es nula nunca, salvo que E = 0. Por lo tanto, b) pareceria ser también falso, si consideramos las
dos fuerzas de manera individual, intentando que ambas sean nulas.

Existe, no obstante, una alternativa que apuntaria a la existencia de fuerzas magnética y eléctrica que se anulan mu-
tuamente, en unas circunstancias que hemos encontrado repetidamente (véase JuNio 97 C1 y JuNio 98 C4, también MODE-
Lo 10 A-C3, mas adelante). Para que esto suceda, debe cumplirse la condicion E = -vAB, donde v es la velocidad de la
particula cargada. Si se cumple esta condicion, la fuerza neta sobre la particula sera cero, y b) resultaria cierto.

SEPTIEMBRE 09
B2.— Un hilo conductor rectilineo de longitud infinita esta situado en el eje Z y transporta una corriente de 20 A en
el sentido positivo de dicho eje. Un segundo hilo conductor, también infinitamente largo y paralelo al anterior, cor-
ta al eje X en el punto de coordenada x = 10 cm. Determines:

a) Laintensidad y el sentido de la corriente en el segundo hilo, sabiendo que el campo magnético resultante en

el punto del eje X de coordenada x = 2 cm es nulo.

b) La fuerza por unidad de longitud que actua sobre cada conductor, explicando cual es su direccion y sentido.

Dato:  Permeabilidad magnética del vacio, po = 4m.107 N A2

La situacion descrita en 7
el enunciado, en lo que

respecta al primer ls
apartado, queda reco- T
gida en la figura. Se
muestran los dos con-
ductores rectilineos in-
definidos, uno en el eje
Z con una corriente ly;
el otro, paralelo al an-
terior, pasa por el pun-
to C(10,0,0) del eje X y
transporta corriente I,.
Sabemos que |y = 20 A,
en sentido positivo del
eje Z. Se muestra en la
figura la linea de cam-
po creada por el con-
ductor Iy, que debe re-
correrse en sentido an-
tihorario, acorde con la
corriente hacia arriba.

De este modo, en el

punto P(2,0,0) al que

alude el apartado a), el

conductor |, crea un campo B; como el que se muestra: llevaria la direccion del eje Y, sentido positivo. Para que el cam-
po magnético resultante en P sea nulo, el segundo conductor debe crear en P un campo como B,, de sentido opuesto a
B,; ademas, como es logico, deberan tener el mismo modulo para anularse finalmente.

En consecuencia, la linea de campo creada por |, y que pasa por P debe recorrerse en sentido también antihorario, para
que B, tenga el sentido deseado. Ambas corrientes van hacia arriba.

Ademas, como ya se ha dicho, los modulos de B; y B, deben ser iguales. Recordando la expresion del campo creado por
una corriente rectilinea indefinida en un punto a distancia r de la misma, cuyo modulo es

Plano XY
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se sigue que en nuestro caso debe cumplirse

I I I I 20 A I
Holi _ Holy - -2 =2
nr,,  2mrg, e Tep 2cm  8cm

que seria el valor de la corriente en el segundo
hilo.

b) Dos conductores rectilineos indefinidos y para-
lelos se atraen cuando soportan corrientes para-
lelas; se repelen en caso contrario. Ya que nues-
tro caso se refiere a |; e |, paralelas, nuestros T'z
conductores se atraeran, del modo que se recoge
en la figura.

Sid=10 cm = 0,1 m es la distancia entre los

F
hilos, la fuerza por unidad de longitud, es decir, - /

la fuerza sobre un trozo de hilo de 1 m resulta A

Fobohl 54072080 55 40° N/m Tm

2nd 0,1 }/C“‘“*’
X
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MobEeLo 10
OrCION A-C3.- Una carga puntual Q con velocidad v = v,i entra en una regién donde existe un campo magnético uni-
forme B = B,i + B,j + B,k. Determine:
a) La fuerza que se ejerce sobre la carga en el campo magnético.
b) El campo eléctrico E que deberia existir en la region para que la carga prosiguiese sin cambio del vector ve-
locidad.

a) La fuerza que aparece sobre una carga Q, moviéndose con velocidad v, en un punto en el que el campo magnético es
B es la conocida expresion de Lorentz, F = Q vAB. En nuestro supuesto, resultara

i j ok
F=QvaB=Q[v, 0 0|=Qv,(-B,j+Bk)
B, B, B,

X

una fuerza en el plano YZ, puesto que carece de componente i.
b) En presencia de ambos campos, E y B, la fuerza neta sobre la particula cargada es la suma de las contribuciones eléc-
trica y magnética,

F=F.+F,=QE +QvAB

de modo que, para conseguir que la velocidad v de la carga no experimente ningin cambio (ni en médulo ni en direc-
cion), es preciso que las fuerzas F. y Fy, se anulen, de acuerdo a

F=0=F.+F,=QE +QvAB QE =-QvAB
asi que la condicion que debe cumplirse termina siendo
E=-vAB (1)

En el caso que nos ocupa, ya que conocemos Vv y B, es inmediato conocer la expresion de E que seria necesaria para que
se produzca la anulacion de fuerzas:
i j k
E=-vAB=-|v, 0 0|=vB,j-v,BkN/C
B, B,

B

X

de nuevo un vector sin componente en la direccion X, como era de
esperar. La figura recoge de qué forma podriamos imaginar los vec- Z
tores implicados: v lleva la direccion del eje X; B tiene una direc-
cion arbitraria, no coincidente con ninguno de los ejes X, Y o Z, fi-
nalmente E deberia estar dispuesto en una direccion perpendicular

al plano formado por v y B, de forma que pueda verificarse la con- B
dicion (1). Naturalmente, el modulo de E tendria que ser el que se Q

desprende del resultado que acabamos de obtener, es decir, . Y
—9p°
E=.V,(B.+B)) = v, /B +B E
v \\ \
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SELECTIVIDAD LOGSE: MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE
PROBLEMAS RESUELTOS

SEPTIEMBRE 96
ProBLEMA B2.— Una pequeiia esfera homogénea de masa 1,2 kg que cuelga de un resorte vertical, de masa despreciable y
constante recuperadora K = 300 N/m, oscila libremente con una velocidad maxima de 30 cm/s. Determinar:
a) El periodo del movimiento.
b) El desplazamiento maximo de la esfera respecto de la posicion de equilibrio.
c) La§ energias cinética, potencial y total de la esfera cuando se encuentra en la posicion de desplazamiento
maximo.

Un pequeiio preambulo debe aclarar el modo en que oscila un objeto, tal R ]
como nuestra esfera, suspendido de un resorte vertical. Lo esencial es
recordar que el centro de las oscilaciones, es decir, el punto en que la
fuerza que actua sobre el objeto es cero, se encuentra en el lugar en que
el peso mg del objeto y la fuerza de recuperacion del resorte se anulan
entre si, tal como muestra la figura. Asi, el centro de las oscilacionesno [ ----_L._----
se corresponde con la longitud natural del resorte, sino con la longitud
alargada por el peso del cuerpo. Ademas, podemos olvidarnos del peso a t
partir del momento en que hayamos tomado en cuenta este alargamiento |
del resorte: ese es todo el efecto que producira la fuerza gravitatoria. El P =mg c:‘E “Kx :
resto de la discusion de un ejercicio como el que nos plantean se realiza — |
tomando en consideracion los siguientes detalles: Q=g 4| ffffff x=0
|
|
|
'

1) El centro de las oscilaciones es, como se ha dicho, O, donde se Cenpro qe las
cumple mg = Kx, siendo x el alargamiento del resorte desde su delaeAnes
longitud natural hasta el punto O. La igualdad anterior, por
supuesto, maneja valores absolutos, ya que ambas fuerzas
tienen signos opuestos.

2) Se toma en consideracion una sola fuerza, que es F = —Kx, la fuerza de recuperacion elastica (de Hooke). Por ello, se
habla de una unica energia potencial, E, = ¥2 Kx?, asociada a aquella. El peso no produce mas efecto que el de
desplazar el centro de las oscilaciones al punto O descrito en el epigrafe anterior.

3) Los desplazamientos x se miden respecto al punto O, centro de las oscilaciones, y no respecto a la longitud natural
del resorte. Todo sucede, pues, como si el peso no existiese y el resorte tuviese una longitud natural hasta O, y no
hasta L.

Todas estas consideraciones seran de utilidad, de un modo u otro, en todos los ejercicios que planteen oscilaciones de una
masa suspendida en el extremo de un resorte dispuesto verticalmente. En el caso concreto que nos ocupa, las respuestas
serian como sigue:

a) El movimiento que observaremos en nuestra esfera es, como sabemos, un M.A.S., cuya aceleracion es en cada momento
proporcional y de sentido contrario a la deformacion del resorte (medida desde O, recuérdese), segun

a=-wXx (1)

de modo que la fuerza sobre la esfera se escribe F = ma = -ma?x = —Kx (2)

y podemos relacionar asi la constante K = 300 N/m, caracteristica del resorte, con la masa de la esfera suspendida y un
parametro basico del M.A.S., como es la pulsacion w. Se sigue que

K = mo? = ® = K 3)

. " 2n
y, recordando que el periodo se puede escribir como T = =, tenemos

[0
Tzzﬂzzn\ﬁ:zn b2 0,397 s
o K 300

b) La velocidad maxima de la esfera se alcanza, como sabemos, cuando pasa por el centro O de las oscilaciones, y esta dada
por la expresion

Vmix = = A® 4)

donde el signo = toma en consideracion los dos sentidos que puede tener la velocidad en O, segln la esfera esta subiendo o
bajando en su oscilacion. Tomando el sentido positivo, y puesto que conocemos la velocidad maxima directamente del
enunciado y o se obtiene de (3), podemos despejar la amplitud A, que es lo que demanda este apartado:
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A=Yme _ 03 5 0190m=1,90 cm
300

12
¢) Cuando la esfera se encuentra en el punto de desplazamiento maximo (tanto da que sea arriba como abajo), la velocidad
es nula, mientras que la posicion toma su valor maximo Xz = + A. En consecuencia, no hay energia cinética, y la energia
potencial toma su maximo valor

E, :1mv2:0J ; E :1KAz :1300.0,01902:54.10'3 J
2 P2 2

mientras que la energia total, suma de las dos anteriores, coincide con la total: en el extremo de las oscilaciones, toda la

energia es potencial elastica, del mismo modo que en el centro de las oscilaciones toda la energia es cinética. Ese valor

total, como sabemos es 2 KAZ.

SEPTIEMBRE 98
CUESTION 2.— Una particula realiza un movimiento armoénico simple con una amplitud de 8 cm y un periodo de 4 s.
Sabiendo que en el instante inicial la particula se encuentra en la posicién de elongacion maxima:
a) Determine la posicion de la particula en funcion del tiempo.
b) ;Cuales son los valores de la velocidad y de la aceleracion 5 s después de que la particula pase por un extremo
de la trayectoria?

a) La situacion inicial en la posicion correspondiente a la elongacion maxima, entendida en el sentido positivo, significa una
fase inicial de /2 rad, si empleamos una funcion seno, como hacemos habitualmente, para escribir el M.A.S.; en cambio, si
utilizamos la funcién coseno, deberiamos tomar una fase inicial nula. Es decir, podriamos utilizar indistintamente cualquiera
de las dos funciones siguientes para la posicion del oscilador:

x(t) = Asen(mt+§) (1)

x(t) = Acos ot (2)

entendiendo que ambas representan exactamente el mismo movimiento, y que tomar una u otra es una cuestion de eleccion
libre. Por lo demas, la amplitud es A = 8 cm y la pulsacion se obtiene del periodo

w=2—n—2—n=E rad/s (s™)
T 4 2
de manera que las funciones posicion escritas en (1) y (2) quedan definitivamente
X(t) =856n(gt+g) t<>s; x<>cm (3)
x(t)=8 cosgt t<>s; x<>cm (4)

b) Podemos responder a esta cuestion de muy diversas maneras. Por ejemplo, podemos derivar alguna de las funciones de
posicion de la particula, obtener asi las funciones velocidad-tiempo y aceleracion—tiempo del movimiento y, en ellas, entrar
con el valor de tiempo que nos proponen, después de haber establecido con claridad cual es el tiempo t = 0, que seria el
detalle mas delicado al pensar de esta manera. Esas derivadas, usando la funcion (4), mas facil de escribir, serian:

v(t) = dX(V) _ g7 sen®t - —4nsen™t cm/s (5)
dt 2 2 2

a(t) = MO _ 42 cosTt = —2n7cos Tt cm/s? (6)
dt 2 2 2

Y ahora debemos pensar cdmo manejamos el tiempo: hemos de localizar un instante tal que hayan transcurrido 5 s desde que
el movil estuvo en un extremo de su trayectoria. Ahora bien, nuestra particula estaba justamente en la posicion de
elongacion maxima al tiempo t = 0's, y de acuerdo a ello estan escritas las leyes de posicion (3) o (4); por tanto, bastara que
tomemos el tiempo t = 5 s, que cumplira la condicion pedida. Llevando ese tiempo a las leyes (5) y (6) conseguiremos los
valores instantaneos de velocidad y aceleracion:

v(5)=74rcsen57n=-4rr cm/s a(5)=72n2c0557n=0cm /s

que se corresponden con valores maximos (aunque en sentido negativo) de la velocidad y nulo de la aceleracion: eso quiere
decir que el movil esta en ese momento pasando por el centro de la oscilacion, en sentido negativo. Esto es la constatacion
de algo que hubiéramos podido saber considerando que el periodo es de 4 s, debido a lo cual un tiempo de 5 s después de
estar en una posicion maxima deja margen para una oscilacion completa (4 s) y queda 1 s mas, que significa un cuarto de
oscilacion mas, es decir, tiempo para ir hasta el centro de la oscilacion.
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SEPTIEMBRE 00
ProBLEMA B1.- Un oscilador armonico constituido por un muelle de masa despreciable, y una masa en el extremo de valor
40 g, tiene un periodo de oscilacion de 2 s.
a) ;Cual debe ser la masa de un segundo oscilador, construido con un muelle idéntico al primero, para que la
frecuencia de oscilacion se duplique?
b) Si la amplitud de las oscilaciones en ambos osciladores es 10 cm, ;cuanto vale, en cada caso, la maxima energia
potencial del oscilador y la maxima velocidad alcanzada por su masa?

a) El periodo de un oscilador de masa m, en un sistema (podria ser un resorte, como es el caso) con constante de
recuperacion K, es una expresion familiar
2n m
T="=2n/— (1)
o K

de manera que si la frecuencia, inversa del periodo, debe duplicarse, entonces el periodo debe reducirse a la mitad. El
segundo oscilador, con una masa m’ y la misma K, debe tener un periodo T’ igual a la mitad de T:

T g ™ 2)
2 K

de manera que podemos dividir miembro a miembro las igualdades (1) y (2) y obtener asi la respuesta:

= = N = -7 == = m=-m=10g
' 1 '
o M m A m 4
K
b) La energia mecanica total de un oscilador es E= 1KAz (3)

2

donde K es la constante de recuperacion del oscilador y A la amplitud de las oscilaciones. Como se sabe, la energia total es la
suma, en cada posicion, de energia cinética de la masa oscilante y energia potencial del sistema, magnitudes que varian de
una posicion a otra. En los extremos de la oscilacion, cuando la posicion es xns = *A, toda la energia es potencial y la
energia cinética es nula; por el contrario, cuando la masa oscilante pasa por el centro de las oscilaciones la velocidad toma
su maximo valor, v = Ao, y entonces toda la energia es cinética y la energia potencial es nula. Sabido todo esto, podemos
responder facilmente a las cuestiones que nos plantean:

Empezamos obteniendo K, que sera necesaria para hacer las cuentas. Podemos hacerlo a partir de (1), con los datos que
proporciona el enunciado sobre el primer oscilador:

2 2
T2 ™ = k=AM L AT 004 5
K T 4

donde hemos tenido cuidado de escribir todas las unidades en SI, de modo que K se medira igualmente en sistema; por tanto,
en N/m. Debe notarse que este valor de K refleja el comportamiento del resorte, y es el mismo con los dos osciladores: lo
que cambia de uno a otro es el valor de la masa suspendida. Ahora, sabido que la energia potencial maxima es la recogida en
(3), debemos notar que depende exclusivamente de Ky de A, de modo que, si A = 10 cm en ambos casos, se sigue que la
energia potencial maxima es la misma para ambos:

Energia potencial maxima: E’;""X = %KAz = %0,39.0,1z =1,95.10° J

En cuanto a la velocidad maxima, podemos recurrir a la expresion ya citada vns = *Aw, donde deberemos notar que A es
comuln e igual a 10 cm en ambos osciladores, pero no asi ®, que toma valores diferentes. Calcularemos » en cada caso y
después las velocidades maximas:

2n  2n
="

Primer oscilador T-37-F rad/s = Vox = FAo=120,1Tm/s
. , 2t 2n , /
Segundo oscilador o === 2nrad/s = Vi =fAw0' =£0,1.2n =10,2r m /s

donde se ha usado que el periodo del segundo oscilador es la mitad del que tiene el primero; asi, la conclusion es que la
velocidad maxima del segundo oscilador resulta doble que la del primero. Podriamos haber llegado a esta conclusion de otro
modo, discutiendo las energias cinéticas maximas, que deben ser la misma para ambos, y considerando que la masa de un
oscilador es cuatro veces mayor que la del otro: es facil seguir ese razonamiento hasta llegar a la misma conclusion que
hemos obtenido nosotros.
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SEPTIEMBRE 01
CuUEsTION 2.— Una particula efectiia un movimiento armonico simple cuyo periodo es 1 s. Sabiendo que en el instante t =
0 su elongacion es 0,70 cm y su velocidad 4,39 cm/s, calcule:

a) Laamplitud y la fase inicial.

b) La maxima aceleracion de la particula.

a) Conocer el periodo equivale, como sabemos, a conocer la frecuencia angular w:

=2—"=2—"=2nrad/s
T 1

Por otro lado, el enunciado sefala que, al tiempo t = 0 s, conocemos la elongacion inicial xo = 0,70 cm y la velocidad inicial
Vo = 4,39 cm/s. Recordando la relacion entre elongacion y velocidad

V= +w,A?-x?

y utilizandola en la situacion inicial que nos describen, tenemos

Vo= 2w JA? =X} = 4,39 = 2m JA*-0,70%

donde la elongacion (y por tanto la amplitud A) se mide en cm; la velocidad en cm/s. Despejando, se obtiene

2
A= 4,39 +0,70> = 0,99 cm
4n?

Y ahora podemos ir a por la fase inicial. La ley de elongaciones se podria escribir, de acuerdo a lo que sabemos, como
x(t) = 0,99 sen(2mt + @g)
Aplicada al tiempo t = 0, con la elongacion inicial xo = 0,70 cm conocida, nos quedara

)

0,99

un resultado que precisa alguna aclaracion, seguramente necesaria en otros ejercicios semejantes. Hemos encontrado que
sen @ = 0,707, y de ahi hemos concluido nuestra solucion, ¢, = m/4 rad. En realidad, la igualdad sen ¢y = 0,707 tiene dos
soluciones, una en el primer cuadrante (la que hemos cogido) y otra en el segundo cuadrante, que seria ¢ = 311/4 rad. Esto
no es mas que el hecho bien conocido de que el seno toma valores positivos en los dos primeros cuadrantes. ;Como sabemos
que hemos de tomar n/4 rad y no 31/4 rad como fase inicial?

La respuesta a eso es que la velocidad inicial vy es positiva, lo que quiere decir que el oscilador esta inicialmente a la
derecha del origen (xo = 0,70 cm) y moviéndose hacia la derecha (vo = 4,39 cm/s), de modo que no ha llegado ain a la
elongacion maxima positiva, donde la fase valdra m/2 rad; por tanto, la fase inicial ha de ser un angulo del primer
cuadrante, menor que /2. Si la velocidad inicial hubiese sido negativa, vo = —4,39 cm/s, entonces ¢, hubiese sido 3m/4 rad.

X=0,70=0,99senp, = (g = arc sen = Pg = % rad

b) La maxima aceleracion de la particula es, como sabemos, Amax = tAW?
de manera que solo hemos de hacer las cuentas
amax = tAW? = £ 0,99. 41 = + 39,08 cm /s>

Junio 02
ProBLEMA B1.— Una masa de 2 kg esta unida a un muelle horizontal cuya constante recuperadora es K = 10 N/m. El
muelle se comprime 5 cm desde la posicion de equilibrio (x = 0) y se deja en libertad. Determine:
a) La expresion de la posicion de la masa en funcion del tiempo, x = x(t).
b) Los moddulos de la velocidad y de la aceleracion de la masa en un punto situado a 2 cm de la posicion de
equilibrio.
c) Lafuerzarecuperadora cuando la masa se encuentra en los extremos de la trayectoria.
d) La energia mecanica del sistema oscilante.
Nota: Considere que los desplazamientos respecto a la posicion de equilibrio son positivos cuando el muelle esta estirado.

a) La figura muestra arriba el resorte sin deformar, antes de sujetar la masa ;
m en su extremo. Debajo aparece la situacion correspondiente a t = 0 s, \MNWW#
cuando el muelle se ha comprimido 5 cm y se va a soltar. !
Parece obvio que la amplitud de las oscilaciones va a ser A = 5 cm. También

conocemos directamente el valor de la fase inicial ¢q: considerando la I

situacion inicial del oscilador en el extremo negativo -A de sus oscilaciones, W}
podemos entender que comienza con tres cuartos de oscilacion de adelanto,

y asi, o = 3n/2 rad, o bien que comienza con un cuarto de oscilaciéon de |
retraso, y asi go = -m/2 rad. Tomaremos esta Ultima opcion, ya que ambas =
son equivalentes.

Y queda soélo conocer la frecuencia angular w para escribir la elongacion como funcion del tiempo. Conociendo la constante K
del resorte y la masa del cuerpo, es facil

[
i
i
i
i
i
5 X

Of——d e
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K = mw? w=\/§= /%=\/§rad/s

m

asi que nos quedara x(t)=5 sen(\/gt-i) X <>cm; t<>s

b) Conocemos relaciones entre elongacion y velocidad, asi como entre elongacion y aceleracion. Se trata de las expresiones
V= 2. JA2-X? : a=-w’X

que resolveran inmediatamente este apartado. Hemos de prescindir de signos en los resultados, ya que se nos piden modulos
(de hecho, en la posicion x = 2 cm la velocidad puede ser tanto positiva como negativa; la aceleracion es negativa). Los

resultados son
v=15,5"-2" = [5.21=10,25 cm/s

a=5.2=10 cm/s

c) La fuerza recuperadora es F = -Kx

como funcion de la elongacion instantanea del oscilador. Cuando se encuentra en los extremos +A de su recorrido, la fuerza
aplicada por el resorte sobre m sera

F=+KA=+10N/m . 0,05m=120,5N

Notese la necesaria precaucion en las unidades de A: ya que K esta en Sl, debemos hacer lo mismo con A y escribirla en
metros.

. s . . 1
d) La energia mecanica del sistema oscilante es E= EKAz

y se trata, como sabemos, de un valor constante que recoge la suma de las energias cinética y potencial en cualquier
posicion. En el caso que nos ocupa, seria

E-= %KAZ = % 10.0,05* =1,25.107 J

MopEeLo 05
ProBLEMA A1.— Una particula de masa 100 g realiza un movimiento armdnico simple de amplitud 3 m y cuya aceleracion
viene dada por la expresién a = -9n’x en unidades SI. Sabiendo que se ha empezado a contar el tiempo cuando la
aceleracion adquiere su valor absoluto maximo en los desplazamientos positivos, determine:

a) El periodo y la constante recuperadora del sistema.

b) La expresion matematica del desplazamiento en funcion del tiempo, x = x(t).

c) Los valores absolutos de la velocidad y de la aceleracion cuando el desplazamiento es la mitad del maximo.

d) Las energias cinética y potencial en el punto donde tiene velocidad maxima.

a) La expresion a = —kx permite reconocer de modo inmediato un M.A.S. en el eje X, con el centro de las oscilaciones en el
origen, x = 0. La constante de proporcionalidad entre aceleracion a y elongacion x (posicion), que aparece como k en esa
expresion, se relaciona con la pulsacion w, segln

a = —w’x (1)

de manera que una comparacion con a = —-9m’x permite identificar de inmediato el valor de w:

w? = 9m? = w = 3mrad/s
y, por tanto, del periodo T= 2m = 2 = 2 s
w 3mr 3

La constante recuperadora del sistema se refiere, como sabemos, a la constante de proporcionalidad entre la fuerza F sobre
la particula y la elongacion x (posicion) de la misma, segln la ecuacion

F=ma = F = —-mw?x = —Kx = K = mw?

de manera que, considerando los valores de m y w que conocemos, sera
K=0,1.3m?% = 0,9m* N/m

aITl?lX
b) La expresion matematica del desplazamiento (es decir, de la v=0 g ™
elongacion) en funcion del tiempo es la conocida y é Y >

X(t) = A sen(wt + g) .
o . En el instante inicial, la aceleracion es
donde @, es el valor de fase inicial del M.A.S., que debe determinarse maxima y negativa: la velocidad es cero

conociendo la posicion inicial del mévil. En nuestro caso, el enunciado
sefala que se empieza a contar el tiempo (t = 0 s) cuando la aceleracion
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de la particula es maxima dentro de los desplazamientos positivos, lo que no es sino una manera de decir que la aceleracion
tiene ahi el valor maximo y negativo, a = —w?A, y que la particula se encuentra inicialmente en la posicién x = A,
correspondiente al extremo positivo de la oscilacion. La fase inicial, por tanto, corresponde a un cuarto de oscilacion, ¢q =
m/2 rad. Asi, la expresion que nos piden, empleando A = 3 m y w = 3m rad/s, junto con el valor de fase inicial que acabamos
de discutir, queda como

m
X(t) = 3sen(3mt+ E) Xx<>m; t<>s (2)
c) Esta es una pregunta que deberia responderse pensando en a,
ecuaciones que relacionen directa y respectivamente la velocidad y la Ve M
aceleracion con la posicion, sin intervencion de la variable tiempo. ; ; i -
Estas expresiones son bien conocidas: una de ellas es (1), que muestra -A 0 A/ A

la dependencia a—x, y la otra es o e
Cuando el movil pasa por A/2, su aceleracion es la

v =+ wyVA? - x? (3) mitad que en el extremo, y su velocidad ha

que recoge la dependencia entre v y x. Usandolas para el valor de la aumentade mucho (mas de:la mitad decla maxima)

elongacion x correspondiente a la mitad del desplazamiento maximo,
es decir, x = 1,5 m, se tiene

a:7(3n)2_§:,gnz m/s? . V= 43 /972 =i3n£=19"\/§ m/s
2 2 4 2 2

que serian los valores en la mitad del desplazamiento maximo positivo. La velocidad ofreceria exactamente el mismo
resultado en x = -1,5 m, la mitad del desplazamiento maximo negativo, y la aceleracion seria la misma, pero con signo
positivo. En todo caso, como se nos piden valores absolutos, la respuesta seria

27 , ) . 913
a=7n m/s* ; V= 2 m

y conviene insistir en algin detalle de importancia: esa aceleracion es exactamente la mitad de la que tenia el mévil en el
extremo, ya que la aceleracion es proporcional (aunque de signo contrario) a la elongacion. En cambio, la velocidad no es la
mitad de la velocidad maxima, que se alcanzara al llegar a O; cuando pasa por A/2, el movil tiene ya el 86,6% de la velocidad
maxima que alcanzara, y solo ganara aun el 13,4%.

/s

d) Por fin, las energias potencial y cinética en el punto donde se tiene
velocidad maxima. Ese punto, como sabemos, corresponde al centro de

las oscilaciones, x = 0 m, donde la aceleracion de la particula es también a=0

cero, a = 0 m/s?, y la velocidad es la maxima, v = zAw m/s, donde el fﬂ

doble signo + toma en cuenta los dos sentidos en que la particula puede __’m

pasar por ese lugar. El valor de esa velocidad maxima resulta ser Y g 7 >

Vmix = * 3.3mM =+ 91 m/s
y las expresiones de las energias cinética y potencial Cuando el movil pasa por el centro de las
oscilaciones, su velocidad es maxima y su
E, = %mvz ; E, = 1sz aceleracion nula.
en ese lugar, con los valores x = 0 m y de velocidad maxima que acabamos de escribir, resultan

p

Ec=%0,1 (9m)2 = 4,051 J : E—-0J
reflejando que la energia en el centro de las oscilaciones es estrictamente cinética, y que el valor 4,051 J representa

también la energia mecanica constante (suma de E. y E,) en cualquier posicién. Asi, por ejemplo, en los extremos de la
oscilacion tendremos Ec =0 Jy E, = 4,05m? J.
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Junio 08
CuUEesTION 1.— Un cuerpo de masa m esta suspendido de un muelle de constante elastica k. Se tira verticalmente del
cuerpo desplazando éste una distancia X respecto de su posicion de equilibrio, y se le deja oscilar libremente. Si en las
mismas condiciones del caso anterior el desplazamiento hubiese sido 2X, deduzca la relacion que existe, en ambos
casos, entre:

a) las velocidades maximas del cuerpo;

b) las energias mecanicas del sistema oscilante.

Debemos empezar recordando qué se entiende por posicion de equilibrio  EEE
cuando un cuerpo de masa m esta suspendido del extremo de un resorte
dispuesto verticalmente. En esa situacion, el resorte tendra un
alargamiento tal que la fuerza de recuperacion y el peso del cuerpo
sean fuerzas iguales y de sentido contrario, que se anulan y justifican
asi la situacion de equilibrio, tal como muestra la figura a la derecha. El L
centro de las oscilaciones de un resorte dispuesto verticalmente no esta

en L, que seria la longitud natural del resorte, sino en O, que es la ;_;_/:

longitud del resorte alargado por el peso de la masa m. Una discusion
mas detallada de esto puede encontrarse en SEPTIEMBRE 96 PROBLEMA B2, P=mg
al comienzo de este archivo. e

desplazando éste una distancia X respecto de su posicion de equilibrio, Centro de las
debemos entender que esto se hace a partir de O, y que X no seria otra oscilaciones
cosa que la amplitud de las oscilaciones resultantes. Del mismo modo, P =mg
cuando el desplazamiento desde la posicion de equilibrio sea 2X, sera

también a partir de la posicion O de equilibrio, y se tratara de la nueva

amplitud de oscilacion.

Por tanto, estamos hablando de oscilaciones de amplitudes X y 2X. Como sabemos, el periodo no es una funcion de la
amplitud, ya que depende sélo de

t
|
|
|
|
Asi que, cuando nos dicen que se tira verticalmente del cuerpo O--ats—- G x=0
|
|
|
|
{

T2 gy M
w k

la masa m suspendida y de la constante de recuperacion k del resorte.

a) La velocidad maxima de las oscilaciones se alcanza al pasar por el centro de
las mismas, y su valor es v = tAw, donde A es la amplitud. De este modo, la
velocidad maxima en cada caso sera

v =t1wX

max

V.., =tw2X

m
y se alcanzaran ambas al pasar por O. La relacion entre las velocidades maximas
es obvia,
Vi . TwX 1

max =

v +w2X 2

max

y resulta doble cuando la amplitud de oscilacion es doble.

b) La energia mecanica de un oscilador es un invariante del movimiento, y su
valor es

E= KA
2

donde K es la constante de recuperacion del sistema, y A la amplitud de las oscilaciones. En el caso que nos ocupa, las
energias mecanicas quedaran

- kx? ; E' = JKk(@2X)?
2 2
de manera que la relacion entre las energias mecanicas es
1 y2
E 2% x
e
BTy (2X)? 4X* 4

2
asi que la oscilacion tiene cuatro veces mas energia cuando su amplitud de oscilacion se duplica.
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MODELO 09 0.1}
ProsLEMA A1.— En la figura se muestra la representacion grafica de la energia potencial (E;) de un
oscilador arménico simple constituido por una masa puntual de valor 200 g unida a un muelle =
horizontal, en funcion de su elongacion (x). =
a) Calcule la constante elastica del muelle. =
b) Calcule la aceleracion maxima del oscilador.
c) Determine numéricamente la energia cinética cuando la masa esta en la posicion x = +2,3 cm.
d) ;Donde se encuentra la masa puntual cuando el médulo de su velocidad es igual a la cuarta 5 0
parte de su velocidad maxima? X (cm)

(=

Hay que mirar la figura con atencion: muestra la grafica de la energia potencial E, = 14Kx* de un oscilador arménico. También
recoge la amplitud de las oscilaciones, que seria A =5 cm, asi como la energia mecanica total, que es la energia potencial en
los extremos de la oscilacion y vale, como puede leerse, E =0,1 J.

a) Sabemos que la energia mecanica total de un oscilador es E-= %KAz
. . 1 2\ 2.0,1
y,siA=5cmyE=0,1J, se sigue que E=0,1J=-K(5.107) = K=—"—>-=80N/m
2 25.10
b) La aceleracion maxima de un oscilador es Amax = tW2A

y se alcanza, como sabemos, en los extremos de la oscilacion. Ya que conocemos A = 5 cm, necesitamos hallar w: podemos

obtenerla a partir de
K = mw? = w:\/?: 8ON/M _ 56 rad /s
m 0,2 kg

de modo que ya es inmediato amax =  0,05.207 = £20 m/s?

c) La suma de las energias cinética y potencial es la energia mecanica total, un invariante del oscilador:
T o Ve 1
E.+E =_mvi+ —Kx* = _KA* =0,1J
P2 2 2

que vale 0,1 J en el caso que nos ocupa. Sabiendo que el movil esta en la posicion x = +2,3 cm es muy sencillo hallar la
energia potencial en esa posicion
1

E = ‘Kx: = 180 (2,3.102)2 = 0,02 J
P2 2

y despejar entonces la energia cinética en la posicion x = +2,3 cm:

E.=E-E =0,1-0,02=0,08 J
Notese que, aunque el oscilador esta practicamente a mitad de camino entre el centro de las oscilaciones (x = 0) y la maxima
elongacion (x = 5 cm), la energia cinética es aln muy grande, un 80% de la energia total. Esto debe ilustrar como la pérdida

de velocidad al alejarse del centro de las oscilaciones es pequena al principio, y bastante brusca al acercarse al extremo de
la oscilacion.

d) Seguimos trabajando con la conservacion de energia mecanica. Si sabemos que la velocidad es la cuarta parte de la
velocidad maxima, entonces debe valer

V= lvmax = ilAw
4 4
ya que, como sabemos, la velocidad maxima es Vi = + Aw. Ahora podemos hallar la energia cinética en ese lugar, que sera
2
E = Tovi= T 1Au)\. - loar = LE
2 2 \4 ] 162 16

la energia total partido por 16. La conservacion de energia requiere que la suma de energias cinética y potencial en ese lugar
sea E=0,1J, asi que

lE+E:E = E:E—iE:EE
16 P P 16 16

de modo que podemos despejar la elongacion, x:

E :EE:EOJ:lKXz = X = m:0,0484m:4,84cm
P16 16 2 16.80

casi en el limite maximo de la oscilacion: tan cerca de él, todavia queda la cuarta parte de la velocidad (y la dieciseisava
parte de la energia total). De nuevo, hay que percibir de qué modo la velocidad cae abruptamente al acercarse al extremo
de las oscilaciones: en los ultimos 16 mm de nuestro ejemplo se pierde la cuarta parte de la velocidad.

Un comentario: los apartados c) y d) se han discutido como aplicaciones de la conservacion de energia mecanica. Se ha hecho
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asi para respetar lo que pareceria el deseo del redactor del enunciado, que nos proporciona una grafica de energias
potenciales y parece asi inducirnos a ello. Pero pueden resolverse también, probablemente mas rapido, recordando

V = . A2 —x?

que relaciona velocidad del movil con su elongacion. Queda para el alumno esa repeticion.

SEPTIEMBRE 09
CUESTION 2.— Una particula realiza un movimiento armonico simple de 10 cm de amplitud y tarda 2 s en efectuar una
oscilacion completa. Si en el instante t = 0 su velocidad es nula y la elongacién positiva, determine:

a) La expresion matematica que representa la elongacion en funcion del tiempo.

b) La velocidad y la aceleracion de oscilacion en el instante t = 0,25 s.

Podemos empezar por la situacion inicial: el movil esta en un extremo de la trayectoria, ya que su velocidad inicial es nula, y
ademas la elongacion es positiva, asi que esta en xo = A. Naturalmente, eso significa que la fase inicial es g = /2 rad.

2n 2=
="

Ademas, sabemos que A = 10 cm, y que el periodo es T = 2 s. Eso implica T -7 n rad/s
a) asi que la ecuacion de elongaciones en el tiempo queda
X(t) = A sen(ot+9¢,) =10 sen(nt+g) X<>cm; t<>s
b) Ahora basta derivar para tener las ecuaciones de velocidad y aceleracion:
v(t) = dx(®) _ 40, cos(nt+7) v<acamsTit<s
dt 2
a(t) = d;/(tt) = —10n? sen(nt +§) a<>cmstes

y entrar con el tiempo t = 0,25 s. Queda

v(0,25) =107 cos(r.0,25 +§) =10xn cos 34—“ =-22,21cm/s

a(0,25) =-10x* sen(r.0,25 +§) = -10x* sen 34—“ =69,79 cm /s’
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SELECTIVIDAD LOGSE: ONDULATORIA
PROBLEMAS RESUELTOS

Junio 96
ProsLEMA B1.— Una onda armoénica transversal que se propaga a lo largo de la direccion positiva del eje de las X tiene las
siguientes caracteristicas: amplitud A = 5 cm, longitud de onda A = 8r cm, velocidad de propagacion v = 40 cm/s.
Sabiendo que la elongacion de la particula de abcisa x = 0, en el instante t = 0, es de 5 cm, determinar:

a) El ndmero de onda y la frecuencia angular de la onda.

b) La ecuacion que representa el movimiento vibratorio arménico simple de la particula de abcisa x = 0.

c) La ecuacion que representa la onda arménica transversal indicada.

Las magnitudes que se citan en el enunciado, como datos o como incognitas, son caracteristicas de la ecuacion de
propagacion de una onda armonica en una dimension. En el caso concreto que nos ocupa, se trata de una onda en el eje X,
propagandose en sentido positivo, de acuerdo a una ecuacion del tipo

y(x;t) = A SenZn(%—%+(po) = Asen(ot—kx+q,)

donde ¢, es una constante que recoge la fase inicial de la oscilacion del punto x = 0 m. Si la elongacion de ese punto x =0 m,
en el tiempo t = 0 s, hubiese sido y = 0 cm — es decir, si hubiese estado en el punto de equilibrio, comenzando una
oscilacion — , el valor de ¢, seria nulo y no apareceria en la ecuacion de propagacion de la onda. Como el caso es que el
punto x = 0 m tiene la elongacion maxima en el instante t =0's, y = 5 cm, su fase inicial es la que corresponde a un cuarto de
oscilacion, por tanto, @q = n/2 rad. Todas estas ideas, junto con las relaciones conocidas

A _2n

V=Av=— (1) ; ® ?=2nv (2) ; k:Z—TE

A

entre la velocidad de propagacién de la onda v (<> m/s), la longitud de onda A (<> m), el nimero de onda k (<> m™), la
frecuencia v (<> Hz) y el periodo T (<> s) permiten responder a las cuestiones que se nos plantean:

()

a) Conocida 2, el nUmero de onda es inmediato: k = 2n = 2n = 1 cm’’
A 8n 4
y la frecuencia angular o es también sencilla, obteniendo antes T o v por medio de (1):
Y _M0 5y, = (2) = (1):27rv:27r§:§rad/s:§s'1
A 8t = T 2 2

b) De acuerdo con lo discutido mas arriba, la respuesta es inmediata: se trata de una oscilacion armonica en una direccion
perpendicular al eje X, que supondremos el eje Y. La amplitud de la oscilacion es A = 5 cm, la pulsacion » acaba de ser
calculada y, por ultimo, la fase inicial es ¢ = /2 rad. De este modo, la ecuacion del M.A.S. de este punto resulta

y(t) = Asen(ot+¢,) =5 sen(%t+g) t<>s; y<>cm

¢) Por Ultimo, la ecuacion de propagacion de la onda, que también es inmediata, ya que tenemos k, o y ¢o. Queda escribir la
ecuacion como

y(x;t) = Asen(ot—kx+¢,) =5 sen(;t-%x+g) t<>s; x <>cm; y <>cm

y esta hecho. Nétese que se ha empleado cm como unidad de longitud en todos los casos en que ha sido preciso, tanto en el
eje X en el que se propaga la oscilacion como en el eje Y en que sucede ésta.

SEPTIEMBRE 96
CUESTION 3.— ;Qué cualidades distinguen entre si a los diferentes sonidos? ;Como dependen dichas cualidades de las
magnitudes que caracterizan la onda sonora? Razona la respuesta.

Las cualidades que distinguen entre si a los sonidos son el tono y el timbre. El tono no es sino la frecuencia del sonido,
medida en Hz, que permite diferenciar los sonidos graves, de frecuencia mas baja, de los agudos, que poseen frecuencias
mas altas. Como se sabe, el oido humano es capaz de percibir sonidos cuyas frecuencias van de los 20 Hz, los mas graves que
podemos oir, a los 20000 Hz, los mas agudos que podemos oir.

Aunque no es una cualidad de los sonidos, quiza proceda decir aqui algo acerca de la intensidad. Como en cualquier otra
onda, entendemos por intensidad la cantidad de energia que la onda transporta por unidad de area perpendicular a la
direccion de propagacion y por unidad de tiempo; se mide por tanto en W/m?. Para poder percibir realmente un sonido, es
preciso que tenga una frecuencia entre 20 y 20000 Hz — es decir, que se trate de un tono audible —, pero también que

Ricardo Lopez/Noviembre 2009 Pag. 1 de 17



llegue a nuestro oido con un minimo de intensidad, por debajo de la cual el sonido es demasiado débil para ser percibido. Esa
intensidad umbral es distinta para las diferentes frecuencias; por ejemplo, para un sonido de frecuencia 1000 Hz el umbral
de audicién esta en 1072 W/m?.

El timbre es una cualidad de los sonidos que permite distinguir, por ejemplo, la misma nota emitida por instrumentos
musicales diferentes, y que hace también Unica la voz de cada persona. Cuando un instrumento musical emite un sonido de
una determinada frecuencia, emite también un conjunto de armodnicos de ese sonido, cuyas frecuencias son multiplos de la
frecuencia base fundamental. El conjunto de arménicos emitidos es caracteristico de cada instrumento, como lo es también
de la voz de cada persona, de manera que podemos diferenciarlos gracias al timbre de cada cual. Cuanto mayor es el
numero de armonicos presentes en una nota, mas agradable y armoniosa resulta la misma.

Como puede verse, la frecuencia — vy, por tanto, también la longitud de onda — es la magnitud esencialmente
comprometida en la caracterizacion de un sonido, ya que es directamente identificable con el tono, y un conjunto de
multiplos determinado de la frecuencia, los armoénicos presentes, determina el timbre.

Junio 97

CUESTION 3.— a) Si el oido humano puede percibir sonidos de frecuencias comprendidas en el intervalo de 20 a 20000 Hz
aproximadamente, ;cuales son las longitudes de onda en el aire que corresponden a estas frecuencias?

b) Si el oido humano es capaz de distinguir aproximadamente dos sonidos que se emiten con un intervalo de 0,1 s, ;jcual
es la distancia minima a la que debe estar de una pared una persona, para que perciba el eco?

Datos: Velocidad del sonido en el aire, v =340 m s™

a) Una cuestién muy sencilla: se trata de emplear la expresion fundamental v = Av para despejar las longitudes de onda
correspondientes a las frecuencias de 20 Hz y de 20000 Hz
v 340 m/s v 340 m/s

=—="—"""=17m A=—=""""2=17.10" m =17 mm
v 20 Hz v 20000 Hz

b) Para que el oido “separe” los dos sonidos, debe recibirlos con un intervalo de separacion de 0,1 s al menos. Asi, si una
persona situada frente a una pared da un grito, el primer sonido que oye es su propio grito, en el momento mismo en que lo
produce. Ese sonido debe viajar hasta la pared, reflejarse alli y retornar hacia la persona, que oira asi un segundo sonido un
tiempo después del primero: ese tiempo depende obviamente de la distancia entre pared y persona. Si estan muy proximas,
el sonido reflejado llegara a la persona antes de que haya pasado 0,1 s después de su grito, y no sera capaz de distinguir un
sonido de otro: no percibira el eco. El tiempo minimo para que se perciba el eco es, como se ha dicho, de 0,1 s, que deberia
ser el tiempo que emplea el sonido en ir a la pared, reflejarse alli y volver al lugar donde se encuentra la persona. Ya que el
sonido se mueve con velocidad constante v = 340 m/s, la distancia que recorre en 0,1 s es obvia:

distancia=v.t=340m/s.0,1s=34m

de manera que la distancia minima entre persona y pared deberia ser la mitad de esa cantidad, es decir, 17 m. Con una
distancia menor que 17 m, no hay eco; por encima de 17 m, existe eco y el tiempo entre el grito y el retorno del eco es cada
vez mayor.

Junio 97
ProsLEMA B2.— Una onda arménica cuya frecuencia es de 50 Hz se propaga en la direccion positiva del eje X. Sabiendo
que la diferencia de fase, en un instante dado, para dos puntos separados 20 cm es de n/2 radianes, determinar:
a) El periodo, la longitud de onda y la velocidad de propagacién de la onda.
b) En un punto dado, ;qué diferencia de fase existe entre los desplazamientos que tienen lugar en dos instantes
separados por un intervalo de 0,01 s?

Este ejercicio aborda la cuestion de la periodicidad espacial de una onda arménica monodimensional, como la que nos
proponen en el eje X. Una onda de estas caracteristicas requiere que imaginemos una zona del eje X cuyos puntos oscilan a
causa de la onda que se propaga: como

sabemos, si tomamos un punto P Los puntos P, Q y R tienen el mismo estado de oscilacion en cada momento: estan
cualquiera del eje y otro punto Q en fase (tienen una diferencia de fase de 2n rad o de 4 rad)

situado a una distancia A del primero, T
debemos esperar que ambos oscilen en e N~ TN T LN
fase (mas correcto seria decir con una F N N I S
diferencia de fase de 2xn rad, ya que P J :
habra completado en todo momento una /o / /o X
oscilacion mas que Q, puesto que la | VAR 7 R '
onda empled un periodo T en propagarse /o /o

desde P hasta Q, y mientras la onda \ / ! \

hacia ese viaje, P cumplié su primera N/ i N/

oscilacion; asi, cuando Q comienza su ~—’ ’ ~ ~—

primera oscilacion, P esta empezando su A — T -
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segunda oscilacion. De la misma manera, el punto R a una distancia A de Q, y 2X de P, estara en fase con P y Q (o, dicho con
mas propiedad, tendra un retraso de fase de 2n respecto a Q y de 4r respecto a P).

De este modo, la fotografia instantanea del eje X oscilante permite reconocer puntos con diferencias de fase 2n, 4n, 6m, etc.
con la sencilla condicion de que estén separados distancias iguales a A, 2, 3A, etc. La cuestion es, entonces, que seamos
capaces de conocer la diferencia de fase entre dos puntos del medio que no estén separados un nimero entero de longitudes
de onda, sino una distancia d cualquiera. Por fortuna, la relacién que liga la distancia entre dos puntos del medio y la
diferencia de fase entre ellos es muy simple, ya que son cantidades proporcionales, asi que podemos escribir

275_@
a d M

donde 2n es la diferencia de fase entre dos puntos separados una distancia A, en tanto que 8¢ es la diferencia de fase
existente entre dos puntos del eje separados una distancia d: (1) recoge una sencilla proporcionalidad, como hemos dicho.
Esta ecuacion permite despejar 8¢, que quedaria como

Bq):ﬁzkd:@:ooE (2)
A vT v
escrita en distintas versiones: v es la velocidad de propagacion de la onda, o la frecuencia angular, k el nimero de ondasy T
es el periodo; se han empleado ahi relaciones conocidas, como A = vT o k = 2n/A. Las relaciones que recoge (2), en
cualquiera de las formas, son de gran interés, ya que la periodicidad espacial de una onda arménica es una caracteristica
esencial y a menudo no bien entendida.

a) En el caso que nos plantean, conocemos la distancia entre los puntos del medio, d = 20 cm, y también la diferencia de
fase 8¢ = n/2 rad entre ellos. Empleando (2) obtenemos inmediatamente la longitud de onda A:

2nd  2m.20
A= 874) ==
"
y encontramos un resultado que, esta vez, era facilmente previsible: después de todo, una diferencia de fase de n/2 rad

debe corresponder a la cuarta parte de A, del mismo modo que una diferencia de fase de = rad se referiria a puntos
separados por 2 A; en eso consiste la proporcionalidad.

=80 cm

El periodo, conocida la frecuencia v = 50 Hz, es obvio T= 1 = % =0,02s
A%

y la velocidad de propagacion es también inmediata v=2Av=280.50=4000cm/s=40m/s

Conviene observar que hemos utilizado cm como unidad de longitud en todos los calculos, desde el momento en que pusimos
d = 20 cm; asi, la longitud de onda aparece en cm, y la velocidad de propagacion en cm/s.

b) El segundo apartado incide en la periodicidad temporal de una onda armonica. Se trata ahora de fijar la atencion en un
punto del medio y seguir su oscilacion a lo largo del tiempo; por tanto, estamos hablando sencillamente del M.A.S. que
ejecuta ese punto del medio, idéntico al que lleva a cabo cualquier otro punto — siempre que se trate de una onda
monodimensional —, salvo por diferencias de fase. Si escribimos la ecuacion de propagacion de onda

y(x;t) = Asen(ot —kx)

para una onda armonica transversal viajera en el eje X, moviéndose hacia la derecha, podemos fijar un punto dado con una
posicion x = x4, de modo que el término kx = kx; = Cte, y la funcion ya no serd de 2 variables, sino solo de t: se habra
convertido en la ecuacion del M.A.S. que esta ejecutando el punto x = x4:

y(t) = Asen(ot—kx,) = Asen(ot —Cte)

y el valor Cte no seria sino una fase inicial de ese M.A.S. Los desplazamientos del punto x = x; siguen esa ley, y la fase de
este MAS se escribe

o(t) = ot -Cte
de modo que el cambio de fase en un intervalo de At determinado tomaria el valor
Ad = d(t+At)—¢(t) = w. At
expresion que podemos utilizar sistematicamente para resolver cuestiones acerca de variaciones de fase en el tiempo en un
MAS. En el caso que nos ocupa, At = 0,01 s, de manera que resultaria
Ad = w.At = 21v.0,01 = 27.50.0,01 = w rad
y se trataria de un resultado que debiamos esperar, desde que sabiamos que el periodo T = 0,02 s: en efecto, un periodo

completo significaria una oscilacion completa del punto dado, por tanto, un cambio de fase de 2r rad. En consecuencia, un
intervalo de 0,01 s, la mitad de un periodo, implicaria media oscilacion del punto y un cambio de fase de = rad.
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SEPTIEMBRE 97

CUESTION 2.— Si la velocidad del sonido en el aire es de 340 m/s, ;cuales son los valores de la frecuencia fundamental y
de los otros arménicos en el caso de las ondas estacionarias en un tubo de 1 m de longitud cerrado por ambos extremos?
¢Cudles son los valores de las longitudes de onda correspondientes a dichas frecuencias?

Justifica las respuestas.

Si los dos extremos del tubo estan cerrados, ambos extremos han de ser nodos, es
decir, puntos de amplitud de vibracion nula. La figura que puede verse al lado
recoge, entonces, cual seria la forma de la onda correspondiente a la frecuencia
fundamental, caso a), y los tres primeros armonicos, dispuestos de forma ordenada
hacia abajo, casos b), c) y d).

Para la frecuencia fundamental, como puede verse, tomamos los dos extremos como
nodos consecutivos, de forma que la longitud del tubo resulta igual a media longitud
de onda, que hemos llamado A,. El primer arménico, de longitud de onda 2,, tiene un
nodo intercalado entre los dos extremos; el segundo armoénico, de longitud de onda
A3, tiene dos nodos intercalados entre los dos extremos, etc..

Es facil concluir cual es la relacion entre la longitud L del tubo y las longitudes de
onda de las ondas estacionarias posibles en estas condiciones:

L:n% (n=1,2,3,4,..) (1)
donde A, representa las distintas longitudes de onda, Aq, A;, A3, .., que podemos
encontrar para los valores n = 1, 2, 3,...; por supuesto, el valor n = 1 corresponde a la

onda fundamental. Para hablar de frecuencias, recordemos la relacion esencial entre
longitud de onda, frecuencia y velocidad de propagacion de la onda:

o
=

AneVn =V (2)
que, llevada a (1) y despejando, nos da la formula para ir obteniendo las frecuencias pedidas:
v
=n— n=123, ... 3
Vo oL ( ) (3)

de las cuales la primera, v4, es la fundamental. Con los valores L = 1 m y v = 340 m/s, tenemos:

v, =30 470 Hz (4)
L)

y los armonicos sucesivos tienen frecuencias doble, triple, cuadruple, etc..que el valor encontrado en (4). Asi:

v, = 2v, = 340 Hz
v, =3v, =510 Hz
v, =4v, = 680 Hz

A, = — (5) para ir obteniendo
n

M=2L=2m
k2=£=1m

2
k3=%=0,67m

y comprobar que las longitudes de onda de los armonicos sucesivos resultan la mitad, la tercera parte, la cuarta parte, etc..

de la longitud de onda correspondiente al estado fundamental.
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SEPTIEMBRE 97
ProBLEMA B1.- Una particula de masa 5 g oscila con movimiento arménico simple, en torno a un punto O, con una
frecuencia de 12 Hz y una amplitud de 4 cm. En el instante inicial la elongacion de la particula es nula.
a) Si dicha oscilacion se propaga segun una direccion que tomamos como eje X, con una velocidad de 5 m/s,
escribir la ecuacion que representa la onda unidimensional originada.
b) Calcular la energia que transmite la onda generada por el oscilador.

a) Supondremos que se trata de una onda transversal, ademas de armdnica, propagandose hacia la derecha en el eje X, de
acuerdo por tanto a una ecuacion de propagacion como

y(x;t) = Asen(ot —kx) (1)

y en la que, como sefala el enunciado, la frecuencia angular o = 2nv = 2n.12 = 24rn rad/s. En cuanto al nimero de ondas k,
podemos obtenerlo recordando
® ®  24rn

V=— = k=—="=48tm’
k v 5

de manera que, con esos valores, podemos escribir ya
y(x;t) = 4sen(24mt-4,8mXx) y <>cm; t <>s; X <>m

la ecuacion de propagacion que nos piden. Notese que no incluimos ninguna fase inicial en la misma, ya que el enunciado
especifica que la elongacion de la particula es inicialmente nula (aunque ahi queda alguna imprecision; en realidad también
podria tratarse de una fase inicial n, sabiendo solo que la elongacion inicial es cero. No tiene mayor importancia, en todo
caso). Las unidades tienen igualmente interés, y destacamos el que, habiendo conservado la amplitud A = 4 cm en estas
unidades, la elongacién y se mide en cm; en cambio x se mide en m, igual que k se mide en m™.

b) La energia transmitida por la onda lo es en la direccion del eje X exclusivamente, ya que se trata de una onda
monodimensional. En una situacion mas frecuente y también mas compleja, con una onda propagandose en el espacio
tridimensional, nos refeririamos a la intensidad de la onda: como se sabe, se trata de la energia que transporta la onda por
unidad de area y de tiempo; pero en una onda monodimensional este concepto se reduce en todo caso a la energia
transmitida por unidad de tiempo, es decir, la potencia transmitida por la onda. Podemos recordar que ésta se escribe
segun

1
P= —puvoe'A?
2“

donde p es la densidad lineal de masa del medio en la direccion X; v = 5 m/s es la velocidad de propagacion de la onda, wy A
han sido calculadas mas arriba. No tenemos informacion acerca de la densidad del medio, de modo que tendriamos que dejar
el resultado en funcion de p. Resultaria

P= % W 5(24m)* 0,042 = 22,74p W (p en kg/m)

Asi, la cuestion planteada en b) no se puede responder. Es posible que el redactor del enunciado desease una respuesta mas
sencilla, pensando en que la energia del oscilador constituido por la particula de masa 5 g es la energia que se transmite en
la onda. Si es asi, calculamos la energia del oscilador

E = 1KA? = ImoA?
2 2

cuyo valor numérico seria E= % 5.107(24n)* (4.107%)* = 2,27.10° J

pero no podriamos saber en qué tiempo se transmite: no conoceriamos la potencia de la onda.

Junio 99
CUESTION 2.- Dos sonidos tienen niveles de intensidad sonora de 50 dB y 70 dB, respectivamente. Calcule cual sera la
relacion entre sus intensidades.

La intensidad sonora es una magnitud que se relaciona con nuestro nivel de percepcion de los sonidos. Se define de acuerdo
segln

;3:101g|l (I, lo en W/m?, B en dB) (1)
0
donde I, = 1072 W/m? es la intensidad umbral para la audicion de un sonido de 1000 Hz, que se toma como referencia, y p se
mide en decibelios, dB. Asi,

si | es 10 veces mayor que ly, entonces § = 10 dB;
si | es 100 veces mayor que |y, entonces B = 20 dB;
si | es 1000 veces mayor que ly, entonces B = 30 dB;
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etc... Cada orden de magnitud que se incrementa la intensidad, haciéndola 10 veces mayor, produce un incremento de 10 dB
de intensidad sonora. Por ejemplo, un sonido de 50 dB tiene una intensidad | que es 5 6rdenes de magnitud mayor que |y; por
tanto, una intensidad igual a 10”7 W/m?, del mismo modo que una intensidad sonora de 70 dB es la de un sonido cuya
intensidad es 10 W/m?. Aunque la comparacion entre estos sonidos es ya evidente, hagamos un calculo formal de las
intensidades correspondientes a ambos sonidos:

50:10[g|—1 = lin:S = 1=10° = 1, =10"10"=10" W/ m?
IO ID IO
70=10lg:l = lg:i=7 = ||i=107 = 1,=10"10" =10° W/m?
0 0 0
donde I; e |, son las intensidades respectivas de ambos sonidos. Bastaria dividir ambas intensidades
-5
b = 1077 =100
I, 10

para concluir que el segundo sonido es 100 veces mas intenso que el primero.

SEPTIEMBRE 99
ProsLEMA B1.- Un tren de ondas arménicas se propaga en un medio unidimensional de forma que las particulas del mismo
estan animadas de un movimiento armoénico simple representado por:

y= 4sen(gt + @) (y en centimetros y t en segundos)

Determine:
a) La velocidad de propagacion de las ondas, sabiendo que su longitud de onda es igual a 240 cm.
b) La diferencia de fase en un instante dado correspondiente a dos particulas del medio separadas una distancia
de 210 cm.

a) La velocidad de propagacion de una onda armonica se puede escribir V= T

donde, como se nos dice, A = 240 cm vy, en lo que refiere al periodo T, podemos obtenerlo con facilidad a partir de la
ecuacion del MAS que anima a las particulas del medio. En efecto,

w:Erad/s = T:—:z—":6s
3 n
3

de modo que la velocidad de propagacion resulta ser

:AZZ4Ocm =40cm/s
T 6s
b) La diferencia de fase entre dos particulas del medio separadas una distancia d se obtiene de
2m
Ap=—d
*

véase JUNIO 97 PROBLEMA B2 para una explicacion detallada de esta expresion. En el caso que nos ocupa
g, on
A 240 cm

una cantidad cercana a una oscilacién completa.

Ag 210 cm:77"rad:(315°)
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Junio 00
CUESTION 2.— Una onda transversal que se propaga en una cuerda, coincidente con el eje X, tiene por expresion
matematica: y(x,t) = 2 sen(7t — 4x), en unidades SI. Determine:

a) La velocidad de propagacion de la onda y la velocidad maxima de vibracion de cualquier punto de la cuerda.

b) El tiempo que tarda la onda en recorrer una distancia igual a la longitud de onda.

a) La ecuacion de propagacion que nos ofrece el enunciado contiene suficiente informacion para responder, se trata de
localizar los parametros de la onda, que son:
A=2m; o =7 rad/s; k=4m"

de modo que la velocidad de propagacion se tendria directamente segin vV=—-= i 1,75m/s

mientras que la velocidad de vibracion de los puntos de la cuerda es la correspondiente a M.A.S. de amplitud A=2my
pulsacion o = 7 rad/s. Por supuesto, sabemos que esa velocidad es variable en el tiempo pero, si se trata de calcular la
velocidad maxima de la vibracion de cualquier punto, debemos recordar que es

Vix = TA0=%2.7 =14 m/s

y que esta velocidad se tiene cuando el punto de la cuerda esta pasando por su posicion de equilibrio. Ademas, los signos + se
corresponden con la posibilidad de que el punto en cuestion se esté moviendo hacia arriba o hacia abajo cuando pasa por ese
lugar.

b) Una pregunta muy simple: es el periodo. Periodo, cuando se trata de la propagacién de una onda armoénica, es un tiempo
que tiene dos interpretaciones posibles, por supuesto coincidentes:

1) Es el tiempo que tarda un punto del medio en ejecutar una oscilacion completa.

2) Es el tiempo que la onda precisa para recorrer una longitud de onda A.

de modo que estamos de lleno en la segunda de ellas. El valor del periodo, por otro lado, es obvio:

_2n
)

T :E=O,9OS
7

SEPTIEMBRE 00
CUESTION 2.— Uno de los extremos de una cuerda tensa, de 6 m de longitud, oscila transversalmente con un movimiento
armonico simple de frecuencia 60 Hz. Las ondas generadas llegan al otro extremo de la cuerda en 0,5 s. Determine:

a) La longitud de onda y el numero de onda de las ondas de la cuerda.

b) La diferencia de fase de oscilacion existente entre dos puntos de la cuerda separados 10 cm.

a) Comenzaremos calculando la velocidad de propagacion de la onda, a partir de un dato tan simple como es que recorra 6 m
en un tiempo de 0,5 s, de modo que bastaria dividir distancia recorrida por tiempo empleado en ello:

L 6m
0,5s

y el resto es muy sencillo: conocida la frecuencia v = 60 Hz y la velocidad de propagacion, obtenemos la longitud de onda
inmediatamente:

=12m/s (1)

vV =Av = }»:X:Qm/S:O,Zm
v 60 Hz
L , 2n 2n 1
y también el nimero de onda k = W = k= 07" 10m m

b) Una vez mas, la cuestion relativa a diferencia de fase en la oscilacién de dos puntos del medio separados una cierta
distancia. Ya que la longitud de onda es A = 0,2 m = 20 cm, y puesto que los puntos de que nos hablan distan 10 cm, es decir,
% A, podriamos concluir sin mas tramite que la diferencia de fase entre ellos corresponde a media oscilacion, por tanto,
seria n rad. También podemos, en todo caso, recurrir a la proporcionalidad que ya conocemos entre las magnitudes
diferencia de fase y distancia entre puntos del medio:

n _ 5
Ao d
donde, en nuestro caso, A = 0,2 m =20 cmy d = 10 cm. Quedaria despejar la diferencia de fase 5¢:
3¢ _2rd_ 2710 =mrad
A 20
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MobEeLo 01
CUESTION 2.— La expresion matematica de una onda armoénica transversal que se propaga por una cuerda tensa
coincidente con el eje X es y = 0,2 sen (100 =t - 200 =nx), en unidades Sl. Determine:

a) Los valores del periodo, la amplitud, la longitud de onda y la velocidad de propagacién de la onda.

b) La expresion matematica de la onda en términos de la funcion coseno.

a) La lectura directa de la ecuacion de propagacion de onda indica que se trata de una onda viajera en el eje X, moviéndose
hacia la derecha, con una amplitud de 0,2 m. Los valores de la frecuencia angular, w, y del nimero de ondas, k, son

w = 100w rad/s; k=200mm™’
de modo que el periodo T sera = 2n = 2m =0,02s
w 100m
y la longitud de onda A= 2n = Zall =0,01m
k 200w
mientras que la velocidad de propagacion de la onda resultara
@ _A_100m 45
k T 200m
y la amplitud, como ya se ha dicho, A=0,2m
b) La funcion seno puede convertirse en funcion coseno recordando sen ¢ = cos (cp—g )

de manera que nuestra onda quedara, en términos de funcion coseno, como
y = 0,2 sen (100 =t - 200 nx) = 0,2 cos (100 =t - 200 nx—g ) (Sh)

y esta hecho.

MobEeLo 01
ProBLEMA B1.- El sonido emitido por un altavoz tiene un nivel de intensidad de 60 dB a una distancia de 2 m de él. Si el
altavoz se considera como una fuente puntual, determine:
a) La potencia del sonido emitido por el altavoz.
b) A qué distancia el nivel de intensidad sonora es de 30 dB y a qué distancia es imperceptible el sonido.
Datos: El umbral de audicion es Iy = 1072 W m™

a) El nivel de intensidad sonora conocido permite calcular con facilidad la intensidad del sonido a la distancia de 2 m del
altavoz:

E5=1Olg|l = 60=101g10%12 = g | _¢ = 1=10°.10" =10° Wm™

X 107"
y de ahi resulta inmediato conocer la
potencia con que emite el altavoz, ya que
bastaria multiplicar la intensidad que
acabamos de obtener por la superficie de
la esfera de radio r = 2 m; esto es

P= 4mr’|
P=16m.10°W =5,03.10° W

La intensidad | en un punto
es la cantidad de energia por
m? y por s.

Suponiendo que el area rayada es
1 m?, la intensidad es la cantidad
de energia que atraviesa esa

b) Podemos hallar la primera de las superficie en cada segundo

distancias que nos piden mediante un
sencillo calculo mental: recordemos, en
efecto, que al alejarnos radialmente del
foco emisor van disminuyendo tanto la
intensidad | (medida en W m™) como el
nivel de intensidad sonora, B (medido en
dB). De hecho, como sabemos, si la
intensidad se divide por 10, entonces el
nivel de intensidad sonora disminuye 10
dB. Naturalmente, esto se aplica de forma reiterada, de forma que si la intensidad se divide por 100, entonces B disminuye
20 dB, etc..; asi, como el nivel de intensidad sonora ha bajado de 60 dB a 30 dB, parece evidente que hemos debido dividir
la intensidad por un factor 1000, de forma que la nueva intensidad sera

I 10°¢

1000 10°

La potencia P emitida por F se
conseguiria multiplicando la intensidad
por el area 4nr? de la esfera de radio r

=107 Wm?
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y ahora, recordando que la intensidad decrece con el cuadrado de la distancia al foco emisor, lL.r2=1.r?
podemos hallar la distancia r’ a la que B = 30 dB:
r? 2?
I'=10°=1—5=10"= =  r'=,/4000 =63,25m
r r

Para hallar la segunda distancia, a la que el sonido es ya imperceptible, recordemos que un sonido se vuelve inaudible
cuando su intensidad es I” = 102 W m™2, de modo que podemos usar de nuevo la caida de la intensidad con el cuadrado de la
distancia al foco

2
lL.rt=17.r" = "=10" =1 r—z =10" = r'=,4.10° =2000 m
r

2

SEPTIEMBRE 01
PrROBLEMA A1.- La expresion matematica de una onda armoénica transversal que se propaga por una cuerda tensa
orientada segun el eje X es:
y = 0,5 sen (6wt — 2nx) (X, y en metros; t en segundos)
Determine:
a) Los valores de la longitud de onda y de la velocidad de propagacion de la onda.
b) Las expresiones que representan la elongacién y la velocidad de vibracién en funcién del tiempo, para un punto
de la cuerda situado a una distancia x = 1,5 m del origen.
c) Los valores maximos de la velocidad y de la aceleracién de la vibracién de los puntos de la cuerda.
d) La distancia minima que separa dos puntos de la cuerda que, en un mismo instante, vibran desfasados en 2n
radianes.

La ecuacion de propagacion de onda que nos dan se corresponde con la conocida onda arménica viajera en el eje X, en
sentido positivo,

y(x;t) = A sen(wt - kx) (1)
a) de modo que una sencilla comparacion nos da, inmediatamente, los valores de A, w y k:
A=0,5m; w=6mrads™; k=2mm™
de los que deducimos con sencillez: A= 2?" = i—" =1m
m
_ WO 3
k 2m

b) Para un punto situado 1,5 m a la derecha del origen, x = 1,5 m, la elongacion de la oscilacion armédnica en funcion del
tiempo es

y(t) = 0,5 sen(6émt - 2m.1,5) = 0,5 sen(6mt - m) (xey<>m;t<>s)
Notese que, aunque la fase inicial calculada para ese punto es @, = -3 rad, en términos practicos equivale a -m rad,
descontando 2m rad: eso no produciria ningin cambio en las elongaciones que obtuviésemos para cualquier valor de t.

Naturalmente, la ley de velocidades para ese punto es la derivada de la elongacion:

dy(t
v(t) = % = 3mcos(6mt—m) (v<>m/s; t<>s)
c¢) Los valores maximos de la velocidad y de la aceleracion de vibracion son los mismos para cualquier punto de la cuerda:
como sabemos, los maximos de velocidad se alcanzan cada vez que un punto de la cuerda pasa por su posicion de equilibrio,
en tanto que los maximos de aceleracion se tienen en las posiciones extremas de la oscilacion de cada punto.

Podemos ver directamente el valor de la velocidad maxima en la ley de velocidades del apartado anterior:

Vimax = zAw = £3m™ m/s
y el de la aceleracion maxima es, como recordaremos

amax = AW’ = + 0,5.(6m)? = +18m m/s?
d) La distancia minima (en realidad, aqui sobra el adjetivo) entre dos puntos que oscilan con diferencia de fase de 2m rad es,
por definicion, A. La ambigliedad con que se dice muchas veces “oscilar en fase”, hablando de puntos separados una
distancia A, 2A, 3A, .. es quiza la razon de que el enunciado emplee la expresion “distancia minima”. Como sabemos, si dos

puntos estan separados una distancia A, la diferencia de fase d¢ entre ellos es 2m rad; si estan separados una distancia 2A,
entonces 0¢ = 41 rad; etc.. Por supuesto, en el caso que nos ocupa, la respuesta es A = 1 m.
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MobELO 02
CUESTION 2.— Una fuente sonora puntual emite con una potencia de 1078 W.

a) Determine el nivel de intensidad expresado en decibelios a 1 m de la fuente sonora.

b) ¢A qué distancia de la fuente sonora el nivel de intensidad se ha reducido a la mitad del valor anterior?
Dato: La intensidad umbral de audicién es I, = 102 W m~

a) Podemos empezar por calcular la intensidad de la onda a una distancia de 1 m de la fuente: eso se consigue, ya que

debemos suponer que se trata de una onda esférica, con el cociente de la potencia (energia por unidad de tiempo) emitida
por la superficie de una esfera de radio r = 1 m; es decir

P _10°W

4mrr 4mm?

=7,96.10° Wm?

e inmediatamente el nivel de intensidad sonora a 1 m de la fuente,
7,96.108

B:mlogll:mlog 49 dB

0

b) Asi que el nivel de intensidad a la distancia r’ que buscamos has de ser B’ = 24,5 dB. Podriamos proceder en sentido
inverso al apartado anterior, hallando I’ de
B':§:24,5 dB:10log|— = logl—f12

2 ly 10

y de ahi, recordando la potencia de la fuente, la distancia pedida:

-6 -6
- o asaer-10 o o [ 197 _4680m
4nr 4mr 47.2,82.10

=2,45 = I'= 10>*.10™" =2,82.10™ Wm™

SEPTIEMBRE 02

CUESTION 1.— Se tiene una onda arménica transversal que se propaga en una cuerda tensa. Si se reduce a la mitad su
frecuencia, razone qué ocurre con:

a) el periodo; b) la velocidad de propagacion; c) la longitud de onda; d) la amplitud.

a) Frecuencia y periodo son magnitudes inversas. Si la frecuencia se divide por dos, el periodo se hara doble.

b) La velocidad de propagacién de una onda en una cuerda tensa depende de caracteristicas fisicas del medio: la tensién de
la cuerda, T, y su densidad lineal, y, pero no depende de la frecuencia de la onda viajera, de manera que todas las

L , ) T
ondas, sea cual sea su frecuencia, viajan en la cuerda con la misma velocidad, v = |—.

c) Recordemos la ecuacion v = Av. Puesto que v no cambia al cambiar la frecuencia, el producto Av no cambia: asi, si la
frecuencia se reduce a la mitad, la longitud de onda se duplicara.

d) La amplitud A de una onda es una magnitud independiente de la frecuencia: no cambiara. En términos sencillos de
entender, la amplitud la determinamos nosotros de forma arbitraria (agitamos la cuerda con la amplitud que deseemos),
asi como la frecuencia (agitamos la cuerda tan rapido como deseemos), y ambas decisiones son independientes una de
otra. Eso si, ambas influyen de modo cuadratico en la cantidad de energia que transportara la onda.

SEPTIEMBRE 02
CUESTION 4.— Una bolita de 0,1 g de masa cae desde una altura de 1 m, con velocidad inicial nula. Al llegar al suelo el
0,05% de su energia cinética se convierte en un sonido de duracion 0,1 s.
a) Halle la potencia sonora generada.
b) Admitiendo que la onda sonora generada puede aproximarse a una onda esférica, estime la distancia maxima a
la que puede oirse la caida de la bolita si el ruido de fondo sélo permite oir intensidades mayores que 10 W/m?

a) Como sabemos, la energia cinética con que llegara la bolita al suelo es igual a la energia potencial gravitatoria que tiene
cuando esta a 1 m de altura, ya que parte de velocidad inicial nula y se trata de caida libre. Por tanto, esa energia vale

B = E;”“’a =mgh=10".9,8.1=9,8.10" J
donde la masa m va medida en kg, se ha tomado g = 10 m/s? y la energia resultante se mide en J. De esta cantidad, un 0,05%
se convierte en energia sonora, de manera que la energia total del sonido que se produce seria
0,05
sonido 100

y, como la duracion del sonido es de 0,1 s, la potencia sonora (energia emitida por unidad de tiempo) es una sencilla division
entre energia total emitida, Egniqo, Y duracion del sonido, At = 0,1 s:

.9,8.10% =4,9.107 J
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P= Esonido — 4;9-1077 J

At 0,1s

=4,9.10° W

b) La potencia que acabamos de calcular expresa cuanta energia produce la fuente de la onda en un segundo. Esa energia
se propaga en el medio en la medida en que lo va haciendo la onda sonora, de manera que si nos fijamos en un frente de
onda cualquiera, supuesto esférico como dice el enunciado, la cantidad de energia que debe cruzar el frente de onda en
un segundo es la que sale de la fuente en un segundo, es decir, la potencia con que emite la fuente. Como esa energia
debe, ademas, repartirse entre toda la superficie del frente de onda, la intensidad (energia que atraviesa el frente de
onda por unidad de area y de tiempo) se obtendra dividiendo la potencia de la fuente por la superficie del frente de
onda:
-6
| = E — ﬂ W/ m?
S 4qr?

asi que la distancia maxima a la que podra oirse la caida de la bolita sera aquella a la que esta intensidad haya bajado hasta
los 1078 W m~2 que nos proponen como cantidad minima audible. Igualando, entonces, obtendremos r:

-6 -6
1= A9 s wm o po A0 g oam
e 47.10

que marca el limite pedido: por debajo de esa distancia, se oira la caida de la bolita; a esa distancia o mas lejos del punto
de la caida, no se oira.

MobeLo 03
ProsLEMA B1.— Una onda arménica transversal de frecuencia 80 Hz y amplitud 25 cm se propaga a lo largo de una cuerda
tensa de gran longitud, orientada segun el eje X, con una velocidad de 12 m/s en su sentido positivo. Sabiendo que en el
instante t = 0 el punto de la cuerda de abcisa x = 0 tiene una elongacién y = 0 y su velocidad de oscilacion es positiva,
determine:

a) La expresion matematica que representa dicha onda.

b) La expresion matematica que representa la velocidad de oscilacion en funcion del tiempo del punto de la cuerda

de abcisa x = 75 cm.
c) Los valores maximos de la velocidad y de la aceleracion de oscilacion de los puntos de la cuerda.
d) La diferencia de fase de oscilacion en un mismo instante entre dos puntos de la cuerda separados 37,5 cm.

El enunciado describe una onda sin fase inicial, ya que al tiempo t = 0 el foco de la onda, x = 0, esta en la posicion de
equilibrio y con velocidad maxima positiva. De este modo, la ecuacidon de propagacion de esta onda ha de responder al
modelo

y(x;t) = A sen(wt - kx) en las unidades apropiadas
a) Sabemos A = 0,25 m, del enunciado,
y también que w =21y = 21m.80 = 160m rad/s,
, w w 160m 40 »
y ademas v=— = k=—= =—Tmm
k v 12 3
s - 40m
asi que podemos escribir y(x;t) = 0,25 sen(160mt- X) X,y <>m;t<>s

b) Entrando en la ecuacion de propagacion con el valor x = 0,75 m tendremos la ecuacion de las elongaciones de ese punto
como funcion del tiempo, es decir, la ley del MAS que describe el movimiento de ese punto de la cuerda. Nos quedara:

y(t) = 0,25 sen(160nt—40TnO,75) = 0,25 sen(160mt —10m) y<>mt<s

y, a la vista del resultado, parece que este punto oscila en fase con el foco x = 0, aunque con un retraso de cinco oscilaciones
completas, que corresponden a una diferencia de fase de 10m rad. Ademas, esto nos dice también que en 0,75 m hay cinco
longitudes de onda, de modo que tendra que ser A = 0,15 m. Disgresiones aparte, como nos piden la velocidad de oscilacion
de este punto, hemos de derivar la elongacion:

v(t)=m=40n cos(160mt-10m); v<aom/sit<ss

dt
c) Los valores maximos de velocidad y aceleracion son los mismos para todos los puntos de la cuerda, los correspondientes a
un MAS de amplitud A = 0,25 m y frecuencia angular w = 160w rad/s. Se trata de
Vmax = 2Aw = + 0,25.160m1 = +40m™ m/s
y amax = *Aw? = £ 0,25.(160m)? = +6400m* m/s?
d) Por ultimo, la diferencia de fase entre dos puntos de la cuerda separados 37,5 cm (nosotros sabemos que eso serian 2,5 A,

asi que deberia tratarse de 5m rad, pero hemos de hacer los calculos). Recordemos que la diferencia de fase entre dos puntos
del medio es

Ricardo Lopez/Noviembre 2009 Pag. 11 de 17



0 =k.d=0p =k.d =ﬂ3n.0,375 = 5m rad

como habiamos adelantado.

Junio 03
CuesTION 2.— El periodo de una onda transversal que se propaga en una cuerda tensa es de 2.1073 s. Sabiendo, ademas,
que dos puntos consecutivos cuya diferencia de fase vale n/2 rad estan separados una distancia de 10 cm, calcule:

a) la longitud de onda

b) la velocidad de propagacion.

a) El dato relevante para hallar A es el hecho de que dos puntos consecutivos con diferencia de fase de m/2 rad disten 10 cm.
Sabemos que una diferencia de fase como esa corresponde a dos puntos separados por un cuarto de longitud de onda, de
modo que podriamos concluir inmediatamente que A = 40 cm. De un modo mas formal, recordando

2m
Ap=kd=—d
‘p A
cond =10 cmy Ag = /2, podemos despejar A: A= ZALd = 2"];10 =40 cm
P L
2

como habiamos visto ya.

b) Ahora conocemos el periodo, T = 2.107% s, y la longitud de onda, A = 40 cm: la velocidad de propagacion es inmediata, ya
que

40

:WZZOOOO Cm/S=20m/S

— >

A=vT = V=

SEPTIEMBRE 03
CUESTION 2.— La expresion matematica de una onda armoénica es y(x,t) = 3 sen (200nt - 5x + =), estando todas las
magnitudes en unidades del SI. Determine:

a) La frecuenciay la longitud de onda.

b) La amplitud y la velocidad de propagacion de la onda.

a) La lectura directa de la ecuacion de propagacion de ondas que nos proponen contiene las respuestas. En efecto,
observamos que

w = 100w rad/s = v = ;)—n =50 Hz
del mismo modo que k=5m™" = A= 2?11 =0,4mm=1,26 m
b) La amplitud, leida directamente en la ecuacién de propagacion, es A=3m
y la velocidad de propagacion es también inmediata, V= % = @ =20m =62,83m/s

Junio 04
ProsLEMA A1.— Una onda transversal se propaga a lo largo de una cuerda horizontal, en el sentido negativo del eje de
abcisas, siendo 10 cm la distancia minima entre dos puntos que oscilan en fase. Sabiendo que la onda esta generada por
un foco emisor que vibra con un movimiento armoénico simple de 50 Hz y una amplitud de 4 cm, determine:

a) La velocidad de propagacion de la onda.

b) La expresion matematica de la onda, si el foco emisor se encuentra en el origen de coordenadas, y ent =0 la

elongacion es nula.
c) La velocidad maxima de oscilacion de una particula de la cuerda.
d) La aceleracion maxima de oscilacion en un punto cualquiera de la cuerda.

a) Como sabemos, la expresion “distancia minima entre dos puntos que oscilan en fase” alude a la longitud de onda, que
seria, por tanto, A = 10 cm (en realidad, como también sabemos, la diferencia de fase entre los dos puntos en cuestion es de
21 rad).

Por otro lado, el foco emite ondas de frecuencia 50 Hz, tal como sefala el enunciado. Podemos escribir inmediatamente la
velocidad de propagacion, que seria

Ricardo Lopez/Noviembre 2009 Pag. 12 de 17



v=Av =10 cm. 50 Hz = 500 cm/s = 5 m/s

b) Tal como se describe la situacion en t = 0, parece claro que no hay fase inicial (en rigor, si todo lo que sabemos es que la
elongacion es nula podria ser ¢, = m rad, pero supondremos que se quiere dar a entender ¢, = 0 rad). Asi, la ecuacion de
propagacion de ondas que nos piden es, recordando que se propaga en sentido negativo, como

y(x;t) = A sen(wt + kx)

donde w = 2mv = 1001 rad/s y k= %:%:O,Zn cm™
de manera que podemos escribir y(x;t) = 4 sen(100mt + 0,2mx) X <>cm; t <>s;y<>cm

c) Cualquier particula de la cuerda lleva a cabo un MAS de frecuencia 50 Hz y amplitud 4 cm. Como sabemos, su velocidad
maxima se alcanzara al pasar por el centro de las oscilaciones, y su valor sera

Vimax = 2Aw = + 4.100m = £ 1256,64 cm/s = +12,57 m/s

d) Y la aceleracion maxima de las oscilaciones de un punto cualquiera se alcanzara cuando el punto en cuestion se encuentre
en la situacion de elongacién maxima, en los extremos de su oscilacion. Su valor sera

amax = +Aw? = + 0,04.(100m)? = £3947,84 m/s>

SEPTIEMBRE 04
CUESTION 2.— Una particula oscila con movimiento armoénico simple segun el eje Y en torno al origen de coordenadas,
originando una onda transversal que se propaga en el sentido positivo del eje X con una velocidad de 20 m.s™, una
amplitud de 0,02 m y una frecuencia de 10 Hz. Determine:
a) El periodo y la longitud de onda.
b) La expresion matematica de la onda, si en t = 0 la particula situada en el origen de coordenadas esta en la
posicién de maxima elongacion positiva.

a) Conocido la frecuencia, conocido el periodo T= 1 = % =0,1s
A%
y la longitud de onda, con la velocidad de propagacion y la frecuencia, v=Av = A=Y= 2100mHis =2m
A%

b) Si la particula en x = 0 esta en la maxima elongacion positiva al tiempo t = 0, concluimos que existe una fase inicial de su
oscilacion de valor m/2 rad, que debemos trasladar a la ecuacién de propagacién de la onda, a partir de ese punto, a lo largo
del eje X. Con los datos disponibles, es inmediato escribir

y(x;t) = 0,02 sen(20mt — mx + g ) (Sl)

donde se ha empleado, como es facil de ver, w = 2mv = 20m rad/s y k=—="—=mm

Junio 05
CUEsTION 1.— El nivel de intensidad sonora de la sirena de un barco es de 60 dB a 10 m de distancia. Suponiendo que la
sirena es un foco emisor puntual, calcule:
a) El nivel de intensidad sonora a 1 km de distancia.
b) La distancia a la que la sirena deja de ser audible.
Dato: Intensidad umbral de audicién, lp=10"2 W m™

a) Como sabemos, la intensidad de una onda esférica emitida por un foco puntual decae con el cuadrado de la distancia al
foco, segln

-1

rZ

asi que, siendor; =10 my r, =1 km = 1000 m, y siendo I, e |, las correspondientes intensidades de la onda a esas distancias
del foco, se puede escribir

|1 r1z = |2 rZZ (1)

donde conoceriamos ry, 1, e |y ya que, recordando que el nivel de intensidad sonora es de 60 dB a la distancia r; = 10 m, es
facil obtener I,

| |
60dB=10log " =10log 1y = 10'1_“:106 = 1, =10°W/m’
0
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de modo que, volviendo a la ecuacion (1), despejamos
I, r} B 10102
r 1000

2

=10""W/m?

|1 r12 = |2 rzz = |2 =

-10
y el nivel de intensidad sonora a la distancia de 1 km queda B, = 10 log L =10 log 10 =20dB

10—12 10—12
;Podriamos haber obtenido este resultado mas rapidamente? Sin duda: bastaria fijarnos en que hemos incrementado la
distancia a la fuente por un factor 100 (de 10 m a 1000 m), asi que habremos decrementado la intensidad por un factor 10*
(recordemos la dependencia inversa y cuadratica). Por otro lado, debemos saber que, si se divide la intensidad | por 10, la
sonoridad B (o nivel de intensidad sonora, como usa el enunciado) pierde 10 dB; si se divide por 100, la sonoridad pierde 20
dB; etc.: si disminuye la intensidad | por un factor 10000, entonces la sonoridad B perdera 40 dB, asi que restaran 20 dB
de los 60 dB iniciales.

b) Comenzando por razonar segln el ultimo parrafo, deberiamos ser capaces de responder de modo inmediato: a 10 km del
foco emisor. Obviamente, habria que justificarlo: para perder los 20 dB a la distancia de 1 km, la intensidad deberia
dividirse, a partir de ese punto, por 100 (pasando de 107'° a 107" W/m?, limite de lo audible). Y si la intensidad se ha
dividido por 100, la distancia al foco debe haberse multiplicado por 10: habriamos pasado de 1 km a 10 km del foco.

Probablemente nos sentiriamos mas comodos resolviendo esto a golpe de ecuacion. En tal caso, responderiamos como sigue:
la distancia a la que la sirena deja de ser audible es aquella en que la intensidad de onda se reduzca a | = I, = 1072 W/m?.
Llamando R a esa distancia, empleamos (1) para hallarla facilmente:

_ [10*10?

o = V10® =10000 m =10 km

|1 rf = |0 R; = R

Junio 05
ProsLEMA B1.— Una onda armonica transversal se propaga por una cuerda tensa de gran longitud y, por ello, una particula
de la misma realiza un movimiento arménico simple en la direccion perpendicular a la cuerda. El periodo de dicho
movimiento es de 3 s y la distancia que recorre la particula entre posiciones extremas es de 20 cm.
a) ;Cuales son los valores de la velocidad maxima y de la aceleracion maxima de oscilacion de la particula?
b) Si la distancia minima que separa dos particulas de la cuerda que oscilan en fase es de 60 cm, ;cual es la
velocidad de propagacion de la onda? ;cudl es el nimero de onda?

a) Si la distancia que recorre la particula entre posiciones extremas es de 20 cm (desde +A hasta —A), parece claro que la
amplitud de la onda es A = 10 cm. De otra parte, conocemos el periodo, T = 3 s, asi que

2 2m
w=—=—rad/s
T 3
y esto nos permite escribir la velocidad maxima y la aceleracion maxima de la oscilacion de la particula:
2m

Vmax =t Aw=+10. T =+ 20,94 cm/s

2
amax =t Aw?=+10 (23") = + 43,86 cm/s”

b) Una vez mas, se refieren a dos puntos separados por una longitud de onda, A = 60 cm (y, una vez mas, hubiese sido mas
correcto decir que la diferencia de fase entre ambos es de 2m rad). Podemos hallar muy facilmente lo que nos piden:

La velocidad de propagacion V= % = 603 m_ 20cm/s
s
y el nimero de onda k = m _Im_w cm™ =0,10 cm”

A 60 30
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SEPTIEMBRE 05
ProsLEMA B1.— Dada la expresion matematica de una onda arménica transversal que se propaga en una cuerda tensa de
gran longitud:
y = 0,03 sen (2nt — 1x) donde x e y estan expresados en metros y t en segundos.
a) ;Cual es la velocidad de propagacion de la onda?
b) ;Cual es la expresion de la velocidad de oscilacion de las particulas de la cuerda? ;cual es la velocidad maxima de
oscilacion?
c) Parat =0, ;cual es el valor de desplazamiento de los puntos de la cuerda cuandox =0,5myx=1m?
d) Para x = 1 m, ;cual es el desplazamiento cuando t = 0,5 s?

a) La velocidad de propagacion de la onda se obtiene de forma inmediata de la ecuacion de propagacion, donde puede leerse
k=nmm™'yw=2mrad/s; de manera que

w
V= —
k

= 2n =2m/s

m
b) La expresion y(x;t) = 0,03 sen (2mt — mx) es, como sabemos, una funciéon que proporciona la elongacion de las particulas
de la cuerda. Tiene dos variables, posicion x del punto de la cuerda que interese, e instante de tiempo t que se desee. Esta
funcion puede derivarse respecto al tiempo t, obteniéndose asi la funcion velocidad

v(x;t) = % =0,03.2m cos(2mt—mx) = 0,061 cos(2mt-mx) m/s

de las particulas de la cuerda. Notese que se trata de una funcion de las variables x y t, de modo que nos permite conocer el
estado de velocidad instantanea de cualquier particula de la cuerda (dando a la variable x la posicion de la particula que
deseemos), en cualquier momento (danto a la variable t el valor que interese). Obsérvese, ademas, que hemos calculado la
derivada parcial de la funcion y(x;t) respecto a t; esto debe entenderse al tener presente que y es funcién de dos variables,
de modo que puede derivarse también respecto a la variable x.

Por lo demas, la velocidad maxima de cualquier particula puede leerse directamente en la funcion que acabamos de obtener:
Vmax = £ 0,06 m/s

c) Bastara recurrir a la ecuacion de propagacion de ondas, y(x;t) = 0,03 sen (2mt — mx), dando a t el valort =0s vy a la
variable de posicion x los valores que se indican

y(0,5; 0) =0,03sen (-—) = -0,03 m

N

y(1; 0) =0,03sen (-m) =0 m (bajando)

Una observacion seria ahora pertinente: la ecuacion de propagacion de una onda en el eje x, del tipo y(x;t) = A sen (wt-kx),
no implica necesariamente que la onda comience en x = 0, ni que lo haga al tiempo t = 0. Hablando de modo genérico,
empleamos esa ecuacion para referirnos a una onda viajera en el sentido positivo del eje. Por eso, podemos hacer los
calculos de posicién de puntos cualesquiera de la cuerda, en cualquier momento, como acabamos de ver.

Ahora bien, si hacemos una interpretacion estricta y aceptamos que la onda de la que hablamos tiene su origen en x = 0, al
tiempo t = 0, entonces las elongaciones que acabamos de calcular tendrian otro valor:

y(0,5;0)=0m ; y(1;0)=0m
ya que la onda, al tiempo t = 0, no habra llegado a ninguno de esos puntos (tarda 0,25 s en llegar al primero, 0,5 s en llegar
al segundo), de modo que aun estaran en reposo.
d) En todo caso, la onda llega a x = 1 m precisamente al tiempo t = 0,5 s, de modo que ese punto deberia estar justo
empezando a oscilar:
y(1; 0,5) = 0,03 sen (m-m) =0 m  (subiendo)
tal como esperabamos.

SEPTIEMBRE 06
ProeLEMA B1.— Una onda armoénica transversal se desplaza en la direccion del eje X en sentido positivo y tiene una
amplitud de 2 cm, una longitud de onda de 4 cm y una frecuencia de 8 Hz. Determine:

a) La velocidad de propagacion de la onda.

b) La fase inicial, sabiendo que parax =0y t = 0 la elongacién es y = -2 cm.

c) La expresion matematica que representa la onda.

d) La distancia minima de separacién entre dos particulas del eje X que oscilan desfasadas n/3 rad.

a) La velocidad de propagacion es v=Av=4cm.8Hz=32cm/s

b) La ecuacion de propagacion, tomando en consideracion la existencia de una posible fase inicial, es
y(x;t) = 2 sen (16mt - 0,51 + @) xeyencm, tens
de modo que, si la elongacion para x = 0, al tiempo t = 0, es y = -2 cm, tendria que ser
y =-2cm=2sen @, = sen g = -1 = (o = mrad
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c) Asi que la ecuacion matematica de propagacion de la onda quedaria
y(x;t) = 2 sen (16mt - 0,5mx + m) xeyencm, tens

d) Por ultimo, la distancia entre dos puntos desfasados en m/3 rad. Como sabemos, el desfase entre dos puntos separados
una distancia d es

A(p=kd=27nd = g= d = d=0,67 cm

MobEeLo 07
CUESTION 2.— Una fuente sonora puntual emite con una potencia de 80 W. Calcule:
a) Laintensidad sonora en los puntos distantes 10 m de la fuente.
b) ;A qué distancia de la fuente el nivel de intensidad sonora es de 130 dB?
Dato: Intensidad umbral de audicién, I = 107 W m™

a) Una vez mas, tenemos un foco emisor puntual F, emitiendo con una potencia de
80 J/s. La energia emitida se propaga con la onda esférica en todas direcciones,
formando frentes de onda esféricos como el que puede verse en la figura. La
intensidad en todos los puntos de este frente de onda de radio 10 m se obtiene de
dividir la potencia emisora de la fuente puntual por la superficie del frente de
onda:

P 80

| = z=7z=0,064W/mZ
4nir 41m.10

b) Si el nivel de intensidad sonora es de 130 dB, la intensidad de la onda sera
|

B =130 =1010g:— = |—=1013 = I’ =10 W/m?
0 0
de modo que la distancia a la fuente habra sido tal que
I’ P___ 8 =10 = r 8 = r=0,80m

4n

Naturalmente, podriamos haber resuelto este apartado recordando que la intensidad decae con el cuadrado de la distancia al
foco puntual, es decir,

4nr? " 4mr?

| 4
I.rt=1".r? = r'=1/rrZ = 70’10;’ 100 = /0,64 = 0,80 m

Junio 08
PROBLEMA 2.— Se realizan dos mediciones del nivel de intensidad sonora en las proximidades de un foco sonoro puntual,
siendo la primera de 100 dB a una distancia x del foco, y la segunda de 80 dB al alejarse en la misma direccion 100 m
mas.

a) Obtenga las distancias al foco desde donde se efectian las mediciones.

b) Determine la potencia sonora del foco.

Datos: Intensidad umbral de audicion, lo = 107" W/m?
a) La figura muestra la situacion que describe el enunciado: en el punto P, a una 80 dB
distancia r de la fuente F, el nivel de intensidad sonora es 100 dB; en el punto Q, a Q

una distancia de 100 m de P (por tanto, 100+r de la fuente), el nivel de intensidad
sonora es 80 dB.

Sea Ip la intensidad de la onda en P, e Iq la intensidad en Q. Ya que hay un descenso 100 m
de 20 dB al pasar de P a Q, podemos saber que lp es 100 veces mayor que I,

Ip =100 Iq (1)
porque recordamos que, por cada factor 10 que divide a la intensidad, el nivel de
intensidad sonora cae 10 dB: ya que se pierden 20 dB, la intensidad se ha dividido

por 10.10 = 100 veces. r
Recordemos, ademas, que la intensidad de una onda esférica es inversamente
proporcional a la distancia a la fuente, de manera que podemos escribir F
2 2
L =lyrg (2)

donde rp =ry rq = r + 100, como muestra la figura. Llevando esto a (2), y empleando (1) a la vez, tenemos
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100 Ig r* = Iq (r + 100> = 100 r? = (r + 100)?
de donde se obtiene facilmente
r=11,11m; r+100=111,11m

b) Ahora estamos en condiciones de hallar la intensidad en cualquiera de los puntos P o Q. Trabajamos con P, recordando la
definicion de nivel de intensidad sonora

Bp = 100 dB =10 log = lp = 1072 W/m?

IP
107"
que seria, como hemos dicho, la intensidad en el punto P, a la distancia r = 11,11 m de la fuente F. Esto implica que la
fuente debe emitir con una potencia P tal que
__P > = 1072 = Lz

4nr 4m.11,11

Ip =  P=4m.11,11.107 =15,51 W
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SELECTIVIDAD LOGSE: OPTICA GEOMETRICA

PROBLEMAS RESUELTOS

JuNIo 96
C3.— Explica por qué cuando se observa desde el aire un remo sumergido parcialmente en el agua parece estar dobla-
do. Ayudate de construcciones geométricas en la explicacion.

El remo ABO tiene el trozo BO sumergido en el agua. La imagen del punto O
puede construirse empleando dos rayos:

(i) en direccion perpendicular a la superficie; no se desvia al pasar al aire.
(ii) un rayo cualquiera, que incide sobre la superficie formando angulo € con la

normal en el punto de incidencia. Al refractarse, se alejara de la normal, for-
mando un angulo €’ > ¢.

La imagen de O, entonces, sera virtual, ya que los rayos (i) y (ii) divergen des-
pués de refractarse, y estara en O’. Por tanto, el remo se vera segun ABO’,
doblado en el tramo sumergido en el agua.

JuNIo 96
A2.— Un espejo esférico, céncavo, ha de formar una imagen invertida de un objeto en forma de flecha, sobre una
pantalla situada a una distancia de 420 cm delante del espejo. El objeto mide 5 mm y la imagen ha de tener una altura
de 30 cm. Determinar:

a) A qué distancia del espejo debe colocarse el objeto.

b) El radio de curvatura del espejo.
Efectuar la construccion geométrica de la citada imagen.

Como se sabe, la féormula para imagenes en un
espejo esférico es

s = distancia objeto
1 1 1 , . ..
-+ === )] s' = distancia imagen
s s f . -
f = distancia focal

y la relacion de tamafos objeto — imagen es

y _ s @ y = altura objeto
y' s y' = altura imagen

de manera que, con los datos

s’=-420cm ; y=5mm ; y’=-30cm (jy’ inver-
tida!) es facil usar (2) y obtener la distancia del
objeto al espejo:

0,5 -s
= = s=-7cm
-30 -420
y, llevando los datos s y s’ a (1), obtener la distan-

cia focal:

1 1

— ¥ =— = f=-6,89 cm
-7 -420 f

asi como el radio de curvatura del espejo:
r=2f=-13,77 cm
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SEPTIEMBRE 96
B1.— Un rayo de luz amarilla, emitido por una lampara de sodio, tiene una longitud de onda en el vacio de 589.10° m.
Determinar:
a) Su frecuencia.
b) Su velocidad de propagacion y su longitud de onda en una fibra de cuarzo, cuyo indice de refraccion es n = 1,458.
c) El angulo de incidencia minimo para el rayo de luz que, propagandose por el interior de la fibra de cuarzo, en-
cuentra la superficie de discontinuidad entre el cuarzo y el aire y experimenta reflexion total.
Datos: Velocidad de la luz en el vacio c=3.10"ms"’

a) En el vacio, la ecuacion c = Av (c = 3.10% m/s) es valida para cualquier longitud de onda. En particular, para la luz amari-
lla que nos ocupa
_c_3.10°m/s

R i 5,09.10" Hz
. m

b) En el cuarzo, la frecuencia de la luz amarilla es la misma, pero cambia su velocidad de propagacion y, consiguientemen-
te, también su longitud de onda. Ahora sera:

V=Av

donde v es conocida, del apartado anterior, y v puede obtenerse a partir del indice de refraccion de la luz amarilla en el
cuarzo:

8
n=S = V=E=M=2,O6.108m/s
v n 1,458
de manera que la longitud de onda habra cambiado hasta
A=Y= 404.10° m Aire Normal
v n=1

c) El angulo de incidencia, ¢ en la figura, es el angulo limite para
que el rayo refractado forme angulo de 90° con la normal (si ¢ > g,
entonces no hay refraccion y se produce la reflexién total). Por tan-
to, de acuerdo a la ley de Snell:

nseng =n'seng’ =

1,458 seng, =1.sen90° = seng =

1,458

de donde g =43°18" 15"

Ricardo Lépez / Enero 2010
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JunNio 97
A2.— Una lamina de vidrio de caras planas y paralelas, situada en el aire, tiene un espesor de 8 cm y un indice de re-
fraccion n = 1,6. Calcular para un rayo de luz monocromatica que incide en la cara superior de la lamina con un angulo
de 45°:

a) Los valores del angulo de refraccion en el interior de la lamina y del angulo de emergencia correspondientes.

b) El desplazamiento lateral experimentado por el citado rayo al atravesar la ldmina.
Dibujar la marcha geométrica del rayo.

a) El angulo de incidencia de la luz sobre la lamina es
g =45°

de modo que, aplicando la ley de Snell en la cara izquierda de la
lamina, tenemos

nseng =n'seng’ (1)
donde n=1; ¢=45°yn’ =1,6, de forma que
,_Nseng _ 1.42/2

n' 1,6
es decir, £'=26° 13’ 40”

séng

= 0,442

Por otro lado, como es bien sabido, el angulo de emergencia £” es
igual que el de incidencia, lo que puede probarse facilmente: en
Aire (n=1) Vidrio (n’=1,6) Aire (n=1)  efecto, aplicando de nuevo Snell a la refraccion en la segunda cara
de la lamina,

D=8cm n'seng' =nseng” (2)

donde ahora, como puede verse claramente en la figura, el angulo
de incidencia ¢’ es igual al de refraccion en la primera cara de la
lamina (jeso es la clave!). Por ello, comparando (1) y (2)

nseng =n'seng’ . . o
, , . = seng=seng” = ¢g=g"=45
n'seng' =nsencg

b) El desplazamiento lateral es d = AM. Obtenerlo es sencillo, trabajando con los triangulos AMB y ACB de la figura. Empe-
zamos en AMB, rectangulo en M, y cuyo angulo en B es £” - ¢’, como es facil de comprobar. El seno de este angulo seria

d

AB

donde AB, la hipotenusa del triangulo, es el recorrido del rayo en el interior de la lamina. Por otro lado, en el triangulo
ACB, rectangulo en C, podemos escribir

sen(e"—¢') =

., CB
cosg' = —
AB
donde el cateto CB es la anchura D de la lamina. Eliminando AB entre estas dos expresiones:
AB = %
sen(e" - "¢
T) € = d:Dsen(s 's)
AB — . cose
cos¢
donde solo queda entrar con D = 8 cm; &” = 45° y &’ = 26°13°40” para tener d=2,87cm
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SEPTIEMBRE 97
A1.— Una lente esférica delgada biconvexa, cuyas caras tienen radios iguales a 5 cm y un indice de refraccion n = 1,5,
forma de un objeto real una imagen también real reducida a la mitad. Determinar:
a) La potencia y la distancia focal de la lente.
b) Las posiciones del objeto y de la imagen.
c) Si esta lente se utiliza como lupa, el aumento de la lupa cuando observa un ojo normal sin acomodacion.
Datos: Distancia minima de visién neta para el ojo d = 25 cm. El medio exterior es el aire.

a) Si se trata de una lente biconvexa, convergente, podemos hallar
facilmente su distancia focal a partir de la ecuacion del constructor 1 2
de lentes:

1 1 1

P=—=(-0(-—) r<0

f L
donde P es la potencia de la lente; n=1,5 ri=5cmyr,=-5cm %
(ojo al detalle de los signos, que esta justificado en la figura adjun- C: /”/
ta, y cuidado también con las unidades: los radios van en metros). r>0

Esto queda como:

! 1) _0ps.
0,05 0,05 0,05

f'=i=0,05m:5cm
20

P= fl =(1,5-1) ( = 20 dioptrias

b) Si la imagen es real sera también, como sabemos, invertida. Ya que su tamaio ha de ser la mitad, podemos emplear

y_2 = 2=

y' s s’

= s=-2s'

para tener una relacién entre las distancias objeto, s, e
imagen, s’. Ahora, la ecuacion de las lentes
1 1 1 1 1 1 3 1
= —— === = @ —=—
s s f -2s' s' f' 2s' f'

es decir s':%f'=7,5 cm

y la imagen se habra formado a 7,5 cm a la derecha de la
lente. En cuanto al objeto,

s=-2s"=-15cm

se encuentra a 15 cm a la izquierda. La figura al lado
muestra como seria la formacion de la imagen, empleando
rayos procedentes del objeto paralelos al eje y que pasan
por el foco objeto.

c) Si la lente se emplea como lupa, habra que disponer el objeto entre el foco y la lente, a una distancia de la lente menor
que 5 cm. Por otro lado, la imagen (que servira de objeto para el ojo) deberia formarse en el “punto proximo”, a 25 cm de
la lente, y sera virtual. El aumento de la imagen, recogido en la siguiente figura, es

A=Y S _qs 4 20 4o 'S
y s f f’ 0,05 s,
Como se ha dicho, la imagen sera virtual; ademas, derecha y de mayor tamano. Note- \\\ A
se que basta el rayo que pasa por el centro de la lente para poder dibujar la imagen. .
Las expresiones AN
. . y’ N
L | : y' _s .
s s f y s YT\L
combinadas, junto con s’ = d (distancia del “punto préximo”, de 25 cm), permiten D
obtener con facilidad Fo s N
L N A e ged=25em )
s s f s y f' f'
que es la formula empleada para resolver el problema: es de este modo que funciona v

una lupa.

Ricardo Lépez / Enero 2010 Pag. 4 de 40



JuNio 98
C3.—a) Indique las diferencias que a su juicio existen entre los fenémenos de refraccion y de dispersion de la luz.
¢Puede un rayo de luz monocromatica sufrir ambos fenémenos?
b) ;Por qué no se observa dispersion cuando la luz blanca atraviesa una lamina de vidrio de caras plano-paralelas?

a) La refraccion es el fenomeno de cambio en la direccion de |z no mocromatica
propagacion de la luz cuando pasa de un medio a otro. En ulti-
ma instancia, es un fenéomeno debido al cambio de velocidad de
la luz de un medio a otro.

Imaginemos un rayo de luz no monocromatica, digamos luz
blanca, propagandose en una determinada direccion en el aire,
un medio no dispersivo. La luz blanca contiene todas las fre-
cuencias del visible, desde el rojo hasta el violeta. En el aire,
como en el vacio, la velocidad de la luz es la misma para todas
las frecuencias: eso es lo que quiere decir que es un medio no Medio dispersivo
dispersivo. (vidrio)
Cuando la luz incide con un cierto angulo sobre una superficie

de separacion con un medio dispersivo, como el vidrio o el

agua, la direccion de propagacion se desvia: eso es refraccion. Pero, ademas, sucede que la luz de una cierta frecuencia,
digamos de color rojo, se mueve en el vidrio con diferente velocidad que la luz de otra frecuencia, digamos de color azul.
Ya que el angulo de refraccion depende del indice de refraccion de ambos medios, de acuerdo a la ley de Snell,

nseni=n’senr

y el indice de refraccion resulta diferente para la luz de diferentes frecuencias, puede ocurrir que un rayo de luz no mono-
cromatica, al pasar a un medio dispersivo difracte cada frecuencia segin un angulo ¢’ diferente, lo que daria base a la
dispersion del rayo incidente.
Obviamente, el fendmeno de dispersion no podria suceder si la luz incidente es monocromatica: se requiere la presencia de
diferentes longitudes de onda.

Medio no dispersivo
(aire)

Las diferentes longitudes de onda se
propagan en distintas direcciones

Luz no mocromatica

b) Como se sabe, cuando la luz atraviesa una lamina de caras plano-paralelas
el rayo emergente es paralelo al incidente (aunque sufre un desplazamien-
to). Por tanto, todas las A presentes en el rayo incidente atravesarian la
lamina y emergerian segln rayos paralelos al incidente, como se muestra en
la figura para un supuesto de dos longitudes de onda A, y X, diferentes. No
habria pues, dispersion, ya que las direcciones de los rayos emergentes no
son distintas, aunque si se podria observar un desplazamiento distinto para
M Yy VR
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JuNio 98
A2.— Un objeto luminoso de 2 mm de altura esta situado a 4 m de distancia de una pantalla. Entre el objeto y la panta-
lla se coloca una lente esférica delgada L, de distancia focal desconocida, que produce sobre la pantalla una imagen
tres veces mayor que el objeto.

a) Determine la naturaleza de la lente L, asi como su posicion respecto del objeto y de la pantalla.

b) Calcule la distancia focal, la potencia de la lente L y efectue la construccion geométrica de la imagen.

a) Tiene que ser una lente convergente, capaz de formar una imagen A Pantalla

real sobre una pantalla. Sabemos que una lente de este tipo forma ima-
genes reales e invertidas (salvo cuando actlla como una lupa), de modo

que los datos del enunciado pueden leerse como

y=2mm; y’'=-6mm (tres veces mayor que el objeto, invertida) T
Por otro lado, la distancia entre objeto y pantalla, es decir, la imagen,
es de 4 m; la lente se coloca en algun punto intermedio. Podemos dividir
esa distancia de 4 m en dos trozos: x m de la lente al objeto, y 4—x m de
la lente a la pantalla. Notese que la distancia objeto s debe tener signo =-x
negativo, de modo que s = —x (x es una cantidad positiva), mientras que e »
s’ = 4-x (s’ es positiva). Solo hay que usar las conocidas expresiones i ettt e

A1 v
s+s' f' M

L-2 @)

y

. ; 1 1 1
la primera de las cuales quedaria como — ==
-x 4-x f Pantalla

y la segunda nos daria el valor de x de forma inmediata:

_ =1 | objet
izix = 6X:8—2X = X m (a 0 Je o) N
-6 4-x 4-x=3m (alapantalla)

y después, volviendo a (1) con esos valores, tendriamos la distancia
focal de la lente:

1T 1 1 .3
—t+ == = f==m
-1 3 f 4
Finalmente, podemos construir la imagen, empleando dos rayos: uno
discurre paralelo al eje y se refracta para pasar por el foco imagen,
Fi; el otro se dirige hacia el centro de la lente y no se desvia.

SEPTIEMBRE 98
C3.— (En qué posicion debe colocarse un objeto delante de una lente esférica convergente para producir una imagen
virtual? Obtenga graficamente la imagen.

1\\ g’ A El objeto debe colocarse dentro de la distancia focal objeto
b de la lente, entre el foco objeto Fy y el centro O de la mis-
\“\x_‘ ma. El rayo (i) que pasa por el centro de la lente no sufre
AN ‘E‘!N“‘ desviacion al atravesarla; el rayo (ii), que incide paralela-

~ ~

mente al eje de la lente, se refracta para pasar por el foco
imagen, F,. Como puede verse, se trata de rayos divergen-
tes, cuyas prolongaciones determinan la posicion B’ de la

imagen del punto B, extremo del objeto. La imagen de AB
AFo A 0 F\
(ii)

resulta A’B’, virtual, derecha y de mayor tamafio.

(i)
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SEPTIEMBRE 98
A1.— El angulo de desviacion minima en un prisma 6ptico es de 30°. Si el angulo del prisma es de 50° y éste esta situa-
do en el aire, determine:

a) El angulo de incidencia para que se produzca la desviacion minima del rayo.

b) Elindice de refraccion del prisma.

Las relaciones matematicas pertinentes, cuando un rayo
incide en una cara del prisma, se refracta en ella e inci-

— de en su interior sobre la otra cara, para emerger final-
Normal en la mente fuera del prisma, serian
Normal en la emergencia 1.seni=n.senr, (1) Snell, incidencia
incidencia ”Jﬁ - n.senr,=1.sene (2) Snell, emergencia
o =r+r, 3)
Angulo de desviacion 8 =i+ e-a (4) }

Rayo emergente  POT consideraciones geométricas.

Rayo incidente Pues bien, el angulo de desviacion & minimo se consigue
. L ) cuando el rayo se mueve dentro del prisma segin una
Aire Vidrio (n) Aire trayectoria paralela a la base del prisma, como se reco-
ge en la figura que tenemos abajo. Es facil entender que
la simetria dentro del prisma requiere que ry = r, de

forma que, segun (3) y puesto que a = 50°, seria

A 50° =ry +r; = r{=rp=25°
¢ y, de (1) y (2), si rq = ry, se sigue que
1.seni=1.sen¢ = i=¢
“}:’jé es decir, el rayo emerge con un angulo igual al de incidencia. Asi, si
AN, el se emplea (4),
JI'1 rzk,,:;h:é// € 30°=i+€e-50° = i=¢€=40°
S y, de (1), finalmente
1.sen40° = n.sen25° = :sen40 =1,52
sen25°

Aire Vidrio (n) Aire
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JuNio 99
A2.— Un rayo de luz blanca incide desde el aire sobre una lamina de vidrio con un angulo de incidencia de 30°.
a) ;Qué angulo formaran entre si en el interior del vidrio los rayos rojo y azul, componentes de la luz blanca, si los
valores de los indices de refraccion del vidrio para estos colores son, respectivamente, ny;o= 1,612y n,,= 1,671?
b) ;Cuales seran los valores de la frecuencia y de la longitud de onda correspondientes a cada una de estas radiacio-
nes en el vidrio, si las longitudes de onda en el vacio son, respectivamente, Arjo= 656,3 nm y A,,,= 486,1 nm?
Datos: Velocidad de la luz en el vacio c=3.10"ms"’

a) La ley de Snell para la refraccion se aplica, tomando en cuenta que el

Luz blanca medio inicial es el aire, segin
1.seng = n.seng’ (1)
Aire donde n es diferente para la luz roja y azul, de modo que también lo sera ¢’.
Los valores de indice de refraccion nyjo = 1,612 'y nyyy = 1,671, llevados a
Vidrio (1), nos dan
1.sen30°=n_ seng_ =  seng,, = sen30® _ 05 _ 0,31
! ! ! Nroio 1,612
B €100 = 18°47117
para el angulo de refraccion de la luz roja, mientras que para el azul es
o
1.sen30°=n_, seng,,, =  seng, = sen30® _ 05 _ 0,299
N 1,671
e, = 17°24°39”
asi que el angulo que forman entre si los rayos rojo y azul, en el vidrio — véase la figura — es
£, —&,., =39°32”

rojo ~ Cazul
algo mas de medio grado.

b) Con las longitudes de onda en el vacio podemos calcular las frecuencias de la luz roja y azul. En efecto, en el vacio te-
nemos ¢ = Av, con c = 3.10® m/s, de modo que

c 3.10° m/s

v =S o 2 MIS 457 10" Hz
o0 T 656,3.10° m
8
v =& 310 m/s mjs — 6,17.10" Hz
. 486,1.10° m

azul

Cuando la luz cambia de medio, penetrando en el vidrio, las frecuencias de la luz roja o azul no varian, manteniendo los
valores que acabamos de obtener. Si cambian, sin embargo, las longitudes de onda, de acuerdo a

y
}\‘ _ Vrojo _ nrojo _ C

V.. =V . A_. = o=
rojo rojo ““rojo rojo Vrojo ijo nmjo ijo
8
es decir, rojo = 310" m/ 154 =407,2 nm
1,612.4,57.10" Hz
8
y, de modo analogo, A= 3.10°m/s =291,0 nm

=l 1,671.6,17 .10™ Hz
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SEPTIEMBRE 99

C3.— Calcule a qué distancia debe colocarse un objeto a la izquierda del vértice de un espejo concavo cuyo radio de
curvatura es de 12 cm para que su imagen sea tres veces mayor que el objeto. Interprete los posibles resultados y
efectue las construcciones geométricas correspondientes.

Como se sabe, las expresiones que controlan la formacion de imagenes en espejos esféricos son

LA

s s° f s = distancia objeto; s’ = distancia imagen; y = tamano objeto;
y' N y’ = tamano imagen; f = distancia focal =r/2 = -6 cm
o2 (2)
y ¢
De acuerdo con (2), si la imagen ha de ser 3 veces mayor que el objeto, entonces ha de suceder una de dos cosas:

g Yoloos ; oo Yolos
y' 3 s y 3 s

(imagen tres veces mayor y derecha) (imagen tres veces mayor e invertida)

En el supuesto a), tendriamos
s'=-3s

y, como s es negativo, eso supone que s’ sera positivo, de
modo que la imagen se forma a la derecha, detras del espejo.
Llevando esta igualdad a (1), con f = - 6 cm, tendremos
1 1 1 2 1 1

+

- = = Z§g=-— = S=——0C4M
s -3 -6 3 6 4 C

3
s'=-3s==cm
y 4
Se trataria, como se recoge en la figura, de una imagen vir-
tual, derecha y tres veces mayor que el objeto. Notese que
el objeto esta colocado dentro de la distancia focal.

En el caso b), seria

s'=3s
que, llevado a (1), produce
1 1 1 4 1
-—+—=-— > —=-— = s=-8cm
s 3s 6 3s 6
y s'=3s=-24cm

Esta vez, como intentamos mostrar en la figura, la imagen es real,
invertida y tres veces mayor que el objeto. Notese que el objeto
esta entre el foco y el centro de curvatura del espejo.
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Junio 00

C4.— a) Un rayo luminoso que se propaga en el aire incide sobre el agua de un estanque con un angulo de 30°. ;Qué
angulo forman entre si los rayos reflejado y refractado?
b) Si el rayo luminoso se propagase desde el agua hacia el aire, ;a partir de qué valor del angulo de incidencia se
presentara el fenédmeno de reflexion total?

Dato: indice de refraccién del agua = 4/3

a) La ley de Snell aplicada al caso seria

1.sen30° = g seng'

. de modo que sene':ésen30°:§ = ¢ =22°1'28"
Aire 4 8
A seria el angulo de refraccion.
ua
& El rayo reflejado, como sabemos, lo hara con un angulo de 30°, igual al de
incidencia. De este modo, el angulo entre los rayos reflejado y refractado podr-
ia conseguirse — véase la figura — sumando
120°+¢ —&' =120°+30°-22°1'28" = 127°58'32"
b) Cuando el rayo procede del
agua y se propaga hacia el aire puede suceder la reflexion total. El angulo de Aire
incidencia a partir del que sucedera la reflexion total es el angulo limite,
cuando el rayo refractado sigue la direccion de la superficie de separacion Agua
entre los medios (es decir, ¢’ = 90°). Seria, por tanto
n.seng =1.seng’' =1.1=1 = gsensL:1
es decir, seng = % g = 48°35'25"
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Junio 00
B1.— Un objeto luminoso esta situado a 6 m de una pantalla. Una lente, cuya distancia focal es desconocida, forma
sobre la pantalla una imagen real, invertida y cuatro veces mayor que el objeto.
a) ;Cual es la naturaleza y la posicion de la lente? ;Cual es el valor de la distancia focal de la lente?
b) Se desplaza la lente de manera que se obtenga sobre la misma pantalla una imagen nitida, pero de tamafo dife-
rente al obtenido anteriormente. ;Cual es la nueva posicién de la lente y el nuevo valor de aumento?

Ya que la imagen del objeto se forma sobre una pantalla, debe ser real. La
lente, por tanto, ha de ser convergente, y la imagen estara invertida, como A
sabemos. La situacion, sin entrar en detalles, deberia ser como recoge la
figura, en la que la distancia entre objeto y pantalla (imagen) es 6 m, que
se dividen en dos tramos x y 6 — X, a la izquierda y derecha de la lente,
respectivamente. Notese que x es una cantidad positiva, y que 6 — x lo es
también: de ahi que escribamos

Pantalla

s=—X ; s’ =6-Xx
como distancias objeto e imagen. Ademas, la relacion de tamanos seria
y s 1 . . .
—=—=- 1 (imagen invertida y cuatro veces mayor)
y' s

de forma que s’ = - 4s; es decir

6
b-x=-4(-x) = XTy=hzm
6-x=48m

asi que la lente estaria a 1,2 m del objeto y a 4,8 m de la pantalla. La distancia focal de la lente es inmediata, seglin la
ecuacion de las lentes

11 1 1 1 1 . 4,8
—t—=— = + — = f'=

- 4= =0,96 m
s s f -1,2 48 f 5

b) Si ahora se mueve la lente (lo que significa que la distancia objeto - imagen sigue siendo de 6 m), lo que variara sera el
valor de x. Se formara otra imagen cuando se cumpla de nuevo la ecuacion de las lentes

L | L
s s f' -Xx 6-x 0,9 B A Pantalla
de donde se sigue una ecuacion de 2° grado: A
X2~ 6x—5,76 = 0 x=4,8m
x=12m

La segunda de estas soluciones es la posicion anterior. La primera solu-
cion, con la lente a 4,8 m del objeto y a 1,2 m de la pantalla, es la que
buscamos. Se trata de la conjugada de la primera, ya que la marcha de A Fy
los rayos es en realidad la inversa que en el primer caso. Naturalmente,

la imagen seria ahora 4 veces menor que el objeto.
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SEPTIEMBRE 00

C4.— Sobre una lamina de vidrio de caras planas y paralelas, de espesor 2 cm e indice de refraccion n = 3/2, situada en
el aire, incide un rayo de luz monocromatica con un angulo 6; = 30°.

a) Compruebe que el angulo de emergencia es el mismo que el angulo de incidencia.

b) Determine la distancia recorrida por el rayo dentro de la ldmina y el desplazamiento lateral del rayo emergente.

a) La figura recoge la marcha del rayo dentro de la lamina de caras
planas, y debe ser estudiada con atencion antes de leer las ecuacio-
nes que siguen. Aplicando la ley de Snell a la refraccion en la prime-
ra cara de la lamina tenemos

1.sen, = n.seng’ (1)

y, en la segunda cara de la lamina, después del recorrido AB dentro
de la misma, la ley de Snell se escribe

n.sene' =1.send, (2)

puesto que, por evidente observacion de la figura, el angulo de
refraccién en la primera cara y el de incidencia en la segunda son
iguales. De (1) y (2) es obvio que

1.sen6, = 1.seno, = 6, =6,

b) Ahora, véase el triangulo ABC, rectangulo en C. En este triangulo

Aire Vidrio (n=1,5) Aire
., CB
cosg'=— 3)
Bttt E TR > AB
2cm A
donde CB = anchura de la lamina = 2 cm; y €’ puede obtenerse de
(1), conocidos el angulo de incidencia 6; = 30° y el indice de refrac-
cion n = 3/2 del vidrio:
sen 30°:%sens' = sens':% = g€ =19°28'17"
de modo que, de (3), seria
aB-_B __ZCMm 5 ioem
cosg' cos 19°28'17"

Por otro lado, el tridngulo AMB es rectangulo en M. Es facil comprender que el angulo en B es

6,—&' =30°-19°28'17" =10°31'44"

y, en ese triangulo

d

sen(0.—¢') = —
(0= =75

= d= ABsen(0, —¢') = 2,12.sen10°31'44" = 0,39 cm

que es el desplazamiento del rayo al atravesar la lamina.
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SEPTIEMBRE 00
B2.— Una lente convergente con radios de curvatura de sus caras iguales, y que suponemos delgada, tiene una distan-
cia focal de 50 cm. Proyecta sobre una pantalla la imagen de un objeto de tamafio 5 cm.
a) Calcule la distancia de la pantalla a la lente para que la imagen sea de tamafo 40 cm.
b) Si el indice de refraccion de la lente es igual a 1,5 ;qué valor tienen los radios de la lente y cual es la potencia
de la misma?

a) La ecuacion de las lentes resuelve ejercicios sencillos sin necesidad de A Pantalla
realizar el trazado de los rayos, aunque sin duda los dibujos ayudan a
entender los resultados y frecuentemente también a llegar a ellos; la
figura al lado muestra la resolucion grafica del problema.

Si la imagen se proyecta sobre una pantalla, sera real. También, de
acuerdo con la teoria, sera invertida, de suerte que la relacion de tama-
fios objeto-imagen se escribiria como

y 5S5cm s

Y _ == = s'=-8s
y' -40cm s’
y la ecuacion de las lentes —1+l.:% (f'=+50 cm)
s s
resuelve la cuestion —1+i:l. = —izi = s:—@=—56,25cm
s -8s f 8s 50 8

s'=-85=450cm=4,5m
e informa de que la pantalla deberia estar a 4,5 m de la lente, a la derecha de la misma.

b) La ecuacion del constructor de lentes resuelve esta pregunta:

1 1 1

=06 ! 2
r'1 rZ

donder;>0; r; <0y |r|=|r,| (los radios de las caras de la lente son igua- r;<0

les, pero de signos opuestos), de forma que

' a5yt D052 = £-05.05.2-05m s
0,5 o r, rn>0

5 = + 2 dioptrias

y la potencia de la lente P=—-=

donde deben tenerse muy presente las unidades de f’, en metros.
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MobELo 01

C3.— ;Qué tipo de imagen se obtiene con un espejo esférico convexo? ;y con una lente esférica divergente? Efectie
las construcciones geométricas adecuadas para justificar las respuestas. El objeto se supone real en ambos casos.

En la figura recogemos la formacion de la imagen en un espejo
esférico convexo. Como puede verse, empleamos esencialmente

dos rayos:

(i), que sale de B en direccién al centro de curvatura del espejo y
se refleja sin desviarse. Su prolongacion pasa por C.

(ii), que sale de B en direccion paralela al eje del espejo y se
refleja de modo que su proyeccion pasa por el foco F.

La imagen del punto B es B’, donde se cortan las prolongaciones
de los rayos (i) y (ii). La imagen del objeto AB es siempre virtual,
derecha y de menor tamafio. Ademas, como puede apreciarse

s<0; s'>0; f>0;, r>0;

En cuanto a una lente divergente, la situacion se resuelve en la

figura. Para ello, empleamos tres rayos:

(i), que sale de B y pasa por el centro de la
lente, O. No se desvia.

(ii), que sale de B y discurre paralelo al eje de
la lente; se desvia para que su prolongacion
pase por el foco imagen, F,, situado a la iz-
quierda de la lente (f’ < 0).

(iii), que sale de B y apunta en direccion al
foco objeto Fp, situado a la derecha de la
lente (f=-f > 0). Al pasar por la lente, se
desvia para orientarse paralelamente al eje de
la lente.

Como puede verse, a la salida de la lente los
tres rayos (i), (ii) y (iii) divergen, de forma que
la imagen se construye con sus prolongaciones:
B’ es la imagen de B. Asi, la imagen del objeto
AB es A’B’, virtual, derecha y de menor ta-

(i)

~ BT (iii)
-/’// ’ ‘HHHH““H__,_ Fo
- A; -
Fi )
N AR A o
—————— Sq-___-;-

mafio. Si el objeto se aleja de la lente, la imagen se hace cada vez mas pequefa. En la figura puede comprobarse que

s<0; §<0; f<0; f=—f (f>0); L>0
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Junio 01
C4.— Un rayo de luz monocromatica que se propaga en un medio de indice de refraccion 1,58 penetra en otro medio
de indice de refraccion 1,23 formando un angulo de incidencia de 15° (respecto a la normal) en la superficie de dis-
continuidad entre ambos medios.
a) Calcule el valor del angulo de refraccion correspondiente al angulo de incidencia anterior. Haga un dibujo es-
quematico.
b) Defina angulo limite y calcule su valor para este par de medios.

Un sencillo caso de refraccion desde un medio mas a otro menos refringente: Rayo incidente | Normal

siempre que estamos en este supuesto, pasando de medio con indice n; a medio
con indice n, mas pequeno, el rayo refractado se aleja de la normal, tal como
muestra la figura. Esto permite que se pueda plantear la posibilidad de llegar a n; = 1,58
una incidencia con angulo limite i, mas alla del cual no exista refraccion y, por
consiguiente, el rayo no llegue a penetrar en el medio 2, produciéndose re-
flexion total. n,=1,23

a) Una simple aplicacion de la ley de Snell:

ni.senl=n,senr = 1,58.sen 15° =1,23.senr
1.58 Rayo refractado
senr = ’—3 . sen 15° = 0,3324 = r=19,42° = 0,34 rad
b) El angulo limite i, es el angulo de incidencia que provoca un rayo refractado Rayo incidente Normal

con angulo de 90°. Si el angulo de incidencia es mayor que i. no hay refraccién
y se tiene reflexion total, como se ha dicho mas arriba. La figura muestra como
seria la situacion para el angulo limite. La ley de Snell aplicada al caso daria

ny = 1,58
ni.senl=np.senr = 1,58.sen i = 1,23.sen 90° 1 Rayo refractado
de manera que el angulo limite valdra
n;=1,23
sen i, = i’zz sen9Q° = 1’—22 =0,7785 = i =51,12° = 0,89 rad

) )

Junio 01
B1.— Un objeto luminoso de 3 cm de altura esta situado a 20 cm de una lente divergente de potencia -10 dioptrias.
Determine:

a) La distancia focal de la lente.

b) La posicion de la imagen.

c) La naturaleza y el tamafio de la imagen.

d) La construccion geométrica de la imagen.

a) La distancia focal de la lente es inmediata, pues P = - 10 dioptrias :% = f'= —% =-0,1m=-10 cm
b) La posicion de la imagen se obtiene de la ecuacion de las lentes, 1 + l = fl (f'=-10 cm)
s s
de modo que, cons =-20cmy f’ = -10 cm, se tiene —i+l=i = l:—i = s':-20 cm
-20 s' -10 s' 20 3
c) Una lente divergente produce imagenes virtuales. En cuanto al tamano, podemos deducirlo con facilidad:
20 (ii)
. . . -=—cm
y_.2 o5 X .. 3 1 = y'=1cm
y s 3cm -20cm 3

d) Los rayos empleados para conseguir la imagen son:
(i) rayo que pasa por el centro de la lente; no se desvia;

(ii) rayo paralelo al eje; se difracta de modo que su prolonga-
cion pasa por el foco imagen F;

(iii) rayo que pasa por el foco objeto Fy; se difracta horizon-
talmente al atravesar la lente.

Los tres rayos divergen tras atravesar la lente: la imagen debe
construirse con sus prolongaciones, y resulta virtual, derecha
y de menor tamaiio, coincidiendo con lo esperado. Ademas,
aparece dentro de la distancia focal de la lente, de acuerdo
con los resultados numéricos de los apartados anteriores.
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SEPTIEMBRE 01
C4.— a) Defina para una lente delgada los siguientes conceptos: foco objeto, foco imagen, distancia focal objeto y
distancia focal imagen.
b) Dibuje para los casos de lente convergente y lente divergente la marcha de un rayo que pasa (él o su prolon-
gacion) por b1) el foco objeto; b2) el foco imagen.

Véase la teoria.

SEPTIEMBRE 01
B1.— Sea un sistema optico formado por dos lentes delgadas convergentes de la misma distancia focal (f’ = 20 cm),
situadas con el eje optico comidn a una distancia entre si de 80 cm. Un objeto luminoso lineal perpendicular al eje
optico, de tamafo y = 2 cm, esta situado a la izquierda de la primera lente y dista de ella 40 cm.

a) Determine la posicién de la imagen final que forma el sistema optico y efectie su construccion geométrica.

b) ;Cual es la naturaleza y el tamafio de esta imagen?

El sistema se resuelve buscando la imagen del objeto en la primera lente, que servira después como objeto en la segunda
lente, obteniéndose finalmente la imagen en esta segunda lente. Notese, ademas, que el objeto esta colocado inicialmente
a una distancia de la lente igual al doble de su distancia focal objeto; es decir, s; = -40 cm y f; = -20 cm. Sabemos que, en
tales circunstancias, la imagen en la primera lente sera real, invertida y del mismo tamafo que el objeto: todo ello aparece
reflejado en la construccion geométrica que se nos pide. Ademas, sabemos también que la imagen se formara a la misma
distancia que el objeto, s;” = 40 cm.

Esta imagen obtenida en la primera lente sirve como objeto para la segunda lente. Notese que ahora la distancia objeto es
de nuevo s, = -40 cm, otra vez doble que la distancia focal de la segunda lente. Por tanto, la imagen vuelve a invertirse,
quedando finalmente derecha, y acaba teniendo el mismo tamafo que el objeto inicial; naturalmente, es una imagen real.
Todo ello puede resolverse de manera grafica, tal como puede verse en la siguiente construccion:

B
r y
Y
A F4
B&
Sq Sq 1 Sz So
L N e 2 >

que emplea rayos paralelos al eje del sistema, que se refractan para pasar por los respectivos focos imagen de una y otra
lente, y rayos dirigidos a los centros C; y C;, de las lentes, que no se desvian al atravesarlas.

Como acabamos de ver, se puede resolver el ejercicio de forma estrictamente grafica, ya que las condiciones son singular-
mente simétricas. No obstante, en general resulta necesario acudir a las ecuaciones de las lentes:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=

En la primera lente: —— == ot 55 T T 0w O h=40em
s, s, f -40 s, 20 s, 20 40 40
Yi_ % h:ﬂ y,=-2cm
y s, 2 40
En la segunda lente: —i+i.=l. = —i““l-:i = l:i_i:i = 5 =40cm
s, s, -40 s, 20 s, 20 40 40

y_s _ ¥y _-4
v, s, 2 40

de modo que, como ya sabiamos, la imagen generada por el sistema esta 40 cm a la derecha de la segunda lente, es real,
derecha y del mismo tamafio, 2 cm, que el objeto inicial.

y,=2cm

MopELO 02
C4.— Explique mediante construcciones geométricas qué posiciones debe ocupar un objeto, delante de una lente del-
gada convergente, para obtener:

a) Una imagen real de tamafio menor, igual o mayor que el objeto.

b) Una imagen virtual. ;C6mo esta orientada esta imagen y cual es su tamafno en relacion con el objeto?

Véase la teoria.
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Junio 02
C4.- Un objeto luminoso se encuentra delante de un espejo esférico concavo. Efectie la construccion geométrica de
la imagen e indique su naturaleza si el objeto esta situado a una distancia igual, en valor absoluto, a:

a) La mitad de la distancia focal del espejo.

b) El triple de la distancia focal del espejo.

a) Obsérvese la figura: el objeto AB esta situado a B_=
una distancia objeto s = r/4 del espejo, mitad de la ==
distancia focal, f = r/2, cuya posicion conocemos B - -

bien: equidistante entre el centro de curvatura y el
vértice del espejo.

Como siempre, debemos tener presente el criterio
de signos, que establece, acerca de los datos del
espejo y del objeto, lo siguiente:

L<0; S = j:L<O; y>0

2 2 4

Ahora, la formula para la posiciéon s’ de la imagen,
que es la conocida

r<0; f=

Notese que esto significa que la imagen se forma a la derecha del espejo, donde s’ es positivo. Ademas, eso implica que ha
de formarse con la prolongacion de los rayos reflejados en el espejo, de modo que ha ser virtual. En cuanto al tamafo de la
imagen, la formula es

= =-= = 7.:_7:1 = y’=2y>0

es decir, la imagen es derecha y de tamano doble que el objeto. En resumen, imagen virtual, derecha y de doble tamafio.
La imagen, por lo demas, se ha construido en la figura empleando los rayos: i), paralelo al eje y que se refleja en el espejo
para pasar por el foco; ii) pasando por el centro de curvatura, que se refleja sobre si mismo. Los rayos son divergentes, y
sus prolongaciones forman la imagen virtual, como ya se ha

visto.
b) Ahora el objeto se ha distanciado del espejo hasta s = 3f = B
3r/2. Los datos acerca del espejo y del objeto son A

r r y

r<0; f=-<0; s=3f=3—-<0; y>0

2 2 A
y las cuentas, para la posicion s’ de la imagen, quedan
1,11 - l_l_l_i_i 2_2_4 S
s s f s' V 3/
Por tanto, s’ = % <0

3r /
y el tamafo imagen resulta y__s = - = = y’ = —% <0
y

De modo que la imagen es real, invertida y de tamafio mitad que el obJeto. Aparece exactamente en el punto medio en-
tre el centro de curvatura y el foco, y la figura emplea los mismos rayos i) y ii) que en el apartado anterior, aunque en esta
ocasion convergen para dar una imagen real e invertida.
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Junio 02
A2.— Un sistema optico centrado esta formado por dos lentes delgadas convergentes de igual distancia focal (f = 10 cm)
separadas 40 cm. Un objeto lineal de altura 1 cm se coloca delante de la primera lente a una distancia de 15 cm. De-
termine:

a) La posicion, el tamafo y la naturaleza de la imagen formada por la primera lente.

b) La posicion de la imagen final del sistema, efectuando su construccion geométrica.

a) La construccion grafica de la imagen se muestra en la ima- A A
, ) : 40 cm
gen. Los calculos en la primera lente son sencillos: b e »
. B
—1+1,=1, = —i+l.:i = 5 =30cm
s, s, f -15 s, 10 y
. y Fi F, G
h:i = y1:£ = y1:-2cm A F1 CI FZ‘
y s, 1 -15 ¥
y responden a las preguntas: la imagen en la primera lente es '
real, invertida, de tamafio doble que el objeto, y esta situada L, = +__f_2_,
a 30 cm a la derecha de la primera lente, exactamente en el fy
foco objeto de la segunda lente, como es facil de ver. *“‘5‘1“‘:; ““““ s; R
v

b) Sabemos que un objeto dispuesto a la distancia focal de una
lente convergente produce una imagen real, invertida y de
tamano infinito, que se forma a distancia infinita. La imagen
muestra como los rayos que atraviesan la segunda lente resultan paralelos, de forma que se cortaran a distancia infinita.

SEPTIEMBRE 02
C3.- Una superficie de discontinuidad plana separa dos medios de indices de refraccién n; y n,. Si un rayo incide desde
el medio de indice n4, razone si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) Siny > n; el angulo de refraccion es menor que el angulo de incidencia.

b) Si ny < n; a partir de un cierto angulo de incidencia se produce el fenémeno de reflexion total.

La ley de Snell es lo Unico que necesitamos saber. En la refraccion desde el medio 1, con indice n;, al medio 2, de indice n,,
la ley exige que

ns.seni=n;.senr
a) de modo que, si ny > n,, se sigue que senr>seni = r>i
y el apartado a) es, por tanto, falso: al pasar a un medio de refraccion mayor, el rayo se aleja de la normal.

b) esta vez, puesto que n, < n,, se sigue que seni>senr = i>r

de modo que el rayo, en la refraccion, se acerca a la normal. En consecuencia, este apartado es también falso: no puede
producirse reflexion total, que requiere la condicion previa r > i.

SEPTIEMBRE 02
B2.- Una lente delgada convergente proporciona de un objeto situado delante de ella una imagen real, invertida y de
doble tamaio que el objeto. Sabiendo que dicha imagen se forma a 30 cm de la lente, calcule:
a) La distancia focal de la lente.
b) La posicion y naturaleza de la imagen que dicha lente formara de un objeto situado 5 cm delante de ella, efec-
tuando su construccion geométrica.

Véanse problemas SEPTIEMBRE 97 A1, JuNio 98 A2, Junio 00 B1, SEPTIEMBRE 00 B2, entre otros.
Sol.- a) 10 cm; b) s’ = =10 cm; virtual, derecha y de 10 cm.

MobELo 03
C3.- Un rayo de luz monocromatica que se propaga en el aire penetra en el agua de un estanque:
a) ;Qué fenomeno luminoso se origina al pasar la luz del aire al agua? Enuncie las leyes que se verifican en este
fenémeno.
b) Explique si la velocidad, la frecuencia y la longitud de onda cambian al pasar la luz de un medio a otro.

Véase la teoria.
Sol.- a) refraccion; b) cambian velocidad y longitud de onda; no cambia la frecuencia.
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MobELo 03
B2.- Una lente convergente de 10 cm de distancia focal se utiliza para formar la imagen de un objeto luminoso lineal
colocado perpendicularmente a su eje optico y de tamafioy = 1 cm.
a) ;Donde hay que colocar el objeto para que su imagen se forme 14 cm por detras de la lente? ;Cual es la natura-
leza y el tamafio de esta imagen?
b) ;Dénde hay que colocar el objeto para que su imagen se forme 8 cm por delante de la lente? ;Cual es la natura-
leza y el tamafio de esta imagen?
Efectte la construccion geométrica en ambos casos.

Suponemos, como siempre, el objeto situado a la izquierda de la lente y la marcha de los rayos de izquierda a derecha, con
todos los criterios de signos habituales.

a) Enfocaremos este primer apartado de un modo distinto al habitual: generalmente, lo mas practico es emplear las ecua-
ciones de las lentes y del aumento lateral para resolver numéricamente las cuestiones, y realizar después (o al mismo tiem-
po) las construcciones geométricas de las imagenes. Ya que esta vez nos dan la posicion de la imagen, aprovecharemos para
obtener inicialmente una solucion grafica del problema, y haremos las cuentas a continuacion.

Sabemos que, si una lente convergente forma una imagen detras
de la lente, tiene que ser real e invertida: ese debe ser nuestro
caso. Deberiamos dibujar la lente y colocar sus focos objeto e
imagen a 10 cm de la misma, uno a cada lado. Después colocamos A
la imagen invertida y a la derecha de la lente, en la posicién
indicada en el enunciado. M~ ~_ |7

B

Empleando el principio de reversibilidad, podemos dibujar la FooA
marcha de los rayos procedentes del objeto. Uniendo B’ con el A Fo
centro de la lente tenemos la direccion de uno de los rayos (i)

que han de salir de B; imaginando un rayo que se desvié paralelo i3
al eje tras atravesar la lente, tenemos el rayo (ii) que salié de B TS LAV -
hacia el foco objeto Fp; la convergencia de ambas direcciones

sefala la posicion del objeto. Podriamos emplear ahora una regla

para medir s y responde a la cuestion. También podriamos medir y’ y conocer el tamaio de la imagen.

Naturalmente, se espera que obtengamos esos resultados mediante los calculos oportunos, que resultarian acordes con
nuestra construccion geométrica. Tenemos f’ =10 cm y s’ = 14 cm, de modo que sera:

11 1 11 1 1 1

—t—=— -——4+—=— = -=-— = s=-35cm
s s f' s 14 10 s 35
y sabemos que es una imagen real e invertida. Su tamafo resulta
yo_s ooy _14 y':—3=-0,4cm
y s 1 -35 5

dos veces y media menor que el objeto.

b) Empecemos ahora con las ecuaciones. Sabemos que f’ = 10 cm y s’ = -8 cm, pues la imagen se ha formado a la izquierda
de la lente, delante de la misma. Por tanto,

11 1 1 1 1 1 1 1 9 40
— = s=-

s s f s 8 10 s 8 10 40

el objeto tuvo de colocarse a 4,44 cm delante de la lente, dentro de su distancia focal ,

objeto. Como sabemos, es asi como debe suceder para que la imagen aparezca a la iz- ~B

quierda de la lente. Ademas, también sabemos que es virtual, pues ha de formarse nece- "B~
F

y

cm=-4,44 cm

e
P
o
(a]

v3

sariamente con las prolongaciones de los rayos desviados por la lente. El tamano resultara y

y' s’ y' -8 .9 Fo
v s = 1T 4 =y 5cm 1,8 cm A ~Z
’ <> (i)
mayor que el objeto. Todo ello esta de acuerdo con la construccion grafica que se adjun- «————3
ta; en ella se muestran los rayos (i), que sale del objeto y pasa por el centro de la lente =-8cm Y
sin desviarse, y (ii), que sale del objeto paralelo al eje y se refracta para pasar por el
foco imagen a la derecha de la lente. Las prolongaciones de estos rayos divergentes proporcionan la imagen A’B’.

s)
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JuNio 03
C4.- Un haz luminoso esta constituido por dos rayos de luz superpuestos: uno azul de longitud de onda 450 nm y otro
rojo de longitud de onda 650 nm. Si este haz incide desde el aire sobre la superficie plana de un vidrio con un angulo
de incidencia de 30°, calcule:

a) El angulo que forman entre si los rayos azul y rojo reflejados.

b) El angulo que forman entre si los rayos azul y rojo refractados.

indice de refraccion del vidrio para el rayo azul: n = 1,55 indice de refraccion del vidrio para el rayo rojo: njo=1,40

a) En la reflexion, la luz azul y la luz roja se mueven en la misma direccion,

formando un angulo de 30° con la normal en el punto de incidencia, tal como . R_EW Nc'rlmal »

se muestra en la figura. Por supuesto, las longitudes de onda no cambian, incidente | Reflexion: Vazui + Vrojo

puesto que la luz no experimenta cambio de medio. La respuesta formal seria, |

por tanto, 0°. 30°

30°

b) Al cambiar de medio y entrar en el vidrio, la luz roja y la luz azul se mue-
ven con diferente velocidad y, por tanto, con distinto indice de refraccion:
estamos ante un fenémeno de dispersion de la luz. Tenemos, pues, que apli-
car la ley de Snell a cada una de ellas, para obtener los correspondientes
angulos de refraccion, que seran diferentes:

Para el rayo de luz azul: 1.sen 30° = 1,55.sen ryy

Vazul VfUiD
de donde sen Iy = 0,3226 = lazu = 18°49°9”
Para el rayo de luz roja: 1.sen 30° = 1,40.sen rro;0
de donde Sen o0 = 0,3571 = Mojo = 20°55°29”

asi que el angulo a que forman ambos rayos refractados, que puede verse en la figura, resulta ser
a =20°55’29” - 18°49°9” = 2°6’20”
Aungue no se plantee esta cuestion en el ejercicio, una aclaracion: la longitud de onda de ambos rayos, una vez en el vi-

drio, habra cambiado. Como se recordara, la frecuencia de los rayos incidentes, una para el rayo azul y otra para el rayo
rojo, es lo que se mantiene invariante al cambiar de medio; no asi las longitudes de onda.

JuNio 03
A2.— Un objeto de 1 cm de altura se sitia a 15 cm delante de una lente convergente de 10 cm de distancia focal.
a) Determine la posicion, tamafo y naturaleza de la imagen formada, efectuando su construccion geométrica.
b) ;A qué distancia de la lente anterior habria que colocar una segunda lente convergente de 20 cm de distancia
focal para que la imagen final se formara en el infinito?

a) La distancia objeto es s = -15 cm; la distancia focal f’ = 10 cm. La imagen se forma en una posicion s’ que se obtiene de

resolver

1 . _L+l:i = i1 = s =30cm

s s f' -15 s' 10 s’ 30

de modo que aparece detras de la lente; es, por tanto, real. Su tamafo y orientacion la tenemos de
y' s - y' 30

y s 1 15
asi que es invertida y de doble tamafio que el objeto.

= y'=-2cm

b) La teoria nos ensefia que un objeto colocado en A 50 cm A
el foco de lente divergente produce rayos parale- B e b »
los al atravesarla, de modo que la imagen se for-

ma a distancia infinita. Por tanto, la imagen que y ' F, /
acabamos de obtener en la primera lente, que -
debe actuar como objeto para la segunda, debera A Fi G F2
estar en su foco; por tanto, a 20 cm de distancia
de ella. Como esta imagen se formo a 30 cm de la
primera lente, parece claro que la distancia entre < £,

« ——— > b ——— - ———- >

las lentes debera ser d = 30 + 20 = 50 cm. i

La figura muestra como seria la formacion de las 3
imagenes en ambas lentes, especialmente en lo v v
que se refiere a la segunda lente y la aparicion de

una imagen a distancia infinita.
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SEPTIEMBRE 03
C4.- a) Explique qué son una lente convergente y una lente divergente. ;Como estan situados los focos objeto e ima-
gen en cada una de ellas?
b) ;Qué es la potencia de una lente y en qué unidades se acostumbra a expresar?

Véase la teoria.

SEPTIEMBRE 03
B2.- Por medio de un espejo concavo se quiere proyectar la imagen de un objeto de tamafio 1 cm sobre una pantalla
plana, de modo que la imagen sea invertida y de tamafo 3 cm. Sabiendo que la pantalla ha de estar colocada a 2 m del
objeto, calcule:

a) Las distancias del objeto y de la imagen al espejo, efectuando su construccion geométrica.

b) El radio del espejo y la distancia focal.

a) Hagamos las cuentas, antes que nada. La formula para la
posicion en la formacion de imagenes en un espejo conca-

vo, y la que nos informa sobre el tamano de la imagen son
Pantalla

las conocidas m
- — = »
1 1 1 y s
—+ === 1); = =-= 2
s s f M y' s’ ) B
3
donde, de los datos del problema, sabemos que y = 1 cm;
y’ = -3 cm, de manera que podemos deducir, de (2): | C y F o
A A
i:—i, = s’ =3s 3) i)
-3 s i) - ————=
asi que sabemos ahora que las distancias objeto s e imagen Y’ ——————— A
s’ estan esa relacién. Ademas, ya que el enunciado afirma
que la pantalla donde se forma la imagen esta a 2 m del ———— o
objeto, es facil concluir que B’ s’
$’=-2+5s (4) :7._ ____________________________
donde debe tenerse presente, para comprender el signo
negativo antes del 2, que todas las cantidades son negati-
vas, de acuerdo con el criterio habitual de signos: la figura deberia aclarar eso.
Asi las cosas, de (3) y (4) se despeja facilmente s=-1m; s’=-3m

b) Ahora es muy sencillo obtener la distancia focal, f. De (1), conocidas sy s’, se tiene

1 1 1 4 1 3 3

— 4+ —= = — == = f=—-—m = r=2f=-—m

-1 3 f 3 f 4 2

En cuanto a la construccion geométrica de la imagen, es la clasica para un espejo esférico concavo, con imagen real, inver-
tida y de mayor tamaiio. El objeto, como sabemos y confirma la figura, esta colocado entre el centro de curvatura y el
foco. Los rayos que se han dibujado, como siempre, son i) y ii), que pasan respectivamente por el foco y el centro de curva-
tura.

MobELo 04

C4.- a) ;Qué combinacion de lentes constituye un microscopio? Explique mediante un esquema grafico su disposicion
en el sistema
c) Dibuje la marcha de los rayos procedentes de un objeto a través del microscopio, de manera que la imagen fi-
nal se forme en el infinito.

Véase la teoria.
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MobELO 04
B2.- Un espejo esférico convexo proporciona una imagen virtual de un objeto que se aproxima a él con velocidad
constante. El tamafio de dicha imagen es 1/10 del tamafo del objeto cuando éste se encuentra a 8 m del espejo.

a) ;A qué distancia del espejo se forma la correspondiente imagen virtual?

b) ;Cual es el radio de curvatura del espejo?

c) Un segundo después, el tamario de la imagen formada por el espejo es 1/5 del tamafio del objeto. ;A qué distan-

cia del espejo se encuentra ahora el objeto?
d) ;Cual es la velocidad del objeto?

a) De nuevo las ecuaciones para la formacion de imagenes en un espejo esférico, esta vez convexo. Se trata de

LI oy Y3 @)
s s f y s

y sabemos esta vez que f > 0, ya que el foco esta

a la derecha del espejo, igual que su centro de

curvatura. Igualmente, sabemos que la imagen

que se formara sera virtual y derecha, asi que y i)

>0ey’ >0.

Conocemos la relacion de tamafos obje- ﬂl___B

to-imagen cuando el objeto esta a 8 m del espe- A ~
jo, es decir, cuando s = -8 m (jténgase siempre y -
presente el convenio de signos!). Asi que (2) nos 0

da esta ocasion A
5
- S
y_1._ 5 s’ =-0,1s= 0,8 m
y' 0,1 s

lo que responde a la primera pregunta: la ima-
gen se forma a 80 cm a la derecha del espejo.

b) Ahora, de (1), conocidas s y s’, se sigue que

1 1 1 1 10 1 8 16
—+—== > @ ——4+=== = f=—m = r=2f=—m
-8 0,8 f 8 8 f 9 9
c) Hay que repetir los calculos del apartado a), para encontrar el valor que tiene s ahora, puesto que el objeto se ha movi-
do hacia la derecha, acercandose al espejo. Empecemos notando que, ya que el tamafo imagen es ahora 1/5 del objeto, (2)
queda como

I
I
|
\

U
[
|

y ahora (1), que se escribe 1
s

g = s= 22 _.35m

11
+%_? =

d) De modo que, en 1 s, el objeto ha pasado de estar a 8 m del espejo a colocarse a 3,56 m, siempre a su izquierda y
acercandose a él: ha recorrido 8 - 3,56 = 4,44 m. La velocidad, supuesta constante, es obvia:

V=4,44m/s
Esta velocidad tiene signo positivo, ya que el objeto se mueve hacia la derecha y ese es nuestro criterio de signos. De modo
mas formal, véase que el desplazamiento en 1 s ha llevado al movil desde la posicion inicial -8 m (8 m a la izquierda del

espejo) a la posicion final -3,56 m (sigue a la izquierda del espejo). El desplazamiento en 1 s que hemos empleado mas
arriba ha sido

la nueva posicion del objeto.

As = posicion final - posicion inicial = -3,56 - (-8) = 4,44 m
una cantidad positiva.

Junio 04
C4.- a) ;Qué tipo de imagen se obtiene con un espejo esférico convexo?
b) ;Y con una lente esférica divergente?
Efectlie las construcciones geométricas adecuadas para justificar las respuestas. El objeto se supone real en ambos
casos.

Véase la respuesta para MobeLo 01 C3, que plantea exactamente la misma cuestion.
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Junio 04
B2.- Un rayo de luz monocromatica incide sobre una cara lateral de un prisma de vidrio, de indice de refraccion
n =+2 . El angulo del prisma es a = 60°. Determine:
a) El angulo de emergencia a través de la segunda cara lateral si el angulo de incidencia es de 30°. Efectie un es-
quema grafico de la marcha del rayo.
b) El angulo de incidencia para que el angulo de emergencia del rayo sea de 90°.

a) La figura muestra la marcha del rayo a través del prisma.
Incide en la cara lateral izquierda en el punto A, desde el

aire, con un angulo de incidencia de 30°, y experimenta una 60°
primera refraccion. La ley de Snell exige que N_CWF‘T| en la
1.sen 30° = 2 .sen rk = senrqy= ! = r;=20°42’17” Ry Normal en_la
22 emergencia

De otra parte, sabemos que ry +ry = 60°
de modo que r; es inmediato, —

ry = 60° - ry = 60° - 20°42°17” = 39°17°43” Rayo incidente
El rayo incide, pues, en B con este angulo, para que suceda
una segunda refraccién, esta vez del vidrio al aire. La ley de Rayo emergente

Snell se escribe ahora
V2 .sen r,=1.seni, = seni, =0,8956 = i, =63°3529"

b) Esta vez hemos de buscar el valor de i;. Procedamos justamente del revés, hacienda el camino del rayo en sentido inver-
so. En la refraccion en B, después de atravesar el prisma, debe ser i, = 90°, como se nos pide. Eso implica que la ley de
Snell, en esa refraccion, queda

V2 .sen r, = 1.sen 90° = 1 = senr, = = r, = 45°

i

de modo que el angulo r;, tiene que haber sido 45°. Como la suma de r; y r, ha de ser 60°, se deduce que ry = 15°. Y asi,
escribiendo la ley de Snell en A, en la primera refraccion del aire al vidrio,

1.sen iy =2 .sen 15° = seni; =0,3660 = iy = 21°28’15”
obtenemos cual tendria que haber sido el angulo de incidencia.

SEPTIEMBRE 04
C3.- a) Defina el concepto de angulo limite y determine su expresion para el caso de dos medios de indices de refrac-
cion nq y ny, si ny>n,.
b) Sabiendo que el angulo limite definido entre un medio material y el aire es 60°, determine la velocidad de la
luz en dicho medio.
Dato: Velocidad de la luz en el vacio, ¢ = 3.10° m/s

a) Cuando un rayo de luz se refracta al
pasar de un medio a otro, el angulo de Normal Normal
refraccién r es mayor que el incidencia i ! Rayo refractado |
cuando el rayo pasa de un indice de re- I |
fraccion a otro menor, es decir, cuando la : r \ N :
luz pasa de un medio mas lento a otro ! r=90°
mas rapido. En las condiciones del enun- I
ciado, la luz tendria que ir del medio 2,
con indice n,, al medio 1, con indice n;. m I n

En tal supuesto, el rayo se refracta I —
alejandose de la normal. Eso permite que, \

si el angulo de incidencia va aumentando
progresivamente, se alcance finalmente un
valor i_ para el que resulte r = 90°, de
manera que si i sigue aumentando, no
habra refraccion, produciéndose la reflexion total. El angulo limite, pues, es aquel que cumple, aplicando la ley de Snell

Ny

Rayo refractado

Rayo incidente !
Rayo incidente

. . n
n,.sen i = ny.sen 90° = sen i = —*
2
b) Si se trata de aire, ny = 1, y el angulo limite es i, = 60°, podemos hallar con facilidad el indice de refraccion del medio
material, que sera n,, y deducir de él la velocidad de la luz en este medio:
n 1 C c 3.10°

n,=—2=—= =115 ; n,=— = V,=—-= =2,60.10° m/s
seni  sen 60° v n 1,15
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SEPTIEMBRE 04
B1.— Un objeto luminoso de 2 cm de altura esta situado a 4 m de una pantalla. Entre el objeto y la pantalla se coloca
una lente esférica delgada, de distancia focal desconocida, que produce sobre la pantalla una imagen tres veces mayor
que el objeto. Determine:

a) La posicion del objeto respecto a la lente y la clase de lente necesaria.

b) La distancia focal de la lente y efectue la construccion geométrica de la imagen.

Véanse Junio 98 A2 y Junio 00 B1, idénticos es este ejercicio.
Sol.- a) Objeto a 1 m de la lente convergente; b) 1,5 m

MopELo 05
C2.- Delante de una lente convergente se coloca un objeto perpendicularmente a su eje 6ptico:
a) ;A qué distancia de la lente debe colocarse para obtener una imagen de igual tamafo e invertida? ;Cual es la
naturaleza de esta imagen?
b) ;A qué distancia de la lente debe colocarse para obtener una imagen de doble tamafo y derecha? ; Cual es la
naturaleza de esta imagen?
Efectue la construccion geométrica en ambos apartados.

. 1
Las ecuaciones ——

——=—= ;. === resuelven ambas cuestiones. En efecto,
]

[

a) Naturalmente, suponemos y > 0. Si la imagen ha de ser de igual tamano e invertida, parece claro que y’ =-y. En conse-
cuencia,

Y_os oL Ys L g
y s -y s
y, por tanto, 111 = 111 = 21 = s=-2f
s’ s f -s s f s f

el objeto debe colocarse a una distancia de la lente igual al doble de la distancia focal. Téngase presente que f’ > 0, y por
tanto, s <0, ya que esta a la izquierda de la lente, en el espacio objeto. La imagen, como puede verse en la construccién al
final del problema, es real e invertida.

b) Esta vez debe ser y’ = 2y, una imagen de doble tamano que el objeto y derecha. Las ecuaciones nos dan

Y. 5 Y2 o gods
y' s’ 2y s’
de modo que s’ < 0, igual que s. Llevando esto a la ecuacion de las lentes,

11 1 11 1 1 1 f'

———=— = @ ———=— = - == = S=-—

s' s f 2s s f° 2s f’ 2
tenemos que el objeto debe estar situado dentro de la distancia focal, en el punto medio entre el foco y la lente La imagen
es esta vez virtual y derecha.

La construccion geométrica de las imagenes en ambos casos aparece a continuacion:

A
\
~

‘\\§
A ‘rx\\ . A
4 » \\1 ~
\ ,
f y f
- — o - ———— » f- —— > ————— >
y y
I;0 l:I , FO .___S__. E\
Y -—————— »
s'=f'
s = -2f" s’ = 2’
- —————— S — e — - -
v v
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MobELO 05
B1.- Se tienen tres medios transparentes de indices de refraccion n;, n, y n; separados entre si por superficies planas
y paralelas. Un rayo de luz de frecuencia v = 6.10' Hz incide desde el primer medio (n; = 1,5) sobre el segundo for-
mando un angulo 6; = 30° con la normal a la superficie de separacién.
a) Sabiendo que el angulo de refraccion en el segundo medio es 0, = 23,5°, ;cudl sera la longitud de onda de la luz
en este segundo medio?
b) Tras atravesar el segundo medio, el rayo llega a la superficie de separacién con el tercer medio. Si el indice de
refraccion del tercer medio es n; = 1,3, ;cual sera el angulo de emergencia del rayo?
Dato: Velocidad de la luz en el vacio c=3.10m/s

Una observacién previa: a menudo, cuando se discute el comporta-
miento de una lamina de caras planoparalelas, el medio externo es el
aire, en ambos lados de la lamina. Uno de los resultados que se des-
tacan es el paralelismo de los rayos incidente y emergente: el rayo
no se desvia, aunque si se desplaza. Pues bien, este ejercicio intro-
duce una diferencia, ya que los medios a ambos lados de la lamina
son distintos, con indices de refraccion n, y n;. Los rayos incidente y
emergente, como sugiere la figura, ya no van a ser paralelos.

ny=1,5 Nz N

a) Comenzamos aplicando la ley de Snell a la primera refraccion, que
se escribe
1,5.sen 30° = n,.sen 23,5° = n, =1,88

Ahora, debemos tener presente que la frecuencia de la luz, 6.10™ Hz
sera la misma en cualquier medio, pero no su longitud de onda. Para
hallar la correspondiente a este medio n,, recordemos

C C c 3.10°
n=—=— = )\2=—:714:265,96nm
v, AV n,v 1,88.6.10

2 2

b) Y ahora, otra aplicacion de la ley de Snell, esta vez en el punto B, al pasar del medio 2 al 3. Notese que la simetria, en la
figura, deja claro que el angulo de incidencia es 23,5° en esta refraccion:
1,88.sen 23,5°

1,88.sen 23,5° = 1,3.sen 65 = sen 03 = S =0,5767 = 0; = 35°12’56”

Junio 05
C4.- Sobre una lamina transparente de indice de refracciéon 1,5 y 1 cm de espesor, situada en el vacio, incide un rayo
luminoso formando un angulo de 30° con la normal a la cara. Calcule:
a) El angulo que forma con la normal el rayo que emerge de la lamina. Efectle la construccion geométrica corres-
pondiente.
b) La distancia recorrida por el rayo dentro de la lamina.

Esta vez estamos ante una aplicacion tipica de una lamina
de caras planoparalelas situada en el vacio. Como sabemos,
el rayo de luz que llega a la cara izquierda de la lamina con
un angulo de incidencia de 30° emergera, tras atravesar la
lamina, con el mismo angulo de emergencia, 30°, sin expe-
rimentar desviacion, aunque si habra sufrido un desplaza- ip=30°

miento lateral. Todo ello queda reflejado en la figura, que =~  -——-4 -
muestra el camino del rayo a través de la lamina. NormalenA A

Rayo incidente

a) En efecto, la aplicacion de la ley de Snell en las dos re-
fracciones que experimenta el rayo, en los puntos A y B,

implica que ~a B NormalenB
enA: 1.sen30° =1,5.senr, (1)
enB: 1,5.senr,=1.seni, (2)
y, puesto que ry = r, por razones obvias, se sigue que +_____P_=_1_ET _____ _ Rayo emergente
sen 30°=sen i, = i =30°

b) Podemos usar (1), o (2), para hallar el angulo ry, 0 ry,
indistintamente, ya que ambas son en realidad la misma ecuacion. De (1) tenemos:

o
1.sen 30° = 1,5.sen ry = senry = sen 30 =0,3333 > ry=19°28’16"
Ahora, en el triangulo ABM de la figura, resulta cosry = AM = lcm = AB = 1cm =1,06 cm
AB AB cosr,
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SEPTIEMBRE 05
C4.- Se tiene un prisma 6ptico de indice de refraccion 1,5 inmerso en el aire. La seccién del
prisma es un triangulo rectangulo isésceles como muestra la figura. Un rayo luminoso incide per-
pendicularmente sobre la cara AB del prisma. -
a) Explique si se produce o no reflexion total en la cara BC del prisma.
b) Haga un esquema grafico de la trayectoria seguida por el rayo a través del prisma. ;Cual es
la direccion del rayo emergente?

a) Sea M el punto de la cara izquierda en que incide el rayo: no se produce desvia- B
cion alguna, puesto que indice normalmente a la cara. La trayectoria dentro del
prisma es MP, de modo que el rayo incide en P haciendo un angulo de 45°, por razo-

nes geométricas obvias, con la normal en ese punto. Un eventual rayo refractado, n:}rm&l
saliendo al aire, deberia cumplir la ley de Snell, en términos
1,5.sen 45° = 1.sen r M P/
ecuacion sin solucion, toda vez que el primer miembro es mayor que 1, y sen r no 450\/
puede ser mayor que 1. Literalmente, Snell nos esta diciendo que no hay rayo re-
fractado, ya que no hay forma de cumplir la ley. ’
B Dicho de otro modo: al refractar del vidrio al aire, pode-
nor/mal mos hablar de angulo limite, i,, cuando el rayo refracta- A N C
o do sale con angulo de 90°, como se ve en la figura a la
o >90° izquierda. El angulo de incidencia de la luz en P, dentro
i\ del prisma, tendria que ser i, y su valor seria (de nuevo,
Snell):
' 1,5.seni . =1.sen90°=1 = i = 41°48°37”
A valor que, por cierto, es el angulo limite del vidrio al agua. Volviendo entonces a nuestro caso,

C  en la figura de arriba: el angulo de incidencia en P es mayor que 41°48’37”, asi que no hay re-
fracciéon y estamos, por tanto, ante reflexion total.

b) Por lo tanto, el rayo se refleja en N, dentro del vidrio, verticalmente y hacia abajo, ya que el angulo de reflexion debe
ser también de 45°. El rayo llega a N, incidiendo normalmente de nuevo, ahora en la cara AC, y emerge del prisma, sin
desviarse en esta segunda refraccion, verticalmente y hacia abajo. Estamos ante un bonito medio periscopio: otro como
este situado mas abajo, y tenemos a un oficial de submarino curioseando desde debajo del agua.
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SEPTIEMBRE 05

A2.— Un sistema optico esta formado por dos lentes delgadas convergentes, de distancias focales 10 cm la primera y 20
cm la segunda, separadas por una distancia de 60 cm. Un objeto luminoso de 2 mm de altura esta situado 15 cm delan-

te de la primera lente.

a) Calcule la posicion y el tamafo de la imagen final del sistema.
b) Efectue la construccion geométrica de la imagen mediante el trazado de rayos correspondiente.

a) Un sistema formado por dos lentes delgadas tiene, en general, el mismo tratamiento que una lente sencilla: se construye
la imagen del objeto en la primera lente, y esta imagen actla como objeto en la segunda lente, para producir la imagen
final del objeto en el sistema. Resulta muy Util trabajar con una construccion geométrica ante nosotros, ya que facilita la
comprension de las sucesivas distancias objeto e imagen con que debemos manejarnos. Asi, en el caso que nos ocupa, po-

B

»
-

r 3
A 60 cm / .
fe - > y
B
A
y Fy' A C;
A F1 Cl Fz F}_' A’
Y1
Sk
"“ﬂr’ B1 ————fz—.————*
Sq \ S1q Sz \ Sz

mismo trabajo dos veces seguidas.
En la primera lente:
distancia focal imagen,

, 1
asi que podemos poner ,
s
1

y ademas Yo

y

fi’ =10 cm;

1

o f

1

30

distancia objeto, s; =-15cm;

=2 -2
s -15

1

54

=

1 1

15 10

y1=-2y = -4 mm

tamano objeto,

=

demos comenzar por el apartado
b), recogido en la figura adjun-
ta.

Estidiese con atencion la mar-
cha de los rayos. El objeto AB
esta entre F, y 2F,, ante la pri-
mera lente: su imagen AB; es
real, invertida y de mayor ta-
mano. La imagen A,B; actua
como objeto para la segunda
lente, hallandose de nuevo en-
tre F, y 2F,, de modo que la
imagen de A;B; en esta segunda
lente acaba siendo A’B’, real,
invertida y de mayor tamano
que AB;.

Como puede verse, en realidad
no se trata mas que hacer el

Aplicamos ahora las leyes de construccion de imagenes en una lente, paso por paso:

y=2mm

s;’ =30 cm

de modo que la imagen A;B; se forma 30 cm a la derecha de la primera lente; es invertida y de doble tamafo que el objeto
inicial. Podemos comprender inmediatamente, mirando la figura cual es la distancia imagen en la segunda lente, s,, ya que

conocemos la distancia entre las lentes.
En la segunda lente:

distancia focal imagen, f,” = 20 cm;

, 1
asi que podemos poner - -
s

2

y ademas LA
Y

f,

5, _ 60
S -30

distancia objeto, s, = -30 cm;

1

5,

=

1 1

30 20

y’ =-2y; =8 mm

tamano objeto, y; =

=

-4 mm

s;” =60 cm

asi que la imagen final acaba formandose a 60 cm de la segunda lente, es real y derecha con respecto al objeto inicial, y su

tamano es 4 veces mayor.

MoDELO 06

C4.- Un objeto de 1 mm de altura se coloca a una distancia de 1 cm delante de una lente convergente de 20 dioptrias.
a) Calcule la posicion y el tamafio de la imagen formada, efectuando su construccion geométrica.
b) ;Se podria recoger esta imagen en una pantalla? ;Qué instrumento optico constituye la lente convergente utili-

zada de esta forma?

Sol.- a) 1,25 cm delante de la lente; 1,25 mm; b) No. Lupa.
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MobELO 06
A2.- Delante de un espejo concavo de 1 m de radio y a una distancia de 0,75 m se coloca un objeto luminoso de tama-
fio 10 cm.
a) Determine la posicion, la naturaleza y el tamafo de la imagen formada por el espejo.
b) Si desde la posicion anterior el objeto se acerca 0,5 m hacia el espejo, calcule la posicién, la naturaleza y el
tamario de la imagen formada por el espejo en este caso.
Efectte la construccion geométrica en ambos casos.

a) Hagamos las cuentas, en principio sin hacer la construccion geométrica, aunque si con las ideas relativas a signos en la
cabeza, al menos en lo que respectaa r <0, f<0, s<0, y>0, todos ellos facilmente comprensibles para un espejo conca-
vo. Las férmulas son:

1 1 1 S
SeS=c () y__ 2 )
s s f y s
Y, en (1), conocemos f=r/2=-0,5m; s=-0,75m
asi que s’ es inmediata: 1 + L = l = 2 = s"=-1,5m
-0,75 s' -0,5 s 3

y la imagen se forma a la izquierda del espejo, a 1,5 m de su centro. Tiene que ser una imagen real, ya que se va a formar
con los rayos reflejados en el espejo, y no con sus prolongaciones (en este caso, s’ seria positiva, pues la imagen estaria a
la derecha del espejo).

Ahora, en (2) conocemos y, sy s’; despejar y’ es sencillo:
s_ ., 075_ 10

sty -1,5 y'
(un poco de cuidado a las unidades: se ha puesto sy s’ en m; y e y’ en cm. No hay problema en ello). En resumen, imagen
real, invertida, de tamafio mayor (doble) y situada a 1,5 m del espejo. Y sin hacer dibujos.

= y’ =-20cm

b) Entonces s = -0,25 m (dentro de la distancia focal, por tanto, ya que f = -0,5 m). Seguimos sin hacer dibujos, a base de

T 11 N $=-2+4=2m
-0,25 s' -0,5
asi que la imagen sale a la derecha del espejo, ya que s’ es positiva. Esto implica que sera virtual, puesto que tendra que
formarse con prolongaciones de los rayos reflejados. Sobre el tamano de la imagen, veamos que dice (2):
S__Y - —02 __10
s y 2 y

En resumen, imagen virtual, derecha, de mayor tamafo y 2 m del espejo, a su derecha.

Asi que, como se ve, es perfectamente posible resolver un problema de formacion de imagenes en un espejo sin echar mano
de dibujos. Por supuesto, en general el dibujo ayuda, aunque solo sea en la determinacion de signos. Ahora afadimos la
construccion grafica de las imagenes en ambos casos:

cuentas: de (1), esta vez

= y’' =80 cm

a) El objeto esta entre el foco b) El objeto esta dentro de B’
y el centro de curvatura la distancia focal e

B ’:_/4://
5 y

C

ii)
i) r
—————

empleando, como es habitual, un rayo i) paralelo al eje que se refleja pasando por el foco F, y un rayo ii) que pasa poe el
centro de curvatura y se refleja sobre si mismo. En el caso a) los rayos convergen en B’, imagen real del punto B, y en el
caso b) los rayos divergen, de manera que necesitamos sus prolongaciones hasta B’, imagen virtual del punto B.
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JuNio 06
C4.- Explique déonde debe estar situado un objeto respecto a una lente delgada para obtener una imagen virtual y
derecha:
a) Si la lente es convergente.
b) Si la lente es divergente.
Realice en ambos casos las construcciones geométricas e indique si la imagen es mayor o menor que el objeto.

Véase la teoria.

JuNio 06 B
A2.- Sobre un prisma de angulo 60° como el de la figura, situado en el vacio, incide un rayo
luminoso monocromatico que forma un angulo de 41,3° con la normal a la cara AB. Sabiendo
que en el interior del prisma el rayo es paralelo a la base AC:

a) Calcule el indice de refraccion del prisma.

b) Realice un esquema grafico de la trayectoria seguida por el rayo a través del prisma

c) Determine el angulo de desviacion del rayo al atravesar el prisma C

d) Explique si la frecuencia y la longitud de onda correspondientes al rayo luminoso son dis-

tintas, o no, fuera y dentro del prisma.

60°

a) La observacion de que el rayo es paralelo a la base del prisma
en su interior es lo mas relevante del enunciado: significa que

‘"@? tenemos mucha informacion acerca de los angulos involucrados
Normal en la Normal en Ia en la marcha del rayo. Estamos ante un caso de desviacion
incidencia - emergencia mlpima del rayo emergente, y en tal caso se cumplen las si-
S ,‘féjém o guientes condiciones:
41 3; ‘f\/” \““\J,n/j;” 30 1) Los angulos internos del rayo con las normales en By M, en la
" ‘\J3p° 302" 0 figura, son iguales. Como su suma debe ser igual al angulo del
— \E::) 60° T~ prisma, se sigue que cada uno de ellos es de 30°.
Rayo incidente Rayo emergente  2) Los angulos de incidencia y emergencia son iguales, de modo

que el angulo de emergencia es de 41,3°.

La figura recoge toda esta informacion; el resto es una serie de
respuestas inmediatas a las cuestiones que nos plantean, y la
Unica idea necesaria, mas alla de la observacion de la figura y
consideraciones geométricas sencillas, es la ley de Snell.
a) Por aplicacion de la esta ley en B, siendo n el indice de re-
fraccion del prisma:

sen 41,3°

1.sen 41,3° = n.sen 30° = n=— =1,32
sen 30°

b) Hecho. Véase la figura.

¢) En un prisma, el angulo de desviacion se obtiene de la expresion
0=i+e-a
donde i, e i, son, respectivamente, los angulos de incidencia y emergencia, y a es el angulo del prisma. En el caso que nos

ocupa, los angulos de incidencia y emergencia son iguales, y valen 41,3°; el angulo del prisma es 60°. Se concluye que la
desviacion en nuestro caso, que es la desviacion minima en este prisma, vale

O = 41,3° + 41,3° - 60° = 22,6°
d) Recordemos una vez mas un hecho esencial: la frecuencia de la luz se mantiene en los cambios de medio, ya que so6lo
depende de la fuente, y no del medio de propagacion. No asi la longitud de onda, que debe cumplir la ecuacién
velocidad de propagacion de la luz = longitud de onda x frecuencia

de modo que, si la frecuencia permanece invariable, un cambio en la velocidad de propagacién supone un cambio de longi-
tud de onda. Con mas detalle, como la velocidad de la luz sera mayor en el aire que dentro del prisma (el aire se considera
a menudo como el vacio), la longitud de onda sera mayor en el aire que en el prisma: de acuerdo con la igualdad anterior,
si una cosa aumenta, la otra también.
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SEPTIEMBRE 06

C4.- Un buceador enciende una linterna debajo del agua (indice de refracciéon 1,33) y dirige el haz luminoso hacia

arriba formando un angulo de 40° con la vertical.

a) ;con qué angulo emergera la luz del agua?

b) ;cual es el angulo de incidencia a partir del cual la luz no saldra del agua?
Efectie esquemas graficos en la explicacion de ambos apartados.

a) La luz se mueve desde un medio de indice de refraccion mas alto, n, = 1,33, hacia
otro de indice mas bajo, n; = 1 (que suponemos el del aire). Como consecuencia, el
angulo de refraccion sera mayor que 40°, y lo obtendremos por aplicacion de la ley
de Snell:

1,33.sen 40° = 1.senr = senr=0,8549 = r =58°44’58”

b) Ya que el angulo de refraccion al pasar del agua al aire es mayor que el de inci-
dencia, podemos aumentar éste hasta un valor i, que llamamos angulo limite, para
el que resulte r = 90°, de forma que el rayo refractado se mueva sobre la superficie
de separacion y no llegue a propagarse en el aire. Desde este angulo limite en ade-
lante, i > i, no existe refraccion y tenemos reflexion total dentro del agua. Aplican-
do la ley de Snell al supuesto del angulo limite:

1,33.seni = 1.sen90°=1 = seni =——=0,752 =

! i, =48°45'12,5"
1,33
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SEPTIEMBRE 06
A2.- Se tiene un espejo concavo de 20 cm de distancia focal.

a) ;Donde se debe situar un objeto para que su imagen sea real y doble que el objeto real?

b) ;Dénde se debe situar el objeto para que su imagen sea doble que el objeto pero tenga caracter virtual?
Efectde la construccion geométrica en ambos casos.

a) Aunque la construccion geométrica aparece al lado, la
discusion del problema debe hacerse a partir de las
formulas para la construccion de imagenes en un espejo

esférico. Se trata de ii)
11r oy
s s f y s

con f = -20 cm y, naturalmente, s<0. Para que la imagen
sea real debe formarse a la izquierda del espejo, con los
rayos reflejados; esto implica que s’ ha de ser negativo, lo
mismo que s. Consecuentemente, el cociente y’/y debe
ser negativo, lo que significa que la imagen aparecera
invertida, y’<0. Esto permite escribir con seguridad

y' =-2y
ya que la imagen ha de ser de doble tamano. Llevando
esto a las ecuaciones

Y

5
=-2 = —L == = s'=2s;

y s y S
1 1 1 1 1 1 3

y —+==- => “+—=- = s==-f=-30cm
s s f s 25 f 2

obtenemos la respuesta: el objeto debe colocarse a 30 cm del espejo, en el punto medio entre el foco y el centro de cur-
vatura. La imagen, de acuerdo con lo calculado, aparece en's’ = -60 cm y es doble que el objeto.

b) Para que la imagen sea doble y tenga caracter
virtual debe formarse a la derecha del espejo, con

las prolongaciones de los rayos reflejados: eso signi- B
fica que sera s’>0, en tanto que s<0, de forma que #,:;5”
el cociente s’/s sera negativo. Se sigue de ahi que el B DT
cociente y’/y tiene que ser positivo, asi que la ima- - ,
gen aparecera derecha. Podemos escribir 4 y
y =2y ¢ 3 Y o
. ) “— A A’
llevar esta conclusion a las ecuaciones: — A
f=-20cm
s 2 st g Emdem
y_ % o A -2s;
oo ool s0em s,
1 1 1 1 1 1 f o= 40cm _______ .
—+==> = Z4+—== = s=—=-10cm
s s f s 25 f 2

y tenemos la nueva respuesta: a 10 cm del espejo,
dentro de la distancia focal. La figura muestra que la imagen es virtual, como preveiamos, y esta situada a 20 cm a la dere-
cha del espejo.
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MobeLo 07
C4.-.Determine el tipo de imagen y el aumento lateral que se obtiene al situar un objeto delante de una lente diver-
gente en los siguientes casos:
a) El objeto se situa a una distancia igual al doble de la distancia focal.
b) El objeto se sitiia a una distancia la mitad de la distancia focal de la lente.
Efectue la construccion geométrica en ambos casos.

Los calculos para localizar la posicion y tamafo de la imagen en una lente divergente implican usar las ecuaciones

1T y_s
s s f 7y s
donde s < 0 (el objeto se coloca a la izquierda de la lente)

f’ < 0 (la distancia focal imagen en una lente divergente es negativa);
y > 0 (el objeto se dispone generalmente derecho sobre el eje dptico)

a) Asi, podemos aplicarlas al caso en que s = 2f’, tal como pide el primer apartado. Las operaciones quedan, entonces,

11 1 1 1 1 1 3 L2, y s y 2f’ .1
ST E T Toatn P oo = s=of SEL P T oan T3 = Y=gy
s s f s’ 2t f s’ 2f 3 y' s y' 2fY3 3

prediciendo una imagen virtual, pues s’ tiene el mismo signo que f’ y es, por tanto, negativa: a la izquierda de la lente,

donde se ha de formar con las prolongaciones de los rayos desviados en la lente; dentro de la distancia focal de la lente y
derecha y de menor tamario que el objeto.

b) Del mismo modo, cuando s = %f' , las cuentas son

11 1 1 1 1 1 3 , f y s y f/2 3 .2
s s f s fy2 f st f 3 y' s y' Y3 2 3

e indican una imagen otra vez virtual, mas cercana a la lente que el objeto, derecha y de menor tamaiio que el objeto.

La construccion geométrica confirma, en ambos casos, los calculos teoricos:

(ii) (ii)

vV \Y4
B
/; 4
// s .
y < (iff) A T (i)
P S ——_ Y ' RN
L y "'*-..__‘ Fo e Y \“\.FO
A FoA - h F N
s (i) ' S
f T R 1
U R —— » s= 0,5f
S s=2f (i)
N\ N\

En ambas imagenes se emplean los rayos (i), que pasa por el centro de la lente sin desviarse; (ii), paralelo al eje y que se
refracta de modo que su prolongacion pasa por el foco imagen F, y (iii), dirigido hacia el foco objeto Fy y que se desvia en la
direccion del eje.

Junio 07
C3.- Una superficie plana separa dos medios de indices de refraccion distintos n; y n,. Un rayo de luz incide desde el
medio de indice ny. Razone si son verdaderas o falsas las afirmaciones siguientes:

a) El angulo de incidencia es mayor que el angulo de reflexion.

b) Los angulos de incidencia y de refraccion son siempre iguales.

c) Elrayo incidente, el reflejado y el refractado estan en el mismo plano.

d) Si ny > n, se produce reflexiéon total para cualquier angulo de incidencia.

Véase la teoria. También Junio 00 C4, JuNio 01 C4, SEpTIEMBRE 04 C3, entre otros.
Sol.- a) Falso; b) Falso; c) Cierto; d) Falso
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Junio 07
A2.— Una lente convergente forma, de un objeto real, una imagen también real, invertida y aumentada 4 veces. Al
desplazar el objeto 3 cm hacia la lente, la imagen que se obtiene es virtual, derecha y con el mismo aumento en valor
absoluto. Determine: a) La distancia focal imagen y la potencia de la lente.

b) Las distancias del objeto a la lente en los dos casos citados.

c) Las respectivas distancias imagen.

d) Las construcciones geométricas correspondientes.

a) En la posicion inicial, s, el objeto de tamafno y forma una imagen invertida y cuatro veces mayor: si y,’ es el tamafo de
la imagen, entonces nos estan diciendo que y;’ = -4y (el signo - es preciso por ser imagen invertida). Apelando a la formula
para el aumento lateral,

=21 = 4= = s =-4s (1)

tenemos la relacion entre las distancias objeto s, e imagen s;’: notese que son de signo contrario, asi que, siendo s; < 0,
parece claro que s;’ > 0y, por tanto, la imagen aparece a la derecha de la lente, donde debe ser real.

Si desplazamos el objeto 3 cm hacia la lente, pasa a tener una distancia objeto S; =51+ 3 (2)

igualdad en la que debe tenerse presente que s; y s, son cantidades negativas, y que s, debe ser menor en valor absoluto,
pues el objeto esta ahora mas cerca de la lente. Como nos dicen que ahora la imagen es derecha y cuatro veces mayor que
el objeto, entendemos que deber ser y,” = 4y, donde y,’ es el tamaio de la nueva imagen. De nuevo la formula del aumento
lateral para comprobar que

il o 422 o g =4 (3)

y s1 SZ

Notese que ahora s,” es negativa, igual que s,, de modo que la nueva imagen se forma a la izquierda de la lente, donde
debe hacerlo con las prolongaciones de los rayos difractados por la lente; por eso la imagen es ahora virtual.

A continuacion podemos emplear la ecuacion de las lentes delgadas en ambos casos, teniendo en consideracion los resulta-
dos de (1), (2) y (3):

11 1 1 1 1 5 1

Para la 1* imagen ——— = ———— == = ——— = (4)
s, s, f —4s, s, f 4s, f
Para la 2® imagen i,—l:l. = i—l:l. = 3.3 :l, (5)
s, s, f 4s, s, f 4s, 4s,+3) f
De estas dos igualdades, ya que el segundo miembro es el mismo, podemos obtener:
_i:_ 3 = 5(5,+3)=3s, = s,=-7,5cm
4s, 4(s, +3)
. . 5 1 5 1 ,
y, llevando este valor a (4), la distancia focal: — == = -——== = f'=6cm
4s, f -30 f
e inmediatamente la potencia de la lente: P= l = ! = +16,67 dioptrias
f' 0,06 m
b) Ya conocemos la primera de las distancias objeto, s;=-7,5cm
y la otra se obtiene de inmediato de (2): s;=51+3=-7,5+3=-4,5cm

c) Conocidas las distancias objeto, las distancias imagen se obtienen de (1) y de (3):
de (1) s,=-4s, = s =-4(-7,5=30cm
de (3) s, =4s, =4(s,+3) = s, = 4(-4,5) =-18 cm

d) y quedan finalmente las construcciones geométricas correspondientes a ambos casos:

——— =
R \Iil N F
I':o I':O \

h 4
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SEPTIEMBRE 07
C3.-Una lente convergente tiene una distancia focal de 20 cm. Calcule la posicion y aumento de la imagen que produ-
ce dicha lente para un objeto que se encuentra delante de ella a las siguientes distancias: a) 50 cm; b) 15 cm.
Realice el trazado de rayos en ambos casos.
Sol.-  a) 33,33 cm detras de la lente; real, invertida y de menor tamafo, en proporcion 2/3;
b) 60 cm delante de la lente; virtual, derecha y cuatro veces mayor.

SEPTIEMBRE 07
B1.— Un espejo esférico concavo tiene un radio de 10 cm.
a) Determine la posicion y el tamafio de la imagen de un objeto de 5 cm de altura que se encuentra frente al mis-
mo, a la distancia de 15 cm. ;Como es la imagen obtenida? Efectue la construccion geométrica de dicha imagen.
b) Un segundo objeto de 1 cm de altura se situa delante del espejo, de manera que su imagen es del mismo tipo y
tiene el mismo tamafo que la imagen del objeto anterior. Determine la posicion que tiene el segundo objeto
respecto al espejo.

a) Esto es una sencilla construccion de la imagen en un

espejo concavo, cuando el objeto esta mas alla del centro e r=10em_____ s
de curvatura del espejo. La construccion geométrica mues- B
tra dos rayos tipicos que salen de B, se reflejan de acuerdo £

con las reglas bien conocidas y se encuentran en B’. La
imagen resulta real, invertida y de menor tamafo, como
puede verse. Los calculos son también sencillos: la distancia y
imagen se obtiene de
11 1 1 1 1
—t—== = —4—=—
s s f -15 s' -5
es decir, en el punto medio entre el foco y el centro de
curvatura del espejo. El tamano de la imagen se sigue de
y __3 yo__ s _ 1 y'=-2,5cm
y s 5 -15 2
y resulta la mitad del objeto.

= s'=-7,5cm

b) El segundo objeto ha de tener, pues, imagen real, inver-
tida y su tamano ha de ser -2,5 cm. Estas condi-
ciones nos permiten hallar una condicion que han
de cumplirsys’:
y' s’ -2,5 s’ ., 5
—=-= = =-=— = s'==s
y s 1 s 2

que, llevada a la ecuacion de los espejos esféri-
cos, implica que

11 1 1 1 1

—+—=- = —+—=— = s=-7cm

s s' f s 5, -5

2

el objeto debe ser colocado 7 cm delante del
espejo, entre el foco y el centro del mismo.
Ademas, tenemos de inmediato la distancia ima-
gen:

s':Es:—§ cm=-17,5cm
2 2

MobELo 2008

C3.-a) ;Puede un espejo céncavo producir una imagen virtual, derecha y menor que el objeto?
b) ;Puede una lente convergente producir una imagen real, invertida y mayor que el objeto?

Justifique la respuesta en cada caso mediante un diagrama de rayos.

Véase la teoria
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MobELo 08
A2.— Se construye un prisma o6ptico de angulo A con un vidrio de indice de refraccion n = J2 . sabiendo que el rayo
que incide perpendicularmente en la primera cara lateral del prisma tiene un angulo de emergencia de 90° en la se-
gunda cara lateral y que el prisma esta inmerso en el aire, determine:

a) El angulo A del prisma.

b) El valor del 4ngulo de desviacién minima.
Dibuje la marcha del rayo en ambos casos.

Un problema interesante, por poco usual. La trayec-
toria del rayo que nos proponen es extrema, en el
sentido de que en la emergencia, donde puede exis- Normal en la incidencia

tir reflexién total, estamos justo en el limite de Rayo incidente r_ Y
ésta. Dicho de otro modo, el angulo de incidencia en
la segunda refraccion, al salir del vidrio al aire, es el
angulo limite. Ademas, el rayo incidente llega en la
direccién de la normal en el punto de incidencia, de
modo que el angulo de incidencia en esta primera
refraccion, del aire al vidrio, es i; = 0.

Todas estas circunstancias, y otras de interés, se
pueden ver en la figura, que muestra la marcha del
rayo:

1) Incide normalmente en la cara izquierda del pris-
ma, en B. No se desvia, como sabemos, asi que re-
corre el interior del prisma, entre B y M, sin cam-
bio de direccion.

2) En M se produce la refracciéon del vidrio al aire.
Observando la figura, puede verse que las dos Rayo emergente
normales, dibujadas en linea de puntos, se cortan
en M, y forman un angulo A, el del prisma. Pues
bien, el angulo de incidencia del rayo en M es
también igual a A (opuestos por el vértice). El angulo de emergencia es de 90°, como se nos ha dicho: el rayo emerge
tangente a la cara del prisma. Notese también que la desviacion del rayo es 90°-A, por simple observacion de la figura.

a) Aplicando entonces la ley de Snell a esta segunda refraccion, nos queda:

Normal en la
emergencia

Desviacién
del rayo

1 1 2

n.sen A = 1.sen 90° = = senA=-—-=— =~-%
n

V22

de donde se sigue inmediatamente que A = 45° = /4 rad. Esto responde a la primera cuestion.
b) Para la segunda, hemos de considerar un rayo de trayectoria diferente. Como sabemos, la desviacion minima J,, al atra-
vesar un prisma se consigue cuando el camino del rayo dentro del prisma es paralelo a su base o, con mas propiedad, simé-

trico con respecto a las caras del prisma. Dicho aln de
otro modo, BM tiene que ser horizontal.

La figura muestra, entonces, como tienen que ir las

cosas ahora. El supuesto de desviacion minima es un caso ";;1“5’(,

particularmente sencillo, porque se cumplen las igualda-

par , N_orn_"nal en la Normal en la
incidencia D o emergencia

iy =i,  (angulos de incidencia y emergencia iguales)
ri=r, (camino del rayo simétrico en el prisma)
asi que la figura tiene una simetria total izquierda-

derecha. Ademas, la observacion de la figura permite
hallar con facilidad ry, puesto que

A=45°=r;+r; =2r4 = ry = 22,5° Rayo incidente Rayo emergente

Y, aplicando la ley de Snell en la refraccion que sucede
en B (o0 en M, da igual), tenemos

1.seni;=n.senr; = \/E . sen 22,5°
es decir, sen i; = 0,541 = iy =32,77°
Recordando ahora la expresion para la desviacion, en este caso minima, del rayo, tenemos
O = iy + i, - 45° = 2i; - 45° = 20,53° = 0,36 rad
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Junio 08
C3.-Una lamina de vidrio (indice de refracciéon n = 1,52) de caras planas y paralelas y espesor d se encuentra entre el
aire y el agua. Un rayo de luz monocromatica de frecuencia 5.10"* Hz incide desde el agua en la lamina. Determine:
a) Las longitudes de onda del rayo en el agua y en el vidrio.
b) El angulo de incidencia en la primera cara de la lamina a partir del cual se produce reflexién total interna en la
segunda cara.
Datos: indice de refraccion del agua, Nagua = 1,33; Velocidad de la luz en el vacio, c = 3.10® m/s

a) La frecuencia de la luz permanece invariable cuando cambia de medio; no asi su velocidad de propagacion y su longitud
de onda, que se adaptan para cumplir

V=2V (1)
donde v es la velocidad de propagacion en el medio y A la consiguiente longitud de onda. Los indices de refraccion que cita

el enunciado se refieren a la luz de la frecuencia indicada, 5.10% Hz. Es facil conocer la velocidad de propagacion en el agua
y en el vidrio, a partir de los indices de refraccion:

8 8
Agua:  n,, =133=_C 310 m/s Voo =219 _526.10° m/s
Vagua Vagua 1’ 33
8 8
Vidrio:  n, -t52--Cc - 310m/is 340 07 108 m/s
Vvidrio Vvidrio 1) 52
y ahora usaremos (1) para hallar las longitudes de onda:
v 8 -1
Mg = 222 = 2’161'2)?4 D —4,51.107 m = 451 nm
v . s
8 -1
Dy = 010 1’:7;10?4 M 3,95.107 m =395 nm
v . s

mientras que en el vacio (esencialmente, en el aire), como es facil de comprobar, la longitud de onda correspondiente a
esa frecuencia es 600 nm.

b) Esta cuestion incide en la discusion de la marcha de los rayos
dentro de la lamina. En la figura puede verse cdmo deberia ser la n,=1,33 n =1,52 n; =1
incidencia en la primera cara de la lamina, cuando la luz pasa del
agua al vidrio, para estar en el comienzo de la reflexion total
interna en la segunda cara, cuando la luz va a salir al aire.

En la primera refraccién la luz pasa de un medio con indice de -
refraccion mas bajo, n; = 1,33, a otro con indice refractivo mas

alto, n, = 1,52; por lo tanto, se acerca a la normal, tal como

muestra la figura: el angulo r es menor que i. El rayo refractado

recorre la distancia AB dentro de la lamina e incide en B con el

mismo angulo r, por razones obvias.

Ahora hemos de imponer la condicion minima de reflexion total
interna en esta cara; para ello, el angulo de emergencia debiera
ser € = 90°, de modo que r seria en realidad el angulo limite del
vidrio al aire.

Solo resta aplicar la ley de Snell en las dos caras de la lamina, en Agua
los términos siguientes:

Primera cara: ns.seni=n,senr
Segunda cara: Ny.Sen r = n3.sen €
lo que implica, evidentemente

n,seni=n,sene = 133seni=1sen90° = seni:%:0,7519 = 1=48°45"12"

A partir de este angulo, para valores i > 48°45’12”, no existira emergencia del vidrio al aire, produciéndose reflexion total
en la segunda cara de la lamina de vidrio.
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Junio 08
B1.— Un sistema optico esta formado por dos lentes: la primera es convergente y con distancia focal de 10 cm; la se-
gunda, situada a 50 cm de distancia de la primera, es divergente y con 15 cm de distancia focal. Un objeto de tamafio
5 cm se coloca a una distancia de 20 cm delante de la lente convergente.

a) Obtenga graficamente mediante el trazado de rayos la imagen que produce el sistema 6ptico.

b) Calcule la posicion de la imagen producida por la primera lente.

c) Calcule la posicion de la imagen producida por el sistema optico.

d) ;Cual es el tamafo y la naturaleza de la imagen final formada por el sistema 6ptico?

a) La figura recoge la formacion de las imagenes en ambas lentes; como siempre en estos casos la imagen en la primera
lente actlia como objeto en la segunda, para formar en ésta la imagen producida por el sistema optico. Como es habitual,
se emplean rayos que pasan por los centros de las lentes sin desviarse, o que discurren paralelos al eje y se desvian para
pasar por el correspondiente foco imagen, o que pasan por el foco objeto correspondiente y se desvian paralelamente al
eje del sistema.

A s V
e e o fz‘
'y D *
5%
y o
1 FIZ
Fo Y ,,r*”';r"—oz
¥i = sShaimiei—, Ea—
S ~
-————— L —- h o
\ ~
L N e S
v _~—~—— A
50 cm
b) La posicion de la imagen en la primera lente se sigue de la ecuacion de las lentes:
1—1=1. = L ! = 1.1 ! ! = 5 =20cm

s, 20 10 s, 10 20 20

de acuerdo con lo que puede observarse en la figura. Se trata de una imagen real, invertida y del mismo tamafio que el
objeto, como es facil de comprobar:

5

iy o hzﬁ = y,=-y=-5cm

y s y -20
c) Ahora debemos aplicar de nuevo la ley de las lentes, esta vez sobre la segunda lente, de caracter divergente. La distan-
cia objeto es s, = -30 cm, pues la posicion del objeto, imagen de la primera lente, es de 30 cm a la izquierda de la segunda
lente. Ademas, la distancia focal de esta lente es f,” = =15 cm, de acuerdo con los datos. La ecuacion se escribe:

1 1 1 1 1 1 11 1 3

. . - =— D —=-—— - =——

s, s, f, s, -30 -15 s, 15 30 30
de modo que la imagen aparece a la izquierda de la lente, lo que implica que es virtual, ya que debe formarse con las
prolongaciones de los rayos que se refractan en la segunda lente.

s, =-10 cm

d) Su tamano resulta

yo_s _ oy _-10

Yy, S, -5 30
que concuerda con la figura. Concluimos que es virtual, como ya hemos dicho, invertida respecto del objeto y de menor
tamafio que el mismo.

y':-gcm=-2,67 cm
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SEPTIEMBRE 08
C4.- Un microscopio consta de dos lentes convergentes (objetivo y ocular).
a) Explique el papel que desempeiia cada lente.
b) Realice un diagrama de rayos que describa el funcionamiento de un microscopio.

Véase la teoria

MobELo 09
C3.-a) Si un objeto se situa a una distancia de 2 cm delante de una lente convergente o delante de un espejo cénca-
vo, ambos de distancia focal 5 cm en valor absoluto, ;como estan relacionados los aumentos laterales y las po-
siciones de las imagenes que la lente y el espejo producen de dicho objeto?
b) Realice el trazado de rayos en ambos casos.

Sol.- a) Ambas imagenes son del mismo tamano, 5/3 mayor que el tamano objeto; ambas son virtuales y aparecen a la mis-
ma distancia de la lente y del espejo, 3,33 cm, delante de la lente y detras del espejo.

MopELo 09
B2.- Sobre una lamina de vidrio de caras planas y paralelas de 3 cm de espesor y situada en el aire incide un rayo de
luz monocromatica con un angulo de incidencia de 35°. La velocidad de propagacion del rayo en la lamina es 2/3 c,
siendo c la velocidad de la luz en el vacio.

a) Determine el indice de refraccion de la lamina.

b) Compruebe que el rayo emergera de la lamina y determine el angulo de emergencia.

c) Dibuje la marcha del rayo a través de la lamina.

d) Calcule la distancia recorrida por el rayo dentro de la lamina.

a) Inmediato, ya que conocemos la velocidad de propagacion de la luz en el medio. El indice de refraccion seria

n=—=—==-=1,5
v 2.2
3
b,c) El rayo emergera de la lamina con angulo de emergencia igual al de incidencia en la primera
cara, como sucede siempre en una lamina de caras planoparalelas. La marcha del rayo, recogida
en la figura, muestra como se refracta en la primera cara, acercandose a la normal puesto que
pasa a un medio mas refringente. El angulo de incidencia en la segunda cara es igual al de refrac-
cion en la primera, por razones geométricas obvias. La aplicacion de la ley de Snell a ambas re-
fracciones demuestra la igualdad entre los angulos de incidencia i y emergencia €:
primera cara: 1.sen35°=n.senr

segunda cara: n.senr=1.sencg

= sen35°=seng = ¢=35°

d) Podemos obtener la distancia AB, recorrido del rayo dentro de la lamina, haciendo unos senci-
llos calculos en el triangulo AMB. Empezamos por hallar el angulo r con la ley de Snell en A:

o
1.sen35°=n.senr = senr:Sen 35 =0,3824 = r =22°28'53"
y ahora, cosr:ﬂ:3 = AB= D__ 3cml - =3,25cm
AB AB cosr cos 22°28'53
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Junio 09
C3.- a) Explique la posibilidad de obtener una imagen derecha y mayor que el objeto mediante un espejo céncavo,
realizando un esquema con el trazado de rayos. Indique si la imagen es real o virtual.
b) ;Donde habria que colocar un objeto frente a un espejo concavo de 30 cm de radio para que la imagen sea de-
recha y de doble tamafio que el objeto?

a) Debemos saber que un espejo concavo forma una
imagen virtual, derecha y de mayor tamafno cuando el
objeto esta colocado dentro de la distancia focal del
espejo; en cualquier otra situacion, la imagen resulta
real, invertida y puede tener tamano mayor o menor
que el objeto, dependiendo de la distancia al espejo.
Es claro, pues, que el objeto debe colocarse dentro de
la distancia focal para cumplir las condiciones del
enunciado. La figura muestra la marcha de los rayos
que forman la imagen descrita.

b) La ecuacion de formacion de imagenes en un espejo
esférico, junto a la formula del aumento lateral, res-
ponden a esta cuestion:

LA Ly

s s f y s
donde f = -15 cm, la mitad del radio de curvatura y el signo de acuerdo al criterio de signos habitual. Naturalmente, supo-
nemos s < 0, el objeto a la izquierda del espejo; como la imagen debe ser derecha y su tamano doble que el objeto, sera
preciso que y’ = 2y. Llevando esto al aumento lateral:

—=—— = — =—— = s'=-12s

1 1 1 1 1 1 1 1
Por tanto, -+ === = -t == = —=—-—
s s f s -2s -15 2s 15

y tenemos la respuesta: el objeto debe situarse a mitad de camino entre el foco y el espejo.

= s=-7,5cm

SEPTIEMBRE 09
C3.-La distancia focal de un espejo esférico es de 20 cm en valor absoluto. Si se coloca un objeto delante del espejo a
una distancia de 10 cm de él, determine la posicion y la naturaleza de la imagen formada en los dos casos siguientes:
a) El espejo es concavo.
b) El espejo es convexo.
Efectue la construccion geométrica de la imagen en ambos

casos.
B~
a) La distancia focal es negativa, f = -20 cm. También lo es la =
distancia objeto, s = -10 cm, y su valor muestra que el objeto Pt
estd dentro de la distancia focal. Su imagen sera, por tanto, B e )
- = - , - y
virtual, derecha, y de mayor tamafo que el objeto. Los calcu- A
los son sencillos: y
1 1 1 1 1 1 ¢
- +—=—- > —+t—=—- = s'=20cm — «F A 0 N
s's f 10 s 20 F
' ' ' 20 DI A
s .
y__s = y & = y' =2y S iy
y s y -10 r 5 s'
«-—frt—————— s

y concluyen lo que adelantabamos: la imagen se forma a la
derecha del espejo — virtual, por tanto —, es derecha y de doble tama-
fio que el objeto.

b) Ahora la distancia focal es positiva, f = 20 cm; la distancia objeto
sigue siendo s = -10 cm. Un espejo convexo forma imagen virtual, dere-
cha y de menor tamafo. Los calculos son simples e inmediatos:

1 1 1 = i+l:i = S':§_6,67Cm
s s f -10 s" 20 3

L:_i = L:_% = y':zy

y S Yy -10 3

y de nuevo acuerdan con lo previsto: la imagen se forma a la derecha,
virtual; es derecha y de menor tamafio.
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SEPTIEMBRE 09
A1.— Un rayo de luz roja que se propaga en el aire tiene una longitud de onda de 650 nm. Al incidir sobre la superficie
de separacion de un medio trasparente y penetrar en él, la longitud de onda pasa a ser de 500 nm.
a) Calcule la frecuencia de la luz roja.
b) Calcule el indice de refraccion del medio transparente para la luz roja.
c) Si el rayo incide desde el aire con un angulo de 30° respecto a la normal, ;jcual sera el angulo de refraccion en
el medio transparente?
d) Si el rayo se propagara por el medio transparente en direccion hacia el aire, ;cual seria el angulo de incidencia
a partir del cual no se produce refraccion?.
Datos: Velocidad de la luz en el vacio, ¢ = 3.108 m/s

a) Podemos hallar la frecuencia de la luz roja a partir de su longitud de onda en el vacio, empleando

8
c=iv = y=C8 30 mMIS e 10 He
A 650.10° m
y debemos tener presente que esta frecuencia es caracteristica de la luz roja, independientemente del medio en que se
propague. Cuando la luz cambia de medio, cambia su velocidad de propagacion y también su longitud de onda, pero se
mantiene invariable su frecuencia.

b) En el medio transparente, por tanto, la velocidad de la luz roja sera v < c. Conociendo su longitud de onda en este me-
dio, A’ = 500 nm, podemos hallar la velocidad de propagacion:

v=A'v = v=500.10"m.4,62.10" Hz = 2,31.10. m/s

. . . g 108 m/ Normal

e inmediatamente el indice de refraccion: Npedio = <o Lsms =1,3 |
v 2,31.10°m/s _— |

Rayo incidente
|

30°

Aire
c) Esta vez se trata de una sencilla aplicacién de la ley de Snell, tomando el indice de
refraccion del aire igual a 1, como si se tratase del vacio. Quedaria

1.sen 30° = n .senr = senr=%:0,3846 = r=22°37'12"

medio
y

Medio
. . . Rayo refractado
Normal d) Finalmente, imaginamos el rayo pro-

pagandose desde el medio transparente
| hacia el aire: como se pasa de un medio
g9Q° mas refringente (Nmegio = 1,3) @ otro menos
Rayo refractado  refringente (nye = 1), puede darse una situacion de reflexion total si el rayo inci-
de sobre la superficie de separacion con un angulo mayor o igual que el angulo
limite i, correspondiente. Para ese valor i, el angulo de refraccion es, como sa-
bemos, 90° y, de acuerdo con la ley de Snell, pondriamos

Aire

Medio

. . n .
Rayo incidente medio

es decir, iL =50°17’6"

.seni. =1.sen90°=1 = seni = =0,7692

A
13

MopELo 10
OPCION AC2.- Se dispone de una lente convergente de distancia focal 20 cm. Determine la posicion y la naturaleza de
la imagen formada por la lente si el objeto esta situado, delante de ella, a las siguientes distancias: a) 50 cm; b) 15 cm.
Realice el trazado de rayos en ambos casos.
Sol.-  a) 33,33 cm detras de la lente; real, invertida y 2/3 menor que el objeto;

b) 60 cm delante de la lente; virtual, derecha y cuatro veces mayor que el objeto.
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