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Prodlogo

Este texto tiene el propdsito de iniciarlos en una ciencia: la Fisica que nos
muestra una maravillosa relacién establecida entre la naturaleza y el ingenio
del cerebro humano.

Veremos cémo, a partir de observaciones y experimentos sencillos, se con-
sigue estructurar una teorfa sélida que da cuenta de fenémenos de la natu-
raleza, algunos observables a simple vista y otros fuera del alcance de los
sentidos.

La Fisica siempre ha estado, estd y estard formando parte de nuestro
entorno. A través de ella es posible predecir lo qué sucederéd con el Universo
y, ademads, nos da senales que permiten vislumbrar como comenzé todo.

Desde Aristételes (384-322aC) hasta nuestros dias los cientificos aportan
sus trabajos para beneficio de la humanidad, interactuando para el progreso
de la Ciencia y de la Tecnologia. Por ejemplo, avances en la Fisica contribuyen
al progreso de las Ciencias de la Ingenierfa, y éstas, a su vez, dan soporte
técnico a la Medicina, mejorando la calidad de vida del hombre.

Este trabajo estd dedicado a jovenes deseosos de aprender, mediante la
comprensién, razonamiento y deduccion, a partir de los conceptos fundamen-
tales y las leyes de la Fisica.



XTI Prélogo

Este texto, para el primer ano de Ingenieria Civil, se presenta en la misma
secuencia que ha sido programado el curso de Fisica. Los requerimientos de
Mateméticas necesarios para su desarrollo serdn presentados de manera gra-
dual segin las necesidades del curso. Se comienza con una introduccién, que
creemos necesaria, para tener una comprensién de los esfuerzos realizados en
el pasado para alcanzar el grado actual del conocimiento. De manera pro-
gresiva se hace indispensable la adquisicion de més elementos matemaéticos,
que son, en algunos casos aportados por el texto. En otros, se dardn las de-
mostraciones como una ilustraciéon. De cualquier forma queremos enfatizar el
hecho, no discutido, de que las Matematicas son el lenguaje y la herramienta
fundamental de la Fisica.

Se han hecho importantes esfuerzos por el grupo de colaboradores para
minimizar los errores de cualquier indole, pero esa es una tarea interminable,
de manera que nos serd muy grato considerar las criticas de los estudiantes
y colegas que deseen utilizar este texto.

Esta es la tercera edicién del texto qus se usard (eso esperamos) durante
el ano 2005. Se han hecho diversos cambios a las versiones anteriores aplicada
los anos 2001, 2002, 2003 y 2004 en el desarrollo del curso de Fisica Anual
para Ingenierfa Civil. Estos cambios son el resultado de la experiencia acu-
mulada en la aplicacién practica de este texto. Por ejemplo varios tépicos,
cuyo desarrollo no es estrictamente necesario, fueron pasados a un apéndice.
Se agreg6 un apéndice matemdtico opcional que incluye diversos tépicos que
ayudaran a la comprensién del curso, se han agregado problemas y reordena-
dos de acuerdo a su temadtica. Una versién en formato PDF fué colocada en
la pdagina WEB del curso, que a finales del ano 2004 alcanzaba alrededor de
63.000 visitas. Todos los problemas del texto estdn resueltos y se presentan
en un texto separado de “Soluciones a los ejercicios”, para la realizacién del
cual la ayuda de los colaboradores en la deteccién de sus errores ha sido muy
importante.

Consejos para estudiar y para las pruebas
[ En general en las pruebas de este curso se preguntan problemas

[] Luego haga problemas. El nivel de los problemas de las pruebas corres-
ponden a problemas indicados con (1) o (2).

[J En el desarrollo de las pruebas haga figuras de un buen tamano. Un
tercio de la hoja por lo menos.
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[J Defina en su figura todas las letras que representen alguna propiedad
fisica que se usard en el desarrollo del problema.

[J Explique su desarrollo.

Sea ordenado. Si los problemas tienen partes (a), (b), (c), etcétera.
Explique claramente cual parte estd resolviendo.

[] Si usa lapiz grafito, procure que su calidad sea tal que se pueda leer
con claridad.

[J Los resultados indiquelos con ldpiz pasta, caso contrario no podra re-
clamar de la correccion.

[J En cada prueba se aceptardn reclamos que se justifiquen, es decir usted
deberd indicar por escrito las razones de su reclamo.

A pesar que hay pautas de correccién, en ellas se indican solamente los
méximos por item. Si usted tiene errores, cada profesor corrector juzgard
cudnto del maximo usted merece y en ello no hay reclamo. Este proceso de
correccion tiene algo de subjetividad y la claridad de su desarrollo puede
influir positivamente en su resultado.
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CapriTuro 1

Introduccion a la Fisica

1.1. Historia

Aristételes (384 aC, 322 aC) mads que cualquier otro pensador, determi-
n6 el pensamiento occidental hasta finales del siglo 17 y atin después de la
revolucién cientifica, los conceptos e ideas aristotélicas han permanecido en
el pensamiento occidental.

Aristételes pensaba que las substancias que constituian la Tierra eran
diferentes de las substancias existentes en los Cielos. El también crefa que la
dindmica, la rama de la Fisica que describe los movimientos, estaba deter-
minada esencialmente por la naturaleza de la substancia que se movia. Asi,
limitdndonos a lo esencial, Aristételes tenia la creencia de que una piedra caia
hacia el suelo porque piedra y suelo eran substancias similares. En términos
de los cuatro elementos bdsicos, la piedra era esencialmente “tierra”. De la
misma forma el humo se elevaba porque era principalmente “aire” (y algo
de “fuego”) y por lo tanto el humo deseaba estar cerca del “aire "y lejos de
la “tierra” y del “agua”. Por similares argumentos él pensaba que los cielos
estaban formados por la mds perfecta de las substancias, la quinta esencia,
la cual posefa por su naturaleza la tendencia de efectuar un movimiento per-
fecto, es decir circular. El también pensaba que los objetos en la Tierra se
movian mientras fueran empujados, de modo que ellos se detenfan apenas
se eliminaban las fuerzas aplicadas. Esta concepcién causaba problemas, por
ejemplo era dificil explicar porqué una flecha lanzada mediante un arco, con-
tinuaba volando atn después de que la cuerda terminaba su contacto con la
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flecha. Algunas explicaciones fueron esbozadas, por ejemplo que la flecha en
su vuelo producia un vacio detras. El aire se precipitaba en ese vacio empu-
jando ademads a la flecha. Esto es un esbozo de lo que eran las creencias antes
del desarrollo del método cientifico.

Una de principales cuestiones que origina el desarrollo de la ciencia y del
método cientifico es la explicacién del movimiento de los objetos que se ven
en el Cielo. Hoy dfa, producto de una enorme cantidad de observaciones,
las cosas parecen estar claras. Sin embargo antes la informacién disponible
era muy escasa. Excepto quizds por estimaciones sobre la Luna y el Sol,
los hombres de antes no tenfan idea de las distancias y de los tamanos de
los objetos celestiales. No deberfa causar extraneza entonces que los Griegos
apoyaron la idea, con mucho sentido comiin, de que la tierra deberia estar
estacionaria (en reposo), y en base a esa hipétesis habia que disenar un
método para predecir las posiciones de los astros. La versién final de este
modelo fue disenada por Ptolomeo de Alejandria, modelo que es conocido en
nuestros tiempos como el modelo de Ptolomeo.

1.2. Modelos del Cosmos

1.2.1. Modelo de Ptolomeo

Este era un intrincado modelo, donde la Tierra permanecia en reposo en
su centro, mientras los otros objetos del Cielo se movian en torno a la Tierra,
en circulos o combinaciones de movimientos circulares, la tinica curva perfecta
para los griegos y por lo tanto la tinica posible. Todo esto estaba encerrado
por una gigantesca esfera de cristal sobre la cual estdn las estrellas fijas,
esfera que darfa una vuelta completa por dia. Asi por ejemplo, un planeta
describfa un pequeno circulo en torno a un punto que a su vez describfa un
circulo mayor en torno a la Tierra. La figura, de la época, lamentablemente
no muy clara, muestra esquematicamente ese modelo.

Asi se podian explicar satisfactoriamente para los datos disponibles en
ese tiempo, como los planetas tenfan velocidades variables incluso invirtien-
do su movimiento. Entonces era posible hacer cédlculos hacia el futuro o hacia
el pasado, coincidiendo con las observaciones acumuladas durante cientos de
anos. Este modelo tuvo vigencia durante alrededor de 1400 anos, un gran
periodo de tiempo comparado con la rapidez de los cambios actuales. Esto
no debe considerarse una aceptacién ciega de una hipétesis. Ella descansaba
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Figura 1.1:

en las comprobaciones experimentales de sus predicciones. De hecho fue ne-
cesario un refinamiento de las técnicas de observacion para detectar fallas en
el modelo de Ptolomeo. En este aspecto fue fundamental el trabajo obser-
vacional realizado por Tycho Brahe, astrénomo danés (Dic. 14, 1546,— Oct.
24, 1601), cuyo trabajo en el desarrollo de instrumentos astronémicos y en
las determinaciones de las posiciones de los astros fue crucial.

Figura 1.2: Tycho Brahe

Tycho Brahe fue el més grande de los observadores en astronomia antes
de la invencién del telescopio. Bajo el auspicio del rey de Dinamarca él cons-
truy6 y operé el observatorio de Uraniborg, que constaba de innumerables
instrumentos de su propio diseno. La precision de diez minutos de arco desde
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Ptolomeo, fue reducida en Uraniborg a un minuto de arco. En particular,
Brahe recopil6 extensos datos sobre la érbita de Marte, que més tarde pro-
barfa ser cruciales para la formulacién de las leyes correctas del movimiento
de los planetas por parte de Kepler.

Las criticas al modelo de Ptolomeo las inicié Copérnico, quien puso de
manifiesto las discrepancias del modelo con la observacién, discrepancias no
muy grandes pero que debian ser justificadas.

1.2.2. Nicholas Copernicus (1473-1543). Modelo de Co-
pérnico

Debido a las diferencias observadas, cabian dos posibilidades, hacer co-
rrecciones a las 6rbitas del modelo de Ptolomeo haciéndolas mds intrincadas,
o adoptar otro modelo. Nicholas Copernicus en su primer libro, establece que
el Sol es el centro del Universo y que la Tierra tiene un movimiento triple en
torno a ese centro, esto es una rotacion diaria en torno a su centro, un movi-
miento anual en torno al Sol, y un movimiento cénico de su eje de rotacion.
Su teorfa fue capaz de dar una explicacién simple y elegante del movimiento
retrégrado de los planetas. Ademds se explica el movimiento aparente del Sol
entre las estrellas debido al movimiento de la Tierra. Copérnico sin embargo
mantuvo el rol privilegiado del movimiento circular de modo que tuvo que
construir sus orbitas planetarias mediante circulos. Sus resultados numéricos
sin embargo fueron solo levemente mejores que los existentes. El movimiento
aparente de los planetas, en particular el movimiento retrégrado, se explica
con simplicidad como lo ilustra la figura (1.3). Las proporciones del dibu-
jo son aproximadas considerando los radios de las orbitas de Marte y de la
Tierra y la validez de la ley de Kepler de los periodos que se explica mas
adelante.

En la figura se explica como el planeta Marte se ve avanzar o a veces
retroceder sobre el fondo de las estrellas fijas. A pesar de la simplicidad del
modelo, Copérnico encontré que las posiciones predichas con su modelo para
los astros no eran significativamente mejores que las predichas por el modelo
de Ptolomeo.

1.2.3. Mejores modelos

Aqui nos encontramos frente a dos hipétesis que daban cuenta mas o me-
nos igual de los hechos observados. Las creencias imperantes en aquellos dias,
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Figura 1.3: Movimiento aparente de Marte

sobre todo ideas religiosas, favorecfan la hipétesis de una tierra en reposo,
ocupando el lugar central en el Universo. Ademés la Mecdnica Cldsica no es-
taba lo suficientemente desarrollada como para contestar muchas preguntas.

Entonces ocurrié que las mediciones por si solas no permitieron diluci-
dar entre los dos modelos, de Copérnico y de Ptolomeo. Tycho insistia en
una Tierra inmévil. Copérnico persuadié a Tycho para colocar el centro de
revolucién de todos los otros planetas en el Sol. Para ello tenfa que abando-
nar las esferas cristalinas Aristotélicas puesto que chocarfan entre si. Tycho
también cuestiond la doctrina Aristotélica de perfeccién celestial, cuando, en
los anos 1570, un cometa y una nueva estrella aparecieron. Tycho mostré
que ambos estaban sobre la esfera de la Luna. Quizés las criticas mas serias
fueron las hechas por Galileo, después de su invencién del telescopio. Galileo
Galilei (1520 - 1591) hizo notables contribuciones al desarrollo del método
cientifico, en particular a la descripciéon del movimiento de los cuerpos y a la
comprensién del Universo.

En una rapida sucesién de acontecimientos, Galileo anuncié que habia
montanas en la Luna, satélites que rodean Jupiter, y manchas en el Sol.
Es mas, que la Via Léctea estd compuesta de innumerables estrellas cuya
existencia nadie habia sospechado hasta que Galileo las observé. Aqui la
critica golpeaba las raices mismas del sistema Aristotélico del mundo.

Al mismo tiempo que Galileo investigaba los cielos con su telescopio, en
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Alemania Johannes Kepler estaba investigéndolo con su mente. La figura
muestra el telescopio de Galileo.

B ©IMSS- Firenze

Figura 1.4:

Las observaciones muy precisas de Tycho le permitieron a Kepler des-
cubrir que Marte y los otros planetas, no se movian en circulos sino que
describiendo elipses, con el Sol en uno de sus focos. El cosmos de Kepler
era anti-Aristotélico, y quizds por ello él escribié sus descubrimientos en pro-
sa latina casi indescifrable en una serie de trabajos que no tuvieron mucha
circulacion.

1.2.4. Johannes Kepler (1571-1630)

El siguiente paso en la historia de la astronomia fue debido a la intuicién
tedrica de Johannes Kepler, un astrénomo Alemén quien fue a Praga como
asistente de Brahe durante los anos 1599-1601. Kepler y Brahe no se llevaban
bien. Al parecer Brahe pensaba que Kepler podria eclipsarlo de ser el mas
grande de los astrénomos de esos dias, por lo cual sélo le permitié a Kepler
examinar parte de su enorme caudal de datos observacionales. El le propuso
a Kepler la tarea de entender la 6rbita de Marte que parecia muy complicada,
con la esperanza de que gastara su tiempo en eso, permitiéndole a él trabajar
en su teoria del sistema Solar.

Como una ironfa, fueron los datos de la 6rbita de Marte los que le permi-
tieron a Kepler formular las leyes correctas del movimiento de los planetas,
sobrepasando lejos los logros de Brahe.

En retrospectiva la razén de que la érbita de Marte pareciera tan compli-
cada fue que Copérnico colocaba el Sol en el centro del sistema solar, pues
habfa errado en su creencia de que las 6rbitas de los planetas eran circulos.
Kepler pudo finalmente concluir que las érbitas de los planetas no eran los



1.2 Modelos del Cosmos 7

circulos exigidos por Aristételes, sino que curvas que los geémetras llaman
elipses. Sin embargo las érbitas son apenas elipticas, y para los datos dispo-
nibles en ese tiempo, era precisamente la érbita de Marte quien mostraba ser
mads eliptica.

1.2.5. Las leyes de Kepler

Los descubrimientos de Kepler, basados en las observaciones realizadas,
pueden resumirse en tres hechos, conocidos hoy en dia como las tres leyes de
Kepler:

= Cada planeta se mueve en una 6rbita eliptica en torno del Sol, el cual
ocupa uno de sus focos (F}).

Planeta

= La linea que conecta el Sol con cada planeta, barre dreas iguales en in-
tervalos iguales de tiempo. Esto es A; = As si los intervalos de tiempo

transcurridos son iguales.
Planeta
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» Los cuadrados de los tiempos requeridos por cada planeta para dar
una vuelta completa en torno al Sol, son proporcionales al cubo de
su distancia promedio al Sol. Esta ley serd establecida en forma més
precisa més adelante.

Figura 1.5: Johanes Kepler

Como veremos uno de los mayores triunfos de Newton fue explicar de
manera tedrica las leyes de Kepler.

Lo que Galileo y Kepler no podian dar, aunque lo intentaron, eran res-
puestas a las preguntas Aristotélicas como las siguientes: ; Si la Tierra gira
en torno de su eje, entonces por qué no salen volando los objetos? ;Y qué
hace que los objetos dejados caer de lo alto de las torres no se desvien ha-
cia el oeste dado que la tierra gira debajo de ellos? ;Y cémo es posible que
la Tierra, en espacio vacio, viaje en torno del Sol-ya sea en circulos o en
elipses—sin algo que la empuje? Las mejores respuestas vinieron de parte de
Galileo, quién analiz6 los problemas de la rotacién de la Tierra y su revolu-
ciéon mediante andlisis l6gico. Los cuerpos no salen volando la Tierra porque
la tierra no gira demasiado rdpido, asf los cuerpos, tienen una tendencia pe-
quena a salir volando. Los cuerpos dejados caer desde las torres, caen a la
base de ellas porque ellos (antes de ser soltados) comparten con la torre la
rotacién de la Tierra. Asimismo Galileo dedujo lo que acontece cuando otro
movimiento se agrega. Asi Galileo dedujo que una pelota dejada caer de la
cima de un méstil de una nave en movimiento caerfa directamente a la base
del maéstil. Si la pelota fuera permitida a seguir sin roce en vuelo horizontal,
continuarfa moviéndose para siempre. De hecho Galileo concluyé que los pla-
netas, una vez puestos en movimiento circular, continuarfan asi para siempre.
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Por consiguiente, las 6rbitas circulares de Copérnico existen. Galileo nunca
acepto las elipses de Kepler; hacerlo habria significado abandonar su solucién
al problema de Copérnico.

Kepler comprendié que habfa un problema real con el movimiento plane-
tario. El buscé resolverlo mediante la existencia de alguna fuerza que parecia
ser cosmica en naturaleza, en su creencia el magnetismo.

La Tierra habfa sido descrita como un gigantesco iman por William Gil-
bert en 1600. Kepler se aferré a ese hecho. Una fuerza magnética, dijo Kepler,
emano del Sol y empujé los planetas alrededor en sus érbitas, pero él nunca
pudo cuantificar esta idea bastante vaga y poco satisfactoria.

A finales del primer cuarto del siglo 17 el pensamiento Aristotélico sobre
el cosmos estaba rdpidamente teniendo fin, pero no aparecia ningin sistema
satisfactorio para ocupar su lugar. Como resultado existia escepticismo: “La
nueva filosoffa pone todo en duda”. Era esta situacién la que favorecié el
desarrollo de las ideas de René Descartes.

La materia y movimiento fueron tomados por Descartes para explicar
todos los procesos naturales por medio de los modelos mecdnicos, aunque
él advirtié que tales modelos probablemente no eran la naturaleza misma.
Ellos proporcionan meramente “las historias probables”, cuestiéon qué parecia
mejor que ninguna explicaciéon en absoluto.

Armado con materia y movimiento, Descartes atacé los problemas del sis-
tema de Copérnico. Cuerpos una vez en movimiento, Descartes argumento,
permanecen en movimiento en una linea recta a menos que y hasta que ellos
se desvien de esta linea por el impacto de otro cuerpo. Todo cambio de un
movimiento es el resultado de cosas que impactan. La pelota soltada desde lo
alto de un mastil, cae al pie del méstil porque, a menos que sea golpeado por
otro cuerpo, continia moviéndose con la nave. Los planetas se mueven alre-
dedor del Sol porque ellos son desviados por una materia sutil que llena todo
el espacio (jqué serd eso?). Podian asi construirse modelos similares para
considerar todos los fenémenos; el sistema Aristotélico podria ser reempla-
zado por el Cartesiano. Existia sin embargo un problema mayor, y eso basté6
para derrumbar al Cartesianismo en esos tiempos. La materia Cartesiana y
movimiento no tenfan ningin propdésito. Ni la filosofia de Descartes parecia
necesitar la participacion activa de una deidad. El cosmos Cartesiano, como
lo dijo Voltaire después, era como un reloj al cual le habfan dado cuerda en
la creacién y que continuaba haciendo tictac por siempre.
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1.2.6. Contribucién de Galileo (1564 - 1642)

Ademds de las contribuciones ya senaladas, Galileo Galilei (1564 - 1642)
en su libro “Dos nuevas Ciencias” establece sus ideas sobre los cuerpos que
caen y en general sobre el movimiento de los proyectiles. Sus ideas son pre-
sentadas como un didlogo entre tres personajes Salviati, Sagredo y Simplicio.
El punto de vista oficial de la Iglesia, esto es las ideas Aristotélicas son de-
fendidas por Simplicio y en general demolidas por los otros.

Galileo prosigue dando un detallado andlisis de la caida de los cuerpos.
El comprende que en la caida de objetos muy livianos, la resistencia del aire
tiene un gran efecto, mientras que para cuerpos pesados eso causa un efecto
leve.

Movimientos acelerados

Habiendo establecido experimentalmente que los cuerpos pesados caen
practicamente de la misma manera, el analiza la pregunta central, no tocada
por Aristételes jcémo varia la velocidad durante la caida? El problema, en
esos tiempos, es que la caida es demasiado rapida como para hacer observa-
ciones. El movimiento deberfa ser de alguna manera hecho més lento. Galileo
sugiere la mds simple de las hipdtesis, un cuerpo al caer acelera uniforme-
mente, es decir gana iguales cantidades de velocidad en iguales intervalos
de tiempo. Esta es sin duda un hipétesis simple, pero debia ser establecida
experimentalmente.

El experimento de Galileo

Para hacer la caida més lenta, Galileo utilizé una tabla de madera colo-
cada inclinada respecto a la horizontal, con una canal muy pulida donde se
colocaba una esfera muy pulida de bronce, la cual se permitia caer rodando
por la canal. El tiempo tomado por la esfera para recorrer cierta distancia
fueron determinados utilizando un reloj de agua. Este consiste en un reci-
piente con agua colocado en una posicién elevada, con un pequeno tubito
soldado en su fondo, con un pequeno didmetro dando un chorrito de agua
durante el tiempo de caida, cantidad de agua que era posteriormente masada
en una balanza. Las razones entre los pesos de agua dan las razones entre los
tiempos de bajada. Galileo encontré que los espacios recorridos eran unos a
otros como los cuadrados de los tiempos transcurridos. De hecho él marcé las
distancias recorridas por la esfera en iguales intervalos de tiempo contados
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desde la partida encontrando que las distancias crecfan en la proporcién
1:3:5:7:---

Para mayores inclinaciones del plano, las distancias recorridas en esos mis-
mos intervalos de tiempos resultaron mayores, pero que estaban en esa misma
razén. Un andlisis matemético puede hacerse. Si llamamos x(¢) la distancia
recorrida en un tiempo ¢ desde la partida, At el intervalo de tiempo conside-
rado, AL la primera distancia recorrida entonces tenemos

z(0) = 0
z(At) —z(0) = AL,
r(2At) —x(At) = 3AL,
x(3At) — x(2At) = 5AL,

z(nAt) —z((n — 1)At) = (2n—1)AL.
Si a estos resultados los sumamos, lado a lado, obtenemos
rx(nAt) = (1+3+5+---+(2n—1))AL,
pero la suma de los impares es conocida
1+34+5+-+(2n—1)=n?

de modo que
r(nAt) = n*AL.

Por 1ltimo, si llamamos t = nAt tenemos

AL
x(t) = @tz,

es decir el espacio recorrido varfa con el cuadrado del tiempo transcurrido.
Esto puede parecer trivial hoy dia, pero esto es la primera constatacion expe-
rimental de un movimiento que no es uniforme en el tiempo. Si la velocidad
de caida en el tramo n del recorrido se define mediante

o z(nAt) — xz((n — 1)At)
n At Y
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esta resulta ser

n*AL — (n —1)2AL

Un = At ’
AL
n = (2n—1)—,
v (2n )At
esto es
AL

Upi1 — Up = 2——
At’

y Galileo concluye que en este tipo de movimiento, la velocidad se incrementa
en la misma proporcién en que se incrementa el tiempo, en lenguaje moderno

que varfia linealmente con el tiempo.

1.2.7. Sir Isaac Newton. La unificaciéon de la Fisica y
la Astronomia

El siglo 17 era un tiempo de intenso sentimiento religioso, y en ninguna
parte era ese sentimiento mads intenso que en Gran Bretana. Alli un hom-
bre joven devoto, Isaac Newton, finalmente sienta las bases de la Mecénica
Clasica.

Figura 1.6: Isaac Newton

Newton era a la vez un experimentalista y un genio matemaético, una com-
binacién que le permitié defender el sistema de Copérnico mediante “unas
nuevas mecanicas”. Su método era simplemente: “de los fenémenos de los mo-
vimientos investigar las fuerzas naturales, y entonces de estas fuerzas deducir
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otros fenémenos del movimiento”. El genio de Newton lo guié en la elecciéon
de fenémenos a ser investigados, y la creacién de una herramienta matematica
fundamental-el célculo (simultdneamente inventado por Gottfried Leibniz).
El resultado fue su gigantesca obra, Philosophiae Naturalis Principia Mathe-
matica (Principios Matematicos de Filosofia Natural, normalmente llamados
Principia simplemente que aparecieron en 1687.

Aqui se asentaban unas nuevas fisicas que aplicaron igualmente bien a
los cuerpos terrestres y a los celestiales. Copérnico, Kepler, y Galileo eran
todos justificados por el andlisis de Newton de las fuerzas. Descartes fue
absolutamente derrotado.

Asi con sus tres leyes (de Newton) de movimiento y su principio de gra-
vitacion universal le basté a Newton para explicar el nuevo cosmos. Newton
crey6 sin embargo que eso era con la ayuda de Dios. La Gravedad, es ac-
cién divina directa, como lo son todas las fuerzas. El espacio absoluto, para
Newton, era esencial, porque el espacio era el “el sensorium de Dios”, y la
morada divina la cual, necesariamente, debe ser el 1iltimo sistema de coorde-
nadas. (Estas ideas muestran con claridad que Newton formulé sus leyes de
la Mecédnica en un sistema privilegiado de referencia, sistemas que hoy en dia
se conocen como “Sistemas inerciales de Referencia”.) Finalmente, el andlisis
de Newton de las perturbaciones mutuas de los planetas causado por sus
campos gravitacionales individuales lo hicieron predecir el derrumbamiento
natural del sistema solar, a menos que Dios actuara para corregir las cosas.

La gran sintesis de Newton

Kepler propuso sus tres leyes del movimiento de los planetas basdandose en
las regularidades que encontré en los datos de Brahe. Estas leyes se suponia
aplicaban sélo al movimiento de los planetas, no teniendo relacién alguna con
otros movimientos en el Universo. Ademds eran completamente empiricas,
ellas daban buenos resultados, pero nadie sabia la razén de porqué ellas
funcionaban.

Newton cambié todo eso. Primero él demostré que los movimientos de
todos los cuerpos podian ser descritos mediante tres leyes. Mds detalles se
indicardn en el capitulo de Dindmica, pero las enunciaremos de todos modos
en esta introduccién, para particulas de masa constante

» LEY 1.1 (PRIMERA.)
Un cuerpo que no esta sometido a fuerzas permanece en reposo o se mueve
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con velocidad constante.

» LEY 1.2 ((SEGUNDA))
La aceleracion que experimenta un cuerpo es la fuerza aplicada dividida por
la masa

o= (1.1)

» LEY 1.3 ((TERCERA))
La fuerza de accion de un cuerpo sobre otro es igual y contraria a la fuerza
de reaccion del segundo sobre el primero.

Ademés enuncié la ley de gravitaciéon universal

» LEY 1.4 ((GRAVITACION))
la fuerza de atraccién entre dos cuerpos es proporcional al producto de sus
masas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre ellos

myme
dz

F=G (1.2)

Luego pudo demostrar que las tres leyes de Kepler se deducen de sus
leyes cuando la fuerza es la fuerza gravitacional. Los detalles de este proceso
se explicaran en el capitulo de dindmica de sistemas de particulas.

1.3. La difusién del método cientifico

La publicacién del Principia marca la culminacién del movimiento inicia-
do por Copérnico y, como tal, siempre ha perdurado como el simbolo de la
revolucién cientfifica.

Existian, sin embargo, criticas similares en otros &mbitos del conocimiento
natural. En el mismo ano que Newton publicaba su gran volumen, aparecia
un libro igualmente importante en anatomfa. Andreas Vesalius “Del fabrica
de corporis de humani ” (“En el Tejido del Cuerpo Humano”, llamé el Del
fabrica), aparece un examen critico de la anatomia de Galeno en la que
Vesalius utilizé sus propios estudios para corregir muchos de los errores de
Galeno.

Vesalius, como Newton, puso énfasis en los fenémenos observados, es de-
cir, la descripcién exacta de hechos naturales. Esto culminé con el descubri-
miento de la circulacién de la sangre por William Harvey cuyo trabajo fue
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publicado como “Exercitatio Anatomica De Motu el et de Cordis Sanguinis
en Animalibus” (Un Ejercicio Anatémico Acerca del Movimiento del Corazén
y Sangre en Animales ) .

Este era como el Principia en fisiologia donde se estableci6 la anatomia
y la fisiologia como ciencias con derecho propio. Harvey mostré que esos
fenémenos orgdnicos podrian estudiarse experimentalmente y que algunos
procesos organicos podian reducirse a sistemas mecédnicos. El corazén y el
sistema vascular podrian ser considerados como una bomba y un sistema de
canerfas y que podian entenderse sin recurrir a espiritus u otras fuerzas no
susceptibles al anélisis.

En otras ciencias el esfuerzo por sistematizar no tuvo tanto éxito. En
quimica, por ejemplo, el trabajo de los alquimistas modernos medievales ha-
bifan conducido a nuevas substancias importantes y procesos, como los dcidos
minerales y destilacién, pero presentaron sus teorfas en un lenguaje mistico
casi incomprensible. Robert Boyle en Inglaterra intenté disipar la maleza in-
telectual insistiendo en las descripciones claras, en la reproducibilidad de los
experimentos, y concepciones mecanicas de los procesos quimicos. La quimi-
ca, sin embargo, no estaba todavia madura para la revolucién.

Nuevos instrumentos como el microscopio y el telescopio multiplicaron
los mundos con los que el hombre tenfa que ver. Los viajes por el Mundo
devolvieron un diluvio de nuevos especimenes botédnicos y zoolégicos que
agobiaron esquemas clasificadores antiguos. Lo mejor que podia hacerse era
describir estas cosas nuevas con precisiéon y esperar que algin dfa alguien
pudiera ajustarlas de una manera coherente.

El diluvio creciente de informacién puso tensiones pesadas en las institu-
ciones viejas y tradicionales. La informacién tuvo que ser extendida amplia
y rapidamente. Ni el genio aislado de Newton pudo comprender un mundo
en el que la nueva informacién estaba produciéndose mas rapidamente de lo
que cualquier persona podia asimilar. Los filésofos naturales tenfan que estar
seguros de sus datos, y con ese fin requirieron la confirmacién independiente
y critica de sus descubrimientos. Se crearon nuevos medios para lograr estos
fines. Las sociedades cientificas empiezan en Italia en los primeros anos del
siglo 17 y culminan en las dos grandes sociedades cientificas nacionales que
marcan el cenit de la revolucién cientifica: la Sociedad Real de Londres para
la Promocién de Conocimiento Natural, creado por carta constitucional real
en 1662, y las Académie des Ciencias de Parfs, formadas en 1666.

En estas sociedades y otras como ellas por el mundo, los filésofos natura-
les podrian discutir, y podrian criticar nuevos descubrimientos y las teorfas
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antiguas. Para mantener una base firme en estas discusiones, las sociedades
empezaron a publicar trabajos cientificos (papers). Las Transacciones Filo-
soficas de la Sociedad Real que empezaron como una aventura privada de
su secretaria fueron el primer periddico cientifico profesional. Fue copiado
pronto por el Mémoires de la academia francesa que gané igual importan-
cia y prestigio. La antigua préactica de ocultar los nuevos descubrimientos en
jerga comtin, el idioma oscuro, o incluso los anagramas gradualmente dieron
lugar al ideal de comprensién universal. Se inventaron nuevos cdnones para
informar y para que los experimentos y descubrimientos pudieran ser repro-
ducidos por otros. Esto requirié nueva precisién en el idioma o lenguaje para
compartir métodos experimentales u observacionales. El fracaso de otros para
reproducir resultados lanzaba serias dudas en los informes originales. Asf se
crearon las herramientas para un ataque frontal a los secretos de naturaleza.

Incluso con la revolucién cientifica comenzando, faltaba atin mucho por
hacer. De nuevo, fue Newton quien mostré la manera. El Principia bastaba
para el mundo macroscépico. Las tres leyes de Newton de movimiento y el
principio de gravitaciéon universal eran todo lo necesario para analizar las
relaciones mecédnicas de cuerpos ordinarios, y el cdlculo como la herramienta
matemadtica esencial. Para el mundo microscépico, Newton proporcioné dos
métodos.

Primero, donde las leyes simples de accién ya habfan sido determinadas
de la observacién, como la relacién de volumen y presién de un gas (la ley de
Boyle, pv = k ), Newton supuso fuerzas entre particulas que le permitieron
derivar esa ley.

El us6 estas fuerzas entonces para predecir otros fenémenos, en este caso
la velocidad del sonido en el aire la cual podia medirse y contrastarse con la
prediccién.

Segundo, el método de Newton hizo posible el descubrimiento de que las
leyes de accién del mundo macroscépico. podrian considerarse como el efec-
to de fuerzas microscépicas. Aqui el trabajo terminal de Newton no estd en
el Principia sino en su obra maestra de fisicas experimentales, el Opticks,
publicado en 1704 en los que él mostré cémo examinar un asunto experimen-
talmente y descubrir las leyes del fenémeno.

Newton mostré como el uso juicioso de una hipétesis puede llevar més alla
la investigacién experimental hasta que una teorfa coherente fuese lograda. El
Opticks fue el modelo en los siglos 18 y comienzos del 19 para la investigacién
del calor, la electricidad, el magnetismo, y los fenémenos quimicos.
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1.3.1. La edad clasica de la Ciencia

Como consecuencia de que el Principia precedié al Opticks, la mecdnica
tuvo més desarrollo que otras ciencias en el siglo 18, que en este proceso se
transformo de una rama de la fisica en una rama de la matematicas.

Se redujeron muchos problemas de la fisica en problemas matemadticos,
que mostraron su ductibilidad de ser resueltos por métodos analiticos cada
vez mas sofisticados. El matemédtico suizo Leonhard Euler fue uno de los
obreros mds fecundos y prolificos en matemaética y en la fisica matemati-
ca. Su desarrollo del cdlculo de variaciones, una herramienta muy poderosa,
le permitié tratar problemas muy complejos. En Francia, Jean Le de Rond
Alembert y Joseph-Louis Lagrange tuvieron éxito en reducir los problemas
de la mecdnica a un sistema axiomadtico que requiere sélo manipulacién ma-
temaética.

La base de la Mecédnica de Newton era su congruencia con la realidad
fisica. Al principio del siglo 18 ella se expuso a muchas pruebas rigurosas.
El toque final al edificio de Newton fue proporcionado por Pierre-Simon,
marqués de Laplace cuyo “Traité habil del celeste del mécanique” (1798-
1827; las Mecdnicas Celestiales) sistematizé todo lo que se habia hecho en
mecdnicas celestiales bajo la inspiraciéon de Newton.

Laplace fue mads alld de Newton, en sus creencias, mostrando que las
perturbaciones de las érbitas planetarias causadas por las interacciones de
gravitacién planetaria son de hecho periédicas y que el sistema solar es, por
consiguiente, estable, no requiriendo ninguna intervencion divina para evitar
su colapso. Esta afirmacién puede sin embargo ser discutida hoy en dia con el
desarrollo de la teorfa de los sistemas dindmicos donde se han abierto nuevas
dudas en el asunto de la estabilidad del sistema Solar.

1.4. El método cientifico

En términos modernos, el método cientifico puede resumirse en un proceso
que consta de los siguientes pasos o etapas

1 Observe aspectos del Universo que sean de su interés como investigador.

2 Invente alguna descripcion tentativa de los hechos observados, cuestion
llamada una hipétesis, que sea consistente con todo lo que usted ha
observado.
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3 Utilice la hipétesis para efectuar predicciones de fenémenos en el &mbito
de los fenémenos descritos.

4 Contraste esas predicciones mediante nuevos experimentos o mediante
nuevas observaciones, y redefina su hipétesis a la luz de los nuevos
resultados.

5 Repita los pasos 3 y 4 hasta que no existan discrepancias entre su teorfa
o hipétesis y los experimentos u observaciones.

Cuando se logre consistencia entre la hipétesis y los resultados, la hipéte-
sis adquiere el rango de teorfa cientifica la cual provee un conjunto coherente
de proposiciones que explican una cierta clase de fenémeno. Una teoria es
entonces un artefacto mediante el cual se explican observaciones y se pueden
hacer predicciones.

Una gran ventaja del método cientifico estd en la ausencia de prejuicios.
Un investigador no tiene necesariamente que creer a otros. Los experimentos
pueden ser repetidos y asf determinar si los resultados son verdaderos o falsos,
independientemente de creencias religiosas o de prejuicios existentes. Una
teorfa cientifica es adoptada o descartada sin consideracién al prestigio del
proponente o a su poder de persuasion.

Al estudiar el cosmos, no es posible realizar experimentos directamente,
toda la informacién se obtiene mediante la observacion.

Una critica frecuente que se hace a los cientificos y en consecuencia al mé-
todo cientifico es que muchas cosas que se crefan imposibles en el pasado son
hoy en dia realidades. Esta critica estd basada en una mala interpretacion del
método cientifico. Cuando una hipétesis pasa el test de su comprobacion ex-
perimental, entonces ella se adopta como la teorfa que explica correctamente
los fenémenos observados. Sin embargo, cuando se explora un nuevo rango
de fenémenos se utiliza la teoria existente pero se tiene siempre en mente que
la teoria puede fallar al intentar explicar nuevos fenémenos. En estos casos,
nuevas hipétesis son hechas hasta que emerge una nueva teorfa.

1.5. Gravitacion

1.5.1. Desarrollo de la teoria gravitacional

Hasta los hallazgos de Newton, no se comprendié que el movimiento de
los cuerpos celestiales y la caida libre de objetos en la Tierra eran deter-
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minados por la misma fuerza. Los fil6sofos griegos clésicos, por ejemplo, no
crefan que los cuerpos celestiales podian ser afectados de algiin modo, puesto
que ellos parecian perpetuamente seguir trayectorias sin caerse del cielo. Por
esa misma razon, Aristételes pensaba que cada cuerpo celeste sigue un ca-
mino “natural” en su movimiento. Asimismo crefa que los objetos materiales
terrenales poseen una tendencia natural a acercarse al centro de la Tierra.

Tres leyes de Kepler

1 Los planetas describen érbitas elipticas en las cuales el Sol el cual ocupa
uno de sus focos.

2 La linea que une un planeta al Sol barre dreas iguales en tiempos igua-
les.

3 El cuadrado del periodo de revolucién de un planeta es proporcional al
cubo de su distancia media al Sol. Una expresién moderna de esta ley
es 42

2 T p3
T° = e MR , (1.3)
siendo G la constante de gravitaciéon Universal, M la masa del Sol, y
R la distancia media al Sol.

La aceleraciéon de gravedad

Desde los estudios de Galileo, se acepta que los objetos en las vecindades
de la superficie terrestre, caen con la misma aceleracién, llamada aceleracién
de gravedad que tiene un valor aproximadamente

g=98ms? (1.4)

Por otro lado, Newton descubrié una sorprendente relacién entre el movi-
miento de la Luna (jinfluenciada por la Tierra?) y el movimiento de cualquier
cuerpo que cae sobre la Tierra. Primero que nada, mediante métodos pura-
mente matemdticos y geométricos, el descubrié que un cuerpo que recorre
una o6rbita circular de radio R en un tiempo ( periodo) T, estd acelerado
hacia el centro de la circunferencia con una magnitud igual a:

472
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De hecho, es posible obtener lo anterior por métodos puramente geomé-
tricos. En efecto considere la figuraCuando el cuerpo pasa de P, a P/, el

Figura 1.7:

cuerpo ha caido, respecto a la trayectoria rectilinea, la distancia h que puede
calcularse geométricamente mediante el teorema de Pitdgoras

h=vVr2+ V22 —r.

Si el tiempo es pequeno podemos aproximar

V2¢2
h = m/l+——r
r
V2t2
R 7‘(14— 2r2)_r
lv_2t2‘
2r

Esto corresponde a un objeto “cayendo” con aceleracion de magnitud

V2
T

a



1.5 Gravitacién 21

y como la rapidez es

se obtiene el resultado de Newton.

Newton supuso la presencia de una fuerza atractiva entre todos los cuer-
pos materiales, una fuerza que no requiere contacto directo y actia a distan-
cia. Haciendo uso de la ley de inercia es decir que los cuerpos no sometidos a
fuerzas siguen con velocidad constante en una linea recta, Newton concluyé
que una fuerza ejercida por la Tierra sobre la Luna es necesaria para que su
movimiento sea circular en torno a la Tierra. El comprendié que esta fuerza
deberfa ser, considerando las proporciones, igual que la fuerza con la que la
Tierra atrae a objetos sobre su superficie.

Newton analizé el movimiento de la Luna la que tiene un periodo de
T = 27,3 dias (casi un mes) y una 6rbita de radio aproximadamente igual
a R; = 384,000 kilémetros (aproximadamente 60 radios de la Tierra Rr).
El encontré que la aceleracién de la Luna en su érbita es (dirigida hacia la
Tierra) de magnitud

472 Ry, 47%3,84 x 10®
= = ’ =0,00272m s>
T T T (273 x24x 36002 TR
y entonces
a 0,00272
- =-—-—==10,000277
g 9,8 ’

que sorprendentemente resulta igual a
(Rr/Rp)?* = (1/60)* = 0,000 277

Cuando Newton descubrié que la aceleracién de la Luna en su érbita es
1/3600 veces mds pequena que la aceleracion en la superficie de la Tierra,
él tuvo la genial idea de suponer que la fuerza, llamada fuerza gravitatoria,
entre dos cuerpos disminuye como el inverso del cuadrado de la distancia
entre los cuerpos. Asi, si la distancia entre los cuerpos se dobla, se reduce
la fuerza en ellos en cuatro veces. Un resultado que requiere suponer que la
masa de la Tierra actida gravitacionalmente en sus alrededores como que si
su masa se concentrara en el centro del planeta.
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1.5.2. Ley inversa al cuadrado de la distancia

Es también posible deducir la ley inversa al cuadrado de la distancia, de
acuerdo a la tercera ley de Kepler. En efecto si en la expresién

4R
a=—0
se reemplaza el periodo de acuerdo a la tercera ley de Kepler
T% = kR
se obtiene
B 4R B 4_7?2
kR3S kR

Newton también dedujo que las fuerzas gravitacionales entre los cuerpos
deberian depender de las masas de los cuerpos. Dado que un cuerpo de masa
M que experimenta una fuerza F acelera a razén F'/M, una fuerza proporcio-
nal a M serfa consistente con la observaciones de Galileo de que los cuerpos
aceleran bajo la gravedad terrestre con la misma magnitud. Asi y en forma
resumida la teorfa gravitacional de Newton establece que

mimea
(r12)%’

donde Fi5 es la magnitud de la fuerza gravitatoria que actia entre las los
cuerpos de masas m, y ms separadas una distancia ri5. “La fuerza iguala
el producto de estas masas y de (G, una constante universal, dividida por el
cuadrado de la distancia”. Su teoria gravitatoria permitié explicar las leyes
de Kepler y establecio la ciencia cuantitativa moderna de la gravitacién.

La constante de gravitacién universal tiene en el sistema SI, que se explica
mads adelante, el valor

F12 == G (16)

G =6,67259 x 107" m3kg 572, (1.7)

y la fuerza gravitacional actia en la direcciéon de la linea que une los dos
cuerpos.

Una expresién méds simple, permite calcular la aceleracién en la superficie
en Tierra, la llamada aceleracion de gravedad. Sea M la masa de la tierra
y Rp su radio, la aceleracién descendente de un cuerpo en la superficie es

~ GMy
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De aqui puede deducirse una expresion aproximada para la aceleracion de
gravedad a una altura h sobre la superficie terrestre, pequena comparada
con el radio terrestre:

G My
g(h) = [ EE (1.8)
~ G]\;—%T + (—2@%—;) h
— 00—

NoTA 1.1 Las mateméticas nos informan que (1 4 x)? ~ 1 + px, cuando |z|
es mucho menor que 1. Esto justifica el resultado anterior.

1.5.3. Cuerpos en 6rbita circular

Colocando las cosas juntas, de acuerdo a lo establecido por Newton para
la aceleracién de un cuerpo en movimiento circular de radio R, periodo Ty
rapidez v

42 R 0P
a = = -,
T2 R
y a su ley de gravitaciéon Universal
mym
Py = g™

(r12)?’

entonces si el cuerpo estd en érbita alrededor de la Tierra de masa My se
debe tener )

v M

v G_T’

R R?

G »

1.5.4. Velocidad de escape

Un objeto lanzado hacia arriba desde la superficie de un planeta, despre-
ciando el efecto del roce con la atmdésfera, no regresa de caida si la velocidad

o bien
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excede el valor denominado velocidad de escape que puede ser determinado

mediante
2GM
e =\ ——, 1.10
ve=1\"% (1.10)

siendo M la masa del planeta, R su radio y G la constante de gravitacién.

1.5.5. Peso y masa

El peso W del cuerpo es definido por la fuerza igual y opuesta necesaria
para prevenir la aceleracién descendente del cuerpo. El mismo cuerpo puesto
en la superficie de la Luna tiene la misma masa, pero, como la Luna tiene
una masa de aproximadamente 1/81 veces el de la Tierra y un radio de
aproximadamente 0,27 el de la Tierra, el cuerpo en la superficie lunar tiene
un peso de sélo 1/6 su peso de Tierra.

Newton pudo demostrar que las tres leyes de Kepler, se desprenden ma-
tematicamente del uso de sus propias leyes de movimiento y de la ley de
gravitacion. En todas las observaciones del movimiento de un cuerpo celes-
tial, s6lo el producto de G y la masa M aparece. Newton estimé la magnitud
de G suponiendo la densidad de masa de promedio de la Tierra alrededor
de 5,5 veces la del agua lo que permite estimar la masa de la Tierra M.
Finalmente calculé G mediante

G- 9%
My

obteniendo un valor cercano a 6,6726 x 107!,

Usando las observaciones del movimiento de las lunas de Jupiter descu-
biertas por Galileo, Newton determiné que Jupiter es 318 veces mas masivo
que la Tierra pero tiene sélo 1/4 de su densidad y un radio 11 veces mds
grande que la Tierra.

1.5.6. Interaccién entre los cuerpos celestiales

Cuando dos cuerpos celestiales de masas comparables se atraen gravita-
cionalmente, ambos orbitan con respecto al centro de masa de los dos cuerpos.
Ese punto queda entre los cuerpos en la linea que los une en una posicién tal
que las distancias a cada cuerpo multiplicadas por la masa de cada cuerpo
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son iguales. En férmulas

Ma

R = —2 R,
! M, + M,
M,
Ry = — L R,
2 M + M,

Asi, la Tierra y el Sol estdan orbitando en torno a su centro comin de masa

Figura 1.8:

CM. Con leves modificaciones las leyes de Kepler son véilidas para los sis-
temas de dos cuerpos de masas estando el foco de las érbitas elipticas en la
posicién del centro de masa de los dos cuerpos. En efecto, por simplicidad

consideremos 6rbitas circulares, cada cuerpo cumple con la segunda ley de
Newton, es decir

U2 M1M2
Mi— =

lRl G R2 )

sz—% — GM1M2

Ry R’
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o bien
47T2R1 M2
™ - YR
47T2R2 M1
= - Y@

si las sumamos considerando que R = R; + R, resulta para la tercera ley de
Kepler
G(M, + M,)
472
Esta férmula puede usarse para determinar las masas separadas de estre-
llas binarias. La férmula anterior determina la suma de las masas y si Ry y Rs
son las distancias de las estrellas individuales del centro de masa, entonces

R? = . (1.11)

MlRl = M2R2

y la suma de las distancias es la distancia total R. Estas relaciones son sufi-
cientes para determinar las masas individuales. Las observaciones del movi-
miento orbital de las estrellas dobles, del movimiento dindmico de estrellas
que mueven colectivamente dentro de sus galaxias, y del movimiento de las
galaxias, verifican que la ley de Newton de gravitacion es vélida, con un alto
grado de exactitud a lo largo y ancho del universo visible.

Newton también explicé las mareas del océano, fenémenos que envolvieron
en misterio a los pensadores durante siglos, y que son una simple consecuencia
de la ley universal de gravitacion. Ellas son causadas especificamente por la
fuerza gravitatoria de la Luna y, en menor grado, del Sol sobre las aguas.

Ya era conocido en tiempos de Newton que la Luna no tiene una érbita
Kepleriana simple. Otras observaciones méds exactas sobre los planetas tam-
bién mostraron diferencias con las leyes de Kepler. El movimiento de la Luna
es particularmente complejo. Ademds, la atraccién gravitatoria de los plane-
tas explica casi todos los rasgos de sus movimientos. Las excepciones son no
obstante importantes. Urano, el séptimo planeta del Sol, manifesté impor-
tantes variaciones en su movimiento que no podian ser explicadas mediante
perturbaciones de Saturno, Jupiter, y de los otros planetas. Dos astrénomos
del siglo 19, John Couch Adams de Bretana y Urbain-Jean-Joseph Le Verrier
de Francia, supusieron independientemente la presencia de un octavo planeta
inadvertido que podria producir las diferencias observadas. Ellos calcularon
su posicién dentro de una precisiéon de un grado de donde se descubrié Nep-
tuno més tarde en 1846.
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1.5.7. Medidas absolutas de la gravedad

Hay dos maneras bésicas de determinacién de la gravedad: cronometrando
el caida libre de un objeto y cronometrando el periodo del movimiento de un
péndulo bajo la gravedad , el cual para oscilaciones pequenas estd dado por

T =2n (1.12)

L
.
En 1817 el fisico inglés Henry Kater construye y fue el primero en usar
un péndulo reversible para hacer medidas absolutas de g.(Péndulo de Kater)
El péndulo reversible se usé para las medidas absolutas de gravedad desde
los tiempos de Kater hasta los anos cincuenta. Los instrumentos electrénicos
les han permitido a los investigadores medir con mucha precisién el tiempo
de caida libre. También es posible hacer medidas sumamente exactas que
usan interferencia ldser. Por consiguiente, las medidas directas de caida libre
han reemplazado el péndulo para las medidas absolutas de gravedad. Hoy dia
los lasers sirven como fuentes luminosas para los interferémetros. El objeto
que cae refleja un haz de luz ldser. Se han usado versiones transportables de
tal aparato para medir diferencias de gravedad en toda Tierra. La exactitud
alcanzable en estas medidas es aproximadamente una parte en 108

1.5.8. Medidas relativas de la gravedad

Desde los tiempos de Newton, las mediciones de diferencias de gravedad,
estrictamente hablando, las proporciones de valores de gravedad, fueron he-
chas cronometrando el mismo péndulo en lugares diferentes. Durante los anos
treinta, sin embargo, los gravimetros estdticos reemplazaron a los péndulos
para las medidas locales de variaciones pequenas de la gravedad. Hoy dia
los experimentos de caida libre han dejado el péndulo obsoleto para estos
propdésitos.

Los gravimetros estdticos equilibran la fuerza de peso (mg) de gravedad en
una masa por medio de una fuerza eldstica, usando dispositivos electrénicos
para lograr alta sensibilidad.

Otro gravimetro de desarrollo reciente desarrollo es el gravimetro de su-
perconductor, un instrumento en que la posicién de una esfera magnética-
mente levitada proporciona una medida de g.
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Los gravimetros modernos pueden tener sensibilidades mejores que 0,005
miligal, las desviacién usuales en estudios de exploracién geofisica estdn en
el orden de 0,01 — 0,02 miligal. (1gal = 1072 ms™2; 1 miligal = 107° ms2)

1.5.9. La Teoria gravitacional y otros aspectos de la
Fisica

La teorfa de Newton de la gravedad estd basada en la existencia de una
fuerza que aparece entre todos los pares de cuerpos, actuando a distancia.
Cuando una de las dos masas se mueve, se supone que la fuerza que actia
en otras masas, se ajusta instantdneamente a la nueva situacién con la masa
original cambiada de sitio. Esto entra en conflicto con la teorfa de la rela-
tividad especial, donde ninguna informacién o senal fisica puede viajar méas
rdpidamente que la velocidad de luz.

La teorfa de la relatividad junto a la teorfa del campo de fenémenos eléc-
tricos y magnéticos, han tenido tal éxito, que se han construido teorfas gravi-
tatorias m&ds modernas, como teorfas de campo consistentes con los principios
de la relatividad especial. En una teorfa de campo, la fuerza gravitatoria se
manifiesta en dos etapas: el cuerpo produce un campo gravitatorio que pe-
netra todo el espacio que lo rodea y un segundo cuerpo en ese espacio es
influenciado por el campo y experimenta una fuerza.

1.5.10. Teorias del campo de gravitacion

La posibilidad que la gravitaciéon pudiera unirse con las otras fuerzas de
naturaleza en una teorfa unificada de fuerzas aumenté el interés en teorfas del
campo gravitatorias durante los anos setenta y los anos ochenta. El primer
modelo unificado de campos, y hasta ahora el inico exitoso, es de los fisicos
Abdus Salam de Pakistdan y Steven Weinberg y Sheldon L. Glashow de los
Estados Unidos que propusieron que las fuerzas electromagnéticas y la fuerza
débil (responsable del decaimiento beta), son manifestaciones diferentes de
la misma interaccién bésica. (El decaimiento beta es un proceso donde un
neutrén decae en un protén mas un electrén y un neutrino)

Los Fisicos estdn ahora buscando activamente otras posibles combina-
ciones unificadas de fuerzas. Debido entre otros aspectos a que la fuerza
gravitatoria es sumamente débil comparada con todas las otras, y porque
aparenta ser independiente de todas las otras propiedades fisicas excepto la
masa, la unificacién de gravitaciéon con las otras fuerzas no se ha logrado.
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Un ejemplo de una teoria de campo es la relatividad general de Einstein
seguin la cual la aceleracién debido a gravedad es una consecuencia comple-
tamente geométrica de las propiedades de espacio-tiempo en el lugar donde
se encuentra la masa.

Las teorfas de Einstein de campo de gravedad predicen correcciones es-
pecificas a la forma Newtoniana de la gravitacién, en dos formas bésicas:
(1) cuando la materia estd en movimiento, aparecen campos gravitatorios
adicionales, andlogo a la aparicién de campos magnéticos cuando las cargas
eléctricas se mueven. (2) Las teorias cldsicas de campo son lineales, en el
sentido que dos o mds campos eléctricos o magnéticos se superponen por
una simple suma vectorial para dar los campos totales, no siendo asi en el
caso de la teoria de Einstein de la gravitacién. Algunas de las consecuencias
de los términos de la correccién respecto a la teorfa de Newton son prue-
bas concretas e importantes de la teorfa de Einstein. Debe senalarse que
estas predicciones de nuevos efectos gravitatorios. y de su comprobacién ex-
perimental, requieren de mucho cuidado pues debido al trabajo pionero de
Einstein en gravedad, esos campos gravitacionales afectan los instrumentos
bésicos de medicién, en particular a los relojes. Algunos de estos efectos se
listan debajo:

1. La proporcién en que el ritmo de los relojes es reducida por proximidad
de cuerpos masivos; es decir, los relojes cerca del Sol correrdn més lento
comparado con relojes idénticos mas lejos del Sol.

2. En la presencia de campos gravitatorios. la estructura espacial de obje-
tos fisicos no es mds describible por una geometria Fuclidiana; por ejemplo,
para formar un tridngulo, la suma de los angulos subtendidos no igualara 180
grados

Un tipo mds general de geometria, geometria de Riemann, parece nece-
sario para describir la estructura espacial de la materia en la presencia de
campos gravitatorios. Los rayos luminosos no viajan en lineas rectas, siendo
desviados por los campos gravitatorios. En este sentido es posible decir que
los diversos rayos luminosos que salen de un punto, dibujan la geometria local,
en torno al punto. Ellos corresponden a las geodésicas del espacio-tiempo.
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1.5.11. Los campos gravitacionales y la teoria general
de relatividad

En la teoria general de la relatividad de Einstein, se formulan las conse-
cuencias fisicas de los campos gravitatorios. resumidamente de la siguiente
manera. El espacio-tiempo es un continuo de cuatro dimensiones no Euclidia-
no. La curvatura de este espacio-tiempo es determinada por la distribucion
de masa de la materia. Las particulas y los rayos de luz viajan a lo lar-
go de geodésicas, caminos extremales en este mundo geométrico de cuatro
dimensiones.

Hay dos consecuencias principales de este punto de vista geométrico de
la gravitacion: (1) las aceleraciones de cuerpos sélo dependen de sus masas y
no en su constitucién quimica o nuclear, y (2) el camino de un cuerpo o de
luz en la vecindad de un cuerpo masivo (el Sol, por ejemplo) es levemente
diferente del predicho por la teorfa de Newton. El primero es el principio
débil de equivalencia.

El propio Newton realizé experimentos con péndulos que demostraron el
principio dentro de una parte en 1,000 para una variedad de materiales. Al
principio del siglo 20, el fisico hingaro Roland, Barén von E&6tvis, mostré
que materiales diferentes aceleran en el campo de la Tierra con la misma
proporcién dentro de una parte en 10°. Los més recientes experimentos han
mostrado la igualdad de aceleraciones en el campo del Sol a dentro de una
parte en 10!, La teorfa de Newton estd en acuerdo con estos resultados
debido al postulado que la fuerza gravitatoria es proporcional a la masa de
un cuerpo.

La masa inercial y gravitacional

La masa inercial es un pardmetro que da cuenta de la resistencia inercial
a los cambios de velocidad de un cuerpo al responder a todos los tipos de
fuerza. Por otro lado, la masa gravitacional es determinada por la intensidad
de la fuerza gravitatoria experimentada por el cuerpo cuando estd en un
campo gravitatorio. Por consiguiente, el experimento de E6tvos muestra que
la razén entre la masa gravitatoria y la inercial es la misma para todas las
substancias, aun cuando conceptualmente de trata de cosas muy diferentes,
por lo menos asi se pensaba hasta que llegdé Einstein..

La teorfia especial de la relatividad de Einstein, considera la masa inercial
como una manifestaciéon de todas las formas de energia en un cuerpo segin
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su relacién fundamental
2

E =mc",
donde E que la energfa total de un cuerpo, m la masa inercial del cuerpo, y
¢ la velocidad de luz. Tratando entonces con la gravitacién, como un fenéme-
no de campo, el principio débil de equivalencia indica que todas las formas
de energfa del tipo no gravitacional deben acoplar idénticamente o deben ac-
tuar reciprocamente con el campo gravitatorio, porque los diversos materiales
en la naturaleza poseen cantidades diferentes de energias nuclear, eléctrica,
magnética, y cinética, y sin embargo todas ellas aceleran en proporciones
idénticas.

El Sol tiene una parte importante de energia gravitatoria interior, y las
repeticiones de los experimentos de Eotvos durante los anos setenta con el
Sol en lugar de la Tierra revelan que los cuerpos aceleran idénticamente en
el campo del Sol asf como en el de la Tierra. Las medidas hechas con 14-
ser, sumamente exactas, de la distancia de la Luna a la Tierra han hecho
posible una prueba extensa del principio débil de equivalencia. Las constitu-
ciones quimicas de la Tierra y la Luna no son las mismas, y si eso tuviera
alguin efecto, los cuerpos deberfan acelerar en proporciones diferentes bajo la
atraccion del Sol. Ningin efecto se ha descubierto.

Otros experimentos han dado confirmacién de las predicciones de Einstein
a una exactitud de uno por ciento.

1.5.12. Los caminos de particulas y luz

La idea que la luz debe ser desviada pasando al pasar cerca de un cuer-
po material habfa sido sugerida por el astrénomo britdnico y geélogo John
Michell durante el siglo 18.

Sin embargo, la teorfa de relatividad general de Einstein predijo una des-
viacién dos veces mds grande. Una confirmacién del resultado de Einstein
surgio al efectuar mediciones directas sobre la direccién de una estrella cerca
del Sol durante el eclipse solar de 1919, durante la expedicién llevada a cabo
por el astrénomo britdnico Sir Arthur Stanley Eddington. Las determinacio-
nes 6pticas del cambio de direccién de la posicién observada de una estrella
estdn sujetas a muchos errores sistematicos, y lejos, la mejor confirmacion
de la teorfa de la relatividad general de Einstein se ha obtenido de las medi-
das de un efecto estrechamente relacionado—a saber, el aumento del tiempo
tomado por la luz a lo largo de un camino cerca de un cuerpo material. Cro-
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nometrando el tiempo de viaje de ida y vuelta de un pulso de radar entre la
Tierra y otros planetas internos que pasan detrds del Sol, los experimentos
han confirmado con incertezas del orden de un 4 por ciento la prediccién de
un retraso de tiempo adicional.

La precesién de la 6rbita de Mercurio de 43 segundos de arco por siglo
era conocida antes del desarrollo de la teorfa de relatividad general. Con
medidas hechas con radar de las distancias a los planetas, se han estimado
precesiones anémalas similares para Venus y la Tierra , en plena concordancia
con la relatividad general.

1.5.13. Estudio experimental de la gravitacién

La esencia de la teorfa de Newton de gravitacion es que la fuerza entre dos
cuerpos es proporcional al producto de sus masas y al inverso del cuadrado
de su separacién y que esa fuerza no depende de nada mas. Con una modifi-
cacién geométrica pequena, lo mismo es en general verdad en la teorfa de la
relatividad general. El propio Newton probé sus afirmaciones mediante ex-
perimentos y observaciones. El hizo mediante el péndulo experimentos para
confirmar el principio de equivalencia y verificé la ley cuadrada inversa como
una aplicacién a los periodos y didmetros de las drbitas de los satélites de
Jupiter y Saturno. Durante la tltima parte del siglo 19 muchos experimentos
mostraron que la fuerza de gravedad es independiente de la temperatura,
de los campos electromagnéticos, y de otros factores. Una parte de la ac-
tividad cientifica durante los anos setenta consistié en un esfuerzo teérico
para relacionar la fuerza de gravitacién con otras fuerzas de la naturaleza.
Se realizaron nuevos experimentos sobre el principio de la equivalencia. Se
hicieron pruebas experimentales de la ley inversa al cuadrado de la distancia
en el laboratorio. Ha existido también un interés permanente en la determi-
nacién de la constante de gravitacién (G, que ocupa una posicién bastante
an6mala entre las otras constantes de la fisica. En primer lugar, la masa M,
de cualquier objeto celestial no puede determinarse independientemente de
la atraccién gravitatoria que ejerce. Asi, es la combinacién GM, y no el valor
separado de M, la unica propiedad significativa de una estrella, planeta, o
galaxia. Segundo, segiin la relatividad general y el principio de equivalencia,
G no depende de propiedades materiales pues es en cierto sentido un factor
geométrico. La determinacién de la constante de gravitaciéon no parece tan
esencial como la medida de otras cantidades fisicas como la carga del elec-
trén o la constante de Planck. También estd mucho menos bien determinada



1.5 Gravitacién 33

experimentalmente que cualquiera de las otras constantes de la fisica.

Los experimentos en gravitacién son de hecho muy dificiles, comparados
con los experimentos en la ley inversa al cuadrado de la distancia en elec-
trostatica. La ley electrostdtica, que es también inversa al cuadrado de la
distancia, se ha establecido dentro de una parte en 10'*¢ usando el hecho que
el campo dentro de un conductor cerrado es cero cuando la ley cuadrada in-
versa es verdadera. Asi, midiendo cualquier campo residual con dispositivos
electrénicos muy sensibles, podrian detectarse desviaciones muy pequenas
a esa ley. Las fuerzas gravitatorias tienen que ser medidas por medios me-
cénicos, a menudo el equilibrio de un péndulo de torsién y, aunque se han
mejorado las sensibilidades de los dispositivos mecénicos, ellos todavia son
mucho menos sensibles que los equipo electrénicos. Por 1ltimo, las perturba-
ciones extranas al experimento son relativamente grandes porque las fuerzas
gravitatorias son muy pequenas Asi, la ley inversa al cuadrado de la distancia
se establece en laboratorios con una exactitud no mejor que una parte en 10%.

1.5.14. Datos actuales de las 6rbitas planetarias

Hoy se conocen bastante bien las caracteristicas de los planetas y de sus
orbitas, para lo cual se presenta la tabla siguiente

Mercurio Venus Tierra Marte
Distancia al Sol (Semi eje mayor Km) 57,909,175 108,208,930 149,597,890 227,936,640
Volumen (Tierra = 1) 0.054 0.88 1.0 0.149
Masaxlo_27 g 0.33022 4.8690 5.9742 0.64191
Densidad gcm*3 5.43 5.24 5.515 3.94
Gravedad en la superficie CIT1 872 370 887 980 371
Velocidad de escape en el Ecuador 4.25 km /s 10.36 km /s 11.18 km/s 5.02 km /s
Periodo de rotacién (sideral, dfas) 58.6462 243.0187* 0.99726968 1.02595675
Periodo orbital (Afnos terrestres) 0.24084445 0.61518257 0.99997862 1.88071105
Velocidad orbital promedio kIIl Sil 47.8725 35.0214 29.7859 24.1309
Excentricidad de la érbita 0.20563069 0.00677323 0.01671022 0.09341233
Inclinacién 6rbita con la ecliptica () 7.00487 3.39471 0.00005 1.85061
Inclinacién Ecuador con la érbita () 0.0 177.3 23.45 25.19
T. media en la superficie sélida K 440 730 288-293 183-268
T..atmosférica al nivel de P = 1 bar, K - - 288 -
Constituyentes principales atmésfera - CO2, N2 N2, 02 CO2, N2, Ar
Radio medio ecuatorial (Km) 2,439.7 6,051.8 6,378.14 3,397

1 AU = 149,597,870.66km
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Jupiter
778,412,020
1316
1,898.7
1.33

2312

59.54 km /s
0.41354
11.85652502
13.0697
0.04839266
1.30530

3.12

165
H2,He

71,492

Saturno
1,426,725,400
755

568.51
0.70
896

35.49 km /s
0.44401
29.42351935
9.6724
0.5415060

2.48446

26.73

134
He ,H2,CH4

60,268

* retrogrado.

1.6.

Urano
2,870,972,200 km
52

86.849

1.30

869

21.29 km /s
0.71833 *
83.74740682
6.8352
0.04716771
0.76986

97.86

76
H2,He, CH4

Neptuno
4,498, 252, 900
44

102.44

1.76

1100

23.71 km /s
0.67125
163.7232045
5.4778
0.00858587
1.76917

29.58

73
H2, He

24,764

Los cambios actuales

Plutén
5,906,376,200
0.005

0.013

1.1

81

1.27 km /s
6.38718%*
248.0208
4.7490
0.24880766
17.14175
119.61

57.8

Hoy dia, los cambios y nuevos descubrimientos suceden a un ritmo im-
presionante, tépicos que corresponden a temas de estudio de actualidad se
estudian normalmente en cursos de postgrado en Fisica, pero de todos modos
se muestran algunos de los hitos mé&s relevantes ocurridos recientemente en

la Fisica.

1.6.1.

Hitos en la historia de la Fisica Moderna

= 1887 Albert Michelson y Edward Morley, usando un interferémetro,
fallan en detectar el Eter.

= 1896 Henri Becquerel descubre la radioactividad natural.

= 1900 Max Planck introduce la teorfa cudntica para explicar la radiacion

termal.
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= 1905 Albert Einstein publica su famoso articulo sobre la teoria de la
relatividad.

= 1905 Albert Einstein introduce el concepto de fotén para explicar el
efecto fotoeléctrico.

= 1911 Heike Kamerlingh-Onnes descubre la superconductividad.

= 1911 Ernest Rutherford propone el micleo atémico, basado en experi-
mentos de Hans Geiger y Ernest Marsden.

m 1913 Neils Bohr introduce la teoria de la estructura atémica.

= 1913 William H. Bragg y William L. Bragg (Padre e Hijo) estudian la
difraccién de rayos X por cristales.

= 1914 James Franck y Gustav Hertz muestran evidencia de energfas
cuantizadas en los dtomos.

= 1914 Henry J. Moseley encuentra relacién entre frecuencias de rayos X
y nimero atémico.

= 1915 Albert Einstein propone la teoria general de la relatividad.

= 1916 Robert Millikan ejecuta cuidadosas medidas del efecto fotoeléctri-
co y confirma la teorfa de los fotones de Einstein.

= 1919 Sir Arthur Eddington y otro astrénomo Britdnico miden efectos
gravitacionales sobre la defleccién de luz de las estrellas confirmando
las predicciones de la teorfa general de la relatividad de Einstein.

= 1921 Otto Stern y Walter Gerlach demuestran la cuantizacién espacial
y muestran la necesidad de introducir el momento magnético intrinseco
del electrom.

= 1923 Arthur Compton demuestra cambios en la longitud de onda de
los rayos X en el scattering por electrones.

= 1924 Prince Louis de Broglie postula la conducta ondulatoria de las
particulas.
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1925 Wolfgang Pauli propone el principio de exclusion.

1925 Samuel Goudsmita y George Uhlenbeck introducen el concepto de
momento angular intrinseco.

1926 Max Born establece la interpretacion estadistica de la funcién de
onda de Schrodinger.

1927 Werner Heisenberg introduce el principio de incerteza.

1927 Clinton Davisson y Lester Germer demuestran la conducta ondu-
latoria de los electrones; George P. Thomson independientemente hace
lo mismo.

1928 Paul A.M. Dirac propone la teoria relativistica cudntica.
1929 Edwin Hubble reporta evidencia de la expansion del Universo.
1931 Carl Anderson descubre la antiparticula del electrén, el positrén.

1931 Wolfgang Pauli sugiere la existencia de una particula neutra, el
neutrino, emitido en el decaimiento beta.

1932 James Chadwick descubre el neutron.

1932 John Cockroft y Ernest Walton producen la primera reaccién
nuclear usando un acelerador de alto voltaje.

1934 Iréne y Frédéric Joliot-Curie descubren radioactividad inducida
artificialmente.

1935 Hideki Yukawa propone la existencia de los mesones.

1938 Otto Hahn, Fritz Strassmann, Lise Meitner y Otto Frisch descu-
bren la fisién nuclear.

1940 Edwin McMillan, Glenn Seaborg y colegas producen los primeros
elementos sintéticos transurdnicos.

1942 Enrico Fermi y colegas construyen el primer reactor de fisién nu-
clear.
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= 1945 Explosion de la primera bomba atémica de fisién en el desierto de
Nuevo México.

= 1946 George Gamow propone el big-bang cosmolégico.

= 1948 John Bardeen, Walter Brattain y William Shockley muestran pri-
mer transistor.

= 1952 Explosion de la primera bomba de fusién nuclear en el atolén
Eniwetok.

= 1956 Frederick Reines y Clyde Cowan presentan evidencia experimental
sobre la existencia del neutrino.

= 1956 Lee Tsung-dao y Yang Chen-ying sugieren pérdida de simetria de
paridad en el decaimiento beta.

= 1958 Rudolf L. Mossbauer demuestra emisién sin retroceso de rayos
gama.

= 1960 Theodore Maiman construye el primer laser de ruby; Ali Javan
construye el primer ldser de helio-neén.

= 1964 Allan R. Sandage descubre el primer quasar.

= 1964 Murray Gell-Mann y George Zweig independientemente introdu-
cen el modelo de tres quargs de las particulas elementales.

= 1965 Arno Penzias y Robert Wilson descubren la radiacién de fondo de
micro ondas.

= 1967 Jocelyn Bell y Anthony Hewish descubren el primer pulsar.

= 1967 Steven Weinberg y Abdus Salam proponen independientemente
una teorfa unificada incluyendo las interacciones débiles y electromag-
néticas.

= 1974 Burton Richter y Samuel Ting y colaboradores descubren inde-
pendientemente evidencia de un cuarto quarq, llamado charm.

= 1974 Joseph Taylor y Russel Hulse descubren el primer pulsar binario.
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1977 Leon Lederman y colegas descubren una nueva particula que es
evidencia de un quinto quarq, llamado bottom.

1981 Gerd Binnig y Heinrich Rohrer inventan el microscopio de efecto
tinel.

1983 Carlo Rubbia y colaboradores en el CERN descubren las particu-
las W— W+ y Z0.

1986 J. Georg Bednorz y Karl Alex Miiller producen el primer super-
conductor de alta temperatura.

1994 Investigadores en el Fermilab descubren evidencia de un sexto
quarq, llamado top.

1995. Premio Nobel de Fisica a Martin L. Perl, Frederick Reines por
gontribuciones experimentales pioneras a la fisica de leptones"

1996. Premio Nobel de Fisica a David M. Lee, Douglas D. Osheroff,
Robert C. Richardson por "su descubrimiento de la superfluidez en
helio-3"

1997. Premio Nobel de Fisica a Steven Chu, Claude Cohen-Tannoudji,
William D. Phillips por "el desarrollo de métodos para enfriar y atrapar
dtomos con luz laser"

1998. Premio Nobel de Fisica a Robert B. Laughlin, Horst L. Stérmer,
Daniel C. Tsui por "El descubrimiento de una nueva forma de fluido
cuantico con excitaciones con carga fraccionaria"

1999. Premio Nobel de Fisica a Gerardus’t Hooft, Martinus J.G. Velt-
man por .%clarar la estructura cudntica de la interaccion electro débil
en Fisica"

2000. Premio Nobel de Fisica a Zhores I. Alferov, Herbert Kroemer,
Jack S. Kilby por "trabajo béasico en tecnologia de la informacion y la
comunicacion"

2001. Premio Nobel de Fisica a Eric A. Cornell, Wolfgang Ketterle,
Carl E. Wieman por "lograr la condensacién de Bose-Einstein en ga-
ses diluidos de dtomos alcalinos, y por estudios fundamentales de los
condensados"
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= 2002. Premio Nobel de Fisica a Raymond Davis Jr., Masatoshi Koshiba,
Riccardo Giacconi por Contribuciones pioneras a la astrofisica y en
particular por la deteccién de neutrinos césmicos"

= 2003. Premio Nobel de Fisica a Alexei A. Abrikosov, Vitaly L. Ginz-
burg, Anthony J. Leggett por ¢ontribuciones en la teorfa de los super-
conductores y de los super fluidos"

= 2004. Premio Nobel de Fisica a David J. Gross, H. David Politzer,
Frank Wilczek por "El descubrimiento de la libertad asimptética en la
teorfa de la interaccién fuerte"

1.7. Unidades

1.7.1. Medicién

El tema de las mediciones en Fisica es uno de los aspectos centrales del
método cientifico. Cualquier medicién involucra primero que nada la defini-
cién de la propiedad fisica a ser medida y en segundo lugar involucra una
comparacién (por algin método bien definido) con una propiedad fisica co-
nocida del mismo tipo, la unidad de medida. El proceso termina arrojando
un nimero para la propiedad fisica que estd siendo medida, més alguna esti-
macién del error cometido. El error se define como la diferencia entre el valor
medido y el valor verdadero, hipotético valor que posee la cantidad fisica.

El proceso de medicién siempre involucra algin intercambio de energia
entre el observador o el instrumento, con el objeto que estd siendo medido.
En muchos casos eso produce un efecto despreciable sobre la determinacién
realizada, pero en otros casos produce un efecto no despreciable que limita
la acuciosidad del valor logrado, sobre todo a nivel del mundo microscépico.

1.7.2. Valor verdadero

Los errores en las mediciones estdn bien definidos, aunque sean desco-
nocidos, cuando el valor verdadero de la propiedad fisica que estd siendo
medida existe. Este punto no estd absolutamente claro, pero se cree que hay
ciertas cantidades fisicas que tienen valor verdadero. Por ejemplo la carga
del electrén o del protén. La masa en reposo del electrén. La velocidad de
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la luz. Ademds existen constantes en las leyes de la fisica, las cuales tienen
presumiblemente un valor verdadero, por ejemplo la constante de gravita-
cién universal, la constante de Planck, etcétera. Por otro lado, la corriente
que circula por un dispositivo puede tener fluctuaciones intrinsecas de causas
desconocidas, que indeterminan el concepto de valor verdadero, y por lo tan-
to el concepto de error en su medicién. La aplicacion de teorias de errores o
tratamiento estadistico de datos que se explica mdas adelante, requiere tener
claridad sobre estos aspectos.

1.8. Cifras significativas

Como resultado de un proceso de medicién, por ejemplo de una longitud,
el resultado debe establecer los niimeros correctos y el primer niimero incierto.
Con relacién a la figura la longitud determinada podria ser escrita

L =14,35cm

siendo incierto el iltimo digito, de manera que serfa igualmente valido escri-
birlo como

L =1434cm
Asi, las cifras significativas de una medida, en este caso cuatro, son los digitos
correctos y el primer nimero incierto.
Ejemplos

n G =6.67259%x 10" m3 kg ' s~ tiene seis cifras significativas.
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e = 1,60217733x1071 C tiene nueve cifras significativas.

L = 10,8345 m tiene seis cifras significativas.

L = 10,8345 x 10° m tiene seis cifras significativas.

L = 1,08345 x 10~ %m tiene seis cifras significativas.

40100 tiene cinco cifras significativas

0,000401 tiene tres cifras significativas.

Operaciones con cifras significativas

Al operar con resultados de mediciones, deben respetarse ciertas reglas.
En la suma o resta de niimeros, debe redondearse el resultado de modo que
el nimero de decimales sea el del que tenga menos cifras decimales.

En la multiplicaciéon o divisién, el resultado debe redondearse de modo
que el nimero de cifras significativas del resultado, sea el del factor que tenga
menos cifras significativas.

Ejemplos
= (0,123 — 0,1256 = —0,0026 ~ —0,003
= 12,14 0,0017 =12.1017 ~ 12,1
m 3,67 x 2,3 =8.441 =~ 8,4

= 0,0123/2,3 = 0,005347 ~ 0,0054

1.9. Estandarizacion

Los primeros estdndares de medicién aparecieron en las culturas medite-
rrdneas y estaban basadas en partes del cuerpo humano, o en lo que algin
animal podifa tirar, o en el volumen de algin depdsito. La unidad egipcia
“cubit” se acepta que fue la unidad de longitud lineal méas extendida en el
mundo antiguo a partir de ano 3000 bC, y consistfa en la longitud entre el
codo del brazo hasta la punta de los dedos extendidos. Bueno, las cosas han
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avanzado progresivamente y hoy dia de acuerdo a una convencién internacio-
nal realizada en Paris en 1960 acordaron el sistema internacional de unidades
(SI) basado en siete unidades bésicas.

Las letras SI representan al “Systéme International d’Unités”. Este es
el sistema internacionalmente acordado para la mayor parte de los trabajos
cientificos y tecnolégicos en la mayoria de los paises. Las Unidades SI son de
tres tipos base, suplementarias, y derivadas. Hay siete unidades base corres-
pondientes a las siete cantidades fisicas dimensionalmente independientes,
como se muestra en la tabla siguiente

Unidades SI base

Cantidad fisica Nombre Simbolo
longitud metro m
masa kilogramo kg
tiempo segundo S
corriente eléctrica Ampeére A
temperatura termodindmica Kelvin K
cantidad de substancia mol mol
intensidad luminosa candela cd

Unidades SI suplementarias
Cantidad fisica Nombre Simbolo
angulo plano radidn rad
angulo solido estereorradidn  sr
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Unidades SI derivadas

Cantidad fisica Nombre  Sitmbolo
frecuencia Hertz Hz
energia Joule J
fuerza Newton N
potencia Watt W
presién Pascal Pa
carga eléctrica Coulomb C
diferencia de potencial eléctrico  Volt \Y
resistencia eléctrica Ohm Q
conductancia eléctrica Siemens S
capacidad eléctrica Farad F
flujo magnético Weber Wb
inductancia Henry H
densidad de flujo magnético 1.9  Tesla T
flujo luminoso Lumen Im
iluminacion Lux Ix

*También conocida como induccién magnética

Unidades SI se usan con catorce prefijos para formar muiltiplos decimales
y submuiltiplos de las unidades.

Prefijos usados con unidades SI

Nombre de Nombre de

Factor  Prefijo  Simbolo | Factor Prefijo Simbolo
10 deca- da 1071 deci- d

102 hecto- h 102 centi- ¢

103 kilo- k 1073 mili- m

108 mega- M 1076 micro-

10° giga- G 10  nano- n

1012 tera- T 1072 pico- p

101° peta- P 107%  femto- f

1018 exa- E 107®  atto- a
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1.10. Valores de algunas constantes fundamen-
tales

De acuerdo a la recomendacién de 1986, CODATA recomienda los si-
guientes valores de algunas constantes fundamentales

Cantidad Simb. Valor Unidad
veloc. de la luz en vacio ¢ 299792458 ms "
permitiv. el. del vacio 4 x 1077 NA~?
permitiv mag. del vacio & 8.854187817.. 1072 Fm™!
const. de gravitacién G 6.67259 107 mi3kg ™ s72
const. de Planck h 1.05457266 107 Js
carga electron e 1.60217733 107¥C
masa electrén Me 9.1093897 103 kg
const. de Avogadro Ny 6.0221367 10 mol ™

CODATA fue establecido en 1996 como un comité interdisciplinario del
Consejo Internacional de uniones cientificas (International Council of Scien-
tific Unions). Tabla adaptada de la Referencia NIST sobre Constantes, Uni-
dades e Incertezas. La incerteza relativa estd expresada en partes por millén

(ppm).

1.11. Las unidades basicas

Las definiciones de las unidades bésicas, de espacio tiempo y masa, han
experimentado cambios con el propdsito de adecuarse a los avances en los
métodos experimentales, no existiendo razén alguna para suponer que las
actuales definiciones son las definitivas. La excepcién consiste en la unidad
de masa, el kilogramo, establecida en 1887. Hoy (1999), las definiciones acep-
tadas son las siguientes.

DEFINICION 1.11.1 El kilogramo se define como la masa de un cilindro fabri-
cado con una aleacion de platino e Iridio que se conserva en la International
Bureau of Weights and Measures, en Sevres Francia.
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Este patrén (primario) no se ha cambiado debido a la extraordinaria
estabilidad de esa aleacién. Un duplicado (patrén secundario) se conserva en
el National Bureau of Standards en Gaitherburg.

DEFINICION 1.11.2 Un sequndo es el tiempo que requiere un dtomo de Cesio
138 para realizar 9.192.631.770 vibraciones, correspondientes a la transicion
entre dos niveles hiperfinos de su estado fundamental.

Esta definicién tiene la ventaja respecto a la definicién del kilogramo,
de no requerir de patrones especificos guardados en algin lugar, para su
realizacion.

DEFINICION 1.11.3 El metro se define como la distancia recorrida por la luz
en el vacio en un intervalo de tiempo de 1/299,792,458 sequndos.

Esta definicién estd basada en la extraordinaria precisiéon con que actual-
mente se puede medir la velocidad de la luz, la cual se acepta hoy en dia que
es exactamente 299,792,458 ms~!.

1.12. Ejercicios

Nota 1.2 (1), (2), y (3) representan el grado de dificultad del problema.
El (1) corresponde a problemas tipo prueba, el (2) corresponde a problemas
discriminatorios y el (3) a problemas de tareas.

EJercicio 1.1 (1) Un cuerpo describe una érbita circular de radio R = 100
m en torno a un punto fijo con rapidez constante dando una vuelta completa
por sequndo. Determine la magnitud de la aceleracion del cuerpo.

EJERCICIO 1.2 (3) Si el cuerpo del ejercicio anterior, repentinamente si-
guiera en linea recta, determine la rapidez de crecimiento de la distancia al

punto fijo en ms~1.

EJErcICIO 1.3 (1) Las masas de la Tierra y de la Luna son aprozimada-
mente My = 5,98 x 10?* kg y M; = 7,36 x 10*? kg siendo la distancia
promedio entre ellos 3,84 x 108 m. Determine la fuerza ejercida por la Tie-
rra sobre la Luna y la ejercida por la Luna sobre la Tierra.
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EJERCICIO 1.4 (1) De los datos del ejercicio anterior, determine el tiempo
empleado por la Luna en dar una vuelta completa en torno a la Tierra, en
dias.

EJERrCICIO 1.5 (1) Determine aprozimadamente la fuerza que hace la Luna
sobre una persona que estd sobre la superficie terrestre y de masa 80 kg.

EJERCICIO 1.6 (1) Si el radio de la Luna es 1,74 x 106 m determine cuanto
pesa un kg de oro en la Luna.

EJErcICIO 1.7 (1) De acuerdo a los radios orbitales, evalie los periodos
orbitales usando la tercera ley de Kepler, comparando con los datos tabulados.

EJERCICIO 1.8 (1) Determine a qué distancia entre la Tierra y la Luna, un
cuerpo no es atraido hacia ninguno de los dos cuerpos.

EJeErcIcIO 1.9 (1) Un péndulo de longitud L = 2 m efectia oscilaciones en
la superficie terrestre. Determine el nimero de oscilaciones que efectia en
cada sequndo.

EJErCICIO 1.10 (1) Utilizando las leyes de Kepler, discuta la existencia del
planeta X, hipotético planeta igual a la Tierra, en su misma drbita eliptica
en torno al Sol, pero que permanece siempre oculto detrds del Sol y por eso
no ha sido observado.

EJjErcIcIO 1.11 (1) Sila distancia promedio de la Tierra al Sol es aproxi-
madamente 1,496 x 10" m determine aprozimadamente la masa del Sol.

EJeRrcicio 1.12 (1) Verifique con los datos de la tabla, el cumplimiento de
la tercera Ley de Kepler.

EJErcICIO 1.13 (1) De acuerdo a las masas de los planetas, evalie las ve-
locidades de escape desde sus superficies, comparando sus valores con los
tabulados.

EJERrcIcio 1.14 (1) De acuerdo a las masas de los planetas y sus radios,
evalie la aceleracion de gravedad en sus superficies, comparando sus valores
con los tabulados.
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EJERCICIO 1.15 (3) Estudie si existe alguna ley que de cuenta de las dis-
tancias de los planetas al Sol. (Por razones histéricas, considere unidades
donde la distancia Tierra Sol sea 10). Si existe alguna discontinuidad en su
ley, aventure alguna hipdtesis.

EJERrCICIO 1.16 (1) Considere un satélite artificial en érbita ecuatorial geoes-
tacionaria, es decir que permanece siempre sobre el mismo punto de la su-
perficie terrestre. Determine entonces la altura del satélite sobre la superficie
terrestre y la rapidez de él en su orbita.

EJErCICIO 1.17 (1) Respecto a la situacion del problema anterior, si la altu-
ra del satélite es reducida a la mitad pasando a otra orbita circular, determine
el nimero de vueltas que da el satélite por dia en torno a la Tierra.

EJeRrcIcio 1.18 (2) Considere a una persona en el Ecuador terrestre. Pro-
ducto de la rotacion terrestre esa persona estd acelerada hacia el centro de
la Tierra. Determine la magnitud de esa aceleracion. Si la persona se para
sobre una balanza y ella tiene una masa de 80kg determine la lectura de la
balanza en kgf. (1kgf = 9,8N)

EJERrcIciO 1.19 (1) Determine el radio que deberia tener un planeta con la
misma masa terrestre, para que la velocidad de escape en su superficie fuera
la velocidad de la luz.

EJERrCICIO 1.20 (1) Determine el radio que deberia tener una estrella con
la misma masa que el Sol, para que la velocidad de escape en su superficie
fuera la velocidad de la luz.

EJErcicio 1.21 (1) Determine la velocidad de rotacion que deberia tener
un planeta como la Tierra, en vueltas por dia, para que despegdramos de la
superficie en el Ecuador.
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CAPITULO 2

Vectores

2.1. Escalares y vectores

Una cantidad fisica que pueda ser completamente descrita por un nt-
mero real, en términos de alguna unidad de medida de ella, se denomina
una cantidad fisica escalar. Como veremos existen cantidades fisicas que son
descritas por mas de un mimero, o por un nimero y otras propiedades. En
particular los vectores se caracterizan por tener una magnitud, expresable
por un nuimero real, una direccién y un sentido. Sin embargo hay algo mas
que explicaremos.

2.2. Sistemas de referencia

Para especificar la posicién de un punto en el espacio, se utilizan sistemas
de referencia. Esta posicién se define en forma relativa a algin determinado
sistema de referencia.

Sistema cartesiano

En un sistema de referencia cartesiano, existen tres ejes denominados ejes
cartesianos X, Y, Z ortogonales que se intersectan en un punto O llamado
origen del sistema cartesiano. La posicién de un punto respecto a ese sistema
de referencia se define por el conjunto de sus coordenadas cartesianas (x, y, z),
esto es mediante tres nimeros, ver figura (2.1)
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Figura 2.1: Coordenadas cartesianas.

Los rangos de variacién de las coordenadas cartesianas son

—00 < x <00,
—00 < y < o0,
—00 < z <00,

Sistema esférico de coordenadas
En el sistema esférico de coordenadas, la posicién de un punto estd defi-
nida por sus tres coordenadas esféricas r, 0 y ¢, ver figura (2.2)

Z
A

Figura 2.2: Coordenadas esféricas.

donde r es la distancia al origen, 6 es el angulo que forma OP con el eje
Z'y ¢ es el dngulo que forma la proyeccién de la linea OP en el plano XY
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con el eje X. Los rangos de variacién de las coordenadas esféricas son

< 00,
<,

0
0
0 < 2.

NN N

r
0
o
Sistema cilindrico de coordenadas

En el sistema cilindrico de coordenadas, la posicion de un punto estd
definida por sus tres coordenadas cilindricas p, z y ¢, ver figura (2.3) donde

Figura 2.3: Sistema cilindrico.

p es la distancia de la proyeccién del punto en el plano OXY al origen,
z es la altura sobre el plano OXY y ¢ es el dngulo que forma la proyeccién
de la linea OP en el plano XY con el eje X. Los rangos de variaciéon de las
coordenadas cilindricas son

0 < p<oo,
0 < ¢<2m,

-0 < 2z <00

Sistema polar de coordenadas

En el sistema polar de coordenadas, la posicién de un punto sobre un
plano esta definida por sus dos coordenadas denominadas polares, r y 6, ver
figura (2.4)
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> <

olL—0 > X

Figura 2.4: Coordenadas polares.

donde r es la distancia del punto P al origen, 0 es el dngulo que forma
la lfnea OP con el eje X, llamado aquf eje polar. Los rangos de variacién de
las coordenadas polares son

Relaciones entre las coordenadas

Es tarea sencilla establecer las siguientes relaciones entre las diversas coor-
denadas para los sistemas recién descritos

» Cartesiano-esférico

x = rsinfcos g, (2.1)
= rsinfsin ¢,

z = rcosb,

m Cartesiano-cilindrico

T = pcoso, (2.2)

psin ¢,
z = z,

m Polar-cartesiano

= rcosb, (2.3)

= 7rsinéf.
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Ma3s detalles se proporcionan después de introducir el concepto de vector.
Si estd perdido respecto de la trigonometria, vea resumen al final.

2.3. Desplazamientos en el espacio

El concepto que dio lugar a los vectores, es el de desplazamiento. Con-
sidere un sistema de referencia respecto al cual esté definida la posicién de
puntos.

DEFINICION 2.3.1 Se dice que un punto se mueve respecto a un sistema de
referencia, st sus coordenadas varian con el tiempo.

DEFINICION 2.3.2 Un desplazamiento se define como cualquier cambio de
posicion de un punto en el espacio

Este concepto bésico de desplazamiento es en principio més elemental
que el concepto de movimiento de un punto, puesto que no tiene relacién con
tiempos. Si un punto pasa de una posicién A a otra posicién B, se dice que
el punto se ha desplazado de A a B. De su definicién de desprende que un
desplazamiento tiene tres caracteristicas

= Su magnitud, que se define como la distancia entre el punto inicial y el
punto final.

= Su direccién, correspondiente a la direccién de la recta AB. (rectas
paralelas tienen la misma direccién)

= Su sentido, de A hacia B. Asi el sentido del desplazamiento de B hacia
A es contrario al desplazamiento de A hacia B.

Ademads, desplazamientos sucesivos se combinan (o se suman) de acuerdo
a la regla del triangulo, indicada en la figura siguiente (2.5), donde el despla-
zamiento A — B seguido del desplazamiento B — C' es equivalente a un
desplazamiento A — C.

Eso queda absolutamente claro de la figura que define la regla de combi-
nacién triangular de desplazamientos. Esta regla se generaliza en la seccién
siguiente para dar origen al concepto de vector. Como veremos mds adelante,
para el caso de las fuerzas se utiliza la regla del paralelégramo en vez de la del
tridngulo para obtener la fuerza resultante. Ambas reglas son completamente
equivalentes.
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A_/>c

Figura 2.5: Desplazamiento equivalente.

2.4. Vectores

Los vectores son objetos que tienen las caracteristicas de los desplaza-
mientos, es decir que tienen magnitud, direccién, sentido, y tales que la com-
binacién (llamada suma vectorial) de dos de ellos, se obtiene de acuerdo a la
regla del tridngulo indicada en la figura anterior. Obviamente un ejemplo de
vectores son los desplazamientos. Otro ejemplo de vectores en Fisica, lo cons-
tituyen las fuerzas que se aplican a los cuerpos, tema del siguiente capitulo.
Ellas poseen las tres caracteristicas bésicas, magnitud direccién y sentido. La
cuestion de que si las fuerzas se combinan de acuerdo a la regla de suma vec-
torial, puede y es establecida experimentalmente para ciertas condiciones que
explicaremos en el capitulo siguiente. Es decir debe establecerse que aplicar
dos fuerzas dadas sobre un cuerpo es fisicamente equivalente a aplicar una
fuerza, llamada fuerza resultante que tiene la magnitud, direccién y sentido
dada por la regla de adicién vectorial.

Debemos senalar que no es suficiente que un objeto tenga magnitud, di-
reccion, sentido para ser considerado un vector. Deben necesariamente com-
binarse como tales. Las rotaciones de los cuerpos, en torno a la direccién de
un eje, en un sentido u otro, y de cierta magnitud (el angulo), no son vec-
tores porque no se combinan como los desplazamientos. En el capitulo sobre
fuerzas veremos que siempre es posible cambiar los puntos de aplicacién de
fuerzas que actian sobre un cuerpo indeformable a un determinado punto,
allf sumarlas como vectores obteniendo la fuerza resultante, pero es en gene-
ral necesario agregar el torque de las fuerzas que se cambiaron de posicién
respecto al punto donde se obtiene la resultante vectorial. Esta caracteristica
de las fuerzas no la poseen los desplazamientos.
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2.4.1. Notacion

Los vectores, cualquiera sea su naturaleza, los denotaremos en el texto
con letras con flechas: @, B, f y la combinacién o suma vectorial de ellos con
el stmbolo usual de suma +, es decir

&=a-+b.

2.4.2. Suma de vectores

Naturalmente solo podremos sumar vectores del mismo tipo: desplaza-
mientos, fuerzas, otros, de modo que la regla de suma vectorial puede ser
representada en cualquiera de las dos figuras siguientes, reglas conocidas co-
mo triangular y del paralelégramo:

R

oy
>

2.4.3. Magnitud de un vector

La magnitud de un vector d@ serd representada por |@| y a veces simple-
mente por a, y representa por ejemplo, para los desplazamientos la distancia
entre el punto inicial y el final y para una fuerza, la magnitud de ella expre-

sada en unidades de fuerza.
—

Figura 2.6: Magnitud.




56 Vectores

2.4.4. Multiplicaciéon de un vector por un escalar

Si d es un vector y A es un escalar (nimero real) definimos
Ad

como el vector paralelo al vector @, de magnitud |\| veces la magnitud de a,
y del mismo sentido del vector @ si A > 0 y de sentido contrario si A < 0.

a— .

g [Ala %
ra

A<0 >0

Figura 2.7:

2.4.5. Vectores unitarios

Al vector paralelo y del mismo sentido que el vector ff, pero de magnitud
unidad lo denotaremos por

~

A.

Entonces obviamente tenemos la siguiente importante relacién

A=|AlA, (2.4)

que se ilustra en la figura siguiente

-> A
/ A=IAIA
A /

Figura 2.8: Vector unitario.
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2.4.6. Vectores unitarios cartesianos

Los vectores de magnitud unidad, paralelos y en el sentido positivo de los
ejes cartesianos, los denotaremos por

i, j, k.
2.4.7. Componentes cartesianas de un vector

Todo vector F' (en tres dimensiones), puede ser escrito como

F=Fi+Fj+F, k= (F,F,F), (2.5)

donde F;, F,, F, se denominan componentes cartesianas del vector. Hemos
senalado ademads una notacién alternativa para denotar un vector como un
trio ordenado formado por sus tres componentes (F, Fy, F).

)
/ L',F;,:/’FX Y

Figura 2.9: Componentes cartesianas.

2.4.8. Vector nulo

Un vector de magnitud cero, se denomina vector nulo y lo indicaremos
por 0.
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2.4.9. Resta de vectores
Se define al vector diferencia
i—b=a+ (—1)b, (2.6)

que pasa a ser un caso especial de suma de vectores como se ilustra en la
figura

Figura 2.10: Resta de vectores.

Note que para realizar las operaciones descritas los vectores pueden des-
plazarse libremente a lineas paralelas, pues corresponden a la misma direc-
cién, siendo necesario mantener su magnitud y su sentido. En el capitulo
siguiente, cuando se trate de las fuerzas, se indicardn las formas de hacerlo
pues en ese caso, el punto de aplicacién de una fuerza es relevante y no puede
ser cambiado arbitrariamente sin cambiar su efecto.

2.4.10. Producto escalar de vectores

Dados dos vectores @, y l;, se define el producto escalar de ellos al nimero
real
a-b=|a ‘b’cosa:abcosa, (2.7)

siendo « el dngulo que forman las direcciones de ellos.

2.4.11. Producto vectorial de dos vectores

Se define el producto cruz o vectorial @ x b de dos vectores @ y b como un
vector de magnitud

‘C_L’ X I;‘ = |d| ’5‘ sina = absin o, (2.8)
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que corresponde al drea del paralelégramo que los dos vectores forman, de
direccién perpendicular al plano de los dos vectores y de sentido dado por la
regla de la mano derecha o del tornillo diestro, como se indica en la figura. El
angulo « es el dngulo que forman las direcciones de los dos vectores. (Note
que sin o = sin(180 — «)). Puede verse que

>

Figura 2.11: Producto cruz.

m gxXb=—-bxdad
ngxa=0
mdxb=0=1d|=0,0|b|=0,0aunb.

2.4.12. Algunas propiedades

Pueden establecerse algunas propiedades bésicas

—

a+b = b+a,

a-b = b-a,
axb = —bxa
(@+b)+¢ = a+ (b+2a),
(@+bB)x¢ = axci+bx¢
(@+b)-@ = @-c+5b-¢
(-a+a = 0,

i+0 = a,
A = 0.
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Al vector (—1)a lo denotaremos simplemente —a, es decir
(—1)d = —ad.

2.4.13. Algunas operaciones en términos de las com-
ponentes

Puede establecerse que

ld| = a=./a2+ a2+ a2,

a-b = azby + a,b, + a.b,,
@+b = (az£by)i+ (a, £b,)j+ (as £b.)k,
axb = (ayb. —a.b,)i+ (a:by — azb.)j+ (aghy — ayby)k

(ayb, — a.by, a,b, — azb,, azb, — ayb,).

Note que la tltima relacién corresponde al desarrollo del determinante

A~

) ik
axb=det| a, a, a, |. (2.9)
by b, b

2.4.14. Relacién con geometria

Existen muchas relaciones geométricas que se demuestran en forma muy
simple utilizando las propiedades de los vectores. Por ejemplo demostraremos
algunos teorema.

» TEOREMA 2.1
Teorema del coseno. Con respecto a la figura el teorema establece que

’ff—g‘ — /A2 + B2 — 2ABcos 7.

DEMOSTRACION 1 Considere el tridngulo de la figura 77 entonces tenemos
que la magnitud del lado opuesto al dngulo ‘/f - B ‘ estard dado por

= -5 (- B,
— /A2 + B2 —2ABcosy.

A-B
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Figura 2.12: Teorema del coseno.

Forma alternativa. El mismo resultado se obtiene de considerar la figurapero
ahora

= A+ B)-(A+B),
_ \/A2 + B? + 2AB cos(180 — )
_ \/A2+BZ — 2AB cos 7.

A+ B

Figura 2.13: Teorema del coseno.

» TEOREMA 2.2
Teorema del seno. El teorema del seno establece que los senos de los dngulos
de un tridngulo son proporcionales a los lados opuestos a los angulos.

DEMOSTRACION 2 Considere entonces un tridngulo

Evidentemente R,
BxA=CxB=AxC
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Figura 2.14: Teorema del seno.

pues tenemos en los tres casos la misma direccién, mismo sentido e igual
magnitud, el doble del drea del tridngulo. Si tomamos las magnitudes enton-
ces

ABsiny = AC'sin 8 = C'Bsin a,

y si la dividimos por ABC' conduce al teorema del seno.

siny sinf8 sina

c B A
Aqqu:‘E),B:)E)yCZ)C*).

Cosenos directores

Considere un vector é unitario que forma los dangulos «, 3, v con los ejes
X,Y, Z, como se indica en la figura entonces

Figura 2.15: Cosenos directores.
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é = cosai + cos B + cosk,

si hacemos

[
>
I
\'I—‘

se obtiene
cos® o + cos? 3+ cos® v = 1.

La relacién fundamental que cumplen los cosenos directores de una direccién
cualquiera.
Ecuacién de un plano

De acuerdo ala figura (2.16), la ecuacién de un plano que es perpendicular
a una direccién n y que pasa a una distancia d del origen puede escribirse

7-n=d,
esto es, todos los puntos del plano, dan la misma proyeccion sobre la direccién

z

Figura 2.16: Un plano.
del vector unitario normal, la distancia d al origen.

Volumen de un paralelepipedo

Si un paralelepipedo tiene sus aristas de acuerdo a las direcciones y mag-
nitudes de @, b y ¢, su volumen estd dado por

V:’ng-c“,
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el llamado producto triple o mixto. La razén es que a X b puede escribirse
como el drea A del paralelégramo basal por un vector unitario a lo largo de
la direccién perpendicular a esa drea

@xb=An,
entonces
axb-¢c=An-c=+Ah,
la base por la altura. La razén de tomar el médulo es porque n puede dar
producto punto negativo con c.

Angulo que forman dos vectores ad, b

De acuerdo a las dos versiones establecidas para el producto escalar
a-b= azby + ayb, + ab,,
b

@-b=|d||b|cosa = abcosa,

se deduce que
azby + ayb, +a.b,

Va2 + a2+ a2 /02 + 02+ 02

cos o =

(2.10)

2.5. Mas sobre sistemas de referencia

Mediante la utilizacién de vectores, se definen vectores unitarios bédsicos
de acuerdo a cada sistema de referencia, de manera que en primer lugar, la
posicion de los puntos se hace mediante un vector, llamado vector posicién,
que es expresado en términos de los vectores unitarios bésicos, como explica-
remos, y en segundo lugar ello permitird en los préximos capitulos calcular
con simplicidad la velocidad y aceleraciéon de puntos. Los vectores unitarios
bésicos usualmente se eligen ortogonales entre si (formando dngulos rectos).

2.5.1. Sistema cartesiano

Como ya se explico se definen los vectores unitarios cartesianos basicos
7, ] v k paralelos y en el sentido de los ejes, como se ilustra en la figura, de
manera que el vector posicion del punto P estd dado por

P = 2i 4 yj+ zk. (2.11)
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Figura 2.17: Vectores unitarios cartesianos.

2.5.2. Sistema esférico de coordenadas

En el sistema esférico de coordenadas, los vectores unitarios béasicos de-
nominados 7, # y ¢ se indican en la figura de manera que el vector posiciéon
del punto P estd dado por

Figura 2.18: Vectores unitarios esféricos

!
I
<
>

(2.12)



66 Vectores

2.5.3. Sistema cilindrico de coordenadas

En el sistema cilindrico de coordenadas, los vectores unitarios bésicos
denominados p, ¢ y k se indican en la figura de manera que el vector posicién
del punto P estd dado por

Z
A
K
— [+l
[}
T oz
(@]
0 Y

Figura 2.19: Vectores unitarios cilindricos

7= pp + zk. (2.13)

2.5.4. Sistema polar de coordenadas

En el sistema polar de coordenadas, los vectores unitarios bésicos deno-
minados 7, 0 se indican en la figura de manera que el vector posicién del
punto P estd dado por

T =rr. (2.14)

2.5.5. Relaciones entre los vectores unitarios

Es tarea sencilla establecer las siguientes relaciones entre los vectores
unitarios para los diversos sistemas recién descritos

» Cartesiano-esférico

P = sinfcos @i+ sinfsin ¢j + cos Ok, (2.15)
6 = cos 0(cos @i + sin ¢]) — sin Ok,
&5 = —sin@i+ cos@).
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Figura 2.20: Vectores unitarios polares.

m Cartesiano-cilindrico

P cos @i + sin @), (2.16)
¢ = —sinei+ cosdj,
—

m Polar-cartesiano
7 = cosfi+sinf), (2.17)
0 = —sinbi+cosf)

2.5.6. Componentes de un vector

En general todo vector A puede ser expresado en cualquier sistema de
vectores unitarios ortogonales de modo que

A = Aj+Aj+ Ak (2.18)
= A+ A+ Ay
= Ap+ Ao+ Ak
Las diversas componentes del vector A estan relacionadas y en general la

forma de obtener una componente cualquiera es mediante la operaciéon de
proyeccion realizada mediante el producto escalar

A, =A-n. (2.19)
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2.6. Aplicaciones

EJEMPLO 2.6.1 Para la situacion indicada en la figura, determine la altura

del punto P en términos de los dngulo o, B y la distancia d.
P

o B
“«—>
A d B c

Solucioén. Podemos escribir

tana = i
A
h
t = —
an 3 BO
de donde
AC = h ,
tan «
h
BC = ——
¢ tan 3’
y restando
d=AC — BC = h —L,
tana  tanf
de donde sigue el resultado
d dtan atan 3
h=—7—7 = tan 8 — tano’
tana tan 3

A
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2.7. Ejercicios

Nota 2.1 (1), (2), y (3) representan el grado de dificultad del problema.
El (1) corresponde a problemas tipo prueba, el (2) corresponde a problemas
discriminatorios y el (3) a problemas de tareas.

EJERCICIO 2.1 (2) Demuestre las identidades

=, -,

(@xb)xé=(a -&)b—(C-b)a.

EJERCICIO 2.2 (1) Silos lados de un tridngulo son a,b, c determine los dn-
gulos del tridngulo,

EJERCICIO 2.3 (1) Considere los puntos cuyas coordenadas son A = (1,1, 1),
B=(1,2,1), C = (—1,2,0) determine

a) El drea del triangulo ABC.
b) Los dngulos del tridngulo ABC.

¢) Las magnitudes de los lados del triagngulo ABC.

d) Las alturas del triangulo ABC.

EJeRrcIciO 2.4 (1) Considere un paralelégramo donde se dan tres vértices
A=(0,1,1), B=(1,0,1), C = (1,1,0).

a) Determine el cuarto vértice.
b) Determine el drea del paralelégramo.

¢) Determine las longitudes de las diagonales.

EJERCICIO 2.5 (2) Escriba la ecuacion de un plano que es perpendicular a
la direccion n = (1,—1,1)/v/3 y que pasa a distancia 3 del origen.
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EJERCICIO 2.6 Sea una recta

r = 2t41,
= —142,
z = 3t—1,

siendo t un pardmetro. Determine su distancia al origen.

EJERCICIO 2.7 (2) Seand = (1,1,0), b= (—1,1,1) dos vectores. Determine
la_ecuacion de un plano que pase por el origen y que contenga los vectores a
y b.

EJERCICIO 2.8 (1) Determine el drea de un tridngulo en funcion solamente
de sus lados a, b y c.

EJERCICIO 2.9 (2) Con relacion a la figura, demuestre que si F, = —F
entonces:
’Fl XF1+F2XF2:O.

EJERCICIO 2.10 (1) Desde una determinada posicion en un camino, una
persona observa la parte mds alta de una torre de alta tension con un dngulo
de elevacion de 25°. Si avanza 45m en linea recta hacia la base de la torre,
divisa la parte mds alta con un dngulo de elevacion de 55°. Considerando que
la vista del observador estd a 1,70 m. Encugntre la altura h de la torre.
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EJERCICIO 2.11 (1) Desde un avion de reconocimiento que vuela a una al-
tura de 2500 m, el piloto observa dos embarcaciones que se encuentran en un
mismo plano vertical con dngulos de depresion de 62°24" y 37°18' respectiva-
mente. Encuentre la distancia © entre las embarones.

EJERCICIO 2.12 (1) Una persona se encuentra en la mitad de la distancia
que separa dos edificios y observa la parte mds alta de éstos con dngulos de
elevacion de 30° y 60° respectivamente. Demuestre la que las alturas de los
edificios estdn en la relacion 1 : 3.

Aooo

S loO™

S oooQ

K mimim

/ mimim

mimEm RNy mimi
OO0 . / mimim
. i
mimie K 0
mimim 30° /600 mimim

EJERCICIO 2.13 (1) Un madstil por efecto del viento se ha quebrado en dos
partes, la parte que quedd vertical en el piso mide 3m y la parte derribada
quedd atada al extremo superior de la parte vertical, formando un dngulo de
30° con el piso. Encontrar la altura del mdstil.

T

3m

l 30°
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EJERCICIO 2.14 (1) Una persona en su trote diario, desde su casa, corre
Tkm al Norte, 2km al Oeste, Tkm al Norte y 11km al Este. Encuentre la
distancia a su casa a que se encuentra la persona .

EJercicio 2.15 (1) Una caja tiene 16 cm de largo, 18 cm de ancho y 10 cm
de alto. Encuentre la longitud de la diagonal de la caja y el dngulo que ésta

forma con cada uno de los ejes.
AY

18 cm

10 cm

EJERCICIO 2.16 (1) Dados los vectores 7 = 3i — 2] + k, 7y = 31 — 4) — 3k,
T3 = —1 + 2] + 2k, hallar los mddulos de:

CI,) Fg
b) 7L+ Ty + T3
C) 2771—37724—57:’3

Respuestas: (a) 3; (b) 5,66; (c) 5,48

EJERCICIO 2.17

(b
Hallar un vector unitario con la direccion Yy sentido de
la resultante de Ta,

(1)
L+ con 1y = 21+ 42) — bk, 75 = 1+ 2) + 3k,

3 Q _ 27
Respuesta: 3 21+ -] — 2k

EJERCICIO 2.18 (1) Demostrar que los vectores A = 3i+ ) — 2k, B = —i +
3)+ 4k, C' = 42 — 2) — 6k, pueden ser los lados de un tridngulo, y hallar las
longitudes de las medianas de dicho tridngulo.
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EJERCICIO 2.19 (1) Hallar el dngulo formado por los vectores A = 2i+2)—
k, B =6i— 37+ 2.

=)>
I

EJERCICIO 2.20 (1) Demostrar que los vectores A = 3i —2j + k, B =
3)+ 5k, C =21+ )—4k, forman un triangulo rectangulo.

EJERrCICIO 2.21 (1) Hallar el vector unitario perpendicular al plano forma-
do por A = 2i — 6]—3k B—4Z—|-3]—k:

~ —

EJerciciO 2.22 (1) Dados , A=21-3j—k y B=i+4j— 2k determinar

a) Ax B

b) Bx A

¢c) (A+ B) x (A— B)
EJERCICIO 2.23 (1) Hallar el drea del triangulo cuyos vértices son P(1,3,2),
Q(2,-1,1), R(1,2,3).

EJERCICIO 2.24 (1) Hallar los dngulos agudos formados por la recta que une
los puntos (1,—3,2) y (3,—=5,1) con los ejes coordenados.

EJERCICIO 2.25 (1) Hallar los cosenos directores de la recta que pasa por
los puntos (3,2,—4) y (1,—1,2).

EJERCICIO 2.26 (1) Dos lados de un tridngulo son los vectores A =30+
67 — 2k Y B =4i— 7+ 3k. Hallar los dngulos del tridngulo.

EJERCICIO 2.27 (1) Las diagonales de un paralelégramo son A=31—4j—k
y B =21+ 3)—6k . Demostrar que dicho paralelogramo es un rombo y hallar
sus dngulos y la longitud de sus lados.

EJERCICIO 2.28 (1) Hallar la proyeccion del vector 2i — 3] + 6k sobre el
vector i + 27 + 2k .

EJERCICIO 2.29 (1) Hallar la proyeccion del vector 41— 3j—|—f€ sobre la recta
que pasa por los puntos (2,3, —1) y (=2, —4,3).
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EJercicio 2.30 (1) Si A=41—j+3k y B =—2i+j—2k , hallar un vector
unitario perpendicular al plano de A y B.

EJERCICIO 2.31 (1) Demostrar que A = &Sﬂk, B = i+2%+2k, Y C:%;rj*%

son vectores unitarios mutuamente perpendiculares.




CAPITULO 3

Fuerzas

3.1. Las Fuerzas

En mecénica, es generalmente suficiente clasificar las fuerzas que actian
sobre los cuerpos en dos tipos: de accién a distancia y de contacto. Del primer
tipo las fuerzas se conocen generalmente como campos de fuerza. Asi existen
fuerzas de campos gravitacionales, de campos eléctricos, de campos magné-
ticos y otras. Es probable que usted se extrane que un cuerpo pueda ejercer
una accién sobre otro que estd distante. Explicaciones formales existen, pero
estan fuera del alcance de estos apuntes.

3.1.1. Fuerza de accion a distancia

Del primer tipo, accion a distancia, la més importante para este curso es la
fuerza gravitacional que se ejerce entre los cuerpos consecuencia de su masa.
Ella es una fuerza atractiva, inversa al cuadrado de la distancia entre los
cuerpos y proporcional al producto de las masas. Sin embargo entre cuerpos
de masas no demasiado grandes, esa fuerza es normalmente despreciable en
magnitud. En la Tierra sin embargo no se puede despreciar esa fuerza debido
a la enorme masa de la Tierra. Cerca de la superficie terrestre todos los
cuerpos son atraidos hacia la superficie terrestre (en realidad hacia el centro
de la Tierra) con una fuerza que es proporcional a la masa del cuerpo. La
constante de proporcionalidad es la aceleracién de gravedad que en el sistema
internacional de unidades es g = 9,8 ms~2 de modo que la magnitud de la
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fuerza peso de un cuerpo es
W = mg.

Claramente es reconocible que la fuerza peso tiene ademds direccion,

ll

Figura 3.1: Fuerza gravitacional.

vertical y sentido, hacia abajo. Es decir esta fuerza parece tener las propie-
dades de un vector. Mas adelante indicaremos qué es lo que falta para poder
considerar a una fuerza un vector. La variacién de la fuerza gravitacional peso
puede despreciarse si los cuerpos permanecen cerca de la superficie terrestre.

NoTA 3.1 La fuerza peso en la Tierra en realidad depende de la altura sobre
la superficie terrestre y ademds, como consecuencia de la rotacién terrestre,
depende de la latitud, efectos que serdn despreciados aqui, para situaciones
cerca de la superficie terrestre.

NoTA 3.2 La fuerza gravitacional, el andlisis de ella y su genio, permitieron
a Albert Einstein formular la teoria general de la relatividad, cuestion que
no podemos explicar aqui pero, bien podria usted pensarlo. La cuestién es
,cémo un cuerpo distante puede, sin mediar nada entre ellos, atraer a otro?

3.1.2. Fuerzas de contacto

Otra forma de ejercer una accién sobre un cuerpo, es haciendo contacto
con él mediante otro cuerpo. Podemos empujar un cuerpo. Podemos también
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tirar de un cuerpo mediante una cuerda, Podemos colocar el cuerpo sobre
una superficie sélida. Igualmente es importante si el cuerpo se mueve dentro
de fluidos, ya sean liquidos o gaseosos. es también claro que estas fuerzas
tendrdn alguna magnitud, alguna direccién y algiin sentido.

Figura 3.2: Fuerza de contacto.

Este tipo de accién puede a primera vista parecer mds natural que una ac-
cién a distancia. Sin embargo también caben algunas preguntas. Si la materia
estd formada por dtomos o moléculas, existiendo gran cantidad de espacio
vacio entre ellos, ;qué significa realmente que un cuerpo esté en contacto con
otro?

3.1.3. Tercera ley de Newton

Cuando dos cuerpos se colocan en contacto, la fuerza de contacto que se
desarrolla es en realidad una pareja de fuerzas. Una de esas fuerzas actia
sobre el primer cuerpo y es causada por el segundo, y la otra fuerza actia
sobre el segundo cuerpo y es causada por el primero. Se las reconoce como
fuerzas de accién y de reaccion. Cual de ellas se llame accién o reaccion es
irrelevante. La tercera ley de Newton establece que esas dos fuerzas tienen
la misma direccién, igual magnitud, sentido contrario y actian sobre una
misma linea.

En un esquema la situacion es como la que se muestra
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Figura 3.3: Accién y reacccion.

3.1.4. Unidades de Fuerza

La unidad de fuerza en el sistema internacional de unidades es el Newton,
simbolizado por N. A veces se usan otras unidades

La dina dyn = 0,000 01 N,

La libra fuerza lbf = 4.448 N,

El kilogramo fuerza kgf = 9,8 N

3.2. Tipos de fuerzas de contacto

Cuando dos cuerpos estdn en contacto, se manifiestan fuerzas de interac-
cién que satisfacen la tercera ley de Newton, es decir la llamada ley de accién
y reaccién. Es conveniente clasificarlas en diversos tipos que explicaremos.

3.2.1. Fuerza normal

La componente de la fuerza de contacto perpendicular a la superficie en
contacto, se denomina usualmente reaccién normal N.

3.2.2. Fuerza de roce

La componente de la fuerza de contacto paralela a la superficie en con-
tacto, se denomina fuerza de roce f.

3.2.3. Tensiones

Cuando un cuerpo es tirado mediante una cuerda, la cuerda ejerce una
fuerza de traccién llamada la tensién de la cuerda 7.
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La figura siguiente (a), ilustra a un cuerpo de masa m que estd apoyado
sobre el suelo y tirado mediante una cuerda. La figura (b) ilustra el sistema
de fuerzas que actian sobre el cuerpo, en un diagrama llamado de cuerpo
libre, donde los contactos se han sustituido por las respectivas fuerzas de
accién, la normal N, la fuerza de roce f, la tensién 7'y la fuerza de accién a
distancia, el peso del cuerpo de magnitud mg.

3.2.4. Superficies lisas o sin roce

Si las superficies son lisas o en otras palabras sin roce, la fuerza de roce
es cero y entonces la accién es puramente normal.

f {b)
(a) mg

Figura 3.4:

3.3. Condiciones de equilibrio

Aunque el tema de los cuerpos en equilibrio serd tratado con mayor pro-
fundidad en el capitulo siguiente, daremos algunos elementos aqui. Los cuer-
pos en equilibrio, es decir que permanecen en reposo bajo la accién de un
determinado conjunto de fuerzas, permite investigar (en el laboratorio) cuan-
do un sistema de fuerzas puede ser reemplazado por otro.

DEFINICION 3.3.1 Diremos que dos sistemas de fuerzas son equivalentes
cuando un mismo cuerpo permanece en equilibrio con ambos sistemas de
fuerzas.

Sin embargo seguiremos otra estrategia que consiste en analizar la posi-
bilidad de cambiar el punto de aplicacién de una fuerza, determinando en
cada caso el efecto que ese cambio produce.
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Figura 3.5: Fuerzas concurrentes

3.3.1. Linea de accién y punto de aplicacion

Cuando una fuerza actia sobre un cuerpo sélido indeformable, se ha com-
probado experimentalmente que la fuerza se puede desplazar libremente sobre
su linea de accién. En otras palabras la fuerza puede ser aplicada indistinta-
mente en cualquier punto de su linea de accién, siempre y cuando se mantenga
su magnitud, direccién y sentido. Sin embargo no resulta lo mismo si se tras-
lada la fuerza a otra linea paralela a su linea de accién. Para cuerpos reales
deformables, no es posible cambiar el punto de aplicacién de la fuerza sin que
ello cambie su efecto, las deformaciones que ellas causan.

3.3.2. Fuerzas concurrentes

Cuando sobre un cuerpo sélido indeformable actiian dos fuerzas que no
son paralelas y que estdn sobre un mismo plano, por lo dicho anteriormente,
es posible trasladarlas al punto de interseccién de sus lineas de accién. Se ha
comprobado que esas dos fuerzas actuando en ese punto son equivalentes a
una sola fuerza aplicada en ese mismo punto. Lo importante es que esa tinica
fuerza es la suma vectorial de las dos fuerzas aplicadas.

F=F +F,.

3.3.3. Par de Fuerzas

Dos fuerzas paralelas de igual magnitud y sentido contrario que no tienen
la misma linea de accién, tienen una suma vectorial nula. Sin embargo su
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efecto no es nulo, pues ese par de fuerzas tiende a hacer rotar el cuerpo. El
par M de ellas se define como
M = 771 Xﬁl—FFQXﬁg, (31)

—

= (Fl—Fg)Xﬁ1:F><F,

pues
ﬁg = _ﬁl-

El par M resulta independiente del origen O puesto que sélo depende del
vector posicién relativo entre los dos puntos de aplicacién. Tal vector que
puede desplazarse libremente pues no depende del origen, se denomina el
“par de las fuerzas”. El par de fuerzas es perpendicular al plano que contiene
las fuerzas y no es una fuerza, de hecho su unidad en el sistema S7 es [N m].

Las figuras siguientes muestran varias formas de representar un “par de
las fuerzas”:

La primera ilustra las dos fuerzas. La segunda, la representacién vectorial
del par y la tdltima una representaciéon simplificada donde se muestra en el
plano de las fuerzas el efecto que el par produce.

3.3.4. Fuerzas no concurrentes

Como ya explicamos, una fuerza aplicada en un punto de un cuerpo rigido
puede trasladarse libremente sobre su linea de accién. Para cambiarla a otra
linea paralela debe tenerse cuidado. La figura (3.6) ilustra como se logra
cambiar una fuerza F, 1 actuando en 7 a otro punto arbitrario 5.

La manera de hacerlo es “agregando” en el punto 75 un vector nulo, que
por supuesto no hace ni un efecto, es decir F+ (—ﬁ 1), y como estd ilustrado
queda actuando la fuerza F aplicada en 75 mds un par de fuerzas

M = (7 — ) x F,. (3.2)



82 Fuerzas

1

hul
!

Fy

Figura 3.6:

Si se toma en cuenta que 75, — 7] = 7 es el vector dirigido desde el punto
donde se colocé la fuerza al punto donde estaba la fuerza, la receta es sim-
plemente: cambie la fuerza F manteniendo su magnitud, direccién y sentido
a un punto arbitrario, considerando entonces que en el nuevo punto actia la
fuerza F y ademads el par

M=FrFxF.
Como explicamos a continuacion, este par es también el “torque” de la fuerza
respecto al punto donde la fuerza se traslada.

3.3.5. Caso general

Si sobre un cuerpo actiian un conjunto de fuerzas ]3Z aplicadas en 77},
para sumarlas y obtener la fuerza resultante, de acuerdo a su suma vectorial,
debemos hacerlas actuar en un mismo punto. Supongamos que las llevamos
todas a un punto O arbitrario de posicién 7o. Generalizando lo anterior el
cuerpo quedard sometido, ademads de la resultante en O,

F=> F
a una serie de pares de fuerzas dado por

—

M = (7 — 7o) X Fy+ (7 — 70) X Fy+ - --

Cada “par” no depende del origen pero si del punto al cual se trasladaron
las fuerzas. Esta sumatoria que depende del punto O elegido (pero no del
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origen) se denomina el torque resultante de las fuerzas respecto al punto O
y se denota por

Fo =Y (i — 7o) x Fy. (3.3)

Si el origen del sistema de coordenadas se coloca precisamente en O, la ex-
presién anterior se simplifica a

fo=Y 7 xF. (3.4)

Nuevamente expresamos este resultado en palabras: Si desea sumar vecto-
rialmente las fuerzas en un punto arbitrario del cuerpo, lo puede hacer pero
tenga en cuenta entonces que sobre el cuerpo actia esa fuerza resultante (la
suma vectorial de todas ellas) y un torque respecto a ese punto dado por

Fo=» T xF, (3.5)

La figura ilustra como se reduce un sistema de fuerzas arbitrario, donde
se decidié sumar las fuerzas en el punto A, y luego se obtiene una fuerza
resultante y un torque, lo que equivale a la situacién de la figura (3.7):

Figura 3.7:

siendo

—
—

fA:(’Fl—’FA)Xﬁl—l—(’l?g—’FA)Xﬁg—l—(’l?g—’l“A)XFg.
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3.4. Centro de masa

El centro de masa de un conjunto de particulas de masas m; ubicadas en
posiciones 7; es un punto C'M cuya posicién se define mediante

_ D M
_ 1
Tom = ==——o. (3.6)
LT
Como puede verse, el centro de masas corresponde a la posicién promedio de
las posiciones de las particulas con ponderaciones proporcionales a las masas
de cada particula.

3.4.1. Cuerpos continuos

A veces es conveniente olvidarse de la discreticidad de la estructura atémi-
ca de la materia y considerar que la masa estd distribuida en forma continua.
Cuando un cuerpo puede considerarse un continuo de masa, es necesario de-
finir las densidades de masa, de las cuales hay tres tipos dependiendo si el
cuerpo es volumétrico, superficial o lineal. En este curso consideraremos solo
cuerpos homogéneos donde las densidades son constantes.

Si el cuerpo es homogéneo, con una densidad de masa constante, entonces
para los tres casos senalados, se definen

p= % [kgem™3] densidad volumétrica
o= [kgm™] densidad superficial (3.7)
A=4 [kgm™] densidad lineal

las densidades volumétrica, superficial y lineal de masa: p, o, y A\. M repre-
senta la masa total del cuerpo, V' su volumen para el caso volumétrico, A su
drea para el caso superficial y L su longitud para el caso lineal.

3.5. Centroides

El concepto de centroide es bastante general y aplica a diversos conceptos.
Por ejemplo existe el centroide de &rea, el centroide de volimenes, el centroide
de masas y otros mds. En general se trata de un promedio ponderado de las
cantidades involucradas. Por ejemplo considere un cuerpo plano que se ha
subdividido en elementos infinitésimos de drea dA ubicado en una posicién
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especificada por un vector (variable) 7. El centroide de dreas se define como
un punto C' ubicado en la posicién

. [ FdA

rc = f dA .

Estas nociones requieren de elementos de la teorfa matematica del Calcu-

lo"que usted probablemente atin no conoce. No se preocupe, luego lo com-

prenderd mejor. Similarmente si un cuerpo tiene masa y se subdivide el cuer-

po en elementos infinitésimos de volumen dV con masa dm ubicado en una

posicién especificada por un vector (variable) 7, se define el centroide de ma-

sas, conocido simplemente como centro de masa C'M, al punto cuya posiciéon
es

(3.8)

~ [ Fdm

rem = fdm .

Cuando el cuerpo es homogéneo, entonces las masas contenidas en los
elementos de volumen son

(3.9)

M
dm = —dV
m 7V

donde M es la masa total del cuerpo y V es el volumen total del cuerpo.
Entonces en este caso

= _fF%dV_deV
cM = = )
/ %dV [dv
que es también llamado centroide del volumen. Naturalmente si el cuerpo es
una figura plana, la integral que resultard es de superficie
Fonp = [ rdm _ fF;/‘{fdA _ deA.
[dm [ HdA [dA
El centro de masa coincide con el centroide del drea.

Las definiciones involucran el concepto de integral que usted probable-
mente no conoce, de modo que los centros de dreas de las figuras planas mas
importantes le serdn dados. Es importante destacar que si la figura tiene un
eje de simetria de rotacién de 180°, entonces el centro de drea debe estar so-
bre ese eje. Si hay dos ejes de simetria entonces el centro de drea estd donde
se intersectan. Este es el caso del cuadrado, del rectdngulo, del circulo y otras
figuras con simetrias, como se indica en la figura

Para otras figuras importantes se dan resultados para la ubicacién del

centro de drea y ademds de su drea, por ser de importancia en algunos pro-
blemas de la estdtica.

(3.10)

(3.11)
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ffffff mah

Figura 3.8: Centroides.

3.5.1. Tridngulo

Figura 3.9: centroide tridngulo.

L2
c — 3(1,
1
Yo = gha
1
A = §CLh
3.5.2. Tridngulo
ro = (a+b)
c — 3 a )
1
Yo = §h>
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o C

Figura 3.10: Centroide tridngulo.

3.5.3. Semi disco

<@

Figura 3.11: Centroide semi disco.

L _ AR
c — 371'7
yo = 0,

| .
A = —-7R
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Figura 3.12: Cuarto disco.

3.5.4. Cuarto de disco

4R

T = —
C 37'("

_in

yC - 37'('7
A= L
= 47T .

3.5.5. Combinacién de areas

De la expresion
. [ FdA
T —=
CM A Y

si subdividimos el drea en dos partes A; y As, podemos escribir

fAl FdA + fA2 FdA
rem = A+ A,
AlAil fAl rdA + AQA% fAz rdA
A+ Ay
Ao, + AsTom,
A+ A, ’

expresion que permite obtener el centroide de drea de combinacién de figuras
con centroides conocidos.
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3.6. Resultante de fuerzas paralelas de igual
magnitud

Cuando las fuerzas que actian sobre el cuerpo son todas paralelas, tal
como es el caso de la fuerza peso que actiia sobre un conjunto de particulas,
entonces la resultante la podemos colocar en cualquiera de esas lineas, siem-
pre y cuando se agregue el correspondiente torque. Por ejemplo para el caso
del peso, si j indica la direccién vertical hacia arriba, la resultante del peso
colocada en O serd

W= mig(—)j) = —Mgj, (3.12)

donde M representa la masa total del sistema M = > m,. Pero existe ademés
un torque dado por

To = D (7 — 7o) x (—mig)),
= (Z(ﬁ - FO)mi) X (—9)),

— Zﬁml X (—g7) — Zfomi X (—gj)

= M(Fonm —To) X (—9g)).

Note que el torque es nulo si 7o = 7oy, es decir si la resultante de las fuerzas
paralelas se coloca en el centro de masa. De alli que se acostumbra a decir
que la resultante de los pesos de las partes de un cuerpo actiia en el centro de
masa, pues en ese caso el torque debido a trasladar las fuerzas paralelamente
al centro de masa es nulo.

3.6.1. Centro de Fuerzas paralelas

En general todo sistema de fuerzas paralelas actuando sobre un cuerpo
rigido es equivalente a la pura resultante de ellas actuando en un punto A de
una lfnea especifica siempre que se agregue el torque de las fuerzas respecto
a ese mismo punto, es decir

ﬁ = Zijm

fA = Z(ﬁ—FA)XE:fo—FAXﬁ.
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El punto A es arbitrario, pero puede ser conveniente escogerlo de manera que
respecto a ese punto el torque de las fuerzas sea nulo. Ese punto, llamado
centro de fuerzas, es un punto respecto al cual

0 sea

FO - A X F=0.
Si las fuerzas son paralelas, digamos respecto al eje OZ, entonces las podemos
trasladar sobre su linea de accién de manera que queden todas actuando en
puntos del plano OXY'. Para determinar 74, es decir la ubicacién de ese punto

sobre el plano O XY, la idltima ecuacién la multiplicamos vectorialmente por
F resultando

foXﬁ:(’FAXﬁ)Xﬁ:(FA-ﬁ)ﬁ—F2FA,

pero 74 estd sobre el plano OXY y la fuerza sobre el eje OZ de manera que

y se logra despejar

Ty = (3.13)
que es la posicién del centro de fuerzas, es decir donde se puede considerar
actuando la fuerza resultante con torque nulo respecto a ese punto, es decir
el sistema de fuerzas se reduce a la resultante de ellas en el centro de fuerzas
y nada més. A ese punto lo llamaremos 7 de ahora en adelante.

Debemos remarcar que existe un centro de fuerza exclusivamente si la
magnitud de la fuerza resultante no es nula, es decir

F #0.

y ademds de fo —7ax F =0 se deduce que sélo hay solucién para 74 si
el torque en O es perpendicular a la fuerza resultante F. Sin embargo no
estamos analizando el caso mds general, sino cuando todas las fuerzas son
paralelas, digamos a la direccién k. Se tiene entonces que

F= (Y R)k
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o= 7ixF= (Y Fr)xk

L kxR xk) Y FF
re = Ja = o

entonces

(3.14)

Coordenadas del centro de fuerzas

Como todas las fuerzas son paralela a cierta direccién, digamos k entonces
la expresiéon anterior se simplifica si tomamos todos los 7; en un plano per-
pendicular al eje OZ (los puntos de aplicacién pueden cambiarse libremente
en la direccién O2)

L kxR xk) S FG
T = =
F I I )
que conduce a las coordenadas del centro de fuerza. Si tomamos las compo-
nentes x, y obtenemos
Z x; F
= 3.15
_ Z yiF
Yr = =
> B

Note que si las fuerzas F; son constantes (i = 1,2,3---N), lo anterior se
reduce a

>

Yr = —z;vyi-

EJEmMPLO 3.6.1 Considere una ldmina cuadrada de arista a sobre el plano
OXY, que estd actuada en sus cuatro vértices por fuerzas iguales de magnitud
F en la direccion del eje OZ. Determine la posicion del centro de fuerza. (La
respuesta es mds que evidente, pero queremos probar la teoria elaborada)

Solucién. Si un vértice se coloca en el origen y los lados paralelos a los
ejes OXY se tiene con 7 = (0,0), 75 = (0,a), 73 = (a,0), 7y = (a,a)

a—+a a

€T = = —
F 4 2a
o a+a a

Yyr = 4 _27



92 Fuerzas

es decir el centro del cuadrado.

A

EJEMPLO 3.6.2 Para la misma situacion del problema anterior suponga aho-
ra que las magnitudes son Fy = 1, Fy =2, F3 = 3, Fy = 4, determine el centro
de fuerza.

Solucién. Ahora

Y xil;  3a+4a  Ta

S F 10 10

- ZyiFi_2a+4a_@

FEOSE T T 1010
A

3.6.2. Centro de fuerzas distribuidas paralelas

Si se tienen fuerzas distribuidas en forma continua por unidad de longi-
tud, supongamos que verticalmente hacia abajo y actuando sobre una linea
horizontal, el eje OX, entonces la fuerza que actia en un elemento de longitud
dx en posicién x es

dF = w(z)dz.

A w(z) se le llama la densidad lineal de la fuerza y estd expresada en Nm™!.
En el caso de la figura 3.13, se ha supuesto una fuerza distribuida cuya

y

w(x)

Figura 3.13: Fuerza distribuida.

densidad lineal varfa linealmente con la posicién. La fuerza total y su centro
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de fuerza se puede entonces calcular de acuerdo a la seccién anterior como

x; F; rw(x
rp = %Fz ff =1 xdA = x¢, (3.17)

F = ZFH/ z)dz(—j) = —Aj.

Donde A representa el “drea” de la figura de la dirstribucién de fuerza. Nue-
vamente nos encontramos con el concepto de integral, detalles que usted
puede omitir, pero debe saber el resultado: el centro de fuerzas corresponde
al centroide de la figura y la fuerza total es el “drea” de la distribucién de
fuerza. En realidad se calcula como &drea, pero tiene unidades de fuerza:

A= /w(x)d:z:.

EJEMPLO 3.6.3 La figura siguiente ilustra una barra cargada con fuerzas
distribuidas linealmente. Se pide un sistema de fuerza equivalente con torque
nulo.

F, (N/m)
F, (N/m)

Figura 3.14:

Solucién. El cédlculo de la fuerza equivalente F' y de la coordenada del

FNN)

Xe

Figura 3.15:

centro de fuerza se hace a continuaciéon. La fuerza resultante es el drea de la
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distribucién de Fuerza, es decir
1 1
F=FKL+ §(F1 — F)L = §L(F2 + F).

El centroide de la figura lo determinamos segtin

sL(FRL) + 5L(3(F1 — Fy)L)
o = g = 1
(F2L) + (5(F1 — F»)L)
1L2F2 + F
3 B+ B

Note que el caso de un tridngulo es un caso particular con F} =0 o Iy = 0.

A

3.7. Trabajar con componentes

Aunque la mayor parte del trabajo de desarrollo ha sido hecho con los
vectores, en la prictica prueba ser conveniente trabajar con las componentes
de los vectores en algtin sistema de referencia. Usualmente se utiliza un sis-
tema cartesiano de referencia con ejes OX, OY y OZ. Aunque creemos que
todo ha sido explicado en el capitulo de vectores, lo repetimos en parte para
fuerzas y torques. Por ejemplo si una fuerza F estd en el plano OXY) y si «
es el angulo que ella forma con el eje OX entonces

F = Fi+F,j,
siendo
F| = \/ B2+ F2, Fx:)ﬁ‘cosa,yFy:‘ﬁ sin v
F = (Fy, Fy) = (‘ﬁ Cos v, ﬁ‘sina).

Si el punto de aplicacién de la fuerza es
r= 2+ yj,
entonces el torque de ella respecto al origen serd

[p=7FxF= (zF, — yF,)k,
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es decir

I'o = (x‘ﬁ

sina — y )ﬁ) cos )k

—

F

~

(xsina — ycosa)k.

La figura siguiente ilustra los diferentes términos involucrados.

X

De todas maneras el producto cruz es posible realizarlo més facilmente si
se conoce el dngulo # entre el vector del punto de aplicacién y la fuerza de la
forma

~

To=7x F=|f )ﬁ sinf(—k),

donde el sentido se obtiene usando la regla de la mano derecha, es decir
hacia adentro del papel.

3.7.1. Eje torsor

Como hemos visto, todo sistema de fuerzas que actia sobre un cuerpo
rigido es equivalente a la resultante vectorial de todas las fuerzas que actian
en un punto arbitrario O maés el torque de todas las fuerzas respecto a ese
punto. ;Podemos elegir algin punto tal que la resultante de todas las fuer-
zas y el torque sean paralelos? Un caso simple que ilustra con claridad la
existencia de un eje torsor es el que ilustra la figura, donde mediante una
“llave” se aprieta una tuerca Analicemos esta posibilidad de un punto de
vista matemadtico. Sea en el origen o simplemente en un punto O

F- YR

fo = Z’F;XE
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Figura 3.16:

Entonces en otro punto A

Ta = Y (F—7a) x Fy=Top—7axF,

F- YR
Para que el torque y la resultante sean paralelas debe ser
To—7a x F = \F,
Si esta igualdad la multiplicamos x F' resultard
Lo x F—(Fax F)x F=0,
y haciendo uso de la identidad
Ax(BxC)=(A-C)B—-(A-B)C,

podemos escribir

de donde, si

F ‘ # 0, podemos despejar una solucién
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Esto es, en el punto A el torque y la fuerza resultante son paralelas. La
recta que pasa por A y es paralela a la fuerza resultante (y al torque) se
denomina eje torsor. En algunas situaciones simples puede resultar que el
torque en A sea nulo, pero no importa, un vector nulo es paralelo a cualquier
vector. Como en estos casos el torque es nulo, el eje torsor pasa por lo que
se denomina centro de fuerza.

EJjEmpPLO 3.7.1 Considere un cuerpo sometido a fuerzas de manera que en
el punto O la resultante de las fuerzas sea
F = Fk,
y el torque respecto al punto O sea
fo =TI+ 7'];’,

que evidentemente no son paralelos. Segin nuestra férmula, la posicion del
eje torsor resulta ser

. F x fo kxri 7 .

T = = = — 1.

AT T F _F’
Si creemos en el resultado, en ese punto deben ser la fuerza resultante y el
torque paralelos. Si aun no lo cree, verifiquemos. El en punto A actuard la
fuerza

F = Fk,
y al torque en O hay que agregarle el torque producido al correr la fuerza, es
decir
FA:FO+(—FA X F),

que se calcula y resulta
Ty = 7i+rh+ (—%j) x Fl

= Ti+ 7k —T1i="k,
justamente paralelo a la fuerza.

Notemos que a pesar de que las ecuaciones que determinan el centro de
fuerza y el eje torsor son idénticas, hay una diferencia. Para la determinacion
del centro de fuerzas las fuerzas F; son todas paralelas, a diferencia del caso en
que se calcula el eje torsor, donde se consideran el torque y la fuerza resultante
dadas arbitrariamente en un punto. Para clarificar este punto considere el
ejemplo:
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EjEMPLO 3.7.2 Considere dos fuerzas iguales de magnitud F' actuando per-
pendicularmente en los extremos de una barra de longitud 2a. Determine el
centro de fuerza y el eje torsor.

Solucién. Sea OZ la direccién de la fuerza, OY la direccion de la barra,
tenemos entonces que A
F =2Fk,
y si el origen estd en un extremo
T'o = 2aj x Fk = 2aF1,

de donde L A

N FxTo 2Fk x2aF1

Trp = 2 = AF?2 = aj,
el centro de la barra. Si se calcula la posicién del eje torsor, obtenemos la
misma respuesta. Evidentemente como el torque es nulo respecto al centro
de fuerza, él es paralelo a la fuerza. En el caso en que la fuerza resultante y
el torque sean dados en un punto, podremos calcular el eje torsor solamente
pero no el centro de fuerza, porque no hay razén para suponer que las fuerzas

eran todas paralelas.

A

EJEMPLO 3.7.3 Considere una fuerza Fy = F(—1,0,0) actuando en el punto
(0,0,0) y otra fuerza Fy = F(0,0,—1) actuando en el punto A = (a,a,0),
determine el eje torsor

Solucion. Aqui, llamaremos T al punto por donde pasa el eje torsor

F=F +F,=F(-1,0,—1),
calculando resulta

o = aF(1,1,0) x (0,0,—1) = aF (—1,1,0)

ﬁ X fo a
rr = ——— =—(1,1,-1
rT F2 2( ) )
Para verificar calculamos el torque de las fuerzas respecto al punto T' resultard
- aF 1
FT = _7(17 ]-7 _1) X (_17 Oa 0) + G,F((]_, ]-7 0) - 5 (1> 1a _1)) X (Oa 07 _1)

1 1 al’
— aF ([—=.0.—=) =2(-1.0, -1
a ( 27 ) 2) 2 ( ) ) )’
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paralelo a la fuerza resultante. Si buscamos el centro de fuerza ahora no
podemos utilizar la relacion establecida anteriormente porque las fuerzas no
son paralelas. Deberiamos resolver la ecuacion

Fo—7rax F=0,

pero evidentemente esta ecuacion sélo puede tener solucion para 74 si el
torque y la fuerza son perpendiculares, lo cual en este caso no se cumple de
porque I'o = aF (—=1,1,0) y F = F(—1,0,—1) de manera que

To-F=aF?(—1,1,0)-(=1,0,—1) = aF? £ 0.
Es decir este sistema de dos fuerzas no tiene centro de fuerza.

A

3.8. Ejercicios

Nota 3.3 (1), (2), y (3) representan el grado de dificultad del problema.
El (1) corresponde a problemas tipo prueba, el (2) corresponde a problemas
discriminatorios y el (3) a problemas de tareas.

EJjercicio 3.1 (1) Las cuatro fuerzas concurrentes mostradas en la figu-

ra tienen una resultante igual a cero. Si ‘]33) = 800N, )ﬁo) = 1000N y

‘ﬁD’ = 800N determine la magnitud de F, y el dngulo c.

Y
A F

B

ul
(e}

/700 300 ¢
20° ¢

!
t

T

EJERCICIO 3.2 (1) Las magnitudes de las fuerzas que actian sobre el sopor-

te son, figura, F| = ‘ﬁg‘ = 100N. El soporte fallard si la magnitud de la
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fuerza resultante que actia sobre él excede 150 N. Determine el intervalo de
valores aceptables para el dngulo .

EJERCICIO 3.3 (1) Tres fuerzas actian sobre la esfera mostrada en la figu-
ra. La magnitud de Fg es de 60N y la resultante de las tres es igual a cero
Determine las magnitudes de Fy y Fe.

ul’
(e}

EJERrCICIO 3.4 (1) Cuatro fuerzas actian sobre una viga como se indica en
la figura. La resultante de las cuatro fuerzas es cero y ademdas ’ﬁ B‘ = 10000 N,
‘ﬁc) = 5000N. Determine las magnitudes de Fy Y Fp.

P

........................ . .<_

ful’

n
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EJERCICIO 3.5 (1) Seis fuerzas actian sobre una viga que forma parte de la
estructura de un edificio, como se indica en la figura, en los extremos, punto
medio y a un cuarto de la longitud de la viga. Se sabe que la resultante de

todas ellas es cero y que ‘FB’ = ’FE’ = H5kN, ‘FC’ = 4kN, ‘ﬁD‘ = 2kN.

Determine las magnitudes de Fy Y FG

F. Fe F.
70° 40° 40° 500

n
@

EJERCICIO 3.6 (1) Los cables A, B y C, figura, ayudan a soportar una co-

lumna de una estructura. Las magnitudes por los cables son iguales )F’ A) =

= ’F}‘ y se sabe ademds que la magnitud de la resultantes es 200 kN.

Determine la magnitud de Fy.

«—— im—P—— im——P¢—— 4m—>

EJERCICIO 3.7 (1) Se tiene una fuerza F' = 600i—700j+600k N. Determine
los dngulos entre el vector F y los ejes coordenados positivos.
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EJERCICIO 3.8 (1) La torre de 70 m de altura que se muestra en la ﬁgum es-
td soportada por tres cables que ejercen sobre ella las fuerzas FAB, Fac Y Fup
. La magnitud de cada una de esas fuerzas es de 2kN. Ezxprese vectorialmen-
te la fuerza resultante ejercida por los cables sobre la torre. Las coordenadas
de los apoyos son C' = (40,—40), B = (0,40) y D = (—60, —60).

A

o

1/ |

EJERCICIO 3.9 (1) El cable AB mostrado en la figura ejerce una tension de
magnitud 32N sobre el collarin en A. Exprese vectorialmente la fuerza de
tension T'.

4

v~
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EJErcicIO 3.10 (1) Determine el torque de la fuerza de 50kgf respecto a
los puntos A, By C de la figura.

[«2]
3
v
A
S
3
v

EJjercicio 3.11 (1) En la figura, la viga AB de 5m de longitud fallard si el
torque de la fuerza respecto al punto A excede de 10 Nm. Con esa condicion
determine la mdaxima magnitud que puede tener la fuerza.

F

EJERCICIO 3.12 (1) De acuerdo a la figura, determine el torque de la fuerza
de 80N respecto al punto P.
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EJERCICIO 3.13 (1) Determine la magnitud del torque de la fuerza distri-
buida indicada en la figura respecto al punto A y la posicion de su centro de
fuerza.

10 N/m

4“—5m —pt— 10m _—

EJERCICIO 3.14 (1) Determine la magnitud del torque de la fuerza distri-
buida indicada en la figura respecto al punto A y la posicion de su centro de
fuerza.

10 N/m

+—3nM—Pp¢— 10m — »




Carituro 4

Fuerzas y equilibrio

La estatica determina las condiciones bajo las cuales un cuerpo actuado
por diversas fuerzas permanece en equilibrio, es decir en reposo. El desarrollo
de la estdtica viene desde mucho tiempo atrds, mucho antes del desarrollo
de la dindmica. Algunos de sus principios fueron formulados por los egip-
cios y los babilénicos en problemas relacionados con la construccién de las
pirdmides y de templos. Entre los més antiguos escritos sobre este tema se
puede mencionar a Arquimedes quién formulé los principios del equilibrio
de fuerzas actuando en palancas y algunos principios de la hidrostdtica. Por
estas razones no creemos conveniente considerar a la estdtica como un caso
particular de la dindmica.

La principal razén para que desarrollo de la dindmica fuera posterior,
estd directamente relacionada con el desarrollo de los métodos para medir el
tiempo, es decir del desarrollo de los relojes.

Generalmente ocurre algo similar. Un avance en una teoria permite la
construccién de nuevos aparatos de mediciéon que a su vez ayudan a per-
feccionar la teorfa y asi sucesivamente. El desarrollo de nuevas tecnologias
permite el avance en las teorfas y reciprocamente. ;Qué fue primero?. Nues-
tra posicion es que lo primero es la observacién del mundo natural mediante
los instrumentos naturales béasicos, nuestros sentidos.
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4.1. Condiciones de equilibrio. Leyes de la es-
tatica
4.1.1. Equilibrio de una particula

La condicién necesaria y suficiente para que una particula permanezca
en equilibrio (en reposo) es que la resultante de las fuerzas que actian sobre

ella sea cero ~ ~
F=> F=0 (4.1)

Naturalmente con esta condicién la particula podria también moverse
con velocidad constante, pero si estd inicialmente en reposo la anterior es
una condicién necesaria y suficiente.

4.1.2. De un sistema de particulas

Para que un sistema de particulas permanezca en equilibrio, cada una de
sus particulas debe permanecer en equilibrio. Ahora las fuerzas que actian
sobre cada particula son, en parte de interaccién f;; con las otras particulas

del sistema y en parte proveniente del exterior ]*:fxt, es decir

Fr=F+ 3 i (4.2)

J#i
Aqui ﬁj representa la fuerza que la particula j ejerce sobre la particula i. Pero
las fuerzas de interaccién satisfacen la tercera ley de Newton, ley llamada de
accion y reaccién que dice . .
fis = —Fiis (4.3)
ademds que ﬁj es paralela a la linea que une las particulas ¢ con j
De este modo un sistema de particulas estd en equilibrio si
1*:[3” + Z ﬁj — 0, para todo i.
J#i

En otras palabras la resultante de las fuerzas que actian sobre cada particula
debe ser nula.
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4.1.3. Cuerpo rigido

En el desarrollo de la estdtica consideraremos situaciones de equilibrio
de cuerpos rigidos, es decir que no se deforman. En rigor no existen cuerpos
indeformables, de manera que la aplicacién de las leyes de la estédtica es una
aproximacién que es buena si las deformaciones son despreciables frente a
otras dimensiones del problema. El tema de la estédtica de cuerpos deformable
es el tema de otros cursos

Si el cuerpo rigido permanece en equilibrio con el sistema de fuerzas ex-
teriores aplicado, entonces para que todas las particulas estén en equilibrio
es suficiente que tres de sus particulas no colineales estén en equilibrio. Las
demds no pueden moverse por tratarse de un cuerpo rigido. Las condiciones
bajo las cuales un cuerpo rigido permanece en equilibrio son que la fuerza ex-
terna resultante y el torque externo resultante respecto a un origen arbitrario
son nulos, es decir

Fert = N et =, (4.5)
Tyt = > /x FE =0, (4.6)

siendo O un punto arbitrario. De acuerdo a
Ta=Y (7 —7a) x F; =To—7a x F, (4.7)

se constata que entonces el torque resultante es cero respecto a cualquier
punto.

4.1.4. La fuerza de roce estatica

Cuando los cuerpos estdn en equilibrio, la fuerza de roce se denomina
fuerza de roce estdtica fy. En la figura siguiente se ilustra lo que acontece
cuando un cuerpo permanece en equilibrio bajo el sistema de fuerzas indi-
cadoLa resultante de las fuerzas en el sentido horizontal y vertical debe ser
nula, entonces

T — fS = Oa
N—-—mg = 0,
de donde

fs = T, (4.8)
N = mg.
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T
L —
<
f, )
mg
Figura 4.1:

Es decir, la fuerza de roce permanece igual a la fuerza aplicada de tension.
Pero eso tiene un limite, La fuerza de roce estdtica puede aumentar hasta
un limite, el cual depende de la naturaleza de las superficies en contacto a
través de un coeficiente ;g llamado coeficiente de roce estético, y del grado
en que las superficies estén apretadas entre si, esto es ese valor maximo es
proporcional a la componente normal de la fuerza N. En este modelo entonces

£ = ugN, (4.9)

siendo entonces

fs Z ugN. (4.10)

Si la fuerza aplicada 7" iguala a ese valor méximo se dice que el cuerpo estd en
equilibrio limite o bien a punto de resbalar. Para fuerzas aplicadas mayores
el cuerpo se pondra en movimiento acelerado, tema que sera estudiado en el
capitulo de dindmica.

4.1.5. Fuerzas causadas por ciertos soportes

Es conveniente analizar en forma ma&s o menos sistematica las fuerzas que
causadas por ciertos tipos de soportes, cuerdas, resortes, empotraduras, arti-
culaciones y otros, donde en las figuras que siguen se ilustran las componentes
de fuerzas y pares que ellos causan.

El origen del par se puede explicar de acuerdo a la figura que sigue donde
en general se puede pensar que las reacciones verticales en la empotradura
son dos, de diferente magnitud y, lo que es mds importante, no estdn sobre
la misma linea. Para sumarlas, es necesario trasladar una a la linea de accién
de la otra y eso causa el denominado par de la fuerza.
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. —

Cuerda o cable Una fusrza de tension

Figura 4.2:

7o i
.= .

dos componentes de fuerzas

soporte de pasador

Figura 4.3:
/’.’ pi
- Q
] =
una componente de fuerza
soporte de rodillo
Figura 4.4:

contacto con superficie lisa Una fuerza normal

Figura 4.5:
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contacto con superficie rugosa Una fuerza normal y una fuerza de roce

Figura 4.6:

| A |

Dos componentes de fuerza y un par
Soporte empotrado

Figura 4.7:

Soporte empotrado

Figura 4.8:
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4.2. Ejemplos

EJEMPLO 4.2.1 La barra de la figura de masa M y largo 2a estd en equilibrio
apoyada sobre una pared vertical lisa y sostenida por un extremo mediante
un hilo de largo b. Determine los posibles dngulos 0 de equilibrio.

_|-6—

Mg

Solucién. Tenemos

N —Tsingp = 0,
Tcosp— Mg = 0,
Mgasin® — T2asin(f —¢) = 0,

ademads de una relaciéon geométrica
. a
sin ¢ = > sin 6.

De la segunda y la tercera

sin(f — ¢)

inf — 2
sin cos

=0,

—sinfcos¢ + 2cosfsing = 0,

2
sinffcos¢p = 2cos Hza sin 6
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de donde una solucién es sinf = 0 — 6 = 0, § = 7. La otra sigue de
cos ¢ = ?a cos,

eliminando ¢

4a? 16a?
1 = b—(z sin® 0 + b—;l cos® 0,
4a? 12a?
1— _ba; = b;l cos? 6,
p b? — 4a?
cosf =
12a2

esta solucién existe si b > 2a y

b —4a® < 12d%,

EJEMPLO 4.2.2 La barra de la figura de longitud L estd articulada en O,
apoyada en A, tiene un peso total W y estd cargada por una fuerza distri-
buida uniforme de magnitud w(z) = ¢gNm~' desde a hasta b. Determine las
reacciones en O y en A.

wi)=q
o
VVVVVVVVVVIVY A
©) )
‘4%1 >
» b =
L

Solucion. El sistema equivalente de fuerzas es como en la figura siguiente

a(b-a)

(a+b)/2

L2 .
R w s

de modo que tenemos

ZFy:R+S—W—q(b—a):0



4.3 Ejercicios

113

y momentando respecto a O

L a+b
L— —_— — —_— p—
S W2 q(b—a) 5 0,
de donde despejamos
w a+b
5= talb—a)5
y de la primera
a+b
R = Wqb—a) - (5 +ab-a"),
a+b
= +q(b—a)(1l— 5T ).
A
4.3. Ejercicios

Nota 4.1 (1), (2), y (3) representan el

grado de dificultad del problema.

El (1) corresponde a problemas tipo prueba, el (2) corresponde a problemas

discriminatorios y el (3) a problemas de t

areas.

EJERCICIO 4.1 (3) Un cuerpo homogéneo de masa M altura H y base de lar-
go 2a, es empujado por una fuerza horizontal F aplicada en un costado a la
altura h del suelo. St el coeficiente de roce estdtico entre el suelo y el cuerpo
es g, determine la condicion para que al romperse el equilibrio debido al

aumento de F' el cuerpo deslice o vuelque.

F

v

EJeRrcicio 4.2 (1) Una barra de masa M y de largo L se equilibra como se
indica en la figura. No hay roce. Determine el dngulo que hace la barra con

la horizontal cuando hay equilibrio.
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CM
N
—_—
d

EJErcICIO 4.3 (1) Una barra de largo L = 6m y de peso W = 20N estd
articulada en su extremo izquierdo a un punto fijo O, apoyada en un soporte

liso en A y cargada por dos fuerzas como se indica en la figura
10N 10 N

a) Determine la reaccion vertical en la articulacion.

b) Determine la reaccion vertical en el soporte.

EJERCICIO 4.4 (2) Una ldmina de peso W en forma de triangulo equildtero
de lado a, puede moverse en un plano vertical estando el vértice A articulado
a un punto fijo. Si al vértice C se le aplica una fuerza vertical hacia arriba

de magnitud F, determine el dngulo que hace la arista AC con la vertical en
la situacion de equilibrio.

EJErcIcIO 4.5 (1) Considere el sistema de la figura sin roce, determine la
fuerza F' necesaria para sostener el peso W.
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EJERCICIO 4.6 (1) Para el sistema de la figura sin roce, determine la fuerza
F necesaria para sostener el peso W.

EJERCICIO 4.7 (1) Para el sistema de la figura, no hay roce. Determine la
fuerza F' necesaria para sostener el peso W'.
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EJERCICIO 4.8 (1) En el sistema indicado en la figura, no hay roce y las
poleas son livianas. Determine la magnitud de la fuerza F mecesaria para
sostener el peso W.

EJERCICIO 4.9 (1) Tres esferas iguales de radio R estdin sobre un plano ho-
rizontal suave, en contacto entre ellas de modo que sus centros forman un
tridngulo equildtero de arista 2R. A la altura de un radio, el conjunto se abra-
za por una cuerda inextensible que las sostiene. Una cuarta esfera se coloca
sobre el centro del conjunto. Determine la tension que se desarrolla en la
cuerda.

EJERCICIO 4.10 (2) El blogue de la figura tiene masa M y el coeficiente de
roce estdtico con el suelo es pg = 0,5, las longitudes indicadas son 2a = 1m,

H =2m, h = 1,5m. Determine qué sucede al aumentar la fuerza aplicada
F.

2a

EJERrcicio 4.11 (1) La barra OP de masa m y largo 2a esta articulada en un
punto fijo O, sostenida por una cuerda amarrada al punto fijo Q) a distancia
a de O, y al extremo P de la barra, como se indica en la figura. En el extremo
P, cuelga una masa M.
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2a

f ]

Determine la tension en la cuerda QP y la reaccion en O.

EJERCICIO 4.12 (1) Dos barras de masa M y largo 2a estdan articuladas en
puntos fijos O y @Q separados una distancia 2b a la vez que estdn articuladas
en P. Determine las reacciones en las articulaciones O, Py Q.

EJERrcICIO 4.13 (1) Dos barras de masa M y largo 2a estin articuladas en
puntos fijos O y Q a la vez que estdn articuladas entre si en P, como se
indica en la figura. Determine las reacciones en O y en Q.

[ ]

Q

2a

EJERCICIO 4.14 (2) La barra de la figura de masa M y largo 2a estd en
equilibrio apoyada sobre una pared vertical lisa y sostenida por un extremo
mediante un hilo de largo b. Determine los posibles dngulos 0 de equilibrio.
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2a

EJercicio 4.15 (1) La figura muestra una barra homogénea OC de largo
L = 1m y masa M = 12kg, pivoteada en O y en el otro extremo ligada a
una cuerda BC. En el extremo C de la barra cuelga un peso W = 60N por
medio de una cuerda CD. Determinar (a) La tension en la cuerda CD. (b)

La tension en la cuerda BC. (c) La reaccion R en el extremo O de la barra.
(R: (a) 60N, (b) 120N, (c) (103,9;120)N)

EJERCICIO 4.16 (1) La figura nuestra una barra delgada y homogénea AB
de largo L = 2m y de masa M = 12kg, la cual se encuentra pivoteada (arti-
culada) en el extremo A. Sobre la barra en el punto C, se encuentra adherida
una particula de masa m = 1kg. La barra se encuentra en equilibrio estdtico
cuando se le aplica una fuerza de magnitud F' en el extremo B perpendicular
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a la barra. Determine (a) La magnitud de la fuerza aplicada. (b)La reaccion
que ejerce la articulacion sobre la barra. (¢) La reaccion que ejerce la barra

sobre la articulacion. (R:(a) 13N, (b) (10,4;32,2)N, (¢)(—10,4;-32,2)N )

Fg

@)

L/3

EJERCICIO 4.17 (1) El sistema de la figura estd en equilibrio. Si la barra es
de longitud L, de masa M = 8kg y la masa m es m = 10kg y AB = L/3
determine (a) La tension T. (b) La tension Ty. (c¢) La reaccion en el pivote

A.

af

YA

B T,
37° X

e

EJERrCICIO 4.18 (1) Una viga de masa m = 6kg y largo L = 20m estd so-
metida a una carga distribuida y a una tension como se indica en la figura.
La distribucion de carga es lineal con un mdximo de 24Nm~'. Determine

(a) La reaccion en A. (b) La tension en la cuerda. (R: (a) (—58,8;53,6) N.
(b) 98N.)



120 Fuerzas y equilibrio

EJERCICIO 4.19 (1) La figura muestra un sistema en equilibrio, donde la ba-
rra tiene masa despreciable, la distribucion de carga aplicada es lineal con un
mdzimo de 100N m~Y. Determine la masa del cuerpo colgante. (R: 20kg)

100 N/m <

A N
)

|
«—2Mm —pe——6m —>

EJERCICIO 4.20 (1) La placa de la figura pesa 90N y estd sostenida por el
sistema de cables y poleas ideales. (sin masa y sin roce). Si la placa estd en
equilibrio en forma horizontal, determine

a) La tension en el cable que pasa por la polea A.

b) La tension en el cable que pasa por la polea B.
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EJERCICIO 4.21 (1) Las cinco cuerdas del sistema de la figura pueden sopor-
tar una tension mdrima de 1500 N sin cortarse. Determine el peso mdximo
de la placa que puede ser soportada. (respuesta W = 2625N)

EJERCICIO 4.22 (1) La placa liviana de la figura de longitud 9 m estd sopor-
tando una fuerza distribuida en forma lineal con un mdzimo de 600 N m™1.

Determine las reacciones verticales en los soportes A y B.
600 N/m |- .
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EJerciCiO 4.23 (1) La placa de la figura de longitud 16 m y de masa 2kg
estd soportando dos fuerzas distribuidas en forma lineal con mdximos de
50Nm~! ademds de dos fuerzas hacia abajo de magnitudes F;, = 600N y

F5 = 400N. Determine las reacciones verticales en los soportes A y B.
50 N/m

+— 5m—>A4— 6m ——P4—— 5m —>»

EJERCICIO 4.24 (1) La figura muestra un plano inclinado rugoso que forma
un dngulo de 37° con la horizontal y dos bloques A y B en reposo, unidos por
una cuerda inextensible y de masa despreciable. Si la masa del cuerpo A es
ma = 3kg y el coeficiente de roce estatico es g = 0,2, determine

a) Los valores mdzimos y minimos de mp compatibles con el equilibrio.

b) El valor de la tension de la cuerda en los dos casos anteriores.

Ma

«l

37°

EJERCICIO 4.25 (1) Tres cuerpos de masa ma = 3kg, mp = 2kg y me =
1kg se encuentran en reposo como muestra la figura, de tal forma que cual-
quier pequena perturbacion haria que el cuerpo A subiera por el plano. Las

cuerdas que unen los cuerpos son inexrtensibles y de masa despreciable. Se
pide



4.3 Ejercicios 123

my B mg

a) El diagrama de fuerzas que actian sobre my.
b) El coeficiente de roce estatico entre my y la superficie.

¢) Las tensiones en las cuerdas.

EJERCICIO 4.26 (2) Un objeto homogéneo en forma de paralelepipedo de al-
tura a y de ancho b estd en reposo soportado por dos patitas de masa des-
preciable en uno y otro extremo como se indica en la figura. Si se aplica una
fuerza horizontal T' a altura a/2 determine el valor mdximo de pg tal que al
romperse el equilibrio aumentando T, el cuerpo deslice sin volcar. (respuesta:

s =b/a) .

a2 T

EJERCICIO 4.27 (1) Se tiene un sistema formado por una barra uniforme
de 6m de longitud, de masa 100kg articulada en el punto A a un mdstil
vertical. En el extremo B de la barra cuelga un cuerpo de masa 400kg. La
barra estd sostenida por un cable inextensible atado a los puntos C' sobre la
barra a distancia 1,5m del extremo B y D sobre el mdstil, de tal modo que
el tridngulo AC'D es equildtero. Determine



124 Fuerzas y equilibrio

a) La magnitud de la tension del cable.
b) Las componentes de la fuerza que hace el pivote en A sobre la barra.

c) El torque ejercido por la tension del cable sobre el mastil, respecto al
punto A.

EJERCICIO 4.28 (1) Se ata un cuerpo de 200N de peso al punto medio de
una cuerda y dos personas tiran de la misma manera de sus extremos de tal
modo que el cuerpo queda suspendido como se indica en la figura. Determine

la fuerza de tension que deben ejercer las personas.
F F

10°

«al




CAPITULO D

Hidrostatica

5.1. Fluidos

El término hidrostéatica se refiere al estudio de los fluidos en reposo. Los
fluidos son substancias, idealizadamente un continuo de masa, donde su forma
puede cambiar facilmente por escurrimiento, debido a la accién de fuerzas
pequenas. Son fluidos tanto los liquidos como los gases. Si se analizan las
fuerzas que pueden actuar sobre una porcién de fluido, ellas son de dos tipos:
causada por agentes exteriores, tipicamente el peso de él, y las causadas por
el fluido que estd en su exterior. Es conveniente distinguir la parte de esa
ultima fuerza que actia normal a la superficie, llamadas fuerzas debidas a la
presion, de las fuerzas tangenciales o de viscosidad. Estas fuerzas tangenciales
actuando sobre la superficie del elemento de fluido, no pueden ser equilibradas
por fuerzas interiores, de modo que ellas causan escurrimiento del fluido. Si
nos limitamos a fluidos en reposo, las fuerzas tangenciales no pueden existir.
Ellas son relevantes en los casos donde los fluidos no estan en equilibrio.

5.2. Concepto de Presiéon

Si sobre una superficie actian fuerzas normales distribuidas en forma
continua, como se indica en la figura (5.1)la presién actuando sobre algin
punto de ella, se define como la fuerza por unidad de drea que actia sobre la
superficie y puede ser variable o constante de punto en punto de la superficie.
Por ello que su definicién involucra un elemento infinitésimo de drea.
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Figura 5.1: Fuerza distribuida sobre un area.

De ese modo la presién en el punto donde se ubica el elemento de drea
(infinitésimo) dA se define por

_dF

P=—"

(5.1)

Si la fuerza total F' estd distribuida en forma uniforme sobre el total de un
drea A como se indica en la figura (5.2), la presién en cualquier punto de esa
area sera

F

5.2.1. Unidades de Presion

La unidad SI de presion es el Pascal, simbolizado Pa
1Pa=1Nm™

pero existen varias otras de uso corriente. La tabla siguiente las define y se
dan algunas equivalencias.
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Figura 5.2: Fuerza distribuida uniforme.

Unidad Stmbolo equivalencia
bar 1 bar 1,0 x 10° Pa
atmosfera 1 atm 101 325 Pa 1,01325 bar
milfmetros de mercurio 1 mmHg 133.322Pa
Torr 1 torr 133. 322 Pa
Ibf in 2 1 psi 0,068 0 atm
kgf cm ™2 1 0,9678 atm
1 atm 760. 0mmHg
1 psi 6894. 75 Pa

5.2.2. Propiedades de la presion

La presiéon en un punto de un fluido en reposo es igual en todas direcciones,
esto es que la fuerza que experimenta un elemento de drea dentro de un fluido,
no depende de la orientacién de ese elemento de drea. Ademds la presion
en un mismo plano horizontal en el interior de un fluido en reposo, es la
misma. Estas propiedades fueron enunciadas como “principios” por Pascal,
pero ahora pueden ser demostradas de modo muy simple usando las leyes de
la estdtica, demostraciéon que omitiremos aqui.

5.3. Densidad o masa especifica

En un fluido, es importante la densidad o masa especifica ella permite
calcular el peso del elemento de volumen que se considere, que es una posible
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fuerza exterior actuando sobre cada elemento de fluido. Para un elemento de
volumen dV ubicado en algin punto del fluido y que contenga una masa dM,
la densidad p en ese punto se define mediante

P = v (5.3)

en consecuencia la unidad ST de densidad serd kgm~2 pero es usual especi-
ficar densidades en gcm™3, existiendo la equivalencia

lgem ™ =1000kgm 3.

5.3.1. Densidad relativa

Es posible utilizar una escala de densidades relativas a la de alguna subs-
tancia especifica, por ejemplo existen las densidades de los fluidos respecto
al agua, es decir

pr=—", (5.4)
pHQO

que es en consecuencia adimensional, es decir sin unidades.

5.4. Peso especifico

El peso especifico denotado por v se define como el peso por unidad de
volumen del fluido, es decir

v = py, (5.5)

donde la unidad SI seré N m™3.

5.5. Presion atmosférica

La atmoésfera estd constituida por aire, una mezcla en ciertas proporcio-
nes de Nitrégeno y Oxigeno principalmente, que como toda substancia es
atraida por el campo gravitacional terrestre, es decir la atmésfera tiene pe-
so. La atmoésfera es un fluido de varios kilémetros de altura, que producto
de su peso, ejerce presion sobre todos los objetos sumergidos en ella. Esta
presién se denomina presién atmosférica y como veremos, ella disminuye con
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la altura. El famoso experimento de Torricelli, determiné por primera vez su
valor. Considere un tubo de vidrio de alrededor de 1 m de longitud, cerrado
en un extremo, lleno de mercurio, un fluido el cual tiene una densidad de
alrededor 13,6 gcm 3. Tapando con un dedo el extremo abierto del tubo se
invierte el tubo y se sumerge el extremo abierto en un recipiente que también
contiene mercurio. Si este experimento es realizado al nivel del mar, se logra
una situacién de equilibrio como se indica en la figura, donde una altura de
76 cm de mercurio (760 mm) permanece equilibrada con vacio en su parte
superior.Un pequeno analisis de las fuerzas involucradas en el equilibrio de

vacio

Hg N

/\\ 760 mmHg

Figura 5.3:

la columna suspendida de mercurio, nos da el valor de la presién atmosférica
P,. Si A denota el drea basal de esa columna, la fuerza que actua por abajo
es

P,A

la cual equilibra el peso de la columna de mercurio el cual es

Pu,9 hA

de modo que
Py = py,gh = 760 mmHg,

puesto que la altura suspendida es precisamente 760 mmHg. Este experi-
mento da origen al aparato llamado barémetro de mercurio y también a la
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unidad de presion llamada mmHg. Si la presiéon atmosférica varia por cual-
quier razén, también lo hard la altura de la columna de mercurio, constituyen-
do entonces este dispositivo, un aparato para medir la presién atmosférica,
directamente en mmHg.

5.6. Variacion de la presion con la profundi-
dad

Asi como la presién atmosférica disminuye con la altura, es de esperar
que la presién en el interior de un liquido, aumente con la profundidad.
Recordando que la presién es la misma en todos los puntos al mismo nivel
de un fluido en reposo, considere la primera figura, el elemento de fluido
marcado, estd en equilibrio sometido a fuerzas externas verticales, debidas
a la presién en las secciones (1) y (2), y a su peso W, de manera que la
condicién de equilibrio es

Variacion de la presion con la
profundidad.

F2 - F1 - W - O,
y si A denota la seccién transversal, la ecuacién anterior se puede escribir

p2A —p1A = pghA,

o bien
p2 = p1 + pgh.
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Entonces, considerando la segunda figura, la presién a una profundidad h,
desde la superficie del fluido que est4 a la presién atmosférica, serd

p = pa+ pgh. (5.6)

5.7. Medidores de presion

Existen diversos aparatos para medir la presién pero nos limitaremos a
describir aquellos que estdn basados en propiedades muy simples del equili-
brio de columnas de fluidos. Los aparatos para medir la presiéon atmosférica
se llaman barémetros, y los que miden presién en general, se llaman mané-
metros.

5.7.1. Barometro de mercurio en U

Considere la figura donde se muestra un tubo cerrado en un extremo,
doblado en forma de U, abierto por el otro extremo donde actia la presion
atmosférica que se desea medir. El mercurio alcanza una cierta posicién de
equilibrio, donde por el extremo cerrado por existir vacio, la presién es nula.
Al nivel indicado, la presién debe ser la misma, de modo que podemos igualar

P, = hmmHg = htorr.

5.7.2. Manémetro en U de liquido, para presiones re-
lativas de gases

La columna en U contiene un liquido (liquido manomeétrico), por ejemplo
agua, de modo que en la situacion de equilibrio, cuando la presién p en el
recipiente que contiene un gas es mayor que la atmosférica, la condiciéon de
equilibrio indicada en la figura da

P = Pa + prgh,

de modo que si se mide la altura h, la presion relativa (a la atmosférica) serd

P — Do = prgh.
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Figura 5.4:

Figura 5.5:



5.7 Medidores de presién 133

La presién absoluta p puede también calcularse de alli si se conoce o se mide
la presiéon atmosférica mediante un barémetro.

Si la presién en el recipiente que contiene el gas es menor que la atmos-
férica, la situacion de equilibrio serd como se indica en la figura siguiente

Figura 5.6:

de modo que la condicién de equilibrio serd

P+ prgh = pa,
dando para la presién relativa
P —Pa=—pryh,
un valor negativo que refleja que la presién en el interior del recipiente es

menor que la atmosférica. Igualmente se puede calcular la presién (absoluta)
si la presién atmosférica es conocida

P =DPa— prgh.

Otras situaciones simples como estas se dejan como ejercicios planteados al
final.
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5.8. Principio de Arquimedes

Cuando un cuerpo sélido estd en equilibrio en el interior de un fluido,
él estard sometido a fuerzas exteriores de dos tipos: su peso u otras fuerzas
aplicadas, y ademds las fuerzas distribuidas sobre su superficie causadas por
la presién dentro del fluido. Esas tltimas actiian normalmente a la superficie
del cuerpo y su resultante vertical puede ser facilmente calculada. En efecto,
si se considera la segunda de las figuras donde el cuerpo no estd presente,
pero se ha marcado la regiéon donde el cuerpo estaba, las fuerzas sobre esa
superficie imaginaria son naturalmente las mismas que actuaban sobre el
cuerpo. Pero ahora, ellas equilibran verticalmente al fluido encerrado por esa
superficie, de modo que la resultante vertical hacia arriba, debe igualar al
peso del fluido encerrado por dicha superficie. Se tiene entonces el llamado
principio de Arquimides.

Cuando un cuerpo se sumerge en un fluido, él experimenta una
fuerza ascendente, llamada fuerza de empuje, que es igual al peso

del fluido desplazado por el cuerpo.

En términos matemadticos, si V' denota el volumen sumergido, p; la den-
sidad del liquido y E el empuje, entonces

E=pVy. (5.7)
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5.9. Fuerza de Flotacion

La fuerza de empuje, que es igual al peso del fluido desplazado, tiene co-
mo punto de aplicacién el centro de gravedad del volumen de fluido que es
desplazado por el cuerpo. Si suponemos que el fluido es homogéneo, entonces
ese punto coincide con el centroide de la regién del cuerpo que ha desplazado
al fluido. Ese punto se denomina centro de flotacién y en las figuras lo deno-
taremos por B. Por otro lado, el peso del cuerpo actiia equivalentemente en
el centro de masa del cuerpo G el cual puede o no coincidir con el centro de
flotacion, dando origen a la necesidad de analizar las estabilidad de cuerpos
sumergidos en equilibrio.

5.9.1. Cuerpo totalmente sumergido
Cuando un cuerpo estd totalmente sumergido, pueden ocurrir tres casos
segin el centroide del liquido desplazado, punto B, esté sobre, coincida o esté

mds abajo que el centro de masa del cuerpo, punto G. La figura siguiente
ilustra esos tres casos.En el primero, la fuerza de empuje actia mads arriba

O O™V

Figura 5.7:

del peso, luego para una rotacién del cuerpo, aparece un par que tiende
a restaurar la posicién original, en consecuencia este equilibrio es estable.
En el segundo caso, no aparece par al girar el cuerpo, luego el equilibrio es
indiferente y en el tltimo, el par que se origina tiende a alejar el cuerpo de
la posicién de equilibrio, la cual es en consecuencia, inestable.
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5.9.2. Cuerpo parcialmente sumergido

La figura siguiente ilustra dos casos para cuerpos parcialmente sumergi-
dos.

Figura 5.8:

En el primer caso, se trata de un cuerpo homogéneo parcialmente sumer-
gido. El centro de masa GG estd en el centro del cuerpo, sin embargo el centro
de flotaciéon B, correspondiente al centroide de la parte sumergida, estd méds
abajo. Entonces en la situacion de equilibrio £ = W pero hay aparentemente
problemas con la estabilidad. La cuestion de qué ocurre si el cuerpo se inclina
levemente la analizaremos en la seccién siguiente. A primera vista pareceria
que si el cuerpo se inclina algo hacia la derecha, el torque del par de las
dos fuerzas paralelas pero no colineales, tenderia a inclinarlo atin mas. Ya se
explicard que ocurre.

En segundo caso se trata de un cuerpo inhomogéneo que flota, y para el
caso de la figura GG estd mds abajo que B y el equilibrio es evidentemente
estable, porque al inclinar el cuerpo, el par de fuerzas tiende a restaurar la
posicién original.

5.9.3. Estabilidad de un cuerpo prismatico inhomogé-
neo

Considere un cuerpo prismético inhomogéneo, de modo que su centro
de masa estd mds arriba del centroide, como se ilustra en la figura. Si el
cuerpo estd parcialmente sumergido, de modo que el centro de flotacién B
estd mas abajo que GG, hay problemas con la estabilidad. Analizaremos lo que
ocurre con el par de las fuerzas para variaciones pequenas de la inclinacién
del cuerpo.La figura de la izquierda representa la situacién de equilibrio,
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Figura 5.9: Altura metacéntrica.

aparentemente inestable por estar GG arriba del centro de flotaciéon B. Sin
embargo, si la figura se inclina un dngulo pequeno # como se muestra en
la figura derecha, el centro de gravedad cambia relativamente poco, pero
el centro de flotacién, el centroide de la zona marcada gris, puede cambiar
bastante como se ilustra en la figura. La vertical que pasa por B, la linea de
accién del empuje, corta a la linea central donde estd G en un punto M que
se denomina metacentro. Si ese punto queda més arriba de G el par de las
fuerzas es restaurador y el equilibrio es estable, que es el caso de la figura.
La distancia MG se denomina altura metacéntrica y el par restaurador estd
dado por
MG - W sin 6,

donde W es el peso del cuerpo. Si M estd abajo de G el equilibrio es inestable
y si coinciden indiferente.

5.10. Fuerzas sobre las paredes o compuertas

Las fuerzas horizontales causadas por la presién sobre superficies que
encierran al fluido, aumentan linealmente con la profundidad, de modo que
se tienen fuerzas distribuidas no uniformes actuando sobre ellas. Como se
explicé en el capitulo de Estdtica, la resultante de ese sistema de fuerzas
paralelas es en general una fuerza paralela aplicada en un punto arbitrario,
mads el torque de todas esas fuerzas distribuidas respecto a ese mismo punto.
Es sin embargo conveniente calcular la resultante de esas fuerzas en un cierto
punto, llamado centro de presion, respecto al cual el torque de las fuerzas
distribuidas es nulo. Explicaremos entonces la forma de hacerlo. Esto requiere
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sin embargo de elementos de cdlculo integral que trataremos de omitir. Para
el caso de compuertas y situaciones similares, la fuerza debido a la presion
atmosférica actia por ambos lados, y entonces la omitiremos del andlisis por
no contribuir en forma neta a la fuerza horizontal actuando sobre la superficie.
La figura siguiente ilustra una situacién tipica, donde por el interior de una
superficie hay un fluido y por el exterior estd la atmdsfera.

T x

superficie fluido

dy

perfil de presién

Figura 5.10:

En términos de la profundidad y la fuerza neta que actia a esa profundi-
dad sobre el elemento de drea de ancho w y altura dy es

dF = pwdy,
= pgywdy.

Entonces se tiene una fuerza distribuida cuya magnitud por unidad de lon-
gitud varfa linealmente de la forma

dF
— =pwgy Nm™ %
dy

El célculo de la fuerza resultante dependerd de la forma de la superficie que
se considere.
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5.10.1. Superficie rectangular

El caso mds simple es si la superficie es rectangular como se indica en
la figura que sigue donde se desea evaluar la fuerza resultante de las fuerzas

superficie fluido

perfil de presién

Figura 5.11:

distribuidas entre 1; e y». Como vimos en el capitulo de fuerzas, la resultante
y el punto de aplicacién corresponden al drea y al centroide de la figura
correspondiente a la fuerza distribuida entre y; e ys.

Como sabemos el drea es

L@t b) (2 — )

2

y el centroide estd (medido desde y; hacia abajo)
1 (a+2b)
3 a+b (2 = w1)

donde a y b son las fuerzas por unidad de longitud en y; e o

= pwgy,
b = pwgys,
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o o
a
V1 A
F
Y2 Y,
b
Figura 5.12:

asi entonces la fuerza resultante es

1

F o= 5 (pwgys + pwgys) (12 — 1)

1

= Spug (v3 — yi)

y su punto de aplicacién serd

1 (a+ 2b)

yp = Y1+ gm(yz — 1)

297 + e + 45
3 ity

En particular si la superficie estd entre y; = 0 e y, = h resultara

2

5.10.2. Por integracién (para los que saben)

Resulta mucho més facil. Tenemos que Is distribuacién de fuerza es

dF
— = pw
dy pwyYy,
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de manera que

Y2 1
F = / pwgydy = 5 pwg (v3 —vi) .

Y1

Y 2

n PLgydy _ 247 + vy + 43
ppwgydy 3yt

Yyp =
Vale la pena aprender a integrar.

5.10.3. Superficie de forma arbitraria

Si la superficie no es rectangular, como se ilustra en la figura que sigue es

superficie fluido

perfil de presién

Figura 5.13:

necesario recurrir al cdlculo integral. La fuerza actuando sobre el elemento
de drea dA = dxdy indicado en la figura serd

dF' = pgydA = pgydzdy
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de modo que la fuerza resultante serd

F = pg / ydxdy
A

y la posicién del centro de fuerza estard dada por sus coordenadas

xdF
Ip = f:AT, (59)
ydF
yp = —fAF : (5.10)
que pueden escribirse
[ zydady
e
f 4 ydxdy
f A y2dxdy
yp N
[ ydady

integrales que podrian hacerse si se conoce la forma del drea. Como usted
no domina ain el tema de las integrales, no se preocupe demasiado por esta
seccién.

5.11. Fuerza sobre una superficie de forma
rectangular inclinada

En una seccién anterior se calculé la fuerza resultante y centro de la fuerza
para un &rea vertical de seccién rectangular. Para una seccién rectangular
inclinada un dngulo 6 con la vertical, el cdlculo es muy parecido. pero ahora,
el eje OY estd inclinado luego debemos tomar

pwgyy cos b,
b = pwgyscosh,

y luego resultaran

1
F = Spwg (y3 — 1) cos),
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Figura 5.14:
y su punto de aplicacién serd

_ 247 + vaun + 43
3 ity

Note que la expresion para el centro de fuerza es la misma.

5.12. Ejemplos

Los siguientes valores numéricos de densidades pueden ser necesarios para
algunos problemas y ejemplos (p, = 1 atm, t = 0°C)
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Substancia pkgm™  Substancia pkgm™3
Hielo 0,917 x 103 Agua 1,000 x 103
Aluminio 2,70 x 10> Agua de mar 1,03 x 103
Hierro 7,86 x 10> Alcohol etilico 0,806 x 103
Cobre 8,92 x 103 Benceno 0,879 x 10?
Plata 10,5 x 10> Mercurio 13,6 x 10?
Plomo 11,3 x 103 Aire 1,29
Oro 19,3 x 10> Oxigeno 1,43
Platino 21,4 x 103 Hidrégeno 8,99 x 1072
Glicerina 1,26 x 10> Helio 1,79 x 1071

EJEMPLO 5.12.1 Un pedazo de aluminio se suspende de una cuerda y se
sumerge completamente en un recipiente con agua. La masa del trozo de alu-
minio es de 1kg. Calcule la tension de la cuerda antes y después de sumergir
el trozo de aluminio.

Solucién. La tension antes es simplemente el peso del trozo de aluminio
es decir
W=mg=1x98=98N.

Cuando se sumerge la fuerza de empuje es

E = py,oVag,

pero el volumen del aluminio es

m
Var=—
Pai
de modo que la fuerza de empuje serd
m
E = pgo—y
HQOpAl
Y B Y
N 2,70 x 103’

= 3.6N
y finalmente la tensién en la cuerda serd la diferencia

T = 98-3.6
= 6.2N
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A

EJEMPLO 5.12.2 Un cubo de Hielo flota en agua. Determine la fraccion del
hielo que queda sobre la superficie del agua.

Solucién. Sea m la masa de hielo. Su peso serd

W =mg.
Su volumen total serd
m
V = ,
PHielo

de modo que podemos escribir el peso en términos del volumen como
W = pHielng

Cuando una fracciéon Vg del volumen queda sumergido, la fuerza de em-
puje es
E = pm,09Vs-

En la situacion de equilibrio el peso iguala al empuje de modo que

PiictoV 9 = Pr,09Vs,

de donde v
_S — PHielo — 07917

V szO

o sea hay un 91,7 % sumergido y por lo tanto 8,3 % sobre el nivel del agua.

A

5.13. Ejercicios

NotA 5.1 (1), (2), y (3) representan el grado de dificultad del problema.
El (1) corresponde a problemas tipo prueba, el (2) corresponde a problemas
discriminatorios y el (3) a problemas de tareas.

EJercicio 5.1 (1) La compuerta de la figura tiene 2m de ancho y contiene
agua. Si el eje que soporta la compuerta que pasa por A soporta un par md-
ximo de 150 kN m, determine la mdrima altura h que puede tener el agua.
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EJERCICIO 5.2 (1) Determinese el par que se requiere hacer en A para sos-
tener la compuerta indicada cuyo ancho, perpendicular al papel es w = 2m.

EJERCICIO 5.3 (1) Determine la ubicacion “y “del pivote fijo A de manera
que justo se abra cuando el agua estd como se indica en la figura.
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EJERCICIO 5.4 (1) Un bloque con una seccion transversal de drea A, altura
H y densidad p , estd en equilibrio entre dos fluidos de densidades p; y p,
, con pp < p < py . Suponga que los fluidos no se mezclan. Determine la
fuerza de empuje sobre el bloque y encuentre la densidad del bloque en fun-
cion de p; , py , H y h.

}

h

.

Py H

P2

EJERCICIO 5.5 (1) Un cuerpo de material desconocido pesa 4N en el aire y
2,52 N sumergido en agua. Encuentre la densidad especifica del material.

EJERCICIO 5.6 (1) Una balsa de drea A, espesor h y masa 400kg flota en
aguas tranquilas con una inmersion de 5cm. Cuando se le coloca una carga
sobre ella, la inmersion es de 7,2 cm. Encuentre la masa de la carga.
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EJERCICIO 5.7 (1) Un cuerpo homogéneo prismatico de 20cm de espesor
20 cm de ancho y 40 cm de longitud se mantiene en reposo sumergido en agua
a 50 cm de profundidad a aplicar sobre él una tension de 50N . ;Cudnto pesa
en aire y cudl es su densidad relativa?

EJERCICIO 5.8 (1) sQué fraccion del volumen de una pieza sélida de me-
tal de densidad relativa al agua 7,25 flotard sobre un mercurio de densidad
relativa 13,577

EJERCICIO 5.9 (1) Un tarro cilindrico de 20 cm de didmetro flota en agua
con 10cm de su altura por encima del nivel del agua cuando se suspende
un bloque de hierro de 100N de peso de su fondo. Si el bloque se coloca
ahora dentro del cilindro ;qué parte de la altura del cilindro se encontrard por

encima de la superficie del agua? Considere la densidad del hierro 7,8 g cm™3.

EJERrCICIO 5.10 (1) Considere el sistema de la figura donde el tubo estd lle-
no de aceite de densidad p = 0,85 gcm™3. Uno de los recipientes estd abierto
a la atmdsfera y el otro estd cerrado y contiene aire. Determine la presion
en los puntos A y B si la presion atmosférica es 1 atm.

A

Aire

Aceite

EJERrcICcIO 5.11 (1) Con respecto a la figura, determine la presion en los
puntos A y B de la figura donde el aceite tiene densidad 0,90gcm™3 y el
agua 1,00 gcm 3.
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Aire A Aire

i 0.3m c

¢0.3 m

Aceite
0.6m
B
Agua

g D

EJERCICIO 5.12 (1) En una piscina se encuentra flotando una balsa que
tiene forma de un paralelepipedo de densidad relativa (al agua) de 0,3 y cuyas
dimensiones son 120 cm de largo, 100 cm de ancho y 25 cm de alto. Determine

a) La fuerza de empugje.

b) La altura medida desde el fondo de la balsa a la que se encuentra la
linea de flotacion.

¢) El peso que deberia colocarse sobre la balsa para que esta se hundiera
6 cm mas.

EJERCICIO 5.13 (1) Determine la fuerza resultante y su punto de aplicacion
debida a la accion del agua sobre la superficie plana rectangular de altura
AB =2m y de ancho 1m (hacia adentro del papel), donde el punto A esta
a profundidad de 1,2m.

1.2m

2m

EJERCICIO 5.14 (1) Repita el problema anterior si la linea OAB forma un
angulo de 30° respecto a la vertical.
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EJERCICIO 5.15 (1) Un tubo en U que estd abierto en ambos extremos se lle-
na parcialmente con agua. Después se vierte keroseno de densidad 0,82 g cm ™3
en uno de los lados que forma una columna de 6 cm de altura. Determine la

diferencia de altura h entre las superficies de los dos liquidos.
P P

iscm

EJERCICIO 5.16 (1) Un tubo en U que estd abierto en ambos extremos se
llena parcialmente con mercurio. Después se vierte agua en ambos lados ob-
teniéndose una situacion de equilibrio ilustrada en la figura, donde hs = 1 cm.

Determine la diferencia de altura hyentre las superficies de los dos niveles de
agua.
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Pa Pa

EJERCICIO 5.17 (1) La compuerta de la figura tiene una altura de 2m un
ancho de 2m, estd articulada en A y apoyada en B como se indica en la
figura. Si el fluido es agua de densidad p = 1000 kg m=3 y su nivel llega hasta

la mitad de la compuerta, determine las reacciones horizontales en los puntos
Ay B.

figura (3)

EJERCICIO 5.18 (1) El tubo en U de la figura estd abierto a la presion at-
mosférica en ambos extremos y contiene dos liquidos (1) y (2) que no se

mezclan como se indica en la figura. Determine la razén de las densidades
L1
P2’
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pa

figura (4)




Ccarituro O

Cinematica

6.1. Introduccién

La cinemadtica estudia el movimiento de los cuerpos sin considerar sus
causas. Como se explicé en el primer capitulo, muchos anos han pasado para
llegar a la descripcién actual de las caracteristicas del movimiento. El estudio
lo separaremos en los casos en que el movimiento es en una linea recta, caso
llamado unidimensional, y cuando el movimiento es en el espacio, en dos
o tres dimensiones. Este estudio requiere de elementos de matematicas, del
célculo diferencial, que quizds usted ain no conozca. Tenga confianza en los
resultados y deje por ltimo las demostraciones para una comprensién futura.

6.2. Movimiento rectilineo

Cuando una particula se mueve en una linea recta, su posiciéon estd des-
crita por una sola coordenada. Los desplazamientos son entonces todos sobre
una misma linea, y no es entonces necesario considerar el cardcter vectorial
de ellos, lo cual simplifica el estudio del movimiento. Es en dos o tres dimen-
siones donde los vectores son realmente necesarios para la descripcién del
movimiento.

Si usamos coordenadas cartesianas, la posicién de un punto mévil estara
determinada por su coordenada x la cual, si el punto se mueve, serd alguna
funcién del tiempo

r = z(t) m. (6.1)
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6.2.1. Desplazamientos

El desplazamiento de la particula en el intervalo de tiempo entre los ins-
tantes t; y to se define por la diferencia entre sus coordenadas final e inicial

Ax = x(ty) — z(t1) m. (6.2)

Este desplazamiento no dice nada realmente de que le ocurrié al mévil du-
rante el intervalo de tiempo ni del espacio que la particula recorrié durante
ese intervalo.

6.2.2. Espacio recorrido

El espacio recorrido por el mévil que serd denotado por s y que se expresa
en metros (m) es la magnitud del desplazamiento si acaso el mévil no cambia
el sentido del movimiento. Si el mévil cambia el sentido del movimiento, el
espacio recorrido es la suma de las magnitudes de los desplazamientos que
ocurren entre sucesivos cambios de sentido del movimiento. Por ejemplo si
un movil avanza una distancia L y luego se devuelve esa misma distancia, el
desplazamiento serd cero pero el espacio recorrido serd s = 2L.

6.2.3. Velocidad media

La velocidad media en ese intervalo de tiempo At = ty — t; se define
mediante
Az 1

Uy, = —— MS .

N (6.3)

6.2.4. Velocidad instantanea

La velocidad instantédnea o simplemente la llamada velocidad v(t) se defi-
ne como el limite de la velocidad media cuando el intervalo de tiempo tiende
a cero, es decir

t)=1 6.4
v(t) t11£I1>t t—t; (64
que es la derivada de z(t) respecto al tiempo
dx(t
o(t) = 248, (6.5)

dt
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Maés adelante, cuando se considere movimientos en el espacio, esta velo-
cidad serd denominada v, y llamada componente = de la velocidad.

6.2.5. Rapidez

La rapidez de una particula en el instante de tiempo ¢ se define como la
magnitud de la velocidad, en el caso unidimensional esto simplemente

lv(t)] ms™!

6.2.6. Aceleracion media

La aceleracién de la particula en el intervalo de tiempo de t; a t5 se define

mediante
0 — v(tz) —v(t1) ms?,
ta — ty
o bien A
v
A = E, (66)

donde At =ty —t; y Av =v(ty) — v(ty)

6.2.7. Aceleraciéon instantianea

La aceleracion instantdnea de la particula en el instante ¢ se define como
el limite de la aceleracién media cuando el intervalo de tiempo tiende a cero,

es decir
v(t) — v(ty) _ du(t)

alt) = fim, = — dt 6.7
esto es la derivada de la velocidad respecto al tiempo
dv(t) d*x
a(t) = prial TR (6.8)

Las unidades ST de posicién, velocidad y aceleracién son respectivamente m,
ms~!, ms2.

En las figuras que siguen se ilustran los gréficos z(t), v(t), a(t) para un
ejemplo donde z(t) = t2.

La velocidad resulta v(t) = dx/dt = 2t es decir una linea recta

y la aceleracién a = dv/dt = 2 es constante

Este es un caso particular, un movimiento con aceleracién constante, con

velocidad inicial nula y posicién inicial nula.
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Figura 6.1: Posicién vs tiempo.

Figura 6.2: Velocidad vs tiempo.

Figura 6.3: Aceleracién vs tiempo.
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6.2.8. Interpretacion gréfica

Algunos de los conceptos descritos en las secciones anteriores admiten
una interpretacién gréfica.

» En un grafico x versus ¢ la velocidad por ser la derivada dx/dt es en-

X
A

Figura 6.4:

tonces la pendiente de la curva, o sea como se indica en la figura (6.4)
es la tangente del angulo 6.

De ese modo a simple vista puede deducirse donde la velocidad es
positiva, negativa o cero, lo cual es de utilidad para decidir el sentido
del movimiento del mévil.

» En un grifico v, versus ¢, figura (6.5) el drea entre dos tiempos es

2 dy

1

y esto corresponde al desplazamiento entre esos dos tiempos. El despla-
zamiento no corresponde en general al espacio recorrido por el mévil.
Para determinar el espacio recorrido por un movil hay que ser cui-
dadoso como se explica en la situacién siguiente. En la figura (6.6), el
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Figura 6.5:

v

Figura 6.6:
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desplazamiento entre t; y o sigue siendo el drea bajo la curva, esto es
Ay + Ay + Az = 2(t2) — 2(th),

pero si se calcula el drea A, mediante integracién esta resulta negativa,
lo que significa que v, es negativa o sea el mévil se estd devolviendo.
El espacio recorrido es la suma de las magnitudes de las dreas, esto es

s = |A1| + [Az] + |As],
que en general serd mayor o igual al desplazamiento.

NotA 6.1 El drea bajo una curva es calculable mediante integrales, materia
que usted quizds ain no conozca. Para situaciones simples donde la velo-
cidad varfa linealmente con el tiempo, dichas dreas podran ser calculadas
geométricamente.

6.2.9. Movimiento uniformemente acelerado

Se dice que un movimiento es uniformemente acelerado si la aceleracién
del mévil es constante. En general, si la aceleracién a es constante se tiene
que

dv(t)

a
dt ’
expresién que podemos integrar dos veces obteniendo

v(t) —v(0) = /Ot adt,

v(t) = v(0) + at, (6.9)

e integrando de nuevo

(t) — 2(0) = /0 v(t)dt = /0 (v(0) + at)dt,

luego, realizando la integral resulta

z(t) = z(0) + v(0)t + %atQ. (6.10)
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Aqui z(0) representa la posicién inicial y v(0) la velocidad inicial. Si despe-
jamos el tiempo de la primera y reemplazamos en la segunda se obtiene

v (t) — v*(0)

r(t) = 2(0) = S

(6.11)

que tiene importancia en ciertas situaciones. Por ejemplo si la aceleracion es
negativa (movimiento desacelerado), el espacio recorrido hasta detenerse sera

NoOTA 6.2 Se habla de movimiento desacelerado cuando la aceleracién tiene
signo contrario a la velocidad. En movimientos més generales se dice que el
movimiento es desacelerado cuando la aceleracién tiene sentido contrario a
la velocidad.

6.2.10. Solucién grafica

Para estos casos simples la integral no es necesaria. Si la aceleracién es
constante, entonces el grafico velocidad tiempo es una linea recta. La figura
siguiente lo ilustra

vilt)

vx(t1)

La aceleracion es

de donde
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y el desplazamiento que es el drea serd (drea de un rectdangulo mds area de
un trigngulo)

A = x(te) —x(t) = v(ta)(ta — 1) + %(U(tz) —v(t1))(t2 — t1)
wts) — 2(h) = v(t)(ts—t) + %a(tg PRt

z(ts) = z(ty) +v(t)(ts — t1) + %a(tz — )%,

que generaliza el resultado anterior. Ademéds podemos obtener otro resultado
respecto a la velocidad media. La velocidad media en el intervalo de tiempo
[tl, tg] €S
x(t2) — x(t1)

to—t1
Utilizando los resultados anteriores la podemos escribir

Um =

v = ult) + galts ),
i = oftn) + 5 (0(t) — o(1),

1
U = §(U(t1) + v(t2)),

resultado valido cuando la aceleracion es constante

6.3. Movimiento en el espacio

6.3.1. En coordenadas cartesianas

Los desplazamientos en el espacio se combinan como vectores, de mo-
do que debemos aqui usar vectores. El vector posicién del punto mévil en
términos de las coordenadas cartesianas del punto serd

7= zi+yj+ zk. (6.12)

Aqui, los vectores unitarios 7, }, k son constantes y s6lo varfan las coordenadas
de modo que la velocidad y aceleracién que se definen por
dr
U= —, 6.13
dv
dt’

ST
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resultan ser

dF )
7 = d—iz:‘ci+yﬁj+z’k, (6.14)
ST
i = o =F+jj+z

esto es hay que sumar vectorialmente velocidades y aceleraciones en los dis-
tintos ejes.

Z

T

R z
~
o | v
N
i %(
/ y

Hemos usado la notacién comiin en Fisica de representar derivadas, cuan-
do ello sea claro, mediante “puntos”, por ejemplo

. dx

r = a,
. dk
r = prl

Rapidez
La rapidez de la particula se define como la magnitud del vector velocidad,

es decir
v =0 =\/i%+ §? + 22,

que es siempre no negativa.

6.3.2. En coordenadas polares

Es posible utilizar muchos sistemas de coordenadas para describir un
movimiento. En particular si el movimiento tiene lugar en un plano, las coor-
denadas polares pueden ser apropiadas.
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eje polar

Las coordenadas polares del punto son la distancia al origen r y el dngulo
0 respecto al eje polar. Los vectores unitarios son el vector unitario radial 7 y
el vector unitario transversal 6 cuyo sentido se elige de acuerdo al sentido de
crecimiento del éngulo, como se indica en la figura. El eje polar puede estar
orientado arbitrariamente pero en la préactica conviene elegirlo hacia donde
esté la particula inicialmente de manera de tener #(0) = 0. Si una particula
se mueve, entonces serdn variables sus coordenadas polares r y 6. Esto es

=)
b = 60

Siendo r(t) y 6(t) funciones del tiempo. Ademds, a diferencia del sistema
cartesiano, ahora son también variables los vectores unitarios 7 y 6. Ellos pue-
den expresarse en términos de los vectores unitarios cartesianos constantes
de la siguiente forma

3>
|

cos 07 + sin 67,

>
|

—sin 67 + cos 0.

De aqui derivando respecto al tiempo

% = 0 (—sinbi+ cosf)) = 00,
db , ;
— = —0(cosbi+sinb)) = —0r.
dt
De estas expresiones es posible obtener

dr ..

— =0kxr

o X T,

resultado que serd usado en la seccion siguiente para calcular derivadas de
vectores unitarios en casos mas complicados. En definitiva, el vector posicién
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y la velocidad pueden expresarse de la siguiente forma

T =Trf, (6.15)

7 = i + r66. (6.16)

La aceleracion serd

ST
|

AP s e o df

7T+ rd—t + ré@ + 7“99 + T.QE.,
= PP+ 700 + 700 + rb6 + ro(—07),

O sea

i = (i — r0°)i + (270 + 1), (6.17)

Las componentes polares de la aceleraciéon son en consecuencia

a = i—rf (6.18)
ag = 20+ 76, (6.19)

componentes polares que llamaremos componentes radial y transversal res-
pectivamente. Hay casos particulares importantes que analizamos a conti-
nuacion.

Movimiento circular

En particular, si la particula describe una circunferencia de radio R con
centro en el origen, y como R es constante (r = R, 77 = 0) se obtiene

7 = R00, (6.20)
—RO°7 + RO, (6.21)

U
I

Las direcciones de los vectores unitarios son ahora: 7 normal a la circunfe-
rencia y # tangencial a la circunferencia. Entonces la velocidad es tangente
a la circunferencia y la aceleracion siempre tiene una parte de la aceleracién
dirigida hacia el centro de la circunferencia, la aceleraciéon centripeta, y en
general otra parte tangente a la circunferencia, la aceleracién tangencial.
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Figura 6.7: Movimiento circular.

A la primera derivada del dngulo respecto al tiempo se la denomina ve-
locidad angular w y a la segunda derivada del dngulo respecto al tiempo, se
la denomina aceleracién angular « es decir

w = 0,
a = 0,
y en términos de estas se tiene
7 = Ruwb, (6.22)
@ = —Rw’F+ Rad. (6.23)

Caso particular. Movimiento circular uniforme.

Este caso ocurre si la rapidez es constante. Se tiene entonces que a = 0
y luego

7 = ROO =0, (6.24)
2 v?
a = —RO7= —Ef. (6.25)
Ademsds, como 0 es constante
o(t) = 6(0), (6.26)
y por integracion se obtiene
0(t) = 6(0) + H(0)t, (6.27)

es decir el angulo crece linealmente con el tiempo.
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Caso particular. Aceleracién angular constante

Este caso ocurre si la aceleracion angular es constante. En general, si la
aceleracién angular es constante (no nula) se obtendria por integracién

() = 6(0) + at, (6.28)

y ademas
. 1
6(t) = 6(0) + 6(0)t + §ozt2, (6.29)

que muestran que la rapidez angular # varia linealmente con el tiempo y el
dangulo varfa cuadriaticamente con el tiempo.

Notacién alternativa

Algunos prefieren la notacién H(t) =wy 6 = «, de manera que las
relaciones anteriores pueden escribirse
w(t) = w(0) + at, (6.30)
1
6(t) = 0(0) + w(0)t + Eat? (6.31)

Derivadas de los vectores unitarios

En muchos sistemas de coordenadas si el punto se mueve, los vectores
unitarios cambian de direccién y son por lo tanto vectores variables.

de/dt

o>
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Si un vector unitario é como el de la figura varfa con el tiempo porque el
dngulo # varfa con el tiempo, entonces su derivada es la velocidad de su
punta. Si recuerda la tltima nota de la seccién anterior, la derivada puede
ser obtenida mediante el producto cruz 6n x é o sea
dé .
— = (0n) x e
o = (07)
Si hay més dngulos variables debemos sumar vectorialmente los cambios ob-
teniendo A
de S L.
%:(Qn%—gbmjt---)xe:wxe (6.32)
Donde & se denomina la velocidad angular del movimiento de é. Los vectores
unitarios n, m son perpendiculares a los planos donde se definen los déngulos.

6.3.3. Velocidad y aceleraciéon en coordenadas esféricas

->

<>

Las coordenadas esféricas son: r la distancia al origen, # el d&ngulo polar
v ¢ el dngulo azimutal. Como el vector posicion es

r=r1r,

el calculo de la velocidad y de la aceleracion requiere derivar los vectores
unitarios, lo cual es mas fécil realizar con lo explicado anteriormente, ecuacién
(6.32).
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En efecto para coordenadas esféricas
&= ¢k + ¢

y como

A~

k = cos 07 — sin 60

tenemos que

& = ¢(cos OF — sin 00) + O¢ (6.33)
luego
df N
o = (gb(cos Or — sin 00) + qu) X T (6.34)
fl_f = (gb(cos 0F — sin 00) + 99%) x 0
(fi_f = (gb(cos 0F — sin 00) + 99%) X ¢

y haciendo los productos cruz se obtiene

dr S o

gl opsind + 60

de . A

il ¢cosbp — Or

(;—f = —¢(cos 00 + sin O7)

Velocidad

U= %rﬁ (6.35)
= 7+ r(ddsind + 00)
= 7+ rgbgb sin @ + 00

v? = 7?2 + r¥sin? 9&2 20 (6.36)
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Aceleraciéon

Omitimos los detalles, pero los resultados son los siguientes:

a, = T — o — TéﬁZ sin® 0 (6.37)
a = r0+20— 7”&52 sin f cos 0
ay = 27 ¢ sin O + 2rf cos O + r¢ sin 0

6.3.4. Coordenadas cilindricas

Las coordenadas cilindricas son: la altura z sobre el plano OXY, la dis-
tancia p de la proyeccién del punto en el plano OXY al origen y el angulo
que forma la linea del origen a la proyeccién con el eje OX.

Como hay un sélo éngulo variable, la velocidad angular resulta
& = ok,
y el vector posicion es
7= pp+ zk.

Calculemos las derivadas de los vectores unitarios

dp
d_f - ¢k><p_¢¢>
d . -
W = Ghx b=,

dt
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de modo que derivando el vector posicién resulta

d A
v o= E(/)vazk), (6.38)

PP
= PPTP P )
= pp+ poo + Zk,
y derivando el vector velocidad resulta para la aceleracién

d o .
a = a(bﬁ+p¢¢+2k) (6.39)
= pp+p£p+p¢¢+p¢¢+p¢£¢+zk
. A PN o A 2 A
= PP+ ppo + popd + ppp — pp p+ ik
= (p—08") b+ (206 + pb) &+ 2.

En resumen

v, = p.
vy = PP
v, = Z

. 2
ay = p=pp
ag = 2pp+ po
a, = Z

6.3.5. Coordenadas intrinsecas

Si una particula se mueve sobre una curva dada, la posiciéon del punto
serd una funcién de la longitud de arco s medida desde un origen arbitrario
en la curva hasta la posicién del punto en tiempo t, es decir

7(t) = 7(s(t)). (6.40)
En el apéndice se muestra que si

] T(s) representa al vector unitario tangente a la trayectoria en el lugar
donde esté la particula mévil y
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= N (s) representa al vector unitario normal a la trayectoria y hacia el
centro de curvatura,en el lugar donde estd la particula mévil

Entonces la velocidad y aceleracion estdan dadas por

dr dsdr . .
YTw T dtas . Y
y
S o §
a = §T'+—N
p
dv . v? .
= —T+ —N,
dt p
y para movimientos planos, es suficiente considerar
it
v
y A A~ A
N==xkxT,

donde k es perpendicular al plano del movimiento y el signo debe elegirse de
modo que N resulte hacia el centro de curvatura. La aceleraciéon es

dv ~  v? -
i= Y N
a 7 +,0 )

donde el radio de curvatura puede calcularse si se conoce la trayectoria y =
y(x) de la forma

(Lt (2))"”
@l

6.4. Resumen

Por su utilidad se presentan resumidamente los resultados para las com-
ponentes de la velocidad y aceleracion en los sistemas estudiados en la seccion
anterior
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cartesianas
Vpy =T Vy=9 | v, =2
Gy = T ay =9 | a, =%
polares
Up =T Vg = ro
aT:i”'—r92 a9:27’”9—|—ré
cilindricas
v, = p ‘ vqg:pgb V, =2
a,=p—pd | ag=2p¢+pd | a. =%
esféricas
Up =T vg:ré v¢:7“¢sin6’

a, =T — ) ag =10 + 210 ap = 2r¢ sin 0 + 2rf¢ cos 0

—ﬂﬁz sin? @ —ﬂﬁz sinf cosf | +r¢sinb

intrinsecas
vp=|t]l=v|ovy=0

— — 2
ar =0 any =v*/p

6.5. Movimiento de proyectiles

El movimiento de proyectiles en la vecindad de la superficie terrestre, es
un caso de movimiento con aceleracion constante. La aceleracién de gravedad
es de magnitud constante ¢ = 9,8 ms~2, vertical y dirigida hacia abajo.
Entonces se tiene que

dv

Q= =i+ ij=—gj, (6.41)

donde el eje OY es vertical hacia arriba.

NoTA 6.3 Se despreciardn efectos causados por el roce con el aire y los efec-
tos que producen la rotacién terrestre.

6.5.1. Analisis del movimiento

Si un objeto es lanzado desde una altura h del eje y con rapidez inicial
v formando un dngulo « con la horizontal, ver figura 6.8, entonces se tiene
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que la aceleracion del objeto estd verticalmente dirigida hacia abajo. Si el
eje Ox es horizontal y el eje Oy es vertical dirigido hacia arriba, entonces en
componentes se tiene que

z = 0,

y = -9,

de modo que por integracién se tiene que las componentes de velocidad y
posicién son

(t) = wvpcosa, (6.42)
x(t) = wotcosa,
y(t) vo sina — gt,
1
y(t) = h+vgtsina—§gt2,

Ecuacién de la trayectoria

Eliminando el tiempo entre las coordenadas de posicién se obtiene

ga®

208 cos? v’

y=h+ztana — (6.43)

Angulo de disparo

Aqui responderemos la siguiente pregunta. Si un proyectil es disparado
desde un punto (0, h) con rapidez inicial dada vy § es posible pasar por un
punto de coordenadas (x,y)? Para dar en un blanco a un punto (z, y) debe-
mos averiguar si existe un dngulo de disparo adecuado. Este puede despejarse
de la trayectoria, escrita en la forma

2
y:h—l—xtana—%(l—l—tarfa), (6.44)
Yo

que constituye una ecuacion de segundo grado para tan « y cuya solucién es

02 £/ (v} — 2gyvZ + 2ghv} — g?2?)
gr

(6.45)

tana =
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Parabola de seguridad

La existencia del dngulo de disparo depende del signo de la cantidad
subradical. Si ella es positiva, hay dos dngulos. Si ella es negativa el pun-
to (x,y) no es alcanzable. Si la cantidad subradical en la expresién anterior
es justo cero, estamos en la frontera de la regién alcanzable por los dispa-
ros puesto que para puntos més lejanos la cantidad subradical es negativa.
Entonces la ecuacion de esa curva frontera serd

vy — 2gyvs + 2ghvi — g*x* = 0,

de donde despejamos
1 1lg
=h+—vg — =% 6.46
Para llegar a puntos en el limite, o sea sobre la pardbola de seguridad, el

angulo de disparo estard dado por

02
tana = —. (6.47)
gx

Los conceptos de esta seccién son especialmente itiles cuando se trata de

parabola de seguridad

parabola de disparo

Figura 6.8:

maximizar el alcance de un proyectil en cualquier direccién. Por ejemplo
para maximizar el alcance al nivel del suelo de un proyectil disparado desde
una altura h, basta hacer y = 0 en la pardbola de seguridad

1 5 1 9 9

h+—v

- 0
2g ° 21}3:6 ’
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de aqui el alcance maximo sera
v
z= /(0 + 2gh)g°,

y el dngulo para lograrlo serd

v
tana = —

. Vo . 1
9T /v +2gh /14 290
Yo

(6.48)

menor de 45° a menos que h = 0.

Formulacién alternativa (requiere mdas matematicas)

Para una dada posicién inicial del disparo y una dada rapidez, si variamos
los dngulos de disparo, tenemos una familia de trayectorias, las cuales se
muestran en la figura que sigue para varios angulos de disparo
gz’

y(z,a) = rtana — ————
’ 203 cos?

0 8 -6 -4 29 2 446 8 10

Hemos tomado ¢ = 10ms2 y vy = 10ms~!

La envolvente de esa familia de curvas, que es tangente a todas las curvas
de la familia, es la pardbola de seguridad

2 2
vy gx

f(x):@_z_vg'
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La condicién matemdtica es que donde se tocan la envolvente con alguna
curva de la familia, ellas son tangentes, es decir

y(r,a) = f(z),
y(x +dr,a +da) = f(z+do)
y(x,0) _ df(x)

Ox - dx
Desarrollando la segunda
Iy(z, o) Iy(w,0) df ()
y(x, o) + e dx + S0 do = f(z) + I dx.

Se cancelan dos términos quedando

y(z, o)

= 0.
Oa
Para nuestro caso
gz
y = wtana — 5 ———,
23 cos® a
2 gz’ .
0 = xzsec"a— — 5 —sina,
Vg COS® (v
debemos eliminar «. De la segunda
v6

x
Ozl—g—2tana—>tana: ,
g gx
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reemplazamos obteniendo

22
y = ztana—=—(1+tan’a)
Yo
_ Lo 9_5‘;2( v )
g 203 g2x2”’
esto es
2 2
vy gx
== —=—. 6.49
V=5, " 22 (6.49)

Parabola de seguridad en forma polar

Si colocamos el origen donde esta el canén y elegimos al eje OX como eje
polar, tendremos en coordenadas polares

r = rcosb,

= rsinf,
y si reemplazamos en (6.49) se obtiene

. vE  gricos’d
rsinf = — — =———5—,
2g 2v;

de donde podemos despejar r obteniendo (algo de dlgebra)

2
U

g (1+sinf)’ (6.50)

r =

la forma polar de la parabola de seguridad. Esta forma es particularmente
util para encontrar el alcance maximo r en una determinada direccién 6.
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Y parabola seguridad

trayectoria '—

X

Por ejemplo podemos relacionar el dangulo de disparo « con el dngulo 0 para
el alcance maximo r. Recuerde que

Yo

tana = —,
gzx

r = rcosb,
entonces ) )
vg vg 1+sind
tana = — = =
gr  grcosf cosf

Esta expresion puede simplificarse porque existe la identidad

1 fsinf = tan (171' + —6’)
cos 4 2 )7
luego
1 1
o= + 59.
Esta expresién da los dngulos de disparo o para maximizar el alcance en una
direccién arbitraria 6. Si # = 0 entonces o = %, si # = = entonces o« = .

4’ 2 2

6.6. Movimiento relativo

Desde hace bastante tiempo (mucho antes de la teoria de la relatividad) se
ha reconocido que el movimiento es relativo. Si hay dos sistemas de referencia
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que se mueven uno respecto al otro, entonces los observadores en ambos
sistemas determinardn posiciones relativas distintas y velocidades relativas
distintas y relacionadas entre sf segiin cual sea el movimiento de un sistema
respecto al otro. Primero analizaremos que ocurre si un sistema se considera
fijo, y el otro se traslada sin rotaciones respecto al primero.

6.6.1. Traslacion de un sistema

La figura ilustra como estdn relacionadas las posiciones para sistemas dos
sistemas, figura (8.1), que se trasladan, uno respecto de otro, con velocidad

relativa
7! =7 — 1t (6.51)

=1

=l

v

Figura 6.9: Transformacién de Galileo.
De la relacién entre posiciones, derivando respecto al tiempo se obtiene
U =g +U /, (6.52)
la llamada transformaciéon de Galileo de velocidades. En el apéndice se dis-

cute porqué esta transformacion ha debido modificarse si las velocidades se
acercan a la velocidad de la luz.
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6.6.2. Movimiento general de un sistema

En general para sistemas de referencia arbitrarios, admitiendo aceleraciones
y rotaciones de ellos respecto a uno supuesto fijo, las relaciones entre veloci-
dades y aceleraciones de particulas son mdas complicadas. En el apéndice se
demuestra que

T=Ug+d X7+, (6.53)

A= +AXT' +20XT +TFx (@x7T)+a’, (6.54)

siendo @ = di/dt. Debe observarse que la velocidad y aceleracién relativas
son las derivadas de los vectores posicién y velocidad relativos manteniendo
fijas las direcciones de los ejes méviles, lo cual en algunos textos se indica
por
or’ e OU rel

ot’ ot
Estas son las expresiones necesarias para realizar el estudio dindmico de los
movimientos en sistemas de referencia que rotan. De hecho, nuestro propio
sistema de referencia, la Tierra, tiene una rotacién, respecto a su eje, practi-
camente constante y afortunadamente no muy alta. Una vuelta por dfa.

—rel __

6.7. Ejercicios

Nota 6.4 (1), (2), y (3) representan el grado de dificultad del problema.
El (1) corresponde a problemas tipo prueba, el (2) corresponde a problemas
discriminatorios y el (3) a problemas de tareas.

EJERCICIO 6.1 (1) La posicion de una particula que se mueve sobre el eje
OX de un sistema de coordenadas estd dada

z(t) =1+ 8t — 22,
donde la posicion estd en metros y el tiempo en sequndos. Determine
a) La velocidad ent = 5s.
b) La aceleracion ent = 2s.
c) El instante en que la particula cambia su sentido de movimiento.

d) El desplazamiento de la particula entre t =0 yt =4s.
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e) El espacio recorrido entre t =0 y t = 4s.

f) El espacio recorrido entret =0 yt = 5s.

EJERCICIO 6.2 (1) Una particula se mueve a lo largo del eje OX de un siste-
ma de coordenadas con aceleracion constante. En el instante inicial pasa por
la posicion z(0) = —10m con una velocidad v(0) = —20ms™ y en t = 3s
su posicion es x(3) = —52m. Determine

a) La posicion de la particula en funcion del tiempo x(t). (o ecuacion
itinerario)
b) El espacio recorrido por la particula entre t = 3s yt = 6s.

¢) La velocidad media entre t =4s yt =Ts.

d) Los intervalos de tiempo en que la particula se aleja del origen.

EJERCICIO 6.3 (1) El grifico siguiente ilustra la variacion de la velocidad
v(t) de una particula que se mueve sobre el eje OX de un sistema de coorde-
nadas con el tiempo. Si en t = 0 la particula estd en el origen del sistema,

determine

N V, (m/s)

30 —

15 —
i\2 3 4 5 6 7,/ 'O
O »

e

a) La aceleracion de la particula ent = 1s.
b) El desplazamiento de la particula entre t = 0s yt = 3s.
¢) La velocidad media de la particula entre t = 4s yt =9s.

d) La posicion de la particula en funcion del tiempo x(t) (ecuacion itine-
rario) en el intervalo det =0s at = 2s.
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e) Los intervalos de tiempo en que la particula se dirige hacia el origen.

EJERCICIO 6.4 (1) En el grifico de la figura estdn representadas las veloci-
dades de dos particulas A y B que se mueven a lo largo del eje OX de un

sistema de coordenadas. Determine
V, (m/s)

40

30

20 — B

10 —

a) La aceleracion de B.

b) Espacio recorrido por A desde t = 0 hasta cuando B alcanza la veloci-
dad vp = 30ms~!.

c) El desplazamiento de B en el intervalo det = 0s at = 10s.

d) La posicion de la particula A en funcion del tiempo t, si su posicion
inicial es x(0) = 8m.

EJERCICIO 6.5 (1) Dos particulas A y B se mueven con velocidad constante
sobre un mismo eje OX en sentido contrario de manera que ent = 0 cuando
B pasa por Q su velocidad es vp(0) = —5ms™, A pasa por P con velocidad
v4(0) = 6ms™!. La distancia entre los puntos A y B es 142m. Determine
las desaceleraciones constantes que deben aplicar ambas particulas para que

se detengan simultdneamente justo antes de chocar.
P Q

[

‘7 L
142m — >




6.7 Ejercicios 183

EJERCICIO 6.6 (1) Una particula se mueve en la direccion positiva del eje
OX con una rapidez constante de 50ms~! durante 10s. A partir de este
ultimo instante acelera constantemente durante 5s hasta que su rapidez es
80ms~t. Determine:

a) La aceleracion de la particula en los primeros 10s.
b) La aceleracion de la particula entre t = 10s y t = 15s.
¢) El desplazamiento de la particula entre t = 0s yt = 15s.

d) La velocidad media de la particula entre t = 10s y t = 15s.

EJERCICIO 6.7 (1) Un cuerpo en movimiento rectilineo uniformemente ace-
lerado, recorre en los dos primeros sequndo un espacio de 16,72m y durante
los dos sequndos siguientes un espacio de 23,46 m. Determine

a) El espacio que recorre en los siguientes cuatro segundos.
b) La velocidad inicial.

¢) La aceleracion del cuerpo.

EJERCICIO 6.8 (1) Dos particulas A y B salen al mismo tiempo desde el
ortgen de un sistema de coordenadas moviéndose en el sentido positivo del
eje OX . La particula A tiene una velocidad inicial de v4(0) = 18 ms™! y una
aceleracion constante a, = 4ms~2, mientras que la particula B tiene una ve-
locidad inicial de vg(0) = 10m s~ y una aceleracion constante ag = 8ms~2.
Determine el instante en que las particulas se encuentran nuevamente. (Res-

puesta: t = 4s)

EJERCICIO 6.9 (1) En una carrera de 100m dos jovenes A y B cruzan la
meta empatados, marcando ambos 10,2s. Si, acelerando uniformemente, A
alcanza su rapidez mdrima a los 2s y B a los 3s y ambos mantienen la
rapidez maxrima durante la carrera, determine:

a) Las aceleraciones de A y B.
b) Las rapideces mdzrimas de A y B.

¢) El que va adelante a los 10s y la distancia que los separa en ese instante.
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EJERCICIO 6.10 (1) Una particula que se mueve en movimiento unidimen-
sional sobre el eje OX parte del origen con una velocidad inicial v(0) =
5ms—! y desacelera constantemente con una aceleracion a = —10ms=2. De-
termine la posicion mdrima que alcanza sobre el eje de movimiento y la
velocidad cuando pasa nuevamente por el origen.

EJERCICIO 6.11 (1) Si una particula en que se mueve en movimiento unidi-
mensional sobre el eje OX parte del origen con velocidad nula y aceleracion
constante a, demuestre que las distancias recorridas en cada sequndo aumen-
tan en la proporcion

1:3:5:7:---

EJERCICIO 6.12 (1) Si una particula que se mueve en movimiento unidi-
mensional sobre el eje OX parte del origen con velocidad Vi y desacelera con
aceleracion constante —a, demuestre que la particula regresard al origen en
un tiempo

_ 2%

a

t

EJERCICIO 6.13 (1) Dos particulas A y B que se mueven en movimiento
unidimensional sobre el eje OX parten del origen. La particula A parte en
t = 0 con velocidad V4(0) = 10ms™t. La particula B parte ent = 1s con ve-
locidad V(1) = —10ms™. Ambas desaceleran con aceleracién de magnitud
a = 6ms~2. Determine la mdzima distancia entre ellas antes que se crucen.
(Respuesta: 15,167 m)

EJERCICIO 6.14 (1) Desde el origen de un sistema de coordenadas se lanza
una particula con rapidez vy formando un dngulo de 37° con la horizontal y
choca al cabo de 3s con una pared en el punto (z,y). Si se cambia el dngulo
de lanzamiento a 53° con la horizontal, manteniendo la misma rapidez de
lanzamiento vy, la particula impacta la pared en el punto (z,y + 7).

a) Determinar el tiempo que demora el proyectil lanzado a 530 sobre la
horizontal en llegar a la pared.

b) Determine la rapidez de lanzamiento de la particula.

Respuesta: 4s; 30ms~!
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EJERCICIO 6.15 (1) Por un tubo de didmetro despreciable ubicado en el sue-
lo, sale un chorro de agua en un dngulo de 45° con la horizontal (dentro del
tubo las particulas de agua tienen distintas velocidades). El grueso del agua
forma en el suelo un charco aproximadamente circular de radio 2,2m cuyo
centro se encuentra ubicado a 12,2m del origen. Determine entre que valores
varia la rapidez con que sale el grueso del agua por el tubo despreciando las
fuerzas viscosas.

Respuesta: 10 y 12ms™*

EJERCICIO 6.16 (1) Una particula ent = 0 pasa por el origen de un sistema
de coordenadas fijo en el espacio con velocidad vy = 21—k ms~* moviéndose
en el espacio con una aceleracion que en cualquier instante estd dada por la
expresion a(t) = ti — 7 ms~2. Determine ent = 2s:

a) Los vectores posicion y velocidad de la particula.

b) Las componentes tangencial y normal de la aceleracion.
Respuesta: (16/3; —2; —2)m; (4; —2; —1)ms~': 2,18 ms™2; 0,49ms 2.

EJERCICIO 6.17 (1) Un tanque se desplaza con velocidad constante de 107
ms~! por una llanura horizontal. Cuando t = 0, lanza un proyectil que da
en el blanco a 9km. Si la inclinacion del canon respecto de la horizontal es
37°, determine la rapidez con que sale el proyectil respecto del canon.

Respuesta: 300ms—!

EJERCICIO 6.18 (1) Desde el origen de un sistema de coordenadas se lan-
za un proyectil en direccion de un objeto situado en la posicion (2h;h). Al
momento de lanzar el proyectil, se suelta el objeto que cae por efecto de la
gravedad. Determine en funcion de h la separacion entre el proyectil y el
objeto cuando el proyectil haya recorrido horizontalmente una distancia h.

. h
Respuesta: 5\/5

EJERCICIO 6.19 (1) Desde un barco que se mueve a 20kmh™" se ve a otro
barco que estd a 20km cruzando su trayectoria perpendicularmente con una
rapidez de 15kmh™". s Después de cudnto tiempo la distancia que separa los
barcos es minima?



186 Cinematica

Respuesta: t = 0,64 h

EJERCICIO 6.20 (2) Una particula A es lanzada sobre una linea recta ho-
rizontal con cierta velocidad. Su aceleracion es constante. Un sequndo mds
tarde y desde el mismo lugar otra particula B es lanzada tras la primera con
una velocidad igual a la mitad de la de A y una aceleracion el doble de A.
Cuando B alcanza a A, las rapideces son 22ms~' y 31 ms~! respectivamente.
Calcule la distancia que las particulas han viajado.

Respuesta: d = 48 m.

EJERCICIO 6.21 (2) La velocidad de una particula en el movimiento rectili-
neo decrece desde 15m st a una velocidad que tiende a cero, cuando v = 30m
tal como lo muestra la figura 7?. Demuestre que la particula nunca alcanzard
los 30m y calcule la aceleracion cuando x = 18 m.

Respuesta: a = —3ms 2

v, (m/s)

15

~

30

» x (M)

EJERCICIO 6.22 (1) Una particula se mueve a lo largo de la curva v = 36
tal que 0 = 2t3 donde t se mide en sequndos, r en metros y 0 en radianes.
Determine la velocidad y la aceleracion de la particula en coordenadas polares
para 0 = 0,2 rad.

Respuesta: 7 = 3,8787 + 0,7760; @ = 15,7077 + 13,3680

EJERCICIO 6.23 (1) Desde una altura de 20m, con respecto al eje X de un
sistema de coordenadas ubicado en Tierra, se lanza una particula A con una
rapidez de 50ms—1 y formando un dngulo de 30° con la horizontal. Simul-
tdneamente y desde la posicion X = 200m se dispara verticalmente hacia
arriba un proyectil B de modo que cuando la particula A llega a Tierra, el
proyectil B estd en su altura mdxima. Calcular:
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a) el tiempo transcurrido para que la distancia que separa A de B sea
minima;

1

b) la velocidad relativa de A respecto a B en ms™' cuando la distancia

entre A y B es minima.
Respuesta: t = 3,21s 04 — U5 = (43,3; —32)ms™!

EJERCICIO 6.24 (1) Un candn estd montado sobre un promontorio de altura
h. Se dispara un proyectil con una rapidez vy y dngulo de elevacion «. De-
muestre que el alcance horizontal d, distancia a lo largo del plano horizontal
que pasa por la base del promontorio, es:

Vg COS (¢
g

d

|:U() sina + \/U% sin® o + Qgh] :

EJERCICIO 6.25 (1) Un candn es montado sobre un promontorio de altura
h. Se dispara un proyectil con una rapidez de salida vy. Demuestre que el
alcance horizontal d es maximo cuando el dngulo de elevacion es:

a = sin~! —Ug
2(vg +gh)

EJERCICIO 6.26 (2) Una particula es lanzada al espacio de modo que su
alcance sobre el plano horizontal es R y su mdrima altura h. Demuestre que
el, alcance horizontal mdximo, con la misma rapidez de salida vy, es:

R2

2h + S
EJERCICIO 6.27 (2) Se monta un candn sobre la base de un plano inclinado
que forma un dngulo [ con la horizontal. Este candn dispara un proyectil
hacia la parte superior del plano, siendo el o dngulo que forma la velocidad
de salida del proyectil con el plano. Calcule el dngulo de elevacion para que
el proyectil impacte sobre el plano inclinado paralelamente a la horizontal.

4tana

Respuesta.: 3 = tan™! ( ! (1 — /(1 — 8tan? a)))
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EJERCICIO 6.28 (3) Un proyectil se dispara con rapidez inicial vg, y dngulo
de inclinacion variable. ;Para qué dngulo el alcance del proyectil serd mdximo
a lo largo de la recta y = rtanf ¢.

Respuesta.: o = tan™! (tan 6 + sec6)

EJERCICIO 6.29 (1) Un aeroplano que vuela horizontalmente a 1km de al-
tura y con una rapidez de 200 km h™', deja caer una bomba contra un barco
que viaja en la misma direccion y sentido con una rapidez de 20 km h™*.
Pruebe que la bomba debe soltarse cuando la distancia horizontal entre el
avién y el barco es de T05m (considere g = 10ms—2).

EJERCICIO 6.30 (2) Se deja caer una pelota verticalmente sobre un punto A
de un plano inclinado que forma un dngulo de 20° con un plano horizontal.
La pelota rebota formando un dngulo de 40° con la vertical. Sabiendo que el
proximo rebote tiene lugar en B, calcule:

a) el mdédulo de la velocidad con la cual rebota la pelota en A,

b) el tiempo transcurrido desde que la pelota rebota en A hasta que la
pelota rebota en B.

Respuesta: v4 = /5¢ sec?50/(tan 20 + tan50) t¢p = 104/(tan 20 + tan 50)/5g

EJERCICIO 6.31 (1) Si el alcance mdzximo horizontal de un proyectil es R,
calcular el dngulo o que debe usarse, con la misma rapidez de lanzamiento,
para que el proyectil impacte en un blanco situado al mismo nivel de lanza-
miento y a una distancia R/2.

Respuesta.: a = 15°

EJERCICIO 6.32 (2) Una particula se mueve a lo largo de una pardbola y =
22 de tal manera que para todo instante se cumple que v, = 3ms~'. Calcule
la velocidad y aceleracion de la particula cuando x = 2/3m.

Respuesta.: 7= (3;4)ms™! a= (0;18) ms™2

EJERCICIO 6.33 (1) Una particula se mueve en el plano XY de acuerdo a
la ley: a, = —4sint; a, = 3cost. Se sabe que cuandot =0, v = 0; y = 3;
vy = 4; vy, = 0. Encuentre la expresion cartesiana de la trayectoria y ademds
calcule la velocidad cuando t = 7 /4. Exprese sus magnitudes en unidades SI.
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Respuesta: 1 = 22/16 + (y — 6)2/9 ¥ = (2,83; 2,12) ms™!

EJERCICIO 6.34 (1) Una particula se mueve sobre el plano XY de manera
que sus coordenadas estdn dadas por x = t; y = t3/6, siendo t la variable
independiente tiempo. Determine para t = 2s la magnitud de la aceleracion,
las componentes normal y tangencial de la aceleracion y el radio de curvatura
de la trayectoria en dicho instante.

2 ar=1,79ms2 p=559m

Respuesta: a = 2ms2, ay = 0,89ms™
EJERCICIO 6.35 (1) Una particula se mueve describiendo una circunferen-
cia de acuerdo a la ley s = t* + 2t, donde s se mide en metros y t en
sequndos. Si la magnitud de la aceleracion de la particula es 16v/2 ms™2
cuando t = 2, calcule el radio de la circunferencia.

Respuesta: R = 25m

EJERCICIO 6.36 (1) Una particula describe una trayectoria dada por las si-
guientes ecuaciones paramétricas: v = t; y = t?/2. Determinar la curva y el
radio de curvatura.

3
2

Respuesta: y = 2%, p= (1+1?)
EJERCICIO 6.37 (1) Dada la curva: x = t; y = t?; calcular:

a) la curvatura K,

b) el radio de curvatura en el punto (\/a;a)) .
Respuesta: K =2/ (1 + 4:1:2)% ; p=3(1+4a)
(La curvatura K se define como el inverso del radio de curvatura, es decir

1
K=1)

3
2

EJERCICIO 6.38 (2) Demuestre que la curvatura de la elipse x*/a®+y?/b* =
1 es:

- a*b
[a? (a? — x2) + b2a?] '

nlw
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EJERCICIO 6.39 (1) La aceleracion de una particula es: d = 2e"i+5 cost ).
En el instante t = 0 se encuentra en el punto P(1;3) siendo su velocidad
v = 41— 3). Encuentre su posicion y velocidad para cualquier instante t > 0.

Respuesta: 7= (2¢7" + 6t —1)7 — (5cost +3t —8)j U= (6—2e7")i+
(5sint —3)J

EJERCICIO 6.40 (1) Una particula se mueve sobre una trayectoria tal que
su vector de posicion en cualquier instante es: 7= ti + L 5 ] +tk . Determine:

a) la velocidad

b) la rapidez

c) la aceleracion

d) la magnitud de la aceleracion tangencial

e) la magnitud de la aceleracion normal.

Respuesta: v = (1;¢;1) v=+v2+12 a=] aT:ﬁ ay = /F2t2

EJERCICIO 6.41 (2) Una particula se mueve en el plano XY de tal manera
que: a, = 4pe* y v, = 2wqcos2nt donde p y q son constantes positivas.
Cuando t = 0; © = p/4; y = 0; v, = p. Determinar:

a) el vector posicion, el vector velocidad y el vector aceleracion de la par-
ticula en funcion del tiempo;

b) la trayectoria de la particula.

Respuesta:
1
a— (Zpe‘lt; g sin 27Tt) ;U= (p€4t; 27mq cos 27Tt) )

4
a = (4p€4t; —4n%gsin 27Tt) ;Y = gsin (g) In ( ;) )

EJERCICIO 6.42 (2) Una particula se mueve en el plano XY describiendo la
curva y = Inx; calcule:



6.7 Ejercicios 191

a) la rapidez en funcion de x y & .
b) la magnitud de la aceleracion en funcion dex , & y ¥ ,

c) si & =c, calcule en x = a, las magnitudes de la aceleracion tangencial
y normal.

Respuesta:

2zt 23%%
vo= T 1+—2 a = $2+—+———3,
LU X

a = R — =
! \/1‘|‘CL2 “w a? 1_‘_L

a2

EJERCICIO 6.43 (1) Una particula se mueve de modo que sus coordenadas
cartesianas estan dadas como funciones del tiempo por

r = 3t
= 2t — 5¢?

Determine

a) Las componentes cartesianas de la velocidad y de la aceleracion.
b) Las componentes polares de la velocidad y de la aceleracion.

¢) Las componente normal y tangencial de la velocidad y aceleracion.
d) La ecuacion de la trayectoria en coordenadas cartesianas.

e) La ecuacion de la trayectoria en coordenadas polares.

EJERCICIO 6.44 (2) Una particula se mueve sobre una elipse de semi ejes a
y b centrada en el origen de un sistema de coordenadas con rapidez constante

Vo, siendo la ecuacion de la elipse:

5132 y2
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a) Determine la magnitud de la aceleracion de la particula en los puntos
mas alejado y mds cercano de la particula al centro.

b) El tiempo que emplea la particula en recorrer toda la elipse.

c) La determinacion de la ecuacion paramétrica de la trayectoria con pa-
rdmetro tiempo es un problema complicado, pero explique el método a
Sequir.

EJERCICIO 6.45 (1) La ecuacion de una elipse en coordenadas polares puede
escribirse como .

"= 1 —ecosf

siendo ¢ y e constantes. Si el dngulo varia proporcionalmente al tiempo t
con constante de proporcionalidad X\, determine las componentes polares de
la velocidad y de la aceleracion en funcion del tiempo.

EJERCICIO 6.46 (1) Una particula se mueve sobre una circunferencia de ra-
dio R con aceleracion angular constante partiendo del reposo. St la particula
realiza n vueltas completas a la circunferencia en el primer sequndo, deter-
mine la aceleracion angular de la particula. Determine ademdas el nimero de
vueltas que realiza la particula durante el siguiente sequndo del movimiento.

EJERCICIO 6.47 (1) Desde lo alto de un edificio, se lanza verticalmente ha-
cia arriba una pelota con una rapidez de 12,5ms~'. La pelota llega a tierra
4,25s, después. Determine:

a) La altura que alcanzd la pelota respecto del edificio.
b) La rapidez de la pelota al llegar al suelo.

EJERCICIO 6.48 (1) Se deja caer un cuerpo desde una altura inicial de 33 m,
y stmultdneamente se lanza hacia abajo otro cuerpo con una rapidez inicial
de 1ms~t. Encontrar el instante en que la distancia entre ellos es de 18m.

EJERCICIO 6.49 (1) Un cuerpo que cae, recorre en el iltimo segundo 68,3 m.
Encontrar la altura desde donde cae.

EJERCICIO 6.50 (1) Desde lo alto de un acantilado, se deja caer una pie-
dra. Desde la misma altura se lanza verticalmente hacia abajo una sequnda
piedra, 2s mds tarde, con una rapidez de 30ms~—t. Si ambas golpean el piso
sitmultdneamente, encuentre la altura del acantilado.
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EJERCICIO 6.51 (1) Desde el piso, se lanza hacia arriba una pelota con una
rapidez de 40ms~t. Calcule el tiempo transcurrido entre los dos instantes en
que su velocidad tiene una magnitud de 2,5ms™ ' y la distancia respecto al
piso que se encuentra la pelota en ese instante.

EJERCICIO 6.52 (1) Una roca cae libremente recorriendo la sequnda mitad
de la distancia de caida en 3s. Encuentre la altura desde la cual se soltd y el
tiempo total de caida.

EJERCICIO 6.53 (1) Se dispara un proyectil desde la cima de una colina de
150m de altura con una rapidez de 180ms—! y formando un dngulo de 30°
con la horizontal. Calcule:

a) La distancia horizontal entre el punto de lanzamiento y el punto de
catda del proyectil.

b) La altura maxima del proyectil con respecto al suelo.

¢) La componente normal y tangencial de la aceleracion al salir en el punto
de disparo.

EJERCICIO 6.54 (1) Un candn de artilleria lanza proyectiles con una rapidez
de 300ms~!. El artillero debe darle a un blanco que se encuentra a 8640 m
detrds de un cerro cuya altura es de 1000m wubicado a 1200m del candn.
Demuestre que es posible darle al blanco y determine el dngulo de elevacion
para cumplir el objetivo.

EJERCICIO 6.55 (1) Se dispara un proyectil de modo que su alcance horizon-
tal es 1gual al triple de la altura mdzrima. Encuentre el dngulo de lanzamiento.

EJERCICIO 6.56 (1) Un lanza granadas tiene un alcance mdximo de 300 m.
Para dar en un blanco que se encuentra a una distancia de 400 m del lanza
granada, determine:

a) La altura minima que debe subirse el lanza granada.
b) La rapidez de lanzamiento.

¢) El dngulo de lanzamiento.
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EJERCICIO 6.57 (1) Se dispara a un objeto que se encuentra sobre un plano
inclinado en dngulo a.. El disparo se hace desde un punto del plano inclinado
con rapidez inicial vo. Determine la mdzxima distancia sobre el plano inclinado
alcanzable por el disparo y el dngulo de lanzamiento para lograrlo.

EJERCICIO 6.58 (1) Un atleta lanza la bala desde una altura h con rapidez
inicial vg. Determine el mdximo alcance horizontal a nivel del suelo y el
dangulo de disparo necesario para ese alcance.

EJERCICIO 6.59 (1) Un cazador que no sabe que los proyectiles caen, dispara
directamente a un mono que estd sobre un drbol. El mono que tampoco sabe
fisica, se deja caer justo cuando el cazador dispara. Pruebe que el disparo
llega justo al mono.

EJERCICIO 6.60 (1) En una feria de diversiones, se dispara al blanco sobre
una hilera de blancos que pasan frente al que dispara, a una distancia d con
una rapidez ug. Los disparos salen con una rapidez vy. Determine el dngulo
en adelanto en que hay que apuntar para dar en el blanco al objeto que pasa
justo frente al que dispara.

EJERCICIO 6.61 (1) Una piedra se deja caer a un pozo de profundidad des-
conocida. El ruido del impacto en el fondo se escucha un tiempo T después
de soltada la piedra. Si la rapidez del sonido es ug determine en términos de
T, us y g, la profundidad del pozo.

EJERCICIO 6.62 (3) Una pelota se deja caer desde una altura h y en cada
rebote contra el suelo, la rapidez del rebote es un factor “€” de la rapidez
que tenta justo antes de chocar contra el suelo (e < 1). Determine el tiempo
que demora la pelota en quedar en reposo y la distancia total recorrida por la
pelota.

EJERCICIO 6.63 (1) Una persona lanza un objeto con rapidez inicial vy for-
mando un dngulo o respecto a la horizontal. Determine la aceleracion cons-
tante con que debe correr la persona, partiendo del reposo, para justo alcanzar
el objeto al mismo nivel de lanzamiento.

EJERCICIO 6.64 (1) Un automdvil viaja hacia el norte con una rapidez de
60kmh™" en una carretera recta. Un camion viaja en direccion opuesta con
una rapidez de 50kmh™". (a)s Cudl es la velocidad del automdvil respecto al
camion? (b); Cudl es la velocidad del camion respecto al automdvil?
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EJERCICIO 6.65 (1) Un automovilista viaja hacia el oeste sobre la Ruta In-
ter estatal a 80 kmh ™'y es sequido por un auto patrulla que viaja a 95kmh™.
(a)s Cudl es la velocidad del automouilista respecto al auto patrulla? (b);
Cudl es la velocidad del auto patrulla respecto al automouilista?

EJERCICIO 6.66 (1) Un rio tiene una rapidez uniforme de 0,5ms™'. Un es-
tudiante nada corriente arriba una distancia de 1km y regresa al punto de
partida. Si el estudiante puede nadar con una rapidez de 1,2ms™! en aguas
tranquilas, ;cudnto dura el recorrido? Compare este resultado con el tiempo

que duraria el recorrido si el agua estuviera tranquila.

EJERCICIO 6.67 (1) Dos remeros en idénticas canoas ejercen el mismo es-
fuerzo remando en un rio, uno corriente arriba (y se mueve corriente arriba),
mientras que el otro rema directamente corriente abajo. Un observador, en
reposo sobre la orilla del rio, determina sus rapideces que resultan ser de Vi
y Vo respectivamente. Determine en términos de los datos la rapidez de las
aguas del rio.

EJERCICIO 6.68 (1) Un bote cruza un rio que mide de ancho D y cuya co-
rriente fluye con una rapidez uniforme de u. El botero mantiene una orien-
tacion (es decir, la direccion en la cual apunta el bote) perpendicular al rio y
al motor fijo para dar una rapidez constante de v ms~! con respecto al agua.
De acuerdo a los datos ;Cudl es la velocidad del bote respecto a un observador
detenido en la orilla? ; Hasta donde estard el bote, medido corriente abajo
paralelamente al rio, desde la posicion inicial hasta cuando alcance la orilla
opuesta?

EJERCICIO 6.69 (1) Un comprador que estd en una tienda puede caminar
sobre una escalera mecdnica en 30s cuando estd detenida. Cuando la escalera
mecdnica funciona normalmente, puede llevar al comprador sin caminar al
siguiente piso en 20s. ;Cudnto tiempo le tomaria al comprador al subir ca-
minando con la escalera mecdnica en movimiento? Suponga que el comprador
hace el mismo esfuerzo al caminar sobre la escalera mecdnica en movimiento
o cuando estd detenida.

EJERCICIO 6.70 (1) Un avion va dirigiéndose hacia el oeste. La rapidez del
avion respecto al aire es de 150 kmh ™. Si eziste un viento de 30 kmh ™" hacia
el norte, calcule la velocidad del avion respecto a la Tierra.
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EJERCICIO 6.71 (1) El piloto de un avién desea volar hacia el oeste en pre-
sencia de un viento que sopla hacia el sur a 50kmh™. Si la rapidez del
avién cuando no sopla el viento es de 200kmh™", a) 4 en qué direccién debe
dirigirse el avion? b) s cudl debe ser su rapidez respecto a la Tierra?

EJERCICIO 6.72 Un automdvil viaja hacia el Este con una rapidez de 50kmh™".
Estad lloviendo verticalmente con respecto a la Tierra. Las marcas de la llu-
via sobre las ventanas laterales del automdovil forman un dngulo de 60° con
la vertical, calcule la velocidad de la lluvia con respecto al automdvil y con
respecto a la Tierra.

EJERCICIO 6.73 (3) Un mino en peligro de ahogarse en un rio estd siendo
llevado corriente abajo por una corriente que fluye uniformemente con una
rapidez de 2,5kmh ™. El nifio estd a 0,6km de la orilla y a 0,8km corriente
arriba de un embarcadero cuando un bote de rescate se pone en camino.

a) Si el bote procede a su rapidez mdrima de 20 kmh™" con respecto al
agua, scudl es la direccion, relativa a la orilla, que deberd tomar el
conductor del bote?

b) s Cudl es el angulo que hace la velocidad v del bote con respecto a la
orilla?

c) s Cudnto tiempo le tomard al bote para alcanzar al nino?

EJERCICIO 6.74 (1) Desde el techo del carro de un tren que estd acelerando
hacia el norte a una razén de 2,5ms™2 se suelta y cae un perno. ; Cudl es
la aceleracion del perno con respecto a: (a) el carro del tren? (b) la estacion
de tren estacionaria?

EJERCICIO 6.75 (1) Un estudiante de la Facultad de Ingenieria estd parado
sobre el vagon de un tren que viaja a lo largo de una via horizontal recta
a una rapidez constante de V ms~'. El estudiante lanza una pelota al aire
a lo largo de una trayectoria que inicialmente forma un dngulo de o con
la horizontal y estd en linea con la via. El profesor del estudiante, que estd
parado cerca sobre la tierra, observa que la pelota sale verticalmente. ;Qué
altura subird la pelota?



CAPITULO (

Dinamica de la particula

El propdsito de la dindmica es predecir el comportamiento futuro de un
sistema, en particular de una particula cuando son conocidas las fuerzas y
las restricciones que actidan sobre ella y se conoce el presente. Este cono-
cimiento se da en la forma llamada “condicién inicial”. Para una particula
este se expresa en suponer conocidas la posicion y velocidad inicial de ella,
7(0) y ¢(0). Como veremos este propdsito es logrado mediante la llamada
Mecénica Clésica, salvo excepcionalmente para sistemas que tienen compor-
tamiento cadtico y que estan fuera del alcance de este curso. Para estudiar el
movimiento de un cuerpo puede escogerse algin sistema de referencia arbi-
trario y entonces el estudio es relativo a ese sistema de referencia. Para hacer
dindmica, la eleccién del sistema de referencia adecuado no es arbitraria.

7.1. Leyes de Newton

Desde los tiempos de Galileo se ha reconocido que no es necesario aplicar
fuerzas para mantener el movimiento de los cuerpos. Esto evidentemente cho-
ca con lo observado diariamente puesto que si se dejan de aplicar fuerzas, los
cuerpos se detienen. El problema estd en que en realidad no se han dejado de
aplicar todas las fuerzas. Normalmente existen fuerzas, llamadas de roce que
estdn presentes y cuya tendencia es frenar los cuerpos. Es dificil eliminarlas,
pero si se logra, entonces el movimiento se mantiene. Sin embargo hay otros
detalles. Se mantiene pero ;respecto a qué sistema de referencia?
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7.1.1. Primera ley de Newton

La primera ley de Newton suele enunciarse asi. Si un cuerpo no estd
sometido a fuerzas, se mueve con velocidad constante o permanece en reposo.
El detalle es que asf enunciada, no puede estar correcta. Si ello es cierto en
algiin sistema de referencia, inmediatamente deja de ser cierto si el observador
estd en un sistema acelerado respecto al primero, ver figura. Por ello, para

mantenerla, se han definido sistemas de referencia especiales donde ella es
cierta.

v
Y A
A
_’
F=
- —
a az0 -
«— F=0
_’
a=0
X
Figura 7.1:

7.1.2. Sistema inercial de referencia

En la formulacion de la dindmica cldsica, se supone la existencia de al me-
nos un sistema privilegiado de referencia, un Sistema inercial de referencia.
Por definicién, un sistema inercial de referencia es aquel (hipotético) sistema
relativo al cual una particula libre, es decir no sometida a fuerza, tiene veloci-
dad constante o en particular nula. Como consecuencia de la transformacion
de Galileo, todo sistema que se traslade con velocidad constante respecto a
uno inercial de referencia, es también sistema inercial de referencia. La e-
xistencia de uno por lo menos, seria materia de validacién experimental, con
las obvias dificultades que ello presenta. Se acepta que al menos aproximada-
mente, el marco de las estrellas fijas, lo es. Esta es una materia hoy en dia de
acuerdo internacional. En efecto en Agosto de 1997, la Unién Astronémica
Internacional (IAU) decidi6 que a partir del primero de Enero de 1998, el
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IAU sistema de referencia celestial sea el sistema (ICRS), en reemplazo del
sistema FK5. Hay abundantes referencias sobre este tema en la WEB, por
ejemplo http://rorf.usno.navy.mil/ICRF/

Esta definicién reemplaza la primera ley de Newton, puesto que su validez:
“la aceleracion respecto a un sistema es nula cuando la fuerza es nula”, define
lo que se denomina un sistema inercial de referencia.

Asf entonces Newton formulas sus leyes respecto a un sistema de referencia
absoluto o inercial. Si el Universo estuviera vacio uno puede preguntarse que
podria ser tal sistema. No existe aparentemente diferencia alguna entre un
sistema, .2celerado.’ un sistema rotante"si no hay nada respecto a lo cual
establecer la realidad de la .*celeracién. de la rotacién". Sin embargo Newton
crefa firmemente que el espacio mismo existe como algo absoluto, real como
una entidad fisica, respecto al cual los conceptos de aceleracién o de rotacion
podrian definirse. Asi Newton dice que un objeto estd acelerando cuando lo
hace respecto al espacio absoluto.

Pero a mediados de los 1800 un filésofo y fisico Ernst Mach llegé con
nuevas ideas que ademds, entre otras cosas, tuvieron un profundo impacto
en el pensamiento de Albert Einstein. Las ideas de Mach se entienden del
andlisis de un balde que contiene agua en su interior. Si el balde se mantiene
suspendido y quieto, la superficie del agua permanece plana. Si se hace rotar
el balde respecto a la cuerda que lo sostiene, la superficie del agua adquirird
una forma céncava. jRespecto a qué sistema el balde rota?

Si vamos mads lejos y nos imaginamos flotando en el espacio interestelar,
si uno mira el cielo y ve las estrellas estacionarias uno podria decir que esta
en reposo y no experimenta fuerza alguna. Justo entonces un companero de
viaje, se acerca y le da un impulso de modo que comienza a rotar. Seguro
que se notaran dos efectos: las estrellas parecerdn girar en grandes circulos en
torno a uno, y uno experimentard fuerzas que tenderdn a separar sus brazos
y piernas. Si repetimos la misma situacién pero en un espacio absolutamente
vacio, sin estrellas, galaxias, s6lo una total oscuridad, ; sentiremos esa fuerza si
alguien nos coloca en rotaciéon? Segun Mach, no. En un universo totalmente
vacio no puede haber diferencia entre aceleracién o no aceleraciéon. Entre
rotaciéon y no rotacién. De manera que, segin Mach, si cuesta una fuerza
acelerar un cuerpo, ello se debe a la existencia de todas las galaxias del
Universo.

Posteriormente, Albert Einstein, al desarrollar la teoria general de la re-
latividad introduce el concepto de espacio tiempo, un concepto que tiene
existencia real y con propiedades que se ajustan segin sea la distribucién de
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masa y energia del Universo. El espacio tiempo es algo absoluto respecto al
cual pueden definirse los movimientos de los cuerpos. Sin embargo la teorfa
de Einstein no confirma totalmente las ideas de Mach. En un Universo vacio,
el espacio tiempo no estd curvado, estd plano, pero existe. De manera que
una persona rotando en un Universo vacio, si sentirfa fuerza que tenderia a
separarle sus brazos y piernas. Podria decirse que las ideas de Mach provo-
caron de alguna manera el desarrollo de la Teoria general de la relatividad
pero la teorfa que se desarrollé, no confirmé las ideas que la inspiraron. Una
excelente discusién sobre este tema la puede encontrar en el libro de Brian
Greene, "The fabric of the Cosmos". En la actualidad el espacio tiempo es
el sistema absoluto de referencia y los observadores inerciales son los que se
mueven libremente, es decir no sometidos a fuerzas eléctricas, magnéticas u
otras.

7.1.3. Segunda ley de Newton

En un sistema inercial de referencia (el espacio absoluto de Newton) las
fuerzas son las causas de las aceleraciones en la forma que establecié Newton.
Respecto a un sistema inercial de referencia se tiene para una particula de
masa m

Ia
a=— 1
it (71)
o bien
F =ma. (7.2)

siendo @ la aceleracion, F 1a fuerza resultante que actia sobre la particula, la
cual se expresa en Newtons [N] y m la masa inercial de la particula. La masa
inercial es entonces alguna propiedad que distingue las particulas en cuanto
a la dificultad que manifiestan ellas a ser aceleradas. Es necesario aclarar
que conceptualmente existe otra propiedad que distingue a las particulas,
consecuencia de su masa gravitacional mg, esto es, la masa gravitacional da
cuenta de la magnitud con que se atraen dos particulas por efecto de la fuerza
gravitacional. De acuerdo a la ley de gravitaciéon universal de Newton

F= G%, (7.3)
siendo aquif m, y Mgy las masas gravitacionales de las particulas. Si usted lee
el libro recién recomendado de Greene ( y muchos otros) se encontrara que,
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desde el punto de vista moderno, la fuerza gravitacional no es una fuerza.
Sin embargo en este libro se desarrollara la teorfa cldsica de la Mecédnica de
Newton solamente.

7.1.4. Principio de equivalencia

De acuerdo a los experimentos de Galileo, todos los cuerpos en la vecindad
de la tierra, despreciando el roce del aire, caen con la misma aceleracién de
magnitud

g=98ms % (7.4)

Si se utiliza la segunda ley de Newton donde la fuerza es la fuerza gravita-

cional resulta
mignryg

R?

es decir la masa inercial m; es proporcional a la masa gravitacional m,.
En la dltima expresion R es el radio terrestre y my, es la masa gravitacional
terrestre. Si las unidades se eligen adecuadamente (iguales), entonces tenemos
el principio de equivalencia

mig =G

m=my.

7.1.5. Sobre las fuerzas

Las fuerzas, las que permiten acelerar los cuerpos, en general pueden
clasificarse en dos tipos, fuerzas de accién a distancia y fuerzas de contacto.

Fuerzas de accién a distancia

Son ejercidas por los cuerpos a distancia. Son en general conocidas como
campos de fuerza y de ellas son bien conocidas la fuerza gravitacional, la
fuerza electrostdtica, la fuerza magnética y otras. En estos apuntes la méds
importante de ellas serd la fuerza gravitacional que ejerce la tierra sobre
los objetos cerca de su superficie, dirigida verticalmente hacia abajo y de
magnitud

mym
F=aG ;%2T =mg,
donde ey
9= Gﬁv (7.5)

es la aceleracién de gravedad.
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Fuerzas de contacto

Son ejercidas reciprocamente cuando dos cuerpos se tocan. Si se descom-
pone la fuerza de contacto en su parte paralela y en su parte normal a la
superficie en contacto, esas componentes se denominan fuerza de roce f y
fuerza normal N. También existen fuerzas que actiian sobre un cuerpo cuan-
do éste se mueve en el interior de un fluido (liquidos o gases). Estas fuerzas
se denominan fuerzas de roce viscosas y son funciones complicadas de la ra-
pidez del cuerpo, de la forma del cuerpo y de propiedades de la superficie del
cuerpo y del fluido.

La fuerza de roce estatica

Cuando no hay movimiento relativo entre dos cuerpos que estdn en con-
tacto, la fuerza de roce se denomina fuerza de roce estdtica. Considere un
bloque en reposo sobre una superficie horizontal que es tirado por una fuerza
horizontal I’ como se indica en la figura

Figura 7.2: Fuerza de roce.

Como el cuerpo tiene aceleracién nula entonces
F— f = 07
N—-—mg = 0,
es decir la fuerza de roce es igual a la fuerza aplicada F'. Si se aumenta F
aumenta la fuerza de roce de la misma manera. Pero eso tiene un limite. La
fuerza de roce no puede crecer indefinidamente. Este limite tiene que ver con

propiedades de las superficies en contacto y con el grado en que las superficies
estdn apretadas entre si. El modelo que utilizaremos es

™ = N, (7.6)

donde 1, se denomina coeficiente de roce estdtico entre las superficies.
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Fuerza de roce cinética

Si la fuerza aplicada supera al maximo valor de la fuerza de roce o si el
cuerpo estd en movimiento relativo, la fuerza de roce, llamada ahora fuerza
de roce cinética, estd dada por

donde i, se denomina coeficiente de roce cinético. Normalmente p;, < p, que
pone de manifiesto que cuesta menos mantener el movimiento que iniciarlo.

7.1.6. Tercera ley de Newton

La tercera ley de Newton, suele enunciarse asi: si un cuerpo ejerce una
fuerza sobre otro, entonces el segundo hace una fuerza de igual de magnitud
y de sentido contrario sobre el primero y ambas fuerzas estdn sobre la misma
linea de accién.

Esta ley se supone vélida para fuerzas de contacto y para fuerzas de accién
a distancia. Sin embargo, en el segundo caso, hay problemas. Dificilmente
pueden las fuerzas de accién y reaccién ajustarse en forma instantdnea a
nuevas posiciones de los cuerpos porque la informacién de uno al otro no
puede propagarse con velocidad infinita. Eso sin embargo, es tema de otro
curso.

7.1.7. Definiciones

Daremos de inmediato definiciones de otras propiedades fisicas de los cuer-
pos que tienen que ver con su masa y con su velocidad. La utilidad de estas
definiciones descansa en que hay relaciones o teoremas que las involucran y
que pueden en consecuencia escribirse de manera mas simplificada
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concepto unidad

mo . masa particula. kg

T vector posicién particula. m

7 = dr/dt..  velocidad particula. ms~!

a = duv;/dt aceleracion particula. ms™2

Foo o fuerza resultante actuando sobre N
la particula.

P = mu Momentum lineal de la particula. kgms™!

K = %mvz Energfa cinética de la particula. J

Ly m# x ¥ Momentum angular de la particula kgm?s!
respecto a O.

fo = PxF Torque resultante respecto a O. Nm

Voo Energia potencial. J

E K +V  Energfa mecénica. J

Wiy = fif Fdr Trabajo realizad por F desde i a foJ

7.2.

Teoremas

Pueden entonces demostrarse los siguientes teoremas que involucran las
definiciones anteriores:

» TEOREMA 7.1
Variacion del momentum lineal:

di -
@ _ g
dt

(7.8)

DEMOSTRACION 3 FEste teorema sigue inmediatamente de la seqgunda Ley de
Newton que puede escribirse

st la masa es constante.

» TEOREMA 7.2
Variacién del momentum angular

di  dmv  dp

"o T A dr

dlp =
PO _ T,
dt ©

(7.9)

(7.10)
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DEMOSTRACION 4 Si la seqgunda ley de Newton es multiplicada vectorial-

mente por X resulta

dv -
mrx — =71 xF,
dt
pero el lado izquierdo puede modificarse a
—(MF X U) =7 ,
dt
si la masa es constante, esto es
do =
— =T).
a ¢

» TEOREMA 7.3
Teorema de conservacion del momentum lineal. Si F,, = 0 entonces

P = constante.

y similarmente para otras componentes.

DEMOSTRACION b5 FEste teorema sigue directamente de

— d_)
F=2
dt
que si es proyectada en una direccion fija, OX por ejemplo da
dpa
P = an
dt

luego si F, =0 se tiene
Py = constante.

» TEOREMA 7.4
Teorema de conservacion del momentum angular. Si I'o = 0 entonces

fo = constante.
DEMOSTRACION 6 FEste teorema sigue directamente de
dlo =
20 _ 1
e~ °

de manera que si I'o = 0 entonces se tiene que

lo = constante.

(7.11)

(7.12)

(7.13)
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» TEOREMA 7.5
Teorema de conservacion de una componente del momentum angular. Si
I'o, = 0, entonces

lo, = constante,

y similarmente para otras componentes.
DEMOSTRACION 7 FEste teorema sigue directamente de

dlo =
—9 =Ty,
e~ ¢

que si es proyectada en una direccion fija, digamos OX da

dlo,
dt

— L Oy
de manera que st I'g, = 0 se obtiene

lo, = constante.

» TEOREMA 7.6
Teorema energia cinética—trabajo

Ky —K;=W;_s

DEMOSTRACION 8 De la sequnda ley de Newton podemos escribir

de donde sigue multiplicando por un vector desplazamiento infinitésimo

dF = idx + jdy + kdz,

obteniendo i
m= - dif = F - dF,
dt
y el lado izquierdo puede modificarse a
dd . . dr 1
madr—mdv- p” —mv~dv—d(2mv ),
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de manera que tenemos un teorema

1 ,
d(émzﬂ) = F.dr,

dK = F-drf=dw,
y finalmente hemos obtenido el teorema energia cinética trabajo

Ky — K, =Wy, (7.14)
donde ;

Wiy = / F-di (7.15)

7.3. Paréntesis matematico. Derivadas y di-
ferenciales

De una variable independiente

Los pasos de la seccion anterior requieren de considerar la derivada como
un cuociente y ello merece una explicacién. La derivada de una funcién f(x)
de una variable independiente es la pendiente de la curva y = f(x). En la
figura que sigue se ha definido el llamado diferencial de la funcién

dy = df (z),

como el cateto del tridangulo dibujado, cuya hipotenusa es tangente a la curva.
Entonces la derivada es

dy
! —_ <
0
dy = f'(z)Ax
En particular para la funcién lineal y = f(x) = = resultard
dz
1=—
Ax’
0 sea
der = A,
dy = [f(x)dz,
dy
5 = f/(x)v
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y A
y=f(x)
A 74
Y 1 dy
AX
> X
o X X+AX
Figura 7.3:

lo que significa que la derivada es el cuociente entre dos cantidades finitas dy
y dx, que son llamadas diferenciales de y, x. Note que las diferenciales no son
necesariamente cantidades pequenas. También puede notarse que en general
dy # Ay como se ilustra en la figura.

De mas variables independientes

Para dos variables independientes considere una funcién f(x,y). Similar-
mente se define su diferencial por

_ 0N, 9
& =500+ 5 Ay,

donde %ﬁ y %5 son las llamadas derivadas parciales de la funcién, respecto
a x e y respectivamente y donde de nuevo para las variables independientes

dr = Az, dy = Ay de manera que

_of,  Of
#_%m+@w

y similarmente para funciones de més variables. Aqui, una expresién de la
forma

no es necesariamente la diferencial de alguna funcién. Para este efecto existe
un teorema
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» TEOREMA 7.7
La forma P(x,y)dx + Q(x,y)dy es la diferencial de alguna funcién de x, y si
y solo st

oQ 0P
— = — 7.16
or Oy (7.16)
DEMOSTRACION 9 Deberd ser
if = 5o+ Gy = Payis + Qi
o bien como las variables son independientes
of
— = P
5 (2,9),
of
a_y - Q('xay)a
pero para funciones bien comportadas
oof _00f
oyodxr Oz 0y’

y de alli sigue el teorema.
EJEMPLO 7.3.1 Determine una funcion F' cuya diferencial sea
dF = y*dx + 2xydy.

Primero identifiquemos

P =y,
Q = 2y,
y calculemos sus derivadas parciales
oQ
—* _ 9
ax y?
0P
- - 9
oy Y,
que resultan iguales. Entonces tenemos derecho a escribir
oF oF
dF = —dz + —dy

ox Jy
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y luego
oF 9
o Yy,
oF
— = 2uxy.
y o

Integrando la primera respecto a x resulta
F=y’z+C(y)
donde C' es una funcion arbitraria de y. Reemplazando en la seqgunda
2yr + C'(y) = 2y
0 sea C'(y) =0 o sea C(y) = C es constante y finalmente

F=y*2+C.

7.4. Fuerzas conservativas (C) y no conserva-
tivas (NC)

El trabajo realizado por una fuerza F' escrita en componentes cartesianas

F =iF, + jF, + kF,, (7.17)
es
f —
Wi = / F-dr, (7.18)
y como el desplazamiento infinitesimal dr’ es
dF = idx + jdy + kdz,
resulta

fo f
Wiy = / Fdif = / (Fydx + Fydy + F.dz). (7.19)

Este trabajo serd independiente del camino si el integrando es la diferencial
de alguna funcién, es decir si

Fodz + Fydy + Fodz = —dV.
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El signo menos es convencional. La existencia de esa funciéon V' llamada
energfa potencial define a lo que se denomina una fuerza conservativa. Para
estas fuerzas se tiene que

ov
Fz - — 8 .2
o (7.20)
ov
F, = —
Y ay )
ov
F,o= ——,
0z
y su trabajo serd en este caso
f
I/Vic_Y,f = / (Fpdx + F,dy + F.dz) = —(Vy = V;). (7.21)

que es obviamente independiente del camino.

7.4.1. Enmnergias potenciales

Para algunas fuerzas conservativas importantes, se listan a continuacién
sus energfas potenciales.
Fuerza peso

Para la fuerza constante peso, si el eje OY es vertical hacia arriba, ella
puede escribirse
F=—mg)

v la energia potencial asociada al peso es

V =mgy. (7.22)

Fuerza elastica

Para la fuerza eldstica .
F = —kuxi, (7.23)

la energfa potencial resulta ser

1
V:im? (7.24)
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Fuerza gravitacional

Para la fuerza gravitacional

= Gmims
F=- g (7.25)
sus componentes son
G
Fx _ m;mg 7
r
G’I’)’LlTI’LQ
F, = — = ,
G
FZ _ m;mg ’
r
donde
r=\/r24+y?+ 22
Pero es simple establecer que
a1 x
orr 13
a1 x
oyr — r¥
a1 x
oyr — r¥

luego las componentes de la fuerza gravitacional pueden escribirse

. 0 Gm1m2
Fro= 5’x< r )
. 0 G’I’)’LlTI’LQ
Fy - ay( r )7
. 0 Gm1m2
F = _82(_ r )

de donde identificamos la energia potencial

V=-—

Gm1m2

. (7.26)

r
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Fuerza electrostatica

Para la fuerza electrostética

= 1 qqe
F = — 7.27
dmey T2 " (7.27)

la energia potencial resulta ser

1 qige
V= — 2
drey 1T (7.28)

con explicacién similar dada para la fuerza gravitacional.

NoTA 7.1 Para el lector que domine matemédticas més avanzadas. Hemos
buscado energia potenciales mediante un método que podrfamos llamar de
simple inspeccién. Sin embargo existe un método méas general. La fuerza es
conservativa si V x F = 0. Luego, si ese es el caso, se tiene que

—

/fwwz4wm—vm;

T1

para cualquier camino de 7; — 7. Como la fuerza es conocida esa integral
puede hacerse y se obtiene

Wﬁ:WM—]ﬁdﬁ

Si 7 se elige adecuadamente como punto de referencia puede tomarse V () =
0.

7.4.2. Teoremas sobre la energia

Por su importancia se agrupan aquf los teoremas relativos a la energia y
al trabajo.

» TEOREMA 7.8
Teorema energia—trabajo. Si E = K + V representa la energia mecdnica de
la particula entonces

E;— E; = WNG. (7.29)

(2
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DEMOSTRACION 10 Se ha demostrado que

st la fuerza se separa en sus posibles partes conservativas y no conservativas
entonces
Wisp =W+ WG = —(V; = V) + WG

) i—f

luego se obtiene

Ky—K;, = —(V;=V;)+WXS,
Ki+Vi—(K;+V) = WZJXS:',

que prueba el teorema.

» TEOREMA 7.9
Teorema de conservacién de la energia cinética. Si W;_.; = 0 entonces

K, = K;.
DEMOSTRACION 11 FEste teorema sigue directamente de
Ky — Ki=Wip, (7.30)
haciendo W;_,y = 0

» TEOREMA 7.10
Teorema de conservacion de la energia mecdnica. Si las fuerzas no conserva-
NC

tivas no realizan trabajo, es decir si W3 = 0, entonces

E; = FEy,
la energia permanece constante.
DEMOSTRACION 12 FEste teorema sigue directamente de

E;— E, = WNY (7.31)

i—f

haciendo VVZJL? = 0. Debe remarcarse que la energia se conservard en to-
dos los casos donde no hay fuerzas no conservativas o bien si existen, ellas
no realizan trabajo. Por ejemplo, las reacciones normales que son fuerzas
no conservativas, no realizan trabajo por ser el desplazamiento del cuerpo

perpendicular a la fuerza.
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7.5. Sobre la energia

En general, el hombre desea poner en movimiento las cosas para satisfacer
diferentes necesidades. En otras palabras se desea que los cuerpos adquieran
energia cinética. De acuerdo a lo explicado, una forma de lograrlo es median-
te una fuerza que realice algin trabajo. Pero obtener una fuerza que realice
trabajo no es tan simple. Por ejemplo para mover un automévil, un tren, un
avién o simplemente mover un motor, de donde sacar la fuerza que lo haga.
De acuerdo al teorema de conservacién de energia, que se supone vélido en
esta discusién, si un cuerpo gana energia, entonces otro la pierde. Afortu-
nadamente existen en la Tierra muchas fuentes de energfa. Estas en general
son sistemas que tienen energia potencial acumulada. Por ejemplo una can-
tidad de agua a cierta altura tiene energia potencial acumulada. Los nicleos
de los dtomos tienen energia eléctrica almacenada. Los combustible fésiles
tienen energia potencial acumulada, de naturaleza quimica. Otra pregunta
surge. ;Quién realiz6 el trabajo necesario para acumular esas cantidades de
energia? Casi sin excepcién la respuesta es: nuestro Sol. La enorme energia
liberada por el Sol y parcialmente recibida en la Tierra, causa a lo largo del
tiempo esas acumulaciones de energia potencial. Los drboles crecen, se trans-
forman eventualmente en Carbén que posee una enorme cantidad de energia
acumulada. O, los mares se evaporan, llueve sobre la cordillera y alli tene-
mos una enorme cantidad de energfa potencial acumulada. Hay una enorme
cantidad de otros ejemplos: la energia del viento, la energia de las mareas del
mar, la energia de las tempestades, etcétera.

Mencién aparte recibe la energfa acumulada en los niicleos atémicos. Fue
necesario vencer la enorme repulsion eléctrica de los protones para formar los
nicleos de los 4tomos, que al formarse, tienen una enorme cantidad de energia
acumulada. Al final, la fuerza responsable de que eso haya ocurrido largo
tiempo atrds en alguna estrella, es la enorme fuerza gravitacional presente
en los micleos de las estrellas como consecuencia de su enorme masa. Sin
embargo para que esa energia quede acumulada, se requiere de algo que
mantenga al nicleo unido. La fuerza responsable de que ello ocurra es la
fuerza nuclear.

Utilizar esas energfas acumuladas ha sido posible gracias al gran desarrollo
de la tecnologfa.

El desafi6 actual consiste en tratar de utilizar la mayor de las fuerzas
conocidas por el hombre para estos fines: la fuerza nuclear. La fuerza nuclear
es la responsable de la estabilidad de los niicleos atémicos, es siempre atrac-
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tiva, de enorme magnitud y de muy corto alcance y se manifiesta entre los
componentes del niicleo atémico, protones y neutrones.

De manera que para que la fuerza nuclear se manifieste y realice algiin
trabajo, se hace necesario acercar protones a muy corta distancia, tarea muy
dificil porque ellos se repelen y muy intensamente cuando se tratan de acercar.
Los intentos de realizar este proceso en la Tierra en forma controlada han
avanzado, pero no hay certeza de cuando se lograra. Este proceso, llamado de
fusién nuclear, es logrado en los centros de las estrellas y el agente responsable
es la enorme presion que ejerce la masa de la estrella sobre su centro producto
de la fuerza gravitacional.

7.5.1. La energia cinética de los asteroides

Hace aproximadamente 65 millones de anos atrds un asteroide de alrede-
dor de R = 20km de radio y una velocidad del orden v = 20 kms~! impacté
la Tierra y causé el fin de la mayor parte de la vida en la Tierra. Si supo-
nemos una densidad del orden de p = 5000 kgm ™2 (5 veces la del agua) su
energia cinética serfa

11

K= 5(gwﬁ%?’p)qﬂ = 8.38 x 10%*7],

y como 1 megaton = 4,2 x 10 J esa energia equivale aproximadamente a
K =2 x 10° megatones,

quizds la explosién de todo el arsenal nuclear actual. La bomba atémica de
Hiroshima fue del orden 6—10 megaton. Vea mds detalles sobre las consecuen-
cias de ese impacto en http://www.eas.purdue.edu/eas109/ Day %20the %20
Dinosaurs %20Died.htm

7.5.2. Integracién de la ecuacion de movimiento

El propésito de la dindmica es: dadas las condiciones iniciales de un siste-
ma y las fuerzas, determinar mediante la segunda ley de Newton las posicion
y velocidad futura del sistema. La segunda ley de Newton, también llamada
ecuacién de movimiento, determina la aceleracién del sistema @ = d*7/dt?.
Luego hay un problema matematico. Conocida la fuerza resultante debere-
mos integrar la ecuacién de movimiento y obtener la velocidad #(t) y posicién
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7(t) si se conocen las condiciones iniciales del movimiento, es decir la veloci-
dad y posicién iniciales #(0) y 7(0). Como veremos dependiendo de las fuerzas
actuando, la integracién de la ecuaciéon de movimiento es més o menos simple.

Para el caso de la dindmica de un cuerpo la fuerza podria depender del
tiempo, de su posicién y de su velocidad, es decir la ecuacién que resulta es

d*r(t)

= F(t, 7, 0), (7.32)

m

que en general no puede integrarse directamente porque el lado derecho, la
fuerza, depende precisamente de la incégnita 7(¢) y de su derivada ¢(t). En el
apéndice se profundiza més sobre diversos casos integrable y aqui nos limita-
mos a los principales. En el capitulo de sistemas de particulas se explican las
dificultades adicionales que se presentan en el caso de la dindmica de varios
cuerpos.

Como posiblemente los alumnos de este curso atin no dominan el tema de
las integrales y menos el de las ecuaciones diferenciales, deje para més adelan-
te la comprension de todos los pasos intermedios, pero analice los resultados
y sus aplicaciones.

Fuerza constante

De la segunda ley

. F
a=—,
m
es inmediato obtener por dos integraciones sucesivas
. . F
u(t) = 9(0) + —t, (7.33)
m

Estos resultados coinciden con lo establecido en la seccién de cinemaética para
el caso en que la aceleracién es constante.

Fuerza dependiente del tiempo F(t)

Aqui se puede dejar expresado
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() = 77(0)+% /O R (7.34)

1 t t// o
1) = #1(0) + 5(0)t + — / at” / Ftar,
m Jo 0

donde las integrales se podréan hacer cuando la fuerza sea dada en forma
explicita.

Fuerza dependiente de la posicion

En movimiento unidimensional. Si F' = F'(x)i tenemos que

mi = F(x), (7.35)
pero existe la identidad
. 1d ,
I=—-—:
2dx"
de modo que se tiene una ecuacién diferencial
1d , 1
— o2
2dz. ~ m (@),
de donde
2 Z‘(t)
P2 (t) — #2(0) = —/ F(z)dx,
M J(0)
o bien

) N
i(t) = \/552(0) = / P %, (7.36)

y podemos finalmente separar variables en la forma

Qi — dx ’

\/x'2(0) + 2 "0 P(z)de

e integrar por segunda vez

a(t) d
t= / ° . (7.37)
#(0) \/x'Q(O) +2 [ Flx)de
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El problema estaria resuelto si dada F'(z), la integral la realizamos y es
posible de alli despejar x(t). Tarea no necesariamente simple.

Lo anterior puede simplificarse o calcularse para casos especificos de fuer-
zas.

Por ejemplo la fuerza eldstica

F(z) = —kz,

se obtiene

/x(t) dr
t pum
w0\ [i2(0) = 2 [ kadz

m

_ /ff(t) dx
w0 \[2(0) — £ (a2~ 22(0))

Sin perder demasiado podemos suponer que z(0) = 0 de modo que

x(t) do
m [0 dx
m . 4 =
= \/%sm m

de modo que finalmente

x(t) = \/%:'C(O) sin \/%t. (7.38)

Maés detalles serdn dados al estudiar mas adelante el llamado movimiento
armoénico simple.

Para el 1iltimo caso particular, existe un método alternativo mas facil. En
efecto de

mi = —kux,
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y si se define

tenemos que
i+ wlr =0,

y usted puede facilmente comprobar que una solucién general es de la forma
z(t) = C cos(wt + ¢).

La evaluacién de las constantes C' y ¢ segin sean las condiciones iniciales
x(0), £(0), se hard més adelante al estudiar el movimiento arménico simple.

Movimiento unidimensional con fuerza viscosa

Consideraremos el efecto que produce la presencia de una fuerza contraria
y proporcional a la velocidad de la forma

F, = —pmaxz.

Este tipo de fuerza se manifiesta cuando un cuerpo se mueve en el interior
de un fluido, liquido o gas.
La ecuacién de movimiento serd

mi = —fmi, (7.39)
o bien si llamamos v = &
dt ’
de donde es trivial separar variables
d
&= g,
v
y se puede integrar
v(t)
In—= = —f(t
v(t) = wv(0)e ™,

que puede integrarse por segunda vez

z(t) = 2(0) + —2(1 — 7). (7.40)
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Note que la velocidad tiende a cero y la posicién alcanza un maximo

T
Tmax = (0) + 5

7.5.3. Dinamica del movimiento circular

Para el movimiento circular es conveniente expresar las ecuaciones de mo-
vimiento en coordenadas polares con origen en el centro de la circunferencia,
de modo que se tiene en componentes polares

F, = —m—, (7.41)
Fg = mRo. (742)

Existen diversas posibilidades para el tipo de movimiento circular, depen-
diendo de las fuerzas que actiien, cuestién que se plantea en los ejercicios. Si
la fuerza es puramente radial, Fy = 0, de lo cual se deduce que el movimiento
es circular uniforme, es decir 0 es constante.

7.6. Movimiento arménico simple

El movimiento de un cuerpo sometido la accién de una fuerza eldstica
da lugar a un movimiento conocido como movimiento arménico simple. Esta
fuerza se manifiesta cuando un cuerpo oscila unido a un resorte ideal. Un
resorte ideal tiene dos caracteristicas, su longitud natural [y que es su longitud
sin estar sometido a fuerzas y su constante eldstica k. La deformacién del
resorte es proporcional a la fuerza aplicada segiin

F=k(l—1), (7.43)

donde [ es la longitud del resorte deformado, como se indica en la figura
Si una particula de masa M se mueve en una dimensién, digamos el eje
OX sometido a una unica fuerza restauradora eldstica de la forma, conviene
medir la coordenada de posicién z a partir de la longitud natural del resorte
de manera que
F=—k(l—1y)i = —kai, (7.44)

entonces la segunda ley de Newton nos da
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v
L]

4—|—»4——>
Figura 7.5:
Mi = —kuz, (7.45)
F+wir = 0,
donde se ha definido
k
2
= —. A4
W=7 (7.46)

La coordenada x satisface la célebre ecuacién del movimiento arménico
simple (MAS) cuya solucién puede escribirse en términos de dos constantes

Ay ¢ como
x(t) = Acos(wt + ¢). (7.47)

La constante A se conoce como la amplitud del movimiento y ¢ se conoce

como la fase inicial.

7.6.1. Evaluaciéon de las constantes

Si las condiciones iniciales son

z(0) = o,
SL’(O) = o,
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entonces al imponer dichas condiciones en (7.47) y su primera derivada re-
sulta

rg = Acoso, (7.48)
vg = —Awsing,
de donde
5, Vb
tang = ——2 (7.50)
WIo

7.6.2. Energia

La fuerza eldstica restauradora es
F = —kaxi,
y su unica componente puede escribirse

i1,
—%(Ek’ﬂ? ),

de modo que la energfa potencial elastica serd

F, =

V= %k’xQ. (7.51)

Si no hay otras fuerzas actuando o ellas no realizan trabajo entonces la energia
total E se conserva, esto es

1 1
E= §Mx'2 + Ekx2 = constante. (7.52)

7.6.3. Amplitud del movimiento

La constante A se conoce como la amplitud del movimiento. Se caracteriza
que cuando x tiene ese valor, entonces la particula se detiene e invierte su
movimiento. Si usamos la conservacion de la energfa podemos relacionar la
posicién con la velocidad en la forma

1 1

1
A a2 T2 1gp2
E = M + Jka’ = JRA% (7.53)
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Esta tltima relacion entre velocidad y posiciéon puede escribirse con v = &

P2 4w = WwrA?

o+ () -

(7.54)
(7.55)

que es la ecuacién de una elipse sobre la cual se destacan las velocidades

\"

®A

NS

Figura 7.6:

méximas v = *wA y desplazamientos maximos x = £A.

7.6.4. Periodo y frecuencia

Evidentemente la funcién
x(t) = Acos(wt + ¢).
es periddica con periodo 1" dado por
wT =27,

de modo que el periodo del movimiento es

T:2—7T:27T\/%,
w k

y la frecuencia, es el reciproco del periodo, es decir

1 1 k

I=7=a\Var

(7.56)

(7.57)

(7.58)
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La frecuencia angular serd

2
_m_E (7.59)

=2
w wf T i

Como veremos en el ejemplo que sigue, movimientos arménico simples pueden
darse en variadas situaciones, atlin sin resortes.

EJEMPLO 7.6.1 Considere una barra de masa M que se apoya en dos cilin-
dros que giran en sentido contrario como se indica en la figura. El coeficiente
de roce cinético entre la barra y los cilindros es pu y la distancia entre los
centros es L. Demuestre que el movimiento horizontal de la barra es un mo-
vimiento armonico simple y determine su frecuencia angular.

N, N,
T fi X T

CCC——p

f
ey ——
C
D . f\\
C& I ] s

= =
\)L
Solucion. Si el centro C' de la barra se desplaza x hacia la derecha, las

reacciones normales se hacen distintas de acuerdo a

N1—|—N2 = Mg,

L L
N1(§+SC) = NQ(E —LE‘),
de donde se obtienen ellas
1 L+ 2x 1 L —2x
No=-M Ny =-M )
La fuerza resultante horizontal sera
2uM
Fo=fhH-f IM(N1 —N2) = —MSC

L Y
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que es del tipo de una fuerza eldstica con

_ 2uMg
=7

k

y la frecuencia angular sera

w2
VM L
A

7.7. Movimiento armoénico amortiguado

En nuestro mundo siempre existe roce de manera que el tratamiento del
movimiento arménico simple no refleja exactamente lo que ocurre. Por ejem-
plo si el movimiento se realiza en presencia de aire y suponemos que ademas
de la fuerza eldstica actia una fuerza de roce viscosa contraria a la velocidad

de la forma .
f = —-2p1i, (7.60)

con (3 alguna constante, la ecuacién de movimiento serd

o bien
z=0. (7.61)

Ahora llamaremos
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de modo que la ecuacién para el movimiento amortiguado es
T+ —x+wyr =0. 7.62
+ i + wp ( )

La solucién de esta ecuacién se obtiene suponiendo una solucién exponencial
de la forma

z(t) = Ae,
que al ser sustituida conduce a
2
P+ Mﬁp +wp =0

es decir, hay a lo mdas dos valores de p para los cuales hay una solucién. Estos

valores son
ﬁ 62
P=———— + EVo Rl w%

La naturaleza de las soluciones depende crucialmente del signo de la cantidad
subradical. Asi distinguimos tres casos:

7.7.1. Caso sub amortiguado

Si el roce es pequeno, en forma més precisa si

ﬁ2
W — w% < 0,
y definimos
62
W = w% — W’ (763)
la solucién puede escribirse en términos de dos constantes A y ¢ asi
x(t) = Ae— ! cos(wt — ¢), (7.64)

es decir hay oscilaciones cada vez de menor amplitud. El movimiento se
denomina cuasi periédico y el cuasi perfodo estd dado por

2 2
T:UW:iﬂ _. (7.65)
w%—%

Este es el uinico caso donde el cuerpo efectiia oscilaciones pero de amplitudes
cada vez mds pequenas, como se ilustra en la figura
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X
A 10 /x\15__20 25

0

-Zv

Figura 7.8: movimiento oscilatorio amortiguado

7.7.2. Caso amortiguado critico

Aqui
2

los dos valores de p son iguales y la solucién es
2(t) = (A + Bt)e it

donde dependiendo de los signos de las constantes A y B puede haber a
lo més una oscilacién y luego la amplitud decae asintéticamente a cero. La
figura ilustra un caso donde M = 1, § = 0,1 e inicialmente xz(0) = 1,5m,
#(0) = —0,5ms™! de donde puede obtenerse

x(t) = (1,5 — 0,35t)e "

donde el cuerpo cruza una sola vez la posicién de equilibrio del resorte (x = 0)
y después el resorte se aproxima asintéticamente a su longitud natural o sea
con x = 0.

7.7.3. Caso sobre amortiguado

Si el roce es grande, es decir si

62
i wi >0, (7.66)
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T T
10 15 ¢ 20 25 30 5

Figura 7.9: z(t) vs t

los dos valores de p son reales y distintos luego las soluciénes son

y luego

z(t) = et (AeV (2 8)t , e (%""3)3, (7.67)

la coordenada cae exponencialmente a cero sin que se cruce ni una vez la
coordenada x = 0.

7.7.4. Movimiento amortiguado forzado

Si se agrega una fuerza externa forzadora de la forma F(t), la ecuacién
de movimiento serd 2

i b+ e = F(b). (7.68)

Esta es una ecuacion lineal de segundo orden, no homogénea. Un teorema
de las matematicas nos informa que la solucién es la suma de una solucién
particular de esa ecuaciéon mds la solucién de la parte homogénea, que co-
rresponde a la encontrada en la seccién anterior. La solucién de la parte
homogénea, en cualquiera de los tres casos explicados a la larga decae a ce-
ro, luego si nos olvidamos de los transientes iniciales, el cuerpo terminara
moviéndose de acuerdo a la solucién particular.
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Una solucién particular
Si la fuerza forzadora es periddica de la forma
F(t) = AcosQt,
es conveniente darse cuenta que con ¢ = \/—_1 se tiene
F(t) = Acos Qt = Re(Ae™™),

y resolver la ecuacion
. 28, :
T+ SV + wiz = Ae*?,

en el entendido que en la solucién que encontremos debemos quedarnos con
la parte real. (repase dlgebra de nimeros complejos)
La solucién puede adivinarse de la forma

i
2(t) = Ce™,
que si es sustituida conduce a

2
—Q*C + MBZQ + wiC = A,

de donde
A
w3 — 02+ % ’
es la amplitud de la respuesta del sistema. Finalmente la solucién puede
escribirse

C:

A )
x(t) = Re __ i)
" (%—QM% )

donde Re(z) indica la parte real del nimero complejo z. Si usted repasa sus
conocimientos de nimeros complejos podré escribirla en la forma

x(t) = A cos(Qt — ¢). (7.69)

2 _ (O2)2 26 y2
V(@3 — 022+ (22)
Una caracteristica de esta solucién es que es una funcién que tiene la perio-

dicidad de la fuerza forzante y que su amplitud presenta un maximo para un
cierto valor de 2 como se explica a continuacion.
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7.7.5. Fenémeno de resonancia

Puede observarse que el movimiento forzado que ha resultado, después que
terminan los transientes iniciales, es de la frecuencia de la fuerza forzadora,
con alguna diferencia de fase ¢ con la fuerza, y lo méds destacable es que su
amplitud

A

V(e -2+ (R

tiene un méximo cuando la frecuencia de la fuerza forzadora sea

/ 2
Q=4|wi— QMBQ (7.71)

y si el roce es pequeno es casi la frecuencia natural wg del sistema. Las
matemadticas permiten demostrar que el denominador de la amplitud tiene
un minimo si

: (7.70)

d 2 2\2 2ﬁ92_
O sea
23
wg—Q2—W:O,

y de ahf sigue lo establecido.

7.8. Dinamica del movimiento circular

Cuando un cuerpo estéd restringido a moverse en una trayectoria circunfe-
rencial, es mejor utilizar coordenadas polares. Aqui el radio serd constante y
variard solamente la coordenada angular 6. En la figura se ilustran las compo-
nentes polares de la fuerza que actiia sobre la particula F,. y Fy. Recordando
lo establecido en el capitulo de cinematica

7 = RO, (7.72)
— RO’ + RO, (7.73)

QL
|
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la segunda ley de Newton en componentes polares serd

F, = m(—R0), (7.74)
Fy = mRo. (7.75)

En los desplazamientos de la particula la componente F,. por ser perpendicu-
lar al desplazamiento no realiza trabajo. Si la componente Fy es una fuerza
conservativa la energfa serd constante

1
E = §mv2 + V = constante. (7.76)

Si hay roce entonces la energfa disminuira.

EJEMPLO 7.8.1 Una particula de masa m puede moverse por el interior de
una superficie circular lisa de radio R cuyo plano estd vertical. Inicialmente
la particula parte del punto mds bajo con una rapidez inicial vy. Analice las
diversas posibilidades que tiene el movimiento de la particula en funcion de
la rapidez inicial.

Solucién. La figura ilustra las dos fuerzas que actian sobre la particula
mientras ella permanezca en contacto con la superficie. Antes de plantear
nada matematico usted debe darse cuenta de las posibilidades y luego que eso
esté claro, proceder a un andlisis més detallado. Es méas o menos evidente que
si la rapidez inicial es pequena, la particula efectuara oscilaciones. Si ella es
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Figura 7.10:

mds grande, la particula puede perder el contacto pasado los noventa grados.
Si es mayor atin, podrd dar vueltas completas. Las ecuaciones generales se
reducen en este caso a

F. = —N —mgsinf = m(—R92), (7.77)

Fy = —mgcosf =mR0, (7.78)
1 1 .

E = amvg = EmR292 + mg(R + Rsin0). (7.79)

De la tercera
V2 .2
E? —2g(1 +sinf) = RO

. .. 52 .
De la primera, eliminando 6 se obtiene

2

N = —mgsin9+m(%—2g(1+sin9)),
2

N = %—mg(i&sin@—l—%.

de la primera
N —mR’ = —mgsin 6 (7.80)
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= Vueltas completas. La particula realizara vueltas completas si N per-

manece positiva para todo #. Observando la expresiéon para N es caso
més desfavorable ocurre si § = 7, luego la condicién serd

2
mup

T +mg(=3-2) 20,

O sea

Vo z vV 59R

Oscilaciones. Para que esto ocurra la particula debe detenerse antes
que la normal se anule. Esto significa que # = 0 antes que N se anule.
Pero si @ > 0 la ecuacion (7.80) indica que

N—mRQ2 = —mgsinf <0,
N < mRé,

o sea no puede anularse 0 primero. Luego pueden haber oscilaciones
s6lo si 6 = 0 para # < 0, y eso requiere que

2
%

7 —2¢g(1 +sinf) = 0 para 6 < 0,

de donde

vo = \/2gR(1 +sinf) < \/2gR.

Despegues. Para que la particula despegue, pierda el contacto, debe ser
N =0con 0 < 6 < m/2 luego

mu?

0 = ?0 —mg(3sinf + 2),

vo = +/gR(2+ 3sinf),

V2R < w9 < \/dgR.

= Analisis del despegue y siguiente punto de impacto
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Sea 6 > 0 el angulo del despegue. De N—mR§* = —mgsinf para N = 0

podemos evaluar '
vy = RO = /gRsinb,

y usando las ecuaciones de los proyectiles
r = Rcos — vjtcos(r/2 —0),
1
y = Rsinf+vptsin(r/2 —0) — =gt?,

2
reduciendo
r = Rcost — \/mtsinﬁ,
y = Rsinf+ \/ﬁ@tCOSH — %gtz,
calculemos

1
22+ 9% = R? — g\/gRVsin 0t® cos 0 + 1g2t4

y para z2 + y?> = R? que caracteriza al punto de caida, se obtiene el

tiempo
IR —
t =44/ —+sinfcosb
g

y asf evaluamos las coordenadas del punto de caida resultando después
de algunas simplificaciones
Rcos30 = Rcos(—30),
y = —Rsin30 = Rsin(—30).
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Esto es el punto de caida se produce en el angulo —36.

A

7.9. Ejemplos

7.9.1. Fuerzas constantes o dependientes del tiempo

EjEMPLO 7.9.1 Un cuerpo de masa 10kg, se encuentra sobre una superficie
horizontal dspera, de coeficiente de friccion estdtico y cinético gy = 0,2 y py, =
0,1, respectivamente. Si sobre el cuerpo se aplica una fuerza horizontal de
magnitud 60 N que actia sélo durante 108, determine la posicion y velocidad
en tiempo t.

Solucién. La fuerza de roce estatica méxima es
fodx — N = pmg =02 x 10 x 9,8 =19.6N,

luego el bloque acelera. Hay que hacer el anédlisis por tramos.

Bm0<t<10
ma = F —pmg,
0 — 60 — 0,2 x 10 x 9,8 4 0dms-2
10
Entonces

1

x(t) = 5az&2 = 2,022,

v(t) = 4,04t

B 10 < ¢ < th4. El tiempo médximo es cuando el bloque se detiene y se
sabra luego. Ahora

ma = —jmg,

0.2 x 10 x 9.8
a 10 9% ms

La posicién y velocidades iniciales son las finales del primer intervalo

2(10) = 2,02 x (10)* = 202m,
v(10) = 4,04 x 10 =40,4ms !,
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luego

v(t) = v(10) + a(t — 10) = 40,4 — 1.96(t — 10) = 60,0 — 1. 96t ms ",
1

z(t) = z(10) + v(10)(t — 10) + 5a(t —10)?

1
= 202 +40,4 x (t — 10) — 51.96(t —10)?
= —300,0 + 60,0t — 0,98¢2.

El instante en que la velocidad es nula da

60,0
tmax = —— = 30.61s.
196 30.61s

A

EJEMPLO 7.9.2 Sobre un bloque de masa m que se encuentra sobre un plano
horizontal liso e inicialmente en reposo actia una fuerza constante F durante
un tiempo T, luego la fuerza se invierte y actia otro intervalo de tiempo T,
luego la fuerza mo se aplica mds. Determine la posicion y velocidad en todo
tzempo.

Soluciéon. En los diferentes ntervalos de tiempo la segunda ley nos dice

que
F
a=+—.
m

Integramos por tramos considerando que las posiciones y velocidades finales

son las iniciales del siguiente tramo.

1F
z(t) = EEtQ’ 0<t<T,

F
o(t) = —t, 0<t<T,
m

1F

o(t) = x(T)+v(T)(t—T)—§%(t—T)2, T <t<2T,
o(t) = U(T)—%(t—T), T <t <o,

ahora la aceleracion es nula

v(t) = wv(2T), 2T <t,
xz(t) = xz(2T)+v(2T7)(t —2T), 2T <t.
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Procediendo a los reemplazos resulta

1F

1) = ——ATt—t*—-2T%, T <t<2T
2(t) = S ) ,
oT — t
v(t) = F , T <t<2T,
m

v(t) = v(2T) =0, 2T <t,
F

x(t) = x(2T) = —T?% 2T <t.
m

A

EJEMPLO 7.9.3 Sobre un blogue de masa m que se encuentra sobre un plano
horizontal liso e inicialmente en reposo actia una fuerza F' = Fjcos 2?
Determine la posicion y velocidad en todo tiempo.

Solucién. Este ejemplo tiene un parecido con el ejemplo anterior en el
sentido que a fuerza va cambiando de signo periédicamente, pero es mas facil.
En efecto basta integrar dos veces

d 2mt
md—z —Focos%
luego
F 2t KT 27t
“@:ﬁom%% TR

integramos de nuevo

. 2wt Fy (T 2 2t
/E%sm—d —(%) (1—COST).

A

7.9.2. Fuerzas dependientes de la posicion o de la ve-
locidad

En estos casos la segunda ley serd de la forma

mo = F(v),
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y la técnica que permite integrar se denomina separacién de variables. Basta
reordenar la ecuacién en la forma

y es inmediato poder integrar una vez

/v(t) dv /t

m = dt =t.

v(0) F<U) 0

Si F'(v) no es demasiado compleja quizas usted pueda hacer la integral. Des-

pués deberd despejar v(t) e integrar por segunda vez.
Alternativa: Si se multiplica la segunda ley por dz resulta

dv

2 deF
mdz 7 dzF(v),
reordenando
muv dv =dx
F(v) ’

que se puede integrar para obtener la relacion entre velocidad y posicion

/v(z) dv /:1:
m v = dr = x.
Vo F('U) 0

EJEMPLO 7.9.4 Una particula de masa m, se lanza con rapidez inicial vy
sobre un plano horizontal liso. El aire ejerce sobre la particula una fuerza
resistente proporcional a la velocidad con constante de proporcionalidad k.
Calcule la posicion y la velocidad de la particula en funcion del tiempo.

Solucién. La segunda ley serd

dv

=k
me v,

separando variables

integrando

v(t) d t k
/ o Zar,
V) v o m
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despejando v(t)
u(t) = vge_%t,

que muestra que la particula se detiene en ¢ — oo. Integramos por segunda

vez
muvy

t
x(t) = / voe midt = —(1— e’%t),
0 k

que muestra que la particula recorre una distancia maxima

muvg
Tméx = —5
k
a pesar que no se detiene nunca.
Alternativa:
En este caso podemos también escribir
dv
mdr— = —kvdz,
dt
luego
mvudv = —kvdzx,
k
dv = ——dx,
que es integrable
v(t) k x
/ dv=—— dx,
V0 m 0
luego
kx
v(t) = vg — —,

que indica como varfa la velocidad de la particula con su posicién hasta que
se detenga.

A

EJEMPLO 7.9.5 Una particula de masa m, se lanza con rapidez inicial vy
sobre un plano horizontal liso. El aire ejerce sobre la particula una fuerza
resistente proporcional al cuadrado de la rapidez con constante de proporcio-
nalidad k. Calcule la posicion y la velocidad de la particula en funcion del
tiempo.
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Solucién. Ahora

dv
= —k?
m V7,
separando variables
dv k
— = ——dt,
v m
integrando
v(t) d t k
/ - Za,
V0 v 0 m
Lok
v(t) vy  om’
despejando v(t)
£) = —0
O

que muestra que la particula se detiene en t — oo. Integramos por segunda

vez .
9 m ktvg

ahora la particula recorre una distancia infinita.
Alternativa:multiplique por dz la segunda ley

mdx@ = —kv?dz,
dt
reordenando
mudv = —kv3dz,
d k
@ _ ——dx,
v m
integrando
Vo m

o sea la relacién entre velocidad y posicién es

kx

v(t) = vge  m.

A
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EJEMPLO 7.9.6 Una particula de masa m estd sometida a una fuerza elds-
tica —kz, e inicia su movimiento con rapidez inicial v y xr = 0 sobre un
plano horizontal liso. El aire ejerce sobre la particula una fuerza resistente
proporcional al cuadrado de la rapidez con constante de proporcionalidad (3.
Calcule la velocidad de la particula en funcion de la posicion mientras avanza
hacia la derecha.

Solucién. Ahora

m% = —kx F v,

donde el signo menos aplica cuando la particula se mueve hacia la derecha
y el mds cuando se mueve hacia la izquierda. Ahora no es trivial separar
variables. Pero existe la identidad

dv dz @ dx dv dv

dt " drdt  dtdr ' da’

lo cual permite dejar dos variables, v y x

mudv + Bvide = —kxdz.

Veamos si al multiplicar ambos miembros por alguna funcién g(z) que hay
que determinar para que el lado izquierdo sea la diferencial de alguna funcién
de = y v. (El llamado factor integrante)

mvg(x)dv + Bvig(z)dz = —g(z)kxdx.

Como se explico, vea (7.16) debe ser

5 mvy(r) = %ﬁvﬂg(fc),
O Sea
mo-9(z) = 269(z),
de donde



7.10 Ejercicios 243

luego
mudve s + 5U2d£€€% = —k:cdxeu%,
1 « x
d(gmqﬂe%) = —k:cdxe%,
integrando
1 « 1 z
577%)26% = —§kx262ﬁ5 +C,
1 1 e
émv2—l—§k’xz = Ce_g%,
ent=20
1
5mv§ = C,
1 1 1 :v
Emv2 + 2]{7332 = —mvgejF%%
finalmente
.k
v = \/vge_zm — —x?
m
A

7.10. Ejercicios

Nota 7.2 (1), (2), (3) y (4) representan el grado de dificultad del problema.
El (1) corresponde a problemas tipo prueba, el (2) corresponde a problemas
discriminatorios y el (3) a problemas de tareas. Los problemas (4) son para
expertos o para personas que deseen profundizar. Usted tendrd éxito si es
capaz de hacer problemas tipo (1) y (2)

7.10.1. Dinamica unidimensional

EJjercicio 7.1 (1) Un cuerpo de masa 16kg, se encuentra sobre una super-
ficie horizontal dspera, de coeficiente de friccion estdtico y cinético p, = 0,3
y i, = 0,25, respectivamente. Si sobre el cuerpo se aplica una fuerza horizon-
tal F, determine: a) La fuerza resultante sobre el bloque si F' = 45N. b)La
magnitud minima de F para poner en movimiento al cuerpo. c¢)La distancia
horizontal que recorre el cuerpo, hasta llegar a detenerse, si ' = 80N y actia
sélo durante 4s. Respuesta: F = 6, 48 N; 40 m.



244 Dindmica de la particula

EJERCICIO 7.2 (1) Dos bloques A y B de masa my = 14kg y mp = 10kg,
estan unidos por una cuerda cuya masa total es m = 8kg como se indica
en la figura ?7. Si se aplica al blogue superior A una fuerza vertical F de
mdodulo 480N, se pide calcular:

P

A

B

a) La aceleracion del sistema. b)La tension en los extremos superior e inferior
de la cuerda. Respuesta: 5ms—2;270 y 150N

EJErcicio 7.3 (1) Un disco de hockey abandona el palo de un jugador con
una rapidez de 5ms™! y desliza 36 m antes de detenerse. Demuestre que el
coeficiente de roce entre el disco y el hielo es 0,035.

EJERCICIO 7.4 (1) Dos resortes Sy y So de longitudes iguales a 0,5m, pero
con diferentes constantes eldsticas Ky = 50Nm™! y Ky = 100N m™?, estdn
unidos a dos soportes A y B, que se encuentran a la misma altura. Un cuerpo
C de masa 2,5kg, estd entre los dos resortes y es estirado hacia abajo hasta
que la longitud de los resortes se duplica. ; Cudl es la aceleracion que adquiere
el cuerpo C cuando se deja libre? Respuesta: para y = 1m, a = 20 m s>

EJERCICIO 7.5 (3) Una particula se mueve sobre el eje X de un sistema de
coordenadas, sometido a una fuerza de atraccion hacia el origen de magnitud
k/x?, donde k es una constante positiva. Si la particula parte del reposo en
x = a, demuestre que ella llegard al origen en un tiempo t , dado por

;_ Ta [ma
o2\ 2k

EJERCICIO 7.6 Sobre una particula de masa m, inicialmente en reposo, ac-

tia una fuerza F de magnitud: F = F, [1 — (t —T)?/T? durante un intervalo

de tiempo0 < t < 2T. Pruebe que la rapidez de la particula al final del inter-

valo es: v =4F,T/3m
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EJERCICIO 7.7 (1) Una particula de masa 1kg, se mueve a lo largo del eje
X bajo la accién de una fuerza cuya magnitud es: F = 4xw?sin 8wt , donde
F estda medido en N y t en s. Cuando t = 08, la rapidez de la particula
es 40ms~. Calcule: a) La rapidez de la particula cuando t = 0,2s. b) Si en
t = 0s, x = 0m, determine la posicion de la particula ent = 0,2s. Respuesta:
vy =41.085 ms™!, x = 8.37m

EJERCICIO 7.8 (2) Una particula de masa m, que estd inicialmente en re-
poso en el origen, queda sujeta a la accion de una fuerza resultante, cuya
magnitud estd dada por F' = kt?. Demuestre que:

EJERCICIO 7.9 (1) Un globo cuyo peso total es W, incluyendo el lastre, esta
sujeto a la accion de una fuerza ascendente vertical constante P . Enun
determinado instante, el globo comienza a descender con una aceleracion
constante de magnitud “ a” . ;Qué cantidad de lastre debe arrojarse fuera
del globo para que este se eleve con aceleracion constante de magnitud a? No

. . . . 2AP—W
considere la resistencia del aire. Respuesta: J(DTW)W

EJERCICIO 7.10 (3) Sobre una particula que se mueve sobre el eje X, actia
una fuerza dada por: F' = —%i. Se sabe que ent = 0, xg = a, To =
vo. Calcule: a) @ en funcion de t y b) & en funcion de x. Respuesta: a)

1
v — 2kmt; b) (v — 2(x —a)|®.
Vg — 2kmt; b) [vf — 2 (z —a)]?

EJERrcIciO 7.11 (1) La fuerza neta que actia sobre una particula cuyo pe-
so es de 26kgf, tiene la direccion sobre el eje de las X de un sistema de
coordenadas y estd dada por la expresion:

F = At* + Be

en que A = 216Ns™3, B = 1N, ¢ = 1s7! y t estd expresado en sequndos.
Si en el instante t = 0, la particula estd pasando por el origen moviéndose
a 3ms~! en el sentido positivo del eje X, determine: a) La velocidad de la
particula en el instante t = 3s. b) Su distancia al origen en ese instante.
Respuesta: 171,3ms™!; 110,02 m.

EJErcICIO 7.12 (1) Una particula de masa m , parte del reposo desde el
origen de un sistema de coordenadas bajo la accion de una fuerza neta cuya
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magnitud es F' = fo—kt?, en que fo y k son constantes positivas. a) Encuentre
las expresiones para la velocidad y para el itinerario de la particula, en funcion
del tiempo. b) Si m = 800kg, fo = 1500N, k = 15Ns~2 y el tiempo estd
dado en sequndos, determine en qué instante se detiene la particula y a qué

' : .15 1,3 . 15,2 144, .
distancia. Respuesta: 2t — 15517 5 161" — 515t 3 10v/3s ; 140,6 m.

EJERCICIO 7.13 (2) Una particula descansa sobre una plataforma horizontal
inictalmente en reposo. Si la plataforma comienza a moverse verticalmente
de modo que su desplazamiento es:

y = Asinwt

siendo A y w constantes y t el tiempo. Determine la condicion que deben
cumplir esas constantes para que durante el movimiento de la plataforma la
particula se despegue de ella.

EJERCICIO 7.14 (3) Un cuerpo se ata a un extremo de un hilo inextensible
y el otro extremo del hilo tiene movimiento armdnico simple vertical de am-
plitud a, realizando n oscilaciones completas por sequndo. Demuestre que el
hilo no permanecerd siempre tenso a menos que

g
Am2q’

n? <

EJERrcIciO 7.15 (1) Un cuerpo de masa m = 1kg es empujado por una
fuerza horizontal F' de mddulo 15N, desde el pie de un plano inclinado en
a = 37° respecto a la horizontal y cuyo coeficiente de roce cinético es 0,2. Si
la fuerza F actia durante tres seqgundos solamente, determine: la distancia

que alcanza a subir por el plano y el tiempo que demora en volver al punto
de Partida.
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Fuerza dependiente de la velocidad

EJERCICIO 7.16 (3) Se deja caer una bolita de masa m desde una altura h.
Sobre la bolita, ademds del peso, actia una fuerza resistiva proporcional a la
velocidad de la forma F= —ky) , calcule la rapidez de la bolita cuando ha
transcurrido un tiempo t = m/k. Respuesta: =2 (% — 1)

EJERCICIO 7.17 (3) Un cuerpo de masa 4kg, es lanzado verticalmente hacia
arriba con una rapidez inicial de 60ms~!. La fuerza resistente del aire es:
F = — 155U (unidades en el Sistema Internacional). Calcule el tiempo que
demora el cuerpo en alcanzar la altura mdzima y el valor de la altura mdzrima.
Respuesta: t = 5.869s; 174,8m.

EJERCICIO 7.18 (3) Una particula de masa m se lanza verticalmente hacia
arriba (en el eje Y) con velocidad inicial V sometida a su peso y a una
fuerza de roce viscosa de la forma —20y . Determine las expresiones para la
posicion y velocidad de la particula en funcion del tiempo.

EJERCICIO 7.19 (3) Una particula de masa m se suelta desde una altura h
sometida a su peso y a una fuerza de roce viscosa de la forma —[y. Determine
las expresiones para la posicion y velocidad de la particula en funcion del
tiempo.

EJERCICIO 7.20 (3) Una particula de masa m se lanza verticalmente hacia
arriba (el eje Y) con velocidad inicial V sometida a su peso y a una fuerza
de roce viscosa proporcional al cuadrado de la rapidez, de la forma 237>
Determine las expresiones para la posicion y velocidad de la particula en
funcion del tiempo. Considere que debe elegirse el signo adecuadamente para
la subida y la bajada de la particula.

EJERrcIciO 7.21 (3) Una particula de masa m moviéndose en una linea recta
estd sometida a una resistencia que produce una fuerza de retardo kv3, donde
v es la velocidad y k es una constante. Muestre que la velocidad v y el tiempo
t estan dados en términos de la distancia s mediante las ecuaciones

u

vo= —,
1+ kmsu

1
t = 24 Zkms?.
w2

donde u es la velocidad inicial.
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EJERCICIO 7.22 (3) Una particula se mueve en una linea recta bajo la ac-
cion de una fuerza de roce de la forma kv donde v es la velocidad a tiempo
t. Muestre que, si u es la velocidad en t =0

1 1
kt:@<———),
n \o" um

y obtenga una formula correspondiente para el espacio en términos de v.

EJERCICIO 7.23 (3) Una bala disparada con una velocidad horizontal de
800ms~! viaja con una velocidad de 500ms—! al final de un sequndo. Supo-
niendo vdlido el modelo del problema anterior con m = 1/2, calcule k y el
espacio recorrido en el primer sequndo, despreciando el efecto de la gravedad.

EJERCICIO 7.24 (3) Se dispara verticalmente hacia arriba una piedra en un
medio que ofrece una resistencia por unidad de masa proporcional a la velo-
cidad kv cuando la rapidez es v. Si vy es la rapidez del disparo, pruebe que
la predra vuelve al punto inicial después de un tiempo ti, donde

(g + kvo) (1+ 7)) = ghty.

EJERCICIO 7.25 (4) Una particula se lanza hacia arriba con velocidad inicial
u y se mueve en un medio que ofrece una resistencia por unidad de masa kv?.
Pruebe que la particula vuelve al punto de partida después de un tiempo

(a4 In (seca + tana))

k
tanoa = uy [ —.
g

EJERCICIO 7.26 (3) Una particula de masa m se mueve en una linea recta
(en el eje X) sometida a una fuerza eldstica —Kx y a una fuerza de roce
viscosa de la forma —28x. Si inicialmente la velocidad es V y la posicion es
x = 0, determine las expresiones para la posicion de la particula en funcion
del tiempo, en los tres casos: sub amortiguado, amortiguado critico y sobre
amortiguado.

s

donde
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7.10.2. Dinamica en dos o tres dimensiones

EJERCICIO 7.27 Un cuerpo de masa 8kg, describe una trayectoria cuyas
ecuaciones paramétrica son: v = 2 + 5t — 2t2m e y = t>m. Determine la
fuerza aplicada sobre el cuerpo ent = 2s. Respuesta: (—32;16) N.

EJERCICIO 7.28 (1) Una particula de masa 25¢g se hace girar, de modo que
describa una trayectoria circular en un plano vertical, mediante una cuerda de
largo 40 cm. Si la rapidez angular es constante y de magnitud 30 rad s~!, cal-
cule: a) La aceleracion centripeta en el punto mds alto de la trayectoria. b)La
tension en el punto mds bajo de la trayectoria. Respuesta: 360 ms=2;9,0 N.

EJERCICIO 7.29 (1) Un anillo P de masa m, estd engarzado en un alambre
liso, que forma una circunferencia fija de plano vertical y radio R como se
indica en la figura. Bajo la accion de una fuerza tangencial F de magnitud
desconocida, el anillo describe la circunferencia con rapidez angular igual a:

. |29 1.
0= R(l 2sm9)

determine:

—
F

a) La magnitud de la fuerza F en funcion de 6. b)La reaccion normal del
alambre sobre el anillo. Respuesta: %mg cosfsin f; mg (2 — 3sinf + % sin? 9) r

EJercicio 7.30 (3) Un blogue de masa 5kg, descansa sobre un plano incli-
nado 30° con la horizontal, unida a un eje vertical eje mediante una cuerda
de longitud 10/\/3111. El plano gira junto con el bloque en torno a un eje
vertical con rapidez angular w = 1 rad s~'. Calcule:
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Q)

el

30°

»
L

X

a) La tension en la cuerda; b) La velocidad angular para la cual la particula
abandona el plano. Respuesta: 46,65 N; 1,86 rad s '.

EJERrcIcio 7.31 (1) Una pelota de peso W estd unida a una cuerda de lon-
gitud L y estd moviéndose como péndulo conico. Es decir, estd girando en
un circulo horizontal con rapidez constante vg. Sea 0 el dngulo formado por
la cuerda y la vertical. Despreciando el peso de la cuerda, determinar: a) La
tension de la cuerda. b) La rapidez vy en funcion de g, L y 0. Respuesta:

CZ[S/Q; vgLsinftan6.

EJERCICIO 7.32 Demuestre que la ecuacion de movimiento de un péndulo
simple, formado por una particula de masa m suspendida de un hilo liviano
de largo L, es :

0 + % sinf =0
EJERrcIciO 7.33 (1) Una particula da vueltas por el interior de un aro liso
vertical de radio R que tiene su plano vertical, sometida a su peso y a la
reaccion normal. Determine la velocidad minima que debe tener la particula
en el punto mdas bajo para que la particula realice vueltas completas sin perder
contacto con el aro.

EJERCICIO 7.34 (1) Respecto a la situacion del problema anterior, si la ve-
locidad en el punto mds bajo es la 3/4 de la minima calculada, determine el
punto donde se pierde el contacto.

EJERCICIO 7.35 (1) Respecto a la situacion del problema anterior, si la

rapidez en el punto mds bajo es vg determine la reaccion normal N en funcion
de 0.

EJERCICIO 7.36 (1) Una particula de masa m se coloca en el punto mds alto
de un hemisferio liso de radio R y se perturba levemente de modo que ella
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comienza a caer deslizando. Determine el punto sobre el hemisferio donde la
particula pierde el contacto con él.

EJERCICIO 7.37 (1) Se tiene un péndulo constituido por una particula de
masa m unida por un hilo de largo L a un punto fijo. Si la rapidez de la
particula en el punto mdas bajo es vy determine la energia mecdnica de la
particula considerando que en el punto mds bajo la energia potencial es cero.
Determine ademds la ecuacion diferencial que satisface el dngulo 6.

0
LN

mg

EJErCICIO 7.38 (1) Un péndulo conico que se ilustra en la figura, se mueve
manteniendo el dngulo o constante siendo m la masa de la particula, L el
largo del hilo.

R

6

mg

Determine a) La rapidez angular b. b ) La tension del hilo.

7.10.3. Trabajo y energia

EJERCICIO 7.39 (1) Un proyectil de masam = 1kg, se lanza desde el origen
de un sistema de coordenadas, con rapidez vo = 100ms~t, formando un
dngulo o = 37° con la horizontal. Si se desprecia la resistencia del aire,
calcule: a) La energia mecdnica del proyectil después del lanzamiento. b) El
trabajo realizado por la fuerza neta que actia sobre el proyectil, desde que se
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lanza hasta que adquiere la altura mdzima. ¢) La energia cinética del proyectil
en el punto de tmpacto contra el suelo. Respuesta: 5000 J; —1646,28 J; 5000 J.

EJERCICIO 7.40 (2) Sea

— ~

F = (y2° — 622%)i + 20y2°) + (32922 — 62%2)k.

Encuentre la funcion potencial escalar asociada a F. Respuesta: 3x2z* —
223,

EJERCICIO 7.41 (1) Una particula de masa m se mueve en el plano XY tal
que:
7 = aicoswt + bjsinwt,

donde a y b son constantes positivas. a) Encuentre la trayectoria de la parti-
cula. b) Calcule la fuerza que actia sobre la particulas. ¢) Demuestre que la
fuerza es conservativa. d) s Cudl es la energia potencial en el punto A = (a,0)
y en el punto B = (0,0)? e) Calcule el trabajo realizado por la fuerza cuando
la particula se mueve desde A hasta B. f) La energia total de la particula.

EJERCICIO 7.42 (2) Una particula de masa m, se mueve por la accion de
una fuerza conservativa cuyo potencial es U(x). Si en ty la particula estd en
xr1 Y en ty estd en xy, demuestre que: a)

dz
VE—-U(z)
donde E es la energia total. b) Si U(z) = tka? yent=0, z=a, =0
. Demuestre que:

[k
T =acos{/ —t.
m

EJERCICIO 7.43 (1) Enla pardbolay = x?/a que estd colocada verticalmente
segun la figura, ademds del peso, de la fuerza de reaccion normal, actia sobre
la argolla una fuerza dada por:

x1
tg—tl = \/’I’)’L/Q/
2

—

F =y —x).
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Inicialmente, la argolla estd en A y su rapidez es nula.
L 3%

>

>

x
nE-----2
8}

X

a) Determinar el trabajo que hace la fuerza F cuando la argolla se mueve
desde A hasta O. b) Calcule la rapidez de la argolla en O. Respuesta: %2;
2a?

2ag+%

EJERCICIO 7.44 (1) Una particula de masa m, se lanza con rapidez inicial
vg sobre un plano horizontal liso. El aire ejerce sobre la particula una fuerza
resistente proporcional a la velocidad con constante de proporcionalidad k.
Calcule: a) La distancia total que recorre la particula. b) La energia cinética

de la particula en la mitad del recorrido. ¢) El trabajo total que realiza la

2
. m
fuerza resistente. Respuesta: "2%; =22 —%mvg

EJERCICIO 7.45 (1) Sobre una particula de masa m = 2 kg, actia una
fuerza F' desconocida. La particula se mueve sobre un plano horizontal dspero,
de acuerdo a la ecuacion itinerario v = 3 + t* donde x estd en metros y t
en sequndos. El coeficiente de roce cinético entre el plano y la particula es
we = 0,3. Calcule: a) La energia cinética de la particula en el instante t = 3 s.
b) El trabajo realizado por la fuerza F' en el intervalo 0 —3s. Respuesta: 36 J;
90J.

EJERCICIO 7.46 (1) Un blogue de masa m = 4kg, inicialmente en reposo,
asciende a lo largo de un plano inclinado dspero de largo 1 m e inclinacion
respecto de la horizontal o = 53°, debido a la accion de una fuerza horizontal
constante de magnitud 60 N. Si al término del recorrido el bloque tiene una
rapidez de 1,2ms™!, calcule: a) El trabajo realizado por la fuerza de roce. b)
El trabajo neto resultante. ¢) El coeficiente de roce cinético entre el bloque y
el plano. Respuesta: —1.284J; 2,88 J; 0,053.
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CAPITULO &

Sistema de Particulas

8.1. Ecuaciones de movimiento

Esta parte de la Mecéanica se presentard en forma bastante resumida. Se
muestran las principales definiciones y relaciones cinemadticas, asi como las
ecuaciones cldsicas de movimiento para un sistema de particulas puntuales,
suponiendo interacciones que cumplan el principio de accién y reaccién. Las
definiciones de cantidades Fisicas cinemadticas, que involucran las masas, las
posiciones, las velocidades, tales como la energfa cinética, momentum lineal,
momentum angular, son naturalmente relativas al sistema de referencia que
se escoja. Por lo tanto, las relaciones que existan entre esas cantidades fisicas
se desprenderan de las transformaciones de Galileo para dos sistemas, que se
trasladan, uno respecto del otro, con velocidad constante v'.

De la figura (8.1) se tiene

7= — it (8.1)

En general, para sistemas de referencia arbitrarios, admitiendo aceleraciones
y rotaciones de ellos respecto a uno supuesto fijo, las relaciones entre ve-
locidades y aceleraciones de particulas son méas complicadas. Las relaciones
generales entre velocidades y aceleraciones para sistemas que rotan son (ver
apéndice)

O/+QXF,+I7r6l,

— —

=G +aAx7 +20xT ™ +@x (@ x7')+a"™, (8.3)

U=



256 Sistema de Particulas

=1

=1

Figura 8.1: Transformacién de Galileo.

siendo @ = di/dt. Debe notarse que la velocidad y aceleracién relativas son
las derivadas de los vectores posicién y velocidad relativos manteniendo fijas
las direcciones de los ejes méviles, lo cual en algunos textos se indica por

=/ = rel
ort g 9 (8.4)

ot ’ ot

—rel __

Definiciones y notacién

Respecto a un sistema de referencia inercial, ver fig.(8.2), haremos las si-
guientes definiciones
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1 indice 1=1,2,3---N
N entero nimero de particulas del sistema.
Mi o e masa particula i.
T5 e e vector posicién particula <.
v, = dry/dt velocidad particula .
a = duv/dt aceleracién particula 7.
Eo fuerza externa actuando sobre particula .
fig o fuerza que particula j ejerce sobre la particula i.
P = M, U; Momentum lineal del sistema.
1
K = % E mv? Energia cinética del sistema.
(2
Ly = E m;T; X U;  Momentum angular del sistema respecto a O.
(3
Fett = E F; Fuerza externa resultante.
(3
rgt = E T X F Torque resultante externo respecto a O.
K]
M = m; masa total sistema.
K]
rqg = E m;7;/M  posicién del centro de masa.
(3

Las sumatorias son todas desde ¢ = 1 hasta ¢ = V.

La figura siguiente ilustra algunas particulas de un sistema que estdn ac-
tuadas por fuerzas externas y fuerzas de interaccion. Las fuerzas externas son
por ejemplo los pesos de las particulas y las fuerzas que aparecen por posibles
contactos de las particulas con cuerpos exteriores al sistema considerado.

8.1.1. Ecuaciones de movimiento

Con respecto a un sistema inercial de referencia, cada una de las N par-
ticulas cumple con la llamada segunda ley de Newton

mid; = F; + Y fy. i=1,2,---N. (8.5)
J#i

El término de la sumatoria es para todos los valores del indice ¢ pero exclu-
yendo a ¢ = j. Mds adelante se aplicardn estas ecuaciones al sistema de dos
cuerpos con interaccién gravitacional entre ellos, el caso soluble més notable.
El sistema de ecuaciones (8.5) tiene como gran dificultad matematica al he-
cho de que las fuerzas de interaccién dependen de las posiciones de las dos
particulas, esto es

fij = flj(ﬁaf;)
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A sistema

=1

Figura 8.2: Sistema de particulas.

Esa dificultad es tal que se ha demostrado que no hay solucién general ana-
litica de tal sistema de ecuaciones si el nimero de particulas es mayor de
dos. Sin embargo hay casos particulares donde si hay solucién. Soluciones
numeéricas siempre serdn posibles de determinar.

Si las fuerzas de interaccién f:j satisfacen la llamada ley de accién y
reaccion, es decir

fij + [ =0, y  fiyx(m—715) =0,
puede demostrarse, a partir de las N ecuaciones de movimiento, las siguientes

dos importantes ecuaciones o teoremas

» TEOREMA 8.1

—

drP =,
E - F t, (86>

0 equivalentemente
Mag = F*, (8.7)

DEMOSTRACION 13 Simplemente sume todas las ecuaciones de movimiento

S =Y B Sk f

JF#i
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pero de acuerdo a la tercera ley de Newton la sumatoria doble es cero, luego

Zmid;l = Zﬁu
%Zmla _ ﬁemt’

que prueba el teorema.

8.1.2. Movimiento del centro de masa

El teorema (8.7) establece que el movimiento del centro de masa de un
sistema depende exclusivamente de las fuerzas exteriores y no depende de las
interacciones. Su validez estd basada en la validez de la tercera ley de Newton.
Por ejemplo en el sistema solar el movimiento de los diversos planetas, de
los satélites, del sol, es un tema complicado. Sin embargo la fuerza externa
que actia sobre el sistema solar completo es practicamente nula, lo cual trae
la simple consecuencia de que el centro de masa del sistema solar va hacia
alguna parte con velocidad préacticamente constante.

Si el centro de masa de un sistema estd en reposo no es posible acelerarlo
realizando fuerzas interiores. ; Cémo entonces puede acelerar un cohete en el
espacio vacio? Expulsando masa a gran velocidad hacia atrds. El centro de
masa del sistema permanece donde mismo pero una parte de él, el cohete,
acelera hacia adelante.

Si se dispara un proyectil, como sabemos el sigue una trayectoria para-
bélica. ;Qué sucede si en algiin punto de la trayectoria el proyectil explota
y se divide en varios fragmentos? La fuerza externa no ha cambiado, sigue
siendo el peso del proyectil original, por lo tanto el centro de masa de los
fragmentos debe continuar moviéndose sobre la misma parabola.

» TEOREMA 8.2
dLo =,
W — Fot. (88)

DEMOSTRACION 14 Para demostrarlo, basta considerar que

SN TEx =Y % f,

J#i J#
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porque los nombres de los indices de suma son irrelevante y se han intercam-
biado. Entonces

YIPILLIIEED D) SLITAED ) SUPIAES 35 B A RI A}
J#i J#i J#i J#i

donde para obtener la ltima igualdad se ha usado f;; = —fj;. Luego si se
multiplican las ecuaciones de mouvimiento 75X y se suman todas se obtiene

E miﬂxcﬁzg ﬁXFi+§ E i X fij,
i i

JF#i

la tltima sumatoria doble es cero luego
E mir; X a; = E i X Fy,
i i
d — — — -
% E m;r; X v; = E TZ‘XE,
(3 7
que prueba el teorema.

8.1.3. Sobre el momentum angular

La ecuacién (8.8) nos dice que el momentum angular de un sistema puede
cambiar solamente si se efectiia un torque externo sobre el sistema. El signi-
ficado del momentum angular o la cantidad de movimiento angular no es tan
simple de explicar como lo es la cantidad de movimiento lineal. En situacio-
nes simples podemos buscar una interpretaciéon. Por ejemplo si dos particulas
iguales de masa m giran en torno a su centro de masa en reposo con rapidez
v unidas por una cuerda liviana inextensible de longitud L entonces

Lo = miy X Oy + mity X Ty,
pero en esta situacién v; = —vy = ¥ luego
Lo =m(7 — ) X 7,
que es perpendicular al plano del movimiento y tiene magnitud

Lo =mlv.
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Las ecuaciones (8.6) y (8.8) son, en general, insuficientes para determinar
las posiciones de las particulas, siendo la excepcién mas notable un sistema
rigido de particulas, que tiene justamente 6 grados de libertad, o en otras
palabras, que su posiciéon puede especificarse con solo 6 coordenadas o para-
metros. Existen otros teoremas relativos al momentum angular y a la energia
cinética que consideran dos sistemas de referencia, uno inercial con origen en
O y otro no necesariamente inercial con origen en el centro de masa G y tal
que sus ejes no roten, como se ilustra en la figura.

2
A
z
A
R T
ATT— > Y
G
0 > Y
v
X
X
» TEOREMA 8.3
(Koenig)
EO = Mrg X Ug + Eg. (89)

donde ahora Lg = E mi, X U, involucra posiciones y velocidades respecto
a un sistema con origen en GG tal que sus ejes no roten.

DEMOSTRACION 15 Tenemos que
f;l = FG_I_/F;a
ﬁi - 17G+'l_};a
de donde sigue que

EO:Zmif; xﬁizzmz‘(FGﬂLf’;) x (Ug + 1),
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desarrollando
[_:O = Zmﬂ?@ X 17g—|—zmi’f_”g X @Z—I—Zmzfg X UG"’Zmz‘f; % ,l—}‘z(’
pero
S
i =

- TG 0,

lo cual causa que el sequndo y tercer término de la expansion de Ly se anulen
probando entonces que

EO = Mrg X Ug + Eg. (810)
» TEOREMA 8.4
dLa =
—— Tt A1

DEMOSTRACION 16 Derivamos el teorema anterior respecto al tiempo obte-
niendo p p p
L x i) + LI
qito = Mg lie < ¥e) + 4 La,
d - d - d
—Lg=—Lo— M—
aite = gto Myl
usando teoremas anteriores

d

— — d_’ — —
ervG):%LO—M(eraG),

%EG = f?)zt — FG X ﬁezt,

- SRk YF

= Y (Fi—Te) x F;=) 7 x F=T¢",
que prueba el teorema.
» TEOREMA 8.5
(Koenig)

1
K= 5Mvé + K, (8.12)

siendo K la energfa cinética relativa al sistema con origen en G.
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DEMOSTRACION 17 La demostracion sigue de

= _E mz'UG’

E m’l ,UG Z E mZ Z

donde la sequnda y tercera sumatoria son nulas, luego

_ 1 = \2 1 2
K = 527774(’0@) +§Zmz(vl),

1
= ang + K,

que prueba el teorema.

8.1.4. Torque en punto arbitrario

En general, si se considera otro sistema con origen en un punto A, cuyos

ejes no roten, definimos

La

—Zmz T (;lt( ‘—’I?A),

entonces demostraremos el siguiente teorema

» TEOREMA 8.6

AL, =
CoA _Tert — MAG x da,
dt
DEMOSTRACION 18 Derivando (8.13) tenemos
AL } P L
— = m; (7 — T —T
dt * 4
= ) mi(Fi —7a) x (@ — da)

=2
dLo
dt

m;T; X (@; _§A> —ZmiFA X (a; — da)

— Mrg X dy — 74 X E Fext—l-MTAXaA

= > (= 7a) x F™ 4 M(Fy — i) X da.

que prueba el teorema

(8.13)

(8.14)
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Sigue entonces que, la relacién entre la derivada del momentum angu-
lar y torque, es vilida para puntos (A) que cumplan una de las siguientes
condiciones:

- —_—
A=G, as =0, a, paralela a AG.

La tercera condicién es de utilidad en algunos problemas de la dindmica del
cuerpo rigido, como se ilustra en ese capitulo, cuando se tiene informacion
sobre el movimiento de un punto determinado.

También podemos demostrar otro teorema

» TEOREMA 8.7
En general se tiene

- 5 5 — 5 -
Lo = Mry x vg+ MAG X U4 + Ly.

DEMOSTRACION 19 En efecto

-

LO = Zml(f’;/—i—f}‘) X (UZ/—FUA)
= > ma( X T + T X T T X Ta+Ta X V),
= > mi( 7 X T +Ta X T+ T X Ta A Ta X Ta),
siendo ahora
—
Zmi ’f_’;', = MAG,
> mp B = M(ig — Ua),
de modo que
EO = EA—FMFAXﬁg—FZmi(FAXUi/—FF/XUA) (815)
= La+ MFyx 04+ MFy x (g — G4) + MAG x @4
= EA+M7?AXI7g—|—M/1_C)¥XUA.

8.1.5. Teorema Energia Trabajo
Fuerzas conservativas y no conservativas

En el capitulo de dindmica se presenté este tema de un punto de vista
mas elemental. Como se explicé algunas fuerzas que dependen de la posicién
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—

F(7) tienen componentes que pueden escribirse en la forma

F, = —g—‘;, (8.16)
o bien )
F(r) = =VV(r), (8.17)
con a a a
V=g tig l%&,

el llamado operador "Nabla". Si eso es asi, la fuerza se llama conservativa
y la funcién escalar V(7) se denomina la energia potencial asociada a esa
fuerza. De las matematicas se sabe es necesario que la fuerza satisfaga

V x F(f) =0,

o, en otras palabras, que su circulacién para contornos cerrados arbitrarios
sea nula

fﬁmqwzo

Las fuerzas que no satisfagan el anterior requisito se denominan fuerzas no
conservativas. En el apéndice se dan mds explicaciones matemaéticas sobre
este tema.

Trabajo realizado por una fuerza

Se define
dW = F - dF,

y se llama trabajo infinitesimal realizado por la fuerza Fenel desplazamiento
infinitesimal dr. Debe destacarse que esa forma no es en general una dife-
rencial, es solamente una cantidad pequena, a excepcién del caso en que la
fuerza sea conservativa.
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Trabajo realizado por una fuerza conservativa (C)

La tiltima afirmacién puede establecerse de la siguiente forma. Si F () =
—VV () entonces

dWC = F.di = -VV(F)-dr,

= ——dr— —dy — d
oz " Ay Y75,
= —qV,
y para un desplazamiento finito se tiene
f
Wey = [ —av =~ v) = -av, (8.18)

que es evidentemente independiente del camino.

De las ecuaciones de movimiento es posible escribir una primera integral,
donde, sin perder generalidad, se separan las fuerzas externas en sus posibles
partes conservativa y no conservativa. Ademds se supone que las fuerzas de
interaccién son derivables de un potencial de interaccién dependiente de la
distancia entre las dos particulas y posiblemente de pardmetros propios de
ellas dos (masas, cargas, etc.). En el caso de un sistema rigido de particulas,
la ltima suposiciéon no es necesaria, por cuanto el trabajo que realizan las
fuerzas de interaccion es nulo, al mantenerse constantes las distancias entre
particulas. Este teorema es:

» TEOREMA 8.8
A(K +V + Vi) = WS, (8.19)

AE = WS,
Aqut el trabajo no conservativo (NC) externo (ext) es la integral de linea
2
WG = / FeetNC . g, (8.20)
1

V' es la energia potencial asociada a la posible parte conservativa de la fuerza
externa y V™ la energfa potencial de interaccion. Le energfa mecanica es E
definida por

E=K+V+V™
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Si el lado derecho, que representa el trabajo realizado por la posible parte
no conservativa de la fuerza exterior es cero, entonces se conserva la energia
mecdnica total del sistema. En el caso importante de un sistema rigido de

particulas, al no variar las distancias entre las particulas, puede tomarse
yint — .

DEMOSTRACION 20 De las ecuaciones de movimiento (8.5) multiplique -dr;
y sume todas las ecuaciones

S i dis =" F-di+ > > fiy - dr,
i i G

pero el lado izquierdo puede modificarse a

S mi - = S = 3 i

1
= % m;dv; - U; = d§ % miv? = dK.
Ademds

SoEedi = SR dn+ Y B i

i

= —dV 4+ dwn¢.

Supondremos ademdas que las fuerzas de interaccion son conservativas de mo-

do que
SUNT iy di = —dvim,
J#i
luego se tiene
dK = —dV + dWN¢ — qvint,
e integrando
A(K +V + Vi) = WG,

La suma de las energia cinética y potenciales se denomina energia mecdnica
del sistema F
E=K+V+4+Vv™

luego el teorema energia trabajo es

AE = W€,
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8.2. Sistema de dos particulas

El sistema de dos particulas interactuando a través de una fuerza conser-
vativa es un caso soluble de sistemas de particulas. Tomando en cuenta la
validez del principio de accién y reaccién, las dos ecuaciones para ese caso
son

Este sistema de ecuaciones diferenciales

mlﬁ = f(’f’l — ’1“2) (823)
&7 o
mQWj = —f(r —13). (8.24)

no es posible integrarlo directamente pues si la primera intentamos integrarla,
allf estd 75 que no es conocida y similar problema existe si intentamos inte-
grar la segunda. Para desacoplar estas ecuaciones conviene utilizar nuevas
variables la posicion del centro de masa

LT+ mar

TG = Tty (8.25)
y la posicién relativa
=17 —Ts (8.26)
resultando
Mig =0,
pi = f(7),

p=— (8.27)

Entonces, el problema se ha reducido a resolver el problema de una parti-
cula de masa reducida p en presencia de una fuerza central, con centro de
fuerza en una de las particulas. Este resultado es sorprendentemente simple
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considerando que el origen (la posicién de una de las particulas) estd acelera-
do. Si se determinan 7 y 7, las ecuaciones (8.25) y (8.26) pueden invertirse

obteniendo

" =7rg+ MT’
Ty =Tg — —T.
M
8.2.1. La energia cinética
La energfa cinética del sistema
1 1
K= amlvf + amgvg,

puede reducirse utilizando la derivada de las iltimas ecuaciones

U1 = Vg + M'U,
- my
Vg = Vg — M’U,
y resulta
1
K = —ml(i_fc + %6)2 + §m2<77G — %6)2
1 1
— _M 2 - 2
5 Ve + 2;&1 )

donde M = m; + ma.

8.3. Campo central de Fuerza

(8.28)

(8.29)

Consideraremos una particula de masa g sobre la cual actia una fuer-
za central conservativa cuya direccién es paralela al vector posicién 7. Més
adelante, consideraremos méas en detalle la presencia de los dos cuerpos y
la transformacién entre coordenadas relativas y coordenadas del laboratorio
Por ahora, el vector posicién 7 representard el vector posicién relativo entre

las dos particulas. Si escribimos la fuerza central como

firy = -1

7
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la ecuacién de movimiento sera

av(r)
dr

,LLC_I: = - TAa
y se deducen de aquif

» TEOREMA 8.9
Se conserva el momentum angular o = ur X v.

DEMOSTRACION 21 Basta darse cuenta que
To=7xf=0,

y entonces por un teorema ya demostrado

—

lo = constante.

» TEOREMA 8.10
La trayectoria estd sobre un plano fijo, perpendicular al vector constante lo.

DEMOSTRACION 22 5%
ur X v =lo = constante,

entonces evidentemente

lo-7=0,
que corresponde a la ecuacion de un plano que pasa por el origen y es per-
pendicular a lo.

Por lo tanto, es suficiente utilizar coordenadas polares (r,6) en el plano del
movimiento. En esas coordenadas, las ecuaciones de movimiento seran

dr .2 av(r)
y .
lo = pr*f = constante. (8.31)

Eliminando 6 es posible escribir una ecuacion radial para r(t) y su primera
integral que corresponde a la conservacion de la energia E. Es decir

" (@ B ) __dv(r)

dt?>  pPr3 dr
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y
%w’g + % + V(r) = E = constante. (8.32)
Si llamamos potencial efectivo para la coordenada radial a
Ul = o +V(r) (8.33)
24172 ’

este es diferente de cero para una particula libre. El efecto del primer término
es siempre repulsivo lo cual se puede entender, para el caso de una particula
libre que se mueve en linea recta, simplemente porque la distancia r al origen
pasa siempre por un minimo. Para potenciales V' (r) atractivos pueden haber
méximos y minimos de la distancia r, los llamados puntos de retorno.

8.3.1. Ecuacién diferencial para la érbita

La dependencia de las variables polares en el tiempo es compleja. Es
mds simple encontrar la dependencia de la distancia con el éngulo, es decir
encontrar la érbita. En efecto, haciendo uso de la conservaciéon del momentum
angular, es posible eliminar el tiempo de la ecuacién radial (8.30) mediante

d_d8d 1 d
dt — dtdf  pr2dd’

resultando para s = 1/r la siguiente ecuacién diferencial (ecuacién de Binet):

d*s _pdV(1/s)

ds o _ , 34
T TR ds (8.34)

Para un campo de fuerza inverso al cuadrado de la distancia, la integraciéon
de la tltima ecuacién es simple. Es decir si

siendo la constante de proporcionalidad (no confundir con energia cinética)
K > 0 para el caso atractivo y K < 0 para el caso repulsivo. Entonces la
ecuacion se reduce a

d?s L

Y5 L stk
a2 Tt
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cuya solucién general, en términos de dos constantes e y « es

K
s = MT(l —ecos(f — «)),
16
o bien
12 1

r= 8.35

puK1—ecos(d —a)’ (8:35)
con e la excentricidad de la 6rbita y « la orientaciéon del semi-eje mayor
de la cénica resultante, que son constantes por determinar en términos de
condiciones fisicas conocidas inicialmente o en un punto de la trayectoria. Si

directriz

p +rcoso

eje polar

Figura 8.3: Seccién cénica

se considera la definicién de una cénica en términos de un foco y su distancia
a la directriz p, como el lugar geométrico de los puntos del plano tales que
la razén de las distancias al foco y a la directriz es una constante e, la
excentricidad de la cénica, se obtiene una ecuacién de la misma forma. En
efecto, con respecto a la figura (8.3), puede obtenerse

r pe

—— == Tr=—"".
p+rcosf 1—ecosb

En el caso atractivo, K > 0, la trayectoria es una elipse si 0 < e < 1,
una pardbola si e = 1 y una hipérbola si e > 1. Valores de e negativos no
son necesarios de considerar, pues ello corresponderia simplemente a rotar la
orbita en 180 grados, lo cual es preferible hacer con un valor adecuado de a,
ver fig.(8.4).
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parabola hipérbola

Figura 8.4: Tipos de cénicas

En el caso repulsivo, K < 0, la solucién deberfa escribirse

_ 16 1
- ulK|ecos(d —a)—1’

r

es decir, en este caso, las trayectorias son hipérbolas. En el apéndice se mues-
tran figuras que explican el nombre dado de secciones cénicas a estas curvas.

8.3.2. Excentricidad

Demostraremos que la excentricidad e en términos de la energia E esta a
dada por
2B
mk?

=1+

NoTA 8.1 De aqui en adelante hemos preferido representar por m la masa
reducida del sistema en vez de u. Ademds si se trata de un satélite de masa
m en 6rbita respecto a un cuerpo mucho mé&s masivo de masa M la masa

reducida

1 1_'_1 1:>
= — > ~m
w o m M m a ’

resulta ser practicamente la masa del satélite.

Para esta situacion , la ecuacion de la orbita es

_ G 1
 mk1—eccosf’
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con
lo, = mr?o,
1 )
E = 5m(7”2+r292)—§,
I k
= " aee) Ty

Si evaluamos la energfa en el punto mdas cercano r; con 6 = m, allf por
tratarse de una distancia minima, 7 = 0 resulta

B
YT mkl+4e
y
1 [2 k
EF = = 0 _
2m<m2r%) )
1,012 mk ) mk 1, 1—¢€
= (L) (=1 — k(o (1 ==
SO (L ) K (L4 €) = —gh*me—
de donde sigue el resultado
2E12
2 _ 0
e =1+ — (8.36)

A pesar que la energia E es negativa para orbitas cerradas, el lado derecho
de la férmula anterior no es negativo. De anélisis anterior

1 12 kE_ 1 12 k
E=-m@?+—-2)-2>= 0 ) ——.
2m(r + m27’2) r 2m(m2r2) r
Pero la iltima expresién tiene un minimo cuando
12 k 12
(mr3) * 72 "= e
y el minimo resulta
1 12 k mk?
(G Gaaga) = 3 min = =
entonces 12
m
E>—-.
ST

O sea la energia puede ser negativa, pero tiene una cota inferior, a menos
) )
que el momentum angular sea cero. Esto prueba el resultado.
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8.3.3. Semi ejes de la elipse

Para el caso de orbita eliptica, demostraremos que los semi-ejes mayor y
menor de la elipse estdn dados respectivamente por

3 1 2 1
a=——- == —
mk1—e?’ mk /1 — &2

La ecuacién de la érbita es

(8.37)

2

T mkl—ecosf’

de manera que

2a = r(0)+r(r) =

21 1
= +
@ ka(l—e 1+e)
B o1
 omk1l—e?

Por otro lado

b = (rsinf)msx,
o sea debemos maximizar
_l§ sind
Y= k1= ecost’

derivando e igualando a cero, el méximo ocurre cuando
cosf = e,

y de allf sigue
_ s B Vi-e 1
 mkl—ecos® mk 1—e2  mky1—e2
8.3.4. Ley de Kepler de los periodos

Demostraremos la ley de Kepler de los periodos, es decir que el periodo
T en el caso de movimiento eliptico estd dado por

T = 2r, /%a%. (8.38)
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Considere que
— 2 77 — 29 _
lo = |m7 X ¥| = mr0 = constante.

El area barrida en un intervalo de tiempo dt es

1 lo

dA = = | x ¥|dt = —dt
de manera que
A 2
T = W= l—mwab,
2m 0
T2 — 4m? 20212
12 ’
pero ya sabemos que
1,
m2k21 —e2  mk’
entonces m? 2
2 m- o 2 b 2 3
T :?ﬂ'a ﬂazél’ﬂ' ECL,
que prueba el resultado. Ademds k = GMm, luego
47
TZ — 3
GM"

la forma més conocida de la tercera ley de Kepler.

8.4. Choques

(8.39)

(8.40)

Por choques entenderemos la interaccion impulsiva o impulso, que ocurre
cuando dos particulas (en realidad cuerpos sélidos) se colocan en contacto
animadas de alguna velocidad, y como consecuencia de esa interaccion, las
velocidades experimentan cambios finitos en un intervalo de tiempo muy cor-
to que, en una aproximacién ideal, consideraremos infinitesimal. Si F indica
la fuerza de interacciéon que actia sobre uno de los cuerpos, el impulso J se

define por

— t2 —
J = / Fdt,
t1

(8.41)
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para el intervalo de tiempo que dura la interaccién. Como F' = md, podemos
integrar la expresion anterior y escribir

-

J = m(0(t2) — U(t)), (8.42)

es decir el impulso que actia sobre un cuerpo es igual al cambio de la cantidad
de movimiento de él.

En los choques idealizados, que duran un instante infinitesimal de tiem-
po, se conserva la cantidad de movimiento lineal del sistema entre el instante
inmediatamente anterior al choque y el inmediatamente posterior al choque.
Esto es una consecuencia de despreciar otras fuerzas exteriores que se mantie-
nen pequenas respecto a la fuerza de interacciéon que alcanza una magnitud
muy grande en ese pequenisimo lapso de tiempo. Entonces una simple apli-
cacién de la ley de accién y reaccién para el intervalo de tiempo que dura el
choque nos da

duvy

o F
e ’

AUy _,

o2 R
ma dt 9

donde I’ es la fuerza de interaccién y en consecuencia

— (M@, + malh) = 0.

p t( 1U1 2U2)

Si las velocidades de las particulas (1) y (2) se distinguen colocando una (/)
a sus valores inmediatamente después del choque, se tiene entonces que en
un choque se conserva la cantidad de movimiento lineal P

—

P = m117/1 + ’I’)’LQ’U/Q = m1171 + mg’l_fg. (843)

Ademss si los cuerpos tienen superficies suaves y continuas, se conserva la
velocidad tangencial a la superficie de contacto pues, para la direccién tan-
gencial, la fuerza de interaccién es nula. Entonces, si distinguimos mediante
T componentes tangenciales, se tiene que

dvir
= F =
my dt T 07
ma dU2T = _FT = 07

dt
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de donde

vy = v, (8.44)

Vhp = Var.
8.4.1. Coeficiente de restitucion

Cuando dos cuerpos chocan, aun cuando la duracién sea muy corta, exis-
ten dos etapas. Primero existe una etapa en que los cuerpos se comprimen,
etapa que llamaremos de compresion y en segundo lugar, existe una etapa
donde los cuerpos se dilatan en cierta medida, etapa que llamaremos de res-
titucién. De la misma forma separaremos la fuerza impulsiva o impulso que
se desarrolla, en dos parte: el impulso de compresién Jo y el impulso de res-
titucion Jg. Es un hecho experimental que el impulso de restitucion es de
magnitud menor o igual al de compresién, cuestion que define el coeficiente
de restitucion e mediante

j R — ejc,
con 0 < e < 1. Ademss, la direccién del impulso J ocurre en la direccién
normal, de modo que podemos analizar lo que ocurre con las componentes
normales de las velocidades de los cuerpos. Notemos que cuando termina la
etapa de compresion, las componentes normales de las velocidades de los dos
cuerpos son iguales. De la tercera ley de Newton se tiene que los impulso jl
y fg que actdan sobre las particulas cumplen

-

J_;[ - —JQ.

Aplicando la ecuacién 8.42 a cada particula y a cada etapa tenemos para
las componentes normales que

Jo, = ml(UN - U1N),
Jo, = ma(vy —van),
Jr, = ma(viy —on),
Jr, = ma(vyy —vn),

donde vy indica la componente normal de velocidad comtin a ambos cuer-
pos al fin de la etapa de compresién y al inicio de la etapa de restitucion.
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De acuerdo a la definicién del coeficiente e y a la tercera ley, las ecuaciones
anteriores se pueden escribir como

Joy/mi = vy — vy,
—Joy/ma2 = vy —van,
edJo,/mi = vy — N,

—eJoy/ma = uhy — Un.

Restando las dos primeras y las dos iltimas se obtiene

1 1
Jcl(g + ﬁ) = Uy — V1N,
1 2
1 1
€Jcl(g1 + E) = Uy — Uy,
de donde resulta
Uiy — Vo = e(Van — ViN), (8.45)

que indica la forma en que varfan las componentes relativas normales de las
particulas como resultado de un choque.
Se pueden distinguir tres casos segtin sea el valor del coeficiente de resti-
tucion:
a) Choque pléstico e = 0.
b) Choque inelastico 0 < e < 1.

c) Choque eldstico e = 1.

8.4.2. Choques unidimensionales

En un choque frontal, las velocidades permanecen sobre una misma linea
antes e inmediatamente después del choque no siendo entonces considerar
mads que la direcciéon normal, es decir se trata de una situacién unidimensional
donde en particular aplicaran

P = myu; + mauy = mqvy + mavs, (8.46)
/

vy —vh = e(vg —vy). (8.47)

de donde se pueden despejar las velocidades resultantes en la forma
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, mivy + mavy  emsa(ve — vq)

'Ul - + 5 (8.48)
my + me mi + ma
. M1v1 + Mots n emq(vy — vg)
2 my + ma mi + mo ’

Si el choque es eldstico, e = 1, las ecuaciones anteriores se reducen a

— 2
’Ui — (ml mQ),Ul + mQ,UQ 7 (8.49)
my + Mo

, (mg —my)vs + 2myuy
Uy = )

m1+m2

y si las masas son iguales m; = mso

/ /

8.4.3. Choques bidimensionales de esferas

Considere una pequena esfera (2) inicialmente en reposo y otra (1) que
se acerca con una cierta velocidad de magnitud v; de manera que ellas salen
en dngulos 0 y ¢ como se indica en la figura. Evidentemente, la esfera (2)

o— @
",

Figura 8.5: Choque en dos dimensiones.

por estar en reposo antes del choque, fue golpeada en la direccién en que
ella sale. Esa es entonces la direccién normal N. La direccién tangente esta
entonces a 90°. Asi tenemos

= Normal
myvy cos B = myvy cos(0 + @) + math, (8.50)
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= Tangencial
myvy sin @ = myvy sin( + ¢), (8.51)

» Coeficiente de restitucién
evy cos 0 = vy, — v cos(0 + ). (8.52)
Entre la primera y tercera eliminemos v}
(my — ema)vy cos @ = (my + ma)vy cos(f + @),
y si dividimos por la tercera se obtiene
(my — emg) cot § = (my + ma) cot(f + ¢), (8.53)

que establece una relacién entre los dngulos. Si las masas son iguales y el
choque es eldstico entonces resulta

cot(d + ¢) =0,

es decir la suma de los dngulos es 7/2. Si ambas velocidades antes del cho-

que son dadas, y si se trata de choque de esferas, las direcciones normal y

tangencial deben ser determinadas haciendo consideraciones geométricas.
Por ejemplo, vea la figura (8.6)

Figura 8.6: Choque esferas.

Si la esfera de radio R, se acerca a otra de radio Ry que estd en reposo
siendo p la distancia entre las lineas que contienen los centros en la direccién
de la velocidad de la esfera incidente, entonces el dngulo ¢ que da la direccién
de la normal, queda determinado geométricamente por

p

SlIlqb = m
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Esto es el angulo ¢ queda determinado por p y los radios y el dngulo 6 serd
determinado de acuerdo a

(my — emsy) cot§ = (my + my) cot(f + ¢). (8.54)

8.4.4. Consideraciones sobre la energia

Fue demostrado al estudiar el problema de dos cuerpos que la energfa
cinética del sistema es

1 1
K= ing + 5‘“’2' (8.55)
Donde p es la masa reducida del sistema
RO
- mi + Mo .

El choque no afecta la velocidad del centro de masa, luego la variacién de la
energfa cinética que ocurre en un choque es

1 1
'K — S — St
K' — K 5 HU 5 HU

Aqui, v es la rapidez relativa entre las particulas

v o= (vop — UlT)2 + (van — UlN)27

72 / I \2 / ! 2
v = (v —vip)” + (Von — V1)
pero las componentes tangenciales no son afectadas, luego

v =0t = (o — UQN)Q — (van — 'UlN)2
(e — 1) (van — v1n)?

—(1- 62)(U2N - U1N)2,
es decir en general, hay una pérdida de energfa cinética dada por

1 mime

K - K= (1 —e?)(vay — v1n)2 (8.56)

§m1 + me

Hay conservacion solamente en el caso de choque eldstico e = 1. El caso
vy — v1ny = 0 se descarta porque entonces no hay choque.
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8.5. Sistemas de masa variable

Con algunas consideraciones pueden tratarse sistemas que ganan o pier-
den masa en forma continua. Para ello considere un andlisis diferencial de lo
que ocurre cuando un sistema de masa inicial m(t) con una velocidad (t) y
sobre el que actia una fuerza externa F (t), incorpora una cantidad infinite-
simal de masa dm la cual tiene, justo antes de incorporarse, una velocidad
(t). Transcurrido un tiempo dt, la masa del sistema es m(t) + dm. La cues-
tién es: jcudnto ha variado la velocidad del sistema en este proceso? Para

t t+dt

V()
. v(t+dt)

N m(t)+dm
"0 R

Figura 8.7:

este efecto considere que el sistema total es de masa constante, por lo tanto
podemos usar el hecho que el cambio de la cantidad de movimiento total es
producido por la fuerza F'(t) solamente, es decir

—

F(t)dt = (m(t) + dm)(v(t) + du(t)) — (d(t)dm + m(t)v(t)),
de aqui, despreciando infinitésimos de segundo orden, se establece el resultado

F(t) = m(t)%t) — (a(t) — U(t))drg—it). (8.57)

Aun cuando el anilisis ha sido hecho para sistemas que ganan masa, el mismo
resultado se obtiene para sistemas que pierden masa, pero en este tltimo
caso U(t) representard la velocidad de los elementos de masa justo después
de abandonar el sistema.

Note que (u(t) — ¥(t)) representa la velocidad relativa de los elementos
de masa dm con respecto al sistema de masa m(t).
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La ecuacién 8.57también puede escribirse

dii(t)

Fit) = m() =52 + (@) — (1)

dm(t)
— 8.58

dt Y ( )
siendo en este caso (U(t) — u(t)) la velocidad relativa del sistema de masa

m(t) con respecto a los elementos de masa dm.

EjEMPLO 8.5.1 Una cadena flexible de longitud total L y de masa total M
se suspende de modo que su extremo inferior estd justo al nivel del suelo y
se suelta. Determine la reaccion que ejerce el suelo sobre el monton que se
acumula mientras la cadena cae. (Se supone que los eslabones son infinitesi-
males y que no rebotan en el suelo).

Solucién. Sea el sistema de masa variable el montén acumulado, de modo
que, en la direccién vertical

Por lo tanto, la ecuacién (8.57) nos da

dm
) —mg = —u—
y finalmente
3M
t) = =—g*t".
R(t) =579
A

EJEMPLO 8.5.2 Una cadena flexible de longitud total L y de masa total M
viene deslizando sobre una superficie horizontal lisa con rapidez v,, en la di-
reccion positiva del eje OX. Al llegar al origen se encuentra con un bloque
de masa M inicialmente en reposo. Determine la posicion del bloque en fun-
cion del tiempo mientras la cadena se acumula contra él. (Se supone que los
eslabones son infinitesimales y que no rebotan en el bloque).

Solucién. Sea x la coordenada del bloque. La masa total del sistema,

bloque mas trozo acumulado sera

m(t) = M + %(vot — ),
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ademds u(t) = vo, v(t) = &, F(t) = 0, de modo que la ecuacién (8.57) conduce
a la siguiente ecuacién diferencial
0= (M + f(?)gt — :c)) I — f(vo — )2,

o bien, en términos de una variable auxiliar z = L + vgt — x
. .2
0=2z22+4 2%,
con condiciones iniciales z(0) = L, 2(0) = vg. Integrando dos veces se obtiene

. L’Uo 1 2 1 2

= — —z7 = —L*+ Lyt
z ot 2z 5 + Lot
y finalmente

x =L+ vgt — /L% + 2Lyt sit < L.

Ma3s tarde, el sistema continia moviéndose con la rapidez constante alcanzada
al agotarse la cadena. (Ello ocurre cuando (vot—xz)M /L = M, o bien z = 2L)

A

EJEMPLO 8.5.3 Una cadena flexible de masa distribuida uniformemente A kgm™*

estd amontonada en el suelo y se aplica a uno de sus extremos, una fuerza
constante hacia arriba F. Determine la altura de la cadena levantada en
funcion del tiempo.

Solucién. Sea y la altura. Aqui u = 0, v = 3, m = Ay, de modo que la
ecuacién de movimiento serd

1 [ dy?
F = Ayg = Myij + Ai? = =\ ( y— + 242
2 dy

la cual puede ser integrada mediante un factor integrante y. Asf resulta
d
2Fy — 2\y°g = A—(y°9°
y= 2y =g W),

entonces F' — %)\yg = \/? de donde se obtiene
B2 T dy
Y= b\ 33/97 )

0 — 2Y9

~
I

>

wilno
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F 1,

Aunque parezca paradojal, la rapidez inicial del extremo de la cadena después
de aplicada la fuerza no es cero, es /F'/\ cuestién que se explica pues se ha
aplicado una fuerza finita, a un elemento infinitésimo de masa. Ademads puede
observarse que la cadena se detiene cuando F = %)\yg, y para ese instante
el largo levantado tiene un peso \yg = %F , mayor que la fuerza aplicada.
Naturalmente después bajara hasta que finalmente sea A\yg = F.

y finalmente

A

EJEMPLO 8.5.4 Un depdsito cilindrico de masa despreciable con base circu-
lar de radio R tiene liquido (agua por ejemplo) inicialmente hasta una altura
hg. Al nivel del suelo liso se hace un pequeno agujero circular radio r por el
cual sale agua horizontalmente. Determine la aceleracion del depdsito pro-
ducto de la pérdida de masa.

Solucién. Sea h(t) la altura del agua en el depdsito y p su densidad.
Si suponemos que la aceleracién no afecta demasiado la superficie del agua
podemos estimar la forma en que decrece la masa del liquido en el recipiente
si r < R, para el depdsito estacionario. La rapidez de salida por el orificio
(relativa al recipiente) serd de magnitud v/2gh, de modo que el caudal mésico
de salida serd py/2gh 7r?. Entonces la masa del liquido disminuye de la forma

dm

T —p\/2gh T2,
pero
m = prR*h
luego
dh r?
= - .\ /20h—
dt IR

de donde integrando se obtiene

2
W — 2/ Iy = —/29 —t.

Ahora planteamos la ecuaciéon de movimiento suponiendo que la velocidad
relativa del agua que sale es

u—v=—y/2gh
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asi resulta

- ()

0= pr2hdZEf) - (—\/2gh> (—p\/2ghmr?)

simplificando

_du(t)  2gr?

~dt Rz
mientras quede liquido en el recipiente. St el recipiente tiene una masa M el
tnico cambio que se produce es

0= (M+p7TRQh)dZ—(tt) — (—\/QgTh) (—p\/2gh 7r?)

de donde

dv hpmr?
a _

“at - u + pmR2h’

donde ahora influye la altura que es funcién del tiempo

ht) = (/7 — \/% Cap
A

8.6. Ejercicios.

Nota 8.2 (1), (2), (3) y (4) representan el grado de dificultad del problema.
El (1) corresponde a problemas tipo prueba, el (2) corresponde a problemas
discriminatorios y el (3) a problemas de tareas. (4) Es para expertos.

8.6.1. Sistema de particulas

EJercicio 8.1 (1) La figura muestra una polea fija de masa despreciable y
sin roce de la cual penden 2 particulas de masas my y mo (ms > my), unidas
por una cuerda liviana e inextensible. Calcule la aceleracion de cada particula
y la aceleracion del centro de masa del sistema de particulas.



288 Sistema de Particulas

2
G = ey = M2=mu s | ma—my |z
Respuesta: ay = —ay = [2570 ], Gom = [mﬁm] g

EJERCICIO 8.2 (2) Tres particulas de igual masa m, unidas por barras rigi-
das de largo L y masa despreciable, estdn obligadas a moverse sobre los ejes
tal como lo muestra la figura. Si la particula de la derecha tiene la velocidad
U =t , determine la velocidad del centro de masa, el momento angular del
sistema respecto del centro de masa y respecto del origen O.

APY
v,
o 3
(—®x
L
L
Respuesta: v, = %(21}0, vo tan @), Loy = —Mgvl (tand 4 2sinf tan 6 + 2 cos 0) lAc;

Eoza

EJERrCICIO 8.3 (1) Las posiciones de dos particulas A y B de masa m, =
1kg y my = 2kg son respectivamente 7, = (4 — t; 3t?) y 7 = (5—2t —1?;10).
Determine ent = 4s la fuerza neta exterior sobre el sistema de particulas, el
momentum angular y torque respecto del origen del sistema de coordenadas.
Respuesta: (—4;6) N, (0;0;248) Js, (0;0;40) J.

EJERCICIO 8.4 (1) La figura muestra un sistema formado por dos particulas
cuyas masas son m; = 10kg, mo = 6kg. Las fuerzas netas que actian sobre
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cada una de ellas respectivamente F, = 8N Y Fy = 6)N . Inicialmente el
sistema se encuentra en reposo. Calcule en funcion del tiempo las coordenadas

del centro de masa y el momentum lineal total.
Ay

D F,

S 3>

Respuesta: Ten, = (5 + 3%, 2 + 247) P = (8t, 6t)

EJERCICIO 8.5 (2) Tres particulas de igual masa m descansan sobre una su-
perficie horizontal lisa, unidas mediante cuerdas de largo a sin masa, ubicadas
en la linea recta que la une tal como se muestra en la figura. Inicialmente, a
las particulas de los extremos se les da una velocidad inicial perpendicular a
la cuerda de magnitud Vo mientras la particula del centro continia en reposo.
Determine:

Ay

a) La velocidad del centro de masa en cualquier instante,

b) La velocidad de las particulas en el instante que chocan las particulas
extremas,
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c) El momentum angular del sistema de particula respecto al origen del sis-

tema. Respuesta: Ve, = %Voi; U, = % (2V0, —\/§V0) DUy = % (Vo,0);

=13 (2V0, V3Vo); Lo=0

EJERrCICIO 8.6 (1) Tres particulas de masa my = 2kg, my = 3kg y ms =
5kg, se mueven bajo la influencia de un campo de fuerza de modo que sus
posiciones relativas a un sistema de coordenadas son:

o= 2ti—3j+t*km
7 o= (t+1)i+3t)j—4km
P o= £ —tj+ (2t —1)km

Calcule:
a) El momentum angular total del sistema,
b) El torque total externo aplicado al sistema respecto del origen,

c) El momento angular total y el torque respecto al centro de masa. Res-
puesta:

Lo = (31 —12t,—12 — 10t + 62,21 4 5t2) ;
Foete = (=12, —10 + 12¢,10¢t)
Lem = (30,2 — 9,6t — 0,8t%,26,9 + 8,2t + 2,4¢%, 15,6 — 6t + 3t%) ;

Fom = (—9,6 — 1,6,8,2 + 4,8t, —6 + 6t)

EJErcICIO 8.7 (1) Una granada inicialmente en reposo, estalla en 3 pedazos
de masas my, my Yy ms cuyas velocidades son respectivamente:

¥ = 6i+4j+ 5k,

Uy = —b5i—17j— 8k,

U o= —8i+2j+k
Determine la relacion entre sus masas. Respuesta: mq:mo:m3=3:2:1
EJERCICIO 8.8 (3) Si cada particula de un sistema es atraida hacia un punto

fijo 0 con una fuerza proporcional a su masa y a su distancia al punto 0,
demuestre que el centro de masa se mueve como si fuera una particula del

sistema.
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EJERCICIO 8.9 (3) Un conjunto de particulas de masas m, puede deslizar
libremente sobre alambres paralelos, atrayéndose unas a otras con fuerzas
proporcionales al producto de sus masas y distancias. Demuestre que las par-
ticulas efectiian oscilaciones armdnicas del mismo periodo relativas a un pla-
no perpendicular a los alambres y que pasa por el centro de masa supuesto
eN TEPOSO.

EJERrCICIO 8.10 (3) Dos particulas iguales se atraen con una fuerza inver-
samente proporcional al cuadrado de su distancia. Si las particulas deslizan
sobre correderas lisas en dngulo recto, demuestre que el centro de masa des-
cribe una conica con su foco en la interseccion de las correderas.

EJercicio 8.11 (3) Dos particulas de igual masa deslizan sobre correderas
lisas perpendiculares que se interceptan en 0. Demuestre que si las particulas
se atraen y ellas parten desde el reposo desde posiciones cualquiera sobre las
correderas, ellas llegardn simultdneamente a la interseccion.

EJjERCICIO 8.12 (2) Dos particulas de masa m cada una se mueven sobre
las correderas lisas perpendiculares OX y OY y se atraen con una fuerza
proporcional a su distancia, siendo K la constante de proporcionalidad. Si
inicialmente:

2(0) =a, y(0) =aq,

#(0) = Vo, 9(0) =0,

a) Determine x(t) , y(t) y b) Determine la ecuacion cartesiana de la trayec-
toria del centro de masa del sistema.

EJERCICIO 8.13 (3) Dos particulas de igual masa estdn unidas por un re-
sorte de constante k y largo natural a. Ademds actia entre ambas particulas
una fuerza amortiguadora proporcional a la rapidez de la variacion de la dis-
tancia entre ellas. El sistema se coloca en movimiento dandole a una de las
particulas una velocidad Vi perpendicular a la linea que une las particulas.
Determine Vy st después de un tiempo muy largo, el largo del resorte es 2a.

EJERCICIO 8.14 (2) Tres particulas iguales estdin inicialmente en linea rec-
ta, igualmente espaciadas sobre un plano horizontal liso y unidas por dos
hilos de largos “a ‘. La particula del medio estd inicialmente estd en reposo,
y a las particulas externas se les da una velocidad Vy perpendicular a la linea
que las une. Calcule la velocidad con que chocan las particulas.
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8.6.2. Choques

EJERCICIO 8.15 Una particula de masa M se encuentra en reposo mientras
que otra particula de masa m se acerca con rapidez v y la choca frontalmente
siendo e el coeficiente de restitucion. Determine las velocidades resultantes
del choque.

EJERCICIO 8.16 (1) Una particula de masa M se encuentra en reposo mien-
tras que otra particula de masa m se acerca con rapidez v y la choca frontal-
mente siendo e = 0 el coeficiente de restitucion. Determine las velocidades
resultantes del choque.

EJERrCICIO 8.17 (3) Una particula de masa m se suelta desde una altura h
y los choques que ocurren contra el suelo son con coeficiente de restitucion e.
Determine el tiempo total que demoran en ocurrir todos los choques.

EJERCICIO 8.18 (3) Respecto a la situacion del problema anterior, determi-
ne la distancia total recorrida por la particula.

EJErcicio 8.19 (1) Una particula de masa m = 1kg estd en reposo mien-
tras que otra de masa m = 3kg se acerca con rapidez 5ms~t por la izquierda
y la choca con coeficiente de restitucion e = 0,5. La particula que estaba en
reposo se coloca en movimiento y choca frontalmente contra una pared fija
con coeficiente de restitucion e = 1, devolviéndose. Determine las velocidades
finales una vez que todos los choques terminen.

EJercicio 8.20 (1) Una particula de masa m (una bala) se acerca hori-
zontalmente con rapidez V y se incrusta en un saco de arena de masa M
que cuelga de un cordel de longitud L. Por efecto del choque el sistema “
saco + bala” , sube una altura h, respecto a su altura inicial. Determine en
términos de m, M, L, h la velocidad de la bala.
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EJjErcICIO 8.21 (1) La figura muestra el choque de dos bolas de billar. La
bola 2 se encuentra inicialmente en reposo y la bola 1, antes del choque, tiene
una velocidad de Vi en la direccion que se indica. Después del choque la bola
2 sale en la direccion indicada con una rapidez de V. Determine la minima
rapidez posible V5.

H
O\j‘
w
<Q
v

EJERCICIO 8.22 (1) Respecto a la situacion del problema anterior si Vi =
4ms™t ye=0,5 determine la rapidez Vy y el dngulo 3 .

Vll

H
O\j‘
w
<Q
v
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Solucién. Las ecuaciones son las mismas.

1
Vy+V/cosB = 5Vn/§:2\/§,
1
Vising = 51/1:2,
1
Vo —VicosB = 56‘/1\/52\/5.

Similarmente

1
V; = ZLV1\/§(1+6) = g\/gms_l

Restamos la primera menos la tercera y se obtiene
, 1 1
Vicosf = 1(1 —e)V1V3 = 5\/5,

dividimos por la tercera

V3
cot ﬁ = T,
6.59°.

=
|
oy

A

EJErcICIO 8.23 (1) Una pelota de 0,5kg incide sobre una superficie hori-
zontal rigida con una rapidez de 50ms~! en un dngulo de o = 60° con la
vertical, ver figura 77. St el coeficiente de restitucion de la pelota con el suelo
es e = 0,6, determine el valor absoluto del cambio de momentum lineal ex-
perimentado por la tierra en el intervalo de tiempo que dura el choque y el
dngulo B con que rebota la pelota.

Respuesta:20kg ms—*; 70,89°
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EJERCICIO 8.24 (1) Una esfera de masa my, en reposo, cuelga de una cuer-
da inextensible de largo L. Otra esfera masa msy, unida a una cuerda de igual
longitud, se suelta del reposo como se muestra en la figura. Determine en
términos de mq, mo, l y la altura a que vuelve a subir ms respecto a la po-
sicion inicial de my si el choque es: (a) eldstico (b) pldstico y (c) ineldstico
con coeficiente de restitucion e.

L
m‘l
2 2 2
. m1—m2 _ . ma _ . [ Em1—ma —
Respuesta: <m1+m2) L(1—cosa) ; (m1+m2) L(1—cosa) ; (m1+m2) L(1

cos )

EJERCICIO 8.25 (3) Una particula de masa my y velocidad vy, choca con
otra particula de masa ms en reposo. El choque no es eldstico de modo que
0 < e < 1. Después del choque la masa my se mueve perpendicularmente a la
direccion de incidencia. Si Q) es la energia disipada durante el choque y K4
la energia cinética de my antes del choque, demostrar que la energia cinética
K1 de my después del choque es:

ma (m2 - ml)

Ki - K1

my + iy meo

- Q

Determine ademdas, el calor disipado Q) en funcion del coeficiente de restitu-
cion e. Respuesta: (1 — e)K;

EJERCICIO 8.26 (1) Una particula (2) de masa m estd en reposo y otra de
la misma masa (1) se acerca con rapidez V y la choca lateralmente de ma-
nera que la que estaba en reposo sale en 0 = 30° respecto a la direccion de
incidencia de la primera. Si el choque es con coeficiente de restitucion e < 1
determine el dngulo ¢ desviacion de la particula incidente. Suponga que la
velocidad relativa tangencial no es afectada por el choque.
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o i

@\

EJERCICIO 8.27 (1) Demuestre que en el choque lateral y eldstico de dos
particulas de la misma masa una de las cuales estaba en reposo, los dngulos
en que se desvian las particulas respecto a la direccion de incidencia de la
movil, suman 90 grados, es decir que 0 + ¢ = /2.

EJErcICIO 8.28 (1) Una particula (2) de masa my estd en reposo y otra
de masa my (1) se acerca con rapidez Vi y la choca lateralmente de manera
que la que estaba en reposo sale en un dngulo 6 respecto a la direccion de
incidencia de la primera. Si el choque es con coeficiente de restitucion e < 1
determine la suma 0 + ¢ en términos de my, ms, e y 0. Suponga que la ve-
locidad relativa tangencial no es afectada por el choque.

R

@\

8.6.3. Masa variable

EJERCICIO 8.29 (1) Una gota de agua de masa 0,1 g se deja caer desde cier-
ta altura en un ambiente de vapor de agua. El vapor de agua se condensa en
ella a razon constante de 0,001 gs—t. Considerando en reposo el vapor, de-
termine la rapidez de la gota al cabo de 10s. Respuesta: 95,45ms™!

EJercicio 8.30 (1) Un carro con arena de masa 100kg parte del reposo
rodando sobre rieles inclinados en o = 30° respecto de la horizontal. Debido
a cierto dispositivo, del carro sale un chorro de arena a una tasa constante
de 2kgs™! con una velocidad relativa al carro de 1 kms™! como se muestra
en la figura. Despreciando efectos disipativos, determine ent = 10s la fuerza
neta que actia sobre el sistema.
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«l

>\

/

Respuesta: (400;0;2) N

EJERCICIO 8.31 (1) Un cohete de lanzamiento vertical, sube con una acele-
racion de g/Tms™2. Si la velocidad relativa de los gases respecto del cohete
es constante y de valor absoluto 800ms™!, determine la masa del cohete en
funcion del tiempo si su masa inicial, incluido el combustible es de 4000 kg.
Respuesta: moe /™

EJERCICIO 8.32 (1) La figura muestra un movil de masa 1000kg, inicial-
mente en reposo, que contiene ademds 200kg de combustible. Su motor que-
ma el combustible a razon constante 10kgs™t. El movil puede desplazarse
sobre una superficie horizontal lisa. St la velocidad relativa del movil respecto
de los gases quemados es de 20m s, determine la velocidad del movil trans-
curridos 15s.

<=

= ==
— NORSO

Respuesta: 2,67ms™!

EJERCICIO 8.33 (2) Un cohete de prueba de masa My, incluido el combus-
tible, desliza por una rampla horizontal sin roce con una rapidez vy. Con
el fin de frenarlo, expulsa gases en sentido opuesto al movimiento a razon
constante de o kgs=t. Si la rapidez del cohete en funcion del tiempo es:

. Mg’UQ — Kot

N (MO - O't)

calcule:

a) La magnitud de la velocidad absoluta con que se expelen los gases,
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b) La distancia que recorre (horizontalmente) el cohete hasta detenerse.
Respuesta: K;  Mox [1 + {K — 1} In (1 — %)}

o V0

EJERCICIO 8.34 (2) Un balde de masa m estd siendo tirado hacia arriba por
una cuerda la cual ejerce una fuerza de magnitud constante F. Inicialmente
el balde contiene una masa mqy de agua, pero pierde agua a razon constante
de ckgs™! de modo que después de cierto tiempo, el balde queda vacio.

a) sCudl es la velocidad del balde justo cuando queda vacio?

b) sSe conserva la cantidad de movimiento y la energia mecdnica del sis-
tema? Respuesta: £Ln(1 + %‘;) — g™ No

EJERCICIO 8.35 (3) Una cadena de densidad de masa o kgm™, posee en un
extremo un cuerpo de masa M, El sistema se encuentra apilado en el suelo.
En el instante t = 0 se aplica una fuerza F vertical sobre el cuerpo de masa
M para levantar el conjunto con velocidad constante v . Calcule la magnitud

de la fuerza cuando haya transcurrido un tiempo igual a - . Respuesta:

29 °
%01}2 + Mg

EJERrCICIO 8.36 (2) Una cadena de longitud L y masa total M se suspende
verticalmente de modo que su extremo inferior estd justo a nivel del suelo.
Si la cadena se suelta, determine la reaccion del suelo, mientras la cadena se
deposita cayendo por su propio peso.

EJjErcICIO 8.37 (3) Una cadena de longitud L y masa total M estd amon-
tonada sobre el suelo. Si la cadena se levanta de un extremo aplicando una
fuerza constante F hacia arriba, determine la altura que sube la cadena en
funcion del tiempo. Discuta sobre la altura mdxima que alcanza la cadena,
supuestamente muy larga de tal modo que siempre queda cadena depositada.

NoTA 8.3 Usted puede extranarse que el peso méximo levantado es mayor
que la fuerza aplicada y ademds que y(0) = \/F/A a pesar que la cadena
partio6 del reposo. Hay una singularidad pues en el instante inicial, una fuerza
finita F' es aplicada a un elemento infinitésimo de masa y ello provoca un
cambio repentino de velocidad. Ademads por la inercia, la cadena sobrepasa
la posicion de equilibrio.



8.6 Ejercicios. 299

EJERCICIO 8.38 (3) Una gota esférica de agua atraviesa una capa de nube
en reposo. Suponiendo que se condensa agua por unidad de tiempo sobre la
gota, proporcionalmente a su superficie con constante de proporcionalidad K
conocida, determine como crece el radio de la gota con el tiempo y como varia
la altura de ella a medida que transcurre el tiempo.

EJjERCICIO 8.39 (4) Un carrito, inicialmente de masa M y en reposo sobre
un plano horizontal liso, comienza a moverse debido a que es impulsado por
un chorro continuo de masa que se le va incorporando. Dichas masas salen
desde el punto de partida (como de una ametralladora) con rapidez Uy y
a razon de A unidades de masa por unidad de tiempo y se incrustan en el
carrito cuando lo impactan. Determine la forma en que varian la aceleracion,
la velocidad y la posicion del mdvil con el tiempo.

EJERCICIO 8.40 (2) Un cohete de masa total M, de la cual fM, con f me-
nor que uno, es de combustible, descansa verticalmente antes de encender los
motores. Si se encienden los motores, que arrojan masa a razon constante o
(0 = —dm/dt) con rapidez relativa al cohete de magnitud Uy, establezca la
condicion que debe cumplirse para que el cohete comience a despegar de in-
mediato. Para este caso, determine la mdxima altura que alcanza, suponiendo
aceleracion de gravedad constante y despreciando el roce con el aire.

EJERCICIO 8.41 (4) Una cadena de largo total M y longitud L, flexible, es
sostenida colgando de modo que su extremo inferior estd justo al mivel del
suelo. Si el extremo superior de la cadena se suelta, determine la reaccion
del suelo contra la parte depositada, en funcion del tiempo.

EJERCICIO 8.42 (3) Una cadena flexible tiene masa total M y longitud L. La
cadena estd inicialmente amontonada en el suelo. Una cuerda se hace pasar
sobre una polea lisa, uno de los extremos unido a un extremo de la cadena
y el otro extremo de la cuerda a un particula de masa M. Si la particula se
suelta partiendo del reposo

a) escriba la ecuacion de movimiento para el extremo de la cadena.

b) determine la rapidez del extremo de la cadena en funcion de su posicion.
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8.6.4. Campo central. Orbitas.

EJERCICIO 8.43 (1) Un satélite de masa m describe drbitas circulares alre-
dedor de la tierra, a una distancia r = 2R del centro de fuerza. Determine
en funcion de G, M y R: a) la rapidez del satélite, b) su periodo de revolu-
cion, ¢) la aceleracion de gravedad que actia sobre el satélite y comparela con

: . Jcam. 2R . . GM.
el valor g en la superficie terrestre. Respuesta: \/ S5 47TR\/ S35 9 = 7575
_ GM

90— R2

EJERCICIO 8.44 (2) Calcule la rapidez minima con que debe lanzarse verti-
calmente una particula de masa m, para que abandone la superficie terrestre
sin retornar a ella (velocidad de escape). Ademas, calcule el tiempo requerido
para que esta particula lleque a una altura igual al radio terrestre sobre la

. . 3
superficie de la Tierra. Respuesta: /2%, 2(2%% — 1), /55 /3

EJERCICIO 8.45 (2) Demuestre que la ecuacion de la energia se puede es-
cribir de la forma:

du]®>  , 2E-U)
[@} s T

siendou =1, h =1,
T m

EJERCICIO 8.46 (1) Se lanza un proyectil de masa m desde la superficie de
la Tierra hacia el espacio, con rapidez tnicial vy. Despréciese la resistencia
del aire y determine: a) la rapidez a una altura h sobre la superficie terrestre y
b) la menor rapidez con que debe ser lanzado el proyectil para que no retorne

a Tierra. Respuesta: \/vg +2GM (s — L); \/QG—M

R+h R R

EJERCICIO 8.47 (2) Una particula que se mueve en un campo central de
fuerzas definido por F = —kr? . Si parte del reposo de un punto de una
circunferencia de radio a, demuestre que cuando llega al punto de una cir-
cunferencia de radio b su rapidez serd

Y 2k(a® — b3)

B 3m
EJERCICIO 8.48 (2) Una particula de masa m, se mueve sobre un plano
horizontal sometida a una fuerza que la atrae hacia un punto O fijo del plano,
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siendo la magnitud de la fuerza proporcional a la distancia de la particula
al punto 0 (k > 0, constante de proporcionalidad). Cuando la particula se
encuentra en P con OP = 2a, la velocidad de la particula es perpendicular a

OP y su magnitud es v = %a\/g , determine la distancia minima al punto

O, que puede alcanzar la particula. Respuesta: a/2

EJERCICIO 8.49 (2) Una particula estd en drbita circular de radio a en tor-
no a la tierra, supuesta esférica, en reposo, de masa total M, de radio R, y
sin constderar roce con el aire. Demuestre que si la velocidad de la particula
es repentinamente cambiada por un factor f, la excentricidad de la drbita
resultante es

e:|f2—1|.

EJERCICIO 8.50 (4) Respecto a la situacion del problema anterior, determi-
ne el factor f para que la particula pase tangente a la superficie terrestre.

EJjERrCICIO 8.51 (2) Una particula describe una orbita circular en un campo
de fuerzas dado por

k

r2’

F(r)=

Demostrar que si k disminuye bruscamente a la mitad de su valor inicial, la
orbita de la particula se hace parabdlica.

EJERrCICIO 8.52 (4) Calcular explicitamente la media temporal (o sea, la
media en un periodo completo) de la energia potencial de una particula que
se mueve sobre una orbita eliptica en un campo central en el que la fuerza
obedece la ley inversa del cuadrado de la distancia. Expresar el resultado en
funcion de la constante de proporcionalidad de la fuerza y del semi-eje mayor
de la elipse. Efectuar un cdlculo similar para la energia cinética.

EJERCICIO 8.53 (4) Dos particulas iguales que se mueven bajo la influencia
de la atraccion gravitacional mutua, describen drbitas circulares una en torno
de la otra con un periodo T. Si repentinamente se detienen y caen una sobre
la otra, demostrar que chocardn después de un tiempo

42
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EJERCICIO 8.54 (3) Dos masas que se atraen, my y ma (my+ mg = M),
estan separadas una distancia 1o y se las suelta a partir del reposo. Demostrar
que cuando la distancia sea m menor que o, las velocidades serdn

2G 1 1
v = my _M(;_r_o’
2G 1 1
Vo2 = My —(;—T—O

EJERCICIO 8.55 (4) Estudiar el movimiento de una particula repelida por
un centro de fuerzas de acuerdo con la ley F(r) = kr. Demostrar que la
orbita sélo puede ser hiperbolica.

EJERCICIO 8.56 (4) Una particula se mueve bajo la influencia de una fuerza
central dada por

k
F(r)=——.
(r)=—
Demuestre que si la orbita es circular y pasa por el centro de fuerzas, entonces
n=.>o.

EJERCICIO 8.57 (4) Suponga un cometa que describe una drbita parabdlica
en el mismo plano que la orbita terrestre. Si la menor distancia del cometa
al Sol es “yRr” donde Rr es el radio de la drbita de la Tierra (supuesta
circular) y v < 1, demostrar que el tiempo que el cometa pasa dentro de la
orbita terrestre viene dado por

2(1 —y)(1 4 2v)/37 arios

EJERCICIO 8.58 (4) Estudiar el movimiento de una particula en un campo
de fuerzas centrales que sigue la ley de proporcionalidad inversa del cuadrado
de la distancia, si ademds se superpone otra fuerza de magnitud inversamente
proporcional al cubo de la distancia entre la particula y el centro de fuerzas.

Es decir,

F(r) = kA

2 3
con k > 0.Demuestre que la trayectoria es una elipse que rota o precesa.

EJERCICIO 8.59 (3) Determine la expresion de la fuerza de un campo central
que permita a una particula describir una drbita espiral dada por r = k0,
siendo k una constante.
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EJERCICIO 8.60 (3) Determine la expresion de la fuerza de un campo central
que permita a una particula describir una orbita espiral logaritmica dada por
r = Ke® siendo k y a constantes.

EJERCICIO 8.61 (4) Una particula de masa unidad se desplaza desde el in-
finito a lo largo de una recta que, de sequir, haria que la particula pasase
a una distancia bv/2 de un punto P. Si la particula es atraida hacia P con
una fuerza proporcional a T% y el momento angular respecto de P es \/E/ b,

demuestre que la trayectoria estd dada por
r = beoth(0/v/2).

EJERCICIO 8.62 (1) Una particula es atraida hacia un centro fijo de fuerzas
con una fuerza proporcional a la distancia de la particula al centro. Demuestre
que la trayectoria es una curva plana que puede ser representada por las
ecuUaciones:

r = Acos(nt+ «),
y = Bsin(nt + ).

La constante n estd relacionada con la masa de la particula y la constante
de proporcionalidad de la fuerza.

EJERCICIO 8.63 (2) Una particula es atraida hacia un centro fijo de fuerza
0 por una fuerza de forma k/r*. La particula es lanzada desde un punto P con
una velocidad. de magnitud Vy en un dngulo o respecto de O P. Demuestre que
la orbita es una elipse si OP < 2k/(mVZE). Determine ademds, en términos
dem, k, Vo ,a , y OP = rq la excentricidad de la drbita y la inclinacion del
eje mayor respecto de OP.

EJERCICIO 8.64 (2) Admitiendo que la tierra es una esfera fija de radio R y
despreciando la resistencia del aire, considere el lanzamiento de un proyectil
con rapidez inicial Vo formando un dngulo &, con la vertical del lugar. Si

& R )
donde G es la constante de gravitacion, M la masa terrestre y Vo < V. ,
demuestre que la excentricidad y la ecuacion de la trayectoria del proyectil
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son:
e = \/1 — sin?(2) sin?(&,),
R 1-—ecos(d —a)
r 2sin?(8)sin?(&,)’
stendo
sing = Vo/Ve,
sina = sin® Bsin(2¢,)/e.

EJERCICIO 8.65 (2) Una particula de masa m se mueve en una drbita circu-
lar de radio R con rapidez Vi atraida hacia el centro con una fuerza inver-
samente proporciona al cuadrado de la distancia de la particula al centro. Si
repentinamente la rapidez se reduce a la mitad, determine en términos de Ry
y Vi la ecuacion de la nueva orbita, su excentricidad y la distancia minima
de la particula al centro durante el movimiento siguiente.

EJERCICIO 8.66 (1) Una particula de masam = 1 es atraida por una fuerza
inversamente proporcional al cuadrado de su distancia a un punto fijo 0y se
mueve describiendo la elipse:

100

1—5(:039

r

Si en el punto mdas alejado de su trayectoria, la rapidez de la particula es
V =1, determine la constante de la ley de fuerza. Si en el punto mds alejado,
la rapidez de la particula es duplicada, determine la ecuacion de la nueva
orbita.

EJERCICIO 8.67 (1) Una particula de masa m se mueve en una orbita circu-
lar de radio Ry con rapidez Vi atraida hacia el centro con una fuerza inver-
samente proporcional al cuadrado de la distancia de la particula al centro.
Si repentinamente la rapidez de la particula se aumenta a V = \/aVy siendo
a > 1, demuestre que st o > 2 la particula se aleja hasta el infinito. En

cambio st < 2, determine la ecuacion de la nueva orbita en términos de
RO; ‘/0 Yy .

EJERCICIO 8.68 (4) Determine las posibles leyes de fuerza central si una
particula describe bajo su accion una circunferencia, con el centro de fuerzas
en el interior del circulo.



8.6 Ejercicios. 305

EJErCICIO 8.69 (3) Considere una particula que se mueve en un campo cen-
tral atractivo k/r* con k < 0. Demuestre que para un momentum angular
dado, la minima energia que puede tener la particula es:

mk?

EJERCICIO 8.70 (2) Una particula de masa m se mueve en una orbita circu-
lar de radio Ry con rapidez Vy atraida hacia el centro con una fuerza inver-
samente proporcional al cuadrado de la distancia de la particula al centro. Si
repentinamente la velocidad se reduce a la mitad, determine en términos de
Ry y Vi la ecuacion de la nueva orbita.

EJERCICIO 8.71 (2) Un satélite estd en orbita ecuatorial geo estacionaria,
es decir permanece en el mismo punto relativo a la tierra que rota. Dados,
la masa terrestre M, la constante de gravitacion G, Q la velocidad angular
terrestre, determine la ecuacion de la nueva drbita si la rapidez absoluta del
satélite es repentinamente aumentada al doble.

EJERCICIO 8.72 (3) Un satélite de masa m estd en drbita circular de radio
2R en torno a la tierra supuesta esférica, de masa M y radio R, en reposo y
sin atmdsfera. Si la velocidad se altera en un punto de la drbita en un factor
f, determine: a) la ecuacion de la nueva drbita. b) el rango de valores de f
para los cuales el satélite chocard con la tierra. c) el rango de valores de f
para los cuales el satélite se aleja indefinidamente.

EJERCICIO 8.73 (3) Un satélite estd en orbita ecuatorial geo estacionaria,
es decir permanece en el mismo punto relativo a la tierra que rota. Dados,
la masa terrestre M, la constante de gravitacion G, Q la velocidad angular
terrestre, determine la ecuacion de la nueva drbita si la rapidez absoluta del
satélite es repentinamente reducida a la mitad.

EJERCICIO 8.74 (4) Considere la tierra como esférica, en reposo de masa
M y radio R, sin atmdsfera. Se lanza un proyectil con rapidez inicial Vy
formando un dngulo (8 respecto a la horizontal. Determine el arco que el
proyectil recorre hasta llegar al suelo (si lo hace). Discuta las condiciones bajo

las cuales el proyectil cae nuevamente al suelo. La constante de gravitacion
es G.
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CapriTuro 9

Dinamica del cuerpo rigido

9.1. Cuerpo rigido

Un cuerpo rigido no es més que un sistema de particulas donde las dis-
tancias entre ellas permanecen invariable, por lo tanto aplica todo lo de un
sistema de particulas que ya se estudié. La descripcién del movimiento de un
cuerpo rigido en el espacio, es materia de otro curso (Mecdnica racional). Por
ahora nos limitaremos a la descripcién del movimiento plano de un cuerpo
rigido, es decir cuando todas las velocidades son paralelas a un plano fijo. Co-
mo se explicard, la novedad respecto a un sistema de particulas, es la forma
especifica como se calculan el momentum angular y la energfa cinética del
cuerpo, no habiendo méas cambios de fondo. La cinematica del cuerpo rigido
es una cuestién previa que debe ser explicada. La rigidez del cuerpo introduce
simplificaciones a la descripcién del movimiento de ese sistema de particula
pues no es necesario conocer las posiciones ni el movimiento de cada una de
ellas, sino que el movimiento de unas pocas determina el de todas.

9.2. Cuerpo rigido continuo

Este es un concepto idealizado donde nos olvidamos de las particulas rea-
les que componen el cuerpo, los &tomos o moléculas, y el cuerpo es reemplaza-
do por un continuo de masa donde las ”particulas” son elementos infinitési-
mos de volumen dV que tiene alguna cantidad de masa también infinitesimal
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que llamaremos dm. La rigidez se establece aqui manteniendo constantes las
distancias entre los puntos de este cuerpo.

9.3. Cinematica plana de un cuerpo rigido

9.3.1. Desplazamientos de un cuerpo rigido

La descripcién de los desplazamientos de un cuerpo rigido en el espacio
es materia del siguiente curso. Para desplazamientos de un cuerpo rigido en
un plano, las cuestiones son mds simples pues es bastante evidente que un
cambio de posicién de un cuerpo rigido en un plano, puede ser logrado de
modo equivalente mediante una traslaciéon paralela seguida de una rotacion
en torno a un punto fijo, o bien la rotacién seguida de la traslacién. Lo
mismo es cierto en tres dimensiones, pero su demostracién es mds engorrosa.
I&ﬁgura siguiente muestra lo que acontece cuando en la traslacién paralela
AA" un punto, digamos A pasa a ocupar su posicién final A" mediante esa
traslacion paralela. Los otros puntos no estdn ain en su posicién final. Basta
entonces rotar el cuerpo en un cierto dngulo ¢ en torno al ;&nt)o A’ para que

el cuerpo quede en su posicion final. Es decir hay que girar A’P’ en un dangulo

Af.

B
»

Figura 9.1: Desplazamiento plano de un C.R.
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Si el tiempo transcurrido es infinitésimo dt entonces todos los desplaza-
mientos senalados son infinitésimos. Llamemos

—
FP(t) = OP7
rp(t+dt) = OP”,
FA(t) = 07)1a
—

Pa(t+dl) = OA.

——
Para relacionar las cosas necesitamos evaluar P’ P”. Pero ese desplazamiento
es circunferencial con centro en A’ luego puede evaluarse mutiplicando la
velocidad tangencial por dt, esto es

— N N N —
P'P"= APOTdt = APOTdt = —0k x APdt.
Luego como
_ - —_— _—
OP" =OP + PP + P'P",
—_—  —
y considerando que PP’ = AA’ = U4dt obtendremos
.« A —
’Fp(t + dt) = Fp(t) + UAdt — 0k x APdt,

de manera que
rp(t + dt) — 7p(t)
dt
y se obtiene la relacién fundamental de la cinemdtica de un cuerpo rigido

:UA—QEXE,

—
Up =Ua+ W X AP, (9.1)
donde se ha definido &0
5= ——k 2
5= 92

la llamada velocidad angular del cuerpo. El signo colocado frente a & estd de
acuerdo a la definicién del angulo y a la regla de la mano derecha. Lo que la
relacién (9.1) establece es que la velocidad de un punto P es la velocidad de
traslaciéon del cuerpo con la velocidad del punto A mads lo que resulta de la
rotacién de P en torno de A. Para el movimiento plano la velocidad angular
tiene como magnitud la derivada del angulo que gira el cuerpo, direccién
perpendicular al plano de movimiento y sentido de acuerdo a la regla de la
mano derecha de acuerdo al crecimiento del angulo definido.
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9.3.2. Condicién de rigidez

De la relacién (9.1) se deduce que
— —
Up+- AP = Uy - AP (9.3)

que se conoce como condicién de rigidez pues establece que ambos puntos
tienen las mismas componentes de velocidad en la linea que une los dos
puntos. En otras palabras eso significa que la distancia entre los dos puntos
no varia.

9.3.3. Ejemplos
Algunas figuras ayudaran a entender lo explicado.

a) Disco que rueda sin deslizar. Por definicién de "no deslizamiento", el
punto de contacto con el suelo tiene velocidad nula y en la figura se
muestran como resultan las velocidades de puntos del disco que estan
sobre las rectas TP e IQ. Para este caso la relacién anterior con @y = 0

se reduce a
— — T
V=0 X IP

Figura 9.2:

b) Disco que avanza girando y su punto de contacto resbala con velocidad
vy # 0. Ahora sera
o —
V=0 +wW X IP,
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de modo que ahora todos los vectores velocidad de la figura anterior
estdn alterados en o7 y la figura que resulta serd

o)

I

e
W

v}éf

Figura 9.3:

c¢) La figura anterior se simplifica si hacemos
— — -7
U =0 x QI,

donde () es un cierto punto cuya ubicacién se muestra en la figura que
sigue. Entonces serd

5 5 5 g 5 — 5 — o —_—
T=U1+WXIP=0XxQI+dJxIP=JxQP,

lo cual significa que los puntos del disco tienen velocidades tal como si
el disco rodara sin resbalar sobre una linea ubicada méds abajo del suelo

a distancia .
_
=i

d

cuestion que se ilustra en la figura que sigue

9.3.4. Centro instantaneo de rotacién
En el movimiento plano de un cuerpo rigido se tiene el siguiente teorema:

» TEOREMA 9.1
En el movimiento plano de un cuerpo rigido, siempre existe un punto de
él (o de una extension rigida de él) que tiene velocidad instantdnea nula y
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Figura 9.4:

en consecuencia el movimiento equivale a una pura rotacion instantdnea del
cuerpo en torno de ese punto. Tal punto se conoce como centro instantdneo
de rotacion.

DEMOSTRACION 23 Como
o - o g
Up =Uaq +w0 X AP
entonces si existe un punto A = I con velocidad nula debe ser
5 5 g
Up=ud x IP (9.4)

entonces Up es perpendicular a 173, o bien 1—15 estd sobre una recta en el
plano de movimiento que es perpendicular a Up. En consecuencia si se co-
nocen las velocidades (no paralelas) de dos puntos de un cuerpo U4 y Up, el
centro instantdneo estard donde se intersecten las perpendiculares a esas dos
velocidades. La excepcion la constituyen los cuerpos que tienen traslaciones
puras, es decir cuando el cuerpo se traslada paralelamente y entonces i = 0.
En estos casos se podria decir que el centro instantdneo estd en el infinito.

La posicién del centro instantdneo también puede determinarse si se co-
noce una velocidad y la velocidad angular del cuerpo. En efecto de (9.4) se

puede despejar Pl para ello multiplique x& y desarrolle
. . . —
UpxW = (JdxIP)

X
— —

— W2IP — (IP - ®)3,

Y

—
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%
pero (IP - &) = 0 porque son vectores perpendiculares. Entonces si w? # 0
se deduce que
—_— W X ﬁp

Pl =

. (9.5)

w2
Algunas relaciones entre velocidades y aceleraciones

En diversas aplicaciones existen relaciones debidas a la presencia de cuer-
das inextensibles, cuerdas apoyadas o enrolladas en poleas, cuerpos que no
resbalan y otras. En las siguiente figura se ilustra una situacién donde hay
diversas velocidades lineales (v), velocidades angulares (w), aceleraciones li-
neales (a) y angulares («) que estan relacionadas de alguna manera entre si.
Hay un disco que rueda sin deslizar, una cuerda que pasa por una polea sin

0, 4,
o
C /D\m\2 2
R, O\
no desliza
. (@)
no desliza b R,
/NO: 0L
E F
se desenrrolla R,

Figura 9.5:

deslizarse y otro disco baja desenrrollando la cuerda. Primero, la velocidad
de C estard dada por
Vo = wlRl.

Ademds por pertenecer a una cuerda, la velocidad de C' y D son iguales de
donde se deduce que
wlRl = Vg = Up = ngg.
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Por la misma razoén el punto D tiene la misma velocidad (en magnitud) que
el punto E, de modo que

Vg = Up = V.

El punto F' tiene una velocidad adicional debida a la rotacién de ese disco
respecto al punto F, w3 de modo que

vp = Vg + R3ws = Rows + Raws.

Si usted necesita relacionar aceleraciones, derive las relaciones anteriores res-
pecto al tiempo obteniendo las siguientes relaciones

ac = ale
a1y = aoRy,
ap = RQOZQ + Rga/g.

Existen muchisimas posibilidades mas de modo que trate de comprender
cabalmente este ejemplo.

EJEMPLO 9.3.1 La figura ilustra una barra que se desliza apoyada en el suelo
y sobre una semicircunferencia y en ella se muestra la ubicacion del centro
instantdneo I.Por las condiciones de apoyo, hay dos puntos de la barra que
tienen direcciones conocidas y eso determina la posicion de I. Como usted
puede comprender, las velocidades de todos los puntos de la barra son, en
el instante mostrado, perpendiculares a la linea que va desde I al punto que

Sea.
/I
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9.3.5. Curvas rueda y riel

Como se explicé, en el movimiento plano de un cuerpo rigido siempre
existe un punto de él, o de una extensién rigida del cuerpo, que tiene ve-
locidad instantédnea cero. Esto significa que en todo instante el cuerpo estd
moviéndose como si solamente rotara respecto a ese punto. pero ese punto en
general se mueve, de manera que el centro instantdneo describe una curva.
El movimiento de ese punto puede ser mirado desde un sistema fijo y en ese
caso la curva que describe se denomina curva riel. Si el movimiento de ese
punto es observado desde un sistema de referencia fijo al cuerpo, la curva que
se observa, se denomina curva rueda. El caso méds simple es el de un disco
que rueda sin deslizar sobre un plano horizontal, como en la figura. Como se

Figura 9.6:

observa, a medida que el cuerpo se mueve, el punto I se mueve en linea recta
sobre el suelo de manera que la curva riel es la linea horizontal sobre la cual
el disco rueda. Si se observa el movimiento de I desde el cuerpo, ese punto
permanece a distancia el radio R del disco de su centro, por lo cual la curva
rueda coincide con el perimetro del disco, de allf su nombre.

Cualquiera que sea la forma del cuerpo que se mueve ocurre algo parecido..

La clave para esta descripciéon es comprender que I estd donde se in-
tersectan las perpendiculares a dos velocidades de direcciones conocidas del
cuerpo. En las tres figuras que siguen se explica esto para el caso de una
barra que se mueve apoyada en dos paredes. El centro instantdneo I resulta
estar donde estd indicado. Por razones geométricas simples [ resulta estar
a distancia constante del origen y respecto de la barra I permanece sobre
una semicircunferencia donde la barra es su didmetro. De manera que la
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curva riel es la circunferencia con centro en el origen y la cura rueda es la
semicircunferencia cuyo didmetro es la barra.

curva riel

curva rueda

El cuadro que sigue, ilustrado en la tercera figura, es que la barra se
mueve al igual que un semicirculo que va rodando sin deslizar sobre la curva
riel. Note que todos los puntos del semicirculo son aqui considerados una
extensién rigida de la barra.

EJEMPLO 9.3.2 Una barra se mueve de manera que uno de sus extremos A
se mueve sobre una linea horizontal y ademds permanece apoyada sobre un
tarugo a altura h sobre el suelo. Determine las ecuaciones de las curvas rueda
y riel.

Solucién. Considere la figura Las coordenadas del centro instantdneo
seran

r = 00 = hcot,
y = O'I=h+zcoth,

y eliminando 6 se determina la ecuacién de la curva riel

2
x
=h+—.
Y h
Las coordenadas relativas al cuerpo ', serén
h
/
r = —,
sin
hcosf
y = a2'cotf = cotf) = ——

sin 0 sin’ @
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v
X

Figura 9.7:
donde debemos eliminar 6. Asf resulta
l,/
y/ — ﬁ (13’)2 _ h2,

la ecuacién de la curva rueda.

9.3.6. Modelo continuo de un cuerpo rigido

Como se explicd, atin cuando un cuerpo rigido sea un sistema de particu-
las, resulta preferible en la mayorfa de los casos olvidarse de ello y suponer
que el cuerpo es un continuo de masa donde las distancias entre sus puntos
permanecen constantes. Las particulas del cuerpo son entonces reemplazadas
por elementos de volumen dV los cuales tienen masa dm. Las sumatorias so-
bre particulas pasardn entonces a ser integrales sobre el volumen del cuerpo,

esto es
Zmi — / dm

lo cual es en general més facil de realizar sobre todo cuando el nimero de
particulas reales del cuerpo es muy grande.
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9.3.7. Momentum angular y energia cinética

Como las velocidades de dos puntos de un cuerpo rigido estédn relacionadas
de acuerdo a 9.1, es una tarea m&s o menos simple establecer expresiones
que permiten el cdlculo de la energia cinética y del momentum momentum
angular. Deberemos distinguir dos casos. Cuando en el movimiento del cuerpo
se mantiene un punto fijo y cuando no. Cuando hay un punto que se mantiene
fijo el movimiento se denomina rotacional.

Movimiento puramente rotacional

Si el cuerpo puede moverse manteniendo un punto O fijo, el llamado eje
de la rotacion, entonces el movimiento del cuerpo es puramente rotacional. El
plano de movimiento es el plano OXY. Si el dngulo que describe la rotaciéon
del cuerpo lo llamamos 6, en el sentido del eje OZ, de modo que

& = 0k,

entonces las velocidades de los otros puntos del cuerpo serdan

—
U = @ xOP, (9.6)
= WOXT.

de aqui sigue que:

El momentum angular

Todas las particulas del cuerpo, los elementos de masa dm, tienen movi-
miento circunferencial y podemos calcular el momentum angular como sigue

I, — Zmiﬁxgﬁ/dm(mv),
_ /dm(fx(wxf)),

desarrollando el doble producto cruz

7 x (& x 7) = 15 — (7 O)F, (9.7)
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donde para movimiento plano el segundo término se anula, luego

Lo == (/ r2dm)s

En esta expresion se ha separado el factor que tiene que ver con el movimiento
@ con otro factor que sélo tiene que ver con la distribucién de masa del cuerpo

Io :/T2dm, (9.8)
luego tenemos

Lo = Io@, (9.9)

Lo = Iobk. (9.10)

Aqui Iy se conoce como el momento de inercia en el punto O del cuerpo
respecto al eje OZ . Si miramos a la integral como una sumatoria entonces
el momentum angular es "la suma de las masas por sus distancias al cuadrado
al eje de la rotacion".

Ejemplos de cdlculo de momentos de inercia

Los momentos de inercia serdn dados pero es conveniente entender como
se calculan.

[] Para una barra de largo L y de masa M en un extremo. Si se elige el
eje OX alo largo de la barra entonces como la densidad lineal de masa

M
es 7

dm = %dx

Iy = /x—da;_—MLZ

0J Para una barra de largo L y de masa M en su centro de masa. Si se elige
el eje GX a lo largo de la barra entonces respecto al célculo anterior,
los limites de la integral son otros

M
dm = fd:c,

L/2 M 1
Io = / 2’ —dr = —MIL>.
o L 12
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[J Para un disco de masa M y radio R en su centro. Ahora podemos
tomar como elemento de masa la masa entre r y r 4+ dr. La densidad
superficial de masa es ﬂ—]‘gz de modo que

dm = W%rrdr,
resultando

R
M 1
_ 2 _ 2
Ig—/o r —WRQQWTdr—EMR.

[0 Aro de masa M y radio R en su centro. Ahora todas las masas estdn
a distancia R de modo que

Ig = / R%dm = M R?.

Momentum angular y momentum lineal

Para comprender mejor sobre el significado del momento de inercia, com-
paremos las expresiones para el momentum lineal P y el momentum angular
Lo es decir

P = Mug,
Lo = Io@,

y las respectivas ecuaciones de movimiento sobre las cuales se profundizard
mds adelante

— o Hext
Mig = F*,
- Rext
IOOZ — FO 3

donde @ = ddi/dt es la aceleracién angular.

Se puede entonces comprender que la cantidad de movimiento lineal es
proporcional a la velocidad de traslacién v y la constante de proporcionali-
dad es la masa. Similarmente resulta que la cantidad de movimiento angular
es proporcional a la velocidad angular & y la constante de proporcionalidad
es el momento de inercia. O sea el momento de inercia juega el rol de la masa
cuando hay rotaciones. Similarmente se pueden comparar los roles dindmi-
cos. A una dada fuerza, el cuerpo acelera menos a mayor masa. A un dado
torque un cuerpo acelera angularmente menos a mayor momento de inercia.
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La energia cinética

Haciendo un célculo similar para la energfa cinética, resultard

& Lo, (9.11)

pero

de modo que

que nuevamente puede compararse con la energfa cinética cuando hay pura
traslacién
1

K =
2

2
Moug..

Movimiento de rotacién y traslacion

Si el cuerpo se mueve en el plano OXY sin restricciones, entonces el
cuerpo tiene simultdneamente movimiento de traslacién y de rotacién. El
cuerpo se desplaza y ademds gira un dngulo 6, por lo tanto nuevamente

& = Ok.
Entonces el momentum angular respecto al centro de masa G resultara
Lo = 150k, (9.12)

y el teorema de Koenig determina el momentum angular respecto a O que
resulta ser
Lo = M7 X vg + 150k. (913)
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La energia cinética serd, de acuerdo al teorema de Koenig, la suma de las
energias cinéticas traslacional y rotacional

1 1,
K = Mo+ 51(;92. (9.14)

El término /5 se denomina momento de inercia del cuerpo en el centro de
masa respecto al eje GZ y estd dado por

Ig = /(:c’2 +4/*)dm. (9.15)

donde 2/, 9" son coordenadas de los elementos de masa respecto al centro de
masa G. La expresion (9.14) muestra que la energfa cinética es la suma de la
parte traslacional %M v% mas la parte rotacional en torno al centro de masa

-2
iy

Movimiento en el espacio

Aun cuando este tema no serd profundizado en este texto, explicaremos
algo de lo que ocurre cuando un cuerpo rigido se mueve libremente en el es-
pacio, esto es en tres dimensiones. Ahora su velocidad angular no permanece
con direccién fija y en general tendremos

A~

W= Wyl +wyj + wk,

siendo las componentes de la velocidad angular funciones de las derivadas de
los dngulos de orientacién del cuerpo.
Si el cuerpo mantiene un punto fijo, entonces sigue siendo valido que

—

U=wWXT,
de manera que igualmente se obtiene
To = / dm(F % 7)

= /dm(?x (& x 7).

Si desarrollamos el doble producto cruz se obtiene
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Lo = / dm(r*@ — (& - 7)F).
Ahora, a diferencia del movimiento plano,
W7 #0,
luego debemos desarrollar
Lo = /alm((:B2 + 92 + 2°)& — (zws + Yw, + 2w,)7). (9.16)

Si tomamos las componentes cartesianas de esta ecuacién se obtienen tres
ecuaciones

Lo, = /dm((y2 + 2w, — TYw, — T2W,),
Lo, = /alm((:B2 + 2w, — yrw, — yaw,),

Lo, = /dm((az2 +yHw, — 2w, — 2yw,).

Al usar notacién de matrices, estas ecuaciones lineales en w,, w, y w, pueden
escribirse

LOI Izz Izy I:L"z Wy
Loy | = | L Iy I | | we |, (9.17)
LOZ Iza: Izy Izz Wy

donde los elementos de la diagonal de la matriz indicada, denominados mo-
mentos de inercia respecto a los ejes, estdn dados por

Lo = [ dm((s?+2) (9.18)
I, = /dm(x2+z2),

I, = / dm(z® + y?),
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v los elementos de fuera de la diagonal, denominados productos de inercia,
estdn dados por

L, = I,= —/:L“ydm, (9.19)
L, = I,= —/xzdm,

I, = I,= —/yzdm.

Esta matriz 3 x 3 la denotaremos por Hp y se conoce como la matriz de
inercia del cuerpo en el origen O, es decir

Ixz Ixy Ixz
Ho=| Lp Iy I,. |, (9.20)
sz Izy Izz

y la relacién fundamental entre cantidad de movimiento angular y velocidad

angular, puede escribirse .
Lo = Ho@, (9.21)

en el entendido que tanto Lo como & son matrices columna con las compo-
nentes de los respectivos vectores como sus elementos. Similarmente, para la
energfa cinética puede demostrarse que
]_ — g ]- — —
K:— ~LO:—M'HOCU
2 2
No ahondaremos méds en este tema en estos apuntes porque el curso se
limitard a casos de dos dimensiones solamente.

9.4. Dinamica de un cuerpo rigido

9.4.1. Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones de movimiento para un cuerpo rigido son las mismas que
se indicaron en el capitulo de sistemas de particulas, es decir

Mdg = F*, (9.22)
A = fet o D et (9.23)
@we T e O groT o ’



9.4 Dindmica de un cuerpo rigido 325

Ademss para un punto arbitrario A se tiene la relacién general

dLy =
A =T - MAG x @, (9.24)

que es de utilidad en ciertos problemas donde el movimiento de un punto A
es conocido.

9.4.2. Ecuaciones para el caso de movimiento plano

Cuando el movimiento es plano, las ecuaciones anteriores pueden escri-
birse

Mdg = F* (9.25)
Lls = Fet o1,y - e (9.26)
S R T ’
El resultado p
—E — fezt
at© " o°

nos dice que la derivada del momentum angular, esto es el cambio del mo-
mentum angular, estd en la direcciéon del torque. En la figura que sigue se
ilustra el curioso efecto que el peso que actia hacia abajo sobre un disco que
gira sobre su eje. El torque del peso T estd en un plano horizontal y luego el
cambio de & también o estd. O sea el efecto del torque del peso hard que el
sistema tienda a girar respecto a la vertical en vez de a caer. La explicacion
del movimiento de un trompo tiene que ver con este efecto.

Estas complejidades del movimiento en tres dimensiones no estédn presen-
tes en los problemas de dindmica en un plano. En efecto, cuando el movi-
miento es plano, tanto la velocidad angular como el torque estén en direccion
perpendicular al plano de movimiento, digamos el eje z, de manera que

Lo = Iobk,
Fo = Tok,
y luego resultard )
100 =T0,

o si llamamos o = 6 a la aceleraciéon angular
loa =710,

de modo que el tinico efecto del torque serd causar una aceleracién angular
a=40.
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Figura 9.8:

9.4.3. Momentos de Inercia

El cdlculo de momentos de Inercia requiere realizar integraciones. Ade-
mads el cdlculo debe ser en algin origen especifico del cuerpo y para ejes
determinados. Normalmente se encuentran los momentos de Inercia para ori-
genes coincidiendo con el centro de masa y para ejes que coinciden con ejes
de simetria, cuando los hay. Se dardn algunos ejemplos de célculo, pero ahora
daremos los resultados para los cuerpos de formas mads simples.
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Eje Eje
I=2/MR?
I=1/,ML? I=1/,ML2
 J
< > L >
L
cilindro esfera barra delgada en su centro barra delgada en su extremo
Eje
Eje
= 2
R I‘— MR
|
! I =% MR?
=1!/,MR?
Eje
disco
aro delgado disco

9.4.4. Teorema de Steiner

Conocido el momento de inercia para un eje que pasa por el centro de masa
(G, se puede calcular el momento de inercia para otro eje paralelo al anterior
en un punto A mediante la relacién conocida como teorema de Steiner

Iy=1Iq+ Md?,

donde d es la distancia entre esos dos ejes. Para demostrarlo considere ejes
GX'Y'Z' con origen en G, y ejes paralelos AXY Z con origen en A. Considere-
mos solamente momentos de inercia respecto al eje Z, porque la demostracion
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para los otros es andloga. Entonces tenemos
Io = [am? 4,
I4 :(/mmﬁ+y%

pero las coordenadas estdan relacionadas. De

Fr=rg+7
se obtienen
xq+ 2,
= Yo+,
2 = zg+7,
y luego
P4y = (e +2)+ (yo +y)°

= 2% +9y? + 2267’ + 2ycy + TE + 5,

de manera que
Iy = /dm(g;Q +4%) = /dm(m’2 + 9% + 2x07’ + 2ycy + 15 + yZ)

= I+ /dm(2xgx/ + 2yay’) + (x5 + y2) /dm.

[ dm(a) = [ amty) <o,

porque son coordenadas relativas al centro de masa y /(2% + y%) = d es la
distancia entre los ejes Z. Ha resultado entonces

Pero

Iy=1Ig+ Md?,

o sea entre dos ejes paralelos, uno que pasa por el centro de masa y otro que
pasa por el punto A estando ambos eje a una distancia d, al momento de
inercia en el centro de masa hay que agregarle Md? para obtener el momento
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de inercia en A. Por ejemplo considere una barra donde el momento de inercia
respecto a un eje perpendicular que pasa por su centro es

1
I = —MIL?
G 12 )

entonces respecto a su extremo sera

_1 2 L2_1 2
=ML+ M(5)* = ML,

9.5. Ejemplos de dinamica plana

9.5.1. Dindamica de rotacién

El caso mds simple ocurre cuando el cuerpo puede solamente girar en
torno a un eje fijo. Si llamamos O al punto del cuerpo por donde pasa el eje
de rotacion, nuestra relacién fundamental entre torque y momentum angular
es

I Oé =T0,
la energfa cinética del cuerpo es
1 .2
K =—-150,
5o
que pueden también escribirse
I ot = To,
1
K = ZIow’.
9 0%

EJEMPLO 9.5.1 Un disco de masa M y radio R puede rotar respecto a un
eje fijo que pasa por su centro. Mediante un hilo enrollado se sostiene otro
cuerpo de masa m que cuelga. Si el sistema se libera y comienza a moverse,
determine la aceleracion angular del disco y la altura que baja el cuerpo que
cuelga en funcion del tiempo transcurrido.

Solucidén. Si llamamos T a la tensién del hilo, tenemos:

I0=71=TR,
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Figura 9.9:

y para el cuerpo que baja
mg — 1T = ma.

Pero lo que baja el cuerpo estd relacionado con lo que gira el cilindro en la
forma (y hacia abajo)
y = RO,
de manera que )
a=1= R0.

Si colocamos ademds [ = %M R?, se obtiene

Lyri = T,
2 ..
mg—T = mR#6,

o bien ]
mg — §MR9 = mR0,

de donde se obtiene la aceleraciéon angular del disco
__m 9
M +mR
Esto es simple de integrar dos veces y se obtiene
m g

jo_m 9,
%M—i—mR ’
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m g 5

0= ———1t",

%M—l—m2R
y luego lo que baja el cuerpo es

m 9,2
= R = — =t~

Y %M—l—mQ

A

NoTA 9.1 Es interesante comprobar que la energia se conserva. En efecto la
energia cinética es

1 .2 1 1 .9 1 .9
K = -I6 +-mv®=-MR?0" + -mR*0
5 +2mv 1 R +2mR
1.1 21 m?
= —(=M R0 = -———— g%
o (GM A m) 2(IM +m)’
y la energfa potencial es
1 m?
V:_ - _-_ " 2t2,
"= T T v m?
esto es
K+V=0.

NoTA 9.2 Si un cuerpo rota respecto a un eje fijo y el torque es nulo,

entonces

d .
—1p60 =0
dto )

entonces se conserva el momentum angular
Io0 = constante.

Si I es constante el tltimo resultado dice simplemente que la velocidad an-
gular es constante. Si el momentum angular varfa, entonces varfa la velocidad
angular.

EJEMPLO 9.5.2 Colapso de una estrella. Fste es un ejemplo de la astrofisi-
ca, donde se establece que la iltima forma estable de una estrella que tiene
suficiente masa y que a terminado su energia, es en la forma de estrella
neutronica, donde toda la materia de ella se ha transformado en neutrones,
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uno al lado del otro y de un tamano bien pequeno y de muy alta densidad.
Supongamos entonces que la estrella tenia antes del colapso un radio del or-
den de nuestro Sol R ~ 7 x 10°km vy que da una revolucion cada 10 dias.
Si al transformarse en estrella neutrénica su radio se reduce a R’ = 10km,
determine su nueva velocidad angular.

Solucién. De acuerdo a la iltima nota (conservaciéon del momentum
angular) tenemos que

Iof = IL0
o bien 9 5
“MR%* = MR
5 5
de donde e - 107
o Ly X 9
O_R@e_( 10 )0,
pero 0 = mrad/ s y calculando se obtiene

0 = 35633.8 rad/ s

o bien una frecuencia de
./

0
f'=— =5671.3 Hz,
21
un valor enorme.

NoTa 9.3 No tome demasiado en serio este cdlculo. La velocidad radial re-
sultarfa v = 10000 x 35633.8 = 3. 56338 x 108 ms~! mayor que la velocidad
de la Luz (7). En realidad esta situacién pertenece al ambito de la relatividad
general, cuestién que escapa a este curso.

A

9.5.2. Dinamica de rotacién y traslacion

En estos casos el cuerpo se traslada y ademads rota respecto a un eje per-
pendicular al plano de movimiento. En estos casos es conveniente considerar
las rotaciones respecto a un eje que pasa por el centro de masa porque se

cumple que

d —
Ig—& =Tt 2
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o bien para la componente perpendicular al plano del movimiento
d
Ig—w = T%! 9.28
Gdtw ) )
Ica = TE" (9.29)
ademads de ~
Madg = F, (9.30)
Puede ser 1itil la energfa cinética, cuya expresion es
Ly o 1 2
K = —Mvg + - Icw?, (9.31)

2 2

siendo la primera parte %M v llamada energfa cinética de traslacion y la

segunda parte %IGwQ energia cinética de rotacion.

EJEMPLO 9.5.3 Un disco de masa M y radio R baja rodando sin deslizar
sobre un plano inclinado un dngulo o respecto a la horizontal. Determine
(a) la aceleracion angular del disco, (b) la aceleracion lineal de G, (c) la

fuerza de roce.

R
S e

Figura 9.10:
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Solucién. Aqui w estd hacia adentro del papel al igual que el torque de
f respecto de G, de manera que tenemos

dw
Ie— =R
G dt f7
ademds de la ecuacién para el eje X
Mgsina — f = Mag,

pero como no hay deslizamiento lo que avanza el disco esta relacionado con
el angulo que gira de la forma

r = RO

de donde se deduce que

dw
ag = RE

Combinando estas ecuaciones podemos obtener

Igdw
E% — fa
Mgsina—f = MR—

o bien

. 9\ dw
MgRsina = (Ig + MR )E
o sea la aceleraciéon angular es

d_w ~ MgRsina
dt — Ig+ MR?

la aceleracion lineal es

Rdw MgR?sina
a = _——
T Mat T I+ MR

y la fuerza de roce es

_lgdw Iq

ﬂfﬁw_h+Mm

Mg sin av.
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Faltarfa solamente reemplazar I = %M R?. Si se hace los resultados son

dw  2gsina
d 3R’

2gsin«
ag = 3 ’

1
f = gMgsinoz.

A

9.5.3. Casos donde el movimiento de un punto es co-
nocido

En varios ejemplos se ilustra la potencia de la relacion

% =T — MAG x d.. (9.32)
entre torque y derivada del momentum angular en un punto arbitrario. Como
se explica esta relacion es particularmente 1itil cuando el movimiento o la
aceleracién del punto A es conocida. El movimiento dado del punto A y por
lo tanto su aceleracién es causada por alguna fuerza desconocida aplicada en
A, por lo cual conviene considerar el torque respecto a ese punto porque esa
fuerza no produce torque respecto a ese punto. En los ejemplos que siguen
es una buena tarea para el lector intentar llegar a los mismos resultados sin
usar la relacién (9.32) como se muestra en un ejemplo con soluciones (a) y

(b).

EJEMPLO 9.5.4 Péndulo de longitud L, masa M cuyo punto de suspension
A oscila verticalmente de la forma ya = asinwt. Determine la aceleracion
angular 6.

Solucién. Para este caso tenemos

~

. L
IAQI—MQESiIl@—M<Fg—FA) X C_I:A~]{3,
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a sin(wt)

ap

A

Figura 9.11: Péndulo cuyo punto de suspensién oscila

~

ero puede facilmente verse que (7o — 74) X @4 - k = —Law?sinwtsinf
G

2
obteniendo en dos pasos

. L L
140 = —Mga sin 6 + MEacf sin wt sin 6.

A

EJEMPLO 9.5.5 Péndulo de longitud L, masa M cuyo punto de suspension
A oscila horizontalmente en la forma x4 = asinwt. Determine la aceleracion
angular 6.

Solucién. Para este caso

. L N
IAQZ—MQESiHQ—M(Fg—FA) XJA'k

Y

L 2

pero similarmente (7 —7'4) X @4 -k = —5aw? sinwt cos f entonces obtenemos

en dos pasos

. L L
140 = —MgE sinf + Mgan sinwt cos 6.

A

EJEMPLO 9.5.6 Péndulo de longitud L, masa M cuyo punto de suspension A
se mueve sobre una circunferencia vertical de radio R con velocidad angular
constante w.
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a sin(ot)

Figura 9.12: Péndulo forzado

Figura 9.13: Problema de barra
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Solucién. Para este caso tenemos
)

. L N
IAQZ—MQESiHQ—M(Fg—FA) XaA'k

pero (fg — 7a) X da -k = —Law?sin(% — wt + 0) obteniendo

s L L
140 = —MgE sin 0 + Mgauﬂ cos(wt — 0).

A

EJEMPLO 9.5.7 Movimiento de rodadura de una rueda excéntrica (su centro
de masa estd desplazado de su centro geométrico), de radio R y masa M
sobre un plano horizontal. En este caso la aceleracion del punto de contacto
A del cuerpo con el suelo es de magnitud ay = R92 hacia arriba. Determine
la aceleracion angular 6.

Figura 9.14: Disco que rueda

solucién (a). Suponiendo que el centro de masas estd a distancia h del
centro geométrico, tenemos

(’FG —7::4) X EiA . ]22 = ‘FG —FA‘R92SiH¢,

pero
sin ¢ sin 6

h _|I'G_I‘A"
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entonces A o
(’FG — 7::4) X 6A -k = R0 hSiIle,
y finalmente
146 = —Mghsin® — MRh" sin 0.

El momento de inercia puede ser obtenido mediante el teorema de Steiner
Iy = Ig + M(h* 4+ R® — 2hRcos ).

solucién (b). El torque respecto a G debido a la fuerza de roce f
(supuesta hacia la derecha) y la normal N son es
fG = f|I‘G_I‘A|SiIl(90—qb)];’—NhSiIl@/%,
Lo = IOk,
rg = —RO+ hsind,
ye = R —hcos#,
de modo que las ecuaciones de movimiento seran

d2

f = Mﬁ(—Rﬁ—l—hsinﬁ),
d2
N—-Mg = Mﬁ(—hcose),

Il = flrg —ra|sin(90 — ¢) — Nhsin,

IO = f(R — hcosf) — Nhsin 6,
en la tltima reemplazamos N y f obteniendo (con bastante dlgebra)
; 2
Is0 = M(R— hcos H)ﬁ(—RO + hsin6)
2

d .
— (Mg + Mﬁ(—h cosf))hsind,
(I + M(R*+ h? —2hRcos))) = —Mghsinf — MhRY sin 9,
que es la misma ecuacién que habfamos obtenido

146 = —Mghsin® — MRh" sin 0.

A
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A

EJEMPLO 9.5.8 El mismo ejemplo anterior, pero ahora actia sobre la rue-
da una fuerza horizontal constante de magnitud F' aplicada en su centro.
Determine la aceleracion angular 6.

Figura 9.15: Rueda tirada con una fuerza.

Solucién. Simplemente agregamos el torque de F' obteniendo
140 = —Mghsing — FR — MRO hsiné.

A

EJEMPLO 9.5.9 Mouvimiento de rodadura de una rueda excéntrica de radio a
sobre un cilindro fijo de radio R. Determine la aceleracion angular 6.

Solucién. En este caso, demuestre primero que la aceleracion del punto
A del cuerpo en contacto con el cilindro es de magnitud a4 = aRw?/(R +
a) hacia el centro de la rueda. Aqui la velocidad angular de la rueda estd
relacionada con el angulo # mediante w = (R+a)0/a y RO = a¢. Si el centro
de masa estd a distancia h del centro geométrico, podemos obtener

(FG —7_’:4> X CTA ];‘ = aAhsin¢

2
= Z’R—fa h sin ¢,
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Figura 9.16: Rueda sobre cilindro.

entonces
Ina = — Mg(hsin(d+ ¢) — asi 9)—MQR”2h' &
A = g(hsin asin Rt gsind,
.2 2
R_I_aIAé = —Mghsin(l—l—E)HjLMgasinH—MaRH h(R+a) sinﬁe,
a a R+a a? a
. a . R+a_, Mga®sinf 2 R
1,06 = —Mgh 0 — M RO hsin—60
A ghp o sin—, + (R+a) R sin —0,

A

EJEMPLO 9.5.10 Movimiento de rodadura de una rueda de masa M y radio
R, sobre una plataforma que oscila de la forma asinwt.

Solucién. Aquf la aceleracién del punto A tiene dos componentes, aw? sin wt,
52 . . . . ., — —
RO pero solo la primera importa, dando por simple inspeccién (g — 74) X
@4 -k = Raw?sinwt lo cual conduce a

IAé = — M Raw? sin wt.
A

PROBLEMA 9.5.1 Repita los ejemplos anteriores, pero calculando el torque
respecto del centro de masa, es decir haciendo uso de la ecuacion
dLe =
— Pe:pt.
dt “
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Figura 9.17: Rueda sobre plataforma mévil.

9.6. Ejercicios de cinematica plana

Nota 9.4 (1), (2), (3) y (4) representan el grado de dificultad del problema.
El (1) corresponde a problemas tipo prueba, el (2) corresponde a problemas
discriminatorios y el (3) a problemas de tareas. Los problemas (4) son para
expertos o para personas que deseen profundizar. Usted tendrd éxito si es
capaz de hacer problemas tipo (1) y (2)

EJERCICIO 9.1 (1) Una barra de longitud L tiene un extremo fijo y ella rota
en un plano fijo respecto a ese extremo de manera que el dngulo que ella
forma con un eje fijo en el plano del movimiento es 8 = wot siendo wy una
constante. Determine la velocidad y aceleracion del centro de masa de la ba-
rra.
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>

v

Sad

EJERCICIO 9.2 (1) Una barra de longitud L tiene se mueve en un plano
vertical de manera que su extremo inferior A desliza sobre un eje OX hori-
zontal con velocidad de magnitud va constante y el dngulo que ella forma con
la vertical OY es 0 = wot siendo wy una constante. Determine la velocidad

y aceleracion del centro de masa de la barra.
AY

0

|
A\

o A

EJERCICIO 9.3 (2) Para la situacion del problema anterior, determine la
posicion del centro instantdneo en funcion del desplazamiento x4 del extremo
A, dewy y devy.

EJERCICIO 9.4 (2) Una barra de longitud L se mueve apoyada sobre un se-
micirculo de radio R y centro en O y su extremo derecho A desliza sobre un
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eje OX que coincide con la base del semicirculo con rapidez va. Si 0 indica
el dngulo que la barra forma con el eje OX, determine:

A |

a) La posicion del centro instantdneo en funcion del angulo 6.

b) La rapidez del centro de masa de la barra en funcion del angulo 6.

EJERCICIO 9.5 (2) Para la situacion del ejercicio anterior, determine las
ecuactones de las curvas rueda y riel.

EJERCICIO 9.6 (2) Una ldmina rigida se mueve en el plano OXY de manera
de dos puntos de ella A = (1,2,0) y B = (2,1,0) tienen velocidades U4 =
(2,3,0) y g = (0,1,0).

a) Compruebe que esos puntos tienen velocidades compatible con la con-
dicion de rigidez (9.3).

b) Determine la velocidad angular del cuerpo en ese instante.

EJERCICIO 9.7 (2) Un disco de radio R rueda sin deslizar apoyado sobre un
semicilindro de radio igual R. Si 60 es el dngulo que forma la linea que une
los centros con una linea fija, demuestre que la velocidad angular del disco
tiene magnitud

w =20,
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9.7. Ejercicios dinamica plana

EJERCICIO 9.8 (1) Un disco de masa M y radio R se apoya sobre un plano
horizontal dspero de modo que puede rodar si resbalar con su plano vertical.
St se tira del centro del disco con una fuerza horizontal constante F, deter-
mine:

a) La aceleracion del centro de masa del disco.
b) La aceleracion angular del disco.

¢) La fuerza de roce.

EJERCICIO 9.9 (1) Un disco de masa M y radio 2R se apoya sobre un plano
horizontal dspero de modo que puede rodar sin resbalar con su plano vertical.
El disco tiene un reborde de radio R como se indica en la figura, en el cual
se enrolla una cuerda que se tira con una fuerza horizontal constante F, de-
termine:

a) La aceleracion del centro de masa del disco.
b) La aceleracion angular del disco.

¢) La fuerza de roce.
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EJERCICIO 9.10 (1) Un disco de masa M y radio R tiene enrollada una
cuerda en su periferia y cae partiendo del reposo mientras la cuerda que se
sostiene de su extremo se desenrolla. Determine:

a) La aceleracion de bajada del disco.

b) La tension de la cuerda.

EJERrcICIO 9.11 (1) Un disco de masa 10kg y de radio 2m puede rodar sin
resbalar sobre un plano inclinado en 30° respecto a la horizontal y es tirado
por una fuerza horizontal de magnitud 100N aplicada en su centro, como se
indica en la figura.

30°

Determine:

a) La aceleracion del centro del disco.

b) La fuerza de roce.

EJERCICIO 9.12 (1) Un disco de masa 10kg y de radio 2m puede rodar sin
resbalar sobre un plano inclinado en 30° respecto a la horizontal y es tirado
por una fuerza horizontal de magnitud 100N aplicada en el punto P, como
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se indica en la figura.

v

30°

Determine:

a) La aceleracion del centro del disco.

b) La fuerza de roce.

EJERCICIO 9.13 (1) Una barra de largo 2L y masa M estd articulada en un
extremo a un punto fijo O, inicialmente en reposo y horizontal. Si ella se
suelta, comienza a rotar respecto a la articulacion bajo el efecto del peso de
la barra. Determine la reaccion en la articulacion y la velocidad angular de
la barra en funcion del dngulo que ella ha girado.

EJERCICIO 9.14 (1) Una barra de longitud 2L y masa M se coloca vertical-
mente sobre un plano horizontal liso, en reposo. Si ella es perturbada leve-
mente comienza a caer. Determine la velocidad del centro de masa de la barra
justo cuando ella se coloca horizontal.
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EJERCICIO 9.15 (1) Una barra de longitud 2L y masa M se coloca sobre un
plano horizontal liso. Si la barra es tirada por una fuerza constante F, inicial-
mente perpendicular a la barra y aplicada en un extremo, la barra comienza a
moverse sobre el plano. La fuerza se mantiene aplicada a ese mismo extremo
manteniendo su direccion original. Determine una ecuacion para el dngulo
que gira la barra en funcig’n del tiempo.

|
|
|
|
|
|
¢}
|
|
|
|
|
|
|
|
|

EJERCICIO 9.16 (1) Una barra de longitud L y masa M puede oscilar libre-
mente en torno a uno de sus extremos que se mantiene fijo, bajo la accion
de su peso. Escriba la ecuacion diferencial para el dngulo que ella gira.

0
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EJERCICIO 9.17 (3) Una semiesfera homogénea de radio “a” estd en reposo
sobre un plano horizontal liso con su base paralela a una pared vertical lisa,
sobre la cual la superficie semi esférica se apoya. La semiesfera comienza a
moverse partiendo del reposo, deslizando sobre el piso horizontal y la pared,
ambas sin roce. Demuestre, ademds que cuando la base alcanza la posicion

horizontal, la rapidez angular y la rapidez del centro de masas de la semies-

fera son w = %5 g/la,v= %aw respectivamente. Demuestre ademds, durante

el movimiento siguiente, que el dngulo entre la base y la horizontal no excede

de cos™! (7).
4 I\ A

/\

v
v

EJERCICIO 9.18 (3) Un disco uniforme de radio a que estd rotando con ra-
pidez angular inicial ) alrededor de su eje, se coloca sobre un plano horizontal
donde el coeficiente de roce cinético es p. Si la superficie se apoya unifor-
memente sobre el suelo, demuestre que el disco se detendrd en un tiempo

7092/ (gpa).

EJERCICIO 9.19 (1) Una barra de masa M y largo 2a se mueve apoyada en
superficies lisas OY wertical y OX horizontal. Inicialmente la barra estaba
vertical con 0 = /2 y se perturbd levemente. Determine 0 y las reacciones
en funcion de 6.
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v
x

EJERCICIO 9.20 (2) Una semiesfera de masa M y radio R se coloca apoyada
sobre una superficie horizontal con roce de modo que la semiesfera solo puede
rodar sin resbalar. Inicialmente la base estd paralela al plano horizontal.

Si se le da a la esfera una velocidad angular inicial #(0) = Q, determine 0
en funcion de 6.
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Apéndice

10.1. Apéndice matemadtico (opcional)

Aunque seria deseable que en un primer curso de fisica no se usara ma-
tematicas, ello es dificil pues las mateméticas son la herramienta mediante
la cual se formulan las leyes en fisica. Aunque trataremos de no usar ma-
temdticas complicadas, ciertos elementos como la derivada e integral, son
imprescindibles. Aqui trataremos algunos tépicos, cada cual con diversas
aplicaciones, y sin rigor matematico.

10.1.1. Algunas funciones importantes
La funcién exponencial

La funcién exponencial
y =10,
donde b es la base, tiene un importante papel en Fisica. La base mas impor-

tante es el niimero e que se define més adelante y se tienen las dos importantes
propiedades

by = b,
o= 1.
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El logaritmo
Si

entonces

x = log, v,

que se lee logaritmo de y en base b. Todas las propiedades de esta funcién
se deducen de las propiedades de la funcién exponencial b”. Por ejemplo de

1=0"conb>0

se tiene que

Similarmente de
b=10'
se deduce que
log, b = 1.
También si
u = b,
= W,
entonces
wo = b*1Y,
luego
x + 1y = log, uv
0 sea

log, uv = log, u + logy, v.

En particular para bases, 10 y e = 2.7183.. (el nimero ¢), se habla de
logaritmos vulgares y naturales que se denotan con log(z) y In(z) Entre otras
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propiedades se tiene:

log(AB) = log A+ log B,
log A* = =xlogA,

log1l0 = 1,
In(e) = 1,
log(10") = mn,

logyalog,b = 1,
In(10) = 2,303...
log(e) = 0,4343...

Ejercicio 10.1 Demuestre a partir de la definicion del logaritmo que
log, alog, b= 1.

Ejercicio 10.2 Demuestre a partir de la definicion de logaritmo que
log, a“ = clog a.

El niimero e

El ndmero e = 2. 718 281 828 46.., la base de los logaritmos naturales de
define como el siguiente limite

1 n
e = lim (1 + —) .
n—oo n

La existencia de este limite, puede ser establecida estudiando la secuencia

1 n
an:(1+—)
n

cuyos prirneros valores son

a1=21+%);=2,0
aa=(1+1)"=225

as = (14 1) = 2.37037037037
as = (1+ ;11): — 2.44140625

as = (1+3)" =2.48832
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que muestra cierta tendencia, pero de lenta evolucién. Ahora del teorema
del binomio

se deduce
n 1 1 2
y tomando el limite puede obtenerse
e—1+1+14—1+
20 3!

la famosa expansién en serie del nimero e, que converge mas o menos rapi-
damente como se muestra a continuacién

14+ =20

1+ 4+5 =25

1+ 4 + 5 + 2 = 2.666 666 666 67

1+ﬁ+i,+§+%=2 708 333333 33

L+ g+ g+ 5+ 5 + 5 = 2. 716666 666 67
1

1+%+% g g = 271805555556

1+ 445 +5+5+3 g+ 7 =2.71825396825.

Como una curiosidad se presentan algunas de las numerosas férmulas
donde aparece el nimero e, de la vasta diversidad de ellas

1
e:3—4_ 5
5— 3
6—m2—
°d
@
1T
eVl —

eV — cosx ++/—1sinz.

1
n!=+v2mnn"e " (1 + Ton +---).

Podra usted probar alguna de ellas?
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10.1.2. Sumatorias

La suma de n términos ay, as, - - - a, serd representada por

(ll—l—az—i-(ls—l—"'—l-an:Zai.
i=1

Sumatorias notables

Se deja como ejercicio probar que

>r-t
n=1 =
N

n=-N(N+1),
n=1

1
n2:6N(N—I—1)(2N+1),

n=1

al 1
> onf = Z.7\f2(zv+1)2,

n=1

10.1.3. Derivadas

Si se considera una funcién de una variable y = f(x) su grafico con escalas
uniformes es una curva, genéricamente como la que se ilustra en la figura.
En ella se indican dos puntos cercanos (1) y (2), se ha dibujado la tangente
a la curva en el punto (1) y la cuerda del punto (1) al punto (2).

Una medida de la tasa de crecimiento promedio de la funcién en el inter-
valo (71, x2), puede ser definida por la razén

Y2 — Y1
552—5131'

Si nos imaginamos que los dos puntos estdn muy cerca, y en caso limite
se acerca a x; hasta confundirse con el, podemos observar que
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tangente en (1) -

70
60
funcion y=f(x)
50
40
30

20+

10

0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 10.1: Tangente y derivada.

= la cuerda 1-2, se aproxima y se confunde con la tangente a la curva.
La hipotenusa del tridngulo indicado en la figura se confunde con la
tangente a la curva.

= El tridngulo rectdngulo senalado se hace de lados cada vez menores,
cero en el caso limite.

= Es claro que la razén % es la tangente del angulo que hace la cuerda
con el eje x, cualquiera que sea el tamano de los catetos del tridngulo.
(Note que aqui tan = sin €/ cosf)

Se deduce entonces que el limite cuando z; tiende a x5, lo que se escribe
como
, Y2 — U1
lim
T2—T1 L9 — I1

existe y es igual a la tangente del dngulo que forma la tangente a la curva
en el punto (1) con el eje = (tan(f)). Tal limite se llama la derivada de la
funcién en el punto x; y se denota por

fla) = lim 279 = iy fl2) = fz1)

T2—T1 L9 — X1 T2—T1 To — T1
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10.1.4. Diferenciales

El diferencial de una funcién, correspondiente a un cambio Az de su
variable independiente se define por

df (z) = f'(x)Ax.

Como ademss la derivada de y = f(z) = = respecto a = es evidentemente
f'(z) =1, se trata de una recta inclinada en 45°, entonces

dr = Aw,

y en consecuencia, la derivada de una funcién es igual al cociente de los
diferenciales de la funcién y de la variable independiente x, o sea

fiw =T
dx
Como se observa en la figura siguiente el diferencial de la funcién, nos indica
la variacién de la funcién desde un punto inicial hasta la recta tangente a
la curva, cantidad que no es necesariamente pequena. En todo caso, esto
permite tratar a las derivadas como cociente de diferenciales.

El proceso limite implicito en la definicién de derivada, se ha hecho para
las funciones mas importantes, tabulando esos resultados. Esas tablas, junto
a unas pocas reglas, permiten calcular la derivada de practicamente cualquier
funcién. Un fragmento de tabla es

f(x) f'(x)

% axa—l

In(z) 1

e’ e’

ag(x) + bh(z) ag'(x) + bh'(z)
f(g(@)) f'(9(2))g (2)
sin COS T

cosx —sinz
f(x)g(x) f(@)g(x) + f(x)g'(x)
% f’(I)g(f])QZ;)(f)g’(I)
a (constante) 0

tan sec? x

cot x —csc?x
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f(x)

Xq Xy

Figura 10.2: Area bajo la curva.

10.1.5. Integrales
El drea bajo una curva

Si se tiene una funcién y = f(z), planteamos el problema de determinar el
drea entre la curva representativa de la funcién y el eje X, entre los valores x;
v 2. Una aproximacion a la solucién de este problema consiste en aproximar
el drea por una suma de rectdngulos como se indica en la figura.

Si el intervalo de 1 a x5 lo llenamos con N rectdngulos que lleguen hasta
la curva, entonces los anchos de los rectangulos seran

Lo — T
d= N
las abcisas de sus vértices inferiores izquierdos seran
.Tzzﬁlfl—l-(’l—l)d, i:1,2,...,N
T2 — I
N )

entonces el drea A serd aproximadamente

SL’Z:.’L‘l—'—(Z—l) i:1,2,...,N
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Como puede observarse, el error que se comete debido a que los rectangulos
tienen un déficit o exceso de drea respecto a la curva, se hard cero si tomamos
el limite haciendo que los anchos de los rectdngulos tiendan a cero. Eso se
logra tomando el limite N — o0, es decir

A = lime 2_”“"1

N—oo

To — I

. : T2 — I
= ngr;o;f(xﬁr(z—l) NN

La integral definida

El dltimo limite se denomina la integral definida de la funcién entre x; y
Ty y se representa por
z2
~ [ty
z1

Como veremos el cdlculo de este limite puede hacerse pues estd relacionado
con el concepto de derivada. Esto es veremos que si sabemos derivar, entonces
sabremos integrar.

EJEMPLO 10.1.1 Calcule el drea bajo la curva y = x* entre x1 = 0 y 19 = .

Solucién. Debemos en este caso evaluar

N
— T1,9T2 — T1

’ . €
=]3gnmz<x1+<z—1> LR
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Pero Y7 1 i* = in(n+ 1) (2n + 1) de modo que

A = i x—31(N—1)N(2N—1)
~ NOe N3G ’
11 1
_ . 3701 . — _
= i g N)(2 N)’
1
= gl’g.

Resulta entonces que hemos logrado calcular una integral, es decir

r 1
/ 22dr = =23,
0 3

A

Relacién con la derivada

Considere la integral

Alr) = / " F(w)ds,

Esto es el area bajo la curva entre a y x. Esta puede ser considerada una
funcién de x y por lo tanto la podemos derivar respecto a x. Si usamos la
definicién de derivada entonces

dA(x) | (Al + A1) - A(x))

dr — Az—0 Az

El numerador es una diferencia de dreas y si Az es pequeno, esa drea serd la
del rectangulo f(x)Ax, ver figura
de modo que

dA(x) ’ (A(z + Az) — A(x))
dr | Arso Ax
- f@)Az
- Alirilo T Ar /().

Este notable resultado muestra que

d xr
= | t@ia = sa)
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f(x)

a X X+Ax

Figura 10.3: Elemento de &rea.

o sea que la integracién es la operacién inversa de la derivada. O sea que
el cdlculo de una integral se hace buscando que funcién tiene por derivada
f(x). Como las derivadas de las constantes son cero, esta busqueda queda
indeterminada en una constante aditiva, por ejemplo

T 4
3 .:C
de == +C

/Q:c:cll—l—,

siendo C' una constante. Esa constante puede evaluarse considerando que

/ 23dx =0,

a
c=-=.

x 4 4
3 i a
do == — =,

/a““" 11

de modo que resulta

'

Finalmente

Resultado final

Todo lo dicho se puede resumir en que la integral definida tiene la pro-
piedad

/ " (a)de = f(x) — f(a).
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La integral indefinida

La operacién inversa de la derivada se denomina integral indefinida, es
decir

[ rds = sa).

10.2. Ecuaciones diferenciales

Este es un tépico que usted aiin no conoce pero que en su forma més ele-
mental se necesita en este curso. Presentaremos algunas ideas y trucos que
pueden ser de utilidad en la solucién de algunos problemas planteados en el
texto. Una ecuacion diferencial establece relaciones de una funcién descono-
cida z(t) donde por lo menos aparece su primera derivada. En matematicas
usualmente uno se preocupa de funciones de la variable independiente x, pe-
ro en fisica la variable independiente mas significativa es el tiempo. Asi, las
ecuaciones diferenciales mas simples serian

dx

a0
O d2
X

iy

ez~

que se resuelven, es decir se encuentra x(t), simplemente integrando el nimero
necesario de veces. Asi resulta para el primer caso

(t) = 2(0),
y para el segundo caso
p(t) = #(0),
z(t) = x(0)+ z(0)t.

Sin embargo hay situaciones méas complicadas.

10.2.1. Ecuacién diferencial lineal, homogénea, con coe-
ficientes constantes

d"x d 'z A2z
Ap—— + Ap—1 + an_gm

T W + -4+ apx=0.
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Aunque parezca muy complicada, ella se resuelve probando una solucién
exponencial de la forma
o(t) = Ae,

al calcular sus derivadas y sustituir, el intento es exitoso si
a'npn + an—lpn_l + an—Qpn_2 +--tap = 07

esto es si p es alguna de las n soluciones de esa ecuacién algebraica de grado
n que supondremos distintas. El caso de raices repetidas no se estudiard aqui.
Si esas raices de denotan por

b1, P2, - Pn

entonces la solucion general es

x(t) = ArePt + AjePt 4o 4 A et

10.2.2. Separacion de variables

Para algunas ecuaciones diferenciales, por ejemplo
r=—-g— 6':(:7
el método de separacién de variables consiste en:

Primero: deje dos variables en la ecuacion (si ello es posible). En el ejemplo
si llamamos & = v, la ecuacién es

dv

E:_g_ﬁva

que contiene como variables a v y t. Sepdrelas, es decir déjelas a lados distintos

de la igualdad. Esto es
dv

g+pv
Se ha ganado que ahora se puede integrar

u(t) d t
/ ! = —gdt = —g/ dt,
wo) 9+ 0Bv 0

L, 9+p)

B g+ pu(0)

De aqui se despeja v(t) = &(t) y puede integrarse por segunda vez. Pero eso
puede hacerlo usted.

—qdt.

—gt.
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10.2.3. Identidades tutiles

Si z(t) es alguna funcién del tiempo entonces

(1) = 5 (01"

Asi, una ecuacién diferencial de la forma

i(t) = f(x),
puede reducirse a una forma integrable pues entonces

1d o,
5%(1’@)) = f(x),

..
561(93(15))2 = f(x)dz,
que es obviamente integrable una vez

1 1 z(

t)
20 =560 = [ fayds

Si f(s(t)) es una funcién de un pardmetro que depende del tiempo, puede
ser 1til saber que
d> 1 d
— ) = —————(5f 2, 10.1
Tl 60) = e 16 (5) (10.1)

Esto es particularmente 1itil en un caso como el siguiente. Sea

0 = \/g\/sinﬁ,

evalue
d? 0
72 08
de acuerdo a lo explicado seria
a? . 1 d g, . 2
pTE sinf) = ~Send o (HsmH)
1 dy/g . 4
= — (= 0
2 cosf db <a S )
= % sin’

Muchos problemas de la dindmica presentan este tipo de célculos.
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10.3. Coordenadas intrinsecas

Este desarrollo es algo complejo pero se presenta de todos modos para
que usted lo tenga. En el resumen final de esta seccién, estdn los resultados
mads importantes de esta seccién aplicables a los problemas que usted tendra.

Considere la trayectoria de una particula en el espacio, esto es alguna
curva que la particula describe en el espacio. Dada esa curva, la posicién
del punto serd una funcién de la longitud de arco s medida desde un origen
arbitrario en la curva hasta la posicién del punto en tiempo ¢, es decir

Figura 10.4:

7(t) = 7(s(t)). (10.2)

Naturalmente la derivada de 7 respecto a s serd tangente a la curva de modo
que podemos escribir

L dr
T=— 10.3
T (10.3)
que es unitario pues
|dr] = |ds|.
Dado que T-T =1 resulta )
. dT
T =0

e
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por lo cual Z—f es perpendicular a T. Denotemos por N a ese vector ortogonal
a T, llamado vector normal

- dT

=— (10.4)

Completemos una triada ortogonal construyendo el llamado vector binormal
B

—

B=TxN. (10.5)

Velocidad angular

A medida que el punto se mueve a lo largo de la curva, la triada B , T, N
puede rotar. A su “velocidad angular” la denotaremos por 2. Entonces

N=—T=QxT (10.6)
que si la multiplicamos cruz con N conduce a
0=Nx(@QxT),

o bien desarrollando

o bien

es decir {2 no tiene componente a lo largo de N. Podemos entonces escribir
(note que ahora trabajamos con los unitarios)

Q==+

)

Al
b|m>

siendo o y p escalares que interpretaremos después. De aqui siguen las
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Ecuaciones de Frenet

d - - .~ B L 1.
—T = QxT=—xT=-=N, (10.7)
ds P p
Lp = Gxp=-2
ds o
. - - (B T
4 = OXN= (— — —>
ds o p
Significado y calculo de o, p
De la primera
Ll (s + As) = T(s)
;: %T - Al}slllo As ’
y de acuerdo a la figura
1 A6 db
- = lim — = —. 10.
P Asso As ds (108)

El reciproco del radio de curvatura p se denomina la curvatura s que
estd dada por la razén del cambio del angulo de la tangente a la curva con
respecto al arco recorrido

p ds
De N
d - N
‘B _
ds o

podemos dar una interpretacién similar a %, la denominada torsién, pero
respecto al dngulo que gira la direccién binormal B.
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Calculo del radio de curvatura p

» Para una curva dada en funcién del pardmetro longitud de arco 7 =
7(s). Usando

d~ 1.
—T =-N,
ds p
se obtiene ,
1 d d
Z |27 = | =7
p|ds ds?'

» Para una curva dada en funcién del tiempo 7 = 7(t) debemos considerar

que
d 1 d 1d
—F = ——7(t) = =7t
s T sma WS g
P 1d(1d
ds? T wdt \wvdt ’
_1d (1,
owdt \v )’
v, 1,
= —57)—'—;0/,
de modo que
1 1

]‘ . . - =
= —Vi202 — 2000 - d + v2a2.
03
Pero

T e
v = GE+4---=7-4,

con lo cual es simple establecer que
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» Curva plana y = y(z). Considere x = t de modo que

T = ti+yx)].
v o= i+y(2)]
a = y'(@)j
resultando 3/2
1+ (y'(2)%)
V@) 1010
= Célculo de la torsién 1/0. Para 7 = 7(s) tenemos que
d. N
~“B=_
ds o
B=TxN
R .
< (T x N) _ N
ds o
pero dT /ds es paralelo a N luego
Lood o N
Tx —N=——
s o
pero X
dr 1.
s P
entonces

de aquf sigue

SHE
Il
>
VR
VR
==
b&.
=y
~
X
>
~_—
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y finalmente

1 A7 B\ dr

S x (=) 2 10.11

s P (d53 ds ( )

s Para " = 7(t), puede obtenerse que la torsién es
1 P2 da\
—=Lax (=) 10.12
s s ( dt ) ! ( )
Velocidad y aceleracién

Ahora es trivial establecer que

dr dsdr . .
E—EE_ST_UT

U=
Adema3s

(10.13)

ST
I

|

V-H
N~
i

10.3.1. Resumen

Para movimientos planos, serd suficiente considerar

T =

Y

S|

y R .
N=+kxT,

donde k es perpendicular al plano del movimiento y el signo debe elegirse de
modo que N resulte hacia el centro de curvatura.
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donde el radio de curvatura puede calcularse si se conoce la trayectoria y =
y(x) de la forma

(L+y' (@)™
@l

10.4. Movimiento relativo

10.4.1. Movimiento general del sistema

En general para sistemas de referencia arbitrarios, admitiendo aceleraciones
y rotaciones de ellos respecto a uno supuesto fijo, las relaciones entre ve-
locidades y aceleraciones de particulas son més complicadas. En efecto si
colocamos 7 en términos de sus coordenadas en el sistema movil, tenemos

7—,*/ — x/i/+y/j/+zlk/,

y ademds

es decir ) o
r=00 +x27+y)+ k.
Si usted recuerda que las derivadas de los vectores unitarios méviles se ob-
tienen de acuerdo a ,
d? oy
— =W X1
dt ’
y similarmente para los otros. Al derivar dos veces puede obtenerse, con
bastante trabajo, que
T=0g +d X7+, (10.14)
d=do+axr' +20x0" +@dx (@xr')+ad’, (10.15)
siendo @ = di/dt. Debe observarse que la velocidad y aceleracién relativas
son las derivadas de los vectores posicion y velocidad relativos manteniendo
fijas las direcciones de los ejes moviles, lo cual en algunos textos se indica
por
>/ = rel
or el _ v
ot’ ot
Estas son las expresiones necesarias para realizar el estudio dindmico de los
movimientos en sistemas de referencia que rotan. De hecho, nuestro propio
sistema de referencia, la Tierra, tiene una rotacién, respecto a su eje, practi-
camente constante y afortunadamente no muy alta. Una vuelta por dfa.

—rel

v
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10.4.2. Transformacion de Lorentz

La transformacién de Galileo de velocidades para sistemas que se trasla-
dan uno respecto del otro

&

17: O/“—fl—/,

=

estd en contradiccién con un hecho experimental muy bien establecido. La
velocidad de la luz es la misma en todos los sistemas de referencia de modo
que ella no satisface esta tltima relaciéon. La solucién de esa inconsistencia
obligé a abandonar la transformacién de Galileo en el d&mbito de velocidades
cercanas a la velocidad de la luz. Fue Albert Einstein quien relativizando
el concepto de tiempo, es decir el tiempo no es mas un concepto absoluto,
escribi6 las ecuaciones correctas de transformacion de coordenadas y tiempos
de acuerdo a

' ’}/(ZE' - UAt)a
' - y7
7 = 2z,
VAT
= q(t— 7)7

siendo ¢ la rapidez de la luz, considerando el movimiento del sistema movil
tiene lugar sélo en el eje = del sistema fijo. Ademds el valor de

es practicamente uno si las velocidades no son muy altas, recobréandose en ese
caso la transformacion de Galileo. Este tema ha traido enormes consecuencias
en el desarrollo de la fisica actual, materia que estd lejos del alcance de este
curso por lo cual no serd profundizado maés.

10.5. Operador V.

En coordenadas cartesianas se define el operador V mediante

0 12

N
V—Z%—F]a—y 97
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10.5.1. Gradiente.

Si se opera sobre una funcién escalar ¢(z,y, z), V¢ se denomina el gra-
diente y se representa por grad(¢), es decir
o¢  0¢  -0¢

grad(¢) = Vo =1 a——i—]a + 9

Fl significado del gradiente sale de considerar, el cambio de la funcién ¢ al
cambiar las coordenadas en cantidades infinitesimales dz, dy, dz. Resulta

09 ¢ 99 ,
dp = 8:(:d +6’ dy +8z
= Vo-dr.

Esta 1ltima relacién contiene todo el significado del gradiente. Es obvio que
si el cambio de posicién del punto ocurre sobre la superficie ¢ =constante
entonces d¢p = 0 y luego V- dr' = 0. Esto significa que V¢ es perpendicular a
la superficie ¢ = constante. Esto da cuenta de la direccién del gradiente. Por
otro lado si el cambio de posicién ocurre hacia donde ¢ aumenta, entonces
dp > 0y luego V¢ - dr' > 0, es decir V¢ tiene el mismo sentido que dr. En
otras palabras el gradiente apunta perpendicularmente a las superficies de
valor constante y hacia donde aumenta ¢. Respecto a la magnitud considere
un cambio de posicién perpendicular hacia donde ¢ aumenta. Sea dr, ese
cambio, entonces

dp = V¢ -dr.
= |V¢lldr],
luego
do
|dr |

Vol =

10.5.2. Divergencia.

Si se aplica V mediante el producto escalar sobre una funcién o campo
vectorial A(z,y, z) se obtiene

Coa - 04, 04, 0A,
div(A) =V -A= o + Dy + P

Fl significado de la divergencia se obtiene considerando un teorema, llamado
teorema de la divergencia.
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» TEOREMA 10.1
Si V' es un volumen, rodeado por la superficie S y n indica el vector unitario
perpendicular a la superficie y hacia afuera del volumen entonces

/V-XdV:%E%dS.
1% S

Si se considera un volumen muy pequeno entonces podemos aproximar,
y en el limite serd un resultado exacto

/v-ﬁdv%(v-ﬁ)vz]fﬁ.ﬁds,
\%4 S

luego

V%f:liml]{ff%d&
S

V-0

]fff-ﬁds,
S

se denomina el flujo del campo vectorial hacia afuera de la superficie cerrada
S, lo cual en la representacién de lineas de un campo vectorial es igual al
nimero de lineas que salen de la superficie cerrada. En otras palabras la
divergencia es el valor limite, o sea el flujo que sale de un punto por unidad
de volumen.

La integral

10.5.3. Ausencia de fuentes o sumideros.

Si las lineas del campo vectorial no nacen o terminan de puntos determi-

nados del espacio entonces
V-A=0.

10.5.4. Rotor de un campo vectorial.

Si se aplica V mediante el producto vectorial sobre una funcién o campo
vectorial A(z,y,z) se obtiene

. .04, 0A

A 0A
or 0z J

A, 04, -
(ay C ox k.
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En este caso la interpretacion del rotor se logra mediante un teorema, llamado
teorema del rotor.

» TEOREMA 10.2

Si C' es un contorno orientado cerrado que encierra una superficie y n indica
el vector unitario perpendicular a esa superficie y de acuerdo al sentido del
contorno (regla de la mano derecha) entonces

fﬁ-dfz/vwf-ﬁds.
c S

Si se considera un contorno cerrado muy pequeno, que encierra una area
muy pequena S podemos aproximar

/VXﬁ.ﬁdSz(vX,@ﬁ)sz%Edﬁ
S c

]{ff-df

se denomina la circulaciéon del campo vectorial alrededor del contorno cerra-
do. De este modo tenemos una interpretacién de la componente del rotor
perpendicular a una superficie infinitesimal mediante

La integral

Vx[f-ﬁ:lim% A-dF,

donde S es perpendicular a n. Por lo menos indiquemos en una figura dos
posibles formas (a) y (b) que tiene el campo vectorial en el plano zy de modo
que resulte rotor distinto de cero en la direccién z

10.5.5. Algunas propiedades.
» TEOREMA 10.3 .
Si V x F =0 entonces F' = —V¢.

> TEOR_]:ZMA 10.4 .
Si V x F' =0 entonces § F'- dr = 0.

» TEOREMA 10.5 .
Si F' = —V ¢ entonces ffF A= —(¢y — ¢1).
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(a) Gradiente transversal (b) Vortice

Figura 10.5: Significado de rotor no nulo.

10.5.6. El Laplaciano V2.

Este se define as{

Vip=V-(V9),

o sea es la divergencia del gradiente.

El caso en que V?¢ = 0, es importante. Esto es cuando las lineas del
gradiente no tienen fuentes ni sumideros. Si el Laplaciano de una funcién
escalar es cero en una region sea S la superficie cerrada que la rodea. Entonces
en su interior o o o

ox?  0y? 022
o sea las segundas derivadas parciales en el interior no pueden tener el mismo
signo, o sea no hay méximos ni minimos de ¢ donde el Laplaciano es nulo. por
lo tanto si ¢ constante en la superficie, entonces es constante en su interior.




