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CapPiTULO 1

Soluciones ejercicios

Nadie es perfecto, luego si encuentra errores, tenga la gentileza de infor-
marnos

EJERcICIO 1.1 Un cuerpo describe una orbita circular de radio R = 100 m
en torno a un punto fijo con rapidez constante dando una vuelta completa
por sequndo. Determine la magnitud de la aceleracion del cuerpo.

Solucién. La aceleracién en érbita circular es de magnitud

R R
4R 47m? x 100 9
— T2 = T =3947.8ms

A

EJERCICIO 1.2 Si el cuerpo del ejercicio anterior, repentinamente siguiera
en linea recta, determine la rapidez de crecimiento de la distancia al punto
fijo en ms™1.

Solucién. Este problema, es més apropiado hacerlo cuando se tenga claro
el concepto de derivada. De todos modos se soluciona por medios geométricos
a la manera de Newton. Si v es la rapidez en la érbita circular y sigue en
linea recta, el cuerpo recorre una distancia

d = vt.
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vt o

A 4

Figura 1.1:

Por el teorema de Pitdgoras, la distancia D al centro de la circunferencia
original crece de la forma

D = vV R? + 022

ver figura. La velocidad del cuerpo podemos imaginarnos se puede descom-
poner en una parte paralela a esa distancia, la que la hace crecer y otra parte
perpendicular que no la afecta. De modo que la rapidez de crecimiento de
esa distancia D serd

v COoS (v

pero de la figura
vt

VR? + 0?2
obteniendo para la rapidez de crecimiento
vt .
————ms
VR? + 0?2
con R=100m y v = @ = 628.319ms ! se tiene una funcién conocida del
tiempo.

cos =

A

EJERCICIO 1.3 Las masas de la Tierra y de la Luna son aproxrimadamente
Myp = 5,98 x 10** kg y M;, = 7,36 x 10*? kg siendo la distancia promedio
entre ellos 3,84 x 108 m. Determine la fuerza ejercida por la Tierra sobre la
Luna y la ejercida por la Luna sobre la Tierra.



Solucién. Ambas son de igual magnitud dada por

My M;
F = G >
5.98 x 1024 x 7.36 x 1022
= 259 x 10711 = :
6,67259 x 10 AL X 1097
= 1.99 x 10N

A

EJERCICIO 1.4 De los datos del ejercicio anterior, determine el tiempo em-
pleado por la Luna en dar una vuelta completa en torno a la Tierra, en dias.

Solucién. Considerando a la Tierra en reposo, la segunda ley de Newton
da

MTML 47T2d
G 2 = My T2
0 sea
T o 423
GMry

6,67259 x 10~ x 5,98 x 1024

= 2.366894458 x 10%s
= 27.39 dias

\/ 472(3,84 x 108)?

Sin embargo ambos cuerpos describen 6rbitas casi circulares en torno al cen-
tro de masa de modo que si llamamos Ry y Rr a los radios de las orbitas,
con Ry, + Rr = d se tiene que

MTML 47T2RL
G B = M; T
MTML 4:7T2RT
G 2 = Mr T2
o bien
MT 47T2RL
“r =TT
G% . 47T2RT

d? 12
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y si las sumamos
My + My 4m?d

N
expresion dada en clase en la forma
R G(M; + M2)T2
472

El efecto del movimiento de la Tierra da el valor

4723
G(Mr + Myp)
B 4m2(3,84 x 108)3
1/ 6,67259 x 1011 x (5,98 x 1024 4 7,36 x 1022)

= 2.35246204 x 10%s
= 27.23 dias

Ni uno de los dos cédlculos puede ser considerado exacto porque el movimiento
de la Luna es mucho mas complejo que una érbita circular.

A

EJERCICIO 1.5 Determine aprorimadamente la fuerza que hace la Luna so-
bre una persona que estd sobre la superficie terrestre y de masa 80 kg.

Solucién. La distancia entre los centros es d = 3,84 x 108 m. el radio
terrestre es aproximadamente 6,38 x 10°m de manera que si la Luna esta
sobre la persona la distancia sera 3,84 x 10® — 6,38 x 10 = 3.7762 x 10 m
resultando para la fuerza

mML
d2

= 6,67259 x 107!

F =G

80 x 7,36 x 1022
(3.7762 x 108)2

= 2.755 x 103N
= 2.8x10*kgf

bastante pequena.



A

EJERCICIO 1.6 Si el radio de la Luna es 1,74 x 10° m determine cuanto pesa
un kg de oro en la Luna.

Solucién. El calculo de la fuerza gravitacional da

mML
d2

6,67259 x 107!

F G

1 x 7,36 x 1022
(1,74 x 106)2

1.622N
0.166 kg f

alrededor de 1/6 de lo que pesa en la superficie terrestre.

A

EJERCICIO 1.7 De acuerdo a los radios orbitales, evaliie los periodos orbita-
les usando la tercera ley de Kepler, comparando con los datos tabulados.

Solucién. Los datos tabulados son

R km T anos T calculado
Mercurio 57,909, 175 0,24084445 0,241
Venus 108, 208, 930 0,61518257 0,615
Tierra 149,597,890 0,99997862 1,000
Marte 227,936, 640 1,88071105 1.881
Jupiter 778,412,020 11,85652502 11.871
Saturno 1,426, 725,400 29,42351935  29.458
Urano 2,870,972,200 83,74740682  84.088
Neptuno 4,498,252,900 163,7232045 164.914
Plutén 5,906, 376,200 248,0208 248.126
los periodos calculados lo son de acuerdo a
T o— 472 R3
GMg
B 472 R3
-\ GMg

la masa del Sol es aproximadamente Mg = 1,991 x 103°kg de modo que

resulta
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MercurioT’ = 0,241 anos
Venus 7' = 0,615 anos
Tierra T'= 1. 000 anos
Marte T'=1.881 anos
Jupiter T'= 11. 871 anos
Saturno 71" = 29. 458 anos
Urano T' = 84. 088 anos
Neptuno 7' = 164. 914 anos
Plutén T' = 248. 126 anos
Las pequenas diferencias podrian ser adjudicadas al hecho que las 6rbitas
no son circulares.

EJERCICIO 1.8 Determine a qué distancia entre la Tierra y la Luna, un
cuerpo no es atraido hacia ninguno de los dos cuerpos.

Solucidn. Sea z la distancia al centro de la Tierra y d la distancia entre
la Tierra y la luna. Debe tenerse

mMT mML -
G—+ G o7 ="
0 sea
(d — l’) . ML
X n MT
de donde
d
r = —
)
- 3,84 x 108
7,36 x 1022
1+ (5,98§1024>
= 3.456 x 108m

A

EJjErCICIO 1.9 Un péndulo de longitud L = 2 m efectia oscilaciones en la
superficie terrestre. Determine el nimero de oscilaciones que efectia en cada
sequndo.



Solucién. De acuerdo a

L
T =2my|—.
g
resulta
2
T = 27/ —
Vo3
= 2.84s
y entonces la frecuencia es
1
f= T = 0.352 osc/s
A

EJERrcicio 1.10 Utilizando las leyes de Kepler, discuta la existencia del pla-
neta X, hipotético planeta tqual a la Tierra, en su misma orbita eliptica en
torno al Sol, pero que permanece siempre oculto detrds del Sol y por eso no
ha sido observado.

Solucién. No es posible porque si en algin instante ellos estdn en linea
recta con el Sol, més tarde, el que tiene mayor rapidez, se adelantars.

A

Ejercicio 1.11 Si la distancia promedio de la Tierra al Sol es aprorimada-
mente 1,496 x 10'' m determine aproximadamente la masa del Sol.

Solucién. Suponemos que ademds se conocen otros datos tal como que
el periodo de la érbita terrestre T' = 365 x 24 x 3600s = 3.1536 x 10 s de
manera que

B Ag?
B GMsol

T2 R3 ’

entonces
472

M, = 3
! ozt
472

= 1.496 x 10'1)3
6,67259 x 10~11(3.1536 x 107)2( % )

= 1.99 x 10*kg
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A

EJjercicio 1.12 Verifigue con los datos de la tabla, el cumplimiento de la

tercera Ley de Kepler.

EJERCICIO 1.13 De acuerdo a las masas de los planetas, evalie las velocida-
des de escape desde sus superficies, comparando sus valores con los tabulados.

Solucién. De acuerdo a los datos (dos primeras columnas)

Masa kg R km
Mercurio  0,33022 x 10%* 2439,7
Venus  4,8690 x 1024 60518
Tierra 5,9742 x 10?4 6378,14
Marte 0,64191 x 10** 3397
Jupiter 1898,7 x 10%* 71492
Saturno 568,51 x 10** 60268
Urano 86,849 x 10%* 25559
Neptuno 102,44 x 10** 24764
Plutén 0,013 x 10%4 1195

Ve kms™

4,25
10,36
11,18
5,02
59,54
35,49
21,29
23,71
1,27

[2GM
Ue(M,R>: GT,

podemos calcular
Mercurio v, = 4.2501kms™!
Venus v, = 10.3619kms—!
Tierra v, = 11.1803kms~!
Marte v, = 5.021 Tkms™!
Jupiter v, = 59.533 5kms~!
Saturno v, = 35.4803kms~!
Urano v, = 21.2948km s~ *
Neptuno v, = 23.4956kms~!
Plutén v, = 1.2049kms™!

A

v. kms™! calculada
4.2501

10.3619

11.1803

5.0217

59.5335

35.4803

21.2948

23.4956

1.2049

EJjErCICIO 1.14 De acuerdo a las masas de los planetas y sus radios, evalie
la aceleracion de gravedad en sus superficies, comparando sus valores con los

tabulados.



Solucién. La aceleracién de gravedad es la fuerza gravitacional dividida
por la masa es decir
~ GMp
donde Rp y Mp son el radio y la masa del planeta.
Mercurio Venus Tierra  Marte
Masax107%" g 0.33022  4.8690 5.9742  0.64191
Gravedad en la superficie cms™2 370 887 980 371
Radio medio ecuatorial (Km) 2,439.7 6,051.8 6,378.14 3,397
Jupiter Saturno Urano Neptuno Plutén
1,898.7 568.51  86.849  102.44 0.013
2312 896 869 1100 81
71,492 60,268 25,559 24,764 1,195
Calculando para el primero y el ultimo

6,67259 x 10711(0,33022 x 10*%)
IMercurio = (2,437 x 100)

3.702ms 2

370,2cms 2

6,67259 x 10711(0,013 x 10%*)
9Pluton = (1,195 x 106)2
= 0.607 ms2
= 60,7 cms?

A

EJERCICIO 1.15 Estudie si existe alguna ley que de cuenta de las distancias
de los planetas al Sol. (Por razones histdricas, considere unidades donde
la distancia Tierra Sol sea 10). Si existe alguna discontinuidad en su ley,
aventure alguna hipdtesis.

Solucién. Los datos, la primera columna de la tabla, cuando son ex-
presados tomando arbitrariamente Ry = 10, dan los valores de la segunda
columna. Esos niimeros, con imaginacién y paciencia se parecen a la secuencia
de niimeros enteros de la tercera columna, nimeros llamados de Titius-Bode.
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R km 10 x R/Ry Titius-Bode

Mercurio 57909175 3,87 4

Venus 108208930 7,23 7

Tierra 149597890 10 10

Marte 227936640 15,22 16

Jupiter 778412020 52,03 52

Saturno 1426725400 95,37 100

Urano 2870972200 191,91 196

Neptuno 4498252900 300,69 388

Con esfuerzo y algo més, se puede ver que esos nimeros corresponden a

la secuencia 4 +3 x 2" ! conn = 1,2,3,--- . Si se observa la tabla de esos
valores, se descubre que corresponderia la existencia de un planeta con n = 4

n 4+ %2”

1 7

2 10

3 16

4 28

5) 52

6 100

7 196

8 388

esto es, la secuencia predice un planeta con 10x R/ Ry = 28, entre Marte y
Jupiter, precisamente donde estd el cinturén de Asteroides. Nadie ha podido
justificar esta “ley” de modo que al parecer se trataria de una coincidencia.

A

EJERCICIO 1.16 Considere un satélite artificial en orbita ecuatorial geoes-
tacionaria, es decir que permanece siempre sobre el mismo punto de la su-
perficie terrestre. Determine entonces la altura del satélite sobre la superficie
terrestre y la rapidez de él en su orbita.

Solucién. Si 2 denota la velocidad angular terrestre esto es

21

Q=T _
51 % 3600 "4/
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o bien que el periodo de la rotacién T' =dia= 24 x 3600 = 86400,0 s, entonces
la condicion para que el satélite esté geo estacionario sera

27r
V=
pero la rapidez en 6rbita circular es
- G My
r
de modo que tenemos
2rr |G My
T r
elevando al cuadrado
Ar%r?  GMyp
T
de donde podemos despejar r
I GMT?
472
.o GMT?
472

célculos numéricos para

T = 86400,0

Myp =598 x 10*

G =6,67259 x 10~

r= {9 = 4226 x 10"m

entonces la altura sobre la superficie terrestre sera
h = T — RT

= 4.226 x 10" — 6,38 x 10°
= 3.588 x 10" m
3.588 x 10*km

[GM
v = T —3072.791 ms~! = 11062.05kmh !
T
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A

EJERCICIO 1.17 Respecto a la situacion del problema anterior, si la altura
del satélite es reductda a la mitad pasando a otra drbita circular, determine
el nimero de vueltas que da el satélite por dia en torno a la Tierra.

Solucién. Ahora la altura es la mitad, es decir

. 107
b % —1.794 % 10" m
de donde
r = 6,38 x 10%+1.794 x 107
= 2.432x10"m
r=2.432 x 107
entonces
GMry

= 4050. 569 ms

v =
r

Suponiendo que la velocidad es en el mismo sentido de la rotacién terrestre,
esto corresponde a un periodo

T = i}ﬂ — 37724.8398s

esto es en un dia el satélite da

86400,0
37724.8398

vueltas y la Tierra da una, luego relativo a la Tierra el satélite da

= 2,29

1,29
vueltas.

A

Ejercicio 1.18 Considere a una persona en el Ecuador terrestre. Producto
de la rotacion terrestre esa persona estd acelerada hacia el centro de la Tierra.
Determine la magnitud de esa aceleracion. Si la persona se para sobre una
balanza y ella tiene una masa de 80kg determine la lectura de la balanza en

kef. (1kgf =9,8N)
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Solucién. Si N es la fuerza que hace la balanza sobre la persona hacia
arriba, la segunda ley de Newton da

U2

mg— N =m—
g R
donde v es la rapidez Ecuatorial de la Tierra que puede calcularse de acuerdo
a

27TRT
v =
T

donde T es el periodo de rotacién terrestre (un dia). Asf resulta

2

v
N = mg mRT
47T2RT
= mg—m—r

y numéricamente

m = 80kg

Ry = 6,38 x 10°m

g=98ms?

N = 781.301N
781.301

9.8
= 79.72kgf.

O sea la rotacién terrestre disminuye algo el peso de la persona.

A

EJERCICIO 1.19 Determine el radio que deberia tener un planeta con la mis-
ma masa terrestre, para que la velocidad de escape en su superficie fuera la
velocidad de la luz.

Solucién. La velocidad de escape es

2G My
R

Ve =
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e igualando a ¢ = 2,99792458 x 108 ms~!

2G' My
R )

CcC =

podemos despejar

2G M
R = =5+ =00089m
= 0,89cm

(Si el radio Terrestre fuera reducido a un valor menor que ese, tendriamos
un agujero negro con la masa de la Tierra)

A

EJERcCICIO 1.20 Determine el radio que deberia tener una estrella con la
misma masa que el Sol, para que la velocidad de escape en su superficie fuera
la velocidad de la luz.

Solucién. Es igual, pero ahora Mg = 1,991 x 10%° kg obteniendo

2G'Mg

5— = 2996.339 m
c

R:

A

EJERCICIO 1.21 Determine la velocidad de rotacion que deberia tener un
planeta como la Tierra, en wvueltas por dia, para que despegdramos de la
superficie en el FEcuador.

Solucién. Como sabemos que la rapidez para érbita circular a nivel del
suelo serfa

GMr
Ry

ello da v = ,/GR—]\? = 7908.378974ms ! de modo el periodo de la rotacién
debe ser

v =

T = 27Tf‘T — 5068. 8925
lo que corresponde a
86400,0
5068.892 17.05

vueltas por dia.



15
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CAPITULO 2

Soluciones ejercicios

EJERCICIO 2.1 Demuestre las identidades

Solucién. Deben haber muchas demostraciones. La tercera es fécil pues
si ¢ es el dngulo entre @ y b

2
axb = a’’sin®¢ =

= a*h*(1 — cos? 9)
= a?b® — a*b* cos® ¢

= o —(@-b)>

La segunda, intercambiar la cruz con el punto, se demuestra asf:

=,

(@xb)-¢ =

y
@ (bx?o

(ayb, — azby)cy + (@b, — agb,)ey + (azby, — ayby)c,
Celyb, — cpaby + cya.b, — cyazb, + c.azby — c.a,b,

(byc, — byey)ag + (b.ce — bycy)ay + (bycy — bycy)a,
Celyb, — cpaby + cyab, — cyazb, + c.azby — c.a,b,
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resultan iguales. La primera es larga. Veamos la componente x de (@ x

—,

b) X ¢, esta es:

- —,

(@xb)yc, — (@ xb)c, = (ab, —azb,)c, — (azby — ayby)c, =
c.ab, — c azb, — cyazby + cyayb, = (cya, + ca,)by — (c:b, + ¢yby)a, =
(C- @ — Catiy)by — (C- b — coby)ay, = (3-@)by — (G- b)ag,

de modo que es claro que algo similar ocurre con las otras dos componen-
tes y luego

= =

(@xb)x &= (-@)b— (¢-b)a.

A

EJjERCICIO 2.2 §i los lados de un tridngulo son a, b, ¢ determine los dngulos
del tridngulo.

Solucion. Podemos obtenerlos de varias maneras, por ejemplo del teore-
ma del coseno
& =a?®+ b* — 2abcos 7,

o bien
a?+b> — 2
cosy = ——,
i 2ab
y otras dos similares
a’? + 2 — b?
cosy = ————
2ac
2 2 2
cc+b—a
CoS = —
b 2bc

A

EJERCICIO 2.3 Considere los puntos cuyas coordenadas son A = (1,1,1),
B=(1,2,1), C =(-1,2,0) determine

a) El drea del triangulo ABC.

b) Los dngulos del triangulo ABC.

¢) Las magnitudes de los lados del triangulo ABC.
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d) Las alturas del tridngulo ABC.

Solucién. Los vectores con magnitud y direccién los lados del tridngulo
pueden escribirse

s

¢ = AB=(1,2,1)—(1,1,1) = (0,1,0)

i = BC=(-1,2,0)—(1,2,1) = (-2,0,-1)

b = CA=(1,1,1)—(~1,2,0) = (2, -1,1)

de manera que

éx = (0,1,0) x (=2,0,—1) = (—1,0,2)
bx&=(2-1,1) x (0,1,0):( 1,0,2)
Gxb=(=2,0,—1) x (2,~1,1) = (~1,0,2)

entonces el drea del trlangulo es

1
A= |(—1,0, 2)| = 5\/5.

las magnitudes de los lados son
4 =10.1,0] =1
B =l2-1,1)] = V6

los dngulos estdn dados por
i _

sina =
sin 8 =
! V5

- 1
SINY = G5 T Vhve T R
las alturas del tridngulo se calculan de acuerdo a

=
ST

Sl &I&
I

_l

SRy
X

he = ‘I;‘sina:\/g,
V5
\/6’
hA = |€]sinﬁ=1.

hp = |d|siny =

A

Ejercicio 2.4 Considere un paralelégramo donde se dan tres vértices A =
(0,1,1), B=(1,0,1), C = (1,1,0).
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a) Determine el cuarto vértice.
b) Determine el drea del paraleldgramo.

¢) Determine las longitudes de las diagonales.

Solucién. Construyamos los vectores

—
AC = OC —O0A=(1,0,-1),
—_— = —

AB = OB-0A=(1,-1,0),
de manera que
— —_— —
AD=AB+ AC = (2,—-1,-1),
entonces el cuarto vértice estd en la posicién (esta es una solucién de otras

posibles)

—

— —
OD = OA + AD = (2,0,0)

El drea del paralelégramo serd
A:P@xZ@:KLLm:vﬁ

donde las longitudes de las diagonales seran

N@+@‘=thﬂzﬁy
)E—@w:mqmpﬁ.
A

EJERCICIO 2.5 Escriba la ecuacion de un plano que es perpendicular a la
direccion n = (1,—1,1)/7/3 y que pasa a distancia 3 del origen.

Solucion. La ecuacion resulta
n-r=3,

0 sea
m—y+z:3\/§.

A
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EJERCICIO 2.6 Sea una recta

= 2t+1,
= —t+2,
z = 3t—1,
siendo t un pardmetro. Determine su distancia al origen.

Solucién. La distancia de un punto arbitrario de la recta al origen es

d= /22 +y?+ 22,

esto es

d=/(2t +1)2 + (=t +2)2 + (3t — 1)2 = V14t — 6t + 6.

La cantidad subradical, polinomio de segundo grado, tiene un minimo justo
en el punto medio entre sus dos raices que son

t = 1—34 + %i\/g, ty = 1—“1 — %z\/g y el punto medio es
1,6 3
BPATURETS
y para ese valor d es la distancia de la recta al origen, cuyo valor resulta

d = %\/zﬁ: 2.315,

A

EJERCICIO 2.7 Sean d = (1,1,0), b= (—1,1,1) dos vectores. Determine la
ecuacion de un plano que pase por el origen y que contenga los vectores a y

b.
Solucién. Si los dos vectores @ y b estdn sobre el plano, entonces un
vector normal al plano es N = @ x b. Calculando resulta

N =(1,1,0) x (=1,1,1) = (1,-1,2).
La ecuacién del plano es, en general

—

7 - N = constante,



22 Soluciones ejercicios

y si pasa por el origen

—

7N =0.

Calculando (z,y,z2) - (1,—1,2) = z — y + 2z de modo que la ecuacién del
plano es
r—y+22=0.

A

EJERCICIO 2.8 Determine el drea de un tridngulo en funcion solamente de
sus lados a, b y c.

Solucién. En principio el drea del tridngulo puede ser escrita de muchas
maneras, por ejemplo

Sl
X
S

— —absi
5absiny,

bxcl= §bcsinoz,

NN NN I NN

oy

T
X d| = =casin 3,
pero la tarea es eliminar los dngulos. Para ello considere

¢ =acosf + bcosa.

Expresando los “cosenos” en términos de los “senos” se obtiene

P =/ca? — (2A)2 + /D22 — (2A)2,

y el resto es dlgebra. Para despejar A
(2= /c2a? — (2A)%)? = * =2\ /(c2a? — 4A2)? + Pa® — 4 A% = V?® — 4A?
de donde
A +a? — b = 2\/(2a? — 4A?)
(2 +a% —1*)? =4(Pa® — 4A?)
164% = 42a’>—(P+a*—b*) > = (a+b—c)(a+b+c)(c—a+b) (c+a—1D)

o bien
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y finalmente

A:i\/(a—i—b—c)(a—l—b—l—c)(c—a+b)(c+a—b).

Intente otro camino.

A

Ejercicio 2.9 Con relacion a la figura, demuestre que si Fy = —F5 enton-
ces:

F1XF1—|—F2XF2:0.

T

-

Solucién. Podemos escribir
Fl X F1 + FQ X F2 =
7?1 X Fl — 772 X Fl =
(FI_F2>XF1 = 0,
porque Fj es paralela a (7 — 7).

A

EJERCICIO 2.10 Desde una determinada posicidn en un camino, una per-
sona observa la parte mas alta de una torre de alta tension con un dngulo
de elevacion de 25°. Si avanza 45 m en linea recta hacia la base de la torre,
divisa la parte mds alta con un dngulo de elevacion de 55°. Considerando que
la vista del observador estd a 1,70m. Encuentre la altura h de la torre.

Solucién. Sea d la distancia del punto m&s cercano a la torre, entonces
tenemos
d
— = cotHd,
h

d + 45
h

= cot 25,
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Figura 2.1:

restando
45
= = cot 25 — cot HH

de donde
45

h= cot 25 — cot 55

y numéricamente resulta

h=31.157Tm

respecto al observador y

h = (31.157 + 1,70)
32.857m

respecto al suelo.

A

EJERCICIO 2.11 Desde un avién de reconocimiento que vuela a una altura de
2500m, el piloto observa dos embarcaciones que se encuentran en un mismo
plano vertical con dngulos de depresion de 62°24' y 37°18' respectivamente.

FEncuentre la distancia x entre las embarcaciones.

Solucién. Con decimales los dngulos son 18/60 = 0,3

62,4° y 37,3°
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N ! 2500 m

Figura 2.2:

Similarmente al problema anterior si d es la distancia horizontal entre el avién
y la embarcacién més cercana se tiene
x+d
= tan(90 — 37,3),

2500
d

2500

= tan(90 — 62,4),

y restando se obtiene
d = 2500(cot 37,3 — cot 62,4) = 1974. 751 m

A

EJERCICIO 2.12 Una persona se encuentra en la mitad de la distancia que
separa dos edificios y observa la parte mds alta de éstos con dngulos de eleva-
cion de 30° y 60° respectivamente. Demuestre la que las alturas de los edificios

estan en la relacion 1 : 3.

Solucién. Si las alturas son llamadas hy y hs tenemos que

tan30 = i,
x/2
tan60 = ﬁ,
x/2
de donde
hi  tan30  3V3

W —

hy  tan60 /3
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Iml=l=
OO0
OO0
OO0
OO0
OO0 OO0
OO0 OO0
OO0 / OO0
OO0 . K OO0
OO 300 ,/goe ==

Figura 2.3:

A

EJERCICIO 2.13 Un mdstil por efecto del viento se ha quebrado en dos partes,
la parte que quedd vertical en el piso mide 3m y la parte derribada quedd atada
al extremo superior de la parte vertical, formando un dngulo de 30° con el
piso. Encontrar la altura del mdstil.

T

3m

l 30°

Figura 2.4:

Solucion. La hipotenusa c serd dada por
3
— = q] 30 — =,
- = sin 5

de donde

c=6m,

por lo tanto la altura del méstil era

9m.
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18 cm

10 cm

Figura 2.5:

A

EJERCICIO 2.14 Una persona en su trote diario, desde su casa, corre 7km al
Norte, 2km al Oeste, Tkm al Norte y 11km al Este. Encuentre la distancia
a su casa a que se encuentra la persona .

Solucién. Sean los ejes cartesianos OX hacia el este y OY hacia el norte,
entonces el desplazamiento resultante es

7= Tj+2(—i)+7j+ 110
= 97+ 14),

y su magnitud, la distancia a la casa, es
r=+v92+ 142 = 16. 64 km.

A

EJERCICIO 2.15 Una caja tiene 16 cm de largo, 18 cm de ancho y 10 cm de
alto. Encuentre la longitud de la diagonal de la caja y el dngulo que ésta
forma con cada uno de los ejes.

Solucién. El vector que representa la diagonal es

7= 167 + 18] + 10k,
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y entonces su longitud es

r =162 + 182 4 102 = 26. 077 cm.

Los dngulos estan dados por

— A

_rr
(26.077)
16
26.077
)
26.077
18
26.077
7k
26.077
10
26,077

cosa =

cosf =

cosy =

de donde

a = 52.152°,
B = 46.349°,
v = 67.4501°.

Note que cos? o + cos? 8 + cos? v = 1.

A

EJERCICIO 2.16 Dados los vectores 1 = 3i — 2] + k, 7y = 3i — 4j — 31%,
T3 = —1 + 2] + 2k, hallar los mddulos de:

CL) F3
b) ™+ 7o+ 7T
C) 27?1—37?2"‘57?3

Respuestas: (a) 3; (b) 5,66; (c) 5,48
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EJERCICIO 2.17 Hallar un vector unitario con la direccion Y sentido de la
resultante de T + T3, con 7 = 21+ 42) — 5k, 75y =1+ 2) + 3k,

Respuesta: %i -+ gj — %l%

EJERCICIO 2.18 Demostrar que los vectores A= 3i+j—2k, B= —i+3j+4k,
C = 41— 27— 6k, pueden ser los lados de un tridngulo, y hallar las longitudes
de las medianas de dicho tridngulo.

Solucién. Si tres a, I;, y ¢ forman un tridngulo entonces debe ser
i+b+c=0,
lo cual es satisfecho por los vectores
—A ByC

Las medianas unen los puntos medios de los lados por lo tanto vectores a lo
largo de las medianas son

1. 1
0+ Z(—
1, - 13
~(-A)+ =B
2( )+2
15 145
-B+ -C

2 +2

— —

donde —A = (=3,-1,2), B = (—1,3,4), C = (4, -2, —6), luego

1 3 31
=, =2, -2), (=21 S
(2? 27 )7( ? ?3>’<272’ )

y sus longitudes son
\i+24+4=25495
VA+1+9=3.7417

V& + % +1=1.8708

A

EJERCICIO 2.19 Hallar el dngulo formado por los vectores A=2+ 2)— k,
B = 61— 3)+ 2k.
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Solucioén. Tenemos

o
o

cosa =

o

A
12-6-2 4
V949 21

(@)

de donde

a="79.017°

A

EJERCICIO 2.20 Demostrar que los vectores A=3i— 2j+/2;, B=i- 3]+ 5/2:,
C =21+ )— 4k, forman un tridngulo rectdngulo.

Solucion. Usted puede constatar que
A-B=C,
o0 sea
B+C=A,
de manera que forma un tridngulo. Adema&s calcule
A.-C=(3,-21)-(2,1,-4)) =0
luego
ALC
es decir se trata de un tridangulo rectangulo.

A

EJER_)CICIO 2.21 qulac el vector unitario perpendicular al plano formado
por A=21—6]—3k, B=41+37— k.

Solucién. Calcule

A x B =151 — 10) + 30k,
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luego un vector normal al plano es
N = 157 — 10j + 30k,
y uno unitario

157 — 10j + 30k
V152 +102 + 302
150 — 10j + 30k

35 ’
3i — 2j + 6k
—

A

N =

A~

EJERCICIO 2.22 Dados , A=2i— 3)—ky B= 1+4)— 2k determinar
a) Ax B
b) Bx A
¢) (A+ B) x (A— B)

Solucién. (2,—-3,—-1) x (1,4,—2) = (10, 3,11)
(1,4, -2) x (2,-3,—1) = (=10, -3, —11)
(A+ B)x(A-—B)=—-AXxB+BxA=2Bx A= (-20,—-6,-22).

A

EJERCICIO 2.23 Hallar el drea del triangulo cuyos vértices son P(1,3,2),
Q(2,-1,1), R(1,2,3).

Solucion. Dos lados del triangulo pueden ser representados por los vec-
tores

S &l

luego

y el drea serd
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A

EJjERrCICIO 2.24 Hallar los dngulos agudos formados por la recta que une los
puntos (1,—3,2) y (3, —5,1) con los ejes coordenados.

Solucién. Un vector a lo largo de la recta es
A=(1,-3,2)—(3,-5,1) = (—2,2,1)

luego los dngulos que ese vector forma con los eje estdan dados por

CoOsa = ig_ﬁ
= T

A =2

cosf = ‘7_, = —
A‘ 3

E-A 1

cosy = — ==
A 3

de donde los dngulos agudos son: (tome los valores absolutos del coseno) 48.
190°, 48.190° y 70.531°.

>

EJERCICIO 2.25 Hallar los cosenos directores de la recta que pasa por los
puntos (3,2, —4) y (1,—-1,2).

Solucién. Similarmente al problema anterior

—

A=(3,2,-4)—(1,-1,2) = (2,3,-6)

de donde
cosa = iff_g
— v ==
cosB = ]'_f4:§
A 7
cosy = l%ff_—_6
Y= 1 ==
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—

o si tomamos —A

2
cosa = —z
cosff = —

6
cosy = =

A

EJERCICIO 2.26 Dos lados de un tridngulo son los vectores A=3i+ 6)— 2k
y B =41 — )+ 3k. Hallar los dngulos del triangulo.

Solucién. El otro lado puede escribirse

—

C=A—B=—i+7)—5k,

y calculamos

A-B = 0
B-C = —2
A.C = 49
Al =7
Bl = V26

Cl = 5V3

luego los dangulos son 90°, 53.929° y 36.071°

A

EJERCICIO 2.27 Las diagonales de un paralelogramo son A=3i— 47 — k Yy
B =21+ 3) — 6k . Demostrar que dicho paralelogramo es un rombo y hallar
sus dngulos y la longitud de sus lados.

Solucién. En términos de los lados @ y b se tiene

+

QL o
o o
Selie
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entonces
. 1 - = 1
i = —(A+B)==(5i—]—Tk),
2 2
— 1 — — 1 N A~
entonces 5
a = [o) = 5 V3.

por lo tanto es un rombo y

mﬂr_a5_5+7—35__§
a4
de donde los dngulos son 108.11° y 71.894°.

A

EJERCICIO 2.28 Hallar la proyeccion del vector 2i — 3] + 6k sobre el vector
1+ 27+ 2k .
Solucién.
(20 — 3j + 6k) - (2 + 2] + 2k)

‘i+2j+2]%‘
_2-6+12 8
Viti+4 3
A

EJERCICIO 2.29 Hallar la proyeccion del vector 47 — 3j+/% sobre la recta que
pasa por los puntos (2,3, —1) y (—2,—4,3).
Solucién. Un vector sobre la recta es
(2,3,—1) — (—2,-4,3) = (4,7, —4)
luego la proyeccion es
(4,7,—4) - (4,-3,1)
(4,7, —4)|
9
g —_—_— = —1,
9
de manera que la magnitud de la proyeccién es 1.
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A

EJERCICIO 2.30 Si A = 4 —J+3ky Bz = —21+ ) — 2k , hallar un vector
unitario perpendicular al plano de A y B.
Solucién. L
) Ax B
n=t+———r,
Ax B

donde (4,—1,3) x (=2,1,-2) = (—1,2,2) por lo tanto

(—1,2,2)

5 — +
n 3 s

A

Ejercicio 2.31 Demostrar que A = %, B = ”2?2]“, Y C:%;jf% son

vectores unitarios mutuamente perpendiculares.

Solucién. Calculando
A
A-B = A-C
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CAPITULO 3

Soluciones ejercicios

EJERCICIO 3.1 Las cuatro fuerzas concurrentes mostradas en la figura tienen
una resultante iqual a cero. Si ﬁB‘ = 800N, ‘ﬁc’ = 1000N vy ‘ﬁp‘ = 800N
determine la magnitud de Fu y el dngulo a.

Y
A F,
Fo
/700 30°
B 200 ¢
Lo
F
F, °

Solucién. Las componentes de la fuerza son

ZF"” = Focos30+ Fpcos20 — Fgcos70 — Fycosa =0,
> F, = Fcsin30 — Fpsin20 + Fgsin70 — Fysina =0,

0 bien

Facosa 1000 cos 30 + 800 cos 20 — 800 cos 70 = 1344. 163,

Fysina 1000 sin 30 — 800 sin 20 4 800 sin 70 = 978. 138,



38 Soluciones ejercicios

entonces

F4 = V/1344.163% + 978. 1382 = 1662. 386 N

978.138
tana = m = 0,727

a = 36,04°

A

EJERrRCICIO 3.2 Las magnitudes de las fuerzas que actian sobre el soporte
son, figura, ‘F:‘ = ‘ﬁg‘ = 100N. El soporte fallard si la magnitud de la
fuerza resultante que actia sobre él excede 150 N. Determine el intervalo de
valores aceptables  para el dngulo .

Solucién. La magnitud de la fuerza resultante puede escribirse

F = \/(Fy+ Ficosa)? + (Fysina)?
= /(P2 +2RF cosa + FY)

pero Fy; = F5 entonces
F=F+v2+2cos«
o bien

F = 2Ficosa/2
= 200cos /2 < 150,
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O sea

922
cosa/2 < 7
de modo que (limitando el problema hasta 90°)

90° > a > 82.819°

y simétricamente hacia abajo.

A

EJERCICIO 3.3 Tres fuerzas actian sobre la esfera mostrada en la figura. La
magnitud de Fg es de 60N vy la resultante de las tres es igual a cero Deter-
mine las magnitudes de F4 y F.

nl
(]

Solucién. Aqui

ZFI — —Focos30+ Fy =0,

Y F, = Fosin30—Fp=0
= Fesin30 —60 =0,

Entonces
Fe = 120N
Fy = 120cos30
= 60vV3N

A
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Ejercicio 3.4 Cuatro fuerzas actian sobre una viga como se indica en la

figura. La resultante de las cuatro fuerzas es cero y ademds F B‘ = 10000 N,
‘FC = 5000 N. Determine las magnitudes de FA Y ﬁD.
P
............ o @ <

il
o

-n
w

Solucién. Para los ejes OX horizontal y OY vertical se tiene

Fycos30 — Fp =
FASin30—FB+FC = 0,

0 sea
Facos30—Fp = 0,
F4 sin 30 — 10000 + 5000 = 0,
de donde
5000
Fy = = 10000 N
A sin 30 ’

Fp = Fj4cos30 = 5000v3N.

A

EJERCICIO 3.5 Seis fuerzas actian sobre una viga que forma parte de la es-
tructura de un edificio, como se indica en la figura, en los extremos, punto
medio y a un cuarto de la longitud de la viga. Se sabe que la resultante de

ﬁB‘ - ’ﬁE — 5kN, )ﬁc — 4N, ‘F},’ — 2KN.
Determine las magnitudes de Ian Y Fy..

todas ellas es cero y que




>
!

70° 40° 40°

50°

Solucién. Similarmente

—F4,cos70 — Fecos40 + Fpcos40 + Fgcosb0 = 0,
Fasin70 + Fesind0 — Fg + Fpsind0 — Fg + Fgsinb0 = 0,

y numéricamente

—F4co870 4+ Fgcosb0) = 2cos40,
Fasin70 + Fsinb0 = 10 — 6sin40,

de donde se resuelve

7 10cos 70 — 6 cos 70sin 40 + 2 cos 40sin 70
G f—

=4.0886 kN
cos 30
Py = 10 cos 50 — 6 sin 40 cos 50 — 2 cos 40 sin 50 3904 kN
cos 30
A

EJERCICIO 3.6 Los cables A, By C, figura, ayudan a soportar una columna
de una estructura. Las magnitudes de las tensiones en los cables son iquales

’ﬁA‘ = ﬁE‘ = ’ﬁc‘ y se sabe ademds que la magnitud de la resultantes es
200kN. Determine la magnitud de Fy.
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—— im——Pe—— Am———P¢—— dm—>
Solucién. Llamando «, (3, v los dngulos que forman los cable con la
horizontal, y T" a la tension, se tiene que

F, = T(cosa+ cosf + cosvy),
F, = T(sina+sinf +sinvy),

siendo la resultante

T/ (cosa + cos 8 4 cos )2 + (sin o + sin 5 + siny)2 = 200,

y los dngulos estdn dados por

4 ) 6
cosq = ——, sina = ——
V4?2 + 62 4% 4 62
cosf = 8 sinﬁ—L
V82 + 62 V82 + 62
12 6
cosy = =

2 gy —
Jizre T e

de donde se obtiene
T = 68.238kN

A

EjERrcCICIO 3.7 Se tiene una fuerza F = 6007 — 7007 + 600k N. Determine
los dangulos entre el vector F' y los ejes coordenados positivos.
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Solucién. Llamando «, 3, v los dngulos se tiene que

osa — Fi 600 6
Fl /6002 +700% 46002 11’
F.j —700 7
cosff = — = = ——,
Fl /6002 + 7002 + 6002 11
o — Fk 600 6
K Fl /6002 +7002 + 6002 11

de donde

a = 7=0>56.944°,
g = 129.521°
A

EJERCICIO 3.8 La torre de 70m de altura que se muestra en la figura estd
soportada por tres cables que ejercen sobre ella las fuerzas ﬁAB, ﬁAc Yy ﬁAD .
La magnitud de cada una de esas fuerzas es de 2kN. FExprese vectorialmente
la fuerza resultante ejercida por los cables sobre la torre. Las coordenadas de

los apoyos son C' = (40, —40), B = (0,40) y D = (—60, —60).

J
z

A
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Solucion. Los vectores a lo largo de los cables son
— —_— =
AC = OC - 0A = (40,-40,0) — (0,0,70) = (40, —40, —70) ,

AB = OB - OA = (0,40,0) — (0,0,70) = (0,40, —70)
—
OD — OA = (—60,—60,0) — (0,0,70) = (—60, —60, —70),

|

sl

entonces la fuerza resultante es

P oo (40,40, —70)  (0,40,—-70)  (—60,—60,—70)
-~ 7 \(40,—40,-70)| * [(0,40,=70)| ~ |(—60,—60,—70)]
(40,—40,—70)  (0,40,—-70) (=60, —60, —70)
= 2 + +
90 10v/65 110
20 196 8 280 14
= (—=,— =+ —=V65,—— — —V65
( 99" 99 +65\/_’ 99 65 )
= (—0,20202, 0,987 52, —4.564 8) kN.

A

EJERCICIO 3.9 FEl cable AB mostrado en la figura ejerce una tension de mag-
nitud 32N sobre el collarin en A. FExprese vectorialmente la fuerza de tension
T.

z

v

4m
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Solucién. Necesitamos un vector a lo largo del cable. Ese vector es

AB = OB - 04,

— —

donde el vector OB = (4,0,7) y OA se puede construir asi
4,4,0) —(0,0,7
04 = (0.0,7) 46 HED =007

|(4,4,0) — (0,0,7)|

B (4,4,—-7) (887
= (0,07 +65—=(5.53)

por lo tanto

— 8 8 7
AB — (4,0,7>_ <§’§,§>

(4 8 14
- \3 3 3)’

y finalmente

N
I

50 (375:%)

P )]

EATN))
\/@

— (7.7047, —15. 409, 26. 966) .

A

EJjercicio 3.10 Determine el torque de la fuerza de 50kgf respecto a los
puntos A, By C de la figura.
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Solucién. Si el eje X estd a lo largo de la barra, Y hacia arriba y Z sale
de la figura, entonces
4 = 6ix(—507) =—300k kgfm,
I-_‘B = 67
e = (—42) x (=50)) = 200k kgf m.

A

EJERCICIO 3.11 En lafigura, la viga AB de 5m de longitud fallard si el tor-
que de la fuerza respecto al punto A excede de 10 Nm. Con esa condicion

determine la maxima magnitud que puede tener la fuerza.

F

Solucién. El torque respecto al punto A es

— -
T=AB X F,

y su magnitud es
7 = (AB)F'sin(30 — 25) = 5F'sin b,

de este modo para no exceder 10 N m debe ser

10
5sinH
A

= 22.947N.

Fz

EJERCICIO 3.12 De acuerdo a la figura, determine el torque de la fuerza de

80N respecto al punto P.
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Solucién. Su magnitud es
T = 3(80) sin(40 4 20) = 120v/3 N,
y su direccién y sentido es perpendicular a la figura y saliendo.

A

EJjercicio 3.13 Determine la magnitud del torque de la fuerza distribuida
indicada en la figura respecto al punto A y la posicion de su centro de fuerza.

10 N/m

4¢—5m —pt— 10m EEEm——

Solucién. Como se explicd, el centro de la fuerza distribuida coincide con
el centroide del rectdngulo, esto es estd ubicado a 5+ 5 = 10 m del punto A
y la magnitud del torque sera

74 = 10(100) = 1000 N'm

A

EJjERrcICIO 3.14 Determine la magnitud del torque de la fuerza distribuida
indicada en la figura respecto al punto A y la posicion de su centro de fuerza.
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10 N/m

A 4¢T T

«—3m—Ppt&—— 10m —  »

Solucién. El “drea”del trisngulo es A = 1(10 x 10) = 50N, su centroide
estd a %10 m del vértice izquierdo y luego el torque respecto al punto A tiene
magnitud

2 14

A




carituro 4

Soluciones ejercicios

EJERcCICIO 4.1 Un cuerpo homogéneo de masa M altura H y base de largo
2a, es empujado por una fuerza horizontal F aplicada en un costado a la
altura h del suelo. Si el coeficiente de roce estdtico entre el suelo y el cuerpo
es g, determine la condicion para que al romperse el equilibrio debido al
aumento de F' el cuerpo deslice o vuelque.

F

v

Solucién. Sin fuerza aplicada, la reacciéon normal puede considerarse una
fuerza distribuida homogéneamente en la base de modo que su resultante N
tiene como punto de aplicacién, el centro de la base. Sin embargo al aplicar
la fuerza F la distribucién se carga” mds a la derecha. Sea entonces x el
centro de esa fuerza, medido desde el centro de la base, tomado como origen
O. De ese modo las ecuaciones de equilibrio son

Y F = F—fs=0,
Y F, = N—Mg=0,
Y 7o = (Nz—Fh)k=0,
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siendo el eje OZ hacia afuera. De alli podemos despejar

fs = F,

N = Mgy,
_ Fh

T = T

pero hay dos limites

Js = FZpugN =pusMg,
T = 3 <

o bien
F < HJSMg>
a

F —Mg.
<h9

Si la fuerza excede primero la primera cota, el cuerpo desliza caso contrario

vuelca en otras palabras, si
a
Hs < Ea
el cuerpo deslizara al aumentar F', caso contrario volcara.

A

EJERCICIO 4.2 Una barra de masa M y de largo L se equilibra como se in-
dica en la figura. No hay roce. Determine el dngulo que hace la barra con la
horizontal cuando hay equilibrio.

Solucion. Las condiciones de equilibrio son
Y F, = N-—Rsinf=0,
ZFy = Rcos — Mg =0,

L P
Z?o = (Rd'—MgE cosf)k =0,
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siendo O el punto de contacto de la barra con la pared y d’ la distancia desde
ese punto hasta la reaccién R.Pero d’/d = sec 6, de manera que resulta

Mg
cos

L
dSGCQ—MgECOSQ =0,

y finalmente

d
0= ¢ —
COS T

y ese angulo existe si 2d € L

A

EJERCICIO 4.3 Una barra de largo L = 6 m y de peso W = 20N estd articu-
lada en su extremo izquierdo a un punto fijo O, apoyada en un soporte liso

en A y cargada por dos fuerzas como se indica en la figura
10N 10N

2m 2m 2m

a) Determine la reaccién vertical en la articulacion.

b) Determine la reaccién vertical en el soporte.

Solucién. Si N y R indican las reacciones en la articulacién y el soporte
(obviamente su componente vertical), entonces

S F, = N+R-10-10-20=0,
Y 7o = (Rx4-10x2—10x6—20 x 3)k =0,
de la segunda

R=35N,

y de la primera
N=40-35=5N
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A

EJjercicio 4.4 Una ldmina de peso W en forma de tridngulo equildtero de
lado a, puede moverse en un plano vertical estando el vértice A articulado a
un punto fijo. Si al vértice C se le aplica una fuerza vertical hacia arriba de
magnitud F, determine el dngulo 0 que hace la arista AC con la vertical en
la situacion de equilibrio.

Solucion. La distancia de un vértice al centro de masa es
a
)
V3

Calculando el torque respecto al punto A, positivos en el sentido de las agujas
del reloj, tenemos

d:

T4 = Fasinf — W% sin(f + 30) = 0,

de manera que el dngulo queda determinado por

Fsinf = W sin(# + 30),

V3

de donde
V3

1
tan@ = gWﬂ

A

EJERCICIO 4.5 Considere el sistema de la figura sin roce, determine la fuer-
za F' necesaria para sostener el peso W.
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Solucién. La tension en la cuerda es T y el peso W estd equilibrado por
2T, es decir

2T — W =0,
de donde -
F=T=—.
2
A

EJERCICIO 4.6 Para el sistema de la figura sin roce, determine la fuerza F
necesaria para sostener el peso W.

Solucién. Andlogamente

de donde
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A

EJERCICIO 4.7 Para el sistema de la figura, no hay roce. Determine la fuer-
za F' necesaria para sostener el peso W'.

w
Solucién. Similarmente
3I'—-W =0.
de donde -
F=T= 3
A

EJERCICIO 4.8 En el sistema indicado en la figura, no hay roce y las poleas

son livianas. Determine la magnitud de la fuerza F necesaria para sostener
el peso W.

Solucién. Ahora

AT —W =0,
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de donde

EJERrCICIO 4.9 Tres esferas iguales de radio R estdn sobre un plano horizon-
tal suave, en contacto entre ellas de modo que sus centros forman un tridngulo
equildtero de arista 2R. A la altura de un radio, el conjunto se abraza por
una cuerda inextensible que las sostiene. Una cuarta esfera se coloca sobre el
centro del conjunto. Determine la tension que se desarrolla en la cuerda.

Solucién. Las los centros de las cuatro esferas forman una pirdmide equi-
ldtera de arista 2R.

La altura de una pirdamide equildtera de arista a es

2
h=ay/=
aﬁ

luego el dngulo que forma una arista lateral con la vertical estd dado por

cos g = \/g

Si N es la reacciéon normal de contacto con la esfera superior tenemos que
3N cosp =W,
de donde
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La componente horizontal de esta fuerza es

H:Nsin(b:i\/l—g:lW\/i
3\/§ 3 6

La situacién para una esfera en el suelo es como se indica en la

figura de manera que

2T cos30 = H = %VV\/§7

1. [2

T=-W,/=.
e
A

de donde

EJERCICIO 4.10 El bloque de la figura tiene masa M 1y el coeficiente de roce
estdtico con el suelo es jug = 0,5, las longitudes indicadas son 2a = 1m,

H =2m, h = 1,5m. Determine qué sucede al aumentar la fuerza aplicada
F.

2a

Solucién. De acuerdo al problema (4.1) si
L@
/’LS h )

el cuerpo deslizard al aumentar F', caso contrario volcard. En este caso pg =
0,5y a/h=0,5/1,5=0,333de modo que el cuerpo volcara.
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A

Ejercicio 4.11 La barra OP de masa m y largo 2a esta articulada en un
punto fijo O, sostenida por una cuerda amarrada al punto fijo Q a distancia
a de O, y al extremo P de la barra, como se indica en la figura. En el extremo

P, cuelga una masa M.
-

2a

f )

Determine la tension en la cuerda QP y la reaccion en O.

Solucién. Sea T la tensién de la cuerda V', H las componentes vertical
y horizontal de la reaccién en O. Entonces

ZF‘” = H —Tcosf =0,
ZFy = V+Tsinf —Mg—mg=0,
ZFO — (2aTsin0 — mga — Mg2a)k = 0.

Siendo 5 .
cosf = —, sinf = —.

V5 V5

+2M
mT\/gg,

De la tercera
T —

H = Tcosh=(m+2M)g,

V. = Mg+mg—Tsin6
m+2M 1
= Mg+mg———F—g=5myg
2 2
A

EJERCICIO 4.12 Dos barras de masa M y largo 2a estan articuladas en pun-
tos fijos O y Q separados una distancia 2b a la vez que estdn articuladas en
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P. Determine las reacciones en las articulaciones O, Py Q.

Solucién. Por razones de simetria, la fuerza de interaccién entre las dos
barras en P sélo puede tener componente horizontal. (Nada distingue la barra
derecha de la izquierda). Sea Hp esa reaccién hacia la derecha sobre la barra
OP y Hp, Vp las componentes de la reaccién en O.

Entonces

Vo—Mg = 0,
Ho+ Hp = 0,
ZFO — (=Mgacos+ Hp2asin )k = 0.

De la tercera

M
Hp——gcotH,
2
donde cos § = b/2a entonces
o - Mg b
T2 Ve
VO = Mg?
.- _Mg b
© 2 ia2— 02
A

EJjERrCICIO 4.13 Dos barras de masa M y largo 2a estdn articuladas en pun-
tos fijos O y Q a la vez que estdan articuladas entre si en P, como se indica
en la figura. Determine las reacciones en O y en Q.
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2a

Solucion.

.

Ve

La barra OP estd sometida solamente a fuerzas verticales, luego
Vo+Vp—Mg=0.

Para la barra O P,tenemos
Vo—Mg—Vp=0,

y torque respecto al punto O

b
—Mg§ - Vpb = O,
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de donde despejamos

M

Vo= 50
Mg Mg
Vo = Mg——2==—"2
o 9= 5
Mg 3Mg
Vo = Mg+—2="
Q g+ 5 5

A

EJERCICIO 4.14 La barra de la figura de masa M y largo 2a estd en equilibrio
apoyada sobre una pared vertical lisa y sostenida por un extremo mediante
un hilo de largo b. Determine los posibles dngulos 0 de equilibrio.

2a
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Solucién.

Mg

Tenemos

N —Tsing = 0,
Tcosp—Mg = 0,
Mgasin — T2asin(0 —¢) = 0,

ademads de una relaciéon geométrica
. a .
sin ¢ = 0 sin 6.

De la segunda y la tercera

sin(f — ¢)

inf — 2
sin cos o

:()7

—sinfcos¢ + 2cosfsing = 0,

2
sinfcos¢p = 20080% sin 0
de donde una solucién es sinff =0 — 0 = 0, § = 7. La otra sigue de

4
cos ¢ = %L cos b,



62 Soluciones ejercicios

eliminando ¢

1 = 4b—C;2 sin® 0 + %32 cos® 0,
1-— 46—622 = 112932 cos® 0,
b? — 4a?
cosf = T

esta solucién existe si b > 2a y
b’ —4a® < 12d%,

b < Aa.
A

EJERCICIO 4.15 La figura muestra una barra homogénea OC' de largo L =
1m y masa M = 12kg, pivoteada en O y en el otro extremo ligada a una
cuerda BC. En el extremo C de la barra cuelga un peso W = 60N por me-
dio de una cuerda CD. Determinar (a) La tension en la cuerda CD. (b) La

tension en la cuerda BC. (¢) La reaccion R en el extremo O de la barra. (R:
(a) 60N, (b) 120N, (c) (103,9;120)N)

Solucién.
Y F, = Ro, —Tcos30 =0,
Y F, = Ro,+Tsin30—Mg—W =0,

L ~ —
Z?O = (TLsin60 — MgE cos 30 — W Lcos30)k = 0.
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De aqui despejamos

1

= 120N,

Ro, = —Tsin30+ Mg+ W

Y

= 120N
Ro = Tcos30=103.9N

T

A

EJERCICIO 4.16 La figura nuestra una barra delgada y homogénea AB de
largo L = 2m y de masa M = 12kg, la cual se encuentra pivoteada (articu-
lada) en el extremo A. Sobre la barra en el punto C, se encuentra adherida
una particula de masa m = 1kg. La barra se encuentra en equilibrio estdtico
cuando se le aplica una fuerza de magnitud F' en el extremo B perpendicular
a la barra. Determine (a) La magnitud de la fuerza aplicada. (b)La reaccion
que ejerce la articulacion sobre la barra. (c) La reaccion que ejerce la barra
sobre la articulacion.

«Qy

L/3

53°

Solucion.

Y F, = Ra, —Fcos37T=0,
Y F, = Ra, —Mg—mg+ Fsin37 =0,

L 2L ~ —
Z?A = (FL- Mg§ cos h3 — mg? cosb3)k = 0.
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De aqui despejamos (usando g = 10 ms™2)

1 2
F = Mg§ cos 53 + mgg cos 53 = 40.12N,
Ry, Fcos37=32.04N,
Ry, = Mg+ mg— Fsin37 =105.85N.

Y

A

EJERCICIO 4.17 FEl sistema de la figura estd en equilibrio. Si la barra es de
longitud L, de masa M = 8kg y la masa m es m = 10kg y AB = L/3
determine (a) La tension T. (b) La tension Ty. (c¢) La reaccion en el pivote

A.

Qy

YA

B T1
370 X

N
Solucidén. Sea T la tension del hilo que la sostiene. Tenemos que

Y F. = Ra, —Tsin37=0,

Y F, = Ra, —Mg—mg+Tcos37 =0,
) L L L
ZTA - <T§ — MgE cos 37 — mgL cos 37)k = 0.

Despejando

3
T = Mg§ cos 37 + 3mg cos 37 = 335.43 N,

Ry, = Tsin37 =201.86N,
R4 Mg+ mg— T cos37 = —87.88N.
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A

EJjERCICIO 4.18 Una viga de masa m = 6kg y largo L = 20m estd someti-
da a una carga distribuida y a una tension como se indica en la figura. La
distribucion de carga es lineal con un mdzimo de 24Nm™'. Determine (a)
La reaccion en A. (b) La tension en la cuerda. (R: (a) (—58,8;53,6)N. (b)
98N.)

24 N/m

Q)

A 53° B X
) —>
T

1 T [l 1
—— 6m——Pe¢—— 6m ——P4—3M —Pe——5m —P,

Solucién. La fuerza distribuida tiene magnitud total %24 Xx6=T2Ny
estd aplicada a distancia x = 6 + 2 = 8 m del punto A. Luego

ZFx = Ry, +Tcosb3 =0,
N F, = Ra, —mg—T72+Tsin53=0,
S 74 = (15Tsin53 — 10mg — 72 x 8)k = 0.

Despejando
10 x6x 10472 %8
15sin 53 98.167
Ry, = —Tcosb3 = —-59.079N
Ry, mg + 72 —Tsinb3 =53.6N

A

EJERCICIO 4.19 La figura muestra un sistema en equilibrio, donde la barra
tiene masa despreciable, la distribucion de carga aplicada es lineal con un
mdzimo de 100 Nm™'. Determine la masa del cuerpo colgante. (R: 20kg)
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v 100 N/'m .

A s
)

|
«—2M —pe—— 6m —>

Solucion. La tension 7; se relaciona con la masa colgante de acuerdo a

T3sin53 —mg = 0,
T5cosb3 -1 = 0,
de donde
_mgcosbH3
~ sinb3

La fuerza distribuida equivale a una resultante de magnitud 100x6/2 = 300 N
ubicada a distancia 2 —I—g = 4m del extremo A. Luego, momentando respecto
a ese punto

T

D Fa=(-300 x4+ T x 8)k =0,

luego

y finalmente

mg cos b3

150
sin 53 ’
m = 15tanb3 = 19.9kg

A

EJERCICIO 4.20 La placa de la figura pesa 90N y estd sostenida por el sis-
tema de cables y poleas ideales. (sin masa y sin roce). Si la placa estd en
equiltbrio en forma horizontal, determine
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a) La tension en el cable que pasa por la polea A.

b) La tension en el cable que pasa por la polea B.

Solucién. Si llamamos Ty y Tp las tensiones en las cuerdas A y B,
tenemos para el equilibrio de la placa

Ty +1T5 =90
y para el equilibrio de la polea inferior (supuesta liviana)

Ty =2Tg

o

A
B

de aqui se despejan
Tg = 30N
Ty = 60N

A

EJERCICIO 4.21 Las cinco cuerdas del sistema de la figura pueden soportar
una tension mdxima de 1500 N sin cortarse. Determine el peso mdximo de
la placa que puede ser soportada. (respuesta W = 2625N)
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Solucién. Indiquemos las tensiones como en la siguiente figura.

Para los equilibrios de las poleas, desde la izquierda hacia la derecha tenemos

2I -1, = 0
T1 - 2T3 — O
23 -1, = 0

y para la placa
T2+T3+T4—W:O.

Tenemos cuatro ecuaciones para las cuatro tensiones que resolvemos

T, = 21
1

T3 - 5 T1

T, = T

que reemplazamos en la cuarta

1
2T1+§T1+T1:W

de donde 5
T, = ?W
y luego
4
T2 = ?W
1
T3 = =W
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la mayor es T que no puede exceder 1500 N por lo tanto

4
—W = 1500
7
con solucién
W =2625,0N
A

EJERCICIO 4.22 La placa liviana de la figura de longitud 9 m estd soportando
una fuerza distribuida en forma lineal con un mdximo de 600 Nm™!. Deter-

mine las reacciones verticales en los soportes A y B.
600 N/m .

Solucién. La fuerza distribuida equivale (el drea) a una fuerza de mag-
nitud

1
F = 5600 X 6 =1800N

ubicada a distancia desde el punto A

x:3+g:5m.

Si llamamos R4 y Rp las fuerzas de reaccién verticales, la condicién de
equilibrio serd

Y F, = Ra+Rp—1800=0
ZFA = Rpx9—1800x5=0

de donde
~ 1800 x 5

Rp 9

= 1000 N

R4 = 800N.
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A

EJERCICIO 4.23 La placa de la figura de longitud 16 m y de masa 2kg estd
soportando dos fuerzas distribuidas en forma lineal con mdximos de 50 Nm™!
ademdas de dos fuerzas hacia abajo de magnitudes F; = 600N y F, = 400 N.

Determine las reacciones verticales en los soportes A y B.
50 N/m

(D) ]

=i (o

A
4¢— 5m—P¢——6m———P¢—— 5m —>»

Solucion. Podemos considerar separadamente dos tridngulos que corres-
ponden a dos fuerzas

1 5
Fizquiersa = 55x50 = 125N, &y = —2m,

1 6
Fderecha = 56 x 50 = 150 N, To = g m

donde medimos las coordenadas X con origen en A. Si llamamos R4 y Rp
las fuerzas de reaccién verticales, la condicién de equilibrio serd

ZFy = Ra+ Rp—600— 400 — 125 — 150 — 20 = 0,
ZFA - RBx11—4OO><11—600><6—15O><g+125><§—20><3:(),

de donde

Ry = TAL.06N,
Ra = 553.94N.

A

EJERCICIO 4.24 La figura muestra un plano inclinado rugoso que forma un
dngulo de 37° con la horizontal y dos bloques A y B en reposo, unidos por
una cuerda inextensible y de masa despreciable. Si la masa del cuerpo A es
ma = 3kg y el coeficiente de roce estdtico es pg = 0,2, determine
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i) Los valores mdzimos y minimos de mp compatibles con el equilibrio.

i1) El valor de la tension de la cuerda en los dos casos anteriores.

My

«l

37°

Solucién. Los diagramas de cuerpo libre para bloque a punto de subir
(a) y a punto de bajar (b) son
(a)

ma9

Para el caso (a), sumamos fuerzas a lo largo del plano y perpendiculares a el
resultando

T —magsin37—f = 0,
N —mygcos37 = 0,

y para el bloque que cuelga
T—m BY = 0,
donde en la situacién de a punto de deslizar tenemos

f=nsN
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y eliminando 7'y f se obtiene
mpg —magsin37 — pgmag cos 37 = 0, ((a))

y para el segundo caso se tendra un cambio de signo en el sentido de la fuerza
de roce, es decir

mpg — magsin37 + prgmag cos 37 = 0, ((b))
y de aqui despejamos la maxima
mp = ma(sin37 + pgcos37) = 2.2846 N, ((a))

y la minima

mp = ma(sin37 — g cos37) = 1.326 3N, ((b))

siendo las tensiones
T = mpgg,

que usted puede calcular en cada caso.

A

EJERCICIO 4.25 Tres cuerpos de masa ma = 3kg, mp = 2kg y mg = 1kg
se encuentran en reposo como muestra la figura, de tal forma que cualquier
pequena perturbacion haria que el cuerpo A subiera por el plano. Las cuerdas
que unen los cuerpos son inextensibles y de masa despreciable. Se pide

mA B mB

a) El diagrama de fuerzas que actian sobre ma.

b) El coeficiente de roce estdtico entre my y la superficie.
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c) Las tensiones en las cuerdas.

Solucién. La siguiente figura ilustra el diagrama de fuerzas que actian
sobre todos los cuerpos

y las condiciones de equilibrio para cada cuerpo son

T —magsina — ugN =

N —magcosa =
mBg+TB—T =
meg—1Tp =

o oo o

Y

si reemplazamos N y sumamos las primera, tercera y cuarta se obtiene
mpg +mcg —magsina — pugmagcosa = 0,

de donde despejamos

mp+mg—masina 1 —sina

s = =
M4 COS (¢ COS «

También podemos despejar las tensiones, usando ¢ = 10ms—2

T = meg= 10N,
T = (mp+me)g=30N.

A
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EJeERCICIO 4.26 Un objeto homogéneo en forma de paralelepipedo de altura
a y de ancho b estd en reposo soportado por dos patitas de masa despreciable
en uno y otro extremo como se indica en la figura. Si se aplica una fuerza
horizontal T' a altura a/2 determine el valor mdazimo de pg tal que al rom-
perse el equilibrio aumentando T, el cuerpo deslice sin volcar. (respuesta:

s =b/a) X

Ialz T
a _>
Solucién. El diagrama de cuerpo libre es
b
al2 T
L
<—TA l ;5
1 fz
N, N,

ZFX = T—-fi—f=0,
Y B = Ni+Ny— Mg=0,

b
Yy = T%+N1b—Mg§:0.

Para que el cuerpo esté a punto de deslizar sin volcar, debe ser

fl = IUSNla
f2 = NSN%
N1 > 0.
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Entonces
T=fi+ fo=ps(Ni+ Np) = psMg,

que reemplazamos en la tercera resultando

a b
psMg= + Nib— Mg— =0,

2 2
o bien
b a
Nib = Mg§ - M5M9§ >0,
0 sea
- b
Hs a7
de modo que el maximo serd
Hs = .

EJERCICIO 4.27 Se tiene un sistema formado por una barra uniforme de 6 m
de longitud, de masa 100kg articulada en el punto A a un mdstil vertical.
En el extremo B de la barra cuelga un cuerpo de masa 400kg. La barra estd
sostenida por un cable inextensible atado a los puntos C' sobre la barra a dis-
tancia 1,5 m del extremo B y D sobre el mdstil, de tal modo que el triangulo

ACD es equildtero. Determine
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a) La magnitud de la tension del cable CD.
b) Las componentes de la fuerza que hace el pivote en A sobre la barra.

c) El torque ejercido por la tension del cable sobre el mastil, respecto al
punto A.

Solucion. El diagrama de cuerpos libres es

m

y las condiciones de equilibrio seran

T —mg = 0
H—Tcos30 = 0
V+Tsin30 - Mg = 0,
0

AB
MQT cos30 +T" x ABcos30 — T x AC'sin60 =

De acuerdo a los datos

AB = 6m
AC = 45m.
Del sistema podemos despejar
B AB
V. = Mg—Tsin30 =—-2000N, (b))

H = Tcos30=5196.2N,

y el torque es . R X
'y =T x AC'sin 60k = 22863k N m. ((c))



7

A

EJERCICIO 4.28 Se ata un cuerpo de 200N de peso al punto medio de una
cuerda y dos personas tiran de la misma manera de sus extremos de tal mo-
do que el cuerpo queda suspendido como se indica en la figura. Determine la

fuerza de tension que deben ejercer las personas.
F F

10° 10°

«al

Solucién. Es muy directo

2Fsin10 =W,
de donde

= = .8N
2sin 10 O758.8

A
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Soluciones ejercicios




CAPITULO D

Soluciones ejercicios

EJERCICIO 5.1 La compuerta de la figura tiene 2m de ancho y contiene
agua. Si el eje que soporta la compuerta que pasa por A soporta un par md-
ximo de 150 kKN m, determine la mdzima altura h que puede tener el agua.

2.8m

Solucién. El perfil de presién que actua sobre la compuerta se ilustra en
la figura que sigue
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Como conocemos las propiedades de un rectdngulo y de un tridngulo es facil
obtener

1 1
El centroide estd en posicién (medida desde la izquierda)

LA+ 24
A+ As
lLa—i-Qb
3 a-+b

o =

La presion varia de la forma
p = pghi + pgzsina,
entonces la fuerza por unidad de longitud es
pwghy + pwgzsin

siendo w el ancho de la compuerta. De manera que la fuerza resultante es
1
F = iL(pwghl + pwghy + pwgLsin «)

1
= §png(2h1 + Lsina)
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y su punto de aplicacién es

L lL(pwghl) + 2(pwghy + pwglL sin a)
¢ 3 pwghy + (pwghy + pwgL sin @)
1_3hy +2Lsina

3 2h, + Lsin o

El torque serd de magnitud

! 1 2Ls
TA = F(L—Zc):5png(2h1+LSina)(L__L3h1-I— sin a

3 2hy+ Lsina )

1 1
= 6L3gwp sin o + §L2gwph1

Nota: Vale la pena aprender a integrar pues es muy directo calcular
L
TA = / (L — z)(pwghy + pwgzsina)dz
0
1 3 . 1 2
= EL qwpsin o + §L qwphy
Numéricamente w = 2m, p = 1gem™> = 1000kgm=3, g = 10ms2,

L=+/2,12+28=3.5m, cosa =2,1/3,5 =0,6, « = 53. 13, calculamos

74 =1.1433 x 10° + 1.225 x 10%h;,

de manera que de
1.1433 x 10° + 1.225 x 10°h; = 150000, resulta h; = 0,291 18 m y luego

h=h+28=23.091m.
A

EJERCICIO 5.2 Determinese el par que se requiere hacer en A para sostener
la compuerta indicada cuyo ancho, perpendicular al papel es w = 2m.
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Solucién. Si z indica la posicién en la compuerta medida desde A hacia
abajo, entonces numéricamente ( p = 1000kgm =3, g = 10ms™2, w = 2m)

p =10000(4 + z) Nm™?
y la fuerza por unidad de longitud sera
20000(4 +z) Nm™".

Su resultante y punto de aplicacién serd calculada igual que en el problema
anterior con

1
F= 5(2)(20000 x 4 420000 x 6)
= 200000 N

y su punto de aplicacién es

1, (20000 x 4) + 2(20000 x 6)
37720000 x 4 + (20000 x 6)
1.067 m.

Zc

de modo que el torque es
74 = 200000 x 1.067 = 2.134 x 10° Nm

Note de nuevo que integrando es mucho més directo

2
/ 20000(4 + 2)zdz = 2.13 x 10°
0

A

EJERCICIO 5.3 Determine la ubicacion “y " del pivote fijo A de manera que
justo se abra cuando el agua estd como se indica en la figura.
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Solucién. Si A indica una coordenada de posicién medida desde la su-
perficie del agua hacia abajo, entonces la presién en un punto ubicado a esa
profundidad es

p = pgh,

(la presién atmosférica actia por ambos lados y se cancela). Para que la
compuerta justo se abra, el punto de aplicacién de la resultante debe estar
en el punto A. La coordenada del punto de aplicaciéon medida desde el punto
mas alto de la compuerta puede escribirse

P lL (pwghi) + 2(pwghs)
¢ 37 pwghy + (pwghs)
1 _hy+2hy

37 hy +hy

entonces
11+ 2(2)
—= =0,56
3 112 OO
por lo tanto

y=1-0,56=044m

A
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EJjERCICIO 5.4 Un bloque con una seccion transversal de drea A, altura H y
densidad p , estd en equilibrio entre dos fluidos de densidades p, y ps , con
p1 < p < py . Suponga que los fluidos no se mezclan. Determine la fuerza
de empuje sobre el blogue y encuentre la densidad del bloque en funcion de

p1 Py, Hyh

P H

(%)

Solucién. El empuje es igual al peso de la region de fluido ocupada por
el cuerpo, es decir

E = pigV1+ pgV
= p1gAh+ pgA(H — h).

Para obtener la densidad tenemos que
pgAH = p1gAh + p,g A(H — h),

O sea

Py pih + py(H — h)
H
A

EJERCICIO 5.5 Un cuerpo de material desconocido pesa 4N en el aire y
2,52 N sumergido en agua. Encuentre la densidad especifica del material.

Solucién. En aire el peso es
P = Pcy VC )
completamente sumergido

P'=pegVe — proVe,
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de manera que

5 _ ngVC _ Pc

P pcgVe —prgVe  pe—rp1
entonces
0 sea

po=2.7027gcm >

A

EJERCICIO 5.6 Una balsa de drea A, espesor h y masa 400kg flota en aguas
tranquilas con una inmersion de 5cm. Cuando se le coloca una carga sobre
ella, la inmersion es de 7,2cm. Encuentre la masa de la carga.

Solucién. Si la masa del cuerpo es M y la de la carga es m podemos
escribir

Mg = (prgA)5,
(M+m)g = (pLgA)7.2,

de donde se obtiene
M+m 72

M 5’

m = 0,44M = 176,0ke.

A

EJERCICIO 5.7 Un cuerpo homogéneo prismdatico de 20 cm de espesor 20 cm
de ancho y 40cm de longitud se mantiene en reposo sumergido en agua a
50 cm de profundidad al aplicar sobre él una tension de 50N . ;Cudnto pesa
en aire y cudl es su densidad relativa?

Solucién. La tension es el peso sumergido, es decir
P'= pegVe — prgVe =50,

pero gV = 0,2 x 0,2 x 0,4 x 10 = 0,16 de manera que

50
—p, == —3192.
Pc = PL 0.16 312.5
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de manera que
po = 1312.5kgm™?,

la densidad relativa es
Py = 1,3125,

y el peso en aire serd

P = pcgVe
= 0,16 x 1312.5=210,0N

A

EJERCICIO 5.8 ;Qué fraccion del volumen de una pieza sdlida de metal de
densidad relativa al agua 7,25 flotard sobre un mercurio de densidad relativa
13,577

Solucién. Sea m la masa de la pieza (C'). Su peso serd

W = mg.
Su volumen total sera
m
V=—,
Pc

de modo que podemos escribir el peso en términos del volumen como
W =pcVyg

Cuando una fraccién Vg del volumen queda sumergido, la fuerza de em-
puje es
E=py,gVs.

En la situacion de equilibrio el peso iguala al empuje de modo que

pcV g = pu,9Vs,
de donde
Vs _ pc _ 125

=LC — % 0534
Voo, 1357

o sea hay un 53,4 % sumergido y por lo tanto 46.6 % sobre el nivel del
Mercurio.
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A

EJERCICIO 5.9 Un tarro cilindrico de 20 cm de didametro flota en agua con
10 cm de su altura por encima del nivel del agua cuando se suspende un bloque
de hierro de 100N de peso de su fondo. Si el bloque se coloca ahora dentro
del cilindro squé parte de la altura del cilindro se encontrard por encima de

la superficie del agua? Considere la densidad del hierro 7,8 gcm™3.

Solucién. Sea H en metros, la altura del cilindro, R el radio y A la altura
por encima del nivel del agua. El volumen sumergido de cilindro serd

V =naR*(H — h).
Sean V', W' p' el volumen, peso y densidad del hierro
oMW
P9

entonces la condicién de equilibrio serd

!

W
Meg+W' = PH2097TR2(H —h)+ szng'

Cuando el bloque se coloca adentro, no estd presente el empuje sobre el
bloque de hierro de modo que

Mcg+ W' = py,ognR*(H — 1),

donde A’ es la nueva altura sobre el nivel del agua. Al igualar las dos ecua-
ciones se obtiene

W/

TR*H —h)+— = wR*H-1),
W
—h + i —H
Wo—po W
TR? gp'”

Los datos son h = 0,lm, R = 0,1m, p/ = 7800kgm=3 y W’ = 100N,
g = 10ms~2 obteniendo
1 100

0,1—
" 7(0,1)210 x 7800

h =0,059m = 6 cm
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A

EJERCICIO 5.10 Considere el sistema de la figura donde el tubo estd lleno
de aceite de densidad p = 0,85 gcm™3. Uno de los recipientes estd abierto a
la atmdsfera y el otro estd cerrado y contiene aire. Determine la presion en
los puntos A y B si la presion atmosférica es 1 atm.
A

Aire

Aceite

Solucién. Al nivel del aceite de la izquierda tenemos actuando la presién
atmosférica p, = 1atm = 101 325 Pa y se tiene
lgem™ = 1000kg m=3
Pa = pa+pghi,
pp = pa+ pghs,

con hy = 2,5m y hy = 2m. Asi calculamos

pa = 101325 —850 x 9,8 x 2.5
80500,0 Pa
= 0,79447 atm,

ps = 80500,0+ 850 x 9,8 x 2
— 97160,0 Pa
= 0,958 89 atm.
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A

EJjercicio 5.11 Con respecto a la figura, determine la presion en los puntos
A, B, y C de la figura donde el aceite tiene densidad 0,90 gcm™ y el agua
1,00 gcm™3.

Aire A Aire

¢0.3 m G

¢0.3 m

Aceite
0.6m
B
A

gua 5

Solucién. Supondremos que la presiéon atmosférica que actia sobre la
segunda columna de agua es p, = 1 atm = 101 325 Pa. Entonces

Pa = PAT Pagua X 9 X 0,6,
PB = DPa+ Pagua X 9 X 0,6,
PB = PC t Paire X g X 0,9.

Si se desprecia la densidad del aire tenemos que

pa = 101325 — 1000 x 9,8 x 0,6
— 95445Pa
v = po= 101325+ 1000 x 9.8 x 0,6
107210 Pa.

A

EJERCICIO 5.12 En una piscina se encuentra flotando una balsa que tiene
forma de un paralelepipedo de densidad relativa (al agua) de 0,3 y cuyas
dimensiones son 120 cm de largo, 100 cm de ancho y 25 cm de alto. Determine

a) La fuerza de empuje.

b) La altura medida desde el fondo de la balsa a la que se encuentra la
linea de flotacion.
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¢) El peso que deberia colocarse sobre la balsa para que esta se hundiera
6 cm mas.

Solucidn. Si la balsa flota, entonces la fuerza de empuje debe ser igual
al peso, esto es

E =pgV =300 x 9,8 x1,2x1x0,25=882,0N.
Sea h la altura sumergida. El empuje debe ademds ser igual al peso del
liquido desplazado, es decir
E = paguadVaesp,
entonces podemos igualar

300 x 9.8 x1,2x1x0,25=1000x 98 x12x1xh

de donde
_ 300 x 0,25

1000

Para que se hunda 6 cm més tenemos que agregar un peso W, donde el peso
total debe igualar al nuevo empuje, esto es

h =0,075m = 7,5 cm.

882+ W =1000 x 9,8 x 1,2 x 1 x (0,075 + 0,06) = 1587,6

de donde
W =1587,6 — 882 = 705,6 N.

A

EJERCICIO 5.13 Determine la fuerza resultante y su punto de aplicacion
debida a la accion del agua sobre la superficie plana rectangular de altura
AB = 2m y de ancho 1m (hacia adentro del papel), donde el punto A estd
a profundidad de 1,2m.

2m
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Solucién. Como se explica en el texto

1

F=zpwg (v; = v7)

y su punto de aplicacién serd

_ 298ty +

yp
3 Y1+ Y2

siendo y; = 1,2m, o = 3,2m, p = 1000kgm =3, w = 1m, g = 9,8ms~2 asf
calcule

1
Jﬁzaum0x9§@2?—L?):4&QQ0N,

C212241.2x3,2+3,22
3 12+32

medido desde la superficie del agua.

yp —=2.3515m,

A

EJERCICIO 5.14 Repita el problema anterior si la linea OAB forma un dn-
gulo de 30° respecto a la vertical.

Solucién. Como se explica en el texto

1

F = 5pwg (y3 = yr) cos ),

y su punto de aplicacién serd

_ 29ty +
3 ity
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donde los y se miden desde la superficie pero a lo largo de la compuerta.
Entonces tenemos
1,2

Y1 0530 3856 m,

Y = y1+2:33856m,

calculando obtenemos

1
F= 51000 x 9,8(3.3856% — 1.3856%) cos% = 40493 N,

_ 21.38562+ 1.3856 x 3.3856 + 3.385 62
Yp =3 1.3856 + 3.3856
A

= 2.5253m.

EJERCICIO 5.15 Un tubo en U que estd abierto en ambos extremos se llena
parcialmente con agua. Después se vierte keroseno de densidad 0,82gcm™3
en uno de los lados que forma una columna de 6 cm de altura. Determine la

diferencia de altura h entre las superficies de los dos liquidos.
P. P

Solucién. Al nivel de la columna de agua en el lado derecho, la presién
es la misma en las dos ramas, por lo tanto

Pa(6 =) = pi6,

de donde
h =1.08cm.
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A

EJERCICIO 5.16 Un tubo en U que estd abierto en ambos extremos se llena
parcialmente con mercurio. Después se vierte agua en ambos lados obteniendo
una situacion de equilibrio ilustrada en la figura, donde hy = 1 cm. Determi-

ne la diferencia de altura hyentre las superficies de los dos niveles de agua.
P P

Solucién. Sea p, la densidad del agua y p,, la densidad del mercurio. La
presién al nivel inferior del mercurio puede es la misma y puede calcularse
por las dos ramas obteniendo

pmghQ = pa.gh2 + pa.gh17

de donde

Pm
hy = (— — 1)hs.
1 <Pa )ho

A

EJERCICIO 5.17 La compuerta de la figura tiene una altura de 2m un ancho
de 2m, estd articulada en A y apoyada en B como se indica en la figura. Si
el fluido es agua de densidad p = 1000kgm=3 y su nivel llega hasta la mitad
de la compuerta, determine las reacciones horizontales en los puntos A y B.
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figura (3)

Solucion. El centro de presién estd a distancia

2 5
yp =1+ 3 =3
del punto A y la fuerza de presién es
F = %pgth =
= %1000 X 9,8x2x12
= 9800,0N.

Si llamamos H,4 y Hp las reacciones horizontales en A y en B, tenemos que

Hy+Hg+F = 0,

HB><2+F><§ =
de donde
5
Hy = —Fx8:—8166.7N,

Hy = 8166.7 —9800,0 = —1633.3 N,

ambas hacia la izquierda.

A

EJERCICIO 5.18 El tubo en U de la figura estd abierto a la presion atmosfé-
rica en ambos extremos y contiene dos liquidos (1) y (2) que no se mezclan
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como se indica en la figura. Determine la razon de las densidades %.
2

Pa Pa

figura (4)

Solucién. Igual que en un problema anterior, igualamos la presién cal-
culada por las dos ramas (2 el liquido inferior)

pagha = p1g(h1 + ha),

de donde
Pr ha

po it
A

hy
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cariturLo O

Soluciones ejercicios

Nota 6.1 (1), (2), y (3) representan el grado de dificultad del problema.
El (1) corresponde a problemas tipo prueba, el (2) corresponde a problemas
discriminatorios y el (3) a problemas de tareas.

EJERCICIO 6.1 La posicion de una particula que se mueve sobre el eje OX
de un sistema de coordenadas estd dada

z(t) =1+ 8t — 217,
donde la posicion estd en metros y el tiempo en sequndos. Determine
a) La velocidad ent = 5s.
b) La aceleracion ent = 2s.
c¢) El instante en que la particula cambia su sentido de movimiento.
d) El desplazamiento de la particula entret =0 yt = 4s.
e) El espacio recorrido entret =0 y t = 4s.

f) El espacio recorrido entret =0 yt = 5s.
Solucién. Calculamos directamente

a) v(t) =% =8 — 4t que evaluada en t = 5 da v(5) = —12ms™
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o
)

(t) = & = —4 constante por lo tanto a(2) = —4ms~2

d) A

H

)

c¢) Cuando v()—8—4t:Oesto es cuando t = 25
) =z2(4) —2(0)=(14+8x4—-2%x4*)—1=0m
)

e) Notemos que particula cambia sentido del movimiento cuando v(t) =
8 — 4t = 0 es decir en t = 2, por lo tanto

s=x(2) —z(0) + x(2) —z(4) = 16 m
f) Similarmente
s=2z(2) —z(0) + z(2) —2(5) =26m

A

EJERCICIO 6.2 Una particula se mueve a lo largo del eje OX de un sistema
de coordenadas con aceleracion constante. En el instante inicial pasa por la
posicién x(0) = —10m con una velocidad v(0) = —20ms™ y en t = 3s su
posicion es x(3) = —52m. Determine

a) La posicion de la particula en funcion del tiempo x(t). (o ecuacion
itinerario)

b) El espacio recorrido por la particula entre t =3s yt = 6s.
c¢) La velocidad media entre t =4s yt = Ts.
d) Los intervalos de tiempo en que la particula se aleja del origen.

Solucion. Si ¢ indica la aceleraciéon entonces

1
z(t) = =(0)+v(0)t + 5@152
1
= —10—20t + §at2
pero se sabe que z(3) = —52 por lo tanto

1
—52:—10—20><3+§a><32

de donde @ = 4ms~2. Ahora podemos calcular las respuestas
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x(t) = —10 — 20t + 2>

b) Para saber el espacio recorrido debemos saber cuando cambia el sentido
del movimiento

v(t)=—-20+4t=0—t=5s

que estd dentro del intervalo (3,6). Como inicialmente va hacia la iz-
quierda

s =x(3) —x(5) + x(6) — z(5) = 10m

c¢) Tenemos que calcular

z(7) — x(4)
4 = —

Um( Y 7) 7 _ 4 )

pero podemos evaluar z(7) = =52m y z(4) = —58 m luego

—52 + 58
U (4,7) = 1

=2ms L.

d) La particula comienza a moverse hacia la izquierda hasta alcanzar su
minimo que ocurre en t = 5s. Posteriormente cruza el origen nueva-
mente cuando

—10 =20t + 22 =0 — t = 10.477s

Por lo tanto la particula se aleja del origen en los intervalos de tiempo
0<t<dyt>10477s

A

EJERCICIO 6.3 El grdfico siguiente ilustra la variacion de la velocidad v(t)
de una particula que se mueve sobre el eje OX de un sistema de coordenadas
con el tiempo. St ent = 0 la particula estd en el origen del sistema, deter-
mine
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30 —

15 —
N2 3 4 5 6 7,8 0
0 >

A5 - - - -1

a) La aceleracion de la particula ent = 1s.
b) El desplazamiento de la particula entre t =0s yt = 3s.
¢) La velocidad media de la particula entre t =4s yt =9s.

d) La posicion de la particula en funcion del tiempo x(t) (ecuacion itine-
rario) en el intervalo det =0s at = 2s.
e) Los intervalos de tiempo en que la particula se dirige hacia el origen.
Solucién. Es conveniente primero evaluar las aceleraciones (pendientes
del gréfico dado) en los tres tramos. Asi resulta
45 15
a1 =——ms 2, ap=0ms 2, a3 = —ms >
2 2
luego al utilizar la ecuacién
1
z(t) = z(0) + v(0)t + §at2,

resulta x(t) para todo el recorrido

z(t) = z(0)+v(0)t+ %ath =30t — %tg para t < 2

z(2) = 15m

2(t) = 2(2)+v@)t—2)+ %ag(t P 15— 15(t—2) para2 <t <5
z(5) = —30m

2#) = 2(5) +v(5)(t—5) + %ag(t 52

15
= —30—15(t —5) +Z(t—5)2 para 5 € t
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luego las respuestas serédn:

a) a(l) = —Pms™?

b) Az =2(3) —z(0)=15—-15(3—-2) =0
c)
_z(9)

Um =

(4) _ —30—15(9—5) + 139 —5)%— (15— 15(4 — 2)) P

-
9—-4 9-4

1

d) z(t) = 30t — ¢

e) la particula parte alejéndose del origen hacia la derecha hasta que
v(t) = 30— £t = 0 o sea t = 3s. Luego se mueve hacia la izquier-
da acercdndose al origen hasta que z(t) = 15 — 15(t —2) = 0 o sea
hasta t = 3s. Luego se alejard del origen nuevamente hasta que v = 0
y esto ocurre si t = 7s. De ahf se acercard hasta cuando lo cruce de
nuevo esto es cuando —30 — 15(¢ — 5) + (¢ — 5) = 0, con solu-
cién t = 7+ 2v/3 = 10.464 1s. En consecuencia se acerca al origen si
3s<t<3syTs<t<10.4641ss

EJERCICIO 6.4 En el grdfico de la figura estdn representadas las velocidades
de dos particulas A y B que se mueven a lo largo del eje OX de un sistema

de coordenadas. Determine
V, (m/s)

A
40

30

20 — B

10 —

O T T T T NT T 1 7
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a) La aceleracion de B.

b) Espacio recorrido por A desde t = 0 hasta cuando B alcanza la veloci-
dad vg =30ms .

c¢) El desplazamiento de B en el intervalo det =0s at = 10s.

d) La posicion de la particula A en funcion del tiempo t, si su posicion
inicial es £(0) = 8m.

Solucién. La aceleracién de B es la pendiente de la curva v, vs t. Dado

que la curva es una recta ella resulta constante

" Ay, 40
BAt 8

La ecuacién de la recta es

Ve p (t) = 40 — 8t.
De aqui se determina el instante en que el mévil B “alcanza la velocidad

vp = 30mst — 40 — 8 = 30 y de aqui t = %’s = 1.25s. El espacio
recorrido por A en ese tiempo serd

x4 =30t ==37.5m. (b)

El desplazamiento de B es el drea bajo la curva (la integral de v,)

Az = /O Y o ()t = /0 40— sty = 0. (o)

Si usted atin no sabe integrar, el drea bajo la curva puede calcularla como la
suma de las dreas de dos tridngulos, una positiva y la otra negativa

1 1
Arg =-40x5— =40 x 5 = 0m.
2 2
La posicién de la particula A es simplemente

IA(t) = $A<O)+UxAt
= 8+30t. (d)

A
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EJERCICIO 6.5 Dos particulas A y B se mueven con velocidad constante so-
bre un mismo eje OX en sentido contrario de manera que ent = 0 cuando
B pasa por Q su velocidad es vp(0) = —=5ms™!, A pasa por P con velocidad
va(0) = 6ms™'. La distancia entre los puntos A y B es 142m. Determine
las desaceleraciones constantes que deben aplicar ambas particulas para que

se detengan simultdneamente justo antes de chocar.
=) Q

b

«— —
142 (m)

Solucién. De acuerdo a los datos (colocando el origen en P)

1
za(t) = 142—5t+§a,4t2,
UA(t) = —5+CLAt,

1
rg(t) = 6t—§a3t2,

UB(t) = 6— CLBt

Note que los signos de las aceleraciones corresponden ambas a desaceleracio-
nes de magnitud a. Ellas se detienen simultdneamente si

—5+4+ast = 0,
6—CLBt = 0,

y ellas deben justo estar en la misma posicién
TA = T,
L L
142 — 5t + 5&141(,' = 6t — ECLBt

podemos reemplazar aat =5y agt = 6 obteniendo

1 1
142 — 5t + 5525 = 6t — =6t

2
de donde
t= 284 _ 25.818
T e
y luego
> 0,193 ms >
a = = m
A 25.818 ’
6
ap = = 0,232 ms 2

25.818
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A

EJERCICIO 6.6 Una particula se mueve en la direccion positiva del eje OX

con una rapidez constante de 50ms—t durante 10s. A partir de este 1iltimo

instante acelera constantemente durante 5s hasta que su rapidez es 80ms1.

Determine:

a) La aceleracion de la particula en los primeros 10s.
b) La aceleracion de la particula entre t = 10s y t = 15s.
¢) El desplazamiento de la particula entre t = 0s yt = 15s.

d) La velocidad media de la particula entre t = 10s y t = 15s.

Solucién. Para el primer tramo

a) a=0ms 2

b) Aqui a es constante

Av 8050

2v -2
a_At 3 6ms “.

c) El desplazamiento es el drea bajo la curva (hdgala) v(t). El resulta

1
AZC:5OX15+§5X30:825H1.

d) Esta es (drea entre ¢t = 10 hasta t = 15)

~ z(15) —x(10) 50 x5+ 330 x5

U = 5 5 =65ms L.

A

EJERCICIO 6.7 Un cuerpo en movimiento rectilineo uniformemente acelera-
do, recorre en los dos primeros seqgundo un espacio de 16,72m y durante los
dos segundos siguientes un espacio de 23,46 m. Determine
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a) El espacio que recorre en los siguientes cuatro sequndos.
b) La velocidad inicial.

¢) La aceleracion del cuerpo.

EJERCICIO 6.8 Dos particulas A y B salen al mismo tiempo desde el ori-
gen de un sistema de coordenadas moviéndose en el sentido positivo del eje
OX. La particula A tiene una velocidad inicial de v4(0) = 18 ms™ y una
aceleracion constante ay, = 4ms~2, mientras que la particula B tiene una ve-
locidad inicial de vg(0) = 10ms™! y una aceleracion constante ag = 8 ms2.
Determine el instante en que las particulas se encuentran nuevamente.

Solucién. Podemos escribir
1 5
SCA(t) = 18t + §4t s
1
xp(t) = 10t + 5&&2.
Las particulas se encuentran cuando x4 = xp y de aqui
[ 1o
18t + =4t = 10t + =8t
2 2
con soluciones t = 0, y t = 4s, la segunda sirve.

A

EJERCICIO 6.9 En una carrera de 100m dos jovenes A y B cruzan la meta
empatados, marcando ambos 10,2s. Si, acelerando uniformemente, A alcanza
su rapidez mdzima a los 2s y B a los 3s y ambos mantienen la rapidez
mazrima durante la carrera, determine:

a) Las aceleraciones de A y B.
b) Las rapideces maximas de A y B.

¢) El que va adelante a los 10s y la distancia que los separa en ese instante.
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Solucién. En general si t/ es el tiempo que dura la aceleracion y V es la
velocidad constante final, tenemos que

1
x(t) = §at2, sit<t'y
V = at,

luego si X indica la distancia total a recorrer, el tiempo 1" que se emplea es

142

T _ t/+X—§CLtI
Vv

1 472

— zat
T = t'+ 4
at’

para nuestro caso, como llegan empatados tenemos

100 — %CLA(Q)Q

T = (2)+ = 10,2,
100 — Lap(3)?
T = (3)+ 2 = 10,2

que dan
as=5.4348ms 2,

ap =3.8314ms 2,
asi resulta ademas
Vi = aut’y=5.4348 x2=10.870ms"",
Ve = apty =3.8314x3=11.494ms",

Para la etapa de velocidad constante tenemos que

1

ra(t) = §@A(t'A)2 + Va(t = ty),
1

rp(t) = §aB(t39)2 + Va(t — th),

y reemplazando valores numéricos son

1
za(t) = 55.4348(2)° +10.870(t — 2) = —10.87 + 10.87,

1
rp(t) = 53831 4(3)* 4+ 11.494(t — 3) = —17.241 + 11. 494¢,
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y para t = 10s resultan

g = —10.87+10.87t =97.83m,
rp = —17.241+11.494t = 97.699m,

luego va adelante A y la distancia que los separa es

Ar =97.83 —97.699 = 0,131 m.

A

EJERCICIO 6.10 Una particula que se mueve en movimiento unidimensional
sobre el eje OX parte del origen con una velocidad inicial v(0) = 5ms™! y
desacelera constantemente con una aceleracion a = —10ms™2. Determine
la posicion mdzrima que alcanza sobre el eje de movimiento y la velocidad
cuando pasa nuevamente por el origen.

Solucién. Tenemos que

x(t) = 5t—5¢t%
v(t) = 5— 10t

ella cambia su sentido de movimiento (estd en un maximo) cuando 5—10t = 0
y de aqui ¢ = 0,5s. Para ese instante calculamos

Tmgaimo = 5(0,5) — 5(0,5)* = 1.25m.

Cuando pasa nuevamente por el origen = 0 y de aqui 5t — 5t = 0, con
solucién ¢ = 1s. Para ese instante v(1) =5 — 10 = —5ms™'.

A

EJERCICIO 6.11 Si una particula en que se mueve en movimiento unidimen-
stonal sobre el eje OX parte del origen con velocidad nula y aceleracion cons-
tante a, demuestre que las distancias recorridas en cada sequndo aumentan
en la proporcion

1:3:5:7:---
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Solucién. Basta considerar que

1
x(t) = §at2,

Asi la distancia recorrida entre t =n y t = n + 1 serd
1 1 1
Ax, = ia(n +1)% - 5@722 = 5@(271 +1)

o sea estdn en la proporcién 1:3:5:7:---

A

EJERCICIO 6.12 S% una particula que se mueve en movimiento unidimen-
sional sobre el eje OX parte del origen con velocidad Vi y desacelera con
aceleracion constante —a, demuestre que la particula regresard al origen en
un tiempo

_ 2%

a

t

Solucion. Tenemos que

1
x = Vot — §at2,

luego haciendo = = 0 resulta Vyt — %at2 =0, y de aqui

v
t =22
a

A

EJERCICIO 6.13 Dos particulas A y B que se mueven en movimiento unidi-
mensional sobre el eje OX parten del origen. La particula A parte ent = 0
con velocidad V4(0) = 10ms™'. La particula B parte en t = 1s con velo-
cidad V(1) = —10ms™'. Ambas desaceleran con aceleracién de magnitud
a = 6ms~2. Determine la mdzima distancia entre ellas antes que se crucen.

Solucidon. Para t > 1 tendremos

za(t) = 10t — 312,
rp(t) = —10(t—1)+3(t—1)%
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Note que desaceleraciones significan aceleraciones contrarias a la velocidad
inicial. La distancia que las separa es x4 — xp es decir

Ax =10t — 3t* — (=10(t — 1) + 3(t — 1)?) = 26t — 6¢* — 13.
Su méximo se logra derivando e igualando a cero
26 — 12t =0,
de donde t = 2.166 7s y para ese tiempo
Az = 26t — 61> — 13 = 15. 167 m.

A

EJERCICIO 6.14 (1) Desde el origen de un sistema de coordenadas se lanza
una particula con rapidez vy formando un dngulo de 37° con la horizontal
y choca al cabo de 3s con una pared en el punto (x,y). Si se cambia el
angulo de lanzamiento a 53° con la horizontal, manteniendo la misma rapidez
de lanzamiento vy, la particula impacta la pared en el punto (x,y + 7). a)
Determinar el tiempo que demora el proyectil lanzado a 53° sobre la horizontal
en llegar a la pared. b)Determine la rapidez de lanzamiento de la particula.

Solucién. Recordando que
r = wvgtcosa
. 1,
Yy = wyglsinw — §gt ,
la condicién del problema puede escribirse

r = 3vgcos37

1
y = 3vosin37—§10(3)2,

r = vgtcosh3
1
y+7 = wutsinb3 — 510152,
Eliminando x e y se obtiene

votcosH3 = 3wy cos 37,
30psin37 — 38 = wytsinb3 — 5t2.
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De la primera

3cos 37
t = =3.98~4
cos 53 5
y de la otra
- 38 — 5t2
0 3sin 37 — tsin b3
= 30.0ms™*

A

EJERCICIO 6.15 (1) Por un tubo de didmetro despreciable ubicado en el sue-
lo, sale un chorro de agua en un dngulo de 45° con la horizontal (dentro del
tubo las particulas de agua tienen distintas velocidades). El grueso del agua
forma en el suelo un charco aproximadamente circular de radio 2,2m cuyo
centro se encuentra ubicado a 12,2m del origen. Determine entre que valores
varia la rapidez con que sale el grueso del agua por el tubo despreciando las
fuerzas viscosas.

Solucion. De

Tr = vptcosa

gz?

Yy = ztano — —5——F5—
202 cos? a’

cuando y = 0 (punto de caida) se obtiene
203 sin a cos &
r=—,
g
Si o = 45° ello se simplifica a

r = —,

o bien
Vg = /9.
Pero de los datos se sabe que 12,2 — 22 < x < 12,2+ 2,2 y para los extremos
vo = V10x10=10ms*,
vo = +/10x144=120ms"*
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A

EJERCICIO 6.16 (1) Una particula ent = 0 pasa por el origen de un sistema
de coordenadas fijo en el espacio con velocidad Uy = 21 — k ms~! moviéndose
en el espacio con una aceleracion que en cualquier instante estd dada por la
expresion d(t) = ti — 7 ms~2. Determine ent = 2s: a) Los vectores posicion
y velocidad de la particula. b)Las componentes tangencial y normal de la
aceleracion.

Solucién. De
integrando dos veces se deduce que

. 2
U(t) =2i — k+ (=1 —t),

2
. 3 t2
7(t) = (20 — k)t + (Ez — 5]),
sit=2
N 4 1
A2) = (i-k2+(Gi-2) = (3, -2,-2),

72 = 2—k+(2—2)=4i—2)—k=(4,-2,—1)
Para evaluar las componentes tangencial y normal, determinemos

. 7o(4,-2,—-1)
v

T(2) = NG

por lo tanto R
ar = d(2) - T(2),

pero @(2) = (2, —1,0), calculando resulta

ar = =2.18ms 2,

—_
—_

any =y/a% — a2 = /5 —2,182 = 0,49 ms 2
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A

EJERCICIO 6.17 (1) Un tanque se desplaza con velocidad constante de 10i
ms~! por una llanura horizontal. Cuando t = 0, lanza un proyectil que da
en el blanco a 9km. Si la inclinacion del canon respecto de la horizontal es
37°, determine la rapidez con que sale el proyectil respecto del candn.

Solucién. Podemos escribir (¢ = 10ms™2)

x = 9000 = (vg cos 37 + 10)t,
= wtsin37 —5t2 =0,
de la segunda
Vg sin 37
5 )

reemplace en la primera

Vg sin 37

9000 = (v cos 37 + 10) E

tomando sin 37 = 0,6, y cos 37 = 0,8

9000 = 0,096 v5 + 1. 2v;

cuya solucién positiva es v = 300,0ms~!

A

EJERCICIO 6.18 (1) Desde el origen de un sistema de coordenadas se lan-
za un proyectil en direccion de un objeto situado en la posicion (2h;h). Al
momento de lanzar el proyectil, se suelta el objeto que cae por efecto de la
gravedad. Determine en funcion de h la separacion entre el proyectil y el
objeto cuando el proyectil haya recorrido horizontalmente una distancia h.

Solucién. Para el proyectil
rp = vglcosa
. L 5
Yyp = votsSino — §gt )
donde tan o = 1/2. Para el objeto
o = Qh,
1

Yo = h—§gt2-
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Cuando xp = vot cos @ = h, entonces

rp = h,
hZ

vg cos? a)’

1
yp = htana — §g(

To = 2h,

1 h?

R L
vo 2g(v§cos2a

)

la distancia serd d = \/(xp —20)2+ (yp —yo)? = \/h? + (%)2 = %\/Eh

A

EJERCICIO 6.19 (1) Desde un barco que se mueve a 20kmh™" se ve a otro
barco que estd a 20km cruzando su trayectoria perpendicularmente con una
rapidez de 15kmh ™. ; Después de cudnto tiempo la distancia que separa los
barcos es minima?

Solucién. Respecto a un sistema cartesiano, las coordenadas de los dos
barcos pueden escribirse

r1 = 0,
y1 = 20t
re = 1bt,
Y2 = 20,

de modo que la distancia en funcién del tiempo serd

d = (z1—22)2+ (y1 — )2 = V/(15¢)2 + (20t — 20)2
= 54/(25t2 — 32t + 16)

Un polinomio de segundo grado tiene un minimo en el punto medio entre
sus raices que son

t—16—|—12' ; 16 12,
175 Tas T 25 25"
o sea el tiempo es
t:E:0,64h

25
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A

EJERCICIO 6.20 (2) Una particula A es lanzada sobre una linea recta ho-
rizontal con cierta velocidad. Su aceleracion es constante. Un sequndo mas
tarde y desde el mismo lugar otra particula B es lanzada tras la primera con
una velocidad igual a la mitad de la de A y una aceleracion el doble de A.
Cuando B alcanza a A, las rapideces son 22ms™! y 31 ms~! respectivamente.
Calcule la distancia que las particulas han viajado.

Solucién. Suponiendo el movimiento sobre el eje OX tenemos

L,
Ty = v+ =at?,

2

1 1 9

rp = (Gu){t—1)+52a)(t - 1)
V4 = v+at,

1
vp = (§’U) —+ (20,)(t — 1)
Al igualar las distancias y simplificar

L t = L + L t? — 2at +
2v = 21} 2(1 at + a
ademads
vy = v+at =22
1
vp = (§v)+(2a)(t—1):31

Es un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas cuyas soluciones son
a=50ms 2 t=40s,v=20ms !y la distancia resulta

1
d=vt+ §at2 =48,0m

A

EJERCICIO 6.21 (2) La velocidad de una particula en el movimiento rectili-
neo decrece desde 15 ms™! a una velocidad que tiende a cero, cuando x = 30m
tal como lo muestra la figura. Demuestre que la particula nunca alcanzard los
30m y calcule la aceleracion cuando x = 18 m.
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v, (m/s)

15

Solucién. La funcién lineal del gréafico corresponde a

Uy n T I

15 30
de donde tenemos

15

ar T2t T

t:/ Ll:21n30—21n(30—x),
0 15—517

que tiende a infinito si x — 30. Cuando x = 18

t=21In30—2In (30 — 18) = 1.83s,

la rapidez resulta
1
vy =15— 518 = 6ms ',

y la aceleracién serd (derivando)

1
o= —= z:—g 72_
Q 2U ms

A

EJERCICIO 6.22 (1) Una particula se mueve a lo largo de la curva r = 30
tal que O = 2t3 donde t se mide en sequndos,  en metros y 0 en radianes.
Determine la velocidad y la aceleracion de la particula en coordenadas polares
para 0 = 0,2 rad.

Solucién. Sabemos que
U o= 7+ T@@,
= (F—r")F + (270 +r6)D,

Sl
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siendo r = 613, 7 = 1812, i = 36¢, 0 = 6t2, § = 12t y el tiempo dado de

20 = 0,2,
t = 0,464s

t = 0,464
7= 18t = 3.87
rf = (6t3)(6t2) = 0,77

7 = 3,875¢ + 0,7740

(i — r0") = 36t — (61%)(612)* = 15.704
(270 + 1) = 2(182)(6t2) + 6t3(12t) = 13.349

@ = 15.7047 + 13.3490

A

EJERCICIO 6.23 (2) Desde una altura de 20m, con respecto al eje X de un
sistema de coordenadas ubicado en Tierra, se lanza una particula A con una
rapidez de 50ms~—t y formando un dngulo de 30° con la horizontal. Simul-
taneamente y desde la posicion X = 200m se dispara verticalmente hacia
arriba un proyectil B de modo que cuando la particula A llega a Tierra, el
proyectil B estd en su altura mdazima. Calcular: a)el tiempo transcurrido para

que la distancia que separa A de B sea minima; b)la velocidad relativa de A

respecto a B en ms!.

Solucién. Usando g = 10ms~2 de

zy = 50tcos30 = 25v/3t

ya = 20+ 50tsin30 — 5% = 20 + 25t — 5t2,
rp = 200,

yg = wvp(0)t — 5t%

El tiempo para que la particula A llegue a la Tierra (y4 = 0) se obtiene de
20 + 50t sin 30 — 5t = 0
y resulta ¢t = 5.70s. Para ese tiempo debe ser vp(t) = 0, entonces

v5(0) — 10t = v3(0) — 10 x 5,70 = 0
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de donde

vp(0) = 57,0ms".
Luego

yp(t) = 57t — 5t2.

La distancia entre los dos objetos sera

d=/(za— x5+ (ya — ys)
y reemplazando las coordenadas
za—xp = 25V3t— 200,
ya—yp = 20+ 25t— 5% — (57t — 5t%)
= 20— 32t

luego

d = \/(25\/§t —200)2 + (20 — 32t)2

= \/2899152 — 10000v/3t 4 40400 — 1280¢.

El minimo ocurre en el punto medio entre las raices de 2899t> — 10 000+/3t +
40400 — 1280t = 0, que son: t = 3.208 4 1.909: y

t = 3.208 —1.909¢, de modo que el tiempo es t = 3,21 s. En este instante
las velocidades son

U4 = (25V/3,25 — 10t)
= (25V/3,25 — 32,1)
i = (0,57 —32,1)

y la velocidad relativa resulta

7y — T = (25@, —32,0) — (43.30, -32,0)
A

EJERCICIO 6.24 (1) Un candn estd montado sobre un promontorio de altura
h. Se dispara un proyectil con una rapidez vy y dngulo de elevacion a. De-
muestre que el alcance horizontal d, distancia a lo largo del plano horizontal
que pasa por la base del promontorio, es:

g = 2eea [vosina—{— \/vgsirﬁa—i—Qgh} :
9
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Solucién. La ecuacion de la trayectoria es

ga?

=h+zrtana — ————,
Y 202 cos?

y cuando y = 0 debemos despejar x de una ecuacién de segundo grado,
resultando

tan o + \/tan2 o+ =2

202 cos? a

r = d=

2 2
Ch) COs“ «

2 cos? 2h
= W(tanaﬂ:\/tan2a+ J

v cos?

)

9

= M(vo sin o & \/(vg sin® a + 2gh))
g

A

EJERCICIO 6.25 (1) Un candn es montado sobre un promontorio de altura
h. Se dispara un proyectil con una rapidez de salida vy. Demuestre que el
alcance horizontal d es maximo cuando el dngulo de elevacion es:

gin—! 3
a = sin —.
2v% + 2gh

Solucién. La ecuacion de la pardbola de seguridad es

2
vy 9T

y para llegar a puntos sobre la pardbola de seguridad
2

0
tana = —.
T

Luego, el alcance maximo x al nivel del suelo se despeja haciendo y = 0 de
modo que

v2 ga?

0 = htl_ 9T
T2 2

2 Yo
Tr = (UO+2gh)ga
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resultando
tana = U—g = Ug = 0
9% g\/(vg +2gh)  \/(v§ +2gh)
y
Vo
) (v3+29h) Vg

sina = = 207 T 207

1 + v§+02gh ( % g

que prueba el resultado.

EJERCICIO 6.26 (2) Una particula es lanzada al espacio de modo que su

alcance sobre el plano horizontal es R y su mdzrima altura h. Demuestre que
el, alcance horizontal mdximo, con la misma rapidez de salida vy, es:

RQ
2h + —.
+ 8h

Solucién. Sabemos que el alcance horizontal y altura méxima son

202 cos asin o

R = ZHUEAIRG
g
L v2 sin? o
29

v que el maximo alcance horizontal es

2
v
0
Rméx - -

Debemos eliminar « entre las dos primeras, asi

2gh
Vg’

sina =
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reemplazamos en la primera

202 cos asin o

R:—:

luego
RP vy
8h g ’
y finalmente
v} R?
Ruix = —2 =2h + —.
i 8h
A

EJERCICIO 6.27 (2) Se monta un carion sobre la base de un plano inclinado
que forma un dngulo 5 con la horizontal. Este canon dispara un proyectil
hacia la parte superior del plano, siendo el o dngulo que forma la velocidad de
salida del proyectil con el plano. Calcule el dngulo de elevacion del plano para
que el proyectil impacte sobre el plano inclinado paralelamente a la horizontal.

Solucién. La ecuacién de la trayectoria es con o éngulo de disparo res-

pecto a la horizontal

2
x
y=xtana’ — g

y cuando
y = xtan 3,

202 cos? o/’

impacta al plano inclinado. En esa coordenada debe ser

De las dos primeras resulta



121

gr

)
203 cos? o

tan o/ —

De la tercera despejamos = y reemplazamos en la tdltima

vg cos o sin o

=t
g
luego
2 ! o3 /
tan o g vpeosa’sina’
R T 2 cos? of = tanf,
0 g
§tano/ = tanp.

Pero o/ = a + [ de manera

tan(a + ) = 2tanp,
tan a 4 tan 8
1 —tanatan 8

1 2
tan § = Tt (1— (1 — 8tan a)).

Hay solucién sélo si 8tan? v < 1, por ejemplo para
tan a = 1/4/8, resulta o = 0,339 8

tan f = ¥ = 1,/2 = 0,707

2tan 3

de donde

3 =0615
o =0,3398 + 0,615 = 02,954 8
y = xtan 0,955 — —

2v2 cos? 0,955 )
y = 0,707 x, si g = 10, vg = 5 el gréfico es:
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A

EJERCICIO 6.28 (3) Un proyectil se dispara con rapidez inicial vg, y dngulo
de inclinacion variable. ;Para qué dngulo el alcance del proyectil serd mdximo
a lo largo de la recta y = xtanf ?.

Solucién. Tenemos la ecuacién de la pardbola de seguridad

2 2
vy 9T

V=9 " o
y para llegar a puntos sobre la pardbola de seguridad

2

Yo
tana = —.
gx
Ademads debe ser
y = xtand.
De la primera y la tercera
2 2
2 _ g_xz = xtanf,
29 2v5
de donde )
T = (— tan 6 + |/ (tan? 6 + 1)> %
g
y luego

v
tana = —

1
9t —tanf + /(tan20 + 1)

que prueba el resultado. Sin embargo hay un resultado mas simple. En
efecto de la identidad

= tan @ + secd,

6 1—-cosb
tan- = ————
2 sin d

resulta
0+ 35 _ 1+sind

5 ey = tanf + sec?,

tan
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luego

de donde

Por ejemplosif =0 —a=7,0=3 —a= 7.

EJERCICIO 6.29 (1) Un aeroplano que vuela horizontalmente a 1km de al-
tura y con una rapidez de 200 km h™", deja caer una bomba contra un barco
que viaja en la misma direccion y sentido con una rapidez de 20 km h™'.
Pruebe que la bomba debe soltarse cuando la distancia horizontal entre el
avion y el barco es de 705m (considere g = 10ms™2).

Solucién. Colocando el origen al nivel del mar, bajo el avién en el instante
de soltar la bomba, tenemos (1 km h = 1000/3600 = % = 0,278 ms*)

1000
= 200 x ——t
or " 3600
yp = 1000 — 5¢t2,
1000
— 20 X ——
tp = A+ 20X geaat
Yyp = 0.
Para dar en el blanco, igualamos
1000 1000
200 x ——t = 20 X ———
00 x 3600t d+ 20 x 3600t’
1000 — 5t> = 0,
de la 1ltima
t =+v200s
y de la anterior
1000 1000
d= (200 x —— — 20 x ——)V/200 = 707,1
(200 3500 ~ 20 * 3600/ -

A
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EJERCICIO 6.30 (2) Se deja caer una pelota verticalmente sobre un punto A
de un plano inclinado que forma un dngulo de 20° con un plano horizontal.
La pelota rebota formando un dngulo de 40° con la vertical. Sabiendo que el
prozimo rebote tiene lugar en B a distancia 10m de A mds abajo del plano,
calcule:

a) el mddulo de la velocidad con la cual rebota la pelota en A,

b) el tiempo transcurrido desde que la pelota rebota en A hasta que la
pelota rebota en B.

Solucién. De acuerdo a la figura tenemos

ga?

202 cos? 50’

y = xtan 50 —

poniendo la condicién que pase por B con coordenadas zg = 10 cos 20, yp =
—10sin 20, debemos despejar vy

g(10 cos 20)?

—10sin 20 = 10 cos 20 tan 50 — 202 o250

o 5g(cos 20) sec? 50
* 7 \/ (tan 50 + tan 20)

El tiempo lo obtenemos de x5 = vg(cos 50)tp resultano

N 5g(cos 20) sec? 50 5¢

10cos20  10cos20 |(tan50 + tan 20) (tan 50 + tan 20)
B = — = 104 /cos 20
vo(cos50)  (cos50)
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A

EJERCICIO 6.31 (1) Si el alcance mdzimo horizontal de un proyectil es R,
calcular el dngulo o que debe usarse, con la misma rapidez de lanzamiento,
para que el proyectil impacte en un blanco situado al mismo nivel de lanza-
miento y a una distancia R/2.

Solucién. Sabemos que

202 cos asin o V3

R_—7 RméX: _7
9 9

Si Ruax = R/2 entonces

1
sin 2a. = 3 200 = 30%, o = 15°.

A

EJERCICIO 6.32 (2) Una particula se mueve a lo largo de una pardbola y =
22 de tal manera que para todo instante se cumple que v, = 3mst. Calcule
la velocidad y aceleracion de la particula cuando x = 2/3 m.

Solucién. Este problema requiere de conocimientos de cdlculo. En efecto
sabemos que

dx
— =3 y=2>
dt ? y x Y
derivando la segunda
dy dx
a = 2.@& == 637,
derivando de nuevo,
d*x d*y dx
— =0, —= =6— =18
dt? " dit? dt ’

la aceleracién ha resultado constante
a=(0,18)ms 2.
Para x = 2/3 resulta y = 4/9 y la velocidad
7 =(3,12/3) = (3,4)ms".

A
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EJERCICIO 6.33 (1) Una particula se mueve en el plano XY de acuerdo a
la ley: a, = —4sint; a, = 3cost. Se sabe que cuandot = 0, x = 0; y = 3;
vy = 4; vy = 0. Encuentre la expresion cartesiana de la trayectoria y ademds
calcule la velocidad cuando t = 7w /4. Exprese sus magnitudes en unidades SI.

Solucién. Tenemos que

d*x d%y
— = —4sint, — = 3cost
dt? Todt? ’

integrando dos veces con las condiciones iniciales dadas resulta

d

@ _ 44 4(cost — 1) = 4cost,
dt

d

d—i = 3Jsint,
r = 4sint,

= 3 —3(cost —1) =6 — 3cost,
Eliminando el tiempo resulta la ecuacién de la trayectoria

a? y—06.o
—+(=—=—)"=1
16+( 3 )

La velocidad es
U = (4cost,3sint)

yent=mn/4
7= (22, g\/ﬁ) — (2.83,2.12) ms™!

A

EJERCICIO 6.34 (1) Una particula se mueve sobre el plano XY de manera
que sus coordenadas estin dadas por x = t; y = t3/6, siendo t la variable
independiente tiempo. Determine para t = 2s la magnitud de la aceleracion,
las componentes normal y tangencial de la aceleracion y el radio de curvatura
de la trayectoria en dicho instante.
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Solucién. Tenemos

derivando dos veces

a; =0, ay, =t,

El vector unitario tangente es

. 2
po?_ (L3)
v 4
1+5
En ¢t = 2s calculamos
v, = 1, v, =2,
Ay 0, ay =2,
. 1,2
T — ( ? )
NG
luego
a 2ms 2,
vo= 5ms
. 2
ar = da-T=a,T,=2x —==1.79ms 2,
T y+y \/5
2
any = a2—a2T:g\/5:O,89ms*2,
2
)
p = — =25=5"59m
aN
A

EJERCICIO 6.35 (1) Una particula se mueve describiendo una circunferen-
cia de acuerdo a la ley s = t* + 2t%, donde s se mide en metros y t en
sequndos. Si la magnitud de la aceleracion de la particula es 164/2 ms2
cuando t = 2, calcule el radio de la circunferencia.
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Solucién. De los datos

s= RO =t>+ 262

de donde
. 3t% + 4t 5 6t+4
R ' R
La aceleraciéon en polares tiene las dos componentes
2 3t? + 4t)?
i (=R, Ry = (~ B 6 gy

sit=2s

y se sabe que la magnitud es

/4002
=+ 162 = 16v/2,

R =25m.

de donde

A

EJERCICIO 6.36 (1) Una particula describe una trayectoria dada por las si-
guientes ecuaciones paramétricas: x = t; y = t*/2. Determinar la curva y el
radio de curvatura.

Solucién. Elimine el tiempo y se obtiene la curva

1,
El radio de curvatura es
T
A

EJERCICIO 6.37 (1) Dada la curva: x = t; y = t*; calcular:a) la curvatura
K, b) el radio de curvatura en el punto (\/a;a)) .



129

Solucién. Similarmente resulta

2

y = T,

0y (144e)™
P T T 2
oo Lo 2

P (1+4a2)?

yenz = /a
(1 + 4a)*?

A

EJERCICIO 6.38 (2) Demuestre que la curvatura de la elipse x%/a*+1y?/b* =

1 es:
a*b

a2 (a2 — 22) + b222)%

Solucién. Es conveniente derivar en forma implicita

gy
2 e 0
y, e _b2_x
" b? bVx b? b x bx

Zy @ T T dy dfay

Luego

T e
2 41.2
abTy 4 24_y3 B a2h? (a2y2 + bQIQ)

(1+ Zif,i)?’/? a (a*y® + b4x2)%

pero
2?)a® +y? )V =1 = b*2® + ay® = a®b,
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luego
o a*bt B a*b
(aty? + b4x2)% (a2(a? — 22) + b2m2)%'

A

EJERCICIO 6.39 (1) La aceleracion de una particula es: @ = 2e~"i+5 cost j.
En el instante t = 0 se encuentra en el punto P(1;3) siendo su velocidad
v = 41— 3). Encuentre su posicion y velocidad para cualquier instante t > 0.

Solucién. Tenemos que

d—#
d_qt} =2e¢ '+ 5cost ],

integrando con las condiciones iniciales dadas

T = 4—3)+2(1—e )i+ 5sint)
(6 —2¢7") i+ (5sint — 3) .

Integrando de nuevo

o= 1+3j+ (6t —2(1—e") i+ (5(1—cost) —3t)]
= (27" +6t—1)i+ (8 —5cost — 3t)j.

A

EJERCICIO 6.40 (1) Una particula se mueve sobre una trayectoria tal que
su vector de posicion en cualquier instante es: ¥ = ti + % 7+ tk . Determine:
a)la velocidad, b)la rapidez c)la aceleracion, d)la magnitud de la aceleracion
tangencial y e)la magnitud de la aceleracion normal.

Solucion. De

derivando dos veces

QS
I
[\
_|_
~
\'l\D
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El vector unitario tangente es

T_,U <1at>1)
vooV2+ 8
por lo tanto
- t
ar = a-T = ,
V2 + 2

EJERCICIO 6.41 (2) Una particula se mueve en el plano XY de tal manera
que: a, = 4pe*! y vy, = 2mqcos2nt donde p y q son constantes positivas.
Cuando t = 0; x = p/4; y = 0; v, = p. Determinar: a)el vector posicion, el
vector velocidad y el vector aceleracion de la particula en funcion del tiempo;
b)la trayectoria de la particula.

Solucién. Tenemos que

dv
a; = = = dpet
at T
d
vy = d_?z{ = 2mq cos 2t.

Para la aceleracién derivamos la segunda
= —4n?qsin 27,

luego
@ = (4pe*, —4m?qsin 27t).

Para la velocidad debemos integrar la primera

t
=p+ / dpetdt =
0

por lo tanto la velocidad es

7 = (pe*, 2mq cos 27t).
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Integramos de nuevo

1 1 1
1+ (Zpe4t — 7P gsin27t) = (Zpe‘“, qsin 27t).

7 =

=~ 3

Para obtener la trayectoria debemos eliminar ¢ entre

Iy
T = —pe
419 )
y
Yy = qsin 27t
obteniendo
. <7r1 4x)
=g¢gsin(=In —
y=4dq 5 D
A

EJERCICIO 6.42 (2) Una particula se mueve en el plano XY describiendo la
curva y = Inx; calcule: a) la rapidez en funcion de x y @ , b) la magnitud
de la aceleracion en funcion de x , & y & , ¢)si & = ¢, calcule en x = a, las
magnitudes de la aceleracion tangencial y normal.

Solucidon. De

y=Inz,
se obtiene
1.
y = —-I
T
1. 1.,
y = —.T——Z.T,
T T

de modo que

1 1
v:\/j;2+g12:\/¢2+(;$)2:3‘c,/1+?.

1. 1
a= i+ = \/5@2 (i = )2,
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Si & = c entonces & = 0 y sabemos que x = a. Por lo tanto

1
v o= ¢ 1+§,
dv —m—%x
aT = —_— =
9 141
— 2 — % _ c?

Ademss

ay = a? — a2 = 0—4— c! = ¢
N Vet a2@+1)  @/(@+1)

EJERCICIO 6.43 Una particula se mueve de modo que sus coordenadas car-

testanas estan dadas como funciones del tiempo por

= 3t
= 2t — 5¢?

Determine a)Las componentes cartesianas de la velocidad y de la aceleracion.
b) Las componentes polares de la velocidad y de la aceleracion. c¢)Las com-
ponente normal y tangencial de la velocidad y aceleracion. d)La ecuacion de
la trayectoria en coordenadas cartesianas. e)La ecuacion de la trayectoria en

coordenadas polares.

Solucion.

= 3t
= 2t — 5¢t?

a) v, =3, v, =2—10¢, a, =0, a, = —10,
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b) P = 3ti+(2t—5t2)j7 é ]% X F = 3tj—(2t—5t2)7
9t2+(2t—5¢2)2 ' 92+ (2t —5¢2)2
9¢ —5t%)(2 —
o = Fef= + (2t — 5t%)(2 — 10t)
V912 + (2t — 5t2)2
. 21 2t — 5t
v = 5.9:315( 0t) — (2t — 5t%)3
V912 + (2t — 5t2)2
1 _ 2
0 = G.7= (—10)(2t — 5t%)
V912 + (2t — 512)2
~ —1
V912 + (2t — 5t2)2
Mg 3(2-100) AT Ao f . —3j+(2—108)i
c) === Voo V= Txk= N TETTH entonces
vp = T-T=v=+/9+(2—10t)2
UN = 0
A —10(2 — 10t);
9+ (2—10t)?
ay — a- N = 30
9+ (2 —10t)?
d)
=—-r— -z
VTR
e) Seria necesario expresar r = r(f) donde
ro= /912 4 (2t — 5¢2)2
y 2-=05t
tanf) = = =——
an . 3
de donde
t 2_3 tan 6
= — — —tan
5 b
y luego con algo de dlgebra resulta
3 2
=% (2 —3tan6) /(1 + tan*6)
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A

EJERCICIO 6.44 Una particula se mueve sobre una elipse de semi ejes a y
b centrada en el origen de un sistema de coordenadas con rapidez constante
Vg, siendo la ecuacion de la elipse:

2 2
x Y
FER R
a) Determine la magnitud de la aceleracion de la particula en los puntos mds
alejado y mds cercano de la particula al centro. b) El tiempo que emplea la
particula en recorrer toda la elipse. ¢) La determinacion de la ecuacion para-
métrica de la trayectoria con pardmetro tiempo es un problema complicado,

pero explique el método a sequir.

Solucién. De la elipse
2?2 P
2t !

deseamos obtener el radio de curvatura. Derivando implicitamente obtenemos

vy
@

,  Vxo, 621+b2x , b
y = azy’y - a2y a2y2y_ a2y3

entonces

(1+y2)¥2  (1+ 2_13_3)3/2 (afy? + bia?)

|y//| B ag_; B atbht

Si a > b el punto mds alejadoes z =a,y =0, p = % El punto més cercano
es:c:(),y:b,p:%

a)
2 via

_ b _ ) 37

aQ=— = 2p

p Y0

b) La rapidez constante significa que

ds _
dt



136 Soluciones ejercicios

de donde
dx
1 -+ (y/)2£ = U
1
dt = —+/1+ (v)%dx
Vo
junto a
2 2
Y
2ty =1
, 1 b

y = ——=—u
/@A

g = 11 b2x? + a* — a?x? s
Uy a a? — x2

si la dltima expresién pudiera integrarse se tendria ¢ = t(x) y problema
resuelto.

EJERCICIO 6.45 La ecuacion de una elipse en coordenadas polares puede
escribirse como

c
R
1—ecosf

siendo ¢ y e constantes. Si el dngulo varia proporcionalmente al tiempo t
con constante de proporcionalidad X\, determine las componentes polares de
la velocidad y de la aceleracion en funcion del tiempo.

Solucién. Aqui

c
r =\t

T 1 _ccosf’
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las componentes polares estdan dadas por

. elcsin At
Vyp = = —————
(1 — ecos At)?
. e
— 0 = Y—_—
vo " 1 —ecos At
.. 2 .. 2
a, = F—rf =F—r)
[ ecosXt N 2¢2 sin? M\t _1 \c
B (1 —ecosAt) (1 —ecosAt)? 1 —ecosAt

2e\?csin Mt

i) — oy 26N esin Xt
ag 70 + 10 = 27\ (1= ccos )2

A

EJERCICIO 6.46 Una particula se mueve sobre una circunferencia de radio R
con aceleracion angular constante partiendo del reposo. Si la particula realiza
n vueltas completas a la circunferencia en el primer sequndo, determine la
aceleracion angular de la particula. Determine ademds el nimero de vueltas
que realiza la particula durante el siguiente seqgundo del movimiento.

Solucién. Aqui

1
9 = §Oét2

entonces

1
2mn = ia, a = 4mn
y durante el siguiente segundo realiza

0(2) —6(1)

o =n(2?-1%) =3n

vueltas.

A

EJERCICIO 6.47 Desde lo alto de un edificio, se lanza verticalmente hacia
arriba una pelota con una rapidez de 12,5ms™t. La pelota llega a tierra 4,25,
después. Determine: a) La altura que alcanzé la pelota respecto del edificio.
b)La rapidez de la pelota al llegar al suelo.
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Solucién. La altura en funcién del tiempo serd

1
y:h+v0t—§gt2

luego, tomando g = 10 ms~2

y = h+ 12,5t — 5t*

siendo
a) h+12,5(4,25) — 5(4,25)2 = 0, h = 37.19m
b) v, = 12,5 — 10t = 12,5 — 10(4,25) = —30,0ms!

A

EJERCICIO 6.48 Se deja caer un cuerpo desde una altura inicial de 33 m, y
simultdaneamente se lanza hacia abajo otro cuerpo con una rapidez inicial de
1ms~t. Encontrar el instante en que la distancia entre ellos es de 18 m.

Solucion.
= 33— 5t
Yy = 33 —1t—5¢t2
Yy — Y2 =t
entonces la distancia entre ellos es 18 m a los 18s.
A

EJERCICIO 6.49 Un cuerpo que cae, recorre en el dltimo seqgundo 68,3 m.
Encontrar la altura desde donde cae.

Solucién. Suponiendo que se solté del reposo
y = h — 5t*

el tiempo en que llega al suelo es t = \/gla distancia recorrida en el dltimo

/B -u /)
= 5( %)2—5(\/?—1)2:68,3

h =268.6m

segundo serd

y resolviendo
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A

EJERCICIO 6.50 Desde lo alto de un acantilado, se deja caer una piedra.
Desde la misma altura se lanza verticalmente hacia abajo una seqgunda pie-
dra, 2s mds tarde, con una rapidez de 30ms—t. Si ambas golpean el piso
simultdneamente, encuentre la altura del acantilado.

Solucion.

Y1 = h—5t2
Y2 = h—30(t—2)—5(—2)>

siendo al mismo tiempo

= h—>5t2=0
Yy = h—30(t—2)—5(t—-22=0

de aqui t = 4s,
h =80m

A

EJERCICIO 6.51 Desde el piso, se lanza hacia arriba una pelota con una
rapidez de 40ms~t. Calcule el tiempo transcurrido entre los dos instantes en
que su velocidad tiene una magnitud de 2,5ms™1 y la distancia respecto al
piso que se encuentra la pelota en ese instante.

Solucion.
L o
y = vl =59t
vy = vy —gt
de aqui
vy = Ugp—gti =25
vy = Vg — gla = —2,5
de donde

5}
tg—tlz—:0,58
g
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Ademas de
40 — gt; = 2.5
despejamos
37,5
== =
1 10 3,75

y por lo tanto
y1 = 40(3,75) — 5(3,75)* = 79.69 m

A

EJERCICIO 6.52 Una roca cae libremente recorriendo la sequnda mitad de
la distancia de caida en 3s. Encuentre la altura desde la cual se solté y el
tiempo total de caida.

Solucioén. .
= h — =gt
Yy 29

el tiempo en que alcanza h/2 es t; = \/% y el tiempo en que h = 0 es

ty = /2
g
a) por lo tanto el tiempo empleado en la segunda parte de recorrido es
2h h
— —4/— =3=h=0524.6m
g g
b)

t:”% :\/—524’6 =10,2s
g 5
A

EJERCICIO 6.53 Se dispara un proyectil desde la cima de una colina de 150 m
de altura con una rapidez de 180ms~! y formando un dngulo de 30° con la
horizontal. Calcule: a) La distancia horizontal entre el punto de lanzamien-
to y el punto de caida del proyectil. b) La altura maxima del proyectil con
respecto al suelo. ¢) La componente normal y tangencial de la aceleracion al
salir en el punto de disparo.
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Solucién.

r = 180(cos7/6)t
= 150 + 180(sin 7/6)t — 5t

a) Punto de caida 150 + 180(sinw/6)t — 52 = 0, t = 19.5s
x = 180(cos7/6)(19,5) = 3039.8 m

b) Tiempo para la altura maxima 180(sin 7/6)—10¢t = 0, ¢t = 9,0 s entonces
Y = 150 + 180(sin 7/6)(9) — 5(9)2 = 555,0

Ymsx = 009,0m

c¢) El vector unitario tangente es

T = E:Acosw/6+jsin7r/6,
v
a = —-10j7
entonces
ar = @-T=—10sin7/6 = —5ms >

ay = 1/a%— a2 =+/100—25=8,66ms >

A

EJERCICIO 6.54 Un canon de artilleria lanza proyectiles con una rapidez de
300ms~!. El artillero debe darle a un blanco que se encuentra a 8640 m detrds
de un cerro cuya altura es de 1000 m ubicado a 1200 m del candon. Demuestre

que es posible darle al blanco y determine el dngulo de elevacion para cumplir
el objetivo.

Solucién. Supondremos que damos en el blanco entonces

gz?

202 cos?
5(8649)>
(300)2 cos? «

Yy = ztana —

0 = 8649tanco —
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que tiene dos raices reales

ap = 53.03°
ay = 36.97°

debemos verificar que el disparo pasa sobre el cerro, para ello evaluamos en
ambos dngulos y(1200)

11(1200) = 1373,0m
y2(1200) = 777,95m

siendo la altura del cerro excedida en el primer caso.

A

EJERCICIO 6.55 Se dispara un proyectil de modo que su alcance horizontal
es iqual al triple de la altura mdxima. Encuentre el dngulo de lanzamiento.

Solucién. Sabemos que

vE sin 2

xméx = -
9

v2 sin? o

Yméx = — 5
29

entonces

v¥sin2a  _v2sin®«
=3

g 2
entonces 2 cosa = 3sin «

tana = %, = a = 33,69°

A

EJERCICIO 6.56 Un lanza granadas tiene un alcance mdximo de 300 m. Para
dar en un blanco que se encuentra a una distancia de 400 m del lanza granada,
determine: a) La altura minima que debe subirse el lanza granada. b) La
rapidez de lanzamiento. c¢) El dngulo de lanzamiento.
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Solucién. La ecuacién de la pardbola de seguridad es

2 2
() qr
29 2v3

y para una altura h la distancia horizontal méaxima serd

Vo

z(h) = 1/ (v} + 2hg) g 400 m

de la primera

a)
o = V/3000 = 54. 77 ms !

y di )\/((54. 77)2 4+ 2010)22L = 400

h =116.701m

c¢) El dngulo de lanzamiento cuando el blanco estd sobre el limite de la
pardbola de seguridad estd dado por tan o = v2/gz entonces

a = 36,87°

A

EJERCICIO 6.57 Se dispara a un objeto que se encuentra sobre un plano
inclinado en dngulo . El disparo se hace desde un punto del plano inclinado
con rapidez inicial vg. Determine la mdzrima distancia sobre el plano inclinado
alcanzable por el disparo y el dngulo de lanzamiento para logrario.

Solucién. Este problema es parecido a otro anterior. Denotaremos por
o’ el angulo del disparo respecto a la horizontal. Tenemos la ecuacién de la

pardbola de seguridad
vy gt
Y= % - 2—0(2);
y para llegar a puntos sobre la pardabola de seguridad
v
g_x'

tana’ =
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Ademas debe ser
Yy = xrtana.

De la primera y la tercera

2 2
V) x
2 9—2 = rtan «,
29 20§

2
T = (—tana—l— \/(tan2a+1)> %
g

luego la distancia sobre el plano sera

d = 22+ y2=xV1+tan?a = xseca

2
= seca(—tana—{— (tan2a—i—1)) %

de donde

9

El célculo del dngulo:

2
v
tana/ = -2

1
9 —tana + /(tan?a + 1)

= tana + seca.

que prueba el resultado. Sin embargo hay un resultado mas simple. En

efecto de la identidad
a 1 —cosa

tan — =
2 sin o
resulta )
a+5  l4sina
tan = = tan « + sec ¢,
2 COs &
luego
. a+d
tana = tan ,
2
de donde
a, — E + g
4 2
A

EJERCICIO 6.58 Un atleta lanza la bala desde una altura h con rapidez inicial
vg. Determine el mdximo alcance horizontal a mivel del suelo y el dngulo de
disparo necesario para ese alcance.
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Solucién. En la ecuacién de la pardbola de seguridad

w2 ga?
—h+ 0 _ I
Y + 29 202
hacemos y = 0 obteniendo
Lméx = D (vg +2gh),
g
y de
v
tana = —,
g
se obtiene
Vo
tan o = ,
(v§ +29h)
menor de 45°.
A

EJERCICIO 6.59 Un cazador que no sabe que los proyectiles caen, dispara
directamente a un mono que estd sobre un drbol. El mono que tampoco sabe
fisica, se deja caer justo cuando el cazador dispara. Pruebe que el disparo

llega justo al mono.

Solucién. Sea h la altura inicial del mono, d su distancia horizontal al

cazador. Entonces el dngulo de disparo estd dado por

tana = —.

d

Las ecuaciones de movimiento del proyectil (P) y mono (M) son

rp = wvptcosa, xp =d,
1 1
yp = Uptsina — 597527 ym =h — §9t2>

de modo que cuando xp = x,; resulta

votcosa =d =t = ,
Vg COS (v
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para ese tiempo comparemos las alturas

1 1
Yyp = UotSina—§gt2:dtana—§gt2,

1
(VS h—§gt2,

que son iguales porque dtana = h.

A

EJERCICIO 6.60 En una feria de diversiones, se dispara al blanco sobre una
hilera de blancos que pasan frente al que dispara, a una distancia d con una
rapidez ug. Los disparos salen con una rapidez vy. Determine el dngulo en
adelanto en que hay que apuntar para dar en el blanco al objeto que pasa
justo frente al que dispara.

Solucién. Sea f ese dngulo. Debe cumplirse que

tana =

Uot
d Y
vt = \/dQ + U(Q)tQ,

despeje el tiempo de la segunda y obtenga
Ug
Vg -

A

tana =

EJERCICIO 6.61 Una piedra se deja caer a un pozo de profundidad descono-
cida. El ruido del impacto en el fondo se escucha un tiempo T después de
soltada la piedra. St la rapidez del sonido es us determine en términos de T,
us Y g, la profundidad del pozo.

Solucién. Sea t; el tiempo de caida de la piedra y ¢, el tiempo que demora
el sonido en llegar. Entonces
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luego
2h  h
T'=ti+to=/—+—,
9 ugs
y despeje h
2
2 29T
p— L8 ( 14292 1)
29 us
A

EJERCICIO 6.62 Una pelota se deja caer desde una altura h y en cada rebote
contra el suelo, la rapidez del rebote es un factor “e” de la rapidez que tenia
jJusto antes de chocar contra el suelo (e < 1). Determine el tiempo que demora
la pelota en quedar en reposo y la distancia total recorrida por la pelota.

Solucién. Sea h una de las alturas. El tiempo en llegar al suelo es

2h
t= )=,
g

llega con velocidad

v=—gt = —+\/2gh,
v = ey/2gh,

y sube hasta una nueva altura dada por

luego rebota con velocidad

1
—mu™? = mgh'
2
7/2
n = — =¢2h.
29
Luego la secuencia de alturas alcanzadas es h, e?h, e*h,--- y los tiempos

viajados (una vez la primera altura, dos veces las siguientes) dan un total de

2 4
T o %+2 2eh+ Zeh_*_.”
g g g
|2k 9 . 3 _|2h 1+e
= g<1—|—2€—|—2€ +el+) = g(l—e)’
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y la distancia total recorrida es

1+e?

s:h+2(e2h+e4h+e6h+---):hﬁ
—e

A

EJERCICIO 6.63 Una persona lanza un objeto con rapidez inicial vy forman-
do un dngulo o respecto a la horizontal. Determine la aceleracion constante
con que debe correr la persona, partiendo del reposo, para justo alcanzar el
objeto al mismo nivel de lanzamiento.

Solucién. Tenemos
r = vgtcosa
. 1 5
Yy = ygltsina — §gt )
eny=0,t=2yysina/g, y debe tenerse
L
vgt cos v = iat ,

o bien
a = gcot .

A

EJERCICIO 6.64 Un automdvil viaja hacia el norte con una rapidez de 60 kmh ™
en una carretera recta. Un camion viaja en direccion opuesta con una rapi-
dez de 50kmh™". (a); Cudl es la velocidad del automduil respecto al camion?
(b); Cudl es la velocidad del camion respecto al automdvil?

Solucién. Si el norte corresponde al sentido positivo, entonces
a) 60 — (—50) = 110kmh™" b)—50 — 60 = —110kmh™*

A

EJERCICIO 6.65 Un automouilista viaja hacia el oeste sobre la Ruta Inter
estatal a 80 kmh ™'y es sequido por un auto patrulla que viaja a 95kmh™",
(a); Cudl es la velocidad del automovilista respecto al auto patrulla? (b)g
Cudl es la velocidad del auto patrulla respecto al automouvilista?
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Solucién. Similarmente si el Oeste indica el sentido positivo entonces
a)80 — 95 = —15kmh ™' b) 95 — 80 = 15kmh™*

A

EJERCICIO 6.66 Un rio tiene una rapidez uniforme de 0,5ms=t. Un estu-
diante nada corriente arriba una distancia de 1km y regresa al punto de
partida. Si el estudiante puede nadar con una rapidez de 1,2ms™"' en aguas
tranquilas, ;cudnto dura el recorrido? Compare este resultado con el tiempo

que duraria el recorrido si el agua estuviera tranquila.

Solucién. La rapidez absoluta (respecto a la ribera) cuando nada co-
rriente arriba es 1,2 — 0,5 = 0.7 y cuando nada corriente abajo es 1,2+ 0,5 =
1.7 entonces el tiempo de ida y vuelta serd

~ 1000 ~ 1000

p= 220 L 2P 9016.81s = 0.56h
07 17 5=5

A

EJERCICIO 6.67 Dos remeros en idénticas canoas ejercen el mismo esfuer-
zo remando en un 1o, uno corriente arriba (y se mueve corriente arriba),
mientras que el otro rema directamente corriente abajo. Un observador, en
reposo sobre la orilla del rio, determina sus rapideces que resultan ser de Vy
y Vo respectivamente. Determine en términos de los datos la rapidez de las
aguas del rio.

Solucién. Sea W la rapidez del rio y u la rapidez de los botes respecto
al agua, (igual en ambos), entonces

Vi=u—-W, Vo=u+W

de modo que
%W
W = 5

A

EJERCICIO 6.68 Un bote cruza un rio que mide de ancho D y cuya corriente
fluye con una rapidez uniforme de u. El botero mantiene una orientacion (es
decir, la direccion en la cual apunta el bote) perpendicular al rio y al motor
fijo para dar una rapidez constante de v ms~' con respecto al agua. De
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acuerdo a los datos ;Cudl es la velocidad del bote respecto a un observador
detenido en la orilla? ; Hasta donde estard el bote, medido corriente abajo
paralelamente al rio, desde la posicion inicial hasta cuando alcance la orilla
opuesta?

Solucién. Sea = paralelo al rio e y perpendicular al rio de ancho w.
Entonces sea v la velocidad del bote respecto al rio, u la velocidad del rio, V'
la velocidad absoluta del bote (respecto a tierra). Luego

a)

—

V=ui+vj

b) La componente de la velocidad absoluta perpendicular al rio determine
el tiempo de cruce de acuerdo a

t=—
v
por lo tanto el bote avanza paralelamente al rio una distancia

U
d=ut=—-w
v

A

EJERCICIO 6.69 Un comprador que estd en una tienda puede caminar so-
bre una escalera mecdnica en 30s cuando estd detenida. Cuando la escalera
mecdnica funciona normalmente, puede llevar al comprador sin caminar al
siguiente piso en 20s. ;Cudnto tiempo le tomaria al comprador al subir ca-
minando con la escalera mecdnica en movimiento? Suponga que el comprador
hace el mismo esfuerzo al caminar sobre la escalera mecdnica en movimiento
o cuando estd parada.

Solucién. Sea L el largo de la escalera. Entonces la velocidad de la per-

sona respecto a la escalera es
L

= %‘
Sea v, la velocidad de la escalera. Ella corresponde a la de la persona cuando
no camina, es decir

/
(%

L
Ve = —
20
Si la escalera funciona y la persona camina, entonces
, L L L
V=V +V ==+ —==—

20 30 ¢
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de donde el tiempo sera
t=12s

A

EJERCICIO 6.70 Un avion va dirigiéndose hacia el oeste. La rapidez del
avion respecto al aire es de 150kmh™. Si existe un viento de 30kmh™!
hacia el norte, calcule la velocidad del avion respecto a la Tierra.

Solucién.

O

— <

=

La velocidad del viento es v, = 30 y la rapidez del avién respecto al aire es
v" = 150, en magnitudes. Pero

v=0v)=301+ 7

4
<>

de donde
v =v)— 307

y si tomamos magnitudes
150 = Vv? 4 302

de donde
v =146.969kmh*

A

EJERCICIO 6.71 El piloto de un avion desea volar hacia el oeste en presencia
de un viento que sopla hacia el sur a 50kmh™*. Si la rapidez del avién cuando
no sopla el viento es de 200kmh™, a) ¢ en qué direccion debe dirigirse el
avion? b) ; cudl debe ser su rapidez respecto a la Tierra?
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Solucién. Usaremos la figura anterior pero ahora la velocidad del viento
estd hacia el Sur. Ahora la velocidad del viento es v, = 50 y la rapidez del
avién respecto al aire es v" = 200, en magnitudes. Pero

v =v)=—-501+7

y similarmente resulta

de donde
b)
v=193.65kmh*

a)
7' = 507 + 193.65)

da la direccion en que debe dirigirse el avion.

A

EJERCICIO 6.72 Un automdvil viaja hacia el Este con una rapidez de 50 kmh ™",
Esta lloviendo verticalmente con respecto a la Tierra. Las marcas de la [lu-
via sobre las ventanas laterales del automdvil forman un dngulo de 60° con
la vertical, calcule la velocidad de la lluvia con respecto al automovil y con
respecto a la Tierra.

Solucién. La velocidad relativa ¢ de la lluvia forma un dngulo de 60°
con la vertical y la velocidad v de la lluvia con respecto a la Tierra es vertical.
Entonces de

U:UA—I—U’,
tenemos que
vg —v'sin60 = 0,
v cos60 = v,

de donde la velocidad de la lluvia respecto al auto tiene magnitud

r— A 0100,

v = = — =
: 1
sin 60 5 V3 V3
y la velocidad de la lluvia respecto a la tierra tiene magnitud

v =1 cos60 = ﬁkmh’l.

V3
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A

EJERCICIO 6.73 Un nino en peligro de ahogarse en un rio estd siendo llevado
corriente abajo por una corriente que fluye uniformemente con una rapidez
de 2,5kmh™. El nifio estd a 0,6 km de la orilla y a 0,8km corriente arriba
de un embarcadero cuando un bote de rescate se pone en camino. a)Si el bote
procede a su rapidez mdzima de 20kmh™"' con respecto al agua, jcudl es la
direccion, relativa a la orilla, que deberd tomar el conductor del bote? b)s
Cudl es el dangulo que hace la velocidad v del bote con respecto a la orilla?
c)s Cudnto tiempo le tomard al bote para alcanzar al nino?

Solucioén.

—
—
—
—

Para el nino

para el bote

r = 08+t
Yy = uyt

el bote encuentra al nino cuando

2,5t = 0,84v,t
06 = vyt

pero la velocidad absoluta estd dada por

v = 251+7
(v —25)i4+v,) = ¥
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siendo v' = 20 de modo que si tomamos médulo de ¢” resultard

(v — 2,5)* 4 v2 = 400

si reemplazamos aqui v, — 2,5 = —O—f Y Uy = % resultard
0,8 0,6
() + () = 400
t t
de donde
c)
t=0,05h
b) Ahora podemos calcular v, v,
0,8 0,8
e = 25— —=25——"—=-13,5,
Y / 0,05
0,6
v = _—
Y 0,05

O sea, como se supuso en la figura, el bote va corriente arriba formando un
angulo con la orilla determinado de

12
tanf = —— —> 0 — 41,63°.
W 135 ’

a) El conductor del bote debe dirigirlo segiin
U = (v, — 2,5)1 + v,j = —161 + 12},
o sea formando un dngulo @ respecto a la orilla aguas arriba dado por
tan 6 = % — 0’ = 36,87°.

A

EJERCICIO 6.74 Desde el techo del carro de un tren que estd acelerando
hacia el norte a una razén de 2,5ms=2 se suelta y cae un perno. ; Cudl es
la aceleracion del perno con respecto a: (a) el carro del tren? (b) la estacion
de tren estacionaria?



155

Solucién. Si y es la vertical hacia arriba y x es la direccién de la acele-
racion del tren, entonces

a)

@ = —2,5 —9,8;.

b)
i=—98;.

A

EJERCICIO 6.75 Un estudiante de la Facultad de Ingenieria estd parado so-
bre el vagon de un tren que viaja a lo largo de una via horizontal recta a una
rapidez constante de V ms~!. El estudiante lanza una pelota al aire a lo largo
de una trayectoria que inicialmente forma un dngulo de o con la horizontal
y estd en linea con la via. El profesor del estudiante, que estd parado cerca
sobre la tierra, observa que la pelota sale verticalmente. ;Qué altura subird
la pelota?

Solucién. Si V' es la rapidez relativa al tren inicial de lanzamiento,
entonces en la direccién del movimiento 2 tenemos

V,=V'cosa—V =0

porque el Profesor observa que sale verticalmente. Entonces

entonces
V, = V; =V'sina=Vtana

y como sabemos subird una altura h dada por

b V2tan? o
2g

A
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CAPITULO (

Soluciones ejercicios

7.0.1. Dinamica unidimensional

EJERCICIO 7.1 Un cuerpo de masa 16 kg, se encuentra sobre una superficie
horizontal dspera, de coeficiente de friccion estdtico y cinético u, = 0,3 y
y, = 0,25, respectivamente. Si sobre el cuerpo se aplica una fuerza horizontal
F, determine: a) La fuerza resultante sobre el bloque si F' = 45N. b)La
magnitud minima de F para poner en movimiento al cuerpo. c)La distancia
horizontal que recorre el cuerpo, hasta llegar a detenerse, si F' = 80N y actia
solo durante 4s.

Solucién. Calculemos fE4* = ;4N = pugmg = 0,3 x 16 x 10 = 48,0N.
Luego la fuerza de 45 N es insuficiente para colocar en movimiento el cuerpo,
entonces

a) 3" F = 0. Ademés

b) Fium = 48,0N.

Para F' = 80N, la segunda ley da

F—ppgmg = may, t <4s,
—lgmg = mag, > 4s.
De aqui

80 — 0,25 x 16 x 10

a; = 20 X 1D X =2.5ms 2

16

—0,25 x 16 x 10

ay = . = —2.5ms 2.

16
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En 4s la posicion y velocidad alcanzadas son

1 1
r = §a1t2 = 52,5(4)2 = 20m,
v = ait =10,0ms™?,

y se detendra en un tiempo adicional tal que

10
0=10+ast =t = 5= =4s,

recorriendo una distancia adicional

t+1 {2
r = VT —a
22

1
= 10x4-— 52,5(4)2 =20,0m,

luego en total recorre 40 m.

A

EJERCICIO 7.2 Dos blogues A y B de masa my = 14kg ymp = 10kg, estdn
unidos por una cuerda cuya masa total es m = 8kg como se indica en la
figura 7?7. Si se aplica al bloque superior A una fuerza vertical F de médulo
480N, se pide calcular:

5

A

a) La aceleracion del sistema. b)La tension en los extremos superior e inferior
de la cuerda.

Solucién. Si 77 y T5 indican las magnitudes de la tensién en los extremos
superior e inferior respectivamente, tenemos
F—Ti—mag = maa,
T, —15—mg = ma,

T, —mpg = mpa,
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sumando las tres
F—(ma+m+mp)g=(ma+m+mp)a,
de donde
480 — 320

_ -2
a= 35 5,0ms

y de aqui
T, = mp(g+a)=150N,
T, = 154+ mg+ma=270N.

A

EJjercicio 7.3 Un disco de hockey abandona el palo de un jugador con una
rapidez de 5ms~! y desliza 36 m antes de detenerse. Demuestre que el coefi-
ciente de roce entre el disco y el hielo es 0,035.

Solucion. De

ma = —pgmg,
resulta
4= —HgKg;
y se detiene en tiempo t dado por
v
vo—qut:():Mf:—o,
129
y la distancia recorrida es
1 2
x:vot——atQZ Y% ,
2 21y
entonces ) o
Y%
= = = 0,035.
P = 50 T 2x36x10
A

EJERCICIO 7.4 Dos resortes Sy y Sz de longitudes iguales a 0,5m, pero con
diferentes constantes eldsticas K; = 50Nm™! y K, = 100Nm™!, estdn uni-
dos a dos soportes A y B, que se encuentran a la misma altura. Un cuerpo C
de masa 2,5kg, estd entre los dos resortes y es estirado hacia abajo hasta que
la longitud de los resortes se duplica. ; Cudl es la aceleracion que adquiere
el cuerpo C cuando se deja libre?
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Solucién. Tendremos
F=Fk x(1=05)4kyx (1-0,5) —mg =ma,

de donde
~25+50—25

=2 -2
25 0,0ms

a

A

EJjeERrcICIO 7.5 Se deja caer una bolita de masa m desde una altura h. So-
bre la bolita, ademds del peso, actia una fuerza resistiva proporcional a la
velocidad de la forma F= —ky) , calcule la rapidez de la bolita cuando ha
transcurrido un tiempo t = m/k.

Solucién. Si el eje OY es hacia arriba entonces

para integrar con y(0) = k, v,(0) = 0, separe variables

dv,
— %, = 4,
g + Evy
de donde
Vy d
t = — / o
0 gt Uy
_ m. mg+ky,
N k mg
y despejando
l—em
para t = m/k resulta
Uy = _%(1 —e™)
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EJERCICIO 7.6 Un cuerpo de masa 4kg, es lanzado verticalmente hacia arri-
ba con una rapidez inicial de 60ms—t. La fuerza resistente del aire es: F' =
—%U (unidades en el Sistema Internacional). Calcule el tiempo que demora

el cuerpo en alcanzar la altura maxima y el valor de la altura mdzima.
Solucién. Similarmente al problema anterior

dvy 3
2V g — =
dt 0= Toovv

para integrar con y(0) = 0, v,(0) = 60 ms™, separe variables e integre

/”y dv,
s — b
60 10 + mvy
. _@m 4000 + 3v, |
3 4180
despejando
_dy 4180 7%&_4000
e T 3

De aqui el tiempo para llegar a la altura méxima satisface

4180 s, 4000
—_—e 400" — —m —

0=>t=5.869s.
3 3 i

La altura méxima sers

5-869 41180 4000
Ymsx — / ( 3 Giwgot — T)dt =174.8m.
0

A

EJERCICIO 7.7 Una particula se mueve sobre el eje X de un sistema de coor-
denadas, sometido a una fuerza de atraccion hacia el origen de magnitud
k/x?, donde k es una constante positiva. Si la particula parte del reposo en
xr = a, demuestre que ella llegard al origen en un tiempo t , dado por

t_7ra ma
2\ 2k
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Soluciones ejercicios

Solucioén. Tenemos

con condiciones iniciales z(0) = a, #(0) = 0. Como

podemos integrar

de donde

. 1ld o,
=@t
1, k,1 1
= mG D
2k 1
e m(E_E)’

separe variables e integre

Nota: fo

2k 1y
m(z 2)

A

2 2
= asin?#, fo \/ﬁ _ OTF/ 2asm2_k9d9'

A

EJERCICIO 7.8 Sobre una particula de masa m, inicialmente en reposo, ac-
tiia una fuerza F de magnitud: F = F,[1 — (t — T)2/T?] durante un intervalo
de tiempo0 < t < 2T. Pruebe que la rapidez de la particula al final del inter-
valo es: v =4F,T/3m

Solucion. De

integramos

dv 9 10

mdt—FO[l (t—T1)*/T7],
2T 4.F
[1—(t— T? —°T.
m/ >/ ]dt 3m

EJjERrRCICIO 7.9 Una particula de masa 1kg, se mueve a lo largo del eje X
bajo la accion de una fuerza cuya magnitud es: F = 4rn?sin 87t , donde F
estd medido en N y t en s. Cuando t = 0s, la rapidez de la particula es
40ms~t. Calcule: a) La rapidez de la particula cuando t = 0,2s. b) Si en
t =0s, x = 0m, determine la posicion de la particula en t = 0,2s.
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Solucién.

dv, . -
;t = 47 sin 87t, v,(0) = 40ms !, 2(0) = Om.

Integramos dos veces

! 11
v (t) =40 + / 4% sin 8mtdt = 40 + 3T~ 3 (cos 8mt) ,
0

integre de nuevo
1 1
x(t) = (40 + §7r)t ~ 16 sin 87,
si evaluamos para t = 0,2s
vy, =41.085 ms™, £ =8.37Tm

A

EJsErcicio 7.10 Una particula de masa m, que estd inicialmente en reposo
en el origen, queda sujeta a la accion de una fuerza resultante, cuya magnitud

estd dada por F = kt®. Demuestre que:

x 1
v, 4
Solucién. Tenemos
dv, 2
m =
dt ’
si integramos
1
mu, = —kt3,
3
integrando de nuevo
1
mx = —kt?,
12
de manera que
x 1
vy 4
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EJERCICIO 7.11 Un globo cuyo peso total es W, incluyendo el lastre, estd
sujeto a la accion de una fuerza ascendente vertical constante P . Enun
determinado instante, el globo comienza a descender con una aceleracion
constante de magnitud “ a’ . ;Qué cantidad de lastre debe arrojarse fuera
del globo para que este se eleve con aceleracion constante de magnitud a? No
considere la resistencia del aire.

Solucion. Bajando

P—W:—Ka,
g

Para que suba debemos disminuir el peso de manera que

Eliminemos a

o sea debe botar

P P-WwW
W-W=W-W—————m =2W———.
2W - P P -2W

A

EJERCICIO 7.12 Sobre una particula que se mueve sobre el eje X, actia una
fuerza dada por: F' = —%i. Se sabe que ent =0, g =a, Io= vg. Calcule:

a) & en funcion de t y b) & en funcidn de x. Respuesta: a) \/v3 — 2kmt; b)
3 _ 3k 3
[0 — 2(z — a)]®.

Solucion. De nuevo, la segunda ley de Newton

dv, k
m— = o v2(0) = v, 2(0) = a.

Esta puede integrarse de la forma

1
U dv, = —kmdt = 5(1}5 —vg) = —kmt,

v, (t) = ¢/ v3 — 2kmt.

de aqui se despeja
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Para obtener & en funcién de x, la segunda ley puede escribirse

mdvx dr = —ﬁdx,
dt Uy
esto es 1 i
mdv,v? = —kdr = g(vi —v5) = —E(x —a),
de donde despejamos
3k
o) = i - Ea
A

EJERCICIO 7.13 La fuerza neta que actia sobre una particula cuyo peso es de
26 kgf, tiene la direccion sobre el eje de las X de un sistema de coordenadas

y estd dada por la expresion:

F = At + Be™®

en que A = 216 Ns™3, B = 1N, ¢ = 1s7! y t estd expresado en sequndos.
Si en el instante t = 0, la particula estd pasando por el origen moviéndose

a3ms !

en el sentido positivo del eje X, determine: a) La velocidad de la

particula en el instante t = 3s. b) Su distancia al origen en ese instante.

Solucién. La masa es también m = 26 kg. La segunda ley serd, reempla-

zando numeros
26a, = 216t> + ', #(0) = 0, v,(0) = 3ms™".

De aqui, integrando dos veces

£216t3 + et
() = 3 - dt,
n(t) = 3+ / -

= 3.0385+2.077t* — 0,038 61,
t
r = / (3.0385 + 2.077t* — 0,038 6% dt
0

= 3.0385¢t + 0,4154¢° + 0,038 6e 1% — 0,0386

que si se evaldan en t = 3s dan

v, = 171.274ms !,
r = 110.02m.
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A

EJjERrCICIO 7.14 Una particula de masa “ m’ , parte del reposo desde el
origen de un sistema de coordenadas bajo la accion de una fuerza neta cuya
magnitud es F' = fo—kt?, en que fo y k son constantes positivas. a) Encuentre
las expresiones para la velocidad y para el itinerario de la particula, en funcion
del tiempo. b) Si m = 800kg, fo = 1500N, k = 15Ns~2 y el tiempo estd
dado en sequndos, determine en qué instante se detiene la particula y a qué
distancia.

Solucién. Tenemos que

d
800d—: = 1500 — 15t% 2(0) = v(0) = 0.

Integrando dos veces

£ 1500 — 15¢2
o(t) = / = O g
0

800
B 15t 1 4
-8 160
y
(t) /t(wt ! t3)dt
x = —t— —
0o 8 160
15 , 1,
-t
16 640 '
luego la particula se detiene cuando
15 1
—t——t*=0=1t=10V3s.
8 160 vas
y su posicion es
1125

T = 3 = 140.625s.

A

EJERCICIO 7.15 Una particula de masa m se lanza verticalmente hacia arri-
ba (en el eje Y) con velocidad inicial V sometida a su peso y a una fuerza de
roce viscosa de la forma —20y . Determine las expresiones para la posicion
y velocidad de la particula en funcion del tiempo.
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Solucién. Aqui, la ecuacién de movimiento serd,

mij = —mg — 23y

o bien 5
j+229=—g
m
con soluciones particular y homogéneas las siguientes

mg
By

Yy, = A+ Be?nm

de modo que la solucién general es

myg —284
= —_—— A B m
y(t) 2 t+ A+ Be
siendo y(0) =0, y(0) = V de modo que
A+B = 0
mg B
M 9P B
20 m v
0 sea
1mg+2Vj
p=--T2F
4 B
y finalmente
mg .  1mg+2V} 08,y
) = ——Zp4 -T2
mg 1mg+2VE 45,
¢ D Y e P
v(t) 28 27 pm
A

EJERCICIO 7.16 Una particula de masa m se suelta desde una altura h so-
metida a su peso y a una fuerza de roce viscosa de la forma — (Y. Determine
las expresiones para la posicion y velocidad de la particula en funcion del
tiempo.
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Solucién. Mientras la particula baja

mij = —mg — By, y(0) = h, 4(0) = 0.

Reordenemos 5

Yy+—y=-g

m
que tiene solucién particular
mg
Yyp = __ta
s
y la ecuacién homogénea es
Yn = A+ Bei%a
la solucién general es
m t
y(t) = —7975 + A+ Be_%,

debiendo ser

de donde se obtiene

3 3
luego
y(t) = h—%w 2%(1—6—%),
i) = —%u—enf).
A

EJERCICIO 7.17 Una particula de masa m se lanza verticalmente hacia arri-
ba (el eje Y) con velocidad inicial V sometida a su peso y a una fuerza de
roce viscosa proporcional al cuadrado de la rapidez, de la forma £2837y*. De-
termine las expresiones para la posicion y velocidad de la particula en funcion
del tiempo. Considere que debe elegirse el signo adecuadamente para la subida
y la bajada de la particula.
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Solucién. Mientras la particula sube

mij = —mg — 2B
y mientras baja
mjj = —mg + 25y
puesto que la fuerza resistente es contraria a la velocidad. Si llamamos a

v = g tenemos
a) para la subida

dv 28 ,
N — — —
dt g m
d
it = — +§B -
g v
. /v(t) dv
(0) g—l—%zﬂ
b) para la bajada
dv 28 ,
E = —g‘i‘EU
d
w0
g— v
. /v(t) dv
o(0) 9 — 02

Las integrales podrian hacerse de tablas, pero no vale la pena porque son
expresiones complicadas.

A

EJERCICIO 7.18 Una particula de masa m se mueve en una linea recta (en
el eje X) sometida a una fuerza eldstica —Kx y a una fuerza de roce vis-
cosa de la forma —2B1. St inicialmente la velocidad es V y la posicion es
x = 0, determine las expresiones para la posicion de la particula en funcion
del tiempo, en los tres casos: sub amortiguado, amortiguado critico y sobre
amortiguado.
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Solucién. La ecuaciéon de movimiento es
mi + kxr + 201 =0
siendo la ecuacidén caracteristica

mp® +2p+k =0

con solucién p = —% - (%)2 —Ep= _% — (%)2 — kg
)Sub amortiguado £ — (£)2 =w? >0

b) amortiguado critico £ — (£)2 =

c) sobre amortiguado (2)2 — £ > 0
T = e’%t(AeV (=%t 4 Be~V (%)2’%)

donde al considerar las condiciones iniciales x(0) = 0, #(0) = V permite
obtener

a)

Y

b)

EJERCICIO 7.19 Una particula descansa sobre una plataforma horizontal ini-
cialmente en reposo. Si la plataforma comienza a moverse verticalmente de
modo que su desplazamiento es:

y = Asinwt

siendo A y w constantes y t el tiempo. Determine la condicion que deben
cumplir esas constantes para que durante el movimiento de la plataforma la
particula se despegue de ella.
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Solucién. Mientras la particula permanezca apoyada sobre la plataforma,
la reaccion normal actuando sobre ella, hacia arriba N, estd dada por

my =N —mg

con
y = Asinwt

de modo que

N = mg — mAw? sin wt.

Entonces la particula no despegard si N > 0 para todo ¢ lo cual requiere que
A < g

o bien la particula despegard si
Aw? > g.

A

EJjErcICIO 7.20 Una particula de masa m moviéndose en una linea recta
estd sometida a una resistencia que produce una fuerza de retardo kv3, donde
v es la velocidad y k es una constante. Muestre que la velocidad v y el tiempo
t estan dados en términos de la distancia s mediante las ecuaciones

U
v = —
1+ kmsu’
1
t = 24 Zkms?.
u 2

donde u es la velocidad inicial.

Solucién. La ecuacién de movimiento serd

dv
= _k?
mdt v

siendo
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La primera puede escribirse como

ds dv
= = kv
dt ds oo
dv
= = kv
mu— V7,
dv
= = _k?
m— v,
que puede integrarse, siendo u la velocidad inicial, como sigue
v d S
—g = —km / ds,
u U 0
1 1
——— = —kms,
u v
entonces
a)
u
V= —
1+ kmsu’
Ademés
b)
ds U
dt 1+ kmsu’
que puede integrarse
/(1 + kmsu)ds = /udt,
1 2
s-l—Ekmus = ut,

o bien )
t= il + —kms?.

u 2
A

EJERCICIO 7.21 Una particula se mueve en una linea recta bajo la accion
de una fuerza de roce de la forma kv™™t donde v es la velocidad a tiempo t.
Muestre que, si u es la velocidad ent =0

1 1
kt:ﬂ<———),
n \v" un

y obtenga una formula correspondiente para el espacio en términos de v.
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Solucién. La segunda ley da

dv

—:—k n+1

mdt v s
? d
v

—:—k n+1

Uds v s

Si integramos la primera

Y du
m/u o) = —kt,

de donde

vd
m| & = —ks,
u Un
m 1 1
ks = - )
° n—l(v”1 u"1>

EJERCICIO 7.22 Una bala disparada con una velocidad horizontal de SO0 ms—!
viaja con una velocidad de 500ms~! al final de un sequndo. Suponiendo vd-
lido el modelo del problema anterior con m = 1/2, calcule k y el espacio
recorrido en el primer sequndo, despreciando el efecto de la gravedad.

Solucién. Para el problema anterior, se tiene ahora m = % v u =800, y
para t = 1, v = 500. Entonces

1 1 1
"= (1/2) (5001/2 B 8001/2> = 0,018732.

Entonces

1 1 1
k(m —1) (vm*1 a umfl)
B 1 1 1
= 0018732)(—1/2) 50072 300172

) = 632.457m
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A

EJERCICIO 7.23 Se dispara verticalmente hacia arriba una piedra en un me-
dio que ofrece una resistencia por unidad de masa proporcional a la velocidad
(kv) cuando la rapidez es v. Si vy es la rapidez del disparo, pruebe que la pie-
dra vuelve al punto inicial después de un tiempo t,, donde

(g + kvo) (1 + €_kt1) = gl{?tl

Solucién. Aqui
dv

= - _k
dt U g?
de donde .
—g+e MCik
t) =
( ) k ’
pero
o — —g+ Clk
0 — k )
de modo que
vok +
Cy = 0 - 9’
Y k
U(t) _ __g Vo +g€71€t7
k
entonces

t —
y(t) = / (_9+Me—m)dt
ok k

o _g_t Uokf+g
= Ty e

(1 —e k)

De aqui, haciendo y = 0 en t = ¢; resulta

gt vok + g kty
_?1 OkQ (1_€kt),

gkt; = (vok + g)(1 — e *).

A
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EJERCICIO 7.24 Una particula se lanza hacia arriba con velocidad inicial u
y se mueve en un medio que ofrece una resistencia por unidad de masa kv?.
Pruebe que la particula vuelve al punto de partida después de un tiempo

1
—— (a+1In(seca + tana)),

Vkg
k
tana = uq [ —.
\/;

Solucién. Aqui, para la subida

dv
pri —kv? — g, (7.1)

y debemos calcular la altura méxima y el tiempo empleado en subir. Podemos

integrar
/ Y dv
t = — 5 ,
« kvt +g

— arctan v—E— -+ arctan u—E—
v/ (gk)

(gk)
(gk)
en el punto més alto v = 0, por lo tanto el tiempo de subida es

1
t, = arctan u

K
D (gk)

Para saber la altura méxima, modificamos la ecuacién (7.1) de modo que

@
dt
vdv = (—kv? — g)dy,

B /” vdv
YT ) kPt g

Como nos interesa solamente y,,5x hacemos v = 0, entonces

donde

—kv? — g,

entonces

1 1 g+ ku?
mix — n .
Y 2k g
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Para la bajada, con v(0) = 0y y(0) = Ymax

dv
a = k”Uz — g, (7 2)
entonces
/” dv
t = — ,
0 g— kv?
1 k

= — arctanh v

V(gk) V(gk)’

ademds modificando la ecuacién (7.2)

vdv = (kv? — g)dy,

/” vdv 11 g — kv?
— Yméx = =—1In ,
vy 0 kv2—g 2k g

entonces

luego la velocidad de llegada vy al suelo (y = 0) estard dada por

1. g— ]{ZUJ%
—Ymix = In 5
2k g
1, g+ku?
= ——1In ,
2k g
de donde
g~ kv g
g g+ ku?’
o bien
v [ 9
d g+ u*k

finalmente, el tiempo de bajada estara dado por

1 k
ty, = — arctanh v ,
(gk) (gk)
1 g k
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y el tiempo total serd

t= 1 arctan u K + 1 arctanh LUL
Vv (gk) V(gk)  /(gk) V g+uk gk’

si llamamos tan o = u, /&

g

1 1
t = arctan(tan o) + arctanh /| —————— tan a,
(gk) () V(gk) 1+ tan®
1
= (a + arctanh sin a),
vV (gk)
pero existe la identidad
1. 1+¢
ho==1
arctanh ¢ 5 n1_¢,

de modo que el tiempo serd

: 2
_ 1 (a+1n (1+ s%n;x) )
(gk) 1 —sin“«
B 1 (a+1n1+sina)
B (gk) COSs Q.
1

(jiEste problema no serd colocado en pruebas!!)

A

EJERCICIO 7.25 Un cuerpo se ata a un extremo de un hilo inextensible y el
otro extremo del hilo tiene movimiento armonico simple vertical de amplitud
a, realizando n oscilaciones completas por sequndo. Demuestre que el hilo no
permanecerd siempre tenso a menos que

g
Am2a’

n? <
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Solucién. Para la masa tendremos
my =T —mg,

estando y dado por
y = asin(2mnt)
entonces

T = mg—my

= mg + mdrnlasin 2mnt,
Para que el hilo permanezca tenso debe ser
T = mg + mdrn?asin 27nt > 0
y entonces

mg > mdrn’a
2 g
n- < —.
4ma

A

EJERCICIO 7.26 Un cuerpo de masa m = 1kg es empujado por una fuerza
horizontal F' de mddulo 15N, desde el pie de un plano inclinado en 37° res-
pecto a la horizontal y cuyo coeficiente de roce cinético es 0,2. Si la fuerza F
actia durante tres sequndos solamente, determine: la distancia que alcanza
a subir por el plano y el tiempo que demora en volver al punto de Partida.

Solucién. Aqui m = 1kg, F' = 15N, u, = 0,2, 0 = 37°
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Tomando el eje x paralelo al plano inclinado e y normal, tenemos
ZFQE = Fcosf — f—mgsinf = ma
ZFy = N — Fsinf —mgcost =0
[= mN

entonces
f = pp(Fsin@ + mgcosf)

~ FcosO — p, F'sin 0 — pymg cos) —mgsin 6

a
m
F(cos 0—p, sin 0) —mg(p, cos 0+sin ) i t<3
a m
{ —g(py, cos 0 + sin ) si t>4

calculemos numéricamente

2.56 si t<3
“Y =762 si t>3

asf resulta para t = 3, s = £(2.56) x 32 = 11.52m y v = 2,56 x (3) = T.

68 ms~!. Pasado este tiempo el cuerpo empieza a frenar y
v = T7.68—7,62t,
1
s = 11,52+ 7,68t — 57,62752,

a) El cuerpo sube hasta que v = 0, o sea 7.68 — 7,62t = 0, con solucién

t =1.01s y por lo tanto la distancia que ha subido es

1
s =11,52 +7,68(1.01) — 57,62(1. 01)* = 15.39m.
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En la bajada la fuerza de roce cambia de sentido luego la aceleracién de
bajada hay que calcularla

+pmg cos  — mgsin

)

a =

m
= +4pgcost — gsind

= —3.622ms 2

0,3 x 10 cos %ﬂ' — 10sin %ﬂ' =
b) La bajada desde el punto més alto se inicia a ¢ = 4,01s con velocidad

inicial cero, luego hacemos
1
0 =15.39 — 53.622 (t —4,01)?,

de modo que el tiempo es
t=6.93s.

A

7.0.2. Dinamica en dos o tres dimensiones

EJjERCICIO 7.27 Un cuerpo de masa 8kg, describe una trayectoria cuyas
ecuaciones paramétrica son: x = 2 + 5t — 2t>m e y = t>m. Determine la
fuerza aplicada sobre el cuerpo en t = 2s.

Solucién. Calculemos @

T %(2 + 5t — 2% %) = (5 — 4t,2t),
4
dt

ST

U= (—4,2),

luego .
F =mad=28(—4,2) =(—32,16) N.

A

EJERCICIO 7.28 Una particula de masa 25 g se hace girar, de modo que des-
criba una trayectoria circular en un plano vertical, mediante una cuerda de
largo 40 cm. Si la rapidez angular es constante y de magnitud 30 rad s,
calcule: a) La aceleracion centripeta en el punto mds alto de la trayectoria.

b)La tension en el punto mds bajo de la trayectoria.
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Solucién. La aceleraciéon centripeta es en este caso de magnitud cons-

tante
2

ac = % = Lw? = 0,40 x (30)? = 360,0ms "2,
y en el punto més bajo
T — mg = mac,

de donde
T =m(g+ ac)=0,025 x 370 =9.25N

A

EJjERrCICIO 7.29 Un anillo P de masa m, estd engarzado en un alambre li-
so, que forma una circunferencia fija de plano vertical y radio R como se
indica en la figura. Bajo la accion de una fuerza tangencial F de magnitud
desconocida, el anillo describe la circunferencia con rapidez angular igual a:

. |29 1 .
0= R(l 281119)

determine:

=

a) La magnitud de la fuerza Fen funcién de 6. b)La reaccion normal del
alambre sobre el anillo.

Solucién. La segunda ley de Newton en polares da

F —mgcos® = mRo,

N +mgsinf = mRé’Q,

0 es dado y 0 puede calcularse

- 1d .2 29 1 .
0—5@9 ——E(l—ismt?)cos&
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luego
, cos 6
F = mgcosf+mRg(—2+sinb) I
= —mgcosf + mgcosfsinf
2 1 2
N = —mgsinf —i—mREg (1 — §sin 9)

1
= mg(2 —3sinf + 5 sin? 0)

A

EJErcicio 7.30 Un bloque de masa 5kg, descansa sobre un plano inclinado
30° con la horizontal, unida a un eje vertical eje mediante una cuerda de
longitud 10/+/3m. El plano gira junto con el bloque en torno a un eje vertical

con rapidez angular w = 1 rad s~t. Calcule:

9
Y

30°

»
>

X

a) La tension en la cuerda; b) La velocidad angular para la cual la particula
abandona el plano.

Solucién. En el sentido del eje OY no hay aceleracién por lo cual
T'sin30 —mg + N cos 30 =0,

y
T cos 30 — N sin 30 = mac = mL(w)? cos 30,

de donde podemos despejar 7'y N
T = m(gsin30+ Lw”cos*30) ,
N = m (g — Lw?sin 30) cos 30.

Calculando
T =46.65N
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y para que despegue, N = 0 da

g -1
W= 4/ T 530 86 rads

A

EJERCICIO 7.31 Una pelota de peso W estd unida a una cuerda de longitud L
y estd moviéndose como péndulo conico. Es decir, estd girando en un circulo
horizontal con rapidez constante vy. Sea 6 el dngulo formado por la cuerda y
la vertical. Despreciando el peso de la cuerda, determinar: a) La tension de
la cuerda. b) La rapidez vy en funcion de g, L y 0.

Solucién. La componente vertical de la segunda ley es

T cost —mg =0,

y la componente hacia el centro de giro es

de la primera

y de la segunda

2
Vo

Vo

2

Ug
Sin m mLSinQ’

mg W
T p— f—
cos cosf’

T sin? 6 Lsin2 0

=g = gLsinftanb,
m cos

v/ gLsinftan.

A

EJERCICIO 7.32 Demuestre que la ecuacion de movimiento de un péndulo
simple, formado por una particula de masa m suspendida de un hilo liviano

de largo L, es :

é+%sin9:0
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Solucién. Hay varios caminos. Si usamos conservacién de energfa, con
energia potencial definida como cero en el punto més bajo, tenemos que

1 )
E = EmL292 + mgL(1 — cosf)
que si se deriva respecto al tiempo da

mL*00 + mgLsin60 =0

o bien
0 + %sin@ =0.

A

EJERCICIO 7.33 Una particula da vueltas por el interior de un aro liso verti-
cal de radio R que tiene su plano vertical, sometida a su peso y a la reaccion
normal. Determine la velocidad minima que debe tener la particula en el pun-
to mds bajo para que la particula realice vueltas completas sin perder contacto
con el aro.

Solucién. Para la figura

v
— = N-— 0,

m mg cos
dv .

m— = —mgsinf
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o bien la segunda se puede escribir como

-2

> —mgsin 6

Si llamamos vy = R0, la rapidez en el punto més bajo, donde 6 = 0, podemos
integrar la ltima ecuacién obteniendo

0 — «9(2) = 2Eg(cosﬁ -1

o bien
v2 —v? = 2gR(1 — cos )
y de allf podemos calcular N que resulta ser

02
N = — 0
mR + mg cos

m

= E(vg —2gR(1 — cos#)) + mgcosb
= %vg +mg(3cosf — 2)

Para que la particula realice vueltas completas debe ser

N = %vg+mg(30080—2) >0

entonces, en el caso més desfavorable § = 7

%vg +mg(—3—-2)>0

entonces
Vo > \/OgR

A

EJERCICIO 7.34 Respecto a la situacion del problema anterior, si la velo-
cidad en el punto mdas bajo es la 3/4 de la minima calculada, determine el
punto donde se pierde el contacto.
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Solucién. Si en el problema anterior colocamos

3
Vg = Z\/SQR

entonces

N = %vg +mg(3cosf — 2),

m 9
—= —_— _2
I 165gR + mg(3cosf — 2),

13
= mg(ﬁ + 3cos ),

que se anula donde }—2 +3cosf =0, o sea en: § = 105,7° y alli se separa.

A

EJERCICIO 7.35 Respecto a la situacion del problema anterior, si la rapidez
en el punto mds bajo es vy determine la reaccion normal N en funcion de 6.

Solucién. Sigue siendo vélido que

1 1
§mv(2) —mgR = §mv2(9) —mgRcos¥,
de donde

vy — 29R(1 — cosf) = v*(0).
En un punto arbitrario, la ecuacién radial es

2 2 —2gR(1 — cosf
N—mgcos@zm%zmv0 gRJ(DL o8 >,

despejamos N

vg — 2gR(1 — cosf)

N = 0
mgcost +m R ,
2
= mgcosf + mES —m2g(1 — cosf),
02
= mg(3cosf — 2) +m—2.

R
A
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EJERCICIO 7.36 Una particula de masa m se coloca en el punto mds alto
de un hemisferio liso de radio R y se perturba levemente de modo que ella
comienza a caer deslizando. Determine el punto sobre el hemisferio donde la
particula pierde el contacto con él.

Solucién. Considere la figura

la segunda Ley de Newton, radial da

v?
~_ —_N 0
mR + mg cos 0,

y conservacién de energia

1
§mv2 +mgRcosf = mgR

0 sea
v? = 2gR(1 — cos )

que sustituida en la primera da

N = mgcosf —2mg(1l — cos0)
= (3cosf —2)myg

que se anula donde cosf = % o sea el punto de despegue es 6 = 48,19°.

A

EJERCICIO 7.37 Se tiene un péndulo constituido por una particula de masa
m unida por un hilo de largo L a un punto fijo. Si la rapidez de la particula
en el punto mas bajo es vy determine la energia mecdnica de la particula con-
siderando que en el punto mas bajo la energia potencial es cero. Determine
ademds la ecuacion diferencial que satisface el dngulo 6.
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mg

Solucién. Si tomamos como nivel de referencia de la energia potencial el
punto més bajo, entonces

1 1 :
E = §mvg = EmLQH2 + mgL(1 — cos ).

Si ademads derivamos respecto al tiempo se obtiene
mL*00 + mgL(sin 0)f = 0,

O sea

0+ %(sin@) = 0.

A

EJERCICIO 7.38 Un péndulo conico que se ilustra en la figura, se mueve
manteniendo el dngulo o constante siendo m la masa de la particula, L el
largo del hilo.

mg
Determine a) La rapidez angular ¢. b) La tension del hilo.

Solucién. No hay movimiento vertical de manera que
T cosa = mg.
En la direccion hacia el centro de giro

. .9 X .9
Tsina=mr¢ =mLsinag .
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Eliminando T se obtiene

L sin agiﬁz

= tana,

y finalmente

7.0.3. Trabajo y energia

EJERCICIO 7.39 Un proyectil de masa m = 1kg, se lanza desde el origen de
un sistema de coordenadas, con rapidez vo = 100ms~*, formando un dngulo
a = 37° con la horizontal. Si se desprecia la resistencia del aire, calcule:
a) La energia mecanica del proyectil después del lanzamiento. b) El trabajo
realizado por la fuerza neta que actia sobre el proyectil, desde que se lanza
hasta que adquiere la altura mdzima. c) La energia cinética del proyectil en
el punto de impacto contra el suelo.

Solucién. Si el nivel de referencia para la energia potencial corresponde
al punto de lanzamiento, entonces la energia mecénica (que es constante) es

1 1
E = §mvg = 51(100)2 =50001J.

La altura méaxima se calcula de

’U2
Ymix = 0 sin?a = 164.628m.
2g

El trabajo realizado por la fuerza neta, el peso, es igual a menos la variacion
de la energfa potencial, es decir

W = —mg(ymsx — 0) = —1646,28 J,
y la energia en el punto de llegada es la misma que al salir.

A
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EJERCICIO 7.40 Sea
F = (122° — 622°)i + 22y2°] + (3z122% — 62°2)k.
Encuentre la funcion potencial escalar asociada a F.

Solucién. Debemos verificar primero que V x F = 0. Calcule entonces

0 j k
VxF = 2 a% 2
Y223 — 6122 2xy2d 3xy?2? — 6222
= (6zyz? — 6xy2?) + - --
— (0,0,0).

Sea entonces V' (0,0,0) = 0. Ademds sabemos que

V(z,y,z) = —/ﬁ~dﬁ
y como camino tomamos tres segmentos a lo largo de los ejes. C : y = 0,

z2=0,2:0—x;Cy:2=0, z = constante, y : 0 — y; C3 : x,y = constantes,
z : 0 — z. Entonces

Vir,y,2) = — /(y2z3 — 622%)dx + 2xy2Pdy + (3ry?2* — 62%2)dz

— —/01(0) - /02(0) - /03(3xy222 — 62%2)dz

= —ay?® 4 32722

A

EJERCICIO 7.41 Una particula de masa m se mueve en el plano XY tal que:
7 = ai coswt + bjsin wt,

donde a y b son constantes positivas. a) Encuentre la trayectoria de la parti-
cula. b) Calcule la fuerza que actia sobre la particulas. ¢) Demuestre que la
fuerza es conservativa. d) ;Cudl es la energia potencial en x =a ey =b? e)
Calcule el trabajo realizado por la fuerza cuando la particula se mueve de A
hacia B. f) La energta total de la particula.
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Solucién. Del vector posicion,
xr =acoswt, y = bsinwt,

de donde

2 2
Y
2tp=t @
(es una elipse). Ademads
F =mad = —mw’F (),

se trata de una fuerza conservativa porque es evidente que

- 1
F= —Vﬁmw%‘?,

y luego la energia potencial es

1 1
U= §mw2r2 = §mw2(x2 +y%).

Las coordenada de los puntos son A(a,0) y B(0,b) de manera que

1 1
Uy = §mw2a2, Ug = Emuﬂbz (d),
de modo que el trabajo es
1
W =—(Up—Ub,) :—§mw2(b2—a2) (f)-

La energia total de la particula sera

1
FE = gmUQ—i-U

1
= §mw2(a2 sin® wt + b% cos® wt) + §mw27‘2
1

1
= §mw2(a2 +b?).

1
= Emwg(a2 sin® wt + b? cos® wt) + EmLuQ(a2 cos® wt + b? sin® wt)
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EJERCICIO 7.42 Una particula de masa m, se mueve por la accion de una
fuerza conservativa cuyo potencial es U(x). Si en ty la particula estd en x1 y
en ty estd en xo, demuestre que: a)

i dz
t2_t1:\/m/2x/\/E?U(x>

donde E es la energia total. b) Si U(z) = 2ka? yent=0, z=a, =0

. Demuestre que:
| k
T = acos\/ —t.
m

Solucién. Tenemos que
1

E= §m£2 + U(x),
de donde
b= (2B~ U)
T = - x
dx 2
> Z(E—
== o (E-UW)
g = dx |
HE-U())
integrando

o /m/”d_x
2~ U1 2 /.. —E—U(ac)'

t:\/ﬁ/zd_ﬁ'f:\/ﬁ/””d_x
2o JE—Lkar VR o frm g
pero F =K+ U = %kaz de manera que
L \/E/d_f
k), JV@—22
m

R e
= T2,



193

y finalmente
kT |k
x(t) = asin( Et + 5) = a cos( Et)

A

EJERCICIO 7.43 En la pardbola y = 2%/a que estd colocada verticalmente
seqin la figura, ademds del peso, de la fuerza de reaccion normal, actia sobre

la argolla una fuerza dada por:

—

F =y —xj.

Inicialmente, la argolla estd en A y su rapidez es nula.
Ay

A

»
>

X=a X
a) Determinar el trabajo que hace la fuerza F cuando la argolla se mueve
desde A hasta O. b) Calcule la rapidez de la argolla en O.

Solucién. Deseamos saber si la fuerza dada es conservativa, calculamos

P9k
R 8 8 D
y —z 0

= k(=1—1)=(0,0,-2) #0.

No lo es. De modo que debemos calcular su trabajo directamente

o o)
Wg = / F-df’:/ (ydz — zdy)

A A
0 g2 O 2udr
= —dx — T
a a a a
a? 2., a
= ——=+z-a" =—.

3 3 3
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Usamos ahora el teorema energia trabajo

2
a

EO - EA - 3,

—mvd — (mgya) = a_2

2 O gya — 3 )

1 2

b (mga) = &

de modo que finalmente

1 2a?
Vo 3m\/é\/(ma (a+3mg)) ag + -

A

EJERCICIO 7.44 Una particula de masa m, se lanza con rapidez inicial vy
sobre un plano horizontal liso. El aire ejerce sobre la particula una fuerza
resistente proporcional a la velocidad con constante de proporcionalidad k.
Calcule: a) La distancia total que recorre la particula. b) La energia cinética
de la particula en la mitad del recorrido. c) El trabajo total que realiza la
fuerza resistente.

Solucién. Tenemos

dv
m— = —kv,
dt
separando variables e integrando
vd ko [* kt
Y S .
w U m Jo Vo m

de donde

integrando nuevamente

muvg _kt

t
x(t):/ voe’%dt:—(l—e m).
0 k

como la particula se detiene cuando t — oo, resulta que la distancia recorrida

es
vy

T == (a).
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En la mitad del recorrido el tiempo serd dado por
1myvy  mug _kt m
———=—(1—-¢e"m)=t=—(In2),
5% T (L—emm) - (In2)
y la energfa cinética serd

Lo 1 o om
m

K = oM™ = 5muge
1 1 1
= §mv§Z = gmvg. (b)

Por 1ltimo segiin el teorema energia trabajo, el trabajo total que realiza

la fuerza resistente es
1
Wp=K;— K; = —§mv(2). (c)

A

EJERCICIO 7.45 Sobre una particula de masa m = 2 kg, actia una fuerza
F' desconocida. La particula se mueve sobre un plano horizontal dspero, de
acuerdo a la ecuacidén itinerario v = 3 + t> donde x estd en metros y t
en sequndos. El coeficiente de roce cinético entre el plano y la particula es
w = 0,3. Calcule: a) La energia cinética de la particula en el instante t = 3s.
b) El trabajo realizado por la fuerza F en el intervalo 0 — 3s.

Solucién. Tenemos que la rapidez es
dz

= — = 2t.
dt

Uy
La energfa cinética en t = 3 s serd

La fuerza de roce realiza un trabajo

W = —uMg(zs —11)
= —03x2x 10(12 — 3) = —54,0J.

El trabajo total es la variacién de la energia cinética, es decir
Wpg — 54,0 = 36,

de donde
Wr =90J.
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A

EJERCICIO 7.46 Un bloque de masa m = 4kg, inicialmente en reposo, as-
ciende a lo largo de un plano inclinado dspero de largo 1m e inclinacion
respecto de la horizontal o = 53°, debido a la accion de una fuerza horizontal
constante de magnitud 60 N. Si al término del recorrido el blogue tiene una
rapidez de 1,2ms™, calcule: a) El trabajo realizado por la fuerza de roce. b)
El trabajo neto resultante. ¢) El coeficiente de roce cinético entre el bloque y
el plano.

Solucion. La normal es N = mgcosb3 = 24.073 N, la altura que sube
es h = 1 x sinb3 = 0,7986 m, el desplazamiento horizontal del bloque es
x =1xsin53 = 0,601 8 m. Podemos entonces calcular los siguientes trabajos
y el cambio de la energia cinética

Wy = 0,
Wiy = —4x10x0,7986 = —31.9447,
Wrp = 60x0,6018 = 36.108J,
1
Ky,— K, = 54(1,2)2 = 2.88J (trabajo neto resultante)

El trabajo W} realizado por la fuerza de roce satisface
Wi+ Wp+ Wy = Ky — K,
de manera que el trabajo realizado por el roce sera
W; =2.88~36,108 + 31,944 = —1.284 J,

y finalmente el coeficiente de roce lo despejamos de

O Sea 1 284
K = a7~ 0093

A



CAPITULO &

Soluciones ejercicios

8.1. Resumen de féormulas

8.1.1. Movimiento en un campo central de fuerza

- k .

F = —ﬁr.
El édlgebra de esta materia puede resultar tediosa y muy repetida en diversos
problemas, por lo cual se dan aqui las principales férmulas para hacer refe-
rencias a ellas en las soluciones. En lo que sigue k es la constante de la ley

de Fuerza, no la confunda con la energfa cinética

13 1
"= mk1—ecos(f —a)’
G 1
 mK /1 —¢e2’
d*u _ mF(2)
i T T R
lo = |m# x @] = mr?0,
2EI2
2 _ 1 0
e + 2
1 ko1 ; k
E = §mv2 — ; = §m(7"2 -+ 7'292) — F,
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Figura 8.1:

8.1.2. Lanzamiento desde la superficie terrestre

Aqui preferimos usar
k= GMm.

Si un proyectil se lanza de la superficie terrestre, formando un dngulo 3 con
la horizontal, como se indica en la figura, que es materia de varios problemas,
preferimos deducir aqui todas las relaciones.

8.1.3. Energia

1
E = §mV02 — T = 5771(‘/02 — V2>

8.1.4. Momentum angular

lo = mRVycos 5.

8.1.5. Velocidad de escape

2GM
V. =/
R
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8.1.6. Excentricidad

2E12
2 _ 1 0
‘ * m(GMm)?
AR = V2)VE cos’
— 1+ v
8.1.7. Ecuacién de la érbita
. 12 1
m(GMm) 1 — ecos(f — «)
. 2VZ  Recos’f3

V2 1—ecos(f—a)

8.1.8. Orientacién o del semieje mayor (figura, caso
(2))

Sir= R en =0, se deduce que

. 2VE  cos?
V2 1—ecosa
2V;2
1-— ﬁ cos? 3
cosa =
\/1 — V2 V2 L cos? 6]
2JL cos Bsin 8
sina =

\/1— V2 1——)00525

8.1.9. Casos elipticos

SiVo<V.y B >0casos (1) y (2) de la figura, el proyectil cae de nuevo
a la Tierra, y el alcance angular de P a () estd dado por

2x
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8.1.10. Alcance maximo

Deseamos obtener una expresion para el angulo S de lanzamiento que da
un alcance méximo para una rapidez inicial dada Vy < V,. L inclinacién del
semi eje mayor estd dada por

1——COS 15}

\/1— 1—V2)J—cosgﬁ

Sean, para simplificar la notacién

COS x =

0 .
— =sing, cos’f =u
Ve

de modo que

1 —2usin®¢
Cos v =

\/1 — 4u cos? g sin®¢

Es una buena tarea probar que hay un extremo de cos a cuando

1 2
u = —2COS2€:COSﬁ:>
1 1
cosf3 =
P V2eose NN

V2

e

(Note que si Vj es muy pequeno, el dngulo de disparo 6ptimo sera 3 = 7/4)
Podemos entonces calcular para ese dngulo de disparo

1 — 2usin®¢
V1 — 4ucos? ¢ sin®¢
V(=14 2cos?s)

= 5 Sl cos¢ > sing
Ccos2¢

COS Omax =

Esta tltima condicién puede escribirse Vj < V,1/2 y para este caso (mds
algebra)
V_O2 V2
. - V2 . 0 .
SN g = 1_V_02 = VGQ—VO2 s1V0<Ve\/§
VZ
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8.1.11. Sistema de particulas

EJjerciciO 8.1 La figura muestra una polea fija de masa despreciable y sin
roce de la cual penden 2 particulas de masas my y ma (mg > my), unidas por
una cuerda liviana e inextensible. Calcule la aceleracion de cada particula y
la aceleracion del centro de masa del sistema de particulas.

Solucién. Suponiendo que mo > m; el sistema se moverd en el sentido
de los punteros del reloj y si T" indica la tensién tendremos

mag — 1T = maay,

T'—mig = ma,
como a; = as se tiene sumando
(mg —mq)g = (mq + ma)as,

de donde sigue

o mg —my . 4 mo —my
G = ————gj, ly = ————
ma -+ o mi + meo
La aceleracién del centro de masa serd
R mady + Mmads
Aen =

mi + Mo
mi(mg —my) . ma(my —my) .
(my1 + mg)? J= (mq + mg)?
(g — m1)2
(mq + m2)2
(my —my)?

= 2 Uz
(m1 + m2)2

~
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A

EJERCICIO 8.2 Tres particulas de igual masa m, unidas por barras rigidas
de largo L y masa despreciable, estin obligadas a moverse sobre los ejes tal
como lo muestra la figura. Si la particula de la derecha tiene la velocidad
U = vgl , determine la velocidad del centro de masa, el momento angular del
sistema respecto del centro de masa y respecto del origen O.

Ay

Solucidn. Si 6 indica el &ngulo que la barra forma con la vertical, tenemos

que

de donde derivando
T
Y

Luego

= Lsiné,
= —Lcos#,
L0 cos 6 = vy,
o . Vo
LOsinf = Lsin0 = vp tan 6.
sin sin -~ = wotan

. _ 2muol + mug tan 0]
cm - 3m )

1
= §(2v0, vo tan d).

Las velocidades de las particulas son paralelas a los vectores posicién, luego

evidentemente

EOZG.
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El vector posicién del centro de masa es

- mLsin 0 + m(L + Lsin0)i — mLcos )

TC?’TL

Y

3m
podemos finalmente calcular
M7y X Uy =
L
= mgvo (1+2sin6, —cosf) x (2,tan0)
1 sinf + 2 -
= —mLvyy——F.
3m v cos 0

El momentun angular relativo al centro de masa se obtiene del teorema de
Koenig
LO - Mrcm X ﬁcm + Lcm = 0:

de donde
= 1 sinf + 2.
Lcm = ——mL —k;
3m 0 os b
Nota : tanf + 2sinftanf + 2 cos = _Siélozg2
A

EJercIc1o 8.3 Las posiciones de dos particulas A y B de masa m, = 1kg
y my, = 2kg son respectivamente 7, = (4 —t;3t?) y 7, = (5 — 2t — t2;10).
Determine ent = 4s la fuerza neta exterior sobre el sistema de particulas, el
momentum angular y torque respecto del origen del sistema de coordenadas.
Solucién. Tenemos
2
dt?
2

d
2— (5 —2t —t%:10) = F
dt2( ) ) b

(4—t;3t%) = F,

de donde

Fa = <076)7
Fb = <_4)O)7
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la fuera neta sera L
F=F,+F= (—4,6)N
El momentum angular sera

—

Ly = (4—1;3t%) x (—1;6t) +2(5 — 2t — % 10) x (=2 — 2t;0)
= (64t — 3t> + 40)k

evaluando en t = 4s . R
Lo = 248k J s.
El torque es la derivada del momentum angular, es decir
7o = (64 — 6t)k = 40k J

A

EJERCICIO 8.4 La figura muestra un sistema formado por dos particulas cu-
yas masas son m; = 10kg, my = 6kg. Las fuerzas netas que actian sobre
cada una de ellas respectivamente F, = &N Yy Fy = 6)N . Inicialmente el
sistema se encuentra en reposo. Calcule en funcion del tiempo las coordena-

das del centro de masa y el momentum lineal total.
Ay

O<—3_>
l

Solucion. Tenemos

(m1 + m2>6cm = ﬁl + ﬁg,

dpP L
— = N+ F=(806
il 1+ Fy = (8,6),

166y, = F,+ Fy=(8,6).
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Integrando la segunda

—

P = (8t,6t).

Integrando la tercera dos veces
1
_‘cm =35 4t7 3t),
o = (41,31)

1
_'cm = _‘cm A 4t2 t2
P = Fon(0) + (42,38,

donde la posicién inicial del centro de masa es

L 10(0,3) +6(4,0) (3 15
Fon(0) = -(5%):

16

finalmente
7, —(§+1t2 E+it2)
g 478 16

A

EJERCICIO 8.5 Tres particulas de igual masa m descansan sobre una super-
ficie horizontal lisa, unidas mediante cuerdas de largo a sin masa, ubicadas
en la linea recta que la une tal como se muestra en la figura. Inicialmente, a
las particulas de los extremos se les da una velocidad inicial perpendicular a
la cuerda de magnitud Vi mientras la particula del centro continia en reposo.
Determine:

(e}

a) La velocidad del centro de masa en cualquier instante,
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b) La velocidad de las particulas en el instante que chocan las particulas
extremas,

c) El momentum angular del sistema de particula respecto al origen del
sistema.

Solucion. El momentun lineal en la direccién OX se conserva asi como la

energia cinética. Si x1 = x es la coordenada de la particula central, tenemos

Tg = I3 =T+ acosq,
Yo = —Y3 =asinaq,
Tog = X3 =T — aisina,
Yo = —7Y3 = A COSQ,
de manera que
P, = mi+2m(& — adsina) = 2mVj,
1 1 . . :
K = §mx2 +2 % §m(x2 — 2aidsina + a*a?) = mVy.

La velocidad del centro de masas en cualquier instante seré,

. P 2mVy. 2Vj.
= 1= —1i.

Yem =41 = T3m 3

Cuando chocan las particulas extremas, o = 0 y entonces

3r = 2V,
§j}2+a2d{2 — %2;
2
de donde
2
Y
€ 3 0,
32 1
Y = — 2 _ (2 2 — _
ac Vi —5(5W) 3\/5‘/0,

de aqui sale que la velocidad de la particula central es

2
U= (=Vh.0
v (3 05 )7
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y las otras
2 1

Por razones de simetria, L es evidentemente cero.

A

EJERCICIO 8.6 Tres particulas de masa my = 2kg, mg = 3kg y mg =
5kg, se mueven bajo la influencia de un campo de fuerza de modo que sus
posiciones relativas a un sistema de coordenadas son:

P o= 21—3)+t%km

7 = (t+1)i+3tj—4km

Py = t%—tj+ (2t —1)km

Calcule:
a) El momentum angular total del sistema,
b) El torque total externo aplicado al sistema respecto del origen,

¢) El momento angular total y el torque respecto al centro de masa.

Solucién. Similarmente
o = 20+ 2tk,
62 = 1+ 3j7
Ty = 20—+ 2k,
entonces
LO = mlf'l X 171 —I—mgfg X 172-’-77137?3 X 173
2(2th — 3j + t2k) x (20 + 2tk) +
3((t41)i 4 3t) — 4k) x (i + 37) +
5(t% — t] + (2t — 1)k) x (2t — ] + 2k)
= (31 —12¢,—12 — 10t + 67,21 + 5¢7) .

El segundo resultado sigue de

= = (—12,—10+ 12¢,10¢) .
To dt ( ) + ) )
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Necesitamos calcular

m1F1+m2F'2+m3F3

—

Tem =
m1+m2—|—m3
27 + 37% + 57
N 10
202603+ k) + 3((t 4+ 1)i + 3t) — 4k) + 5(t* 1 — t) + (2t — 1)k)
N 10
7 3 150 3 2 .. 1, 17 S
= (—=t+ —+ =t ——=+ =t —t°— — 4+ )k
(ot T g T i F g5 i+ (5 -+ ik,
entonces 7 5 5
Oom = (— 4+ )i + (2)7 + (2t + 1)k,
fom = (75 + DI+ () + (5t +1)
entonces
Ecm = EO_MchXUcma
S dE
Tem = —7Liem-
dt
(Trabajo para usted)
A

EJERCICIO 8.7 Una granada inicialmente en reposo, estalla en 3 pedazos de
masas my, ms y mg cuyas velocidades son respectivamente:

7 = 6i+4j+ 5k,

Uy = —bi—Tj— 8k,

Uy = —8i+2j+k
Determine la relacion entre sus masas.

Solucién. Aqui P se conserva, luego

—

P = m1171 + mgﬁg + m3773 = O,
podemos igualar a cero las componentes obteniendo

6m; — ome — 8mg = 0,
4m1 - 7m2 + 2m3 = O,

5m1 — 8m2 +m3 = O,
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si eliminamos mg entre la primera y la segunda

3
22my — 33my = 0 —> L =2
mo 2

si eliminamos m; entre la segunda y la tercera

“3my + 6my = 0 — 2 — 2,
ms3

luego
mi:mo:mg=3:2:1.

A

EJERCICIO 8.8 Si cada particula de un sistema es atraida hacia un punto
fijo 0 con una fuerza proporcional a su masa y a su distancia al punto 0,
demuestre que el centro de masa se mueve como si fuera una particula del
sistema.

Solucién. Para cada particula
m;d; = —Km;r;

es decir que cada particula se mueve de acuerdo a

Pero .
- . Zmﬂ’i
oM = T
. > Midi
oM = Ty

de modo que si sumamos todas las ecuaciones, obtenemos
Mdacy = —KMrey

0 sea
acy = —Krom

misma ecuacién de movimiento que la de cada particula.

A
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EJERCICIO 8.9 Un conjunto de particulas de masas m, puede deslizar libre-
mente sobre alambres paralelos, atrayéndose unas a otras con fuerzas propor-
cionales al producto de sus masas y distancias. Demuestre que las particu-
las efectian oscilaciones armonicas del mismo periodo relativas a un plano
perpendicular a los alambres y que pasa por el centro de masa supuesto en
reposo.

Solucién. Supongamos que las correderas estan en direccién OX y con-
sidere dos de ellas de indices ¢, j. La ecuacién de movimiento de la m; en la
direcciéon OX serd

m;T; = Z Km;mjd;; cos 0;;
J#
donde d;; indica la distancia entre las de indice 7, j, y 0;; es el dngulo que
forma la linea de la fuerza con el eje OX.

Entonces podemos escribir
J#i
Por otro lado la posicién X del centro de masas es

Z m;x; Z Z;
oM = i = N 5

entonces incluyendo i = j se tiene

J

= KmNzcy — KmNz;,
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es decir
%+ KmN(x; — zop) =0,

prueba lo pedido, porque
w? = KmN

es independiente de 1.

A

EJjercicio 8.10 Dos particulas iguales se atraen con una fuerza inversamen-
te proporcional al cuadrado de su distancia. St las particulas deslizan sobre
correderas lisas en dngulo recto, demuestre que el centro de masa describe
una conica con su foco en la interseccion de las correderas.

Solucién. Considere la figura. Sea x = dcosf, y = dsinf entonces tene-
mos por aplicacién de la segunda Ley de Newton que

. k k
mi = —Fcosﬁz—ﬁcosez—ﬁx
k k
my = —Fsinﬁz—ﬁsinﬁz—ﬁy
por otro lado xon = 5y you = 5, Tom = g entonces podemos escribir
x = - ToM,
CM SngM CM
o k
Yom = S Youm,

CM
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que equivale a

— k —

doM = —g 5 TCM:
O sea el centro de masas es atraido hacia el origen con una fuerza inversa-
mente proporcional al cuadrado de su distancia al origen. Problema que se
estudia en campo central de fuerzas y se demuestra alli que la trayectoria es

necesariamente una seccién coénica.

A

EJERrRCICIO 8.11 Dos particulas de igual masa deslizan sobre correderas lisas
perpendiculares que se interceptan en (. Demuestre que si las particulas se
atraen y ellas parten desde el reposo desde posiciones cualquiera sobre las
correderas, ellas llegardn simultdneamente a la interseccion.

Solucién. Con una figura andloga a la del problema anterior, tenemos
que

miE = —Fcos@z—F%
molj = —Fsin@z—F%

de donde

m12y — metyx = 0.
Como las masas son iguales entonces

d

—(zy —yz) = 0.

o (&Y —ya)

Entonces 2y — yx es constante e igual a cero porque las particulas partieron
del reposo, o sea

o bien

Ty
Ty
que puede integrarse dando
Iny = Inc+Inz,
Yy = cx

o sea si x = 0 entonces simultdneamente y = 0.
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A

EJjERrCICIO 8.12 Dos particulas de masa m cada una se mueven sobre las
correderas lisas perpendiculares OX y OY y se atraen con una fuerza propor-
cional a su distancia, siendo K la constante de proporcionalidad. Si inicial-
mente:

2(0) =a, y(0)=aq,

#(0) = =Vo,  9(0) =0,
a) Determine z(t) , y(t) y b) Determine la ecuacion cartesiana de la trayec-
toria del centro de masa del sistema.

Solucioén. Similarmente tendremos

mi = —Fcost =—Kdcos =—Kzx
mj = —Fsinf =—Fdsinf =—-Ky
de modo que
x(t) = Acoswt+ Bsinwt,
y(t) = Ccoswt+ Dsinwt,
(t) = w(—Asinwt+ Bcoswt),

y(t) = w(—Csinwt+ D coswt)

y colocando las condiciones iniciales dadas

a = A,
a = C,
Vo = wbB,
0 = wD
entonces
a)
x(t) = acoswt—%sinwt,

y(t) = acoswt.

b) Las coordenadas del centro de masas son

1 Vo .
Toym = = Eacoswt 5% sin wt,

W

Yom =

Nl o8

= 5@ CcoS wt,
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de donde debemos eliminar ¢, obteniendo

Vo 2yenr )’
Tom = You ~ 5 1— ;

que se puede escribir asf

1% 1%
2(1 Y02 _9 2 _ _02'
L+ (0) =2y 07 = (57)

Esto es se trata de una elipse.

A

EJjErcicIO 8.13 Dos particulas de igual masa estan unidas por un resorte de
constante k y largo natural a. Ademdas actia entre ambas particulas una fuerza
amortiguadora proporcional a la rapidez de la variacion de la distancia entre
ellas. El sistema se coloca en movimiento ddndole a una de las particulas una
velocidad Vy perpendicular a la linea que une las particulas. Determine Vy si
después de un tiempo muy largo, el largo del resorte es 2a.

Solucién. Mirado desde el centro de masas, que por viajar a velocidad
constante vg = %VO es un sistema inercial, tenemos que las particulas al
comienzo y al final (una vez que las oscilaciones terminan) giran en circun-
ferencias alrededor de el. Asi al comienzo

1 «a 1 «a
La = mglog +maloy

1
— ZmVa.
2mgaL

Al final, si V' son las rapideces respecto a (G, entonces

Lo=mVa+mVa=2mVa.

Como el momentum angular es constante

1
V=-W.
10
Ademsds, para el movimiento circular de cada particula
V2
m— = K(2a — a),

a
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luego
Vo Ka?
m
y finalmente
| K
Vo =4V =4ay | —.
m

A

EJERCICIO 8.14 Tres particulas iguales estdn inicialmente en linea recta,
tqualmente espaciadas sobre un plano horizontal liso y unidas por dos hilos
de largos * a* . La particula del medio estd inicialmente estd en reposo, y a las
particulas externas se les da una velocidad Vo perpendicular a la linea que
las une. Calcule la velocidad con que chocan las particulas.

Solucién. Al partir si z es la direccién perpendicular a la linea que une
las particulas entonces

P, = 2mVlj
L oo 1 o
= mVy.
Justo antes del choque, Las tres particulas tienen la misma componente de

velocidad en z, llamémosla u, y dos particulas tienen la misma rapidez v en
el eje y entonces

P, = 3mu
K = 31mu2 + 21mfu2
) 2

Conservacién de P, y K implica

2
= =V
u 3 0
Y 3.2
§<§%>2 —|—U2 — %2
entonces 1
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8.1.12. Choques

EJERCICIO 8.15 Una particula de masa M se encuentra en reposo mientras
que otra particula de masa m se acerca con rapidez v y la choca frontalmente
siendo e el coeficiente de restitucion. Determine las velocidades resultantes
del choque.

Solucién. Tenemos que

Muvjy, + mol, mV,
vy —u, = €V
de donde se despeja
Me —m 1+e
= Ve v, =V .
om M+m> ™M "M rm
A

EJERCICIO 8.16 Una particula de masa M se encuentra en reposo mientras
que otra particula de masa m se acerca con rapidez v y la choca frontal-
mente siendo e = 0 el coeficiente de restitucion. Determine las velocidades
resultantes del choque.

Solucién. Es igual pero con e = 0 de manera que
m , m
=V :
M+ym M M+m
A

/_
v, =V

EJjERrCICIO 8.17 Una particula de masa m se suelta desde una altura h y
los choques que ocurren contra el suelo son con coeficiente de restitucion e.
Determane el tiempo total que demoran en ocurrir todos los choques.
Solucién. Si la particula se suelta desde una altura h;
1
y = hi— 59752
vy, = —gt

llega al suelo en un tiempo t; = ,/% con rapidez —g, /% = —/2g9h

y rebota con velocidad ey/2gh;. Ahora con esa velocidad inicial de subida
llegara hasta una altura ghy = %eQQth 0 sea

hg = €2h1.
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O sea la secuencia de alturas que ocurren es hy, e2hy, e*h; - - -y los tiempos

empleados son t; = , /2%, ty =2 %, t3 =2 % -+ y el tiempo total serd

t = g(\/h_l+2\/h_2+2\/h_3+---)

g

2 (Vi + 2B+ 20/ + )

g

S

[\
=

- L (1420 +2e2 4 ---)

EJERCICIO 8.18 Respecto a la situacion del problema anterior, determine la
distancia total recorrida por la particula.

Solucién. La distancia total recorrida d sera
esto es

d = hy+2e%hy +2e*hy -

2
d = hy(1 .
1 +1—62)

A

EJjErcICIO 8.19 Una particula de masa m = 1kg estd en reposo mientras
que otra de masa m = 3kg se acerca con rapidez 5ms~! por la izquierda vy
la choca con coeficiente de restitucion e = 0,5. La particula que estaba en
reposo se coloca en movimiento y choca frontalmente contra una pared fija
con coeficiente de restitucion e = 1, devolviéndose. Determine las velocidades
finales una vez que todos los choques terminen.
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Solucién. m; = 3, v; = 5, my = 1, v = 0, e = 0,5. De las férmulas
resultard

mivy + mave + mye(vy — vg)

vy = =5.625
mi + Ma
myivy + Moty — mae(vy — v
v, = 101 + Moo 2e(v1 2):3’125
mi + mo
la particula (2) choca con la pared y se devuelve con rapidez v) = —5,625.
Tenemos un nuevo choque donde ahora las velocidades antes del segundo
choque entre las particulas son v; = 3,125, vy = —5,625, e = 0,5. Asf resul-
tarédn
myvy + mavs + mye(vy — v
o, = AUt et i (=) 91575
mi + Mo
Mmyvy + Mot — Moe(vy — v
v = 1U1 + Mav3 26(v 2):—0.15625
my 4+ msy
habrd un tercer choque entre ellas donde inicialmente v; = —0,15625, v, =

—4,21875, resultando finalmente

mivy + mavy + mye(vy — vg)

vy, = =0.35
ml—l—mg
miv1 + Moy — Mmoe(vy — v
Ull _ 101 2U2 2(1 2):—1.68
my + Mo

La particula (2) chocard nuevamente con la pared pero no pilla mas a la
particula (1), de modo que las velocidades finales son

vy = —0.35ms™*
V) = —1.68ms™"
A

EJERCICIO 8.20 Una particula de masa m (una bala) se acerca horizontal-
mente con rapidez V y se incrusta en un saco de arena de masa M que cuelga
de un cordel de longitud L. Por efecto del choque el sistema “ saco+ bala” |

sube una altura h, respecto a su altura inicial. Determine en términos de m,
M, L, h la velocidad de la bala.
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Solucién. El saco més bala adquiere una velocidad V' determinada por

my = (m+ M)V

, m
= V.
m+ M
Por conservacién de energfa del movimiento siguiente se tiene
1
V"2 =gh
9 g
0 sea
m
V. = +/2gh
m+ M g
M
v = 252 g
m

A

EJjercicio 8.21 La figura muestra el choque de dos bolas de billar. La bola
2 se encuentra inicialmente en reposo y la bola 1, antes del choque, tiene una
velocidad de Vi en la direccion que se indica. Después del choque la bola 2
sale en la direccion indicada con una rapidez de V. Determine la minima
rapidez posible V5.

w
o
o

v
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Solucion. La direccién normal al choque es la direccién de ‘72’, luego
conservacién de la cantidad de movimiento en las direcciones N y T' dan
(mq = mo)

Vicos30 = Vi +V/cosp,
Visin30 = V/sinf,

y para el coeficiente de restitucion
Vy — V] cos 8 = e(V; cos 30)
si las reordenamos

1
‘/2/+‘/1/COSB = 5‘/1\/57
1
Vising = §V1

1
Vo —Vicosf = 56‘/1\/5'

Sumamos la primera y la tercera y se obtiene

1
‘/2/:1‘/1\/5(1—“6)

de donde el minimo que correponde a e = 0 es

1
(‘/;)min - Z‘/l\/g

A

EJERCICIO 8.22 Respecto a la situacion del problema anterior si V; = 4ms~!
y e = 0,5 determine la rapidez Vi y el dngulo [ .

V',

w

o

o
v
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Solucién. Las ecuaciones son las mismas.

1
VI+V/icosf = 51/1\/522@,
1
Visinf = 51/1:2,

1
Vi —Vicos = 56‘/1\/52\/5.

Similarmente
1 3
Vy = Zvlﬁ(l +e) = 5\/§ms_1

Restamos la primera menos la tercera y se obtiene
, 1 1
Vicosf=7(1~ e)Viv/3 = 5\/§,

dividimos por la segunda

V3

t3 =
cot 3 1
6.59°.

™
I
o

A

EJercicio 8.23 Una pelota de 0,5kg incide sobre una superficie horizontal
rigida con una rapidez de 50 ms™' en un dngulo de o = 60° con la vertical,
ver figura. Si el coeficiente de restitucion de la pelota con el suelo es e = 0,6,
determine el valor absoluto del cambio de momentum lineal experimentado
por la tierra en el intervalo de tiempo que dura el choque y el dngulo 3 con
que rebota la pelota.
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Solucién. El coeficiente de restitucion es

V'cos 3 V'cos B
“= Veosa 07 50cos60’

y supondremos que la componente tangencial es conservada es decir
V'sin 8 = 50sin 60,
de aquf resulta

50 sin 60
oy = . 10.
tan 0 = G % 50cos60 0~ 108

El cambio de la cantidad de movimiento de la pelota serd de magnitud
AP =m(Vcosa + V' cos ) =20,0kgms ™,
igual al cambio del momentum de la Tierra.

A

EJERCICIO 8.24 Una esfera de masa my, en reposo, cuelga de una cuerda
inextensible de largo L. Otra esfera masa ms, unida a una cuerda de igual
longitud, se suelta del reposo como se muestra en la figura. Determine en
términos de mq, mo, | y la altura a que vuelve a subir ms respecto a la po-
sicion inicial de my si el choque es: (a) eldstico (b) pldstico y (c) ineldstico
con coeficiente de restitucion e.
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Solucién. Sea « el dngulo inicial que forma la cuerda con la vertical,
conservacion de energia da la rapidez de ms justo antes de chocar

vy = v/29(L — Lcosa).

Luego tenemos

/ /
Mol = 1Maly + mivq,
’ r
v — vy = e(va),
de donde

/ mie — 1Mo

Vg = —Ug————

Mo + My

luego subird una altura dada por

12
vy _ 1 o

— 'U(

29_% 2 ma + my

= (L— Lcosoz)(w 2,

mie — Mg o

h =

Mo + My
Usted puede escribir lo que ocurre sie =0, e = 1.

A

EJjERrCICIO 8.25 Una particula de masa my y velocidad vy choca con otra
particula de masa mo en reposo. El choque no es eldstico de modo que 0 <
e < 1. Después del choque la masa m, se mueve perpendicularmente a la
direccion de incidencia. St QQ es la energia disipada durante el choque y K
la energia cinética de my antes del choque, demostrar que la energia cinética
K1 de my después del choque es:

mo (mz - ml)

K{ == Kl

mi + Mo meo

Determine ademdas, el calor disipado @ en funcion del coeficiente de restitu-
cion e.

Solucién. Sean v = vy, U} = v}], ¥y = v4N, entonces

— — Y
myU; = myvj + mavoN,
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La energfa cinética disipada durante el choque serd

1 1 1
Q = imlvf — (imlvf + imgvf)
1
= Kl — (Ki + 577121]/22)
pero
2
2 My o 142
vy = —(th —07)7,
m3
como los vectores estdan a 90°, entonces
2 m%( 2 /2)
UQ - Y Ul + Ul
mj
= D)
ms . my my
entonces () se reduce a
1 m? 2K, + 2K/
= K — K| — —my—(—————1
Q 1 1 2 zmg ( ml )7

1m1

de donde

m

K = 2
my + Mo meo

A

EJERCICIO 8.26 Una particula (2) de masa m estd en reposo y otra de la
misma masa (1) se acerca con rapidez V' y la choca lateralmente de manera
que la que estaba en reposo sale en 8 = 30° respecto a la direccion de in-
cidencia de la primera. Si el choque es con coeficiente de restitucion e < 1
determine el dngulo ¢ desviacion de la particula incidente. Suponga que la
velocidad relativa tangencial no es afectada por el choque.

S
®\
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Solucién. Sean 6 = 30° y ¢ por determinar, los dngulos en que se desvian
las particulas respecto a la direccién de incidencia. Se tiene entonces

U,ln + Uén = Ui + U2y
vy Uy = Ut Uy

U/Qn - Uin = e(vln - U2n)
Uét - Uit = Uzt — Vit

pero aqui U, es normal, luego v}, = 0y vq, = vy = 0 , luego

Uin + U;n = U
vy = i
Uén - Uin = €(U1n>
—vy, = —v

pero v}, = v} cos(30 + ¢), v}, = v} sin(30 + ¢), vi, = V cos 30, vi; = V cos ¢
de modo que

vy cos(30 + @) + v, = V cos30

vy, — vy cos(30 + ¢) = eV cos30
visin(304+¢) = Vcos¢

restando las dos primeras

20] cos(30+¢) = (1—¢€)V cos30
vysin(30+¢) = Vcoso
y dividiendo
(1 —e)cos30
2 coso

cot(30 + ¢) =
ecuacion que determina ¢.

A

EJERCICIO 8.27 Demuestre que en el choque lateral y eldstico de dos parti-
culas de la misma masa una de las cuales estaba en reposo, los dngulos en
que se desvian las particulas respecto a la direccion de incidencia de la maovil,
suman 90 grados, es decir que 0 + ¢ = /2.
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Solucién. De un problema anterior tenemos

Uin + Uén = VUin
vy = i
Uén - Uin = G(Uln)
pero si e = 1, se tiene
Ulln + Uén = Uin
U/2n - Uin = Uin
de donde
vy, =0

es decir U es tangente, y por lo tanto estd a 90° de ¢, que es normal.

A

EJERCICIO 8.28 Una particula (2) de masa my estd en reposo y otra de ma-
samy (1) se acerca con rapidez Vi y la choca lateralmente de manera que la
que estaba en reposo sale en un dngulo 0 respecto a la direccion de incidencia
de la primera. Si el choque es con coeficiente de restitucion es e < 1 deter-
mine la suma 0 + ¢ en términos de my, ma, € y 0. Suponga que la velocidad

relativa tangencial no es afectada por el choque.

A
@\

Solucién. La direccién normal es la direccién de v} de manera que las

ecuaciones seran

miVicos = moVy +m Vi cos(0 + o),

miVisind = m,V]sin(0 + ¢),

eVicos® = Vi —V]cos(f+ ¢).

Multiplicamos la tercera por ms y restamos con la primera

(my — mae)Vi cos B = (my + ma)V cos(6 + ¢),
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dividimos por la tercera

(my — mge) cot O = (my + my) cot(f + ¢),

de donde ( )
myi — Mmee
tan(0 + ¢) = ~—— = tan@.
( ¢) (ml + m2)
A

8.1.13. Masa variable

EJjERCICIO 8.29 Una gota de agua de masa 0,1g se deja caer desde cierta
altura en un ambiente de vapor de agua. El vapor de agua se condensa en ella
a razon constante de 0,001 gs~. Considerando en reposo el vapor, determine
la rapidez de la gota al cabo de 10s.

Solucién. La masa de la gota en funcién del tiempo y en gramos serd
m(t) = 0,1 4 0,001¢.

Si el agua que se condensa tiene velocidad nula (u = 0), entonces

- dv L .dm

Fo=may - =02
m = imv

g - dt b

que puede ser integrada

t
— 9 [ (0.1+0001)dt
0,1+O,001t/0(’ +0,001)

10 (0,1t + 0,000 5¢2)
0,1+ 0,001 ¢

y cuando t = 10s

v=95.455ms !
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A

Ejercicio 8.30 Un carro con arena de masa 100 kg parte del reposo rodan-
do sobre rieles inclinados en o = 30° respecto de la horizontal. Debido a
cierto dispositivo, del carro sale un chorro de arena a una tasa constante de
2kgs™! con una velocidad relativa al carro de 1 kms™' como se muestra en

la figura. Despreciando efectos disipativos, determine en t = 10s la fuerza
neta que actia sobre el sistema.

-

)\

*i////

Solucién. En la direccién del movimiento, eje X
F, =mgsina = (m(0) — \t)gsina

ademas

Ent=10s
F, = (100 — 2 x 10)10sin 30 = 400 N,

de manera que la fuerza neta serd
F = 400 + 2k.

A

EJERCICIO 8.31 Un cohete de lanzamiento vertical, sube con una acelera-
cion de g/Tms™2. Si la velocidad relativa de los gases respecto del cohete
es constante y de valor absoluto 800 ms™, determine la masa del cohete en
funcion del tiempo si su masa inicial, incluido el combustible es de 4000 kg.
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Solucién. La ecuaciéon de movimiento OZ vertical hacia arriba es

—m _m@_(u_v)d_m
I=" dt
donde u — v = —800ms!, g = 10ms~2, dv/dt = g/7 de manera que
10 dm
—10m = m— + 800—
m=me S0
o sea L0410
dm + - 1
T s = Tt

que si se integra da
m(t) = m(0)e 7.

A

EJERCICIO 8.32 La figura muestra un mdévil de masa 1000 kg, inicialmente
en reposo, que contiene ademds 200kg de combustible. Su motor quema el
combustible a razon constante 10kgs~t. El movil puede desplazarse sobre una
superficie horizontal lisa. Si la velocidad relativa del maovil respecto de los ga-
ses quemados es de 20ms~*, determine la velocidad del movil transcurridos

15s.
< =

P ©) e @)

Solucién. De los datos

m(t) = 1200 — 10t,

la ecuacién para el eje del movimiento sera

dv dm
dv dm
— 4 90—
T T
0 sea p
dv = —2022
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integrando
1200
=20ln ———
vlt) =201 555 —or
y alos 15s
v=2.67Tms "
A

EJERCICIO 8.33 Un cohete de prueba de masa My, incluido el combustible,
desliza por una rampla horizontal sin roce con una rapidez vy. Con el fin de
frenarlo, expulsa gases en sentido opuesto al movimiento a razon constante
de ckgs™t. Si la rapidez del cohete en funcion del tiempo es:

. M()U[) — Kot
N (MO—Ut)

calcule:

a) La magnitud de la velocidad absoluta con que se expelen los gases,

b) La distancia que recorre (horizontalmente) el cohete hasta detenerse.

Solucién. Aqui

m = MO — Ot,
la ecuacién de movimiento en el sentido del movimiento es
dv dm
O=m— —(u—v)—
dt ( ) dt’
pero
MQ’U() — Kot
/l) —_—
(MO - O't) '

mv = Myvy— Kot

debemos despejar u

a

G —Ko
dm
dt

= K.

u =
—0

Como sabemos que
dx N M(]UO — Kot

dt — (My—ot)
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se detiene cuando
M[)UO

Movg — Kot =0=—1t =
oVo 2 Ko

y el espacio recorrido serd

Mgvg
Ko M[)UO — Kot

r= T G =

1+ (5 —Din(1 - %)

= M()UO i

A

EJERCICIO 8.34 Un balde de masa m estd siendo tirado hacia arriba por
una cuerda la cual ejerce una fuerza de magnitud constante F. Inicialmente
el balde contiene una masa mgy de agua, pero pierde agua a razon constante
de o kgs™ de modo que después de cierto tiempo, el balde queda vacio.

a) ;Cudl es la velocidad del balde justo cuando queda vacio?

b) sSe conserva la cantidad de movimiento y la energia mecdnica del sis-
tema?

Solucién. Haremos la suposicién que la velocidad relativa de salida del
agua es cero, de manera que para la direccién vertical hacia arriba

dv dm
F— = m— — (u—v)—
mg m— (u—0) o

dv dv

F — — _— = — t o

mg m— (mo + my, a)dt,

el balde queda vacio cuando ¢t = mg/o y la rapidez en ese instante serd
mo/o Fdt F
U:/ ( —gdt)=—1n Mo 1) _ Mog,
0 (mo + myp — ot) o mp o

A

EJERCICIO 8.35 Una cadena de densidad de masa ckgm™, posee en un
extremo un cuerpo de masa M, El sistema se encuentra apilado en el suelo.
En el instante t = 0 se aplica una fuerza F' vertical sobre el cuerpo de masa
M para levantar el conjunto con velocidad constante v . Calcule la magnitud

de la fuerza cuando haya transcurrido un tiempo igual a 3
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Solucién. La masa del sistema serd
m= M+ oy = M + out,
donde y es la longitud de cadena levantada. Si v es constante

dm
F_mg = _(U_U>E7

pero u es la rapidez de los eslabones en el suelo, u = 0, de manera que

dm
F = —_—
mg—l—vdt,

F = (M+ovt)g+vov,

entonces cuando el tiempo sea

resulta

EJERCICIO 8.36 Una cadena de longitud L y masa total M se suspende ver-
ticalmente de modo que su extremo inferior estd justo a nivel del suelo. Si
la cadena se suelta, determine la reaccion del suelo, mientras la cadena se
deposita cayendo por su propio peso.

Solucién. Tenemos para el eje Y vertical

dv dm

Fy :ma — (’UJ—U)E

Si tomamos el montén depositado como sistema, entonces los eslabones que
se incorporan tienen una velocidad

u = _gt7
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la masa m(t) después de transcurrido un tiempo ¢ serd

= ——qgt?
m ng7
dm-_ M,
dt 9"

luego

3 M
- 2179

A

242,

EJERCICIO 8.37 Una cadena de longitud L y masa total M estd amontonada
sobre el suelo. Si la cadena se levanta de un extremo aplicando una fuerza
constante F' hacia arriba, determine la altura que sube la cadena en funcion
del tiempo. Discuta sobre la altura mdxima que alcanza la cadena, supuesta-
mente muy larga de tal modo que siempre queda cadena depositada.

Solucién. La densidad lineal de masa de la cadena es

Sea y el trozo levantado en tiempo t. Tenemos

dv dm
F—mg—ma—(u—v)g,

siendo u = 0, m = Ay, de manera que

dmu

d,. .
F=yg = —(wg).
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Para integrar, multiplique por ydy, resultando

) ) 1,.
Fydy — M\ygdy = Ayyd(yy) = Ad(§y2y2),

que al ser integrada da

F= — ==\
5 3 5 vy,
simplificando
[ 2A3gy ~ AR

o bien

y finalmente

P R

de donde se despeja

6V () — Mgt
6

_ (@%ﬁ)t

La altura maxima corresponde a ¢y = 0 lo que da

_3F
ymax - 29)\'

A

NoTA 8.1 Usted puede extranarse que el peso maximo levantado es mayor
que la fuerza aplicada y ademas que y(0) = /F/X a pesar que la cadena
parti6 del reposo. Hay una singularidad pues en el instante inicial, una fuerza
finita F' es aplicada a un elemento infinitésimo de masa y ello provoca un
cambio repentino de velocidad. Ademads por la inercia, la cadena sobrepasa
la posicién de equilibrio.
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Ejercicio 8.38 Una gota esférica de agua atraviesa una capa de nube en
reposo. Suponiendo que se condensa agua por unidad de tiempo sobre la gota,
proporcionalmente a su superficie con constante de proporcionalidad K cono-
cida, determine como crece el radio de la gota con el tiempo y como varia la
altura de ella a medida que transcurre el tiempo.

Solucidn. Sea R el radio de la gota, S su superficie, m su masa. Tenemos

dm
— = KS&.
dt
Si p es la densidad tenemos
4
m = §7TR3p,
dm dR
— = 4rR*—p= KAnR?
dt TP T A
entonces
iR _K
dt — p’
si el radio inicial Ry es despreciable, entonces
Kt
R(t) = —.
p
La ecuacién de movimiento de la gota que cae, con u = 0, serd
—mg = m@ —(u— v)d—m = i(mv)
I=" at dte
donde la masa es conocida pues
4 Kt, 4 K%
m(t) = 57(7) P35

de manera que se puede integrar

/f4 K343 o 1 K3 4
mv = — =T = —-m—gt",
0o 3 p? g 3 pQg

de donde se obtiene

Asi resulta finalmente



236 Soluciones ejercicios

A

EJERCICIO 8.39 Un carrito, inicialmente de masa M y en reposo sobre un
plano horizontal liso, comienza a moverse debido a que es impulsado por un
chorro continuo de masa que se le va incorporando. Dichas masas salen desde
el punto de partida (como de una ametralladora) con rapidez Uy y a razon de
A unidades de masa por unidad de tiempo y se incrustan en el carrito cuando
lo impactan. Determine la forma en que varian la aceleracion, la velocidad y
la posicion del movil con el tiempo.

Solucién. Supongamos que el carrito partié del origen con rapidez nula
y sea x lo que recorre. La masa del carrito estd dada por

At

m = M—FU—Ot(Uot—l')
= M—l—i(Ut—x)
= UO 0 .

(El chorro de masa tiene una masa total At y tendria una longitud Uyt,
pero todo lo que exceda z se ha incrustado).
La ecuacién de movimiento es

dv dm
0 = ma—(UO—U)E
A dv A
= M+ —=Upt—2))— — (Uy —v)—(Uy — v).
(M + 3 (Unt = 2) 5 = (o =) (Wo = v)
Preferible dejar una ecuacién para la masa porque
A
Do AU
m Uo( 0—v)
oo _Ade
 Updt’
luego
0 = —m%M—%MQ,

min+m? = 0,
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ecuacion que es fécil integrar

il'2 — _'2:>
mo_—Sm = —m
dr? dm
— = —2—,
m m
de donde Ly
m m
In e ——21HM
0 sea
mo_ M
Aom’
mdm = Adt,
m? — M? 2\t
y luego
m:M—l—UA(UOt—x):\/M?—l—Q)\t,
0
y asf
M+ Xt — /(M2 + 2\t
xr = UU + A( + )7
A dv V(M2 +2Xt) — 1
RN Ve v

A

EJERcCICIO 8.40 Un cohete de masa total M, de la cual fM, con f menor
que uno, es de combustible, descansa verticalmente antes de encender los
motores. Si se encienden los motores, que arrojan masa a razén constante o
(0 = —dm/dt) con rapidez relativa al cohete de magnitud Uy, establezca la
condicion que debe cumplirse para que el cohete comience a despegar de in-
mediato. Para este caso, determine la mdxima altura que alcanza, suponiendo
aceleracion de gravedad constante y despreciando el roce con el aire.

Solucién. Tenemos
m(t) = M — ot.
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Si el cohete no ha despegado, existe una reaccién normal en el suelo y ademéds
la velocidad es nula. Entonces

dm
dt
= —(=Uo)(—0)

N—-—mg = —(u—v)

0 sea
N =mg — Uyo.

Si queremos que el cohete despegue en t = 0, debe ser N = 0 en ese instante

lo que lleva a
UoO' = Mg

Si se cumple, entonces el cohete acelera siendo ahora

dv

_ = m— — (=U)(—
mg =m2 — (~Uy)(~o0),
0 sea p
v
= Ma—
mdt g —mg,
con m = M — ot de lo cual
dv My
it M—ot 7
que puede integrarse
b Mg Mg M
t) = dt — gt = 1 —gt
v(t) o M —oat J o M—ot T
siendo esto vdlido hasta
M
t=1—
o
para ese tiempo
—In(1 —
b =)

o

Después sigue con la aceleracion de gravedad y se deja para el lector su
continuacion.
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EJERCICIO 8.41 Una cadena de largo total M y longitud L, flexible, es sos-
tenida colgando de modo que su extremo inferior estd justo al nivel del suelo.
Si el extremo superior de la cadena se suelta, determine la reaccion del suelo
contra la parte depositada, en funcion del tiempo.

Solucién. Sea y la distancia recorrida por el extremo superior y el sistema
de mas variable es el montén depositado. Como eslabones van en caida libre

1
= Zqgt?
( 59t
- _gta
1 7ng
et
dm ;
a L
luego, si R es la reaccion
dv dm
R — =m— — (u—v)— =0,=
mg =m-—, (u v)dt,v :
dm
R = —u—
mg —u—,

122M 22M 3M22
Py 2t 20 o
L Tt T =39

A

EJERCICIO 8.42 Una cadena flexible tiene masa total M y longitud L. La
cadena estd inicialmente amontonada en el suelo. Una cuerda se hace pasar
sobre una polea lisa, uno de los extremos unido a un extremo de la cadena
y el otro extremo de la cuerda a un particula de masa M. Si la particula se
suelta partiendo del reposo

a) escriba la ecuacion de movimiento para el extremo de la cadena.

b) determine la rapidez del extremo de la cadena en funcion de su posicion.
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Solucién. Sea y la longitud levantada por la tensién T' producida por la
particula. Tenemos que

M
m = —
LyJ
am _ M,
a LY
u = 0,
de manera que
dv dm
T — = — —
mg mdt—l—vdt,
dv
Mg—T = M—
g dt?
sumando las dos
dv dm
Mg — = (M — —
g—mg ( +m)dt+vdt7
M M dv M
Mg — — = (M+ —y)— + —?
9= Y9 ( +Ly)dt+Ly,

o sea la ecuaciéon de movimiento es

gL —gy = (L+y)j+ 9"
Para integrarla hay que hacer algin truco. Como usted sabe

o 1d
entonces multiplique por L + y

1d . .
gL —y*) = (L + y)2§d—yy2 + (L + )3,

que es la derivada de un producto

d 1
L2_ 2 :—L 2= 2
g( y*) dy( +Y) 5T

como inicialmente y(0) = ¢(0) = 0 integramos

y3

1.
(L+ y)2§y2 = g(L%y — 3)



8.1 Resumen de féormulas 241

y finalmente

2g(L2%y — L)
(L +y)?

A

8.1.14. Campo central. Orbitas

EJjERCICIO 8.43 Un satélite de masa m describe drbitas circulares alrededor
de la tierra, a una distancia r = 2R del centro de fuerza. Determine en
funcion de G, M y R: a) la rapidez del satélite, b) su periodo de revolucion,
¢) la aceleracion de gravedad que actia sobre el satélite y compdrela con el
valor g en la superficie terrestre.

Solucién. Para 6rbitas circulares

2 GMm_[aN_ [a
mr_ r2 v r V2R’

Su periodo de revolucién serd

27r 2R
T'=—=41R\| 5.
v m GM

La aceleraciéon de gravedad a esa altura serd

F _GM GM

m r2  4R?’

9

mientras que a nivel del suelo

Ejercicio 8.44 Calcule la rapidez minima con que debe lanzarse vertical-
mente una particula de masa m, para que abandone la superficie terrestre
sin retornar a ella (velocidad de escape). Ademds, calcule el tiempo requerido
para que esta particula lleque a una altura igual al radio terrestre sobre la
superficie de la Tierra.
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Solucién. Para que la particula escape, segiin una 6rbita parabdlica, con
excentricidad e = 1, la energia debe ser cero, es decir

1 GMm [2GM
— — 2 _——_— = g —_—
E va 7 00— 7

Después de ser lanzada con esa velocidad, la energfa es (mismo valor)

1 ., GMm
—mre — =
2 T

) 2GM
7= ,
\

L _ [26M

=\

Para integrar podemos separar variables

0,

de modo que

Al nivel r = R esta es

Jrdr = V2GMdt,

e integrar

%7“3/2 - %R?’/Q = V2GMt,

y el tiempo para que sea r = 2R, serd

1 2 2 2 | R3
p— Z(oR)3/2 _ ZRp3/2y _ £ 23/2 _ 1),
\/ZGM( (2R) SR ) 3 2GM( )

A

w

EJERCICIO 8.45 Demuestre que la ecuacion de la energia se puede escribir
de la forma:

dul® . 2AE-U)
do mh?

sl

stendo u = %, h=
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Solucién. En coordenadas polares la energia es
1 5 502
E = §m(r +7°07) + U(r),
y el momentum angular es de magnitud
lo = |m7 x ¥ = mr?0,

si eliminamos

. lo h
0 = —_— = —
mr? 2’
podemos escribir
E=fmi® 1 1 h2+U()
=gmi +gmos r),

pero
j_dr _drdd _hdr o dv
dt  dodt  r:do df’

de manera que

1 du., 1 h?

I oy dugy 1 455

2mh <d0) + th u+U(r),
2

du
(B U) = (G,

que prueba el resultado.

A

EJERCICIO 8.46 Se lanza un proyectil de masa m desde la superficie de la
Tierra hacia el espacio, con rapidez inicial vy. Despréciese la resistencia del
aire y determine: a) la rapidez a una altura h sobre la superficie terrestre y
b) la menor rapidez con que debe ser lanzado el proyectil para que no retorne
a Tierra.

Solucién. La segunda pregunta ya ha sido contestada en problemas an-
teriores. Para la primera sigue de la conservacién de la energia
1 , GMm 1 , GMm

E:§mv0——:—mv —
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de donde despejando v sigue el resultado

_\/2+2GM_2GM
v = (% R+h R .

A

EJeERrcICIO 8.47 Una particula que se mueve en un campo central de fuerzas
definido por F = —kr? . Si parte del reposo de un punto de una circunfe-
rencia de radio a, demuestre que cuando llega al punto de una circunferencia
de radio b su rapidez serd

3_ 73
Y 2k(a b)'
3m

Solucién. La energia potencial asociada a la fuerza dada es

1
U= gk?”g,
de modo que la energia es
1 1 1
E = gka?’ = §mv2 + gkb?’,
de donde sigue el resultado
2k
v = g—(a3 — b3)
A

EJERCICIO 8.48 Una particula de masa m, se mueve sobre un plano hori-
zontal sometida a una fuerza que la atrae hacia un punto O fijo del plano,
siendo la magnitud de la fuerza proporcional a la distancia de la particula
al punto 0 (k > 0, constante de proporcionalidad). Cuando la particula se
encuentra en P con OP = 2a, la velocidad de la particula es perpendicular a

OP y su magnitud es v = %a\/% , determine la distancia minima al punto
O, que puede alcanzar la particula.
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Solucién. Aqui
; 1
F=—-kir=U(r)= 5]{;7“2.

La energfa y el momentum angular son conservados, es decir

1 1
E = §m02 + 5/{:7"2,
ly, = mr.

Sus valores iniciales son

1 1 koo 1 o 17T
E = 2m(2a\/m) +2k(2a) = 8Ka,
lo = m2a—=ay\/— = a*vVmk.

Entonces

La energia cinética en polares es

1 1 - 1
57%112 = §m(7“2 + 7‘292) = 5772(7"2 + %E)

En un maximo o minimo de r, 7 = 0 por lo tanto

1 a* k 1 17
- - Zk 2:_k 2
2m<r2m)+2 " 8 @

de donde podemos despejar r

EJERrCICIO 8.49 (1) Una particula estd en orbita circular de radio a en tor-
no a la tierra, supuesta esférica, en reposo, de masa total M, de radio R, y
sin considerar roce con el aire. Demuestre que si la velocidad de la particula
es repentinamente cambiada por un factor f, la excentricidad de la drbita

resultante es
e= ‘ f2 — 1‘ .
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Solucién. En una drbita circular

k
v=1/—.
ma

Si la cambiamos en un factor f la nueva energfa y momentum angular son

1 .k k
E = —f=2_Z
Qfa a’
k
lo = mafy/—,
ma
si reemplazamos en
2F12
2:1 0
e + k2
se obtiene ok -
(L 2k _ k k
62—1—|— (2fa a)mafa:1+f4_2f27
mk?
de donde
e:|f2—1|.
A

EJERCICIO 8.50 (4) Respecto a la situacion del problema anterior, determi-
ne el factor f para que la particula pase tangente a la superficie terrestre.

Solucién. Falta encontrar la orbita en el problema anterior. Para ello

calculamos , 5 9k
l L
lo _mafhe — af?,
mk mk

por lo tanto

_ af?

1 —|f2—1]cos(f — )’

Sin duda debe ser f < 1, por lo tanto

_ af”
11— (1= f?)cos(d —a)

r

r

Si el cambio de la rapidez se hizo en § = 0, debe ser

_ af”
11— (1— f?)cosa

a — a=0,
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af?
T 1- (1—f2)cosb’

Sea R < a el radio terrestre. Busquemos la solucién para r = R, resulta

r

cosf = R—af
CR(1-f%)
Deseamos que en ese punto la trayectoria sea tangente a la superficie terrestre.
Esto significa que para ese valor de 0 debe ser 7 = 0. Debemos derivar

dr_drdb _
. — dodt
lo que requiere
.
do

Pero, paciencia, resulta

dr af? (=14 f%)sin@
d) 1 —2cosf+2(cosf) f2 + cos2 — 2 (cos? ) f2+ (cos?0) f

7 =0,

porlocual 0 =7y

R—af* B 2R
ri-/ ! TVarR

cosf =

A

EJERCICIO 8.51 (2) Una particula describe una orbita circular en un campo
de fuerzas dado por

k

r2’

F(r) =

Demostrar que si k disminuye bruscamente a la mitad de su valor inicial, la
orbita de la particula se hace parabdlica.

Solucidn. Sea kg el valor inicial de la constante. Para una érbita circular

Uz k()
m— = —
r r2’
1 k k
= —m?-=2=-2<0
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Si k disminuye a la mitad, la energfa cinética queda igual

k
K==
2r
y la energia potencial sera
ko
V=-——
2r

luego la energia es cero, por lo tanto la 6rbita es parabdlica.

A

EJERCICIO 8.52 (4) Calcular explicitamente la media temporal (o sea, la
media en un periodo completo) de la energia potencial de una particula que
se mueve sobre una orbita eliptica en un campo central en el que la fuerza
obedece la ley inversa del cuadrado de la distancia. Expresar el resultado en
funcion de la constante de proporcionalidad de la fuerza y del semieje mayor
de la elipse. Efectuar un cdlculo similar para la energia cinética.

Solucioén. Tenemos

21
mk1—ecosf’
lo, = mr.

Ademés

<
I

|
=S |

N~ N~ N

pero

dr I2esinf
do mk (1 — ecosf)?

mk .
= ——2681116’7"2
ls
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1 /m2k? , ., 1\ 22
K:§< lé esm0+ﬁ>ﬁ
entonces
T 1 27TV
= — dt = = —db
< V> T/o 1% T/o
mk‘ 27
= - do
Tlo/o "

_ _l_/%;dg__l_o2_”
T )y l1—ecos  — T\T—e2

Similarmente para la energfa cinética resulta

1 [ K 1, 2
< K >= — do = -2 __27

T), o 2TVi-&
A

EJErcicIO 8.53 (4) Dos particulas iguales que se mueven bajo la influencia
de la atraccion gravitacional mutua, describen orbitas circulares una en torno
de la otra con un periodo T. Si repentinamente se detienen y caen una sobre

la otra, demostrar que chocardn después de un tiempo

T

VoL

Solucién. Si k representa la constante de la ley de fuerza, y 2a la distancia

inicial, entonces inicialmente

v? k
m— = —,
a 4a?
k
v o= —_—
dma
de modo que el periodo es
2ma dma
T=— =2ma\/——.
v k
Si se detienen, caen una hacia la otra de manera que
k

mi =

et 7(0) =0, r(0) = a.
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Podemos integrar porque

luego

separamos variables

entonces

sear = az

EJjercicio 8.54 (3) Dos masas que se atraen, my y ms (mi+ mog = M),
estan separadas una distancia v y se las suelta a partir del reposo. Demostrar
que cuando la distancia sea r menor que 1y, las velocidades serdan

v = m2\/§(——%),
B _10.
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Solucién. Tenemos, para un origen en el centro de masa

. Gmimsy
mry = - R
T
. Gmimy
MaTy = — 5
T
donde r =r;+ryy
mao my
r = —Mr, To = —Mr,

de manera que las dos ecuaciones se reducen a una sola

.. GM
=g
como
. ld .,
F=——r
2dr

y de aquf se obtiene

mo . Mo 1 1 2G (1 1
= —r=——/2GM|-—— ] =— S
n M’ M (7" 7“0> m2\/M (r 7“0>’
) my . m 1 1 2G (1 1
= — 7 =——/2GM|-—— ] =— S e —
"2 M’ M (7" 7“0> ml\/M (r 7“0>’
que prueban el resultado.
A

EJERCICIO 8.55 (4) Estudiar el movimiento de una particula repelida por
un centro de fuerzas de acuerdo con la ley F(r) = kr. Demostrar que la
orbita solo puede ser hiperbolica.
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Solucién. Aqui conviene usar coordenada cartesianas

mi = krcost = kx,

my = krsinf = ky.
Ambas pueden integrarse siendo k/m = p en la forma

= AeP' + Be P,
= (e + De P,

Para determinar la trayectoria, debemos eliminar ¢ entre esas dos ecuaciones.
Para ello las escribimos

Ae?t — e + B = 0,
Ce?' —ye' + D = 0,

y resolviendo ecuaciones de segundo grado tenemos

ot r+ Va2 —4AB _yt Vy? —4CD

2A 2C ’
y haciendo algo de dlgebra
© Yy \y*—4CD V2®—4AB
24 20 2C 24
1wy _ D _1(?-4CD)\/(«?—44B) B
2AC O 2 C A A’

reordenando

2BC + 2AD — xy = —/(y? — 4CD)+/ (2% — 4AB)
elevando al cuadrado y reordenando
4ABy? +4CDa? — 4(BC + AD)xy = —4(AD — BO)?,
que es la ecuacion de una hipérbola porque el lado derecho es negativo.

A
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EJERCICIO 8.56 (4) Una particula se mueve bajo la influencia de una fuerza
central dada por

k

F(r)=——.

(r)=——

Demuestre que si la orbita es circular y pasa por el centro de fuerzas, entonces
n=>o.

Solucién. La ecuacién de Binet para u = 1/7 es

d*u mE(L)

T T TR

Si la particula describe una circunferencia de radio R donde esté el centro de
fuerza, la ecuacién puede escribirse

r=2Rcosf,
0 sea
1

v= 2R cosf’
derivando

a0 2Rcos298m9’

d?*u 1 1

d6? 2R cos * Rcos? 0
1 1 — cos?0

2Rco§0 * Rcoii” 0

" 2Rcosf + Rcos3 6
= —u+8R%?,

sin’ @

de aqui sigue
mF(3)

u

2,3 _ _
8R o

SR

u m

SR
mrd
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A

EJERCICIO 8.57 (4) Suponga un cometa que describe una drbita parabdlica
en el mismo plano que la orbita terrestre. Si la menor distancia del cometa
al Sol es “yRr” donde Rr es el radio de la drbita de la Tierra (supuesta
circular) y v < 1, demostrar que el tiempo que el cometa pasa dentro de la
orbita terrestre viene dado por

2(1 —v)(1 4+ 2v)/37 anos

Solucién. La ecuacién de la érbita del cometa serd de la forma (una
pardbola)

c
r = ———
1 —cosf’
pero debe ser
c
min — & — Ra
T 5 Y
0 sea
2Ry
1 —cosf’

Los puntos (#; y 2 — 1) donde la 6rbita del cometa cruza la érbita terrestre
estdn dados por

2/}/RT
Rpr=————
=1 Zcoshy’
de donde
cost =1— 2.

Por otro lado, el elemento de drea barrida por el cometa es

L
dA—§|T><U‘dt—%dt,
donde
b _op
mk YT,
y
dA l7’2dt9
=3 7
de modo que
1, lo
—r?df = —dt
2" om'
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de aqui sigue
B

2
di = mk2<1 —cosf

dt = )2d,

=0,
lo
luego el tiempo serd
;3 /2”91 1 Yo — I3 11+ 3tan® 30,
mk? Jy, mk?3  tan® 16,

t =
1 —cos®

El factor que multiplica lo anterior estd relacionado con el periodo terrestre.

En efecto "
m_ok = Q/VRT eSS l() = \/ ka’}/RT,

Im2vR 127 R
mk2 7 T 7 T27RT7

y el periodo terrestre esta dado por

27TRT
T = v/ R
T aMg Y

entonces

luego
Tr11+ 3tan? —91

T3 tan® ;91
0, 1 —cosb, 27y
0, =1-2y, tan—= = -
o8 7 R \/1 ¥ cos b, \/2 — 2y
resulta finalmente

2(1 —1)
3 )

=27y

pero

y reemplazando tan & o)

A

EJERCICIO 8.58 (4) Estudiar el movimiento de una particula en un campo
de fuerzas centrales que sigue la ley de proporcionalidad inversa del cuadrado
de la distancia, si ademds se superpone otra fuerza de magnitud inversamente
proporcional al cubo de la distancia entre la particula y el centro de fuerzas.

Es decir,

con k > 0.Demuestre que la trayectoria es una elipse que rota o precesa.
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Solucién. La ecuacién de Binet para la érbita serd

d*u mE) m o, 3
_ Mk Amy
IR R
De aqui sigue
d*u (- )‘_m)u _mk
d6? 272
cuya solucion es
1 mk Am
=—-=———+A 1——)0
U S (P pety + Acos 4/ ( 2 )0,

y si Al—gm < 1 corresponde a una curva parecida a una elipse pero que no se
cierra en una vuelta completa.

A

EJERCICIO 8.59 (3) Determine la expresion de la fuerza de un campo central
que permita a una particula describir una orbita espiral dada por r = k0,
siendo k una constante.

Solucién. De nuevo, la ecuacién de Binet es la clave

dPu mF(L)
— U=
do lGu
siendo
Lo 11
o kO
du 1
o ke
d? 2
Z = T3 :2]€2’U,3,
db kO
por lo tanto
F(i
mE,) = 2k*u® + u,
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despejando
FY = B oz )
u m ’
2 ook 1
F(r) = __E(FJrﬁ)'
A

EJERCICIO 8.60 (3) Determine la expresion de la fuerza de un campo central
que permita a una particula describir una orbita espiral logaritmica dada por
r = Ke® siendo k y a constantes.

Solucién. Es andlogo, donde ahora

1 1 —af
-
du a _.0
J— — ——e al
df K
d*u a® .
W = ?6 = CLQU,
por lo tanto
mF(%) N
l§u2 = a"u + u,
despejando
1 0 2 3
F(=) = —= 1
() = 2+,
Py = B2 41t
r) = —(a —.
m 73
A

EJjercicio 8.61 (4) Una particula de masa unidad se desplaza desde el in-
finito a lo largo de una recta que, de sequir, haria que la particula pasase
a una distancia bv/2 de un punto P. Si la particula es atraida hacia P con
una fuerza proporcional a T% y el momento angular respecto de P es \/E/ b,
demuestre que la trayectoria estd dada por

r = beoth(0/v/2).
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Solucién. La ecuacion de Binet seréa

d*u mEF(L)
do? [2u?
_ ku® 2P
0 sea P
d—;; +u—0bt=0

O la resolvemos, problema dificil, o comprobamos que
1
u=y tanh(0/v/2),
es solucién. Comprobaremos:

du 1 1
do b2 b2
d*u 1 1
— = —(=2bu)—=(1 — b’u?) = u (-1 + b*u?) ,
T = 21— ) = u )
que prueba que se trata de una solucién. Faltaria probar que la asintota de
la trayectoria pasa a distancia bv/2 del origen. Notemos que 7 = 0o => u = 0
o sea la asintota es una recta paralela al eje OX (el eje polar). La distancia
al origen de esa recta se obtiene haciendo § = 7/2, donde

r = beoth(m/2v/2) = 1.023 803 943b

(1-— tanhQ(Q/\/i)) = (1 —b*u?),

(Este valor no es b\/2; se aceptan comentarios o correcciones)

A

EJERCICIO 8.62 Una particula es atraida hacia un centro fijo de fuerzas con
una fuerza proporcional a la distancia de la particula al centro. Demuestre
que la trayectoria es una curva plana que puede ser representada por las
ecuaciones:

xr = Acos(nt+ ),
y = Bsin(nt+ )

La constante n estd relacionada con la masa de la particula y la constante
de proporcionalidad de la fuerza.
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Solucién. Las ecuaciones de movimiento en coordenadas cartesianas se-
ran

mi = —kux,

que tienen soluciones de la forma dada si k/m = n?.

A

EJERCICIO 8.63 Una particula es atraida hacia un centro fijo de fuerza 0 por
una fuerza de forma k/r%. La particula es lanzada desde un punto P con una
velocidad. de magnitud Vo en un dngulo o respecto de OP. Demuestre que la
orbita es una elipse si OP < 2k/(mV§). Determine ademds, en términos de
m, k, Vo ,a , y OP = rqy la excentricidad de la orbita y la inclinacion del eje
mayor respecto de OP.

Solucién. Evaluamos segiin las condiciones iniciales

1 k
E = -mVi——
2m0 7“0’

lo = mroVpsina.

La excentricidad es

2F12
mk?
2(3mVg — E£)ig

mk?

e = 1+

= 1+

La 6rbita serd una elipse si F < 0, es decir si

1,k
(im% —T—O)<0:>T0<m‘/02.

Si ademads reemplazamos [y se obtiene

2(imV2 — Eymr2v2sin? o
e = \/1 + (2 0 7"0]32 090 .
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La ecuacién de la érbita es

12 1
7” —
mk 1 —ecos(d — )
mr2V2sin® o 1

k 1—ecos(d—B)’
y el dngulo 8 queda determinado de

mr2Ve sin? o 1

"o k 1 —ecos(f)’

que es una ecuacion que dejamos planteada por si alguien quiere resol-
verla.

A

EJERCICIO 8.64 Admitiendo que la tierra es una esfera fija de radio R y
despreciando la resistencia del aire, considere el lanzamiento de un proyectil
con rapidez inicial Vo formando un dngulo &, con la vertical del lugar. Si

2GM
|V pu—
€ R Y

donde G es la constante de gravitacion, M la masa terrestre y Vo < V, ,
demuestre que la excentricidad y la ecuacion de la trayectoria del proyectil
son:

e = \/1 — sin?(23) sin®(&,),
(1 —ecos(f — «))

BIr = e,

stendo

sinp = Vo/Ve,

sina = sin® Bsin(2¢,)/e
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Solucién. Podemos usar los resultados del problema anterior pero colo-
cando k = GMm, a = £, y ro = R. As{ tenemos

102 _ k2172 cin2
\/1+ 2(3mVg — 25)mrgVg sin® a

1.2
2(imVE — EImymR2VE sin® €
- L+ G2 M?m?
[ e =i,
A4G?M?
4(Vg — V2V sin® &,
- \/ 1+ 7

V2 V2 )
= \/1 —4(1 - 702>702 sin? &,
= \/1 — 4(1 — sin” 8) sin® Bsin? &,
= \/1 — sin? 23sin? &,.

.......... Pura algebra. Ademads

BB 2RVFsin®¢
mk 2GM
2RV sin? €,
— V—*Q
= 2Rsin® Bsin? &,

por lo cual la ecuacién de la trayectoria sera

2R sin? 3sin? &,
~ 1—ecos(d —a)

Aqui « representa la inclinacién del semi eje mayor de la conica.
Parad =0,r=R
£ 202
_ 2sin” Bsin” &

1 —ecosu

1
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1 — 2sin® Bsin® &,

COSs «v

sin® v

bastante algebra - - -

sin o

ecos o
1 — 2sin” Bsin® &,
V1 —sin?28sin% ¢,
(1 — 2sin? Bsin® ;)2
1 —sin?28sin? &,
1 —sin?283sin* &, — (1 — 2sin? Bsin® ;)?
o2

1—

4sin* Bsin? £, cos? &,
o2
sin? B sin® 2¢,

e

Y

A

EJERCICIO 8.65 Una particula de masa m se mueve en una orbita circular
de radio R con rapidez Vi atraida hacia el centro con una fuerza inversa-
mente proporciona al cuadrado de la distancia de la particula al centro. Si
repentinamente la rapidez se reduce a la mitad, determine en términos de Ry
y Vo: la ecuacion de la nueva orbita, su excentricidad y la distancia minima
de la particula al centro durante el movimiento siguiente.

Solucion. Para la 6rbita circular

Rk
Ry RY
entonces
k
Vo =
0 mR()
que reducida a la mitad implica
1 1 k k
FEF = —m-— _
2 m4 mRo RO
_ Tk
8RRy

1/ k 1
lo = mR0§ mRO—E\/mRokZ,
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263

luego
2(—§7)gmBok 9 3
2 8 Ro /4
= 1 = — = —
R 6 ‘T
y
mK ~— mk 4"
luego la nueva érbita es (tomando « = 0)
1 1 Ry

’ 4 01—%COSQ 4 —3cosb

A

EJERCICIO 8.66 (1) Una particula de masa m = 1 es atraida por una fuerza
inversamente proporcional al cuadrado de su distancia a un punto fijo 0 y se

mueve describiendo la elipse:

100

= —
1—%0089

Si en el punto mds alejado de su trayectoria, la rapidez de la particula es
V =1, determine la constante de la ley de fuerza. St en el punto mdas alejado,
la rapidez de la particula es duplicada, determine la ecuacion de la nueva

orbita.
Solucién. Aqui como m =1

l2

0
— =100
k Y
el punto mas alejado es
100
Tmax = T = 200,
I—3
luego
lo = |m7Fxv=200—=
(lo)?  200?

SO 2 40.
100 ~ 100 W
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Si en el punto mds alejado la rapidez se hace V' = 2,calculamos

lo = |m#x ¢l =200 x 2 =400,
1 ko1 400

E = —m?—=—=-4— — =
2" T T2 200

e = 1,

12 400)?

I ) = 400,

mk 400

de modo que la nueva orbita es

400
T =
1—cos(f —a)’

una pardabola. Para determinar el dangulo « consideramos que en 6 = 0,
r = 200 de modo que

200 — _ 400
1 — cos(a)
de donde oo = 7 y finalmente
. 400
~ 1+4cos(6)

A

EJERCICIO 8.67 (1) Una particula de masa m se mueve en una drbita circu-
lar de radio Ry con rapidez Vi atraida hacia el centro con una fuerza inver-
samente proporcional al cuadrado de la distancia de la particula al centro.
Si repentinamente la rapidez de la particula se aumenta a V= \/aVy siendo
a > 1, demuestre que si a > 2 la particula se aleja hasta el infinito. En

cambio st < 2, determine la ecuacion de la nueva orbita en términos de
RO; Vb y a.

Solucién. Tenemos para la érbita circular

VE):

la nueva rapidez
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1 k k
FEF = —ag— —
2Ry Ry
k
l() = mRO\/E
mRO

La excentricidad es

1k _ k _k )2
24 20w ) oven ) — (- 12

Entonces
e=a—1,

que es una parabola o hipérbola si @ > 2. Si o < 2 resultard
12 1
mk1 — (a—1)cosf
R()Oé
I1—(a—1)cosf

A

EJERCICIO 8.68 (4) Determine las posibles leyes de fuerza central si una
particula describe bajo su accion una circunferencia, con el centro de fuerzas
en el interior del circulo.

Solucién. Si el origen estd sobre un didmetro a distancia d del centro, la
ecuacion de la circunferencia serd (teorema del coseno)

R?* =12 + d* — 2dr cos ¥,

de
dr ) dr
0 = r@ + drsinf — dcosQ@,
dr drsin 6

dh dcosf —r’

@_i drsin @

d0*  dOdcos —r
r=dcosf + /(d?cos? 0 + R? — d2),
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de aqui
1 1

U = - =

r dcos+ +/(d?cos? 0 + R? — d?)

Lo dejaremos hasta aqui, por ser demasiada el dlgebra necesaria. Calcule
du d*u
do’ do*’

expréselas en términos de u y reemplace en la ecuacién de Binet.

A

EJjercicio 8.69 (3) Considere una particula que se mueve en un campo cen-
tral atractivo k/r* con k < 0. Demuestre que para un momentum angular
dado, la minima energia que puede tener la particula es:
mk?
EF=———:
2[?
Solucion. La energia es

1 - k
E = 5m(7‘2 + 7‘2(92) — ;,

reemplazando del momentun angular

h- b
mr?
resulta ) 9
2 2mr2  r — 2mr? r
pero
16k
2mr2  r
tiene un minimo que se encuentra derivando
12 k 12
—+==0=r= ,
mr3 12 mk
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A

EJERrcicIO 8.70 Una particula de masa m se mueve en una orbita circular
de radio Ry con rapidez Vy atraida hacia el centro con una fuerza inversa-
mente proporcional al cuadrado de la distancia de la particula al centro. St
repentinamente la velocidad se reduce a la mitad, determine en términos de
Ro y Vi la ecuacion de la nueva orbita.

Solucién. Sabemos que

k
Vi =
0 mR07
luego
k= mRo‘/O y

la nueva energia serd

1 1 mR0V2 7
B = 57711‘/02 - = —zmVy,

el nuevo momentum angular

luego
2
62 =1+ _’im‘/o2m2R%‘{To = 3
m(m2R2Vyh) 16’

luego

(mRo%l)2 1
m2RoVi 1 — 2 cosd
_ il

1— % cosf

A

EJERCICIO 8.71 (2) Un satélite estd en orbita ecuatorial geo estacionaria,
es decir permanece en el mismo punto relativo a la tierra que rota. Dados,
la masa terrestre M, la constante de gravitacion G, ) la velocidad angular
terrestre, determine la ecuacion de la nueva orbita si la rapidez absoluta del
satélite es repentinamente aumentada al doble.
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Solucién. Si €2 denota la velocidad angular terrestre entonces drbita geo
estacionaria significa

Vo = Q’I“Q
ademds de (problema anterior)
GM
Vo = 7”_
0
con estas se puede obtener:
]' 3
o = 5 (GM Q),

Vo — \3/(GMQ).

F = —-m4d— —
2 To To
Mm
= G
To
GM
lo = mT02
To
entonces o 5 2O
62 1 n ZGT—S”ZLm 7"07 _ 9
mG2M?2m?2
entonces
4m27’(2) ijy 1
7” o
mGMm 1 —3cos(d — )
. 47‘0
~ 1-3cos(f —a)

Si el dngulo polar se mide desde donde cambié la velocidad entonces debe
ser « = 7 y finalmente

47’0

1+ 3cosf
4 1

- 3] (GMQ)l 4+ 3cosf
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A

EJERCICIO 8.72 Un satélite de masa m estd en orbita circular de radio 2R
en torno a la tierra supuesta esférica, de masa M y radio R, en reposo y sin
atmdsfera. Si la velocidad se altera en un punto de la orbita en un factor f,
determine: a) la ecuacion de la nueva d6rbita. b) el rango de valores de f para
los cuales el satélite chocard con la tierra. c) el rango de valores de f para los
cuales el satélite se aleja indefinidamente.

Solucién. Para la é6rbita circular

GM
2R’

[GM
v=f ﬁ’

1 .GM GMm 1 £2 9
E—omp2is ZMT oy
> Sr ~ 3R 1 OMmT R

v =

la nueva rapidez es

la nueva energia es

el nuevo momentum angular es

GM

lo = m(?R)f ﬁ’

la excentricidad serd dada por

2E12 2
2 0 (2
e _1+—m(GMm)2 (f=1)",
de donde
e:‘fQ—l‘.
ademas

R (m2R)f/BEy
mk mGMm

de manera que la nueva o6rbita es

=2Rf?,

2Rf?

"= 1—|f?—1]cos(f — )
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Si el cambio de la rapidez ocurre en # = 0 debe ser

B 2R f?
1 —f%2—1]cos(a)’

2R

de donde

1—}f2—1}cos(a) = f2
1=r
Si f <1= cosa =1 entonces
2R f?
r= :
1—(1—f?)cosd
Sif>1= cosa=—1 entonces
. 2Rf?
1+ (f2—1)cost’

El satélite puede chocar con la Tierra sélo si f < 1 y para saberlo hay que
ver si la ecuacion

__mp
1—(1—f?)cosf

tiene o no solucién. Esta es

r

2f2=1—(1— f*) cosb,

despejando
1—2f2
cosf = 1——J£ > —1,
debe ser
1-2f2> f*—1
de donde

f<\/g.

Para este caso, el satélite chocard con la Tierra. Por tltimo, el satélite no
regresa si e = [f2 — 1| > 1 oseasi f > /2.
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A

EJERCICIO 8.73 Un satélite estd en orbita ecuatorial geo estacionaria, es
decir permanece en el mismo punto relativo a la tierra que rota. Dados, la
masa terrestre M, la constante de gravitacion G, 2 la velocidad angular te-
rrestre, determine la ecuacion de la nueva orbita si la rapidez absoluta del
satélite es repentinamente reducida a la mitad.

Solucién. Es casi igual al problema 7,91 pero ahora

5 o_ 1 EGM_GMm

§m4 To To
B _ZGMm
n 8 To
1 /GM
l() = Mro= E—
2 To
entonces 7GMm\1,,.2,2GM
62 — 1 + 2(_§ 70 )Zm TO T0 g
mG2M?2m?2 16
entonces
/—— m2r§ic”:j(‘)4 ]'
mGMm 1—3cos( — )
1 1
= -7
41— 3 cos(f — )
1., 1
= =Y (GMQ)———
Q ( )4 — 3cosf
A

EJERCICIO 8.74 (4) Considere la tierra como esférica, en reposo de masa
M y radio R, sin atmdsfera. Se lanza un proyectil con rapidez inicial Vj
formando un dngulo [ respecto a la horizontal. Determine el arco que el
proyectil recorre hasta llegar al suelo (si lo hace). Discuta las condiciones bajo
las cuales el proyectil cae nuevamente al suelo. La constante de gravitacion

es G.
Solucién. La energia es

1 GMm
B=gmVy - =5
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el momentum angular es
lo = mRVj cos 3,

la excentricidad serd

2(3mVE — EImym2 R2VE cos? B

=1+ m(GMm)?
L 0RO RR g
- (GM)? ’

B mPR*VPcos? B RV cos® 8
mk  mGMm GM
de modo que la trayectoria es

_ R?Vcos’ 8 1
T oM 1—ecos(d—a)

Para la notacién, introducimos la velocidad de escape

12GM
‘/e - T
R

AR = V2V cos? 3

de manera que

2 _
e =1 Vi ,
5 2RV{cos®f
mk V2 ’
de modo que la trayectoria es
2RV cos? 3 1
r =

V2 1—ecos(d —a)

e

Sir(0) = R hay necesariamente dos puntos donde la trayectoria intersecta a
la superficie de la Tierra. Esos dngulos son 6 = 0y # = 2«, ademés de e < 1.
Entonces

2RVZ cos? 3 1
V2 1—ecosa’

2RV cos® 3 1
V2 1—ecos(f; —a)’

e

R =

R:
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de donde se deduce que
0, —a=a= 0, =2a,

y de cualquiera de las anteriores

2VZ cos? B
l—ecosa = ———,
Ve
0 sea
1 2V02 cos” 3
V2
cosa =
e
1 2V02 cos” f3
V2
cosa = = .
\/1 _ A(V@-VA)VEcos? B
VA
Esta expresién la hemos visto de diversas forma en otros problemas. Si
12 /12
2=V /Ve
entonces )
1 —2zcos*f3

COS ¢ =

\/1— 1—2)zcos? 3’

que puede escribirse

1 —2zcos? 3
cosa =
V(1 —2zcos? 3)2 + 22sin% 23
1 —2zcos? 3 1

\1—2z00526]\/1+ 2sin?28

(1—2z cos? B)2
Hay dos casos
a) Si1l—2zcos?f >0, o sea

1
< 5%
2 cos? 3

angulos de disparo grandes, entonces

CoOs & =

_ 22sin?28 .
\/1 + (1—2z cos? B)2
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b) Sil1l—2zcos?3 <0, o sea
1>2>—ro—
: 2cos? 3

angulos de disparo pequenos, entonces

Cos . =

2 sin? 23
\/1 + I,Z’Q,Zcos2 B)?
Note que si 1 — 2z cos? 3 =0
cosa = 0,

esto es el semieje mayor estd a 90° del punto de lanzamiento, y el proyec-
til cae diametralmente opuesto por la Tierra al punto de lanzamiento.

A




CcaritTurLo 9

Soluciones ejercicios

9.1. Ejercicios de cinematica plana

EJERCICIO 9.1 Una barra de longitud L tiene un extremo fijo y ella rota en
un plano fijo respecto a ese extremo de manera que el dngulo que ella forma
con un eje fijo en el plano del movimiento es 0 = wot siendo wg una cons-
tante. Determine la veloc‘z;dad y aceleracion del centro de masa de la barra.

Y

Solucién. Como es fécil comprender, GG tiene movimiento circunferencial
con radio /2 de modo que simplemente podemos usar las expresiones para
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coordenadas polares
RGO,
= (RH)D — (RO,

<y
|

ST

pero ahora 0 = wg y 0 = 0 de manera que resultard

17@ = §Lw09,
S L . .
g = —(§w8)r,

y en coordenadas cartesianas

1
g = §Lw(i coswot — jsinwot),
. L o . . .
g = —(§w )(isinwot + jcoswot).
A

EJERCICIO 9.2 Una barra de longitud L tiene se mueve en un plano vertical
de manera que su extremo inferior A desliza sobre un eje OX horizontal con
velocidad de magnitud va constante y el dngulo que ella forma con la vertical
OY es 0 = wot siendo wg una constante. Determine la velocidad y acelera-

cion del centro de masa de la barra.
AY

0

0 A

Solucién. Aqui ‘
= —0k = —Ldok,

&l
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de manera que

~
—

. L = R L . .
Ug = Ua+&x AG =04l + (—wok) X §(zsmw0t~l—jcosw0t)

., wol A
= UA1+T(—]31nwot+zcosw0t).

Para la aceleracién simplemente derivamos respecto al tiempo y resulta

2
wiL
g = %(—jcoswgt — 2sinwot).

A

EJERCICIO 9.3 Para la situacion del problema anterior, determine la posi-
cion del centro instantdneo en funcion del desplazamiento x4 del extremo A,
de wg y de vy.

Solucién. Podemos usar

= 9.1
- (91)
con W = —wpok y U4 = va? de manera que
— k X val VA .
I=— = -7
Wo Wo

A

EJERCICIO 9.4 Una barra de longitud L se mueve apoyada sobre un semi-
circulo de radio R y centro en O y su estremo derecho A desliza sobre un eje
OX que coincide con la base del semicirculo con rapidez va. Si 6 indica el
dngulo que la barra forma con el eje OX, determine:
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a) La posicion del centro instantaneo en funcion del angulo 6.

b) La rapidez del centro de masa de la barra en funcion del dngulo 6.

Solucién. Por las razones explicadas estd donde [ y se indica en la figura.
Su posicién podemos especificarla en términos de sus coordenadas que pueden
calcularse por geometria

o R
L= sing’
yr = xrcotf = cot 6.

sin 6

A

EJERCICIO 9.5 Para la situacion del ejercicio anterior, determine las ecua-
ciones de las curvas rueda y riel.

Solucion. La mitad estd resuelta, porque del problema anterior lo que se
obtuvo son las ecuaciones paramétricas de la posicién de I. Para obtener la
ecuacion cartesiana debemos eliminar 6. Para ello use

cos B 1 —sin?6

yr =zacot0 = xpa——F =Tn .
sin 6 sin 6
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con
sinf) = —,
Ty
de modo que resulta
cos)  xg
_ _ _ 2 2
yr = rrcotd = xy— = —1\/24— R
sinf RV ’

la ecuacién de la curva riel.
Para la curva rueda debemos encontrar las coordenadas relativas a la
barra x;, = AB, y; = BI por geometria. Asf se obtiene

7 = Rcot#,
a,/,/
/ I 2
= = Rcot”0,
II tan 6

y la ecuacién cartesiana serd (eliminando cot 6)

,_ (@p)?
y[_ R .

A

EJERCICIO 9.6 Una ldmina rigida se mueve en el plano OXY de manera
de dos puntos de ella A = (1,2,0) y B = (2,1,0) tienen velocidades U4 =
(2,3,0) y v = (0,1,0).

a) Compruebe que esos puntos tienen velocidades compatible con la con-
dicion de rigidez (?7).
b) Determine la velocidad angular del cuerpo en ese instante.
. . _>
Solucién. Construimos AB = (2,1,0) — (1,2,0) = (1,—1,0), y calcula-

mos

T4 AB = (2,3,0)- (1,—1,0) = -1,
—
Ty AB = (0,1,0) - (1, —1,0) = —1,

que resultan iguales. Ahora debe ser

— — — -
Up = U4+ W X AB,
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que la multiplicamos % AB resultando

. . — L = — o — L T2 =2
(Up — Ua) x AB = (Jd x AB) x AB = (AB*)&d — (&J- AB)A
—
pero por ser el movimiento plano & - AB = 0 de manera que

(s — T4) x AB_ (—2,-2,0) x (1, ~1,0)
(AB)? B 2

A

0=

~(0,0,2).

EJjErCICIO 9.7 Un disco de radio R rueda sin deslizar apoyado sobre un
semicilindro de radio igual R. Si 6 es el dngulo que forma la linea que une
los centros con una linea fija, demuestre que la velocidad angular del disco
tiene magnitud

Solucién. Como el disco no ha resbalado, los arcos destacados son iguales,
las recta C" P" estaba vertical en C'P y luego el dngulo que ha girado esa linea
que pertenece al disco es

20

)

y luego la velocidad angular tiene magnitud
w = 26.

A
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9.2. Ejercicios de dinamica

EJERCICIO 9.8 Un disco de masa M y radio R se apoya sobre un plano ho-

rizontal dspero de modo que puede rodar si resbalar con su plano vertical. St

se tira del centro del disco con una fuerza horizontal constante F, determine:
0

a) La aceleracion del centro de masa del disco.
b) La aceleracion angular del disco.

¢) La fuerza de roce.

Solucién. Sea f la fuerza de roce, de sentido contrario a F'. Asf tenemos
con k hacia adentro del papel

F_f - MaC’M7

Loy = Iomd,
d - d d -
iy = Ty— = Ty —wl(—k
i CM CMdtW CMdtW< ),

TcM = Rf(_]%)u
como Icy = M R?/2 tenemos

1 ,d
§MR aw = Rf,
d

1

pero el disco rueda sin resbalar de manera que

d
acy = REOJ,
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y las dos ecuaciones que tenemos se reducen a

1

f = §MCLCM,

F_f - MCLC'M7

de donde salen los resultados

_ 2F
acym = 3M7
_ w2 F
T W T 3MR
1
- _F
/ 3
A

EJjerCICIO 9.9 Un disco de masa M y radio 2R se apoya sobre un plano
horizontal dspero de modo que puede rodar sin resbalar con su plano vertical.
El disco tiene un reborde de radio R como se indica en la figura, en el cual
se enrolla una cuerda que se tira con una fuerza horizontal constante F, de-
termine:

a) La aceleracion del centro de masa del disco.
b) La aceleracion angular del disco.

¢) La fuerza de roce.

Solucién. Similarmente sea f la fuerza de roce, de sentido contrario a
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F. Asf tenemos con k hacia adentro del papel

F_f = MaC’M7

Loy = Iomd,
d - d d -
iy = Try—& = Ty —w(—k
i CM CMdtW CMdtW< ),

Tem = (2Rf+ RF)(=k),

como Icy = Mr?/2 = 2M R? tenemos

d
2MR2EM = (2Rf + RF),
d F

f = MR%M—E,

pero el disco rueda sin resbalar de manera que

acy = 2R£w,

y las dos ecuaciones que tenemos se reducen a

F 1
f+§ = §MCLCM7

F — f = M acm,
de donde salen los resultados

acy =

Y

&=~

acm F

dt 2R 2MR’
f = F—Macy =0.

A

EJERcCICIO 9.10 Un disco de masa M y radio R tiene enrollada una cuerda
en su periferia y cae partiendo del reposo mientras la cuerda que se sostiene
de su extremo se desenrolla. Determine:
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a) La aceleracion de bajada del disco.

b) La tension de la cuerda.

Solucioén. Si T es la tensién en la cuerda tenemos

Mg—-T = Macwm,
1 dw 1 dw

_MR*— = RT _MR— =T
M RT = S ME-
dw
acn RE’

de donde se obtiene

2
de donde
2
a = -
CM 397
1
T = —-Mag.
3 g

EJERrcICIO 9.11 Un disco de masa 10kg y de radio 2m puede rodar sin
resbalar sobre un plano inclinado en 30° respecto a la horizontal y es tirado
por una fuerza horizontal de magnitud 100 N aplicada en su centro, como se
indica en la figura.
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30°

Determine:
a) La aceleracion del centro del disco.
b) La fuerza de roce.

Solucién. Indicando las fuerzas en la figura

N

d )

v

300" ™M

tenemos que

Fcos30 —mgsin30 — f = ma,
N —mgcos30 — F'sin30 = 0,

donde ademés

Reemplazando « y colocando valores numéricos
50/3 50— f = 10a,
N —50v/3-50 = 0,
[ = ba,
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P
F
30°
Figura 9.1:
de donde
50/3—50 10 10
Yy /32 =9244017ms 2
15 3 3 ms
50 50
= V3 -"=12.201N.
/ 3 3
A

EJjERrRCICIO 9.12 Un disco de masa 10kg y de radio 2m puede rodar sin
resbalar sobre un plano inclinado en 30° respecto a la horizontal y es tirado
por una fuerza horizontal de magnitud 100N aplicada en el punto P, como
se indica en la figura. Determine:

a) La aceleracion del centro del disco.

b) La fuerza de roce.

Solucién. La tinica diferencia respecto al problema anterior es que ahora
F' también hace torque respecto a GG, de manera que

Fcos30 —mgsin30 — f = ma,
N —mgcos30 — F'sin30 = 0,
I'ec = fR+FR=Iza,
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de manera que

50350 — f = 10a,
N —50v/3-50 = 0,

f—|—100 = ba,
luego
o= OVB504100 10 5 1000y
5 3 3
y 50 250
f=5a—100 = ?\f— — = —54. 466N,

el signo significa que la fuerza de roce actia hacia arriba.

A

EJjERrRCICIO 9.13 Una barra de largo 2L y masa M estd articulada en un ex-
tremo a un punto fijo O, inicialmente en reposo y horizontal. Si ella se suelta,
comienza a rotar respecto a la articulacion bajo el efecto del peso de la barra.
Determine la reaccion en la articulacion y la velocidad angular de la barra
en funcion del angulo que ella ha girado.

Solucién. Sea N la reaccion vertical en la articulacion. Conviene usar
conservacion de energia, esto es

1., 4
E= 51092 ~ MgLsing =0, Io = g ML,

de donde
0= 39 sin 6,

es la magnitud de la velocidad angular de la barra. La reaccién vertical sale

de »
N—Mg= Mﬁ(—l}sine),



288 Soluciones ejercicios

la derivada se puede hacer porque se conoce 0 y resulta

a? .
]\f:Mg—M'L%st7

donde damos sélo el resultado
5 9 9
N = ng — ZMgcos 0.

A

EJERCICIO 9.14 Una barra de longitud 2L y masa M se coloca verticalmen-
te sobre un plano horizontal liso, en reposo. Si ella es perturbada levemente
comienza a caer. Determine la velocidad del centro de masa de la barra justo
cuando ella se coloca horizontal.

Solucién. Como no hay fuerzas horizontales, el movimiento del centro
de masa ocurre sélo en la direccién vertical, por lo tanto podemos tomar

Tom = 07

yom = Lcosd,
conservacion de energia da

1, 1.1 .
E= §MUCM + §(§ML 10" + MgLcost = MglL,
donde .
vem = You = —0Lsinb,

entonces

: 1. 2
0" sin?6 + 592 = fg(l — cosf),
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2 2g (1 —cosb)
4 =7 w2p . 10
L sin®0+ 3

cuando la barra se pone horizontal § = /2 y luego

0— /29
2L’

y la velocidad del centro de masas en este instante es

; [3gL
UCM:—QL:— 397

A

EJjErRCICIO 9.15 Una barra de longitud 2L y masa M se coloca sobre un pla-
no horizontal liso. Si la barra es tirada por una fuerza constante F, inicial-
mente perpendicular a la barra y aplicada en un extremo, la barra comienza a
moverse sobre el plano. La fuerza se mantiene aplicada a ese mismo extremo
manteniendo su direccion original. Determine una ecuacion para el dngulo
que gira la barra en funcz’g’n del tiempo.

0

Solucién. Sea x¢); e your las coordenadas del centro de masas sobre el
plano horizontal. Si la fuerza estd aplicada en la direccién OX la coordenada
Youm no varfa y puede tomarse cero. Entonces tenemos

F = Micu,
Tom = FLcosf = ICMé,

la tiltima es la que interesa y si reemplazamos Icy = M L?/3 se obtiene

MIZ2.

FLcost = 0,
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O sea

. 3F
0= i 0,

es la ecuacién diferencial que determina el dngulo 6.

A

EJERCICIO 9.16 Una barra de longitud L y masa M puede oscilar libremente
en torno a uno de sus extremos que se mantiene fijo, bajo la accion de su
peso. Escriba la ecuacion diferencial para el dngulo que ella gira.

6

Solucién. Conservacién de energia da

1. L
E = 5]92 —MgECOSQ,

es constante. Luego si derivamos
L .
106 + MgE sinf0 = 0,

de donde I
10 + Mg sinf =0,

y si reemplazamos I = ML?/3 resulta

é+§—ism9:0,

es la ecuacion diferencial solicitada.
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EJERCICIO 9.17 (4) Una semiesfera homogénea de radio “ a”’ estd en reposo
sobre un plano horizontal liso con su base paralela a una pared vertical lisa,
sobre la cual la superficie semi esférica se apoya. La semiesfera comienza a
moverse partiendo del reposo, deslizando sobre el piso horizontal y la pared,
ambas sin roce. Demuestre, ademds que cuando la base alcanza la posicion

horizontal, la rapidez angular y la rapidez del centro de masas de la semies-

fera son w = ,/%59/ a, v = %aw respectivamente. Demuestre ademds, durante

el movimiento siguiente, que el dngulo entre la base y la horizontal no excede
—1(45

de cos™ (155)-

A A A

r 4

v
v
4

Solucién. El centro de masa del cuerpo estd a distancia 3a/8 del centro.
Mientras no despega, el cuerpo mantiene su centro fijo, y la unica fuerza que
realiza torque respecto a ese punto es el peso. Si en la segunda figura 6 es el
angulo que ha girado la linea que contiene el centro de masa, entonces

. 3
Ic0 = Mgga cos @,

donde el momento de inercia es I = 2Ma?/5, luego

2Ma? .. 3
a4 0 = Mg—acos®,
5 8
0 sea 15
_ 29
0= 160Lc089,

que podemos integrar porque
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obteniendo

2 16 a
y cuando la base se coloca horizontal § = /2 resultando

: [15¢g
:6: — —
“ 8a’

3

Vopm — Zaw.
8

Puede probarse que en esta posicién el cuerpo despega y tiene una energia
inicial (respecto a la posicién inicial del centro)

1 .2 3
5 0 g8a 0,

y su momentum en la direcciéon horizontal es

3 3 [15g
P = M2aw = M2ay| —2.
g 3"V ] 4

Esas dos cantidades son conservadas, pero ahora todo el cuerpo se traslada y
rota, de manera que la coordenada x del centro de masa varia. Asf la energia
se puede escribir

1 1 . 3
E = -Muv,, + —ICM92 — Mg—a cos ) = 0,
2 2 8
ademads
1
Mi = M3ay /29,
8 8 a
Yoem = 5008‘97
3a -
Yom = —gaﬁ sin 6.

Cuando 6 sea un extremo, # = 0, y en ese caso, Yoy = 0 y la ecuacion de

energia da
1.3 [15g., 3a
“M(Say/=2)2 - Mg=cosf =0
Mgay 5g) — Myg cos
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que se reduce a
45

H=—
COS 128,

osea  =69.417°.

A

EJjercicio 9.18 (4) Un disco uniforme de radio a que estd rotando con ra-
pidez angular inicial 2 alrededor de su eje, se coloca sobre un plano horizontal
donde el coeficiente de roce cinético es u. Si la superficie se apoya unifor-
memente sobre el suelo, demuestre que el disco se detendrd en un tiempo

292/ (gp).

Solucién. Supondremos que la normal que es el peso se distribuye uni-
formemente de manera que su densidad superficial es

_ My

o )
ma?

Considere un anillo entre r y r 4 dr. La fuerza de roce en ese anillo produce
un torque retardador dado por

dr = —p(o2nrdr)r

e integrando

De manera que

Ia =

—Md’a = ,
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y como la condicién de frenado es
0=Q+ at,

resulta

B 3af)
Apg’
A

t

EJjERrRCICIO 9.19 Una barra de masa M vy largo 2a se mueve apoyada en
superficies lisas OY wvertical y OX horizontal. Inicialmente la barra estaba
vertical con § = w/2 y se perturbd levemente. Determine 0 y las reacciones
en funcion de 6.

Solucién. Respecto a la figura, tenemos que
A Y

H—>

> X
Ta = acost, Yo = asinf, ve = ab),
y la energia es constante
E = Mga = %MU%"—%IGQQ"—MQG sinf = %Mazf—f—%(%Maz)éz—l—Mga sin 6,
de donde
0=— g%(l — sin#),

donde el signo se debe a que 0 estd disminuyendo. Para determinar las reac-
ciones utilizamos F' = Mdg que en componentes es

2
H = Mﬁacosﬁ,

d2
V—-—Mg = Mﬁasinﬁ,
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en el apéndice se explica como hacer estas segundas derivadas con facilidad
y resulta

1 d

- 3
o @ . 2 _° . .
H = a—2sin9d9(98m0) 4E]Wg(SsmH 2) cos 0,
B 1 d . , 1 ) ,
V = Mg+Ma2COSQd9(9cosﬁ) —4Mg(10 9cos®f — 6sind) .

Note que la barra pierde el contacto con la pared cuando sin = 2/3 es decir
cuando 0 = 41,81°.

A

Ejercicio 9.20 Una semiesfera de masa M y radio R se coloca apoyada
sobre una superficie horizontal con roce de modo que la semiesfera sélo puede
rodar sin resbalar. Inicialmente la base estd paralela al plano horizontal.

Si se le da a la esfera una velocidad angular inicial 0(0) = Q, determine 0
en funcion de 6.

Solucién. La figura de andlisis es

Pueden calcularse CG = %R y o = %M R2. A pesar que hay roce, el punto
de contacto no desliza y por lo tanto se conserva la energia

1 1.
E = 5]\/[@% + §IG92 + Mg(R — CG cosf).
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Las coordenada de G serdn (el centro C' avanza Rf por no haber deslizamien-

to)

de donde evaluamos

Tg
(e}
v

reemplazando en F

1 1
E = —M—R?
27 64

1
= — MR?
640 R

1
= — MR?
640 h

de alli despejamos 0

(493 — 240 cos ) Q* + MgR(1 — =)

rg = RO—-CGsinb,
yo = R—CGcosb,

RO — CGH cos b,
CGOsin 0,
R20° — 2RO°CG cosh + CG20°,

1 2 -2
— 4
64R (73 —48cos )0,

12

(73 — 48 cos 0) 0 + 53MR292 + Mg(R — gR cos b))

(493 — 240 cos 0) 0° + MgR(1 — g cos 0)

3
8

_ Jg2_9_Ll—cost
0 \/Q R(@—COSQ).

240

A
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