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Decia un sabio a su discipulo: llegué a sabio cometiendo errores.
A lo cual el discipulo le respondid: corramos entonces a cometer errores.
Anonimo.

Algunos trucos de célculo son bastante faciles, otros son muy dificiles. Los tontos que
escriben los libros de matematicas avanzadas pocas veces se toman la molestia de
mostrar cuan faciles son los calculos faciles. Silvanus P. Thomson.

| Versi6n 3.00 |




Fe de erratas:

Este texto esta continuamente en revision. Esta seccion, permitira corregir o tener en cuenta los
errores de versiones anteriores asi como de autocritica. No descarto la existencia de mas errores.

Erratas corregidas presentes en la version 2.20 y corregidas en la 2.21:

Pagina 33, ejercicio 5: Corregida una errata en el enunciado.

Pagina 181, ejemplo 6: Corregidos los errores de la columna p = 1/3.

Pagina 266, tabla de distribucion binomial: Corregidos los errores de la columna p = 1/3.
Pagina 267, tabla de distribucion binomial: Corregidos los errores de la columna p = 1/3.

Erratas corregidas presentes en la version 2.21 y corregidas en la 3.00:
e P4gina 18, ejercicio 6: Errata en la solucion del apartado c. Corregida repeticion del apartado p.
Corregido la asignacion de letra a cada subejercicio.
e P4gina 55, ejercicio 5: Errata en la solucion de los apartados d y f.
e Péagina 181, ejemplo 6: Corregido un error en la derivada segunda.

Nuevas modificaciones:

Modificaciones para la version 2.20:

e Eliminacion del ejercicio 4 y cambio de la numeracion de los ejercicios de vectores. Eliminacion
de una pagina.

e Insercion de una pagina sobre amortizaciones bancarias. Modificacidn del titulo de “Ejercicios
de interés simple y compuesto” por el de “Teoria y ejercicios bancarios”.

e Insercion de cuatro paginas (de la 38 a la 41) de métodos de resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales con dos incognitas.

e Modificacién de la numeracién de las paginas.

e Modificacion del indice.

Modificaciones para la version 3.00:
e Ampliacion de tres nuevos ejercicios en la seccion de ecuaciones irracionales.
Ampliacion de la seccion de limites para adecuarla al nivel de 2° de Bachillerato.
Nueva seccion de series de Taylor (Teoria + Ejercicios), y una aplicacién de estas a los limites.
Nueva seccion de teoremas del andlisis matematico.
Nueva seccion de célculo de raices cuadradas (insercion de 5 paginas).
Nueva seccion de problemas de programacion lineal (3 paginas).
e Nueva seccién de despejado de variables (insercidn de 2 paginas).
e Modificacién y ampliacién de la seccion de continuidad de funciones. Ahora incluye teoria 'y
NUEvVos ejercicios.
e Nueva seccién de continuidad de funciones. Dominio de funciones y representacién de funciones
definidas a trozos se incorporan a la nueva seccion. Incorporacion de breves apuntes tedricos.
Nueva seccion de modelizado de funciones (insercion de 3 paginas).
Ampliacion de la seccién de probabilidad con apuntes teéricos.
Ampliacion tedrica de la seccion de distribucion Binomial o de Bernoulli.
Nueva seccion de ejercicios de inferencia estadistica.
Se incorporan los contenidos de Fundamentos de Matematicas Il a Fundamentos de Matematicas
I. El nuevo texto pasa a llamarse Fundamentos de Matematicas.
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Prologo:

La presente recopilacion de ejercicios y de breves apuntes tedrico-practicos constituyen
una obra inacabada. Este es un texto en proceso de evolucién, en proceso de futuras
ampliaciones. Por ello, y a pesar de su actual extension, no significa que haya alcanzado
su punto y final. En un futuro aumentaran las explicaciones tedricas y los ejemplos,
también sera necesaria la incorporacion de nuevos ejercicios.

Fundamentos de Matematicas | es una obra que intenta abarcar el estudio de las
matematicas hasta el nivel de 1° de Bachillerato. Es una obra orientada sobre todo a
profesores que buscan ejercicios para sus alumnos y a alumnos que buscan ejercicios
para practicar las matematicas. Intenta ser ademas una guia de todos aquellos
conocimientos que deben adquirir o haber adquirido los alumnos de 4° de ESO, 1° de
Bachillerato y de Acceso a Ciclos Formativos de Grado Superior, y de 2° de
Bachillerato de Ciencias Sociales.

Quiero expresar mi agradecimiento personal por su ayuda indirecta a Isaac Musat, los
textos y examenes de su web han sido una referencia importante a la hora de dar
prioridad a unos temas u otros, asi como a mis alumnos que les ha ayudado mucho los
ejercicios de su web. También quiero expresar mi agradecimiento a Antonio Cartas
Martin, profesor del “Colegio Nuestra Sefiora de la Consolacion” en Quintanar de la
Orden, por el regalo de su libro de ejercicios. Mi agradecimiento a Maria José Viedma
Ivorra y Carlos Humberto Lizarraga del Centro de Estudios Las Rozas, quienes me han
apoyado en esta iniciativa. Agradecimientos también a Fernando Nikko Malpartida
Manrique, por su paciencia y ayuda copiando ejercicios. Y agradecimientos a
numerosas personas que me han transmitido no solo los errores encontrados, sino ideas
para mejorar este texto.

Julian Moreno Mestre (julianmorenomestre@hotmail.com)
Profesor y subdirector de la Academia Las Rozas
Madrid — Las Rozas 1 de Noviembre de 2011



1.1.
1.2
1.3.
1.4.

1.5.
1.6.

1.7.
1.8.

1.9.

1.10.
1.11.

2.1.
2.2.
2.3.

2.4.
2.5.

2.6.

3.1

3.2.

3.3.

4.1.
4.2.

4.3.

Julian Moreno Mestre Academia Las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

Temario de 4° ESO de Matematicas.

Decreto 23/2007, de 10 de mayo, del Consejo de Gobierno, por el que se establece
en la Comunidad de Madrid el curriculo de la Educacion Secundaria Obligatoria.

Opcion A

1. NUmeros.

Operaciones con numeros enteros, fracciones y decimales.

Decimales infinitos no periddicos: nimeros irracionales.

Expresion decimal de los nimeros irracionales.

Notacion cientifica. Operaciones sencillas con nimeros en notacion cientifica con y sin
calculadora.

Potencias de exponente fraccionario. Operaciones con radicales numéricos sencillos.
Interpretacion y utilizacion de los numeros y las operaciones en diferentes contextos,
eligiendo la notacion y precision mas adecuadas en cada caso.

Proporcionalidad directa e inversa: resolucion de problemas.

Los porcentajes en la economia. Aumentos y disminuciones porcentuales. Porcentajes
encadenados. Interés simple y compuesto.

Uso de la hoja de calculo para la organizacion de céalculos asociados a la resolucion de
problemas cotidianos y financieros.

Intervalos: tipos y significado.

Representacion de nimeros en la recta numérica.

2. Algebra.

Valor numérico de polinomios y otras expresiones algebraicas.

Suma, resta y producto de polinomios.

Identidades notables: estudio particular de las expresiones (a + b)?, (a - b)? y (a + b)-(a — b).
Factorizacion de polinomios.

Resolucidn algebraica y grafica de sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas.
Resolucidn de problemas cotidianos y de otros campos de conocimiento mediante ecuaciones
y sistemas.

Resolucidn de otros tipos de ecuaciones mediante aproximaciones sucesivas con ayuda de la
calculadora cientifica o grafica.

3. Geometria.

Aplicacion de la semejanza de triangulos y el teorema de Pitagoras para la obtencion
indirecta de medidas. Resolucion de problemas geométricos frecuentes en la vida cotidiana.
Utilizacion de otros conocimientos geométricos en la resolucion de problemas del mundo
fisico: medida y célculo de longitudes, areas, volimenes, etc.

Iniciacion a la geometria analitica plana: coordenadas de un punto; distancia entre dos
puntos.

4. Funciones y gréficas.

Funciones. Estudio grafico de una funcion.

Caracteristicas de las graficas: crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos,
continuidad, simetrias y periodicidad.

Interpretacion de un fendmeno descrito mediante un anunciado, tabla grafica o expresion
algebraica. Analisis de resultados utilizando el lenguaje matematico adecuado.

—-5-—
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Estudio y utilizacion de otros modelos funcionales no lineales: exponencial y cuadratica.
Utilizacion de las tecnologias de la informacion para su analisis.

La tasa de variacion como medida de la variacion de una funcion en un intervalo. Analisis de
distintas formas de crecimiento en tablas, gréaficas y enunciados verbales.

5. Estadistica y probabilidad.

Estadistica descriptiva unidimensional. ldentificacion de las fases y tareas de un estudio
estadistico a partir de situaciones concretas cercanas al alumno.

Analisis elemental de la representatividad de las muestras estadisticas.

Variable discreta. Elaboracién e interpretacion de tablas de frecuencias y de gréaficos
estadisticos: graficos de barras, de sectores, diagramas en caja y poligonos de frecuencias.
Uso de la hoja de célculo.

Célculo e interpretacion de los parametros de centralizacion y dispersion para realizar
comparaciones y valoraciones.

Variable continua: Intervalos y marcas de clase. Elaboracion e interpretacion de histogramas.
Uso de la hoja de célculos.

Azar y probabilidad. Idea de experimento aleatorio y suceso. Frecuencia y probabilidad de
un suceso.

Experiencias compuestas. Utilizacion de tablas de contingencia y diagramas de arbol para la
asignacion de probabilidades.

Utilizacion del vocabulario adecuado para describir y cuantificar situaciones relacionadas
con el azar.

Opcion B

1. NUmeros.

Reconocimiento de nimeros que no pueden expresarse en forma de fraccion: nimeros
irracionales.

Iniciacion al nimero real: representacion sobre la recta real. Intervalos. Tipos y significado.
Interpretacion y uso de los nameros reales en diferentes contextos eligiendo la notacién y
aproximacion adecuadas en cada caso.

Potencias de exponente fraccionario y radicales. Radicales equivalentes. Operaciones
elementales con radicales. Simplificacion de expresiones radicales sencillas.

Utilizacion de la jerarquia y propiedades de las operaciones para realizar calculos con
potencias de exponente entero y fraccionario y radicales sencillos.

Caélculo con porcentajes. Interés compuesto.

Utilizacion de la calculadora para realizar operaciones con cualquier tipo de expresion
numérica. Calculos aproximados Reconocimiento de situaciones que requieran la expresion
de resultados en forma radical.

2. Algebra.

Raices de un polinomio. Factorizacion de polinomios.

Regla de Ruffini. Utilizacion de las identidades notables y de la regla de Ruffini en la
descomposicion factorial de un polinomio.

Resolucidn algebraica de ecuaciones de primer y segundo grado con una incognita.
Resolucidn algebraica y grafica de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas.
Uso de la descomposicion factorial para la resolucion de ecuaciones de grado superior a dos
y simplificacion de fracciones.

Resolucidn de problemas cotidianos y de otros campos de conocimiento mediante ecuaciones
y sistemas.
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Resolucion de otros tipos de ecuaciones mediante aproximaciones sucesivas con ayuda de los
medios tecnoldgicos.

Inecuaciones y sistemas de inecuaciones de primer grado con una incognita. Interpretacion
gréfica.

Planteamiento y resolucién de problemas en diferentes contextos utilizando inecuaciones.

3. Geometria.

Figuras y cuerpos semejantes: razon entre longitudes, areas y volumenes de figuras
semejantes.

Teorema de Tales. Aplicacién al calculo de medidas indirectas.

Razones trigonométricas de un angulo agudo. Relaciones entre ellas.

Relaciones métricas en los triangulos. Resolucion de triangulos rectangulos.

Uso de la calculadora para la obtencién de angulos y razones trigonométricas.

Aplicacién de los conocimientos geométricos a la resolucion de problemas métricos en el
mundo fisico: medida de longitudes, areas y volimenes.

Iniciacion a la geometria analitica plana: coordenadas de un punto; distancia entre dos
puntos. Representacion de las soluciones de una ecuacion de primer grado con dos
incAgnitas.

4. Funciones y gréficas.

Funciones: Expresion algebrica, variables, dominio y estudio gréfico.

Caracteristicas de las gréaficas: crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos,
continuidad, simetrias y periodicidad.

Estudio y representacion grafica de las funciones polindmicas de primer o segundo grado, de
proporcionalidad inversa y de las funciones exponenciales y logaritmicas sencillas.
Aplicaciones a contextos y situaciones reales.

Uso de las tecnologias de la informacion en la representacion, simulacion y analisis gréfico.
Funciones definidas a trozos. Busqueda e interpretacion de situaciones reales.

Interpretacién de un fendmeno descrito mediante un enunciado, tabla, grafica o expresion
algebraica. Analisis de resultados utilizando lenguaje matematico adecuado.

La tasa de variacion como medida de la variacion de una funcion en un intervalo. Analisis de
distintas formas de crecimiento en tablas, graficas y enunciados verbales.

Interpretacion, lectura y representacion de gréaficas en la resolucion de problemas
relacionados con los fendmenos naturales y el mundo de la informacion.

5. Estadistica y probabilidad.

Estadistica descriptiva unidimensional. ldentificacion de las fases y tareas de un estudio
estadistico.

Analisis elemental de la representatividad de las muestras estadisticas.

Variable discreta. Elaboracién e interpretacion de tablas de frecuencias y de graficos
estadisticos: graficos de barras, de sectores, diagramas de caja y poligonos de frecuencias.
Célculo e interpretacion de los parametros de centralizacion y dispersion: media, mediana,
moda, recorrido y desviacion tipica para realizar comparaciones y valoraciones.
Representatividad de una distribucion por su media y desviacion tipica o por otras medidas
ante la presencia de descentralizaciones, asimetrias y valores atipicos. Valoracién de la mejor
representatividad, en funcién de la existencia o no de valores atipicos.
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Temario de matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales |I.

BOCM, decreto 67/2008, de 19 de junio, del Consejo de Gobierno, por el que se
establece para la Comunidad de Madrid el curriculo del Bachillerato.

1. Aritmética vy algebra.

NUmeros racionales e irracionales. La recta real. Valor absoluto. Intervalos.

Aproximacion decimal de un nimero real. Estimacion, redondeo y errores.

El nimero e. Logaritmos decimales y neperianos. Propiedades.

Resolucion de problemas de matematica financiera en los que intervienen el interés simple y
compuesto, y se utilizan tasas, margen de beneficio, amortizaciones, capitalizaciones y
nameros indice. Pardmetros econémicos y sociales.

Repaso de algebra. Resolucion de inecuaciones y sistemas de inecuaciones lineales con una
incognita e interpretacion grafica. Polinomios: Operaciones elementales con polinomios y
fracciones algebraicas. Factorizacion de polinomios sencillos. Regla de Ruffini.

Célculo logaritmico. Resolucion de ecuaciones exponenciales y logaritmicas sencillas.
Método de Gauss. Resolucion de problemas del ambito de las ciencias sociales mediante la
utilizacion de ecuaciones o sistemas de ecuaciones lineales.

2. Analisis

Las funciones reales de variable real. Grafica y tabla de una funcion.

Descripcion con la terminologia adecuada de funciones dadas mediante sus graficas:
Dominio, signo, cortes con los ejes, simetrias, periodicidad, tendencias, crecimiento,
decrecimiento y extremos.

Utilizacion de tablas y gréaficas funcionales para la interpretacion de fendmenos sociales.
Obtencion de valores desconocidos en funciones dadas por su tabla: Interpolacion y
extrapolacion lineal. Problemas de aplicacion.

Aproximacion al concepto de limite, finito o infinito, de una funcidén en un punto o en el
infinito como expresion de su tendencia, con apoyo gréafico y de la calculadora.

Las funciones raiz.

Las funciones exponencial y logaritmica.

Aproximacion al concepto de continuidad. Continuidad de las funciones polindmicas,
racionales, raiz, exponenciales y logaritmicas sencillas.

Caélculo elemental de limites de funciones (polinémicas, racionales sencillas, logaritmicas y
exponenciales) en los extremos de los intervalos, finitos o no, que forman su dominio.
Asintotas horizontales y verticales.

Caracteristicas de las funciones polinémicas, raiz, exponencial, logaritmica, valor absoluto,
parte entera y racionales sencillas, obtenidas a partir de la expresion analitica que las define.
Las funciones definidas a trozos.

Tasa de variacion en un intervalo. Tasa de variacién en un punto.

Aproximacion al concepto de derivada de una funcion en un punto. Interpretacion
geomeétrica.

Célculo de derivadas: Las derivadas de las funciones polinémicas y racionales sencillas.

La derivada y el crecimiento. Obtencién de los puntos criticos, intervalos de crecimiento y
decrecimiento, y extremos relativos de una funcion f a partir de la expresion analitica de su
derivada, en el caso de funciones polindmicas o racionales sencillas.

Utilizacion de las funciones como herramienta para la resolucion de problemas relacionados
con las ciencias sociales: Financieros, de poblacion, etcétera, y para la interpretacion de
fendmenos sociales y econémicos.
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3. Probabilidad y estadistica.

Estadistica descriptiva unidimensional. Tipos de variables. Métodos estadisticos. Tablas y
graficos. Parametros estadisticos de localizacion, de dispersion y de posicion.

Estadistica descriptiva bidimensional. Representacion grafica: Nube de puntos. Grado de
relacion entre dos variables estadisticas. Correlacion.

Covarianza. Coeficiente de correlacion lineal. Regresion lineal.

Interpretacion de fendmenos sociales y econdémicos en los que intervienen dos variables.
Predicciones estadisticas.

La combinatoria como técnica de recuento.

Probabilidad en experimentos simples 0 compuestos. Asignacién de probabilidades.

La probabilidad en experimentos repetidos e independientes: La distribucion binomial. Uso
de tablas. Asignacién de probabilidades.

La distribucion normal. Normal tipica y uso de tablas. Tipificacion de una variable normal.
Asignacion de probabilidades. La normal como aproximacion de la binomial.

Temario de matematicas |I.

BOCM, decreto 67/2008, de 19 de junio, del Consejo de Gobierno, por el que se
establece para la Comunidad de Madrid el curriculo del Bachillerato.

1. Aritmética v algebra.

Numeros racionales e irracionales. NUmeros reales. La recta real. Valor absoluto. Distancias
en la recta real. Intervalos y entornos.

El nimero e. Logaritmos decimales y neperianos. Propiedades. Calculo logaritmico.
Resolucidn de ecuaciones exponenciales y logaritmicas sencillas.

Utilizacion de la calculadora.

Descomposicion factorial de un polinomio. Fracciones algebraicas: Simplificacion y
operaciones.

Resolucién e interpretacion grafica de ecuaciones e inecuaciones de grados primero y
segundo.

NUmeros combinatorios. Binomio de Newton.

Aplicacion del método de Gauss a la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.
Utilizacion de herramientas algebraicas en la resolucién de problemas.

El nimero i. Numeros complejos. Operaciones con nimeros complejos en forma bindmica.

2. Geometria.

Ampliacion del concepto de &ngulo. El radian. Medida de un &ngulo en radianes.

Razones trigonométricas de un angulo cualquiera.

Teorema del seno y del coseno. Resolucion de triangulos: Rectangulos y no rectangulos.
Razones trigonométricas de la suma o diferencia de dos angulos, del angulo doble y del
angulo mitad.

Resolucidn de ecuaciones trigonométricas sencillas.

Forma trigonométrica de los numeros complejos. Operaciones.

Vectores libres en el plano. Operaciones geométricas: Adicion, sustraccion y multiplicacion
por un escalar.

Componentes de un vector en un sistema de referencia ortonormal. Mddulo de un vector.
Operaciones con vectores mediante sus componentes. Aplicaciones a la resolucion de
problemas.

Angulo entre vectores. Producto escalar de dos vectores.

Ecuaciones de la recta. Incidencia, paralelismo y perpendicularidad. Célculo de distancias
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entre puntos y rectas. Calculo de angulos entre rectas. Resolucion de problemas.

Lugares geométricos del plano: Mediatriz de un segmento, bisectriz de un angulo y coénicas.
Ecuaciones de la circunferencia, elipse, hipérbola y parabola.

3. Analisis.

Caracteristicas de las funciones y de sus graficas: Dominio, signo, cortes con los ejes,
simetrias, periodicidad, tendencias, crecimiento, decrecimiento y extremos. Descripcion de
funciones dadas mediante sus graficas.

La funcion raiz.

La funcién exponencial y la funcion logaritmica.

Las funciones trigonométricas: Sen, cos y tg, y sus inversas. Utilizacion de la calculadora.
Operaciones con funciones. Composicién de funciones.

Concepto intuitivo de limite, finito o infinito, de una funcién en un punto y en el infinito, con
apoyo gréfico y de la calculadora. Limites laterales. Asintotas verticales y horizontales de
una funcion. Célculo elemental de limites de funciones.

Continuidad de una funcién en un punto y en un intervalo. Continuidad de las funciones

elementales (resultado de operaciones combinadas de adicién, multiplicacién, division y
composicion de las funciones: Constante, identidad, raiz, In y exp, sen, cos, tg, arcsen, arccos
y arctg). Discontinuidades.

Caracteristicas basicas de las funciones polinémicas, racionales sencillas, valor absoluto (raiz
cuadrada del cuadrado), parte entera, trigonométricas, exponenciales y logaritmicas,
obtenidas a partir de la expresion analitica que las define.

Aproximacion intuitiva a la derivada de una funcién en un punto. Interpretacién geométrica y
fisica.

Iniciacion al célculo de derivadas.

Signo de la derivada: Crecimiento y decrecimiento.

Puntos criticos o singulares de una funcion. Maximos y minimos relativos.

Anédlisis y representacion gréfica de funciones sencillas dadas por su expresion analitica.
Resolucidn en un contexto real de problemas relacionados con las funciones. Interpretacion
de funciones de las que se conoce su gréfica.

4. Estadistica y probabilidad.

Estadistica descriptiva bidimensional. Relaciones entre dos variables estadisticas.
Representacion grafica: Nube de puntos y correlacion.

Covarianza. Coeficiente de correlacion lineal. Regresion lineal.

La combinatoria como técnica de recuento.

Probabilidad en experimentos simples o compuestos. Probabilidad condicionada,
probabilidad total y probabilidad a posteriori.

La probabilidad en experimentos repetidos e independientes: La distribucion binomial. Uso
de tablas. Asignacién de probabilidades.

La distribucién normal. Normal tipica y uso de tablas. Tipificacién de una variable normal.
Asignacion de probabilidades. Aproximacion de la binomial por la normal.
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Temario de matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales 1.

BOCM, decreto 67/2008, de 19 de junio, del Consejo de Gobierno, por el que se
establece para la Comunidad de Madrid el curriculo del Bachillerato.

1. Algebra.

Las matrices como expresion de tablas de datos y grafos. Terminologia y clasificacion. Suma
y producto de matrices. Interpretacion del significado de las operaciones con matrices en la
resolucion de problemas extraidos de las ciencias sociales.

Matrices cuadradas. Matriz inversa.

Resolucidn de ecuaciones y sistemas de ecuaciones matriciales sencillos.

Determinantes de orden dos y tres. Aplicacion a la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales y al calculo de matrices inversas. Regla de Cramer.

Discusion y resolucion de un sistema de ecuaciones lineales con dos o tres ecuaciones e
incdognitas y un parametro.

Resolucion de problemas con enunciados relativos a las ciencias sociales y a la economia
que pueden resolverse mediante el planteamiento de sistemas de ecuaciones lineales de dos
0 tres incognitas.

Interpretacion y resolucion gréfica de inecuaciones y sistemas de inecuaciones lineales con
una o dos incognitas.

Iniciacion a la programacion lineal bidimensional. Aplicacién a la resolucién de problemas
sociales, econdémicos y demograficos. Interpretacion de la solucion obtenida.

Utilizacion de distintos recursos tecnoldgicos (calculadoras, programas informaticos,
etcétera) como apoyo en los procedimientos que involucran el manejo de matrices, sistemas
de ecuaciones e inecuaciones lineales.

2. Andlisis.

Limite de una funcion en un punto y en el infinito. Continuidad. Estudio de la continuidad en
funciones elementales y en funciones definidas a trozos. Determinacion de asintotas en
funciones racionales.

Tasa de variacion. Derivada de una funcién en un punto. Interpretacion geométrica. Recta
tangente a una curva en un punto. Funcién derivada.

Problemas de aplicacion de la derivada en las ciencias sociales y en la economia: Tasa de
variacion de la poblacion, ritmo de crecimiento, coste marginal, etcétera.

Célculo de derivadas de funciones elementales sencillas, que sean sumas, productos,
cocientes y composicion de funciones polindmicas, exponenciales y logaritmicas.
Aplicacidn de las derivadas al estudio de las propiedades locales y globales de las funciones
elementales y a la resolucion de problemas de optimizacién relacionados con las ciencias
sociales y la economia.

Estudio y representacion grafica de una funcion f polindmica, racional, raiz, exponencial o
logaritmica sencilla, a partir de sus propiedades locales y globales obtenidas del estudio de f
y de f".

El problema del &rea: La integral definida. Concepto de primitiva. Regla de Barrow.
Célculo de primitivas: Propiedades basicas. Primitivas inmediatas, de funciones
polindmicas, y de funciones que son derivadas de una funcion compuesta sencilla (salvo,
quiza, un factor constante). Aplicacion de la integral definida en el céalculo de areas planas.
Utilizacion de distintos recursos tecnoldgicos (calculadoras cientificas y gréficas, programas
informaticos) como apoyo en el analisis de las propiedades de funciones pertenecientes a las
familias mas conocidas y a los procedimientos de integracion.
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3. Probabilidad v estadistica.

Probabilidad. Asignacion de probabilidades: Ley de Laplace, diagramas de arbol, etc.
Probabilidades a priori y a posteriori, probabilidad compuesta, condicionada y total.
Teorema de Bayes.

Consecuencias préacticas del Teorema central del limite, del teorema de aproximacion de la
binomial por la normal y de la Ley de los grandes nimeros.

Muestreo. Problemas relacionados con la eleccion de las muestras. Condiciones de
representatividad. Parametros de una poblacion.

Distribuciones de probabilidad de las medias y proporciones muestrales.

Intervalo de confianza para el parametro p de una distribucion binomial y para la media de
una distribucion normal de desviacion tipica conocida.

Contraste de hipdtesis para la proporciéon de una distribucion binomial y para la media o
diferencias de medias de distribuciones normales con desviacion tipica conocida.

Criterios de evaluacion

Utilizar el lenguaje matricial y aplicar las operaciones con matrices en situaciones reales en
las que hay que transmitir informacion estructurada en forma de tablas o grafos.

Utilizar el método de Gauss o los determinantes para obtener matrices inversas de ordenes
dos o tres y para discutir y resolver un sistema de ecuaciones lineales con dos o tres
incdgnitas y un parametro.

Transcribir un problema expresado en lenguaje usual al lenguaje algebraico, resolverlo,
utilizando técnicas algebraicas determinadas: Matrices, resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales y programacion lineal bidimensional, interpretando criticamente el
significado de las soluciones obtenidas.

Utilizar los conceptos basicos y la terminologia adecuada del analisis. Desarrollar los
métodos mas usuales para el calculo de limites, derivadas e integrales.

Analizar, cualitativa y cuantitativamente, las propiedades globales y locales (dominio,
recorrido, continuidad, simetrias, periodicidad, puntos de corte, asintotas, intervalos de
crecimiento) de una funcién que describa una situacion real, extraida de fenémenos
habituales en las ciencias sociales, para representarla graficamente y extraer informacion
practica que ayude a analizar el fenémeno del que se derive.

Utilizar el célculo de derivadas como herramienta para obtener conclusiones acerca del
comportamiento de una funcion y para resolver problemas de optimizacion extraidos de
situaciones reales de caracter economico y socioldgico, interpretando los resultados
obtenidos de acuerdo con los enunciados.

Asignar e interpretar probabilidades a sucesos elementales, obtenidos de experiencias
simples y compuestas (dependientes e independientes) relacionadas con fendmenos sociales
0 naturales, y utilizar técnicas de recuento personales, diagramas de arbol o tablas de
contingencia.

Disefiar y desarrollar estudios estadisticos de fendmenos sociales que permitan estimar
parametros con una fiabilidad y exactitud prefijadas, determinar el tipo de distribucion e
inferir conclusiones acerca del comportamiento de la poblacion estudiada.

Analizar de forma critica informes estadisticos presentes en los medios de comunicacion y
otros ambitos, y detectar posibles errores y manipulaciones tanto en la presentacion de los
datos como de las conclusiones.

Reconocer la presencia de las matematicas en la vida real y aplicar los conocimientos
adquiridos a situaciones nuevas, disefiando, utilizando y contrastando distintas estrategias y
herramientas matematicas para su estudio y tratamiento.
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Temario de matematicas 1.

BOCM, decreto 67/2008, de 19 de junio, del Consejo de Gobierno, por el que se
establece para la Comunidad de Madrid el curriculo del Bachillerato.

1. Algebra.

Matrices de nimeros reales. Operaciones con matrices.

Dependencia lineal entre filas (columnas) de una matriz. Rango de una matriz.

Sistemas de ecuaciones lineales. Representacion matricial de un sistema.

Determinantes. Propiedades elementales de los determinantes. Célculo de determinantes.
Regla de Cramer.

Discusion y resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

Aplicacion de los sistemas de ecuaciones a la resolucion de problemas.

Utilizacion de los distintos recursos tecnoldgicos (calculadoras cientificas y gréficas,
programas informaticos, etcétera) como apoyo en los procedimientos que involucran el
manejo de matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales.

2. Geometria.

Vectores en el espacio tridimensional. Producto escalar, vectorial y mixto. Significado
geomeétrico.

Obtencidn e interpretacion de las ecuaciones de rectas y planos en sistemas de referencia
ortonormales.

Resolucién de problemas de incidencia, paralelismo y perpendicularidad entre rectas y
planos.

Resolucion de problemas métricos relacionados con el calculo de angulos, distancias, areas
y volumenes.

Ecuacidn de la superficie esférica. Resolucion de problemas.

3. Analisis.

Concepto de limite de una funcién. Calculo de limites.

Continuidad de una funcién. Tipos de discontinuidad.

Concepto de derivada de una funcién en un punto. Interpretacion geométrica y fisica.
Funcion derivada. Derivadas de suma, producto, cociente y composicion de funciones. Los
teoremas de Rolle y del valor medio: Justificacion e interpretacion geométrica. La regla de
L’Hobpital.

Aplicaciones de las derivadas primera y segunda al estudio de las propiedades locales y
globales de las funciones. Representacion gréfica de una funcion. Problemas de
optimizacion.

El problema del area. Introduccion al concepto de integral definida de una funcion a partir
del calculo de areas encerradas bajo una curva. La integral definida como suma de elementos
diferenciales: Aplicaciones al calculo de volimenes de cuerpos de revolucion y a la fisica.
El concepto de primitiva. La regla de Barrow.

Célculo de primitivas: Propiedades bésicas. Primitivas inmediatas y de funciones que son
derivadas de una funcion compuesta (salvo, quiza, un factor constante). Técnicas
elementales del calculo: Por descomposicidn, por cambio de variable y por partes.

Utilizacion de los distintos recursos tecnoldgicos (calculadoras cientificas y gréficas,

programas informaticos, etcétera) como apoyo en el analisis grafico y algebraico de las
propiedades, globales y puntuales, de la funciones y en los procedimientos de integracion.
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Criterios de evaluacién

Utilizar el lenguaje matricial y las operaciones con matrices y determinantes como
instrumento para representar e interpretar datos, relaciones y ecuaciones, y, en general, para
resolver problemas diversos.

Utilizar el método de Gauss o los determinantes para obtener matrices inversas de ordenes
dos o tres y para discutir y resolver un sistema de ecuaciones lineales con dos o tres
incognitas.

Transcribir problemas reales a un lenguaje algebraico, utilizar las técnicas matematicas
apropiadas en cada caso para resolverlos y dar una interpretacion, ajustada al contexto, a las
soluciones obtenidas.

Utilizar el lenguaje vectorial y las operaciones con vectores para transcribir situaciones
derivadas de la geometria, la fisica y demas ciencias del ambito cientifico tecnoldgico,
resolver los correspondientes problemas e interpretar las soluciones de acuerdo con los
enunciados.

Identificar, hallar e interpretar las distintas ecuaciones de la recta y del plano en el espacio
para resolver problemas de incidencia, paralelismo y perpendicularidad entre rectas y
planos, y utilizarlas,junto con los distintos productos entre vectores dados en bases
ortonormales, para calcular angulos, distancias, areas y volimenes.

Resolver problemas métricos y de incidencia con esferas, rectas y planos.

Transcribir problemas reales a un lenguaje grafico o algebraico, utilizar conceptos,
propiedades y técnicas matematicas especificas en cada caso para resolverlos y dar una
interpretacion de las soluciones obtenidas ajustada al contexto.

Utilizar la informacion proporcionada por la funcion dada en forma explicita (dominio,
recorrido, continuidad, simetrias, periodicidad, puntos de corte, asintotas), por la derivada
primera (crecimiento,

Decrecimiento y extremos relativos) y por la derivada segunda (concavidad, convexidad y
puntos de inflexion) para representarla graficamente y extraer informacién préactica cuando
se trate de resolucién de problemas relacionados con fenémenos naturales.

Aplicar el calculo de limites y derivadas al estudio de fendmenos geométricos, naturales y
tecnoldgicos, asi como a la resolucion de problemas de optimizacion.

Aplicar el calculo integral a la medida de areas de regiones limitadas por rectas y curvas
sencillas que sean facilmente representables, asi como al calculo de volumenes de cuerpos
de revolucion y, en general, a la resolucion de problemas del campo de la fisica en los que
se haga necesario el calculo de una suma de elementos diferenciales.

Realizar investigaciones en las que haya que organizar y codificar informaciones,
seleccionar, comparar y valorar estrategias para enfrentarse a situaciones nuevas con
eficacia, eligiendo las herramientas matematicas adecuadas en cada caso.
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Temario de la prueba de acceso a grado superior.

ORDEN 4879/2008, de 21 de octubre, por la que se regulan las pruebas de acceso a
ciclos formativos de Formacion Profesional y el curso de preparacion a las mismas.

1. Aritmética y algebra.

Los conjuntos numeéricos.

1.1.1. Los numeros naturales, enteros y racionales. Operaciones.

1.1.2. Los numeros irracionales.

1.1.3. El conjunto de nameros reales. La recta real. Ordenacion. Valor absoluto.
Distancia. Intervalos.

1.1.4. Los numeros complejos: Caracteristicas. Notacion. Operaciones con numeros
complejos.

1.1.5. Aproximacion de numeros reales. Estimacion, truncamiento y redondeo.
Niveles de precision y error.

1.1.6. Proporcionalidad. Magnitudes directa e inversamente proporcionales.

1.1.7. Potencias y raices.

1.1.8. Notacion cientifica. Operatoria con notacion cientifica.

1.1.9. Logaritmos decimales.

Polinomios.

1.2.1. Expresiones polindmicas con una indeterminada.

1.2.2. Valor numeérico.

1.2.3. Operaciones con polinomios.

1.2.4. Algoritmo de Ruffini. Teorema del resto.

1.2.5. Raices y factorizacion de un polinomio.

1.2.6. Simplificacion y operaciones con expresiones fraccionarias sencillas.

Ecuaciones.

1.3.1. Ecuaciones de primer y segundo grado con una incégnita.

1.3.2. Ecuaciones polinémicas con raices enteras.

1.3.3. Ecuaciones irracionales sencillas.

1.3.4. Ecuaciones exponenciales y logaritmicas sencillas.

Sistemas de ecuaciones.

1.4.1. Sistema de ecuaciones lineales. Sistemas equivalentes.

1.4.2. Sistemas compatibles e incompatibles.

1.4.3. Resolucion de sistemas de ecuaciones con 2 ¢ 3 incdgnitas determinados e
indeterminados. Planteamiento de sistemas de ecuaciones.

2. Geometria.

Unidades de medida de angulos.

Razones trigonométricas de un angulo.

Uso de formulas y transformaciones trigonométricas en la resolucion de triangulos y
problemas geométricos diversos.

Ecuaciones de la recta.

2.4.1. Posiciones relativas de rectas.

2.4.2 Distancias y angulos.

Lugares geométricos en el plano. Coénicas. Intersecciones.

Representacion gréafica de rectas, conicas y lugares geométricos.
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3. Funciones y gréficas.

Expresion de una funcion en forma algebraica a partir de enunciados, tablas o de

graficas.

3.1.1. Aspectos globales de una funcién.

3.1.2. Utilizacién de las funciones como herramienta para la resolucién de problemas y
la interpretacion de problemas.

Interpolacién y extrapolacion lineal. Aplicacion a problemas reales.

Funciones reales de variable real: clasificacion y caracteristicas basicas de las

funciones lineales, polindmicas, trigonométricas, exponenciales, logaritmicas y

racionales sencillas. Valor absoluto, parte entera.

Dominio, continuidad y extremos de una funcion.

La tasa de variacion como medida de la variacion de una funcién en un intervalo.

Anélisis de las distintas formas de crecimiento en tablas, graficas y enunciados

verbales.

Operaciones y composicion de funciones.

4. Estadistica y probabilidad.

Estadistica descriptiva unidimensional.

4.1.1. Variables discretas y continuas.

4.1.2. Recuento y presentacion de datos. Determinacion de intervalos y marcas de clase.

4.1.3. Elaboracion e interpretacion de tablas de frecuencias, gréficas de barras y de
sectores. Histogramas y poligonos de frecuencia.

4.1.4. Célculo e interpretacion de los parametros de centralizacion y dispersion usuales:
media, moda, mediana, recorrido, varianza y desviacion tipica.

Probabilidad.

4.2.1. Experiencias aleatorias. Sucesos.

4.2.2. Frecuencia y probabilidad.

4.2.3. Probabilidad simple y compuesta.

Bibliografia de consulta y software.

Problemas de 4° de ESO de Isaac Musat (Gratuito en www.musat.net).

2000 Problemas de Matematicas. S. Alvarez Areces, M. Fernandez Flores. Ed: Everest.
Matematicas 4° de ESO, opcion Ay B. J. Colera, R. Garcia, M.J. y otros. Ed: Anaya.
Matematicas 4° de ESO, opcion Ay B. J. R. Vizmanos, M. Anzola y otros. Ed SM.
Matematicas 4° de ESO, opcion B. J.L. Sanchez Gonzalez y Juan Vera Lopez.

Ed: Oxford educacion.

Ejercicios de repaso de 4° de ESO del Colegio de Nuestra Sefiora de la Consolacion.
Antonio Cartas Martin.

Algebra. Aurelio Baldor. Publicaciones Cultural.

Se recomienda ademas, bajar de Internet el programa Graphmatica, el cual sera muy
util para funciones. El Derive es también un estupendo programa, se puede bajar desde
la web de Isaac Musat (www.musat.net).
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Ejercicios de numeros decimales.
Expresa los siguientes niimeros en notacion cientifica:

a) 1000 b) 13.15 ¢) 1000000 d) 0.000323
e) 0.0035 f) 0.00000034 g) 6534532 h) 0.000075
i) 34567.67 i) 0.00257 k) 34587.23 1) 25348.32

Sol: a) 10°; b) 1.31-10; ¢) 10% d) 3.23-10% ) 3.5:10; f) 3.4:107; g) 6.53-10°;
h) 7.5.107; 1) 3,46.10% j) 2.57.10; k) 3.46.10"; 1) 2.53.10".

Expresa con todas sus cifras los siguientes nimeros en notacion cientifica:
a) 4.15.10° b) 1.24.10° ¢)3.25.10%  d)3.14.10° e) 2.18.10*
Sol: a) 4150; b) 0.00124; c) 0.0325; d) 314000; e) 21800.

Redondea hasta las milésimas los siguientes numeros:
a) 1.23456 b) 1.34511 c)45.32157 d)32.2357 e) 0.03247
Sol: a) 1.235; b) 1.345; ¢) 45.322; d) 32.236; ¢) 0.032.

(Cuantas cifras significativas reconocemos en cada uno de los siguientes numeros?
a) 450 b) 98.6 c) 0.0033 d) 902.10
e) 0.02173 f) 4000 g) 7.02 h) 67000000
Sol: a) tres; b) tres; ¢) dos; d) cinco; €) cuatro; €) cuatro; f) cuatro; g) tres; h) ocho.

Clasifique los siguientes nimeros decimales y paselos a fracciones después:

a) 1.25 b) 75.2 ¢) 678.98 d) 9.34

€) 0.78787878... ) 0.88888... g) 0.678678678...  h)0.3333...
11111, i)2.33333... k) 5.98989898... 1) 76.767676...

m) 1.258888... n) 1.89999. .. 1) 26.415151515... 0)98.0123123123...

Sol: a) Exacto, 27/20; b) Exacto, 376/5; ¢) Exacto, 33949/50; d) Exacto, 467/50;
e) Periodico puro, 26/33; f) Perioddico puro, 8/9; g) Periddico puro,226/333;
h) Periodico puro, 1/3; 1) Perioddico puro, 10/9; j) Periddico puro, 7/3;
k) Periodico puro, 7600/99; 1) Periodico mixto, 1133/900;
m) Periddico mixto, 1133/900; n) Periodico mixto, 19/10;
) Periddico mixto, 8717/330; o) Periddico mixto, 979143/9990.

Clasifique cada uno de los siguientes nimeros en naturales, enteros, racionales, reales y

complejos ubicandolos en el conjunto numérico mas pequeio al que pertenezcan:
a) 1.25 b) 2.45 c) 33 d) —45 e) 1.32461... 1) 1.11...

6 |
z?.21212... h)~-1 V= Dz k) V4 h -4
Sol:a) Q;b) Q;¢0) N;d) Z;e) R; ) Q;2 Q:;h) C;i) Z;j) R; k) N; 1) C.

(Cuadles de los siguientes nimeros son irracionales?

a) /5 b) /9 ¢) V=3 d)2.718281... ) \[74+/4

Sol: Solamente los de los apartados a) y d) son irracionales.

Usa tu calculadora cientifica para calcular los siguientes nlimeros y expresa el resultado en

notacion cientifica y con tres cifras significativas debidamente redondeadas:

a) 32 b) 5.23%"  ¢) ¢9.5° d) 4.56** ¢) 5°° f) 19.81%

Sol: a) 1.260; b) 2.41-10% ¢) 6.53; d) 1.61; €) 8.21:10; f) 1.07-10".
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Ejercicios de nimeros enteros.

Calcula:

a) 5-3-7+1+8
c)1-3+5-7+9-11

)1 -2+3-4+5-6+7-8
2)2-1-4-6+6+7-2-5+3
)3-2-5-2+14+2+7-4-2-1

b) 2-3+4+1-8+2
d)2+4-6-8+10-12+14
H)3-2+5+7-3-5+2-2
h)2+4+5+3-4-5-7+3-6
NS5-6+7-2+5+8-6+3-1-7

Sol: a) 4;b) —2;¢)—6;d) 4;¢) 4; 1) 5, 2) 0; h)—4;1)-3; ) 6.

Quita paréntesis y después opera:

a) 1-(7-2-10)-(3-98)

c) 3-5-(1-4)+(5-8)

e) (2-6-3)+(5-3-1)-(2-4-06)

g) 15+ (6-18+11)=(7+15-19)— (2 +6)

i) 1-(3-[4-(1-3)])

b) 8—4-3)—(5-8-1)

d) 3-(5-8)—(11-4)+(13-9)
f) (8—11-5)—(12-13)+(11+4)
h) 3-[(5-8)-(3-6)]

D) @+7-(5-[6-10-4)])

Sol: a) 11; b) 5; ¢) —2; d) 3; €) 2; 1) 8; g) 3; h) 3; 1) 4; j) 4.

Calcula:

a) (=7)(+11) b) (—6)(-8) ¢) (+5)(+7)(-1)

d) (-2)(-3)(-4) e) (—45):(+3) f) (+85):(+17)

g) (436):(-12) h) (-85):(-5) 1) (+400):(—40):(-5)

1) (+400):[(—40):(—5)] k) (+7)(=20):(+10) 1) (+7)-[(—20):(+10)]
m) (+300):(+30):(-2) n) (+300):[(+30)'(—2)] i) (+40)'(—4):[(5)'(—16)]

Sol: a) —77; b) 48; ¢) -35; d) —24; ¢) —15; ) 5; g) —3; h) 17; 1) 2;j) 50; k) —14; 1) —14;
m) —20; n) -5; 1) 2.

Calcula:

a) 64—-56-23

c) 5(-4)+(-2)4-6:(-5)—3-(-06)

e) (-5)(8-13)

g2) (+4)(1-9+2):(-3)

i) 13-[8—(6-3)—43]:(-7)

k) 12:(12-14)-816-11)—4-(5-17)
m) 4+36:9—50:[12+(l7—4)] n) 48:[5-3—2-(6—10)—17]

fi) 34-15:[12+4:(2-7)+5] 0) 4 2+3(4+2)-2]:7

Sol: a) —12; b)-5;¢) 20;d) —11; e) 25; 1) 2; g) 8; h) 2; 1) 12; j) 70; k) —16; 1) 10; m) 6;

n) 8; 1) 17; o) 8.

b) 15-63+2:5-43
d) 18—35+5(—4)—3(-2)

f) (2+3-6)(-2)

h) (-12-10):(-2-6-3)

i) 5(8=3)=4(2-7)-5(1-6)
1) 18—40:(5+4—-1)-36:12

Calcula:
a) (-2)' b) (-3)’ ¢) (-5)° d) (-10)’
Sol: a) —128; b) —243; ¢) —125; d) -1000; ) 1; ) —1.

e) (-1 f) (-D"
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6° Calcular:
a) (-2)"(-2)° b) (+2)*(=2)’ ¢) (-3)*(=5)’ d) (-10)7*+(~10)’
e) (-3)":(=3)° f) (=5)":(=5)’ g) (-18)*:(=3)° h) (-24)" : (=6)°
Sol: a) —128; b) —64; ¢) 1125; d) —10; e) 9; f) —125; g) —12; h) 256.

7° Usando la calculadora, cuales de los siguientes nimeros son primos o compuestos:
a) 142 b) 221 c) 253 d) 129 e) 193
) 210 g) 191 h) 199 i) 151 j) 107
Sol: Son compuestos los nimeros de los apartados a), b), ¢), d) y f), el resto son primos.

8° Descompoén en factores primos:

a) 48 b) 54 ¢) 90 d) 105 e) 120
f) 135 g) 180 h) 378 i) 700 i) 1872
Sol: a) 2*:3; b) 2-3%; ¢) 2:3%5; d) 3-5-7; €) 2°-3-5; f) 3°-5; g) 2%3%5; h) 2:3>7; 1) 2%5%7;
j) 2*3%13.
9° Calcula el minimo comtn multiplo de:
a)12y 15 b) 24y 60 c) 48y 54 d) 90y 150
) 6,10y 15 )8, 12y 18 ) 12,24y 36 h)7,11y 13

Sol: a) 60; b) 120; ¢) 432; d) 450; ¢) 30; f) 72; g) 72; h) 1001.

10° Calcula el maximo comun divisor de:
a) 16y 24 b) 48y 72 ¢) 105y 120 d) 135y 180
e)8, 12y 16 ) 45,60y 105 g) 24,36y 40 h) 20, 30 y 50
Sol: a) 8; b) 24; ¢) 15; d) 45; ¢) 4; 1) 15; g) 4; h) 10.

11° Calcula el minimo comin multiplo y el maximo comun divisor de:

a) 20y 25 b) 48 y 69 ¢) 35y 49
d) 100, 120 y 20 e) 66, 132y 1100 f) 320, 256 y 500
g) 25, 30, 45 y 50 h) 14,28, 42 y 84 i) 130, 200, 250 y 420

Sol: aymem =100 y mcd =5 ; b) mem = 1104 y med = 3; ¢) mem =245 y med = 7,
d) mem = 600 y med = 20; ) mem = 3300 y mcd = 22; f) mem = 32000 y mcd = 4;
g) mem =450 y med = 5; h) mem = 84 y med = 14; 1) mem = 273000 y med = 10;

12° Una sirena suena cada 32 minutos, otra cada 16 minutos y otra cada hora. A las 12 h del
dia 1 de enero sonaron las tres a la vez, predecir cuando volveran a sonar las tres sirenas
al mismo tiempo. Sol: A las 20 horas del 1 de enero.

13° Un barco pasa por un puerto cada 12 dias, otro cada 8 dias y otro cada 20 dias. Si los tres
barcos coincidieron un dia, ;Cuanto tiempo pasara hasta que vuelvan a coincidir?
Sol: Pasaran 120 dias.

14° Un pasillo de 860 cm de largo y 240 cm de ancho se ha embaldosado con baldosas
cuadradas, de la mayor dimension posible, para caber un numero entero de veces en cada
lado.
a) ¢(Cuanto mide el lado de cada baldosa?
b) ¢cuantas baldosas se emplearon?
Sol: a) 20 m; b) 516 baldosas.
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Las dimensiones de un paralelepipedo son 165 m, 21 m y 3 m. Se hacen construir cajas
cubicas con las que puede llenarse completamente el paralelepipedo. Hallar la arista de
estas cajas cubicas. Sol: 3 m de arista.

Al contar las canicas de 4 en 4, de 5 en 5 y de 6 en 6, unos niflos se dan cuenta de que
cada vez le sobran dos. ;Cuantas canicas son, sabiendo que es un numero comprendido
entre 100 y 150? Sol: 122 canicas.

Hallar el menor nimero que dividido por 5, 7 y 15 da siempre de resto 2. Sol: 107.

Un comerciante quiere poner en cajas 720 limones y 2160 naranjas, de modo que todas
las cajas contengan el mismo numero de limones o de naranjas, si ademas quiere sacar el
mayor numero posible de cajas. Halla el nimero de naranjas y limones en cada caja y el
numero de cajas necesarias. Sol: 720 cajas, y en cada una un limén y tres naranjas.

Un carpintero quiere cortar una tabla de madera de 256 cm de largo y 96 cm de ancho,
en cuadrados lo més grandes posible.

a) (Cual debe ser la longitud del lado de cada cuadrado?

b) ¢Cudntos cuadrados se obtienen de la plancha de madera?
Sol: a) 32 cm; b) 24 cuadrados.

Un coche precisa cambar el aceite cada 8000 km, el filtro del aire cada 12000 km y las
bujias cada 20000 km. ;A qué nimero minimo de kilémetros habra que hacerle todos los
cambios a la vez? Sol: 120000 km.

Los coches del tipo A hay que echarles gasolina cada 300 km, los del tipo B cada 400
km y los del tipo C cada 500 km. Suponemos ademds que los conductores necesitan
descanso cada 150 km. Si tenemos una carretera semidesierta de tamafio 1000 km, y el
gobierno nos exige colocar gasolineras y areas de descanso con una distancia igual
maximo comun divisor de las cantidades anteriormente mencionadas, ;Cuantas
gasolineras con areas de descanso tendremos que poner? Sol: Cada 50 km.
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Ejercicios de fracciones.
1° Simplificar las siguientes fracciones:
54

48 15 96 140 192 125 256

a)— b) — c) — d — e) — — —  h)—

)72 ) 72 ) 60 ) 64 ) 40 " 320 J 100 )512
Sol: a) 3/4;b) 2/3; ¢) 1/4; d) 3/2; ¢) 7/2; 1) 3/5; g) 5/4; h) 1/2.

2° Calculay simplifica:

12,3 bl L 1 gl 1,1
3 2 3 2 5 2 3 4
3 1 1 2 1 1

d) 2 ——+1 ) 3——+= 42—
)4 2 ) 2 3 f)6 3

921l il Gyl 11

3 2 4 3

6
. 2 1 2 1 2
D25 0 (-3 J+3-3) 3
O I
2 3 3 2 2 4 3 2
1

O)l+§+§ )i+§_i )_+___

3742 R V3757 %

Sol: a) 11/2; b) 19/30; ¢) 5/12; d) 5/4; €) 19/6; f) 11/6; g) 13/6; h) —13/12; 1) —2/3; j) 7/6;
k) 61/12; 1) —5/6; m) 13/6; n) —13/6; 1) 1/12; 0) 37/12; p) 3/2; q) 7/15.

3° Calcula y simplifica:

5 2 3 1 32 3 4
a) =~ b) =-2 c) =6 d) == e) ——
)% ) % )3 )35 )53
2 6 5 2 1 2 5 4 72
=2 2.2 h —.% n2x L.z
D35 &30 )43 )33 D33

5 1112 1 1) 1 3
gy | ———+== === =
d)( j3 9372713 9(3 2) 6 2
yl (1.2} 51 Y R L yL(Ly2) 5.1
3 4 3) 2 5 2 2 (374) "2
13 11 1 11 3 21 (2
22 2 k)~ 2l ‘4
D373 (3 2) ) 273273 )43(6j
1(2 1) 2(3 2 21 362 .3 1(2 1
m)—|S—=|-Z|2-= ) L P ) P e
3 4 5) 512 3 4 2 5 10) 5 2 4.3 4

0)3.(2_1}1.(2_1} p)z.[é_lj+l.(§_l)

4 3) 3\ 3 6 2 4) 2\5 3

Sol: a) —3/5; b) —28/9; ¢) 1/9; d) 9/2; e) 0; f) 3/2; g) —25/12; h) —19/15; 1) —11/6; j) —19/12;
k) —17/12; 1) =7/6; m) —17/30; n) 2/5; @) 3/26; o) 1/3; p) 79/30; q) 1.
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5° Calcula y simplifica cuando sea preciso:

15 45 1 10 3 10 35 4 1
a) —:— b) —:— c) —:— d —:— e) —:— —i=
)54 )33 )36 )53 )47 f)ss
Sol: a) 4/25; b) 4/5; ¢) 1/5; d) 9/50; e) 21/20; 1) 12/5.

6° Calcula y simplifica cuando sea preciso:
o lea (10,20 (L1200 (11 1
3 4 3) 4°3 32 ) 32) 4 3 5)2 63
)(z_ij 1l o (zgjgg 3 3[1_1 112
3 2)°6 2 2'3) 4 62 3 4) 6 33
3. 1) (31 2 1 1 3)(1 3Y ..(3 1Y'2 (1 1
g e IS R
2 4)\3 4 )324624)23643
(2 1) 2 12 2 -1
j (_+_j__+_;_ 9 zgj 12 b (3_1 5,31
6 3) 4 34 6 4) 34 55) 2 43
! - ! (3 1) (11
)(3_1) .2+(1_1j 0 3_1) 3,21 n)(_:_j{_;_]
4 3 6 3 3 4) 4 3 4 22) 32
3173 1.1 3 '3 (1 9 1 2)15 (1 9Y'
)| —+—| ~—+—:— pl=+1| ——|—+— qQ|l=-+=—|——|—+—
6 2) 2 42 6 2 4 12 5 3)13 (4 12
LN, g2 (12 J(3_1).(1_2
6 3) 2 34 3 4 3 2 4)\3 4

Sol: a) 5/3; b) —1/4; ¢) 17/30; d) 3/2; e) 167/36; ) 5/12; g)7/3; h) -17/48; 1) 5/42; j) 5/6;
k) —5/48; 1) 20/3; m) —6/5; n) 17/12; 1) 11/3; 0) 2; p) 0; q) 0; r) —1; s) 56/3; t) —15/2;

7° Calcula y simplifica cuando sea necesario:

2 1
3 2(5-3) -3
S \e b) —— 2
V7 | )_[z_lj C)3—1 1
2 35 2 3
= ol
)37 9T D3
———+1 —+— ——1+=
2 3 4 2 2 3
3 4 2 5 (34](75) 31)11
)2 3 4 3 h) 2 5)\3 2 i) 5 3) 43
%63 5 9 2 -5 (4 3 2 1 1
—+—+——= e e I —+——12
32 6 4 3 4 (2 4 6 3 4
3-5 7+4 5-2 3.1 1).3_1 4+1_2j+1_1
6+2_7-3, 2+1 (2+1_6)2+1 321 12
5-4 6-2 3+3 6 3 4)3 6 2476 43
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_l+g+(_3+2) 1 2 2 %_i_l l+l
24 ———|—G+2) ~4 3 23
m) 2 4 ) =
>4 16 -3+(3-1)-(2-3)-2 s 4

3 1) 2 (2 1 I 1Y5 1 (1 1 3 1YS5 (1 1
********* -+ttt —+— || -+
4 6) 6 \3 4 D) 5 3)6 3 (4 3 Q) 5 3/2 (6 3
2 1)(2 1 3 1Y2,1 1 2 I 1)y1 (1,1
—4— | l===1-4 SEEpUES, P — e 4=
6 6)\3 6 2 4)3 6 3 4 4 2)3 \6 4

Sol: a) 5/3; b) —2/21; ¢) 2/5; d) 3/26; ) —10/9; f) 16/5; g) 48/25 ; h) 23/110; i) 21/50;
1) —43/90; k) —57/130; 1) 82/65; m) 1; n) 1/7; @i) 5/6; 0) —1/6; p) 1/6; q) —11/3.
8° Calculay simplifica:

N O 525
A TR TR
d) (29@9}2 NESIEGH BN Bkt

-

Sol: a) 26/81; b) 1872; ¢) 1; d) (24/5)% ¢) 0; ) 88/39; g) 26/81; h) 132/13; i) 7/384;
i) —85/72; k) —49/9; 1) 2.

9° Juan tiene ahorrados 18000 €. Cuando se fue de vacaciones se gast6 4/12 de sus ahorros.
¢(Cuanto le queda ahorrado? Sol: 12000 €.

10° Entre tres empresarios deben repartirse 12000 €. El primero se lleva 7/15 del total, el
segundo 5/12 del total y el tercero el resto. ;Cuanto dinero se ha llevado cada uno?
Sol: El primero 5600 €, el segundo 5000 € y el tercero 1400 €.

11° Hoy he perdido 20 cromos que son 5/12 de los que tenia. ;Cuantos cromos tenia? Sol: 48.

12° Alfonso dispone de 600 € para compras. El jueves gastd 1/5 de esa cantidad y el sdbado los
3/4 de lo que le quedaba. ;Cuanto le queda al final? Sol: 360 €.
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La raiz cuadrada.

Los primeros documentos en que se mencionan las raices cuadradas datan del 1650 a.C.,

de un papiro egipcio. En el mismo se explica un procedimiento para hacer raices cuadradas.
Los babilonios también nos dejaron constancia en documentos de un algoritmo para
realizar raices cuadradas.

Pero de entre los documentos antiguos, destaca uno indio de principios del medioevo: El
Manuscrito Bakhshali, en el que podemos sorprendernos del estado realmente avanzado de
las matematicas Indias en los cinco primeros siglos de la era cristiana. En dicho documento
encontramos por primera vez una expresion algebraica que estima con bastante exactitud
el valor de las raices cuadradas, dicha expresion adaptada a nuestro algebra es:

Jx~ n*+6n°x+x*

4n’ + 4nx

Donde n es un nimero proximo al valor de la raiz de Xx. Sin embargo, este método fue
ignorado hasta finales del siglo XIX en que se descubre el Manuscrito de Bakhshali.
Lamentablemente la expresion de Bakhshali requiere de una primera aproximacion, y
ademads posee un montén de operaciones que desaconsejan su uso como método didactico
para primaria y secundaria. La expresion Bakhshali se puede dejar para hacer sencillos
métodos iterativos en informatica, ya que es de programacion simple y convergencia
répida.

El simbolo de la raiz, </ , es acufiado por primera vez en 1525 por el matematico alemén
Christoph Rudolff en su libro Coss. El simbolo fue una estilizacion de la r mintiscula para
hacerla mas elegante.

1. Algoritmo de resolucion:

Vamos a aprender en este capitulo como hacer raices cuadradas mediante el método de
resolucion. Para ello aplicaremos una sucesion de ejemplos practicos. Antes de comenzar,
describimos las partes de la raiz cuadrada:

Radical Raiz o renglon
acical — ) "
o \/ Radicando | delaraiz

— Renglones
auxiliares
o cajetines
de laraiz

Eesiduo o resto
de laraiz

Radical: no es mas que ¢l simbolo que indica que es una raiz cuadrada.

Radicando: es el nimero al que se le obtendra la raiz cuadrada.

Raiz o rengldn de la raiz cuadrada: ahi se distinguira el resultado de la raiz cuadrada.
Renglones auxiliares: Realizaremos aqui operaciones de calculos de multiplicacion
encaminadas a la obtencidon de nimeros que se resten después al radicando.

Residuo: es el nimero obtenido tras finalizar el proceso para resolver la raiz cuadrada.
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1.1. Resolucion de raices cuadradas exactas:
Comenzaremos ahora viendo unos ejemplos de raices cuadradas exactas, es decir, aquellas
que dan residuo cero, siguiendo unos pasos:

Ejemplos:
Calcule la raiz cuadrada de 576 y de 1444:

Solucién: Vayamos paso por paso:

1° Separar los digitos de dos en dos: Separamos los digitos del radicando de dos en
dos de derecha a izquierda, pudiendo quedar solitario el nimero mas a la izquierda si el
numero de cifras enteras es impar.

NERE J 14 2

2° Buscar un numero cuyo cuadrado se acerque al primer digito o pareja de dijitos:
Buscamos un niimero cuyo cuadrado se acerque por defecto a la primera cifra (o pareja
de cifras) del radicando. Se procede a restar el cuadrado de dicho nimero a la primera
cifra (o pareja de cifras) del radicando. Y apuntamos la cifra en el cajetin de la raiz.

V576 |2 1444 |3

-4 2x2=4 -9 3x3=9

1 5

3° Bajar los dos digitos siguientes del radicando: Para de esta forma proseguir con la
busqueda de la siguiente cifra de la raiz.

V576 |2 \ 1444 |3
-4 2x2=4 -9 3x3=9
176 544

4° Busqueda de la siguiente cifra de la raiz: Ponemos en el segundo cajetin auxiliar el
doble del numero que tengamos en la raiz. Acto seguido, buscamos una cifra que
afadirle al doble de la raiz tal que si multiplicamos el nimero formado por dicha cifra
nos aproximemos todo lo posible por defecto al nimero residual del radicando. Después
agregamos la cifra encontrada a la raiz.

:

4576 |23 J 14 44 |38
-4 2x2=4 -9 3x3=9
176 |44 x4=176 544 | 68 x 8 = 544
—176 — 544
0 0
Ejercicios:

Calcule las siguientes raices cuadradas exactas por el método de resolucion:

a) /324 b) /484 ) Jo76 d) Jo61

) 1225 f) 1521 g 1764 h) 2116
) 3249 D) 4225 k) /5625 D 9409
m) /10404 n) /12769 i) /13225 0) 16129
p) 21025 Q) /51076 1) /88209 s) /99225
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Sol:
a)

g)

k)
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J324 |18
-1 I1x1=1
224 |28 x8=224
224
0
676 |26
-4 2x2=4
276 |46 x 6=276
—276
0
J1225 |35
— 7 3><3:9
325 65 x5=2325
— 325
0
J17 64 |49
—16 4x4=16
164 82 x 2 =164
— 164
0
J3249 |59
~25 5x5=25
749 107 x 7 =749
— 749
0
5625 |75
— 49 7x7=49
725 | 145 x 5="725
— 725
0
104 04 | 102
-1 Ix1=1
004 20x0=0
-0 202 x 2 = 404
404
— 404
0

b)

d)

h)

)

D

- 26—

484 |22
—4 2x2=4
084 | 42x2=84
— 84
0
961 |31
-9 3x3=9
061 |61 x1=6l
—61
0
1521 |39
— 7 3><3:9
621 | 69x9=621
— 621
0
J2116 |46
~16 4x4=16
516 | 86x6=516
—516
0
J 4225 |65
~36 6 x6=36
625 | 125x5=625
— 625
0
V3249 |59
_25 5x5=25
749 107 x 7 =749
— 749
0
J12769 |113
-1 Ix1=1
027 21 x1=21
—21 223 x 3 = 669
669
— 669
0
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B [132 535

-1
032
=21
1125
~1125
0

P 2102

-1
110
—-96
1425
—1425
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Ix1=1

21 x 1=21
225 x5=1125
145

Ix1=1

24 x 4 =96
285 x 5=1425
297

2x2=4

49 x 9 =441
587 x 7=4109

0)

J16129 | 127
~1 1x1=1
061 22 x2=44
—44 247 x 7=1729
1729
— 1729
0
J51076 |226
—4 2x2=4
110 42 x 2 =84
—84 446 x 6 = 2676
2676
— 2676
0
J 99225 |315
-9 3x3=9
092 61 x1=61
—61 625 x 5 =13125
3125
—3125
0

1.2. Resolucidn de raices cuadradas no exactas o inexactas:

Se trata de raices cuadrada que tienen residuo no nulo tras agotar la parte entera. Se repiten

todos los pasos de las raices cuadradas exactas, y después procedemos a obtener de forma
similar los decimales. Veamos unos ejemplos:

Ejemplos:
E2

Solucion: Vayamos paso por paso:

1° Separar los digitos de dos en dos:

J 551

—

67 13

Calcule la raiz cuadrada de 551 y de 6733 sacando como mucho una cifra decimal:

2° Buscar un numero cuyo cuadrado se acerque al primer digito o pareja de dijitos:

551

2

ﬂ

2x2=4

1
3° Bajar los dos

J 551

J 6713 |8

—64
3

digitos siguientes del radicando:

2

4

2x2=4

151

—27 -

J 6713 |8

— 64
313

E8x8=64

Ex8=64
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4° Busqueda de la siguiente cifra de la raiz:

J551 |23 J 6713 |81
-4 2x2=4 —64 8 x 8=64
151 [43x3=129 313 | 161 x1=161
— 125 —161
26 152

5° Sacar decimales agotadas las cifras enteras: Una vez agotadas las cifras enteras,
podemos proceder a sacar decimales. Para sacar una cifra decimal, agregamos dos cifras
de ceros al residuo del radicando. Ahora buscamos otra vez una cifra que afiadida al
doble de la raiz y que multiplicando al nimero formado por dicha cifra se aproxime
todo lo posible por defecto al ntimero residual del radicando. Después agregamos la
cifra encontrada a la raiz, y asi hemos obtenido el resultado buscado:

J551 | 234 NGEIEEE:
—4 2x2=4 — 64 8 x8=064
151 43 x 3 =129 313 161 x 1 =161
- 129 464 % 4 = 1856 — 161 1629 x 9 = 14661
2200 15200
— 1856 — 14661
344 539

E3 Calcule la raiz cuadrada de 536.34 sacando como mucho dos cifras decimales:

Solucion: Realizamos el mismo procedimiento paso a paso:

\ 536.34 23.15

-4 2x2=4
136 43 x3=129
:12%34 461 x 1 =461
462 =2312
461 625 x 5=23125
27300
— 23125
4175
Ejercicios:
2° Calcule las siguientes raices hasta dos decimales e indique también el resto resultante:
a) 34 b) 48 o) 67 d) 9%
e) /125 f) 152 g) 176 h) 212
1) /331 1) V421 k) /557 1) /937
m) +/1044 n) /1266 n) /1317 0) /1629

p) ~2102.3 qQ +/2623.49

r) /4084.49 s) /99225

Sol: a) Raiz: 5.83, Resto: 111; b) Raiz: 6.92, Resto: 1136; ¢) Raiz: 8.18, Resto: 876;
d) Raiz: 9.79, Resto: 1559; e) Raiz: 11.18, Resto: 76; f) Raiz: 12.32, Resto: 2176;
g) Raiz: 13.26, Resto: 1724; h) Raiz: 14.56, Resto: 64; 1) Raiz: 18.19, Resto: 1239;
j) Raiz: 20.51, Resto: 3399; k) Raiz: 23.60, Resto: 400; 1) Raiz: 30.61, Resto: 279;
m) Raiz: 32.31, Resto: 639; n) Raiz: 35.58, Resto: 636; 1) Raiz: 36.29, Resto: 359;
0) Raiz: 40.36, Resto: 704; p) Raiz: 45.85, Resto: 775; q) Raiz: 51.22, Resto: 16;
r) Raiz: 63.91, Resto: 19; s) Raiz: 75.12, Resto: 56.
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Ejercicios de radicales.
1° Extrae todos los factores posibles de los siguientes radicales:

2530711 b) 420375 ¢) V23325 d) P322%5
e) 3275 f) 436.2%5° ) Jaibic hy Vx*al ¢
Sol: a) 2°-3° 7527 ; b) 2*:3°:5; ¢) 235425 ; d) Z-M; e) 2754325 ;
f) 32:54/325 ; g) ab-oc ; h) x-acyxc.

2° Calcula sin usar la calculadora las siguientes raices:

a) V4936100 b) +/259100 ¢) V625:25 d) 16:4
e) V81425 f) V36499 g) /25100 h) V811625

Sol: a) 420; b) 150; ¢) 5; d) 2; e) 90; f) 126; g) 50; h) 180.

3° Calcula por descomposicion factorial, las siguientes raices:

a) /62500 b) V360000  ¢) +/2025 d) +/4000000  €) +/2500
f) V122500  g) 22500 h) /5625 i) 43600 )4/40000

Sol: a) 250; b) 600; ¢) 45; d) 2000; e) 50; ) 350; g) 150; h) 75; 1) 60; j) 200.

4° Introduce en el radical los factores que aparecen fuera de él:

a) 2+/5 b) 5+/3 c) 233 d) 43 e) 3+/2

f) 343 g) 243 h) 73 i) 432 i) 232
Sol: a) V205 b) /755 ¢) 24 ;d) V48 s ¢) V18 ) /815 g) 48 ; h) V147 ;1) /128
j) Y64 .

5% Simplifica las siguientes expresiones:

2B n(E] oAy afs  o(e)
JCO (ﬁj 2 [@ ) () D (B

2
Sol: a) 3;b) 4; ¢) 6; d) 12; e) 32; ) 18; g) 3/4; h) 9/4; 1) 18; ) 12.

6° Simplifica y extrae todo lo que puedas:

2 Jsa’b b) iab* 0 3a’h n Jab’c?
J2ab Jab J2ab Ja’he

0 2ab f V2a’b 0 J2a’bic h) J2ab-3/2a%
2ab J2a 2abc? {2ab

i)ﬂ j)ﬁ k)m 1)(1_ X]\/X_y
NETTRE Jabe Jab’c y Vx

Sol: a) 2a;b) b ;c)+f3a/2;:d) Jbc/ae) Y2ab ;0 Yb/2 ;) ,6/a3b5/(2c4);
hy 22a%? ;i) $3%a* /¢ ;) Yab/c? k) Yacd? /bt ;1) x—y.
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7°  Simplifica las expresiones:

a) 332 +432-232 b) 23 +33-9V3

¢) V50 —\72 -242 d) V8 =32 +4+/18 ++/50
e) V3 -312+527 f) V12 +53-27

2) V1227 +43 h) V18 ++/50 /8 =2

i) V45 -+20 +/80 -5 N N2T-12-75+43
k) V18 —3+/8 -2 +542 ) V45 —v20 +/180

m) 633 -4/3+33 n) 2av2 -8 +3v2

Sol: a) 542 ;b) —4/3;0) —=3v2;d) 1642 ;¢) 102 ;) 4+/3; 2) 0 h) 523 0) 45 ;
D =3v3:% V2;1) 7+/5;m) 543 ;:n) Qa+1)V2.

8° Simplifica las expresiones:

3 3 2 1
a) 7\/574—3\/E+\/27—§\/%—\/6 b) \E+\E_\/€+\E

0 2\/@+% /1+%_\/§_% /1_% d) /(3-2x)" +4/12-8x —/3x* —2%°
Sol: a) 224/6 —124/2;b) 0; ¢) 74/5: d) (5-3x)/3-2x.

9° Simplifica y extrae todo lo que puedas:

N 3432 b 332 -2+/8 9 V8-V32+372
2 V8 2
Sol: a) 12; b) 4; c) 16.
10° Simplificar:
a) \a> b) V3 ¢) V254’
d) {a'p’ S 1) Jifaa?
o) V{278 hy JUx° i) V81
i 22 k) V33 I) yi/(@+b)?

Sol:
a) Ja b) {3a ¢) 45a 4 a2 f) 2a
g) {f3a h) I i) 3 D2 k) 27 1) Ya+b

11° Operay simplifica:

a) \2v3v4 by |2l va ¢) \25v814256
2
d) \/1+\/6+\/5+x/ﬁ e) \/3a2 +y6a* —/25a°

Sol: a) 424 ;b) ¥/2° ; ¢) 30; d) 2; €) 2a.
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12° Racionaliza las siguientes fracciones:

3 23 16 7-23
a) 25 b)f C)f d) 7
o1 28 E .
e) NG f)3\/— g)i/g h)42
4 4 5
1)% ) i‘/ﬁ k)\/_ 1) =
Sol: a) 3+/5/10;b) v/6 5 ¢) 43 ; d) 7*f %.9) \/iof \[’g)i/?;

3

by 248 1) 2425 §) 451 k) 22 312 AL

13° Racionaliza las siguientes fracciones:

3 8 1 245
2 J5+2 ®) 6—~12 9 V23 9 542
0 1+42 N V2-43 0 V3 hy —2
1-2 V2443 V243 1+42
b7 ) V543 Y V2 10
3-V2 : V5443 22 +3 2\/_ 2

Sol:a)3-\/§—6;b)6+2\/_ 0) ~2-3;d) 10-4V5 ;) -3-2v2 ;) 246 -5;
g) —/6-3;h) 2\/——2,1)3+\/_,J) —1-15;v) 682 —4; w) 24342

14° Racionaliza:

2 V3 b 2-3 f+x5+f
V2+3-45 2+3+45 ) o2
o2 INRCERG o215
V2+3+46 V2+3+45 V2 +45-10
Sol:
2+\/_+\/— b)14—12\/§—2\/§+5\/€ 23+8V5-5V15-1
23 22
3+ff e)z4ﬁ—4ﬁ+1o\%—5 5v2-14J5-6110-9
6 23 31
15° Racionaliza las siguientes fracciones:
2-X
a)
2-x ® i
Sol: a ; M- X.
- 2+X
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16° Demostrar que:

N A N 3 %

Ya’b’ i/i\/bZ \/7 ba
EEE g EEE

b 2! < B ?3 _2</b7
fﬁ/bz R PR Y

b o2
EE. L8

bv/a AR .\Ezm

T i

3 X+y T o x+y 25xy? 25y 2_ >
g) (x-vy) /X_y+\/9x 9y* + / " y
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Ejercicios y problemas de ecuaciones de primer grado.
1° Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)2x—34=-20 b)IX+8=7x+6
d) 7x +9 =3+ 9x e)X—8=2x—-11
2) 6X + 6 =4+ 8X h) 9+ 9x = 17 + 5x
j)25-2x=3x+20 k)4x+1=3x+3
m) 1 +8x=31-16x n) 5x—11=15x-19
0)2X+17=3x+7 p) 10 —5x=x-2
1) 48 — 3X = 5X s) 30 —4x=-3x-10
u)3x+1=6x-—28 v)47-3x=5+ 11X
X) 3x—10=2x+1 y) 25 -2x=3x-35 z) 75 —5x=3x+3
A)S5+8x=2x+20 B)2x—-3=x+5 v)2-6x=3x—-1
Sol: a) 7;b) —1;¢) 2;d) 3;¢) 3; 1) 8; g) 1, h) 2; 1) 3;)) 1; k) 2; 1) 3/5; m) 5/4; n) 4/5; 1) 2/3;

0) 10; p) 2; q) 10; 1) 6;5) 40;t) 7;u) 3; v) 3; w) 9/2; x) 11;y) 12;2) 9; a) 5/2; B) 8; v) 1/3.

c)4x+3=3x+5
Hx+1=2x-7

1) 2x+3 =3x

1) 5x-3=10x—-6
) 48 — 18x=9x + 30
q) 70 — 3x = 4x

t) 10X — 15 =4x+27
w) 30 -9x=21-"7x

2° Resuelve las siguientes ecuaciones con paréntesis y corchetes:
a)X—3(X-=2)=6x-2 b)3x—-7=2(x+1)
d) 5x=7(5x-3)+3 e)2(x—5)=3x-17
g) 2x—1=3(2x-15) h) 2(x - 2)=—4 —Xx)
J) 20 =2x— (10 —4x) k) 60x — 1 =3(1 + 12x)
m) 2x+3(2x—1)=x+ 67 n) 12x + 3(2x—4) =60
0)X—3(x+5)=3x+10 p) (X—15)=3(x-19)
r)3(x+4)=4x+1 s) 10+ 5(x-3)=3(x+1)
u) 10 - 9x=4[x — 4] v) 15x=2[1+9x] -3 w) 3[10 —x] =2[8 —x] + 13x
X) X +3=3[2x—4] y)3[2x—(Bx+ 1)]=x+1 z) 6X + 4 =4[2x — 5(x — 2)]
Sol: a) 1;b) 9;¢) 1/4; d) 3/5; ) 7; £) 15; g) 11; h) 0; 1) 16; j) 5; k) 1/6; 1) 2; m) 10; n) 4; 1) —1;

0)-5;p)21;q) 1/3;1) 11;8) 4;t) 3/2;u) 2; v) 1/3; w) 1;x) 3;y) —1; 2) 2.

c)2(2+4x)=3+12x
)2+5x-13)=x-3
1)2(3x—49)=—x+ 14

1) 5(x—1)+ 10(x +2) =45
nN)3X—(X+1)=x-2
q)32-x)=18x-1

t)2(3 -4x)=2x-9

3° Resuelve las siguientes ecuaciones con denominadores:

a)3—2x+2zx+4 b)x—8=§—x;6 3

3
X+5 9x 2X

d) 2| — |=x+3 e) ——6=—+
) ( 3 j ) 4 3
2X

-4
6

~ 3X X

—+1=12-=

), 5 3

3X
—-7= 1
g) s

m)x%z=5x—4

X 13 5x 5
0) S-—==22_2
46 2 6

1

3
5

h) X-10=2(x=6)

K 24X =x-3
5 2
2x-10 7
3x—=20 8
X X X
—+—+—=94
p)3 4 5

) 3x—9+§=2x—3

n)

18 -2x

5X
V) —-=5(x-20)=
) 2 ( ) p

c) x-2=X13
4 7

5X  3X
———=x-11
b 6 4

1) §+x:10+%
3 9

D) 4x—7=%29

i) X432 w221
46

X X
—+10=—+16
v 3 5

nXis=2X X
4 5 30
X+1 X

W) X+——=X+—
5 2

Sol: a) 4;b) 12; ¢) 28; d) 1; e) 4; f) 12; g) 30; h) 15;1) 9;j) 6; k) 10; 1) 2; m) 1; n) 12; i) 12;

0) —16/27; p) 120; q) 45; 1) 2; s) 5; t) 60; u) 2; v) 24; w) 2/3.
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4° Resuelve las siguientes ecuaciones con denominadores:

a) 3X_ﬂ:2x_1+x__3 b) 8_3_X+%_5_X:_9 c) X_H+3’”L_X:1+§
8 4 10 4 8 2 6 3
d)3—x—2+3—x—i=0 0 10 +3+4x:3 H x+2_x+3:2>2(+2
5 2 10 X+5 X+5 Xx-1 x+1 x°-1
2) 7x—3_3x—1=5x—1 h) 4x—3_3x—1=4x—2_1 i)%—2—5:1—3
6 4 4 6 4 3 5 3 10
. 15 5 2X+1 3x 3x-2 15 12x+6 18
D5 =0 k) = - -2= =
X+10 x+2 4 9 4 X—2 x"—4 X+2
2
m) 1 N 1 _ 21 . n)i—2:1+x < X2 —2x+1 :i
X X=5 X 5x=-2 X+1 5+X 9-2Xx X 2X
0) —+ ——= + =1+ —+X=—-2(3-X
)3Ty i P) =+ 3 D3 g 2G70
X+1
1+ —— 3X
x—1 _ ——12 X X X o H_
r)—x_l_z ) 5 _6 t)2 3+6 X=2-X
2—— X+1
X+1
W XX X B X X wy 33 oy
2 3 3 5 2 4 3 5
o Xl 22X y) 2x= X3y AX 7 XT3 X ooy X+d
2 3 2 3 5 2

Sol: a) —1; b) 40; ¢) 0; d) 1; e) 2; ) 3; g) 0; h) 1; 1) 30;j) 2; k) —15/7; 1) 4; m) 1/2; n) 5a/(1 — a);
) —5; 0) —18/23; p) 2;q) 6;1) 3;5) 5;t) 6; u) 12; v) 4; w) 2;x) 3;y) —1; 2) 0.

5% Resuelve las siguientes ecuaciones con denominadores:
5 3 3 5
x—1 x+4 x>+3x-4 x-1
X=3 3(X-=2) X-3-(Xx+2)

3X 5+X

a) b) x—1+3x:—+—+x+1
2 2 3

X-3 X-3 X-3 X+3

c) d)

3 2 2 5 2 3 2
&) x(x-2)— T2 X2y oy 4 AN S E I

3 2 2

o) x(x—z)—x%z—%z:(x—z)z—w h) x—X%z+3(x—3)=2+2X+l
i) 3(x+1)_x+3+x=2x+3—7x i) 2 +3>2<—3: 2 N 7

4 6 12 X+1 x*-1 X-1 x+1
o XT3 43, p 20 S5 52 40

5 5 X+l x“-1 x-1 x+1

Sol: a) 0; b) 4; ¢) 27/7; d) 51/2; e) -2/7; 1) 5; g) 22/31; h) 4; 1) 0; j) 0; k) —2; 1) 9.

6° Resolver la ecuacion y dejar la solucion en funcion de a 'y b:
b” —ab

(a+x)(b-x)—a(b+a)+x*+a’ =

Sol: b/a.
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¢ Qué nimero aumentado en 12 da 53? Sol: 41.

Un numero se multiplica por 3. El resultado se divide por 2 y luego se le resta 5. Este nuevo
resultado se multiplica por 10, obteniéndose asi 40. ;Cual es el nimero? Sol: 6.

(Qué niimero multiplicado por 4 y sumando luego 5 al producto da 29? Sol: 6.
(Cual es el nimero al que sumando 7 a su tercera parte es igual a 62? Sol: 165.

Si a un nimero se le resta 40 y la diferencia se multiplica por 4, el resultado es el mismo que si
al nimero se le resta 20 y la diferencia se multiplica por 3. Hallar el nimero. Sol: 100.

(Cuadl es el nimero natural que aumentado en la mitad del precedente y en la tercera parte del
siguiente da 42? Sol: 23.

Obtener tres numeros consecutivos, tales que 3 veces el tercero mas 2 veces el primero exceda
en 5 al triple del segundo. Sol: 1, 2, 3.

Hallar tres nimeros impares consecutivos tales que la suma de los dos ultimos sea 72.
Sol: 33, 35, 37.

Encontrar tres nimeros naturales consecutivos tales que su suma sea 48. Sol: 15, 16, 17.
(Cual es el nimero cuyos 5/3 y 7/6 difieren en 150? Sol: 300.

(Qué niimero hay que afiadir a los dos términos de la fraccion 5/13 para que valga 3/5? Sol: 7.

(Qué numero hay que afiadir a los dos términos de la fraccion 23/40 para que esta valga 2/3?
Sol: 11.

Se han consumido las 4/5 partes de un bidon de aceite. Se reponen 30 litros quedando lleno
hasta la mitad. Se pide la capacidad del bidon. Sol: 100 L.

Una fraccion es equivalente a 5/6; si sumamos 4 a sus dos términos, resulta una fraccion
equivalente a 7/8. Hallar la fraccion. Sol: 10/12.

En una fraccién el denominador tiene 3 unidades mas que el numerador. Si se suman 2 unidades

al numerador, el valor de la fraccion serd igual a 3/2. ;Cual es esta fraccion?
Sol: 13/10.

Anadiendo 7 unidades al doble de un numero mas los 3/2 del mismo da por resultado el
séxtuplo de dicho nimero menos 23. ;Cual es ese numero? Sol: 12.

Hallar un nimero tal que el triple de la diferencia de dicho nimero con 5 sea igual al doble de la
suma de dicho ntimero con 3. Sol: 21.

El triple de un ntimero es igual al quintuplo del mismo menos 28. ;Cuél es este nimero?
Sol: 14.

Hallar un nimero que sumando su mitad, tercera parte, cuarta parte y 45 de por suma 448.
Sol: 372.

—-35-



26°

27°

28°

29°

30°

31°

32°

33°

340

35°

36°

37°

38°

39°

40°

41°

Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

Preguntado un hombre por su edad, contesta: si al doble de mi edad se le quitan 20 afios se
obtiene lo que me falta para llegar a 100. ;Cual es la edad de dicha persona? Sol: 40 afios.

(Cuéntos dias de vacaciones ha tenido una familia si ha pasado la tercera parte de sus
vacaciones en la playa, la mitad del resto en el campo y 6 dias en casa? Sol: 24 dias.

Un rebafio de ovejas crece cada ano en 1/3 de su nimero, y al final de cada afo se venden 10.
Después de vender las 10 del final del segundo ano quedan 190 ovejas. ;Cuéntas habia al
principio? Sol: 120.

En un quiosco de periddicos se venden de un determinado semanario los 2/5 del ntimero de
ejemplares en la mafiana. Al mediodia el encargado adquiere 10 ejemplares mas. Vende durante
la tarde 3/4 de las nuevas existencias y se queda con 10 ejemplares. ;Cuantos ejemplares tenia al
principio de la jornada? Sol: 50.

Un hombre se contrata por 30 dias a 50 € incluyendo alimentacion por cada dia de trabajo. En
los dias que no trabaje abonard 5 € por la alimentacion. Al final de los 30 dias recibe 950 €.
(Cuantos dias trabajo? Sol: 20 dias.

El perimetro de un tridngulo isosceles es 50 cm. Cada uno de los lados iguales es 10 cm mayor
que la base. ;Cuanto vale cada lado? Sol: 10, 20, 20.

Un poste tiene bajo tierra 1/4 de su longitud, 1/3 del resto sumergido en agua, y la parte
emergente mide 6 m. Halla la longitud del poste. Sol: 12 m.

Hallar la longitud de un poste que tiene bajo tierra 1/5 de su longitud, 1/4 del resto sumergido en
agua, y la parte que emerge mide 12 metros. Sol: 20 m.

Halla los lados de un triangulo is6sceles de 60 cm de perimetro sabiendo que la razoén de uno de
los lados iguales a la base es de 5/2. Sol: 10, 25, 25.

De un depdsito lleno de agua se saca la mitad de contenido y después un tercio del resto,
quedando en ¢l 100 L. Calcula la capacidad del deposito. Sol: 300 L.

Después de gastar el 15% del depdsito de gasolina de un coche quedan 42.5 1. ;Cuadl es la
capacidad del deposito? Sol: 50 L.

Tenia muchas monedas de 1 céntimo y las he cambiado por monedas de 5 céntimos. Ahora
tengo la misma cantidad pero 60 monedas menos. ;Cuanto dinero tengo? Sol: 75 céntimos.

Un padre tiene 35 afios y su hijo 15. ;Cuantos afios hace que la edad del padre era el triple que
la edad del hijo? Sol: 5 afios.

Un sefor tiene 39 afios y su hijo 9 afios. ;Dentro de cuantos afos la edad del padre sera triple
que la del hijo? Sol: 6 anos.

Una sefiora tiene 52 afios y su hijo la mitad. ;Cuantos afios hace que la madre tenia 3 veces la
edad del hijo? Sol: 13 afos.

Un padre tiene 34 afos, y las edades de sus tres hijos suman 22 afios. ;Dentro de cuantos anos
las edades de los hijos sumaran como la edad del padre? Sol: 6 anos.
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Preguntado un padre por la edad de su hijo contesta: "Si del doble de los afios que tiene se le
quitan el doble de los que tenia hace 6 afos se tendra su edad actual". Halla la edad del hijo en el
momento actual. Sol: 12 afios.

Hallese la edad de una persona, sabiendo que si se afiade 7 a la cuarta parte de su edad es lo
mismo que si se le quita 3 a los 2/3 de su edad. Sol: 24 afios.

En la fiesta de un amigo se han repartido entre los 20 asistentes el mismo nimero de
monedas. Como a ultima hora ha acudido un chico mas nos han dado a todos 1 moneda
menos y han sobrado 17. ;Cuantas monedas para repartia se tenia? Sol: 80 monedas.

Un hombre recibe una paga de 2480 €. Si hubiera trabajado 5 dias méas y hubiera recibido 7 €
menos cada dia habria cobrado 2475 €. ;Cuantos dias trabajo? Sol: 40 dias.

Cuantos litros de un liquido que tiene 74% de alcohol se debe mezclar con 5 litros de otro
que tiene 90% de alcohol, si se desea obtener una mezcla de 84% de alcohol? Sol: 3 L.

Una fuente llena un depdsito en 10 horas y otra en 15 horas. ;Qué tardarian en llenarlo manando
juntas ambas fuentes? Sol: 6 horas.

Un deposito se llena por un grifo en 8 horas y por otro en 2 horas. ;Cuanto tardara en llenarse
abriendo los dos grifos a la vez? Sol: En una hora y 36 minutos.

Un grifo llena un depdsito en 2 horas, y otro grifo lo llena en 3 horas. ;Cuénto tardara en
llenarse el deposito si se abren ambos grifos a la vez? Sol: 1 h'y 12 min.

Un grifo puede llenar un deposito en 10 minutos, otro grifo en 20 minutos y un desagiie puede
vaciarlo, estando lleno, en 15 minutos. ;En cuanto tiempo se llenara el deposito si estando vacio
y abierto el desagiie se abren los dos grifos? Sol: 12 min.

Manando juntos dos grifos llenan un depoésito en 4 horas. ;Cuanto tardaran en llenarlo cada uno
separadamente si el primer grifo invierte doble tiempo que el segundo? Sol: 12 h, 6 h.

Un grifo A llena un deposito de agua en 4 horas y otro grifo B lo llena en 6 horas. El deposito
tiene un desaglie que lo vacia en 12 horas estando los grifos cerrados.;Cuanto tiempo
tardaran los dos grifos en llenar el deposito estando el desagiie abierto? Sol: 3 horas.

Dos grifos alimentan simultdneamente un depdsito tardando 24 horas en llenarlo. Si se
abriera cada grifo por separado el primero tardaria 2 horas menos que el segundo. ;Cuanto
tiempo tardaria cada uno de ellos en llenarlo de manera independiente? Sol: 6 y 4 horas.

En unas pruebas son eliminados en el gjercicio escrito el 20% de los alumnos presentados, y en
el siguiente, el oral, la cuarta parte de los que quedaron. Aprobaron los ejercicios 120 alumnos.
(Cuantos alumnos se presentaron?, y /cual es el tanto por ciento de aprobados? Sol: 200, 60%.
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Problemas de proporcionalidad directa.

Resuelve las siguientes ecuaciones:

9223 X8 gx_10 4 x4 6
X 6 7 2 5 4 12 3 & X
25 12 35 7 4 6 12 X 35 10

) 100 X & 16 X ) 3 X ) 7 42 1) X 6

Sol: a) x=4; b) 28; ¢) 12.5; d) 1; e) 12; f) 48; g) 4.48; h) 4.5; 1) 72; j) 21.

Completa las siguientes tablas de valores directamente proporcionales:

5 110 | 15 2 3 4
) e 16 | x b % 9 X

12 | 8 6 7 1 28 | 21
9 30 [ x | 15 d 4 3

Sol: a) 24; b) 12; ¢) 20; d) 1.

Una maquina embotelladora ha llenado 135 botellas en 15 minutos. ;Cuantas botellas
llenara en hora y media? Sol: 810 botellas.

Por 3.5 kg de chirimoyas he pagado 6.3 €. ;Cuanto pagaré por cinco kilos? Sol: 9 €.
Si 4 entradas para el cine han costado 15.2 €, ;cuanto costaran 5 entradas? Sol: 19 €.

El precio de un espejo de 0.3 m de ancho y 0.24 m de largo es de 90 €. ;Qué anchura
tendra un espejo del mismo material de 0.36 m de largo que costd 126 €? Sol: 0.28 m.

Un corredor ha dado 8 vueltas a la pista en 12 min. ;Cudntas vueltas dard, si mantiene
el mismo ritmo, en 18 min? Sol: 12 vueltas.

Una poblacion ha consumido 20000 m’ de agua en 5 meses. ;Cuantos metros cubicos
consumira en un afio? Sol: 48000.

Un tren ha recorrido 240 km en tres horas. Si mantiene la misma velocidad, ;cuantos
kilometros recorrera en las proximas dos horas? Sol: 160 km.

He recorrido 720 km en 9 horas, a una velocidad media de 80 km/h. ;Cuanto habria
tardado si la velocidad hubiese sido de 60 km/h? Sol: 6.75 horas.

Un padre le da la paga a sus tres hijas, de forma que a cada una le corresponde una
cantidad directamente proporcional a su edad. La mayor con 20 afios recibe 50 €.
(Cuanto recibe la mediana y la menor que tienen 15 y 8 afos?

Sol: Mediana 35 € y la menor 8 €.

En el plano de una casa, la cocina mide 10 cm de largo y 7 cm de ancho. Si en la
realidad la cocina tiene 5 metros de largo, ;cual es su ancho real? Sol: 3.5 cm.

Dos ciudades, A y B, separadas 85 km en la realidad, estan a 34 cm de distancia en un

plano. ;Cual sera la distancia real entre otras dos, M y N, separadas 12 cm en el plano?
Sol: 30 km.
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Problemas de proporcionalidad inversa.

1° Con 15 kg de alimentos se alimentan 5 personas durante 12 dias. ;Durante cuantos
dias se alimentaran 6 personas con los mismos alimentos? Sol: 10 dias.

2° Seis personas efectian un trabajo en 10 dias. ;Cuanto tardardn 8 personas en hacer el
mismo trabajo? Sol: 7.5 dias.

3% Sabiendo que dispongo de una determinada cantidad de dinero y que con ella puedo
comprar 6 prendas a 4000 € cada una. ;Cuantas prendas podria comprar si me
costaran a 3000 € cada una? Sol: 8 prendas.

4° Un ganadero tiene 20 vacas y dispone de pienso para alimentarlas durante 60 dias. Si
tuviera 120 vacas ¢para cuantos dias tendria pienso? Sol: 10 dias.

5% Ocho obreros construyen una pared en 9 dias. ;Cuanto tardarian en hacerlo 6 obreros?
Sol: 12 dias.

6° Cuatro palas excavadoras hacen un trabajo de movimiento de tierras en 14 dias.
(Cuanto se tarda en hacer ese mismo trabajo si se dispusiera de 7 palas excavadoras?
Sol: 8 dias.

7° Un coche tarda 3 h en recorrer un trayecto yendo a una velocidad de 90 km/h.
(Cuanto tardara en recorrer el mismo trayecto a 120 km/h. Sol: 2.25 h.

8° Un vehiculo, a 90 km/h, hace un recorrido en 5 horas. ;Cuanto tiempo ganaria si
aumentara su velocidad en 10 km/h? Sol: 4.5 h.

9°  Un coche que va a 100 km/h necesita 20 minutos para cubrir la distancia entre dos
pueblos. ;Cuanto tardaria si fuera a 80 km/h? Sol: 25 min.

10° En un concurso, cada participante recibe una cantidad de dinero inversamente
proporcional al nimero de fallos cometidos. Un concursante que cometi6 cinco fallos
se llevd 1000 €. ;Cuanto se llevara uno que solamente haya cometido dos fallos?
Sol: 2500 €.

11° Con un deposito de agua, se abastece un edificio de 20 pisos durante 15 dias. ;Cuanto
duraria el deposito si hubiera 8 pisos menos? Sol: 25 dias.

12° Una cafieria, con un caudal de 1200 litros por minuto, ha tardado tres cuartos de hora
en llenar un deposito. ;Cudl debera ser el caudal para llenar el mismo depdsito en 20
minutos? Sol: 2700 litros/minuto.

13° Dos socios montan un negocio aportando 20000 € y 15000 €. Para compensar la
diferencia, cada uno se compromete a trabajar un nimero de horas inversamente
proporcional a la cantidad aportada. Si el primero dedica al negocio 3 horas al dia,
(cuantas horas al dia debe dedicar el segundo? Sol: 4 horas al dia.

14° Cuatro excavadoras hacen un trabajo de movimiento de tierras en 14 dias. {Cuénto se
tardaria en hacer ese mismo trabajo si se dispusiera de 7 excavadoras? Sol: 8 dias.
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Problemas de porcentajes.

Calcular:
a) 10% de 340. b) 25% de 2000. ¢) 35% de 2580.
d) 50% de 68. e) 150% de 80. ) 120% de 350.

Sol: a) 34; b) 500; ¢) 903; d) 34; e) 120; h) 420.
¢ Cuanto costara un articulo de 6700 € que sube un 12 %? Sol: 7504 €.
En una clase de 30 alumnos hoy han faltado 6. ;Cual es el % de ausencias? Sol: 20 %.

Si en un establecimiento me rebajan el 15 %, y pago por un objeto 255 €, ;cual era el
precio del articulo sin la rebaja? Sol: 300 €.

A una persona le retienen de su sueldo un 12%. Si cobra mensualmente 836 €. ;Cual
sera el sueldo bruto? Sol: 950 €.

Después de haber sido aumentado su valor en un 40 % el precio de una nevera es de
301 €. ;Cual era su valor inicial? Sol: 215 €.

El precio de varios articulos sin IVA es de 25 € y 17.6 €. Averigua cual es el precio final
sabiendo que con el IVA suben un 16 %. Sol: 29 €; 20.42 €.

Al cabo de varios afos, se ha multiplicado por 2.23 el precio de una mercancia. ;Cual ha
sido el aumento expresado en %? Sol: 123%.

Un campesino posee 110 hectareas de monte y decide plantar un 20% con pinos, un 25%
de abetos, un 35% de roble y el resto de castafios, teniendo en cuenta que un 5% lo tuvo
que dedicar a caminos, calcula:
a) (Qué superficie plantd de cada tipo de arboles?
b) (Qué porcentaje plantd de castafios?
Sol: a) 22 Ha de pinos, 27.5 Ha de abetos, 38.5 Ha de roble y 16.5 Ha de castafios.
b) El 15%.

En un colegio de 1.500 alumnos el 40% son chicas y el resto chicos. ;{Qué porcentaje de
chicos hay? ;Cuantas chicas hay? ;Y chicos?. Sol: 60%; 600 chicas, 900 chicos.

E1 20% de los alumnos de 1° de BAC hicieron mal un examen. Si el grupo esta formado
por 45 alumnos. ;Cuantos lo hicieron bien? Sol: 36.

Al comprar una bicicleta que costaba 50 euros me hacen un descuento del 8%. ;Cuanto
dinero me rebajaron? ;Cuanto tengo que pagar?. Sol: Rebajan 4 euros; Pagar 46 euros.

Por una factura de 800 € nos cobran 640 €. ;Qué tanto por ciento de descuento nos han
hecho? Sol: 20 %.

A una persona le retienen de su sueldo un 12 %. Si cobra mensualmente 836 €. ;Cual
sera el sueldo bruto? Sol: 950 €.

En un centro de 800 alumnos aprueban el curso en Junio 400 y en Septiembre 200.

Calcula el porcentaje de aprobados en Junio, Septiembre y el total en el curso.
Sol: 50% en Junio; 25% en Septiembre; 75% en total.
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Problemas de proporcionalidad compuesta.

Con 15 kg de alimentos se alimentan 5 personas durante 7 dias. ;Durante cuantos dias
se alimentaran 6 personas con 20 kg de alimentos? Sol: 7.77 dias.

Seis personas hacen 20 m de muro en 10 dias. ;Cudnto tardaran 8 personas en hacer
32 m de muro? Sol: 12 dias.

Sabiendo que dispongo de 240 € y que con ellas puedo comprar 6 prendas a 40 € cada
una. ;Cuantas prendas podria comprar con 360 € si me costaran a 30 € cada una?
Sol: 12 prendas.

Por enviar un paquete de 5 kg de peso a una poblacion que esta a 60 km de distancia,
una empresa de transporte me ha cobrado 9 €. ;Cuanto me costara enviar un paquete
de 15 kg a 200 km de distancia? Sol: 90 €.

Una cuadrilla de 8 mineros abren una galeria de 120 m de longitud en 12 dias. Si otra
cuadrilla tiene 16 mineros, ;cuantos metros de galerias abriran en 29 dias? Sol: 580.

Si 30 maquinas fabrican 5000 m de tejido en 20 dias, ;cuantas maquinas, iguales a las
anteriores, sera preciso poner en marcha para producir 7000 m en 14 dias? Sol: 60.

Un deposito de 500 L es llenado por un grifo de 5 cm® de seccion en 12 horas.
;Cuanto tiempo tardara en llenarse un deposito de 750 L por un grifo de 8 cm?® de
seccion? Sol: Tardara 11 horas y 15 minutos.

Una instalacion de alumbrado consta de 16 focos que funcionan 12 horas diarias
durante 15 dias, esto significa un consumo 4.2 kw/h. ;Cuanto consumirdn 28 focos
funcionando 14 horas diarias durante tres semanas? Sol: 12.005 kw/h.

En una residencia con 30 estudiantes, se gastan 18 000 € en 25 dias. ;Cudnto gastarian
42 estudiantes en 34 dias, viviendo en idénticas condiciones? Sol: 34272 €.

La alimentacion de 12 animales durante 8 dias cuesta 8000 €. ;Cual seria el costo de
alimentacion de 15 animales en 5 dias? Sol: 6250 €.

Si con 300 kg de algodon pueden trabajar 8 telares durante 2 dias, a razén de 6 horas
diarias, ;cudntos kilogramos necesitaran 15 telares para trabajar 5 dias, a razén de 10
horas diarias? Sol: 2343.75 kg.

Veinticinco farolas originan un gasto de 6000 € al mes, estando encendidas 6 horas
diarias. ;Qué gasto originarian 5 farolas en 45 dias, encendidas durante 8 horas
diarias? Sol: 2400 €.

Una persona desea hacer el Camino de Santiago a pie, para ello caminard 600 km en
25 dias andando 4 horas por dia. Si marcha 5 horas por dia, ;cuantos kildmetros
recorrera en 15 dias? Sol: 450 km.

Una fabrica de muebles tarda 10 dias con 6 carpinteros en hacer 30 armarios. Si tienen
20 dias de plazo para entregar los 250 armarios de un hotel, ;cuantos carpinteros
necesitan? Sol: 25 carpinteros.
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Teoria v ejercicios bancarios:

Lamamos interés al beneficio econdémico obtenido como consecuencia de un préstamo de
un capital por parte del banco a un cliente, o bien como consecuencia del deposito de un
capital de un cliente al banco. Los intereses son fundamentalmente de dos tipos: simples y
compuestos.

1. Interés simple:
Es aquel que se calcula mediante la expresion (o formula del CaRreTe):
| = CRT {
100 W)
Donde | es el interés, C es el capital prestado o depositado, T es el tiempo y R es la razén o

tipo de interés, se expresa usualmente en tanto por ciento anual.

Ejemplos:

Halla el interés que obtendriamos al cabo de 1, 5 y 10 afios al invertir un capital de 100 €
a interés simple en un banco que nos ofrece el 5 % de tipo de interés anual.

Solucion: Usando la expresion (1):

100-5.1 100-5-5

I(laﬁo):W:5€ I (5 afios) = 100 =25€

_ 100-5-10 _s0€

1 (10 afios)

Se coloca 3000 € por 50 dias en un banco que ofrece un tipo de interés del 7 % anual.
Calcula cuanto producira de intereses en ese tiempo.

Solucidén: Previamente calcularemos cuantos afios son 50 dias:
) 50 . N
50 dias = —— afios = 0.137 afios
365

Una vez conocida la equivalencia en afios, usamos la expresion (1):
| — 3000-7-0.137 _133 €

100

Ejercicios:
Calcular el interés simple producido por 30000 € durante 90 dias a una tasa de interés
anual del 5 %. Sol: 369.86 €.

Al cabo de un afo, un banco ha ingresado en una cuenta de ahorro, en concepto de
intereses, 970 €. La tasa de interés de una cuenta de ahorro es del 2 %. ;Cual es el saldo
medio (capital) de dicha cuenta en ese afio? Sol: 48500 €.

Un préstamo de 20000 € se convierte al cabo de un afio en 22400 €. ;Cual es la tasa de
interés cobrada? Sol: 12 %.

Se colocan 7800 € durante 8 meses en una agencia financiera que ofrece el 6 % anual.
(Cuanto ganaran de intereses tras esos 8 meses? Sol: 312 €.

Cierto capital gana 150 € de intereses al colocarlos durante 4 meses en una institucion que
paga el 30% anual. Determine cuanto se invirtio y cuanto se acumula. Sol: 1500 €.
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Se adquiere una maquina por 5000 € financiada durante 21 meses. De esta forma, termina
pagandose 200 € de intereses. ;Qué tasa anual le fue aplicada? Sol: 2.29 % anual.

(Cuantos meses deben transcurrir para que 812 € colocados al 2 % mensual se conviertan
en 910 €? Sol: 6 meses.

Una empresa invierte 8000 € durante 16 meses a un tipo de interés que le genera una
ganancia de 200 € mensuales. ;A qué tipo de interés invirti6? Sol: 2.5 %.

Un capital de 300000 € invertidos a una tasa de interés del 8 % anual durante un cierto
tiempo, ha supuesto unos intereses de 12000 €. ;Cuanto tiempo ha estado invertido?
Sol: 6 meses.

2. Interés compuesto:

El interés compuesto Ic representa el costo del dinero o beneficio de un capital inicial C
con tasa de interés R durante un periodo t, en el cual los intereses que se obtienen al final
de cada periodo de inversion no se retiran sino que se reinvierten o anaden al capital inicial,
es decir, directamente se capitalizan. Se calcula mediante la expresion:

.
| =C—C(l+ij
100

Donde | es el interés, C es el capital prestado o depositado, T es el tiempo y R es la razén o
tipo de interés.

Ejemplos:

Un banco oferta a interés compuesto del 5% anual y Almudena decide meter 10000 € por
un periodo de 3 afios. {Cuanto habra ganado tras ese periodo? Comparar lo ganado con lo
que habria obtenido si la oferta hubiera sido a interés simple.

Solucidn: Aplicando la expresion del interés compuesto:

3
| = 10000—10000(1+i] =1576.25€
100

Comparamos ahora con lo que habria ganado si la oferta hubiese sido a interés simple:
| = 10000-5-3 1500 €

Como se puede observar, se gana mas a interés compuesto que a interés simple.

Ejercicios:
Una persona invierte 3000 € a interés compuesto del 12 % anual en un banco. Calcular
cuanto dinero habra ganado si deja pasar 10 anos. Sol: 6317.54 €.

Una persona invierte 5000 € a interés compuesto del 0.2 % diario en un banco. Calcular
cuanto dinero habra ganado si deja pasar 2 afios. Sol: 16498.43 €.

Un sefior quiere formar un capital de 30000 € en 12 afios. ;Cuanto ha de entregar al banco
si este le da anualmente un rédito del 5%? Sol: 16705.12 €

A que tanto por ciento de interés compuesto ha de colocarse un capital de 100 € para que
en 10 afios se conviertan en 300 €? Sol: 11.61 €.
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3. Amortizaciones constantes (método francés):
Es justamente el empleado a nivel bancario para calcular el pago mes a mes de las
hipotecas o el pago a plazos de las letras. Esta basado en la expresion del interés
compuesto, por tanto, las amortizaciones siguen la expresion:

Ci
1-(1+i)"
Donde i es el rédito R o tipo de interés expresado en tanto por uno, y t es el nimero de

meses. Como las letras y las hipotecas se pagan mensualmente, calcularemos un rédito i en
meses:

R

! 1200
El interés pagado tras un numero t de meses sera:
| =ttA-C
El calculo de amortizaciones es crucial para la planificacion econdmica de una familia o
una empresa, no se paga lo mismo todos los meses a 20 afos que a 40 afios. Veamos un
ejemplo:

Ejemplo:

Una familia solicita a un banco un préstamo hipotecario por valor de 240000 € para
pagar un piso. El banco le ofrece una oferta con un tipo de interés del 6 % a 20 o 40
afos. Determinar la amortizacion mensual y el interés total pagado a 20 y 40 afios.

Solucion: Determinamos el interés mensual i en tanto por uno:

= LI 0.005
1200
Hagamos los célculos a 20 afios (que consta de 240 meses):
240000-0.005
A= =1719.4 € | =240-1719.4—-240000 = 172664

~ 1-(1+0.005) %
Hagamos los célculos a 40 afios (que consta de 480 meses):

240000-0.005
A= =1320.5€ — 4801320.5 -
1= (1+0.005)"® | =4801320.5 240000 = 393840

Ejercicios:

Ana y Luis han comprado una vivienda a 100000 € y deciden pagarla a 20 afios bajo un
interés fijo del 5%. Calcular la amortizacion asi como el total de intereses que pagaran
en ese periodo. Sol: A =660 €; I = 58400 €.

Un frigorifico de valor 600 € es comprado para ser pagado a 5 meses bajo un tipo de
interés fijo del 4 %. Calcular el valor de la amortizaciéon mensual asi como el interés
total cobrado. Sol: A=121.2€;1=6€.

Una deuda de 20000 € debe amortizarse con 12 pagos mensuales vencidos. Hallar el
valor de las amortizaciones si el tipo de interés es del 8 %, y el interés total cobrado.
Sol: A=1739.8€;1=877.2 €.

Contratamos una hipoteca de 120000 € a pagarse mensualmente en 30 afios a un tipo de
interés del 8 %. Determina cual sera la amortizacion y el interés total pagado.
Sol: A=2800€; I=120000 €.
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Ejercicios v problemas de ecuaciones de segundo grado.
Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)3x°—27=0 b)2x* —4x=0 ) x =16 d) 9x* =4

e) 6—2x/3=0 f) 2x*—32=0 2)25%-9=0 h) 6x*—2x=0
Sol: a) £3; b) 0, 2; ¢) +4; d) £2/3; ¢) £3; f) +4; g) £3/5; h) 0, 1/3.

Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)(X—2)(x-3)=0 b)x-(2x—4)=0 c)(x+1)@2x-1)=0
d) (x—2)*=0 e) 72X — 6)(x +3) =0 ) (x—4)(x+3)=0
Sol: a)2,3;b)0,2;¢c)-1, 1/2; d) 2; ) £3; ) 4, 3.

Mediante la siguiente formula:

~b++b* - 4ac

ax’> +bx+c=0-— x=

2a
Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado:
a) X' —TIx+12=0 b) x> —9x +18=0 )X —5x+6=0
d)x*+8x+15=0 Q)X —6x—27=0 HX—6x+9=0
g) x> +6x=-9 h) 4x* + 4x =3 Nx*—9x+14=0
NXr—6x+8=0 k) 2 +10x—48 =0 1) x* = x=20
m) x> =5x+6 n)2x* - 5x+3=0 fi) x>+ 10x +25=0
0) X* +9=10x p) 3x* — 39x + 108 =0 Q)2 -9x+9=0
1) 3x° +2x =8 $)4x*+12x+9=0 t) 5x* + 1 = 6x
u) 6x° + 1 =5x V) 6X — 6 = 5X W) 2¢+7x+6=0
X)X*=2x+3 y) 4x* + 3 = 8x )X —X+1/4=0

Sol:a)3,4;b)3,6;¢)2,3;d)-5,-3;¢)-3,9; ) 3; g -3, h) 1/2,-3/2;1) 2, 7;j) 4, 2; k) 3,-8;
1)—4,5;m)6,-1;n)1,3/2;1)-5;0)1,9;p) 4,9; q) 3,3/2;1r)-2,4/3;5) -3/2; t) 1, 1/5;

u) 1/2, 1/3; v) -2/3,3/2; w) -2, -3/2 ; x) -1, 3; y) 1/2, 3/2; ) 1/2.

Resuelve las siguientes ecuaciones bicuadradas y bictbicas:

X' =5 +4=0 b)x'+2x*—3=0 X9’ +8=0

d)x° =26’ —27=0 e) X' +2x* —8=0 X' —4x>=0

g) 4 —17x*+4=0 h)9x* =3 +4=0 Hxt—6x*—27=0

DX+ -8=0 K x*—2x*—8=0 DXxC+28x+27=0

Sol:a)+1,+2;b) £1;¢) 2, 1;d) -1, 3; e) £1; ) 0, £2; g) +2, +1/2; h) £1/3, £2; 1) +3;j) 1, -2;
k) £2; 1)1, -3.

(Cuantas soluciones reales y diferentes pueden tener las siguientes ecuaciones de segundo grado?:

)X —16=0 b)x*+16=0 )X +X—6=0

d)X*+x+4=0 e)X +2x+1=0 f)x*—6x+9=0

)X +Xx-2=0 h)x*+2x-3=0 ) x> +5x+10=0

Sol: a) dos; b) cero; ¢) dos; d) cero; e) una; f) una; g) dos; h) dos.

Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado con denominadores:

2 -1 x-3 1

x* 3x+2 b) (x—3)2 - X1 oy €) = ——— =3x
) 1-2 -2 ) (x=37 == ) 3T
Ox il ss Xl X, g Xl 3ex_,

X 2X X+1 X X+1 x-1
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o) 3x—1—> = 1F3X hy x+4=2 iy x—2=2X23
X 4 X 3x
. 1 2 22X X2 5X
X+——=4 k) X —X=——— 2 427
) X+ ) N h5+2=7
m) x+2=3 n) x—2= 28 fy X329
X X 2 X X
6X X X 2 3x+10
0) 2Xx—-2=—--5 X(X+1D)—| x+=|=0 4=
) x-1 p) X(x+1) ( +2) q)3 X 3X
9(x-1 1 X-3 1
r) X+3=2X+1 s #=_ t) =——
x—1 3x* —2x-2 X 2(x=1) X

Sol: a) -2, -1;b) 4/3,7; ¢) 5/8, 0; d) —3/4,-1/2; ¢) -3, -1/2; ) -3, 0; g) 1,—4/3; h) £1; 1) 3, 1;
1) 3;k)—1/3,2/3;1)2,3; m) 1, 2; n) 4, 2; i) -2, 6; 0) —1/2, 3; p) 0, 1/2; q) -1, 4; r) £2;
s) 1/2,2/3;t) -1, 2.

7° Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado con denominadores:

X(x-3 2_
a) (x-3x-2)+ D (x-2p2 D e
) (x=3P X224 Box)(x=D) = (x=2> d) X3 43x-2—ax-2_3
3 X X X
8 2
e) 3x—;+(x—1)2=3(x—2)—(x—5) ﬂ%_xﬂzzx_(x_z)
g)L+3X+3X2—2=i+3X2 h) g XEE _dxvd 27X
X—1 x—1 3 3 X-3

Sol: a) 1,4;b)—2/3,4;¢c)-1,8/3;d) -5, 1;e) -2, 2; f) 1, 5/3; g) 5/3, 0; h) 2, 4.
8° Lasuma de un niimero y su cuadrado es 30. Hayalo. Sol: 5.

9° La suma de los cuadrados de dos niimeros consecutivos es 4141. ;Cuéles son esos numeros?
Sol: 45, 46.

10° Si de un numero se resta 3, y también se le anade 3, el producto de estos resultados es 72. Halla
el ntimero. Sol: 9.

11° Si se anade 49 al cuadrado de cierto nimero, la suma es igual al cuadrado de 11. ;Cual es el
numero? Sol: 9.

12° Si el lado de un cuadrado aumenta en 3 cm, su superficie aumenta en 81 cm”. Halla el lado del
cuadrado. Sol: 12.

13° Calcula el radio de un circulo sabiendo que si aumentamos el radio en 4 cm se cuadruplica su
area. Sol: R=4.

14° Hallar el perimetro de un cuadrado sabiendo que el area es 64 m®. Sol: 32 m.

15° Un campo rectangular tiene 80 m* de superficie y 2 metros de longitud mas que de anchura.
Halla las dimensiones. Sol: 8x10.
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Los lados de un tridngulo miden 5, 6 y 7 cm. Determina qué cantidad igual se debe restar a cada
uno para que resulte un triangulo rectangulo. Sol: 2.

La diagonal de un rectangulo mide 30 cm y las dimensiones de los lados son proporcionales a 3
y 4. Halla los lados. Sol: 18 y 24.

Las dimensiones de un ortoedro son proporcionales a 3, 4 y 5. Halla estas dimensiones sabiendo
que el volumen del ortoedro es 480 cm’. Sol: 6, 8, 10.

En un triangulo rectangulo el cateto mayor mide 3 m menos que la hipotenusa y 3 m mas que el
otro cateto. Hallar los lados y el area del triangulo. Sol: 12,9, 15; 54 m’.

Un lado de un rectdngulo mide 10 cm mas que el otro. Sabiendo que el area del rectangulo es de
200 cm?, hallar las dimensiones. Sol: 10x20.

Los lados de un tridngulo rectangulo tienen por medida en centimetros tres nimeros enteros
consecutivos. Halla dichos nimeros. Sol: 3,4y 5.

Un tridngulo rectangulo tiene de hipotenusa 10 cm. Hallar los catetos sabiendo que su diferencia
esde 2 cm. Sol: 8y 8.

En un recinto cuadrado de un parque hay una arboleda. Este recinto estd rodeado por un paseo de
5 m de ancho; el 4rea del paseo es 25 m* més grande que la del recinto cuadrado. Hallar el 4rea
de este cuadrado. Sol: 100 m”.

Una madre reparte entre sus hijos 24 monedas de euro en partes iguales. Si fuesen 2 hijos menos,
recibiria cada uno 2 monedas mas. ;Cuantos son los hijos? Sol: 6 hijos.

Varias personas viajan en un coche que han alquilado por 342 €. Pero se les agregan 3 personas

mas lo cual hace bajar en 19 € a lo que antes debia pagar cada persona. ;Cuantas personas iban
al principio en el coche? Sol: 6.
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Resolucion de sistemas de ecuaciones con dos incognitas:

1. Método de sustitucion:

El método de sustitucion consiste en despejar en una de las ecuaciones cualquier incognita,
preferiblemente la que tenga menor coeficiente, para, a continuacion, sustituirla en otra
ecuacion por su valor, logrando una ecuacion de primer grado.

Ejemplo:

Sea el siguiente sistema de ecuaciones:
3Xx+y=11
S5Xx-y=13

Comenzamos despejando una variable, por ejemplo la y en la primera ecuacion:
3X+y=11->y=11-3x
Sustituimos ahora en la segunda ecuacion y resolvemos:

SX=y=13->5x-(11-3x)=13 > 5x-11+3x=13 > 8 =24 > x=%=3
Una vez que hemos averiguado el valor de X, sustituimos en la ecuacion despejada de y:

y=11-3x—>y=11-33=2
Por tanto, la solucion del sistemaesX=3 ey =2.

Sea el siguiente sistema de ecuaciones:
3IXx—=y=7
{Zx +3y=12
Nuevamente, parece facil despejar y en la primera ecuacion:
3X—y=7—>-y=7-3x—>y=-7+3X

Sustituimos ahora en la segunda ecuacion y resolvemos:

2x+3y:12—>2x+3-(—7+3x):12—>2x—21+9x=12—>11x=33—>x:§:3

Y con el valor de X, sustituimos en la ecuacion despejada de y:
y=-T74+3X—>y=-7+33=2
Por tanto, la solucion del sistemaesXx=3 ey =2.

Sea el siguiente sistema de ecuaciones:

3X+2y=5
2X+3y =5
Despejamos una incégnita, por ejemplo la X de la segunda ecuacion:

5-3
2x+3y:5—>2x:5—3y—>x:—y
Sustituimos ahora en la primera ecuacion y resolvemos:

3x+2y:5_>3_5—23y 15-9y 4y _10_15-5y 10

+2y=5—>

— 515-5y=10
2 2 2 2 2

-5y=10-15->-5y=-5—> y:_—zzl
Y con el valor de Y, sustituimos en la ecuacion despejada de x:
X_5—3y _)X_5—3-1 2

Z-1
2 2 2

Por tanto, la solucion del sistemaesx=1¢ey=1.
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2. Método de igualacidn:

El método de igualacion se puede entender como un caso particular del método de
sustitucion en el que se despeja la misma incdgnita en dos ecuaciones y a continuacion se
igualan entre si ambas ecuaciones. Veamos unos ejemplos:

Ejemplo:

Sea el siguiente sistema de ecuaciones:
Ix+y=11
S5x-y=13

Despejemos ambas incognitas:
3X+y=11->y=11-3x S5X=y=13—->y=5x-13
Igualamos ahora y resolvemos:

113X = 5X—13 = —5X—3x = —13— 11 —> —8X = —24 > x = 24 _3

Sustituimos ahora en una de las ecuaciones despejadas de y:
y=11-3x—>y=11-33=2
Por tanto, la solucidn del sistemaes X =3 ey = 2.

Sea el siguiente sistema de ecuaciones:
3IXx—=y=7
{Zx +3y=12
Despejamos la y en ambas ecuaciones:
12-2x

3X—y=7—>y=3x-7 2x+3y=12>y=

Igualamos ahora y resolvemos:

12 -2x

3X-7= —33X=37=12-2X>9x-21=12-2X > 9x+2x=12+21

llx:33—>x:£:3
11
Y con el valor de X, sustituimos en una de las ecuaciones despejadas de y:
y=3Xx-7->y=-T7+33=2

Por tanto, la solucidn del sistemaes X =3 ey = 2.

Sea el siguiente sistema de ecuaciones:

3X+2y=5
2X+3y =5
Despejamos la y en ambas ecuaciones:
3x+2y=5—>y:5_3x 2x+3y:5—>y=5_32X
Igualamos ahora y resolvemos:
5-3x  5-2X -5
R —>3-(5—3x):2-(5—2x)—>15—9x:10—4x—>—5x:—5—>x:—5:1

Sustituimos ahora el valor de X en una de las ecuaciones despejadas y resolvemos:
5-3y 5-31 2
X=—> 2T 5>x="" ==
2 2 2

Por tanto, la solucion del sistemaesx=1¢ey=1.

—49 -



E7

ES8

E9

Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

3. Método de reduccién o método de Gauss:

Este método suele emplearse mayoritariamente en los sistemas
lineales, siendo pocos los casos en que se utiliza para resolver
sistemas no lineales. El procedimiento, disefiado para sistemas con
dos ecuaciones e incognitas, consiste en transformar una de las
ecuaciones (generalmente, mediante productos), de manera que
obtengamos dos ecuaciones en la que una misma incoégnita aparezca
con el mismo coeficiente y distinto signo. A continuacién, se suman
ambas ecuaciones produciéndose asi la reduccion o cancelacion de

dicha incognita, obteniendo asi una ecuacion con una sola incognita, J. C. F. Gauss
donde el método de resolucion es simple. Veamos unos ejemplos: (1777 — 1855)
Ejemplo:
Sea el siguiente sistema de ecuaciones:
Ix+y=11
5x—y=13
Sumamos entre si ambas ecuaciones:
3x+y=11
+ S5x—-y=13

8x  =24—>x=24/8=3
Sustituyendo ahora el valor de X en una de las ecuaciones:
33x+y=11-33+y=11>y=11-9=2
Por tanto, la solucidn del sistemaes X =3 ey = 2.

Sea el siguiente sistema de ecuaciones:
IX—y=7
2x+3y =12
Multiplicamos la primera ecuacion por tres y acto seguido sumamos ambas ecuaciones
logrando asi eliminar la y:
IX—y=7 Ox-3y=21 Ox-3y =21
- -
2x+3y =12 2X+3y =12 + 2Xx+3y =12
11x  =33->x=33/11=3

Sustituyendo ahora el valor de X en una de las ecuaciones:
2X+3y=12—>523+3y=12>53y=12-6>3y=6>y=6/3=2
Por tanto, la solucion del sistemaesX=3 ey =2.

Sea el siguiente sistema de ecuaciones:
3X+2y=5
2Xx+3y=5

Para eliminar la y, multiplicamos la primera ecuacion por 3 y la segunda por 2, y luego
las restamos entre si:

3X+2y=5 Ox+6y=15 Ox+6y=15
- -
2x+3y=5 4x+6y=10 - 4x+6y=10
5X =5 ->x=5/5=1
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Sustituimos ahora el valor de X en una de las ecuaciones y calculamos la y:
OX+6y=15>91+6y=15—>6y=15-9>6y=6—>y=6/6=1
Por tanto, la solucion del sistemaesx=1¢y=1.

Ejercicios:
1° Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:
=2 3x+2y=3 2 3 -y=5
2) X+Yy b) X+2y 0 X+Yy= 4 X—y
2x-y=1 -X+y=-1 -X+y=-3 2X+2y=2
X+y=1 X—y=3 4x -3y =35 X+y=1
e) 5 f) g h)
X—y=-1 - X+3y=-1 x+5y—1 3X+2y=0
L |5x—-y=3 13x+2y=5 X+ 5x—-6y=3
i) 5 ) k) D
X—=2y=-2 7x+y=28 2x y=23 TX=2y =17
2X+y=9 3X+y=6 3IX—y=-5 SXx+3y=-1
m) n) n) 0)
X—y=3 2x =3y =-7 2x+y=0 3X+5y=-7
12x-7y =3 4x+12y =-8 3X+5y =12 7x=3y=-5
p) Q) ) s)
15x -3y =21 S5X-y=6 S5x+3y=4 5X+y=9
2(x=3)=2y 5x+2)=y 3X+y=5 2X+y=-5
t) u) V) W)
2X—-y=5 2x+y=3 2(x+1)=2y 3(x-2y)=15
3x=3(y-1) 2(3x—-2)=-5y X=2(4-Y)
X) y) z)
2=2(2x-Y) 32x+3y)=12 y-3=x-5

Sol:a)x=1,y =1;b)x=1,y =0;¢c)x=2,y =-1;d)x=3,y =-2;¢)x=0,y =1;
Hx=4,y =1;g)x=2,y =1;h)x=-2,y =3;)x=1,y =2;))x=1,y =1;
kyx=10,y =-3;)x=3,y =2;m)x=4,y =1;n)x=1,y =3; 1) x=-1,y =2;
0)Xx=1,y =-2;p)x=2,y =3;q)x=Ly =-1;r)x=-1,y =3;s)x=1,y =4;
)x=2,y =—Lux=-1y =5v)x=1,y =2;w)X=-1,y =-3;x)Xx=2,y =3;
y)X=-1,y =2;z)x=4,y =2.

2° Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

) X+3y=x-6 b 3(x=2y+1)=-3y ) 4x-y=3(x=3+Y)
a C
X=1=2y+2X X+5y=2x+3y+3 3X+5y =-3x+2y
®{§+§ 8 ){xx—W=2x+1 D{;+§3
€

>3 4x—-15y =-2x 375

X-3y=6 3IX=6Yy X+2y=9
ARSI Wax_3y_ R ET

3 2 2 4

3Xx+2y=0 2x—y_4 X+5y =2X
) §+2_y__1 k) x 1) <3x 3 9

2 3 T 2x+3y=4 DR

Sol: a)x=3,y =-2;b)

X=
f)X:_37y :6:g)x
kKyx=-1,y =2;1)x

1,y
9,y =
5,y

2

2;0)x=-1,y =2;d)x=2,y =6;e)Xx=-5,y =2
Lhx=4y =2;i))x=1,y =4;j))x=2,y =-3;
1.
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3° Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

x+1_, X=y Xty _ X y_,
y 2 3 6 4
a) b) c)
_X :1 2X_3_y= %_lzﬂ
y+1 10 6 15
X =3y 2y _ 2x—y=1
dl2x 7y ¢) 43X =4 plax y
— = +3 [t A
3 5 y—6:X—1 3 5
X+
g h) i)
3 4 343y 7
x+y-2_ 1
N L) *__, 1 X—y 3
Dyx+y k) §2x+y 5 b1, L
3X=2y=x-2 2x+3y =3 Xry=o L
2y —X 11
Sol:a)x=3,y =2;b)x=2,y =4,¢)x=3,y =-2;d)x=15,y =5,¢)x=2,y =7,

Hx=3,y =5¢gx=6y =4 h)x=3y =2 i)x=4y =4j)x=2,y =3;
kyx=3,y =-1;)x=-1,y=5.

4° Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones (se recomienda usar Gauss o reduccion):

X—y+2=0 3IXx-2y+4z=1 2X—-y+z=5
a) {X+2y+2z=7 b) s Xx—-y—-2z=0 C){3x—y—-z=2
X—y—2=-2 3IXx=2y—-z=1 2X+y+z=3
X+y+2z=3 X+y+z=2 4X-3y+2z2=-7
d)q3x-y+z=2 e) {3x+2y—-z=-1 f) <2X—y+5z2=2
X—-2y-2=-3 2X+5y+3z=3 X=y+z=-2
X+y-2z=-1 3X—y+z=3 X-y+2=0
g) 3Xx-y+z=-4 h) 12x+y—-z=2 1) <2x—-y+2z=1
2X+2y—-z=1 X+y+z=3 X+2y—z=5
X—y+z=2 3IX—y+z=4 X—y+z=3
J)33x=2y—-z=3 k) x+y-z=0 ) 2Xx—-y+2z=8
X+y-3z=0 X+2y+2z=-1 X+y+2z=8
X+y=1 3x+2y=1
m)<y+z=0 n) < Xx—-2y=3
X+z2=3 y—z=0
Sol:a)x=1,y=2,z=1;b)x=1,y=1,2=0;¢c)x=1,y=-1,2=2;d)x=2,y=3,2=-1;
e)x=1y=-1,z=2;)x=0,y=3,z=1; g x=-1,y=2,z=1;h)x=1,y=1,2=1;
Nx=2,y=1z=-1L;)x=2,y=1Lz=1;kx=1,y=-1,2=0; ) x=4,y=2,2=1;
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5% Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones (se recomienda usar Gauss o reduccion):

X+X=7
2

X
—+2y+z2=2
> y

d){ x+y-2z=1

VA
X—y+==—1
b

Z.ﬁ.l_}_izg
2 3 4
b) < X-2y+z2=6
Xy z_
3 2 4
Xt v
3
e)y X+y—-z=1
YL 42
2

x+l_y+2_,
2 4
o X1, y+z )
3 2
x+d %=1
4
X+y=5z
3
X+2y—-2z=3

Sol:a)x=4,y=6,2=4;b)x=6,y=6,2=12;¢c)x=1,y=2,2=2;d)x=0,y=1,2=0;
e)x=3,y=4,2=6;H)x=5,y=0,z=1.

6° Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones (se recomienda usar Gauss o reduccion):

X+y+z+t=2
2X+y-2z+3t=-5
a)—x—3y+z—t:2
3IX—y—-z+t=0
X+y+z+u=10
2X+5y+3z-3u=24
3X—2y+5z+8u =31

5Xx+3y—4z+6u=20

X+y—-u=5
3IX-2y+t=4

g X+z-u=3
2X-2y+z+u=-1

X-2y—-z=1
Sol: a)x=1,y=0,z=
dyx=4,y=2,z2=
z

X—=y+2z-t=0
3IX=2y—-z+t=5
b)
X+y—-2z+t=4
—X—y+z+t=-2

X=3y+z+t=-4

3X+2y—-62=12

e) x t
AT
3X+6y—62+2t=24
7x—-2z+3u=17
4y-2z+t=11

h) -3x+5y—-2u=8
4y -3u+2t=9

32+8u =33

X=y+2z-3t=5

2X+y—-z-t=-+4
c)

X+y+z-t=2

—X+2y+2z+t=4

3x+4z=20

5x-2u=18
f)

4z2+9y =35

6x—-7u=17

2,t=-1;b)x=2,y=1,2=0,t=1;¢c)x=4,y=-3,2=5,t=4;
J,u=lLe)x=4,y=3,z2=1,t=0; ) x=4,y=3,z=2,u=1;

g x=2,y=1z=-1,t=0,u=-2;h)x=2,y=4,z=3,t=1,u=3.

7°  Dos numeros suman 38. Si el primero le dividimos entre 3 y el segundo entre 4, los cocientes se

diferencian en 1. Halla el valor de dichos numeros. Sol: 18, 20.

8° Una pluma y su carga cuestan juntas 6 €. La pluma cuesta 4 € mas que la carga. ;Cuéanto cuesta

la pluma y cuanto cuesta la carga? Sol: 5 € la pluma y 1 € la carga.

9° Tres numeros son tales que: el segundo més 1/4 del primero suman 68; la mitad del tercero mas
3/4 del primero suman 64; y el tercero mas 1/4 del segundo suman 95. Obtener dichos numeros.

Sol: 32, 60, 80.
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Reparte 140 € entre tres personas, de manera que la primera reciba 10 mas que la segunda, y
ésta reciba 20 € mas que la tercera. Sol: 60, 50, 30.

Halla tres nimeros naturales consecutivos sabiendo que la suma de la mitad del primero mas los
2/3 del segundo dan como resultado el tercero. Sol: 8, 9, 10.

La suma de dos nimeros es 16 y su diferencia 4. Hayalos. Sol: 10, 6.

La suma de las cifras de un nimero menor que 100 es 12. Si se permutan las cifras, el nuevo
namero supera al anterior en 18 unidades. Hallar el nimero. Sol: 57.

Divide 180 en dos sumandos de modo que al dividir la mayor sea el doble de 1a menor.
Sol: 120, 60.

Divide 33 en dos sumandos de tal forma que al sumar 2/5 del primero y 1/3 del segundo dé 12.
Sol: 15, 18.

La diferencia de dos numeros es 1/6. El triple del mayor menos el duplo del menor es 1. Halla
dichos niimeros. Sol: 2/3 y 1/2.

Un tridangulo tiene 33 cm de perimetro y es semejante a otro cuyos lados son 2 cm, 4 cmy 5 cm.
(Cuales son las dimensiones del triangulo? Sol: 6, 12, 15.

Los angulos de un triangulo son proporcionales a los nimeros 2, 2 y 4. Halla los valores de los
angulos. Sol: 45, 45, 90.

Un triangulo es semejante a otro cuyos lados son 3, 4 y 6. Halla los lados sabiendo que su
perimetro es 48 cm. Sol: 12, 16, 20.

El area de un campo rectangular es 240 dm®. La diagonal del campo mide 26 m. Halla sus
dimensiones. Sol: 10, 24.

Se han comprado 6 kg de azicar y 3 kg de café por un coste total de 8.4 €. Sabiendo que 3 kg de
azucar mas 2 kg de café cuestan 4.8 €, hallar el precio del kilogramo de azlicar y el del café.
Sol: 0.8y 1.2 €.

Se mezcla una cierta cantidad de café, cuyo precio es de 34 € el kilo, con 80 kilos de otro
café cuyo precio es de 50 € el kilo, con el fin de obtener una mezcla que pueda venderse a 44
€ el kilo. Cuantos kilos de café de 34 € deben emplearse en la mezcla? Sol: 44 kg.

Un lingote de oro cuesta 12000 € y pesa 2 kg, un lingote de plata pesa kilo y medio y su coste
en el mercado es de 3000 €. Una corona de masa 1.5 kg se ha fabricado con una mezcla de oro
y plata y le ha costado al joyero 7000 €. Calcular la cantidad de oro en la misma. Sol: 1 kg.

Se quieren mezclar vino de 60 € con otro de 35 €, de modo que resulte vino con un precio de
50 € el litro. ;{Cuantos litros de cada clase deben mezclarse para obtener 200 L de la mezcla?
Sol: 120 litros de 60 €/L y 80 litros de 35 €/L.

Tenemos la opcidon de comprar dos clases de una mercancia de precios diferentes. Disponemos
de 300 €. Si compro 10 kg de la primera clase podemos comprar 2 kg de la segunda, pero si
compramos 5 kg de la primera clase solamente podemos comprar 4 kg de la segunda. ;Cual es
el precio de cada una de las clases de dicha mercancia? Sol: 20 €/kg, 50 €/kg.
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Se sabe que la Coca Cola de botella cuesta un euro por litro, y que una botella de ginebra 10
€ el litro. Un empresario desea producir cubatas de 1 € de valor y de cuarto de litro de
volumen. ;Qué cantidad de ginebra empleara? Sol: 0.075 L.

Un crucero tiene habitaciones dobles (2 camas) y sencillas (I cama). En total tiene 47
habitaciones y 79 camas. ;Cudantas habitaciones tiene de cada tipo?
Sol: 15 individuales y 32 dobles.

Mi padrino tiene 80 afios y me cont6 el otro dia que entre nietas y nietos suman 8 y que si les
diese 1000 ptas a cada nieta y 500 a cada nieto se gastaria 6500 ptas. ;Cuantos nietos y nietas
tiene mi padrino? Sol: 5 nietas y 3 nietos.

En un corral hay conejos y gallinas; en total, 25 cabezas y 80 patas. Calcula el nimero de
animales de cada clase. Sol: 15 conejos y 10 gallinas.

En una granja se crian gallinas y cerdos. Si se cuentan las cabezas son 50, y las patas son
134. ;Cuantos animales hay de cada clase? Sol: 17 cerdos y 33 gallinas.

En una lucha entre moscas y araias intervienen 42 cabezas y 276 patas. ;Cuantos luchadores
habia de cada clase? (Recuerda que una mosca tiene 6 patas y una arafia 8 patas).
Sol: 25 moscas y 17 arafas.

En la granja se han envasado 300 L de leche en 120 botellas de 2 y 5 L. ;Cuantas botellas de
cada clase se han usado? Sol: 100 botellas de 2 L y 20 botellas de 5 L.

Tengo 30 monedas. Unas son de cinco céntimos y otras de un céntimo. ;Puedo tener en total
78 céntimos? Sol: Si.

En una bolsa hay 16 monedas con un valor de 220 ptas. Las monedas son de 5 y 25 ptas.
(Cuantas monedas hay de cada valor? Sol: 9 de 5 ptas y 7 de 25 ptas.

La madre de Ana tiene triple edad que ella, y dentro de 10 afios sélo tendra el doble de la que
entonces tenga su hija. ;Qué edad tiene cada una? Sol: 30, 10.

Juan tiene 3 afios mas que su hermano, y dentro de 3 afios la suma de sus edades sera de 29
afos. {Qué edad tiene cada uno? Sol: 19, 13.

Hace 5 afios la edad de un padre era el triple de la de su hijo, y dentro de 5 afios sélo sera el
duplo. ;Cuales son las edades del padre y del hijo? Sol: El padre 35 y el hijo 15.

La suma de las edades de mi abuelo y mi hermano es de 56 afios. Si mi abuelo tiene 50 afios
mas que mi hermano, ;qué edades tienen cada uno? Sol: 53 el abuelo y 3 mi hermano.

La suma de las edades de 3 personas es de 112 afios. La mediana tiene 8 afios mas que la joven,
y la mayor tiene tantos como las otras dos juntas. ;Qué edad tiene cada una? Sol:

El otro dia mi abuelo de 70 afos de edad quiso repartir entre sus nietos cierta cantidad de

dinero. Si nos daba 300 € a cada uno le sobraba 600 € y si no daba 500 € le faltaba 1000 €.
(Cuantos nietos tiene? ;Qué cantidad queria repartir? Sol: 8 nietos y 3.000 €.
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Un empresario contrata un nimero de empleados por 660 €. Otro empresario contrata un
empleado mas, pero paga 5 € menos por cada uno de ellos y emplea la misma suma. Hallar el
numero de empleados y lo que gana cada uno. Sol: 11 empleados a 60 €.

Entre dos clases hay 60 alumnos. Si el nimero de alumnos de una clase es el 5/7 de la otra,
(cuantos alumnos hay en cada clase? Sol: 35, 25.

Hallar la cantidad de vino que hay en dos vasijas, sabiendo que los 2/5 de la primera equivalen a
los 2/3 de la segunda y que la mitad de la primera contiene 5 | menos que la segunda.
Sol: 50, 30.

Se ha comprado un numero de objetos del mismo precio, por valor de 240 €. Si cada objeto
costase 4 € menos, por el mismo dinero habriamos comprado 10 objetos mas. ;Cuédntos objetos
se han comprado y cuanto ha costado cada uno? Sol: 20 objetos, 12 €.

Un obrero ha trabajado en dos obras durante 40 dias. En la primera cobra 50 € diarios, y en la
segunda 75 € diarios. Sabiendo que ha cobrado en total 2.375 €. ;Cuéntos dias ha trabajado en
cada obra? Sol: 25, 15.

Al iniciar una batalla, los efectivos de los dos ejércitos en contienda estaban en la razon de 7 a 9.
El ejército menor perdié 15000 hombres y el mayor 25000. La relacion de efectivos quedo, por
efecto de dichas bajas, en la de 11 a 13. Calcular el nimero inicial de soldados de cada ejército.
Sol: 90000 y 70000.

Un padre tiene 30 afios mas que su hijo, y dentro de 5 afios la edad del padre sera triple de la del
hijo. ;Qué edad tiene cada uno? Sol: 40, 10.

Sabemos que mi tio tiene 27 anos mas que su hijo y que dentro de 12 afios le doblara la edad.
¢ Cuantos afos tiene cada uno? Sol: Mi tio 42 y mi primo 15 afios.

Un bisabuelo le dijo a su bisnieta. "Hoy tu edad es 1/5 de la mia y hace 7 afios no era mas
que 1/7". ;Qué edad tienen el bisabuelo y la bisnieta? Sol: 105 el bisabuelo y 21 la bisnieta.

Juan y Roberto comentan: Juan: "Si yo te tomo 2 monedas, tendré tantas como ta"
Roberto: "Si, pero si yo te tomo 4, entonces tendré 4 veces mas que ti". ;Cuantas monedas
tienen cada uno? Sol: Juan tiene 8 monedas y Roberto 12 monedas.

En una reunion de chicas y chicos, el nimero de éstas excede en 26 al de aquellos. Después de
haber salido 12 chicos y 12 chicas, quedan doble de éstas que de aquéllos. Halla el nimero de
chicos y chicas que habia en la reunion. Sol: 32 chicas y 22 chicos.

Un granjero cuenta con un determinado nimero de jaulas para sus conejos. Si introduce 6
conejos en cada jaula quedan cuatro plazas libres en una jaula. Si introduce 5 conejos en cada

jaula quedan dos conejos libres. ;Cuantos conejos y jaulas hay? Sol: 6 jaulas y 32 conejos.

Un nimero esta formado por dos cifras cuya suma es 9. El nimero invertido es igual al nimero
dado mas 9 unidades. Hallese dicho nimero. Sol: 45.

Un namero consta de dos cifras cuya suma es 15. Si se toma la cuarta parte del nimero y se le
agregan 45 resulta el nimero invertido. ;Cual es ese nimero? Sol: 96.
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Hallar una fraccion tal que si se afiade 1 al numerador se convierte en 1/3 y afiadiendo 1 a su
denominador sea igual a 1/4. Sol: 4/15.

Encontrar un quebrado tal que afiadiendo 7 a los términos de la fraccion de 5/7 y quitando 5 a
los términos de 1/2. Sol: 13/21.

Un frutero lleva al mercado 8 kg de manzanas, 10 de peras y 15 de naranjas, y lo vende todo ello
en 34 €. Otro lleva 10 kg de manzanas, 12 de peras y 10 de naranjas, cobrando por todo 31.6 €.
Un cliente compra 1 kg de cada clase de fruta y paga 3 €. ;A como estaban los precios de cada
clase de fruta aquel dia? Sol: 1 €/kg manzana, 0.8 €/kg pera, 1.2 €/kg naranja.

Calcular el mimero de monedas que tiene cada uno de los amigos José, Luis e Ivan, sabiendo
que si Ivan diese 5 a José tendrian las mismas; si José diera 5 a Luis, éste tendria el cuadruple
que José; ademas se sabe que Luis tiene la tercera parte del nimero de monedas que poseen los
tres. Sol: 10, 15, 20.

Un hotel adquirié un total de 200 unidades entre almohadas, mantas y edredones, gastando
para ello un total de 7500 €. El precio de una almohada es de 16 €, el de una manta 50 € y el
de un edredon 80 €. Ademas, el nimero de almohadas compradas es igual al nimero de
mantas mas el nimero de edredones. Cuantas almohadas, mantas y edredones ha comprado el
hotel? Sol: 100 almohadas, 70 mantas y 30 edredones.

Una empresa instala casas prefabricadas de tres tipos A, B y C. Cada casa de tipo A necesita
10 horas de albafiileria, 2 de fontaneria y 2 de electricista. Cada casa de tipo B necesita 15
horas de albaifiileria, 4 de fontaneria y 3 de electricista. Cada casa de tipo C necesita 20 horas
de albaiiileria, 6 de fontaneria y 5 de electricista. La empresa emplea exactamente 270 horas
de trabajo al mes de albaiileria, 68 de fontaneria y 58 de electricista. ;Cudntas casas de cada
tipo instala la empresa en un mes? Sol: 10 casas tipo A, 6 casas tipo B y 4 casas tipo C.

Un agricultor tiene repartidas sus 10 hectareas de terreno de barbecho, cultivo de trigo y
cultivo de cebada. La superficie dedicada al trigo ocupa 2 hectareas mas que la dedicada a la
cebada, mientras que en barbecho tiene 6 hectareas menos que la superficie total dedicada al
cultivo de trigo y cebada. ;Cuantas hectareas tiene dedicadas a cada uno de los cultivos y
cuantas estan en barbecho? Sol: 2 hectareas de barbecho, 5 de trigo y 3 de cebada.

Un hipermercado inicia una campafia de ofertas. En la primera de ellas descuenta un 4% en
un cierto producto A, un 6% en el producto B y un 5% en el producto C. A las dos semanas
pone en marcha la segunda oferta descontando un 8% sobre el precio inicial de A, un 10%
sobre el precio inicial de B y un 6% sobre el precio inicial de C. Se sabe que si un cliente
compra durante la primera oferta un producto A, dos B y tres C, se ahorra 16 € respecto del
precio inicial. Si compra tres productos A, uno B y cinco C en la segunda oferta, el ahorro es
de 29 €. Si compra un producto A, uno B y uno C, sin ningun tipo de descuento, debe abonar
135 €. Calctlese el precio de cada producto antes de las ofertas.

Sol: A cuesta 25 €, B cuesta 50 € y C cuesta 60 €.

Una empresa desea disponer de dinero en efectivo en euros, dolares y libras esterlinas. El
valor total entre las tres monedas ha de ser igual a 264000 €. Se quiere que el valor del dinero
disponible en euros sea el doble del valor del dinero en ddlares, y que el valor del dinero en
libras esterlinas sea la décima parte del dinero en euros... Si se supone que una libra esterlina
esigual a 1.5 € y un dolar es igual a 1.1 €, se pide determinar la cantidad de euros, dolares y
libras esterlinas que la empresa ha de tener disponible. Sol: 165000 €, 75000 $ y 11000 £.
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Cuatro colegiales llamados Luis, Javier, Enrique y Fermin se juntan en el recreo para
intercambiar cromos. Fermin tiene cinco cromos mas que Luis y Javier juntos, Enrique tiene
el doble de cromos que Javier, y Javier tiene 90 cromos menos que Fermin y Enrique juntos.
Calcula los cromos que tienen entre los cuatro. Sol: 175 cromos.

Luis, Juan y Oscar son tres amigos. Luis le dice a Juan: Si yo te doy la tercera parte del
dinero que tengo, los tres tendremos la misma cantidad. Calcular lo que tienen cada uno de
ellos sabiendo que entre los tres retinen 60 €. Sol: Luis 30 €, Juan 10 € y Oscar 20 €.

Calcular las edades actuales de una madre y sus dos hijos sabiendo que hace 14 afos la edad
de la madre era 5 veces la suma de las edades de los hijos en aquel momento, que dentro de
10 afios la edad de la madre serd la suma de las edades que los hijos tendran en ese momento
y que cuando el hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor tendra 42 afos.
Sol: Madre 44 aios, los hijos 18 y 16 afios.

Un almacenista dispone de tres tipos de café: el A, a 980 ptas/kg; el B, a 875 ptas/kg; y el C,
a 950 ptas/kg. Desea hacer una mezcla con los tres tipos de café, para suministrar un pedido
de 1050 kg a un precio de 940 ptas/kg. ;Cuéntos kilos de cada tipo de café debe de mezclar,
sabiendo que debe poner del tercer tipo el doble de lo que ponga al primero y del segundo
juntos?. Sol: 400 del tipo A, 300 del tipo B y 350 del tipo C.

Ecuaciones irracionales:

Son ecuaciones en las que una incognita se encuentra en el interior de un radical. En los
presentes ejercicios, trataremos las ecuaciones irracionales con raices cuadradas, por ello
en la resolucion de estas ecuaciones, debemos generalmente elevar al cuadrado para
disolver las raices. Esta operacion puede generar soluciones falsas, por lo que deberemos
confirmar si son verdaderas las soluciones finalmente obtenidas o por el contrario son
falsas. Veamos unos ejemplos de resolucion de ecuaciones irracionales:

Ejemplos:

Resuelve las siguientes ecuaciones irracionales:

J;+x=6

Solucion: Este caso es excepcional, en él podemos aplicar un cambio de variable que
permite convertir la ecuacion irracional en ecuacion de segundo grado:

t2=X t:\/;
Veamos como queda:
IX+X=6>t+t>=6>t>+t—-6=0

N e e N E VS Y PR/ L S ET S A -
t=—=>=2

Ahora recambiamos la variable:
t=-3—->x=(-3)"=9
X=t> > E )
t=2—>x=2"=4
Ahora comprobaremos si son verdaderas o falsas las soluciones con la ecuacion original:

X=9>J/94+9=6-12%6 X=4—>Vd+4=6->6=6
X =9 falsa X =4 verdadera
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Resuelve la siguiente ecuacion irracional:

X=2=x-2

Solucién: Para disolver una raiz, debemos elevar al cuadrado la ecuacion:

2
X=2=X-2—>(VX=2) =(x=2)" > X=2=X"—4X+4 > X —5X+6=
2 2(\/2)(2)2 2=x2—4x+4 - X2 —5X+6=0

5+1
‘o 5+/(=57 —416  5+25-24 5+1 5+1 N =7 =3
241 2 2 2 5-1
X=—m=2
2
Ahora comprobaremos si son verdaderas o falsas las soluciones con la ecuacion original:
X=3—>+3-2=3-2->1=1 X=2—>+2-2=2-2-50=0
X =3 verdadera X = 2 verdadera

Resuelve las siguientes ecuaciones irracionales:

a) V2x+3 =x-2+2 b) VX2 +1=X++/x+1

Solucion: a) Para disolver una de las raices, elevamos al cuadrado:
2 2
V2x+3 =x=2+2 5 (V2x+3) =(Vx=2+2) 5> 2x43=x-2+4x-2+4>

2 2X+3-X+2-4=4VX-2 > X+1=4+/x-2
Elevamos otra vez al cuadrado para eliminar la segunda raiz:

2
X+1=4X=2 - (x+1)° :(4-\/x—2) X +2x+1=16(X=2) = X* —14x+33=0
14+8

L MAE(C14)° 4133 1441196132 _14+64 _ 14£8 x=— =
21 2 2 2 14-8
x=——=3

Ahora comprobaremos si son verdaderas o falsas las soluciones con la ecuacion original:
X=3—>+23+3=+3-2+2>3=3 Xx=11->+211+3=+11-2+2—>5=5
X = 3 verdadera X =11 verdadera

b) Nuevamente, para disolver una de las raices, elevamos al cuadrado:

2
VX2 +1 = X+~/x+1 —>(x/x2+1) :(x+ x+1)2 =X +1= X +2XVX+ T+ X+1—
X2 +1= X" = X=1=2XJX+1 = =X =2Xx/X+1

Elevamos otra vez al cuadrado para eliminar la segunda raiz, y resolvemos factorizando:

2 _ —
_XZZX\/X+1_)(_X)2:(2X“’X+1)2—>X2:4X2(X—|—1)—) X" =0—>x=0
1=4(x+1) > x=-3/4

Ahora comprobaremos si son verdaderas o falsas las soluciones con la ecuacion original:

2
X=0—->v0>+1=0+/0+1>1=1 x=—>_ |[=3 +1=—§+,/—3+1
_ 4 4 4 4
X = 0 verdadera
25 3 \F 5 1
— =t > —F——
16 4 N4 "4 4

X =-3/4 Falsa
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Ejercicios:
1° Resuelva las siguientes ecuaciones irracionales:

a) X+/x =30 b) V7 -3x-x=7 ¢) 5vX +3=2x
d) 3J6x+1-5=2x ) 1+/x+1=x/3 ) —/x =x+1
g) V2X+5+6=3x+3 h) V/3x-2-4=0 1) V2x+1=x-1
. 3 6

J)\/;_\/m k) Vx-8=2 ) 5-3x+1=0

m) 7+:/5x-2=9 n) Vox* -5 -3x=-1 fi) VX* —2X+1=9-X

0)15-3Y7x-1=12 ) \/4x—11:7\/2x—29 Q IN2x=2 =
Sol: a) 25;b)-3;¢) 9, 1/4; d) 8, 1/2; ¢) 15, 0; f) sin soluciones; g) 2/9, 2; h) 6;1) 4, 0; j) 4;
k) 12;1) 8; m) 2; n) 1; 1) 5; 0) 4; p) 15; q) 33.

2° Resuelva las siguientes ecuaciones irracionales:

30

40

50

60

a) VX +1=/x+9 b) VXx+4 =3-+/x-1

¢) VAX+5—3x+1=1 d) V2x-1+~/x+4 =6

&) VV2x—1+/x+4 =6 f) V¢ = 2% = Jx

g) VX =3 +/x+4 =+4x+1 h) 2v/x+4 =/5x+4

i) V3x+10 =1++/3x+3 j)ﬁ+\/§=\/ﬁ

k) V8X—4 = /6x—5 +2x—9 ) \/2X—1+\/2X+1=\/%
m) \/%—V@(H:%/& n) Vx+6 +v/x+11=/5-10x
7)) VOVI5—X = 682X +3 0) VX+6+/Xx+1=7x+4

P) V8X+9 /18X +34 +/2x+7 =0 q) VX+6 =9%+70 =—2/x+9

Sol: a) 16;b) 13/9; ¢) 5, 1;d) 5;¢) 221; ) 0, 3; g) 12; h) 12;1) 2;j) 4; k) 5; 1) 5/8;
m) 4/3;n) -2; 1) -1, 0) 3;p) 9; q) -5;

Resuelva las siguientes ecuaciones irracionales:

\/—2 Jx+1 \/_+4J_+11 J_zzfs
J_+4&+13 \/—2 Jx-1 \/_+22\/—1

Sol: a)25;b)9;¢) 9.

Resuelva las siguientes ecuaciones irracionales en funcion del parametro a:
a) Vx—a++/x+a=+/4x-2a b) Vx+4a—-+/x+2a-1=1
Sol: a)a; b) (a—1)".

Resuelva la siguiente ecuacion irracional en funcion de los parametros a 'y b:

Jx—4ab =-2b++/x

Sol: x=(a+b)’.

(Qué numero aumentado en 3 unidades su raiz cuadrada da 12? Sol: 81.
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Ejercicios de sistemas de ecuaciones no lineales.

1° Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

2 2: :7 2 2:
2) X“+y =25 b) {X+y 0 X" +y =169
X+y:7 X'y:12 X+y:17
X 5
—== X+y=1 2x+y=3
AR {x +y2 =2 f){ =2
x2+y>=1184 yrey= Ky’
LZ+L2:13 o _+_:13
X X = RS
o) y h) y-y’ i)
11, 2X+y=3 g_g=3
X Yy X
.| xy=28 2x+y* =5 5x +7y 61
) |2y )
X2 +y* =65 5x=9+y Xy =
{x+xy+y_11 0 X2 +y2+x-5y=24 ) x2+y +3x+y =20
Xy =06 X+y=7 X—-y=2
x> +3xy =22 X*+y>+9x+14=0 x> +2xy =24
) g <Y Q o
X+y=5 y> =16+4x Yy +xy=5
x> +y>—2xy =0 X +y’+xy=52 X’ -y =
r){ Y2 S){ y>+Xy = t){ y =
X" =y +2xy=2 X+y=28 X=y=5
x> +y’ =61 X' —y>=55 2xy—-3y-3=0
u) V) W2
Xy—-30=0 Xy =24 y —4xy+15=0
X’ +y +8=0 8x =y’ X—y=9
X) y) 7) _
-6x=0 2X-y=8 Xy =90

Sol: a)x 3,y=4;x=4,y=3;b)x=3,y=4;x=4,y=3;¢c)x=5,y=12;y=5,x=12;

d)x=20,y=28;x=-20,y=-28;e)x=0,y=1;x=
Hx=y=1;x= 7/5 y=1/5; g)x—l/
hyx=y=1;x=3/2,y=0;j) x=4,y=T7;x=-4,y=

_lay:2;
y= /2;x=—1/2,y=—1/3; )x=1/2,y=2/3;
~I;x=T,y=4;x=-7,y=-4,

K)X=2,y=1;x=3825,y=—7/5; 1) x= 1,y = 8; X = 56/5, y = 5/7;
m)xzzay:3;X:3ay:2;n)xz_17y:8;X:55y:2;ﬁ)xz3ay:I;X:_37y:_5;

0)Xx=1122,y=-1/2;x=2,y=3;p) X=

—3=y:i2§CDX:4ay:1§X:_4ay:—1:

NX=Ly=1Lx=1Ly=-1;8)x=6,y=2;x=2,y=06;t) Xx=45,y =40,
)x=13,y==x11;x=-13,y==x11;x=11,y=+13; x=-11,y =%13;

W) X=6,y=5Xx=-6,y=-5;x=5v2,y=3J2;x= =52, y= -32;
v)x=8,y=3;x=—8,y=—3;w)x=2,y=3;x)x=4,y=i\/ﬁ;x=2,y= i\/ﬁ;
y)X=y=8;x=2,y=-4;x=15,y=6;x=-6,y=—-15.

2° Resuelve el siguiente sistema por el método de reduccion:
{xz +y? =74
X2 —3y? =23
Sol: x=7,y=45;x=-7,y =45,
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Hallar dos nimeros naturales cuya diferencia es 8 y cuyo producto es 105. Sol: 7, 15.
Dos niimeros suman 52 y sus cuadrados 1354. Hallarlos. Sol: 25, 27.

La diferencia entre los cuadrados de dos nimeros consecutivos es 17. ;Cudles son dichos
numeros? Sol: 8 y 9.

Dos niimeros suman 22 y la diferencia de sus cuadrados es 44. Halla estos nimeros. Sol: 10, 12.
Dos nimeros suman 65 y la diferencia de sus cuadrados es 325. Calculados. Sol: 30, 35.

Halla dos numeros sabiendo que su suma es 15 y la diferencia de sus cuadrados 15. Sol: 7, 8.
Halla dos niimeros cuya suma es 23 y su producto 130. Sol: 10, 13.

Halla dos numeros consecutivos cuyo producto es 240. Sol: 15, 16.

Halla dos nimeros cuya suma es 15 y la de sus cuadrados 117. Sol: 6, 9.

Halla dos numeros positivos cuya diferencia sea 3 y la suma de sus cuadrados 929. Sol: 20, 23.

La suma de los cuadrados de dos numeros positivos es 56. Hallar dichos numeros, sabiendo
ademas que el mayor excede al menor en 2. Sol: 15, 13.

Hallar dos nlimeros sabiendo que la suma de los mismos es 9 y el producto de sus cuadrados es
400. Sol: 4y 5.

Descomponer el numero 15 en dos sumandos tales que el triple del cuadrado del primero y el
doble del segundo sume 255. Sol: 9, 6.

Descomponer el nimero 10 en dos nimeros cuyo producto sea 24. Sol: 4, 6.
Halla dos numeros naturales cuya suma es 12 y la suma de sus cuadrados 80. Sol: 4, 8.
Descomponer el numero 15 en dos partes, cuyos cuadrados difieran en 45. Sol: 6, 9.

La suma de los cuadrados de dos niimeros positivos es 117, y la diferencia de sus cuadrados es
45. ;Cuales son los nimeros? Sol: 6, 9.

Hallar un ntimero de dos cifras en que la cifra de las unidades sea igual al cuadrado de la cifra de
las decenas y la suma de las dos cifras sea 6. Sol: 24.

La suma de dos niumeros enteros positivos es 36. El producto del primero, aumentado en 3, por el
segundo aumentado en 2, es 408. ;Cuales son dichos nimeros? Sol: 21 y15 y también 14 y 22.

Para vallar una finca rectangular de 600 m” se han utilizado 100 m de cerca. Calcula las
dimensiones de la finca. Sol: 30x20.

Calcular las dimensiones de un rectangulo de 30 cm de perimetro y 54 cm® de area. Sol: 6, 9.
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24° La suma de las 4reas de dos cuadrados es 100 dm?, y su diferencia es 28 dm®. Hallar los lados de
los cuadrados. Sol: 6y 8.

25° Un jardin de forma rectangular tiene 600 m” de superficie y su perimetro mide 100 m. ;Cuales son
sus lados? Sol: 20, 30.

26° El perimetro de un tridangulo rectdngulo es de 56 m y la hipotenusa 25 m. Hallar los lados.
Sol: 7, 24.

27° Un cuadrado tiene 44 m* mas de 4rea que otro, y éste dos metros menos de lado que el primero.
Hallar los lados de los dos cuadrados. Sol: 12, 10.

28° Calcular los tres lados de un tridngulo rectangulo sabiendo que la suma de sus lados es 24 y que la
suma de sus cuadrados es 200. Sol: 6, 8, 10.

29° Un cuadrado tiene 13 m* mas que otro y éste 1 m menos de lado que el primero. Halla los lados
de los cuadrados. Sol: 6, 7.

30° La hipotenusa de un tridngulo rectangulo es 26 m, y la suma de los catetos es 34 m. Hallar los
catetos. Sol: 10, 24.

31° Uno de los lados de un rectangulo mide 2 cm mas que el otro. ;Cuéles son las dimensiones si su
area es 15 cm?? Sol: 3x5.

32° Una habitacion de suelo rectangular tiene una superficie de 30 m” con un perimetro de 22 m.
Halla las dimensiones de la habitacion. Sol: 5x6.

33° Se tiene un lote de baldosas cuadradas. Si se forma con ellas un cuadrado de X baldosas por lado
sobran 8, y si se toman X + 1 baldosas por lado faltan 13. Hallar las baldosas del lote.
Sol: 108 baldosas.

34° Un rectangulo tiene una longitud de 30 cm y una anchura de 15 cm. ;Cuanto se debe afiadir a la
anchura y quitar a la longitud para que su 4rea disminuya en 100 cm® y su perimetro no varie?
Sol: 5 cm.

35° La edad de mi tia, hoy es el cuadrado de la de su hija; pero dentro de nueve anos sera
solamente el triple. ;Qué edad tiene cada una? Sol: la tia 36 y la hija 6.

36° Hallar una fraccion cuyo valor no cambia afadiendo 15 al numerador y 18 al denominador y
que se triplica cuando se afiade 55 al numerador y 6 al denominador. Sol: 20/24.

37° Al principio del curso la relacion del nimero de alumnos de dos colegios era 7/10. Habiéndose
retirado 50 alumnos del primer curso y 80 del segundo curso al fin de curso la relacion es 5/7.
(Cual fue el nimero de alumnos matriculados en cada colegio? Sol: 350/750.

38° Hallense las dimensiones de un rectangulo sabiendo que si se afiaden 8 m a la base y 5 a la altura

la superficie aumenta 180 m®. Pero si se aumenta 3 m a la base y se quitan 4 m a la altura la
superficie disminuye 30 m®. Sol: La base mide 12 m y la altura 10 m.
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Ejercicios de inecuaciones:
Escribir en forma de intervalo las siguientes regiones:

C) —|—|—|—|—|—|—|—|—|—|—|—|—|—i-—|—|—|—|— d) } L|—|—|—|—|—|—|—|—
e) ——+— :_4 ; %—0— f) ———;E—n—|—|—|—|—g-————g—|—|—|—|—
g) —l—l—l—l—l—l—;%q—l—n—H—n—n—g-—l—— h) —D—l—l—l—l—l—l—l—._g 3 j: +——+

k) - =3 1 3 |) - -4 -3 ] 3 7

Sol: a) (—oo —3) ( )C) [4 oo)'d) (—oo 1]'e) (— ]f) (—oo,—6]u[0,5];
9) (o0, —2)U(6,0); h) (—o0,~8) U0, 5); i) [-6, —4) U (-1 1]U(5,8);
D) (-8,-4]v(37);K) [-6,-3)u(-3 1)u(L 3];
1) (—o0,—9]L[~6,-3) U (~3,0)L(0,3]L(7,%].
Resolver las siguientes inecuaciones expresando mediante intervalos los resultados:
a) 3x<15 b) 3x-9>0 c) 4x—20<0
d) 4x-8>3x-14 e) 3x+6>2x+12 f) 5x+3>2x+6
g) 10-3x<4x-4 h) 10x+24 <16x+12 i) -2x+3>-3x-1
j) 5(x+6)-5>-10 K)2(5-7x)>52 ) 3(2x—1)+1<-13-5x

Sol: @) (=0,5) ; b) (3, ) ; €) (=0, 5) ; d) (=6, ) ; ) (6, 0) ; f) (1, 0) ; ) (2, ) ;
h) (2, ) ; )[4, ®); j) (=7, ) ; k) (—e0, =3]; 1) (=e0, =1).

Resolver las siguientes inecuaciones expresando los resultados mediante intervalos:

a) X5 ax- 13 py X1 2% 20
10 10 2 3 3
0 3(4x—7)_123_x_£ d) 3x+5_5—2x£x—12
4 8 8 4 6 2 3
4-3x 2x-3_ 65 2 1 X 19 22X
e) — >—— f)=—x+=—=
3 4 13 3 6 3 18

Sol: a) (oo, 2) ; b) (—0,5); ¢)[0, ) ; d) (—o0, — 2] ; €) (=00, =5) ; ) (—o0,-2].

Resolver las siguientes inecuaciones:

a) x> —7x+10>0 b) x> -7x+6<0 C) X*—7x+12>0
d) —-2x*-10x—-8>0 e) X*—6x+9>0 f) 3x* +5x-2<0
g) —-8x<—-x*-15 h) 6x* >12x i) —27x < -12x°

j) 9x* —6x+1<0 k) x> +5x-14<0 ) (x—2)(x+1)>18
m) x*+3x-54<0 n) x> +3x-40>0 N) x> +9x+14>0

Sol: a)(—oo, 2)u(5, oo); b) (1, 6); C)(—oo, 3]u[4, oo); d)(—4, —1); e)R—{3} ;
f)[-2,1/3]; 9)[3,5]; h)(-e0, 0)u(2, 0);i)[0,9/4]; j){1/3}; k) (-7, 2);
|)(—oo, —4]u[5, oo); m)(—9, 6) ;' n) (—oo, —8)U(5, oo); f) (—oo, —7)U(—2, oo).
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5°  Resolver las siguientes inecuaciones:

) X250 by X350 0 X=3.0
X+3 X+1 X+1
d) 2x—1<0 ) x? +x>O 2x -25 <
X—2 X —7x+10
2 2 2
9) x2—5x+6ZO h x2—4x+3SO i x2 —-8x+7
X —4x-5 X +3Xx+2 X —3x-10
2 2 2
i) X —22x—8ZO K) X —3x—4>0 ) X —2Xx-3 20
X =1 X x? -4
2 2
m)wgo n)wzo ﬁ)ﬂzo
x+10 X+8 X+5
Sol: a)(—oo, —3)u(2, oo); b)(—oo, —l)u[3, oo) ; C)(—oo, —1)U(3, oo); d)(O, 1/2);
e)(—l, 0)u(2, ) f)( )'g)(—oo —1) [2 3]u(5, oo); h)(—2,—1)u(1, 3);
i)(5,7)u(—2 ) )( —00, 2]u( 11)u[4 oo) k)(—l,O)u(4,oo);
|)(—oo,—2)u( -1, Z)U 3,oo), m) (—oo,—lO) [—3, 7]; n)[—ll,—8]u[7,oo);
) [-7, -5 U[11, )
6°  Resuelve, si se pudiese, los siguientes sistemas de inecuaciones:
2Xx—-4>0 Xx-5>0 2—-x>0
a) { b) { C) {
3x+12>0 X+8>0 1+x>0
2x+32>1 2X+32>1 H 2Xx+3<1
—X+22>2-1 —X+2<-1 —-X+6<3
) 3IX—2<X h) 3x>4 i 10x+2<3x+10
d 6x—4>3-X X+3<10-x 2(x+3) > x
Xx+3>0 +1<0 2_4<0
J){ k){ ) {X
X*+x-2<0 +x>0 x?=2x-3>0
(x+1) —x*+Xx+2>0 x* —2x-8<0
>0
m) 3 X n) )y x-1 0
2(4x—3) <9x—2 2 el
Sol: @)(2,); b)(5,%); ¢) (-1 2); d )[-1 3]; €)(3, ); f) Sin solucién; g) Sin solucion;
h)[l 7/3] |)[ -6, 8/7] j)( -2

1) K) (=0, —1); 1) [-2,-1]; m)[-4,-2)U(2,3);
n) (-1 0)u(2,»); A)[-2,-1)u(L 4].

7°  Resolver el siguiente sistema de inecuaciones:
~X*+X+2>0
X2 +4<(x+2)°
3X+5<x+7
Sol: [0,1).
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8°  Representa las siguientes regiones:

a) x—y<0 b) 2x+3y<1 C) X+2y=>2

d) 6x—-y>3 e) 3x—2y<2 f) x—-2y<3

g) 3x-y=>3 h) 4x-3y<-1 1) x-3y>-2

J) 2x+y>4 K) -x—y<2 ) x+5y>3

m) x-Y <4 n) 3x+Y >4 X Y< g
2 2 3 2
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9°  Representa las siguientes regiones:
X+y=>1 X+2y<2
a{ y b){ y
2x—-y =>4
2X+y<2
Xx=2y>1

b)

-------------------

____________

...........

10° Representa las siguientes regiones:

X+y=>1
X-y=>1 X—2y<2 <3
a)] y>0 b) {x+2y<3 0l ’°
x>0
x<4 y—-2x<3
X<4
Sol:
N b)
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Ejercicios de suma, resta, producto vy division de polinomios.
Opera:

a) 4x° -3x2+X° b) 7x—3x+2x ) 7x*—3x* +4x°
d) 7x—4x+2x e) 9x° —3x° —2%° f) 2x—5x+9x
) 4x* —5x-2x° h) x* +7x* —6x" i) 2x* +x* —5x*
j) 3x*=2x*-x* K) —2x*+5x° —4x° [) —x*—2x*+5x%°
m) X4_2_X4+X_4 n) 2x—%+5 ) 2_X3+X3_3_X3
2 3 2 3 2

Sol: a) 2x*; b) 6x;c) 8x%;d) 5x; €) 4x>; f) 6x;g) =3x>; h) 2x*: i) —2x*;j) 0; —x*;
m) 5x*/6;n) 11x/6; i) x*/6.

Reduce las siguientes expresiones:

a) 2x* —4+3x—-3x’ b) 3x —4x* —4—-5x+3x°
C) 6x—3x>—4—4x° +4x d) 7-3(x* -1 +2(x—3) —4x+ X
e) 2x° —3x® —2(x—x%) +4x - 2x° f) 3x* —3+4x-5+3%°

Sol:a) —x*+3x—4;b) —x*—2x—4;¢) —7x*+10x—4;d) -2x* —2x+4;€e) —x> +2X;
f) 6x° +4x-8.

Halla el polinomio que sumado a P(x) = 4x® —3x*+ 2x da como resultado:
a) 2x®—3x*—x+2 b) 3x*-3x°+1 ) 4x° +1 d) 2x* —3x* +5x -2
Sol: ) —2x% —3x+2-2x3-3x+2; b) —x* —2x+1; ¢) 3x* —2x+1;d) -2x* +3x-2.

Efectla y reduce:
a) (X* =3x+1)-(x+2) b) (2x*-3x*+2)(2x-1) ) (X*+x-2)(x*+1)
Sol:a) x*—x*=5x+2;b) 4x* —8x*+3x* +4x-2;¢) X" +x* —x*+x-2.

Efectla y reduce:

a) 2x°:3x—2x-X° b) 3x—2(7x-5) c) x2(3x—2)+3%°

d) 7x* —3x(-2x) +5x e) 4x(x—2)-3x(x-1) f) 6x(=3x%) —5x%(-2X)
Sol: a) 4x*; b) -11x+10; c) 6x° —2x*; d) 18x*; e) x* -5x; f) —-8x°.

Opera y reduce las siguientes expresiones:

a) 2x> —3x(2x* —=3x) + 2(x* — 2x) b) 3x(3—X) +4(x* —3x)
c) x> —3x(-5%) — x(x—3x) d) (x*=3x+2)-(3x-2)
e) (x—3)(x*-3x+1) f) (x=3):(-2x+3)

Sol: @) —6x° +13x* —4x; b) x*—3x;c) 18x*; d) 3x® —11x* +12x —4;
e) x®—6x*+10x-3;f) —2x*+9x-9.

Sean los polinomios:
P(x) =4x°-3x* +1 Q(x) =3x*—3x+2
Calcular:
a) P(x)—Q(x) b) 3P(x)+2Q(x) ) P(x)+Q(x) d) P(x)-Q(x)
Sol:a) P—Q =4x>-6x*+3x—-1;b) 3P +2Q =12x* —3x* —6X+7;
€) P+Q=4x>-3x+3;d) P-Q=12x>—21x* +17x> —3x* —3x+ 2.
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Sean los polinomios:

P(x)=x>—x*=3x+1 Q(x) =2x*-2x+1 R(X) = 2x* —6x> +6x—1
Calcular:
a) P(x)+Q(x) b) P(x)-Q(X) ¢) P(x)+Q(x)+R(x)
d) P(x)—Q(x)+R(x) e) 2:P(x) -3Q(x) f) P(x)-Q(x) - R(x)

9) Q(X)(2:P(x)-R(x)) h) P(x)+Q(x)—R(x) i) Q(X)-P(x)-R(x)

Sol: @) x®+x*=5x+2;b) x*=3x*—x;¢) 3x> =5x" + x+1; d) 3x> —9x* +5x—1;
e) 2x° —8x* —1; f) 2x° —4x* —5x> +13x* —11x+2; g) 8x* —32x> +34x* —18x+3;
h) —x® +7x* =11x+3; i) 4x® —20x" +30x°® + 6x> —66x" + 77x% —43x* +11x —1.

Haz las divisiones siguientes, calculando su cociente y su resto:

a) (X' =4 +4x*+2): (x> =x) b) (X° —4x® +4x* +4x-3):(x* -2)
C) (X°+3x* —2x* +5x+2): (x> —x+1)  d) (X" +3x*=3x* =3x+2):(x* -1)
) (x* —4x* +x*+3x° +x) 1 (xX* = x) f) (x*+2x*=5):(x*+3)

Sol: a) cociente: X* — 3x + 1, resto: X + 2 ; b) cociente: X° — 2x + 4, resto: 5;
¢) cociente: x? + 3x + 1, resto: 3x + 1; d) cociente: X* + 3x — 2, resto: 0;
e) cociente: x> — 3x + 1, resto: 2x; f) cociente: x* — 1, resto: —2.

En una divisién de polinomios, el divisor es 2x* — 3, el cociente x + 3y el resto x — 1. ; Cuél
es el dividendo? Sol: X3 + 6x* — 2x — 10.

Calcula el cociente y el resto en las divisiones siguientes mediante el método de Ruffini:

a) (X°—2x*=3x* +7x+1):(x-2) b) (x* —x®—2x*+x-1):(x+1)
) (2x* —3x* +4x-3):(x-1) d) (x*+3x* = x*—x+3):(x+3)
e) (—x* +4x>—-3x* —2x+7):(x-3) f) (xX°+x* = 2x* +4x-3): (x+2)

Sol: a) cociente: x* — 3x + 1, resto: 3; b) cociente: x° — 2x* + 1, resto: —2;
c) cociente: 2x° — x + 3, resto: 0; d) cociente: x> — X + 2, resto: —3;
e) cociente: = + X% — 2, resto: 1; f) cociente: x* — x* + 4, resto: —11.

Halla el resto de la division utilizando el teorema del resto:

a) (X°=2x*+x*-1):(x-2) b) (x*-3x+2):(x-1)

c) (2x* =3x* +x-1): (x+1) d) (—x*=3x*=3):(x+2)
e) (x*=2x*+x+3):(x=1) f) (2x* =3x* —=x+1):(x-3)
9) (x* =3x3+2x):(x-2) h) (3x* —2x®+3): (x+1)

Sol: a) 19; b) 0; ¢) -3; d) 5; €) 3; f) 133; g) —4; h) 8.

Halla "a" para que la siguiente divisién sea exacta:
(x> =3x*+ax*—4):(x-2)
Sol: a=-1.

Halla "a" para que la siguiente division tenga de resto 2:

(x® —4x° +5x* =5x° + 4x* + ax+2) : (x—1)
Sol: a=-1.
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15° Calcula el valor de k para que la division:
(2x* —6x° + kx* —=11): (x+1)
sea exacta. Sol: k = 3.

16° Halla el valor que debe tener m para que el resto de la division
(Zx3 +Xm® + x—4) (x—=2)
sea igual a 6. Sol: m = -2,
17° Calcula m para que el polinomio:
P(x) = 2x* + mx® +5x+ 2
sea divisible por (x + 1). Sol: m=5.

Ecuaciones polindmicas con raices enteras.

Teorema fundamental del Algebra:
Todo polinomio de grado n, con coeficientes reales o complejos, tiene exactamente n
raices, no forzosamente distintas, es decir contadas con su orden de multiplicidad.

Factorizacion de un polinomio:
Consiste en expresar el polinomio como un producto de binomios:

p(x)=a,X"+a, X" .+ aX+ax+a, =a, (X=X )" (X=X, )" .. X=X,)

e

Con
n+n,+..+n =n
Donde x;, X,,..., X, son las raices mencionadas por el teorema fundamental del algebra.

Formulas de Cardano-Vieta:

Son unas expresiones que nos permiten relacionar los coeficientes de un polinomio con sus
raices.

Formulas de Cardano-Vieta para grado 2:
p(x) = az'(x_ X1)'(X_ Xz) = azx2 +a X+a,

a__ % _y.
a, (X +%,) a, LR

Formulas de Cardano-Vieta para grado 3:

P(X) =8, (X=X ) (X=%,)(X—X) =a;X* +a,X" +aX+3

3 a 3
—= ==+ X, +X) T EXRR T XK XX o
8, a;

==X XX

Formulas de Cardano-Vieta para grado 4:
p(X) = a4-(x— X1)'(X_ Xz)'(x_ X3)(X— X4) = 3'4)(4 + a3x3 + azx2 +a,X+4a,

a
% _ —(X, + X, + X5+ X,) =2 = XXy XXy XXy + Xy Xy F XX, F XX,
a4 a4
& _ A _
a_ - _(X1'X2'X3 XXy Xy XXXy X2-X3-X4) g = XXy XXy
4
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Ejercicios:

1° Determina las raices de las siguientes ecuaciones:
a) x*—2x*-x+2=0 b) x*-3x*-x+3=0 c) X*-5x*+7x-3=0
d) x*—4x*+5x-2=0 e) X’ —5x*+8x-4=0 f) x> -2x*-4x+8=0
g) xX*+2x*-4x-8=0 h) x*+3x*-4=0 i) x> +4x*—x-4=0

j) 2X°+4x*-10x-12=0 k) 2x*—=x*—-25x-12=0 ) 3x* +6x*—45x—-108=0
Sol:a)x=41,x=2;b)x=41,x=3;c) x=1(doble), x=3; d) x =1 (doble), x = 2;
e) x=1,x=2(doble); f) x =-2, x = 2 (doble); g) x = 2, x = -2 (doble);
h)x=-1,x=-2(doble); ) x=2,x=-1,x==4; ) x =2, x=-1, x = =3;
K)x=4,x=-3,x=-1/2; I) x =4, x =-3 (doble).

2° Determina las raices de las siguientes ecuaciones:

a) X' —2x*+1=0 b) x*+x*=3x*—x+2=0

C) X' +4x°+3x* —4x—4=0 d) x* +6x*+13x* +12x+4=0
e) x* +9x%+30x° +44x+24=0 f) x* +5x° +2x* —20x—-24=0
9) X! +x°-7x* —x+6=0 h) x* —x®-11x*+5x+30=0

i) 2x* +3x*—x=0 j) 3x*=2x*-13x* +8x+4=0
k) 7x* —28x> + 21x* + 28x—-28=0 ) 2x* —13x* +27x* —23x+7=0

Sol: a) x = 1 (doble), x = -1 (doble); b) x = -2, x =-1, x = 1 (doble);
c) x =2 (doble), x =+1; d) x = -1 (doble), x = -2 (doble); e) x = -3, x = =2 (triple);
fyx=-2(doble),x=2, x=-3;g) x==%1,x=-3,x=2; h) x=3,x=-2, x:i\/g;
i) x=-1(doble),x =1/2,x=0; j) x =1, x =-1/3, x = £2;
k) x =1 (doble), x = 2 (doble); I) x = 1 (triple), x = 7/2.

3° Factorice los siguientes polinomios:

AP(X)=x" = x> = x> +x b) P(x) =3x>+3x*-18x

) P(x) = x* —2x*-13x” +38x— 24 d) P(x) =x*—3x*+3x* —3x+2
e) P(x) = x* —5x* + 7x* —3x? f) P(x) = 2x® - 2x* —12x

9) P(x) =3x" +6x° +6x* +6x+3 h) P(x)=x*+x*—7x* = x+6
i) P(x) =x*+3x* +4x° + 6x+4 j) P(x) =4x" —6x° +2x°

Sol: a) (x = 1)%(x + 1)-x; b) (x + 3)-(x = 2)-3%; ¢) (X = 1)-(X + 4)-(x = 2)-(x = 3);
d) (¢ + 1)-(x = 2)-(x - 1); €) X*-(x = 1)*(x = 3); ) (x + 2)-(x - 3).2x; ) 3-(x + 1)-(* + 1);
h) (X = 2)-(x = 1)-(x + 1)-(x + 3); i) (X + 1)-(x + 2)-0¢ + 2); j) 2¢(x — 1)-(2x - 1).

4° Factorice los siguientes polinomios:

Q) P(x)=x>+3x*—x-3 b) P(x)=x®+3x* -9x—27

) P(x) = x* +4x> —6x* —36x - 27 d) P(x)=x>+3x* -4

e) P(x)=x"-3x>-3x* +11x -6 f) P(x) = x*-3x?

9) P(x)=x>-7x*+15x -9 h) P(x) = x*-13x+12

i) P(x)=x*-2x"-15x+36 D) P(X)=x*+4x>—2x* -12x+9
K) P(x)=x>+7x* +16x+12 ) P(x)=x*+4x*+x—-6

m) P(x) = x*—2x* —5x+6 n) P(x)=x®—x*—2x

A) P(x) = x*—5x° +3x* +9x 0) P(x) = x> +5x* +7x+3

p) P(x)=x*+3x>-x-3 q) P(x)=x*—x*-9x+9
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Sol: @) (x+1)-(x=1)-(x+3);b) (x=3):(x+3)%;¢) (x+D(x=3)(x+3)?; d) (x=1)(x+2)?;
e) (x+2)(x=3)(x=1)*; f) x*(x=3):9) (x-D(x-3)*;h) (x+4)(x-3)(x-1);
) (x+4)(x=3)%;j) (x=D*(x+3)*; k) (x+3)(x+2)%; 1) (x=1)(x+2)(x+3);
m) (x+2)(x=3)(x=1);n) x(x+1(x-2); ) x(x+1)(x—23)*;0) (x+3)(x+1)*;
p) (X=D(x+1)(x+3);0q) (X-D)(x+3)(x-3).

4° Halla el maximo comdn divisor y el minimo comdn multiplo en cada caso:
a) P(X)=x*+2x+1y Q(x)=3x+3 b) P(x) = x*—2x* y Q(X) = x* — 4x
Sol: @) mem: 3-(x + 1)% med.:(x + 1); b) mem: X2 (x — 4) -(x + 4); med:(x — 2)-x.

5¢ Halla el méaximo comun divisor y el minimo comdn multiplo de:
f(x)=x*—x g(x)=x*-1 h(x) = x* —2x+1
Sol: mem: x-(x — 1)%(x + 1); med: (x — 1).

6° Halla el maximo comun divisor y el minimo comun maltiplo de:
f(X)=x*+3x"=x-3  g(X)=x*+3x*-9x-27 h(X)=x"+4x* —6x* -36x—27
Sol: mem: (x + 1) (x — 1)-(x — 3)-(x + 3)% med: (x + 3).

7° Halla el méximo comun divisor y el minimo comdn multiplo de:
fX)=x*+3x*-4  g(X)=x"-3x*-3x*+11x-6  h(x)=x*-2x*-5x+6
Sol: mem: (X — 1)%(x + 2)%(x = 3); med: (x = 1)-(x + 2).

8° Halla el maximo comun divisor y el minimo comun maltiplo de:
f(X)=x*=7x*+15x-9  g(X)=x>-13x+12  h(x) =x*-2x*-15x+36
Sol: mem: (x — 3)%(x + 4):-(x — 1); mcd: (x - 3).

9° Halla el maximo comun divisor y el minimo comdn multiplo de:
f(X)=x+4x3—2x*-12x+9  g(X)=x*+7x*+16x+12 h(x)=x*+4x*+x—6
Sol: mem: (X — 1)%(x + 3)%(x + 2)% med: (x + 3).

10° Halla el maximo comun divisor y el minimo comun maltiplo de:
f(x)=x*-3x° g(x) = x> —x* - 2x h(x) = x* =5x° + 3x* +9x
Sol: mem: x%(x — 3)%(x + 1):(x — 2); mcd: x.

11° Halla el méximo comun divisor y el minimo comun multiplo de:
f(X)=x>+5x* +7x+3 g(x)=x*+3x*—x-3 h(x) = x* = x*—9x+9
Sol: €) mem: (x — 3)-(x + 3)-(x + 1)%(x — 1); mcd: (x + 3).

12° Halla el maximo comun divisor y el minimo comdn multiplo de:

f(x)=3x>-3x*-24x+36  g(x)=4x>-28x+24 h(x)=2x"*+8x>-6x*—36x
Sol: mem: 12x-(x + 3)%(x — 1)-(x — 2)%; med: (x — 2)-(x + 3).
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Ejercicios de identidades notables.
1° Desarrolla los siguientes cuadrados notables:

a) (x+1)° b) (x—4)° o) (x-3)° d) (x+3)°
e) (x-5)° f) (3x—2)° g) (2x-3)° h) (3+2x)°
i) (4x—2)° j) (3x-5Y’ K) (3—4x)° ) (2x-x?)
m) (3x+2)2 n) (2x- 1)2 ”)(x—y)z 0) (3—x2)2
X 2 1 X 22 x 3 Y
o33 els) e )[3-3)

2X 2 2 X 2 2 2
t) (——3) u) ( +2xj V) (——2) w) (—+3xj
3 2 5
Sol: @) X* + 2x + 1; b) X* = 8x + 16; €) xX*— 6x + 9; d) X* + 6x + 9; €) X* — 10X + 25 ;
f) 92— 12x + 4 ; g) 4% = 12x + 9; h) 9 + 12x + 4x% i) 16X% — 16X + 4;
j) 9% = 30X + 25: k) 9 — 24x + 16x%; I) 4x% — 4% + x* m) 9%° + 12x + 4;

2 2

n) 4x — 4x + 1; fi) X2 - 2xy + y%; 0) 9 — 6x° + X*; p) X—+%+y—;q) 4x* -4+
2 2 2
N2 xiaxts) _3y 9y ) —4x+9;u) — +8—X+4x
4 4 4 16 9 3
2
V) X oxiarw) 212 g
4 25 5
2° Expresa como cuadrado de una suma o de una diferencia:
a) x> —6x+9 b) x> —4x+4 c) 4x* -12x+9 d) x*+8x+16
e) x> +10x+25 f) x* +12x+36 g) 9x* —12x + 4 h) 4x* +8x + 4
2 1 2 1
i) X 1+3x+9 K) = —4+4x? ) x* —=x+= m)gi_z 25
1 379 25 9

Sol: a) (x—3) b) (x—2)% ¢) (2x—3)* d) (x + 4)°; €) (x + 5)’; f) (x + 6)°; @) (3x - 2)%
s (x Y (1 1Y 3 5
h) (2x —2)%; 1) [EJFBJ i K) (;—ij ) (x——j m) (? 5) :
3° Desarrolla los siguientes productos notables:

a) (2+x)(2-x) b) (x+3)(x-3) c) (x—a)(x+a) d) (3—2x)(3+2x)
e) (2x-5)(2x+5) ) (a-3b)(a+30) g) (X +1)(x*-1)  h) (X’=x}{x*+x

D R R

) (Zx j(u--j m) (%+bj-(%—bj n) (2—3}

Sol: a) 4—x%; b)x—9c)x—a d) 9-4x%;¢€) 4x— 25f)a—9bzg)x—1;

2

h) x®—x*; |)——x ) [ k)——x4 ) 4x* —= m)——b2 n)——9
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Expresa como el producto notable de suma por diferencia:

a) x> -y’ b) 4x* —9y° c) x*—25 d) 9x* -4

e) 25x° -16 f) 49-4x° g) x*-9 h) 4x* -16
Sol: a) (x—y)-(x +y); b) (2x—3y)(2x+3y); ¢) (x—5)-(x+5); d) (3x—2)-(3x+2) ;

€) (5x—4)-(5x+4); f) (7-2x)-(7+2x); 9) (X* +3}{x* =3); h) (2x* —4)(2x* +4).

Desarrolla los siguientes cubos:
a) (x+1)’ b) (x—4)’ 0) (x—3)’ d) (x+3)’
e) (x—5)’ f) (3x—2)’ g) (2x-3)’ h) (3+2x)’
Sol: a) x®+3x*+3x+1;b) x®—48x* +12x—64; c) x> —9x* +27x-27;
d) X3 +9x*+27x+27;e) x> —15x* +75x—125; f) 27x* —54x* + 36X —8;
) 8x* —36%° +54x—27; h) 8x> +36xX* +54x+27.

Desarrolla las siguientes potencias cuarticas:
a) (x+1)4 b) (x—4)4 c) (x—3)4 d) (x+3)4
e) (x-5)" f) (3x-2)’ g) (2x-3)’ h) (3+2x)’
Sol: a) x* +4x®+6x* +4x+1;b) x* —16x° +96x° — 256X + 256 ;
) x*—12x* +54x*-108x+81; d) x* +12x> +54x* +108x +81;

e) x* —20x®+150x> —500x + 625 f) 81x* —216x° +216x* —96x +16;
) 16x* —96x° +216x> —216x+81; h) 16x* +96%> + 216x* + 216x +81.

Desarrolla los siguientes cuadrados:

a) (a+b-c)’ b) (x* +x-1)° c) (2x* +3x+2)°
d) (2a—b—2c)? ¢) (a—b—2)* f) (a2 - 2b+4)?
0) (@°>—a+a?)’ h) (a-1+a')’ ) (x=2x"+3)

Sol: a) a® +b*+c? +2ab—2ac+2bc ; b) x* +2x> +3x* +2x +1;
) 4x* +12x3 +17x* +12x+4; d) 4a® +b* +4c* —4ab—8ac + 4bc ;
e) a®+b’*+4-2ab+4b—4a;f) a’ +4b*> +16—4a’b—16b+8a*;
g) a*-2a’+a’+2-2a'+a*;h)a*-2a+3-2a"+a’;
i) X*+6x—12x"+4x7% +5.

Desarrolla los siguientes cuadrados:

a) (a+b-c—d)? b) (2a—b+3c—d)? c)
Sol: a) a® +b*+c?+d’ + 2ab—2ac —2ad — 2bc — 2bd + 2cd ;
b)
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Ejercicios algebraicos de simplificaciones en fracciones.
1° Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:

48a 25a’b 96m°n? 15a°h?
a) —— by ———— c) /] d —/—/—_
) 72ab ) 75ab? ) 32m*n? ) 5ab*
121a*c’d’ 7mn*p® 12a’b% 10a%bc
g) —— f el h
) 1lac’d® ) 21m*np’ 9 3a’bc ) —5ab
N —15a°bc?d?® N —12a%x K 10ab*x*y? N —20abc®
5abc?d?® Y gax? 15b°x%y°z 2ab’
m) —18a*bc?x ) 3a’b f) —12acx? ) 38m®n‘r?
—36a*b*x 18a°b? 26a%c’x 57m*n*r
Sol:
2 a 3 3a’ 11a° n’
a) — b) — c) — d f 4ab  h) -2ac
' Y% Y9 VY 9 O 9 )
. . 3a 2ax? -10c¢® c? 1 .. —6X 2r
i) —3a — k | n—— i) —— 0) —
) ) 7X ) 3byz ) b m) 2ab ) 6ab ) 13ac ) 3m
2° Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:
2 2 |12 2 _ 3
2) b+b b) : a--b : c X° =X d) x° =1
a+ab a‘—2ab+b Xy — X x-1
X2y — X x> —9y? ax + by ax? —a°
R f . ) by h) e
x“ -1 ax+3ay ax” +bxy bx2 —a2b
N 4a’b® —-8a’p’ i 35xz —45yz K (a—b)® N 2a’ +4ab
12a’b* + 4a°b* 7x-9y a?—b? 3ab + 6b?
8a—16b 42 ~ 14x+21y 27m-36n
m n —— i) ————= 0) —————
) 24 ) 18a+24b ) 50x+ 75y ) 36m—48n
) a’+2ab+b? m? —n? x* —5X+6 9 a®-p
3a+3b m? + 2mn+ n® X% —2X a® —b?
2 _pyy? 2 RY: 2 52
¢ 6xy” —6xz 0) (a+b) —4ab V) (a—Db)" +4ab W 2m°—-2n
3Xy —3xz a-b a+b 4m+4n
Sol:
b a+b x-1 Xy
a) — b) — C) — 2 e) —
) " ) - ) o1 d) x> +x+1 ) 1
X—3y 1 a . 1-2a .
= hy 2 i) ——<°_ 5
D a 9 X ) b ) 3b+a’b 1) 52
K 22 ) 22 m) 2=20 n) — f) -
a+b 3b 3 3a+4b 25
3 a+b m-n x—3 a’+ab+b?
0) = — rn —= grerr
) 4 P) 3 l m+n ) X 9 a+b
m-n
t) 2(y+2) u) a-b V) a+b w) 5

—75-



Julian Moreno Mestre
www.juliweb.es

Academia las Rozas

www.academialasrozas.com

3° Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:

12x%y —18xy°
10ax’y® —15ax’y®
XW + XZ — WY — Yz
WX + WY + ZX + yZ
) 2p—qr—2q+ pr

a)

d)

uv—3u+2v-6
uv—-5v-3u+15
—bd +ac+bc—-ad
ac+bd —ad —bc
uw —4u +3vw—12v

c)

f)

Xy —4y—5x+20
Xy —24+6Xx—-4y
km+7m+kn+7n

kn—4m—4n+km
i 6xz+14y+7xy +12z

pr+6p—qr-6q uw —4u — 5vw + 20V 7Xy +6xz-7y—-612
i 2ac —ad +10bc —5hd k)3jm+21jn—2km—14kn ) XZ + WX — yZ — Wy
. 2ac +ad +10bc + 5hd 3jm—-18 jn—2km+12kn Ax* —4y?
ac—bd —ad +bc ) 3p° -6pq+3q° .. C2+6Cc+8
2a% +4ab+2b? pr—p—qr+q c?+7c+10
d?-8d +15 X2+ Xy — XZ — Yz mp —mgq +np —nq
0)2— > q) 2 _gq2
d“-2d-15 X"+ XY+ XZ+ Yz 5p°-5¢q
(x* -1)(x* —2x+1) 5a’c +10abc +5b%c 8p® -16pg+8q°
r) 2 2 s) t) 2 2
x(x —1)—(x —1) 15ac +15bc 8p°-8q
ut—v* a’x—2ax+ X (m+n)® —4mn(m+n)
u v w
) u® —v? ) 2a° —6a’ +6a—2 ) m® —n®
Sol:
6 u+2 y-5 X-y a+b k+7
a) —— ure ¥z g XY atb  p L
) 5axy b) u->5 ) y+6 ) X+Yy €) a-b ) k-4
2+ u+3v N X+2 ., 2c—d m+7n Z+w
—_— h ) —— Kk
9) r+6 ) u->5v ) x—-1 ) 2c+d ) m-—6n 4(x+Y)
c—d 3(p-q) . C+4 d-3 X—1 m-+n
m fi 0) —— —
) 2(a+b) ) r-1 ) c+5 ) d+3 P) X+ 2 ) 5(p+0)
a+b pP—q X
- —_— ) — 22 \Y; -
r x-1 s) 5 ) - u) u?+v ) 26D W) m-n
4° QOperay simplifica:
LE b ﬂiﬁb 0 10a’b%c 2a’b 2xy4.5x3y
3a 5b° 4ab® 3xy 43> a’b’d 3a’h 7ab*
4
0 3z 17z -yt X'y ) 14a% 5xy° (4xy2) Xy
2x 19x° x'y® —x®y? 15xy® 7a’h 16(2x2y4)2 4
4 2 3
) [ o ny} Xy () D)y (or) e
X3y2 YX2 (a3b4)5 (Xzy)S (xy1°)3 y—7X3 (Xzyz)—Z (X3y2)2
Sol:
2 X 5ab*c 10x*y® 51z° y!
a) — b) — c d e =
) 5b ) b ) d ) 21a’h® ) 38x* " X°
a X L1 . 1 1
= hy 2 i) — - k= 2,,2,7
9) y ) y ) . ) EyaD’ ) Xy ) x*y?z
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2 6ab (c+d _gj i”+9i+18 i’ +7i+10 0 t? —10t +16 t* 10t + 21
3c-d\ 4 3 i°+8i+15i°+11i+18 t>—0t+14 t>+2t-15
) n“+n-2 n-4 0 I>?—41-45 1°-16 6x+5  x+1
n—-2n-8 n-1 1> -5 -36 1> +101 + 25 3x+3 6x*—7x-10
a?-x?>a’+x° a-1 .1—4a2 N az—bz_c—d
a+x a-—-xXx 2a+1 ab-b 3c-3d a+b
i a’-4a’-9 a 0 (ax+b)? 3(a*x* —b?)
a+3 a+2 a-3 ax—b  (ax+b)®
Sol:
ab i+6 t-8 1-4 1
a) — b) — c) — d) 1 e) —
) 2 ) i+9 ) t+5 ) ) I+5 " 3(x—2)
.. a+b
g)a’+x* h)l-2a i) = j)a’-2a K3
6° Operay simplifica:
3x . 2X 5a’b 2xy?
a) —i—5 b) 5ab: c) == 4x2y?
4y 5y? ) 2 ) Zap Y
) 35a° 14ab’ 0 3x°y* . 6x°y f a’b’c’ a’b’c’
18b° = 9b® 5ab? " 15ah? a*b’c " ab’c®
a a a+b 1 1
— = h) (a+b):—— —
9 b—c b ) (@+D) a-b a+b a’-b?
i a+b a’-b’ K x*—x 5x+5 N 6x> +9xy 12x%+18x%y
a-b a+b 3x—6 2x—4 a® a
Sol
15y 2C 1 5a 3ay 1
a) —= b) == c d) == e) —=
) 8 ) ) 14abx ap° ) 2 D a’b*c’
b ) . a+b 2x(x-1) 1
—_— h) a-b i)a-b — kK |
g) b—C ) ) J) (a_b)Z ) 15 ) 2xa2
7° Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:
X2 +8x+7 b) X*—X—6 x? -1
x> +9x+14 x> —2x-3 x> +8x+7
X2 +2x+1 0 X3 —2x% —x+2 X3 +3x% —4x—12
X% +3x% +3x+1 x> —7X+6 XX +4x*+x—6
0 X3 —2x%+x-2 x: -1 N X} —x*+4x—4
X3 —2x% —x+2 X +2x2 +2x+1 x®—2x%+4x-8
L X—6x*+9x-4 23 —TX*+7x-2 3x3—11x* +8x + 4
J) 3 2 k) 3 2 I) 3 2
X> —3X°—6X+8 4x° —9X° —X—6 2X°—3x°-12x+20
Sol:
X+1 X+2 -1 1 X+1 X—2
Q) —— b c) —= d)y — e) —= - =
) X+2 ) X+1 ) X+7 ) X+1 ) X+3 D Xx-1
x% +1 x-1 o x=1 L ox=1 2x—1 3x+1
hy == L - —_— k |
9) 1 ) X—2 ) —2 ) X+2 ) 4x+3 ) 2X+5
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8° Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:

x* +10x® +35%% +50x + 24 b) X* —4x3 +6x° —4x+1
X* +8x3+17x> —2x—24 2x4 —5x3 +3x% + x—1
Xt —2x2 +1 x* —10x° +37x* —60x + 36
C) 4 3 2 d) 4 3 2
X" +3X°+X°=3x-2 X" =5X"+7X°—-5x+6
Sol:
X+1 x—1 x-1 2 _
a) b) C) d) X 5x+6
x-1 2x+1 X+2 X2 +1
9° Operay simplifica:
a) _£_£+§ b) —3x+1_5x+1
X2 X x X+1 XxX*+X
c)1+22X—1 d)X3+2—1
Xx+1 x°-1 x-1 x’-1 x-1
3 X 4 x-1 3 3x+4
e) +——t— f) + - 2
x=1 x+1 x°+1 X+2 Xx-2 (X+2)
X—2 X+2 3—X X X X
9) - h) ——-——-
6X+6 2Xx+2 4x+4 X—2 X-1 X" —-3x+2
) 3a 3a+2b 4b ) X 2X X2 —6Xx—4
i) >t Ta.2 J) - +
3ab-2b 12ab  9a“° -6ab x2—3x—4 x*-1 X*—4x’—x+4
2_ _ _ _ _ 4 3 2 _
Sol: a) 3X Ex 2;b) 3X 1;0) 2 ) 2(x+1) - X" +2X +48x + 2X 1;
X Xx+1 X+ XxX+1 X -1
32
f X* =X +10x+24 g) =7/12: h) 0: i) 15a+10b_

X3 +2x>—4x-8 ' 12ab

10° Operay simplifica las siguientes expresiones algebraicas:
946X+ Xx* 3x* —x° 142X+ x* 4x* —4x

) 9-x*> 3x*+x° ) x> —1 x+1
4x*-16 2x*—-8x+8 2x* +14x+20 X—5
2x+4  x=2 x® =50+ 2x* —25x  2x° —20x* +50x
x* + X% —6x x> -9 x*-1 2x*-8x-10

¢) x2+x2 x4+ 6x%+9x d) X* +2x+1 x—1

X" —5x+6 2X+2 X+1
X2 + X X2+x-2 x}*—4x*-7x+10
x> -3x-10 x*-4 a’-1 a’+1
0 ¢ _2x2 _4x+8 2X—5 f) a2+1_a2_:|_:(a2+1_a2_2a+1J
X+2 6X—2X a-1 a+l a (a-1)?
3-x 2x2 —4x a+l a-1
X2 —6X° +11x—6 x*+2x—-3) [ X*+x-2
( x* -9 x2—3x+2j(x2+4x+4j
) 2x*—2x  3x*+12x+12
3x’+3x-6  2x

Sol:a)1;b)1;¢c)1;d)1;e)1;f)1;0) 1.
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11° Demostrar que:
a’+4ac+3ab+3c’ +5bc+2b® a+b+c

a’+2ac+ab—3c2—5bc—20> a-b-c
a’+ac+2ab+ad+bc+b*+bd  a+b

a’+2ac+ad+c?+cd—-b’—bd a-b+c
2X 2X y

+
—y_(l+1j+2x+y 2X-y _ ,
1+(2x—y)2 2X y  2x
8xy 2X+Yy 2x-Yy

2 [ X “ (1 i 2
(X—y)—(2—2yj:(ZX—Zyj—%X—y)

1 1
Ex_y+x—2y x+2y_§X+y
y X X y
0 a:—a22c2—2a2bc—2a2b2+b2c2+2b3c+b4 Casb
a®—a’b—ab® —2abc—ac’® + b’ + 2b°c + bc?
acx+abc—bxz —abz —cxy —acy +xyz+ayz z-c
xyz+cxy—bxz—bcx+ayz+acy—abz—abc_z+c
x'+a’x’+x’—a'x—a’x-a’ _x+1
9 x* +bx® +a’x® +a’bx? —a’x® —a’bx—a'x—a'b  x+b
bxz +abx+xz’ +axz—abz—a’h-az*-a’z  z+b
ab’x +b?xz + axz + xz2 —a’h? —ab’c—a’z—az’® z+b?

1+

c)

=1

d)

f)

x>, X* +4y?
X+2y Z”Ly X+2y 4 . 8xy
- - + ;
2 X=2y 2 X+2y 4y? —x?
2 2 Xy

) 1 X x* —4y? _[HZy) [ X X +4y? 2
Xx+2y) 2x | x )| {2 2x+4y

2 2 2 2 2
i) Ox* +4y ol Ox* +4y ol 3X : 2b =9x2
6xy 3x—-2y 3x+2y | 4b

6Xxy
2xz° +bxz +axz+abx—a’x+2z° +bz+az+ab-a’ 2z+b-a

) 2xz2 —bxz +3axz —abx+a’x+2z2 —bz+3az—ab+a?> 2z-b+a

2x=3(x-1) x-(3x+1 +10+(5—x)(x—3)—(x—1)(x+2) _ X—2
X —X—6 X? +2X

1)

x? —3x X+ 2
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Ejercicios de despejado de variables:
1° Despeje en cada expresion algebraica la variable que se indica:

b+b' .
a) r=vt despejev. b) A= h(%j despeje h.
1 ., . 1 .
cr =§a-t despeje a. d) A:Ea-l-n despeje a.
1 : 1 .
e) A:Ea-l-n despeje I. f). A:Ea-l-n despeje n.
g) A=7rR? despejeR. h) F = umg despeje m.
i) pV =nRT despeje T. J) pV =nRT despeje V.

K) T = Zﬂ\/I despeje . NDT= 272'\/1 despeje g.
g g
m) v= J% despeje r. n)v= J% despeje M.

A) v2 —v =2a(r-r,) despejer. 0) v’ -V =2a(r-r,) despeje a.
p) a® =b®+c*—3cx despeje x. q) a®> =b®+c*—3c-x despeje b.
Sol:
r 2A 2r
a) v=— b) h=—— c) a=—
) t ) b+b' ) t?
d)a=2—A e)|=2_A f)n=2_A
I'n an al
A F . pVv
R=,— h) m=—— VT =2——
9 T y2is) ) nR
. NRT T?g 470
p ) 4r* )9 T?
GM rv° . vZ —V?
m)r: Vz n)M: G n)r: 2a0+r0
Vi -V, b? +c? -a’
0) a= L p) X=———— q) b=+va*-c? +3cx
2(r_ro) 3c

2° Despeje la variable t:

1
r=r +v0t+5at2

—v. +, Vv =2a(r-r
Sol: t = =% 22 =)

a
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Conociendo las expresiones de la posicion y la velocidad:
1
r=r0+v0t+5at2 V=V, +at

Deduzca la expresion:
Vi -V =2a(r-r,)

La potencia calorifica generada por una resistencia eléctrica (Efecto Joule) depende del
potencial V' y de la intensidad I:

P=VI
Y la resistencia R segun la ley de Ohm es:

R=—
|

Partiendo de estas expresiones, determina una expresion para la potencia disipada que
dependasolode !l yR. Sol: P=1?R.

La siguiente funcién depende de tres variables:
f(x,y,2)=xy+z2
Conociendo las siguientes ecuaciones:
y+x—2=0 y =4x
Determine una funcién que solo depende de x. Sol: f (x) = 4x® +5x

La siguiente funcion depende de tres variables:
f(X,y,2)=Xx+y+z
Conociendo las siguientes ecuaciones:

X
y =4x 7= >
Determine las siguientes funciones:
a) f(x) b) f(y) c) f(2)
Sol: a) f(x):%;b) f(y):%;c) f(2)=11z.
La siguiente funcidn depende de tres variables:
f(xy,2)=—
Xy
Conociendo las siguientes ecuaciones:
yi 7= X
X y+1
Determine las siguientes funciones:
a) f(x) b) f(y) c) f(2)
2
Sol:a) f(x)= X b)) f(y)= 21 ;c) f(2)=z.
1+Xx Yy +y
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Ejercicios de introduccion a los logaritmos:
Calcular los valores de los siguientes logaritmos sin usar la calculadora:

a) log, 8 b) log, 9 c) log, 2 d) log,, 3
e) log, 0.2 f) log, 0.25 g) log,;16 h) log,,100

Sol: a) 3; b) 2; ¢) 0.5; d) 1/3; e) -1; f) —2; g) —4: h) -2.

Opera sin usar la calculadora:

a) log, 27 +1log,1 b) log, 25—-1log, 5 c) log, 64 +log,
d) log0.1-10g0.01 e) log5+log 20 f) log2-1og0.2
Sol:a) 3;b) 1;¢)5;d)1;e)2;f) 1.

Opera sin usar la calculadora:
2) log 32 b) log3
log 2 log81
Sol: a) 5; b) 0.25; c) 2; d) 1.

c) (log,3)(log,4) d)

Sabiendo que:
log2=0.301 log3=0.477 log7=0.

64

log, 25
log, 5

845

Calcule sin usar la tecla log de la calculadora el valor de los siguientes logaritmos:
a) log8 b) log9 ¢) log5 d) log54

e) log75 f) log0.25 g) log(1/6) h) log(1/36)
i) log(1/98) j) log(2/3) k) log0.3 1) log1.25

Sol: a) 0.903; b) 0.954; ¢) 0.699; d) 1.732; ) 1.875; f) —0.602; g) —0.778; h) —1.556;

i) —1.991; j) -0.176; k) -0.523; I) 0.097.

Conocidos los valores de los logaritmos Ina=0.6 y Inb=2.4, calcule:

a) Inva b) In%b ¢) Invab dNﬂ(i/Z—?J e) In[\!\/zjz

Sol: a) 0.3; b) 0.6; ¢) 1.5; d) 1/3; e) -2.5.

Halla:
364.28 \J323.9.31 0.01:3/100

a) log, b) log, ﬂ c) log| ————| d) log,
2*.\128 812.372 101.0.1

J642° ) 1000107 e*e’ o (
e) logz[ o \/g} f) Iog( 10" J 9) ln(ezlezl ) log,

i) log{—ﬂ;"/ﬁ] j) l094[21fj§j

Sol: a) -5/2; b) -9/2; ¢) 2/3; d) -7/2; €) -1; f) -1; g) 13/2; h) 0; i) -1; j) 3/4.
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Ejercicios de ecuaciones logaritmicas y exponenciales.
1°  Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas:

a) log(2x) = -1 b) log x° =% ¢) log(3) = 2
d) log x =1 e) log x :g ) log(3x?) = -2
g) 5log(2x) = 20 h) Iog(zx5_4j =2 i) log(x+1)? = 2
J) 3log(5x) =-9 k) logx® =3 1) log, (X{j =2
m) |ogs(x%2j:1 ) log, (5%) =2 i) In(x+e)=1

Sol: a) 1/20; b) +4/10 ; c) 100/3; d) 1/10; €) 10+/10; f) ++/3/30; g) 5000; h) 252;
i) 9, -11; j) 1/5000; k) 10; 1) 4; m) 7; n) 5; i) 0.

2°  Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas:

a) log x+1og50 = log100 b) log x® =log 6+ 2log x

c) logx=1+1log(22—x) d) 2logx—log(x—16) =2

e) logx+1log20=3 f) 3log x + 2log x* = log128

g) 1-logx=2-2log x h) logx—log2=1+log(21-x)

i) log(7x+15)—log5=1 j) 2log x —log(x* —2x+6) =0

k) 2log x =log(10—3x) 1) log(2x—3)+1log(3x—2) =2—log 25
m) (x* —x+3)log(4) = log1-log 64 n) log8+ (x* —5x+7)log3 =log 24
fi) 2log(5x +4)—2log2 = log(x + 4) 0) log(35-x*) =3log(5-x)

p) 2log x =3+ log(x/10) q) log x+log(x+3) =2log(x+1)

r) log2+log (11— x*) = 2log(5 - x) s) log, (Iog2 (xz)) =2

) log, (x*)+log,10=log; x+log,50 u) log, v/x +log,(9x) — 5 = log, (x/3)
v) log(7—3x)—log(l—x) =log5 w) log(2x+16)—1log18 = log x

X) Iog(x+1):Iog(\/x—1)+log(\/x+4) y) log(x—1) +log(3x —5) = log(2x —3)

Sol: a) 2; b) 6; c) 20; d) 80, 20; e) 50; f) 2; g) 10; h) 20; i) 5; j) 3; k) 2; 1) 2;
m) No tiene solucion; n) 3, 2; fi) 0; 0) 3, 2; p) 100; q) 1; r) 1/3, 3; s) +4; t) 5; u) 81;
v) -1; w) 1; x) 5; y) 2.

3° Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas:

2 —
2) log2+log(11-x ):2 b) log x = 2—log x
log(5 - X) log x
3
. log(35- )=3 Q) Iog5x+log5125:1
log(5 - X) logsx 2

Sol: a) 3, 1/3; b) 10, 1/100; ¢) 3, 2; d) 25, +/125.
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4°  Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas:
a) log, 27 =3 b) log, 20=1 c) 4log, 125=12
d) 6log, 27 =18 e) log,4+1log,8=5 f) log,3+log,9=3
g) log, 108+1log, 2=3 h) 4log, 2+3log,8=13 i) log,4+2log,32=7
Sol: a) 3; b) 20; ¢) 5; d) 3; e) 2; f) 3; g) 6; h) 2; i) 2.

5°  Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones logaritmicas:
) {Zlogx—5logy:—l ! {4Iogx—3|ogy:—l ){Iogx+logy3:5
c

3logx+2logy =8 log(xy) =5 log(x*/y*) =4
log(x2y) = 2 logx+logy=1 log x* —3logy =2
d) e) _ f) 2
log(x/y) =1 X—y=999/10 log(x/y“)=3
N {Iogx—logy=7 ) {Iogx+3logy:5 N 2log x> —log y* = 4
[
logx+logy =3 log(x*/y) =3 2log x+log y* =2
i x—y=15 9 log, x+log, y =5 N logx*—3logy =-1
log x+logy = 2 log, x* —log, y =1 log(xy?) =3
logx+logy=3 log x+logy=log2 .. [logx—logy=1
m) n 2 2 n) 2 2
logx—logy=1 X +y*=5 x“—y =11

Sol: a) x =100,y =10; b) x =100, y = 1000; ¢) x =100,y =10;d) x =10,y =1,
e) x =100,y = 1/10; f) x =10,y = 10 g) x = 10°, y = 107% h) x = 100, y = 10;
1)x=100,y=1;j) x=-5,y=-20; x=20,y=5; k) x=4,y=8; |) x=y = 10;
m)x=100,y=10;n)x=1,y=2;x=2,y=1; ) 10/3, -1/3.

6° Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) 3 =9 b) 2* =128 ¢) 5 =125

d) 25* =50 e) 41 =16 f) 6% =216

g) 2" =4 h) 677 =216 i) 2 =1/8

j) 57 =1/25 K) 4 =2 ) 9*2 =1

m) 8X2+3X+2 -1 n) 2X+2 — 0.52X—l ﬁ) 3 a7—X — aZ

0) (43—X)2—X =1 p) (2/7)5 — 3_5X+l q) 1Ox2—11x+30 — (25)2
f) 32 = 3/9x271/4 s) 4*5*1 =1600 t) 3*1.2* =12

Sol:a)2;b) 7;¢) 3;d) 2;e) 1; 1) 1; g) 3/2; h) 3;1) +2; j) 2; k) ; 1) -=2; m) =2, -1; n) =1/3;
A) 1;0) 3, 2; p) =6; q) 7, 4; 1) 11/2, 1/2; s) 3; 1) 2.

7°  Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) 5*+5t=30 b) 4 -52"+4=0 c) 77 -87"+1=0
d) 31 +3+3 =117 e) 32 _28.3* +3=0 f) 22*-32"14+8=0
g) 9°-3-6=0 h) 545 +51=31/5 i) 2*+2"* =3
L4t . b 6"+

i 2X+2=128 k) 5 —5H—24=o |)627:1

Sol:a)2;b)2,0;¢)-1,-2;d)3;e)-2,1;f)2,1,9) 1,h)0;i) 1, 0;j) 11; k) 2; ) -1, 0.
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89 Calcula el valor de x:
a) 2°=3 b) 4 =7 c) 3 =12 d 77%=2
Sol: a) 1.585; b) 0.4037; c) 1.2616; d) 2.3562.

9°  Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones logaritmicas:
32" -47 =-172 41 -6 =40 3+2) =
a) b) c)
7-2°+ 27 =154 24" -6 =-88

3x+l y+2

2.3 _5Y¥*2 = _2639 5y = 253 5* <1_6Y =339
d) e) f) L
4.3 +5Y =449 5*Y =25 2:6Y" =807
a*y =a’ 8Y.2%* =128 3%y _ w/
g) X—y 2 h) 2y nx-1 I)
a*V=a 3.3t =27 32%+Y _ 3
. [ 32°-23"=-6 32*-53'=3 2X 3yt =
) X y k) X+1 y+1 I) X+1 y
4.2 -33 =-11 2% 4 3¥t =59 2% 183V =712
2.3 +2Y3 =86 2542 =32
m) n)
3 -2"=23 577 =1

Sol:a)x=3,y=2;b)x=y=3;¢c)x=3,y=2;d)x=y=4;e)x=4,y=2;
Hx=3,y=2;0)x=3,y=1,h)x==70,y=49; i) x=6/5,y =-7/5;])) x =y = 2;
Kyx=y=4;)x=5,y=4,m)x=3,y=2;n)x=1,y=2.
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Determinantes.

Comenzamos el estudio del algebra lineal empezando primero por
el estudio de los determinantes, debidos fundamentalmente en su
nocion actual a Augustin Louis Cauchy. Generalmente el estudio
del algebra lineal comienza primero a partir de las matrices y
después con los determinantes después, pero en cambio,
empezaremos justo al revés, pues los determinantes van a servir de
muchisima utilidad en el calculo matricial.

Definicion: Un determinante es una forma multilineal alternada de A. L. Cauchy
un cuerpo. (1789 - 1857)

Esta es una definicion rigurosa de determinante. No obstante, dado que rebasa mucho el
nivel de un curso de bachillerato, definiremos determinante de esta otra forma:

Definicion: Se llama determinante de una matriz a una determinada operacion realizada
con todos los elementos de la matriz.

Por ello, definimos determinante en funcidn de las operaciones que hacemos con sus
elementos. Comenzamos ahora por mostrar dichas operaciones en matrices 2x2 y 3x3:

1. Célculo de determinantes en matrices 2x2:

Para las matrices 2x2, el determinante se calcula multiplicando los elementos de las
diagonales y después restarle al resultado obtenido en la multiplicacion de la primera
diagonal y el valor obtenido de la segunda, es decir:

a &
=ab,-a
Ejemplos:
1 -
=12-(-1)3=2+3=5
3 2
6 4
=65-43=30-12=18
3 5
-2 7
‘4 JJ=(—2)-(—1)—7-4=2—28=—26
Ejercicios:
Calcule los siguientes determinantes:
-5 9 -3 2 5 7 4 -5
a) b) c) d)
9 4 -9 9 6 -4 0 -7
1 2 -7 1 1 1 2 1
e f h
P I I 1A

Sol: a) —101; b) -9; ¢) -62; d) -28; €) 0; f) —15; g) —4; h) 1.
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2. Calculo de determinantes en matrices 3x3:

Para las matrices cuadradas 3x3, es usual usar varios métodos de calculo. Destacan
fundamentalmente tres métodos:

2.1. Método o regla de Sarrus:

El método o regla de Sarrus recibe su nombre del matematico francés Pierre Fréderick
Sarrus. Se aplica en matrices unicamente 3x3. Es un método muy usado, aunque en mi
opinion es desaconsejable por su limitacion Unicamente a matrices 3x3:

a a, a
bl bz b3 = a1b2C3 + a2b3cl + a3blc2 - a1b3c2 - a2b1C3 - a3b2Cl

Usualmente, para recordarla, se emplean diversos trucos con flechas, por ejemplo:

a @, @] |4 a% ‘it/ag a,
b by b= by /4 = aybyes Faghe fazbe, —aybiey —abe; —abyo
€1 1 O3 % € < 1“2 é

Concluyamos este método con unos ejemplos:

G G G

Ejemplos:
Calcule por Sarrus los siguientes determinantes:
1 4 7 1 3 2 510 7 2 -2
2 5 8 0 -2 4 2 2 3 4 1 2
3 6 9 -2 1 1 2 21 3 0 O
Solucién:
1 4 7
2 5 8/=159+483+726-186-429-753=0
3 6 9
1 3 2
0 -2 4/=1(-2)1+34(-2)+2:01-141-301-2(-2)(-2)=-38
-2 1 1
510
2 2 3=521+132+022-532-022-121=10+6-30-2=-16
2 21
7 2 2
4 1 2(=710+223+(-2)40-720-240-(-2)13=12+6=18
3 0 O

-87-



Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

2.2. Método de adjuntos o de los cofactores:

Se llama adjunto o cofactor de un elemento A;;j de una matriz cuadrada A al determinante
de la matriz resultante de suprimir la fila i y la columna j precedido por el signo + o0 —
segun sea la suma de los subindices i + j par o impar, respectivamente.

El determinante de una matriz cuadrada se puede calcular mediante la suma de los
elementos de una fila o columna cualquiera, multiplicados por sus adjuntos
correspondientes.

8 a4 &
b, b b b, b
bbb :ailcz c3 _azlgl 03 +a3-cl 02 B
2 3 1 3 1 2
Cl C2 C3

e = aibzcs + azbacl + aSbICZ - a1b3C2 - a2b1C3 - asbzcl

Visualizaremos mejor como se obtienen los adjuntos:
al a‘2 a3

b, b b b
b1 bz bs :al'cz C3 _az'i)l CS"'as'b1 ’
c C ¢ 2 V3 1 3| G Czl
1 2 3 D D D D D

Es posible también usar el método de adjuntos por columnas:
& a4 &
b a, a, a, a

b b — ) 2 3 _h. 2 C.- 2 3
bl 2 3 a'l C2 C3 bl C2 C3 + 1 b2 b3
G, G G ' : '

[l [ ]
D [
] [

O usar una fila o columna cualquiera con sus adjuntos correspondientes, imaginemos que
usamos la segunda columna con sus adjuntos correspondientes:

8 a4 &
b,
b1 b2 b3 =_a2.b1 3+b2.a1 a‘S_CZIai a‘3
Cl CS Cl C3 bl b3
G G G ‘ ' ‘
[ 0o O D D
J 0 7
0 0 i
Asignamos los signos de cada adjunto como sigue:
+ - +
— + J—
+ - +
Siempre el adjunto correspondiente al elemento de la esquina
superior izquierda sera multiplicado por el signo +, el resto de ~ Tablerode
signos se irdn alternando semejante a como se alternan las casillas ajedrez

blancas (+) y las negras (=) en un tablero de ajedrez.

Concluyamos este método viendo unos ejemplos en la pagina siguiente:
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Ejemplos:
E5 Calcule por adjuntos con la primera columna el siguiente determinante y verificar que da

el mismo resultado que por adjuntos con la tercera fila:

1 47
2 58
3 6 9
Solucion: Procedemos a calcular el determinante por adjuntos con la primera columna:
1 47
5 8 4 7 |4 7
2 5 8=1 -2 +3 =1(59-86)—-2(49-76)+3(48-75)=0
36 9 6 9 6 9 |5 8 — ~ ~;

Procedemos ahora a calcular el determinante por adjuntos con la tercera fila:
1 4 7
4 7 1 7 1 4
2 5 8=3 -6 +9 =3(48-75)-6:(18-72)+9-(15-42)=0
5 8 2 8 2 5 — 2
3 6 9 23 6 23
Como se puede comprobar, da el mismo resultado.

E6 Calcule de por adjuntos con la tercera columna el siguiente determinante y verificar que
da el mismo resultado que por adjuntos con la segunda fila y con la segunda columna:

1 3 2
0 -2 4
-2 1 1
Solucion: Calculamos el determinante por adjuntos con la tercera columna:
1 3 2
0 -2 1 3 |1 3
0 -2 4=2 —4 +1 =
-2 1 -2 1 |0 -2
-2 1 1
...=2(01-(-2)-(-2)) - 4(11-3(-2)) +1(1(-2)-03) =38
4 7 -2
Y ahora por adjuntos con la segunda fila:
1 3 2
3 2 1 2 1 3
0 -2 4/=-0 +(-2)- -4 =
11 -2 1 -2 1
-2 1 1

...=0(31-21)-2(11-2:(-2))-4(11-3(-2))=-38
1 5 7
Y por ultimo con la primera fila:

1 3 2
—2 4 o 4 o -2
0 -2 4=1 -3 +2 =
11 T2 1) T2 1
2 1 1
o =1((-2)1-41) - 3(01-4(-2)) + 2(01— (-2)-(-2) ) = -38
6 8 4

Como se puede ver, el resultado es exactamente el mismo en los tres casos.

-89 -



E7

ES8

E9

Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

2.3. Método de Gauss-Jordan:

El valor de un determinante no se altera por realizar sobre el una
operacion elemental (sumar o restar n veces una fila con m veces
otra fila). La idea de este método es reducir considerablemente el
numero de operaciones a realizar logrando anular varios elementos
del en el determinante. Si conseguimos un triangulo inferior o
superior de ceros, es posible calcular directamente el valor del

determinante multiplicando entre si los elementos de la diagonal. 3. C. F. Gauss
Por ejemplo: (1777 - 1855)
Ejemplos:

12 1 -2 00

0 5 -2/=15(-3)=-15 9 3 0/=(-232=-12

0 0 -3 1 5 2

Hay que hacer ceros hasta volver triangular el determinante, y es aqui donde intervienen
las operaciones elementales (suma y resta entre si de filas o columnas). Veamos en la
siguiente pagina unos ejemplos:

Ejemplos:

Calcula el valor del siguiente determinante por el método de Gauss:
12 1
3 2 2
1 2 6

Solucion: Para conseguir un determinante triangular, realizamos operaciones elementales
restando a la segunda fila tres veces la primera y restando a la tercer fila la primera:

1 2 1| e 1 2 1 1 2 1
3 2 —2|—F=RR 41331 2-32 —2-31=|0 -4 -5|=1(-4)5=-20
1 2 6 1-1 2-2 6-1] 0 0 5

Calcula el valor del siguiente determinante por el método de Gauss:
1 4 7

2 5 8
3 6 9

Solucion: Para conseguir una matriz triangular, restamos a la segunda fila dos veces la
primeray a la tercera fila le restamos tres veces la primera:

A (R 1 4 7 1 4 7
2 5 8 —F>R3A 4o 21 5-24 8-27/=/0 -3 -6
36 9 3-31 6-34 9-37| [0 -6 -12

Para conseguir el tridngulo de ceros, basta ahora con restar a la tercera fila el doble del
valor de la segunda:

1 4 7 1 4 7 1 4 7
0 -3 —6|—F=F2% 40 -3 -6 =0 -3 —6/=1(-3)0=0
0 -6 -12 0 —6-2(-3) -12-2(-6) |0 0 0
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Ejercicios:
2° Calcule los siguientes determinantes:

1 4 5 7 3 1 3 2 2 1 4 5 7 3 1

a0 2 6 b5 -1 0 ¢)|1 5 O di2 0 6 e);5 -1 0
0 0 3 1 0 O 10 0 O 0 0 3 0 1 0
10 0 O 9 4 6 -1 2 -1 8 -3 0 -6 -9 -5

fi)fl 0 5 gl 6 -7 hyl7 -1 0|2 7 -8 |4 -1 2
3 2 2 4 2 2 0 6 -4 0 6 -5 5 0 4
1 -1 7 6 -4 2 8 1 2 2 1 2 3 -4 -5

kyjlLt -2 -3 |1 6 -9 m|3 -7 5 n)7 -7 5 @)1 9 9
3 4 7 -5 -6 4 0 4 4 0 -8 8 4 -2 -5

E10

Sol: a) 6; b) — 1; ¢) =100; d) —24; e) 5; f) —100; g) 92; h) 10; i) 74; j) 53; k) 98; 1) 64;
m) —100; n) —200; fi) 107.

3. Célculo de determinantes en matrices 4x4 y superior:

Para las matrices cuadradas 4x4, resulta imposible usar la regla de Sarrus. No obstante, el
método de adjuntos se convierte en un método largo ya que implica resolver 4
determinantes adjuntos 3x3. Con ello, resulta méas rapido y eficaz plantearse nuevos y mas
eficaces métodos de calculo como sera el método de Gauss-Jordan. Otra opcidn es
combinar Gauss-Jordan con el de adjuntos y hacer posteriormente Sarrus:

Ejemplos:
Calcule por el valor del siguiente determinante por el método de Gauss:
1 -2 4 1
8 7 2 -
3 4 1
7 -5 3

Solucion: Mediante operaciones elementales, Ahora aplicamos una reduccion a la
primera columna del determinante:

12 -1 1| %-RR 11 2 -1 1|t 2-11
27 2 - o0 [2+1 742 24D -1+1 3 9 1 0
34 1 1 3-1 4-2 1-(-1) 1-1| ]2 2 0 0
45 3 1 4-1 5-2 3-(-1) 1-1| [3 3 4 0

Y ahora por adjuntos, convertimos este determinante 4x4 en un determinante 3x3:

1 2 -11
3 91 1 2 - 12 -1 1 2 - 3 91
39 1 0
s 9 0 O=—1-2 2 0+02 2 0(-0{3 9 1(+043 9 1|=-2 2 O
3 3 4 3 3 4 3 3 4 2 2 0 3 3 4
33 4 0
Ahora que queda reducido a un determinante de 3x3, puede ser resuelto por Sarrus.
391
-2 2 0|= —[3-2-4+9-0-1+1-2-3—(1-2-3+9-2-4+3-0-3)] =48
3 3 4

-91 -



Academia las Rozas

Julian Moreno Mestre

www.juliweb.es

www.academialasrozas.com

Ejercicios:

Calcule los siguientes determinantes:

30
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© g )

Sol: a) 200; b) 56; c) —126; d) 104; e) 102; f) =37; g) =31; h) =27; i) 28.

Calcular los determinantes haciendo ceros:

40

1 1
-1 1

1 1
1 2

1 -2 2 2

Sol: a) 5; b) —48.

Calcule los siguientes determinantes:

50
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N
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41__1__03263A_w3
o
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Sol: a) 44; b) —31; ¢) 92; d) 49; e) 660; f) 243; g) 12; h) 24; i) 8.
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4. Propiedades de los determinantes:
4.1. Propiedades de los determinantes respecto a operaciones:
Primera: Si todos los elementos de una fila o columna de una matriz cuadrada se
descomponen en dos sumandos, entonces su determinante es igual a la suma de dos
determinantes que tienen en esa fila o columna los primeros y segundos sumandos.
2 4 6| [1+1 1+3 1+5 |1 1 1 1 3 5
1 0 -2=(1 0 -2{=1 0 -2[+]1 0 -2/=-40
7 2 1 7 2 1 7 2 1 7 2 1

|
—-40 -9 -31

Segunda: Si se multiplican todos los elementos de una fila o columna de una matriz
cuadrada por un numero, el determinante queda multiplicado por dicho numero:

9 3 -3 33 31 (-1)3 B3 1 -1

7 6 1|=|7 6 1 (=37 6 1|=-24
5 1 -3 5 1 -3 5 1 -3
—24 -8

Tercera: El determinante del producto de la multiplicacion de dos matrices, es igual al
producto de la multiplicacion de los determinantes de dichas matrices.

2 1 01 2 3 5 8 1

1 2 08 4 5=|7 10 13
1 2 11 1 0 |8 11 13
| S N — | S —

3 2 6

4.2. Propiedades de los determinantes respecto al valor del determinante:
Cuarta: Si permutamos dos filas o dos columnas de una matriz cuadrada, su determinante
cambia de signo.

1 2 3 3 4 5
3 4 5/=10+9-12-5=2 1 2 3=12+5-10-9=-2
110 110

Quinta: Si una matriz cuadrada presenta una fila o columna de 0 o una fila o columna que
sea combinacion lineal de las demas, entonces ese determinante tiene valor 0.

1 2 3 1 2 3
4 5 6/=0 1 2 3=2+6+3-6-3-2=0
0 0O 111

Sexta: Si a una fila o columna de una matriz cuadrada se le suma o resta otra paralela el
valor del determinante no varia:

1 2 3 [1+3 2+4 345 1 2 3 B 4
3 4 5=|3 4 5|=3 4 5+3 4
110 1 1 0 110 21 10
Esto ya fue estudiado con anterioridad en el método de Gauss—Jordan.
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Ejercicios:
6° Sabiendo que:
b ¢
1 -1 1=m
2 0
siendo m un namero real, calcular:
52 b ¢ a+l b-1 c+1 -1 1 1
a) |10 -2 2 b)| 3 2 0 c)| b a c
15 2 0 7 -7 7 2+2b 3+2a 2c
Sol: a) 10m; b) =7m; c) m.
7° Sabiendo que:
a b c
d e f|=1
g h k
Calcular:
c b a
k h g
f e d
Sol: -1.
8° Si:
a b c
X y z|=5
P qr
calcular:
2X 7z 3y
2p r 3
2a ¢ 3b
Sol: 30.
9° Sabiendo que el determinante:
y z
1 0 2=1
8 4
Calcular:
3+X 8+y 4+z
2 0 4
1 8/3 4/3
Sol: 2/3.
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10° Calcula el valor del determinante:

a b c
d e f
g h i
sabiendo que:
-d -e -f
-a -b -c|=100
-g —-h i
Sol: 100.
11° Sabiendo que:
a b c
X y z/=3
1 0 1
Halla:
110 2C b-c a x-=1 'y z-1
ax z vy b)|2z y-z X (1 0 1
acb 2 -1 1 a-2 b c-2
Sol: a) 3; b) -6; ¢) 3.
12° Calcula el valor del determinante:
1 1 1
log3 1log30 1log300
log®3 log®30 log®300
Sol: 2.
13° Calcular:
ab 2ac 3a’ 10 10 10 5
a) [2b> bc ab b) |5a 5b 5c c) | 3a
2bc c¢* 2ac a® b* c? 7a’
1 1 1 a’-1 n n+l n+2
dija a+l1 a+2 e)[l 2a°-2 2a-1 f)In+3 n+4 n+5
a’ (a+1)? (a+2)? 1 0 n+6 n+7 n+8
abc -ab a’ L1l
o) |-b’c 2v° —ab hyttoxd
b’c® b’c 3ab Lt
x 1 11

Sol: a) —3a’b%c?; b) 50-(b—a)-(c—a)-(c—b); c) 105-(b—a)-(c—a)-(c—b); d) 2;
¢) (a°-1)°; ) 0; g) 2a’b*c?; h) (x+3)(x-1°).
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Demuestre que:
a-b a a+b

a)| b a b |=-2b(a-h)
1 1 1
a? a-b b’
c)jla b a :—(b—a)z(a+b)
1 1 1
2+4a b c
e)| a 2+b ¢ [=4(2+a+b+c)
a b 2+C
yz 1/x X
g)|zx 1y y|=0
xy 1z z
X a a
la x a a 3
i =(x—a) (x—-3a
My o y o= (x"8) (x-3a)
a a a X
-x 1 0 1
-x 1 0
K =x*(x* -4
) 1 —x ( )
1 0 1 —x
1 1 1 1
x-1 1 X 2
m =—X(Xx-2
) x-1 x-1 1 ( )
X Xx-1 X
a? ab ab b?
ab a*> b®> ab s )
q =(a+b) (a-b
b? ab ab a?
1 1 1
a b
P) a? b®> c?
a® b* ¢ d
a-b-c 2a 2a
q| 2b b-c-a 2b
2c 2c c—-a-b

a2

b)
1

h)

)

®» O P P 9 =B PP P E=E&=
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ab b?

2a a+b 2b/=(a-b)’

1 1
a’-1 a
2022 2a-1|=(a’-1)

0 a’

a b+c

b a+c|=0

c a+b

a® a’l |bc a a?

b> b’l=|ca b b?

¢ ¢ lab ¢ c?
-a -1 -1

a 1 1 3
L a :(a+4)(a —1)
-1 -1 a

ab ab b’

2 2 4
Zz 22 ZE_(az_bz)
ab ab a’

X x-1 x-1
x-1 X x=2

=-12
X—2 X-=-2 X
Xx-3 x-3 x-3
a a a
b b b
b o =a(b—a)(c-b)(d-c)
b ¢ d
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15° Calcular:
3 X X X a —-a -1 -1 al 01
a)x3xx b)1a11 C)lalo
X X 3 X 1 1 a 0 01 al
X X X 3 0 -1 -1 a 1 01 a
1 1 1 1 1 1 1 3 X X X
OI)1+a 1 1 e)—lx 1 1 f)x3xx
1 1+b 1 -1 -1 1 X X 3 X
1 1 1+c -1 -1 -1 X X x X 3
Sol: @) —=3(x-3)*(x+1); b) (a+1)-(a®>-1);c) a’(a®*—4);d) —abc;e) (x+1)°;
f) (3+3x)(3-x)’.
16° Demostrar que:
) cF)sx —smx:1 b) c9sx sin x _ cos(2%)
sinx  COSX sinx CcoSX
1 sina cosa
c) 1 sinb cosb|=sin(b—c)+sin(c—a)+sin(a—c)
1 sinc cosc
17° Probar que |A| es un multiplo de 7:
a b c
|A|l=]-3 1 -5
4 8 2
18° Calcula el valor de a que anula el siguiente determinante:
3a+1 a a
6a+2 2a+l 2a
3a+1 a a+l
Sol:a=+1,a=1/2.
19° Calcular el valor del determinante de orden n + 1.
1 a a, a,
1 a+b 4 a,
1 & a,+hb, a,
: : : a,
1 & a, a,+b,

Sol: b b, b;-...b,.
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20° Resolver las siguientes ecuaciones:

1 X x? x® -x 1 0 1
2 2 1 —x 1
) 3 2x+1 x°+2x 3X 0 b) 0
3 x+2 2x+1 3Xx 0 1 —-x 1
1 1 1 1 1 1 —X
X X X X Xx -1 -1 0
Xx 1 0 x -Xx x =11
C) =0 d) =0
x 0 x 1 1 -1 x 1
X X 1 x -1 0 x
1 -5 4 0 -2 3 4
1 -5 9 -1 0 4
e) ) = f) =0
-2 X 0 2 10 -26 33 49
-2 x*-1 2x* 2 4 10x 10 34
-1 5 -9 1 1 1 1 1
2 -10 13 - X 2 -3 5
=0 h =0
9 2 x> 0 2 ) x> 4 9 25
0 05 x* 0 x> 8 27 125
x} 3% 3x 1 11 1 1
X xP+2x 2x+1 | L x 1 1
I) =0 J) 2 =0
X 2Xx+1 x+2 1 1 1 X 1
1 3 3 1 11 1 X

Sol:a)x=1;b) x=0,x=%2;¢c)x=1,x=0;d)x==%1;e)x =1, x = +£3;
Hx=2,x==-2/5;9)x=41,x=43;h)x=2,x==-3,x=5;i)x=1;j) x=+1.

21° Demostrar que el determinante:

1 913
2 6 18
2 213
1519

es divisible por 11.
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Matrices.

El origen de las matrices es bastante antiguo. Las primeras matrices que tenemos
registradas provienen de los conocidos como cuadrados magicos. Los cuadrados magicos
son tablas ordenadas de nimeros de tal forma que si sumamos todos los elementos de una
fila o de una columna obtenemos siempre el mismo numero.

4 9 2
3 57
8 1 6

En el cuadrado mégico arriba mostrado, podemos comprobar que si sumamos todos los
elementos de una fila el resultado es 15. También podemos ver que da 15 el resultado de
sumar todos los elementos de una columna.

Los primeros cuadrado méagicos datan del 650 a.c. en la literatura china y fueron
transmitidos a los arabes en el siglo VII d.c. Los cuadrados méagicos de orden 5y 6
aparecieron en Bagdad en el 983 d.c. en la Enciclopedia de la Hermandad de Pureza. Los
chinos vieron cierta utilidad usando matrices como medio de resolucion de problemas que
hoy estudiamos y resolvemos bajo sistemas de ecuaciones lineales.

Hasta el Siglo XIX no se desarrolla en las matematicas el algebra de
matrices. EI término matriz es acufiado por el matematico James
Joseph Sylvester en 1848 como nombre propio para estas tablas de
numeros. Mas tarde, y en 1858, el matematico inglés Arthur Cayley
desarrolla en su obra “Memorias sobre la teoria de matrices” la
definicion de matriz y las operaciones suma de matrices, de producto
de un nimero real por una matriz, de producto de matrices y de
inversa de una matriz. Cayley afirma que obtuvo la idea de matriz a

. . ) . J.J. Silvester
través de la de determinante y también como una forma conveniente (1814 — 1897)

de expresar transformaciones geométricas.

Definicidon: Las matrices son listas o tablas ordenadas de nimeros. Ejemplos de matrices
son:

35 1

2 1 -6 1

A= B=|0 2 -2 C=@1 2 -9 1) D=

4 179
11 3

Las dimensiones de una matriz vienen definidas por el nimero de filas y de columnas.
Por ejemplo, la matriz A que tiene por dimensiones 2x1, lamatrizB 3x3, lamatriz C
1x4 ylamatrizD 2x3.

1. Clasificacion de las matrices.
Las matrices se pueden clasificar, seglin sus dimensiones, en:
- Una matriz columna es aquella con dimensiones mx1. Ejemplo es la matriz A.
- Una matriz fila es aquella con dimensiones 1x m . Ejemplo es la matriz C.
- Una matriz cuadrada es aquella con dimensiones mxm. Ejemplo es la matriz B.
- Una matriz es rectangular, cuando sus dos dimensiones son desiguales, mxn con
n=m. Ejemplo son las matrices A, C y D, pero no ocurre asi con la B.
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2. Nombres especiales de matrices (1):
Vamos a estudiar ahora algunos nombres que reciben las matrices segun la presencia de
ceros Yy la colocacion de estos. Los mas famosos son:
- Las matrices nulas son aquellas matrices compuesta Unicamente por ceros.
Ejemplo:

o O O
o O O
o O O

- Las matrices diagonales son aquellas matrices cuadradas cuyos elementos son
cero salvo los elementos de diagonal principal. Ejemplo:
2 00
0 50
0 01

Si todos los elementos de la diagonal de una matriz diagonal son iguales, se las
Ilama también matrices escalares. La matriz recibe también el nombre de matriz
Identidad cuando los numeros de la diagonal valen la unidad.

- Una matriz cuadrada se llama triangular si presenta un triangulo de ceros en una
de sus esquinas. Ejemplos:

1 29 0 01 2 00 1109
A=/0 1 5 B=|0 4 2| C=|1 10 D=|8 2 O
0 0 3 1 2 7 9 8 1 1 00

De las siguientes matrices la matriz A es triangular inferior izquierda, la B es
triangular superior izquierda, la C triangular superior derecha y la C triangular
inferior izquierda. De estas matrices son importantes la Ay C y reciben
respectivamente el nombre de triangular inferior y triangular superior (a secas).

3. Caracterizacion de los elementos de una matriz:

Todos los elementos de una matriz A seran caracterizados en estos apuntes mediante la
notacion, &, siendo nimeros i y j los que indican la localizacion de un elemento dentro
de una determinada matriz, indicando i el nimero de filay j el nimero de columna.

Ejemplo:

1 2 9 a, =1 a, =2 a;=9
A= 0 1 -5 a, =0 a,, =1 a,,=-5
-3 0 3 a; =-3 a;, =0 ;=3
Ejercicios:
Escribe las matrices de orden 3 que correspondan a las definiciones:
a)aij:{-z- Ifj b) bij:{l.Ji ISJ C) Cij:{l- ISJ d) dij:(_]-)i+j
i+] i=] Joi>] J 1>
2 2 2 11 1 111 1 -1 1
Sol:a) A=|2 4 2|;b)B=|1 4 8 |;c)C=|1 2 2|;dD=]-1 1 -1
2 2 6 18 27 1 2 3 1 -1 1
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4. Operaciones en matrices:

4.1. Suma de matrices:

Dadas dos matrices A 'y B del mismo orden mx n se define la matriz suma C como:
C=A+B

Solo se puede sumar matrices del mismo tamario, y la suma siempre se realiza sumando

elementos que ocupen idénticas coordenadas:

Aij+Bij:Cij
Es decir:
Ay o A By Bim Ap+Byy o A +B Cpy Cim
s R N C = : : = : :
Aml Amn Bml an Am1+Bm1 Anm+Bnm le Cmn
Ejemplos:
Sume las siguientes matrices:
2 3 1 111
1 5 1 3 2 6
+ -1 5 3 |+|1 2 2
2 -2 0 1 4 2
2 7 =2 1 2 3

Solucion: Sumamos elementos que ocupen coordenadas idénticas:
1 5 1+3 2 6) (1+43 5+2 1+6) (4 7 7
2 2 0)\1 4 2) (241 —2+4 0+2) (3 2 2
2 3 1 11 1 2+1 3+1 1+1

3 4 2
-1 5 3|41 2 -2|=|-1+1 5+2 3+(-2)|=|0 7 1
2 7 -2 1 2 3 2+1 7+2 -2+3 391

o1 3

Solucion: Estas matrices no son del mismo tamafio, no son por tanto sumables.

Sume las siguientes matrices:

4.2. Propiedades de la suma de matrices:
La suma de matrices tiene las siguientes propiedades:
Asociativa: Por donde empecemos las sumas no altera el resultado:
A+(B+C)=(A+B)+C
Elemento neutro: Las matrices nulas O son elementos neutros:
A+O=A
Elemento opuesto: Toda matriz posee un elemento opuesto respecto a la operacion suma,
es decir, que para toda matriz A de tamafio mxn existe una matriz A" de tamafio mxn tal
que si sumamos A y A™ da como resultado el elemento neutro de tamafio mxn.
A+A'=0
Conmutativa: El orden de los sumandos no altera el resultado:
A+B=B+A
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4.3. Diferencia de matrices:
Dadas dos matrices A 'y B del mismo orden mxn se define la matriz diferencia C como:

C=A-B
como la matriz de orden mxn tal que:
AIJ—B”:CIJ
Es decir:
A11 Alm Bll Blm All_Bll Alm_Blm C11 Clm
Aml Amn Bml an Aml_Bml Anm_Bnm le ) Cmn
Ejemplos:
Sume las siguientes matrices:
2 3 1 111
1 5 1 3 2 6
- -1 5 3|-]1 2 2
2 2 0 1 4 2
2 7 =2 1 2 3

Solucion: Sumamos elementos que ocupen coordenadas idénticas:

1 5 1) (3 2 6) (1-3 5-2 1-6) (-2 3 -5
2 2 0) 1 4 2) |2-1 —2-4 0-2) |1 -6 -2

2 3 1) (11 1 2-1 3-1 1-1 1 2 0
15 3|-|1 2 —2|=|-1-1 5-2 3-(-2)|=|-2 3 5
2 7 -2) (1 2 3 2-1 7-2 -2-3 1 5 -5

Realice la siguiente operacion:
3 5 2 11
4 1 -1) (1 3

Solucion: Estas matrices no son del mismo tamarfio, no son por tanto restables entre si.

Ejercicios:
Calcular:
1 2 3 1 2 2 1 2 3 1 2 2
a)|4 5 6|+|1 -4 -7 |4 5 6|-|1 -4 -7
7 8 9 3 -5 -6 7 8 9 3 -5 -6
1 0 -1) (3 8 1 1 0 -1) (3 8 1
)1 0 2|+1 7 -6 d|1 0 2|-|1 7 -6
5 3 -2) |0 6 -2 5 3 -2) (0 6 -2
Sol:
5 0 0 1 4 8 0 -2 -8 -2
a)| 5 1 -1 by| 3 9 13 )| 2 7 -4 d|o -7 8
10 3 3 10 13 15 -5 9 4 -5 -3 0
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4.4. Producto de matrices por un nimero:
Dada una matriz A 'y un escalar c perteneciente al conjunto de los reales se define la matriz
producto escalar B =c-A como:

Es decir:
A Alm CA;p - CA By - Bin
cl sl = : ' : =l : :
Aml Amn C'Aml C'Amn Bml an

VVeamos unos ejemplos:

Ejemplos:
Opere:
1 5 1 2
4. -3
25 "
Solucion:
415_4-1 4-5_420 32_—3-2_—6
2 -2) (42 4(-2)) |8 -8 1) (-3(1) (3
Resuelve la siguiente ecuacion matricial:
1 - 4 2
3IX - =2
-1 1 2 4
Solucion:
1 -1 4 2 4 2 1 -1
3IX - =2 —>3IX=2 +
(—1 1j (2 4} (2 4] (—1 1}
9 3
24+1 22-1 9 3 39 31
22-1 42+1 3 9 3 1 3
Calcula el valor de las matrices X e Y sabiendo que:

10 10
X-Y = X+Y =
i) 53

Solucién: Despejamos la matriz X usando una de las ecuaciones:

10
X= +Y
11
Y sustituimos en la otra ecuacion:

10 10 1 0) (10 00 00
+Y+Y = —>2Y = - —>2Y = ->Y =
Y I R ] i R M R R Y

Una vez calculada Y, calculamos X:

<l GG )
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Ejercicios:
3° Calcular:
-4 2 1 5 =2
31 -2 -4
a3l 1 -1 b) -2-1 1 3 c) -5
1 2 -3 2
6 1 -3 0 -1
Sol:
-12 6 -2 -10 4
-15 -5 10 20
a| 3 -3 b)|]2 -2 -6 c)
-5 -10 15 -10
18 3 6 0 2
4°  Calcular:
1 1 1 2 -2 -1
1 2 1 2
a) + 2 by2-1 2 3|-3/2 1 5
-3 -1 -5 1
2 3 -1 6 1 1
1 1 10 1 -2
. —2|-3 2 -1
)5 2 -2|-3/0 1 d) 6 < |2
-1 1 10 3 0
4 1
10
3 6 -4 8 5 2 5 14
Sol: a) ;b)) -8 1 -91;c)|10 -13|;d) .
-13 1 18
-12 3 -5 -8 5
22
5° Calcular la matriz X:
2 3 10 3 2 2 3 -2 2
a) 5X-2- = +4-X b) 6:X -7 -
31 01 12 1 -1 -2 1
1 20 30 0 1 2 3 11 -1
c)2X-3{2 1 0|={0 3 0|-X d)3X-{4 5 6|=2X-2|1 2 -1
0 01 6 0 -3 7 8 9 1 3 -1

2 2 0
5 6 4 2 -2
Sol:a) X = ;b)) X= ;) X={2 2 0];
6 3 1 2 =2
2 00

6° Efectla la siguiente operacion con matrices y calcula X:

1 5 -6 6 3 -1 1 00 -6 0 3
2X-3/2 3 1|=/2 3 1|-|501 0|-201 0 2
4 5 3 4 3 2 0 01 -1 -2 0
-4 -6 -13/2
Sol: X=| 5 7/2 3/2
7 7 3
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7° Se dice que la matriz A es combinacidn lineal de las matrices By C, si existen dos
nameros reales 1y x, tales que:
A=1B+uB

1 3
A=
-1 2
es combinacion lineal de:

-} ) =

Sol: No son combinacion lineal.

Averiguar si la matriz:

8° Resuelve los siguientes sistemas triviales:

2 -1 2 5
3IX+2Y = X+2Y =
5 4 7 -1
a) b)
1 3 1 -2
22X+Y = X-Y =
-2 0 3 5
5 12 7 1 -2
2X+Y = 3X-5Y =
4 2 7 8 1
c) d)
11 25 0 2 4
22X+Y = -X+3Y =
20 10 35 3 0

0 7 1 -11 14 1 1(1 7
Sol:a) X = , Y= ;b)) X== , Y == ;
-9 -4 16 8 3113 9 3\4 -6
-1 -1 14 7 14 -21 1(13 14 1(7 10
c) X= Y = X == ,Y== .
-12 -6 -21 18 14 49 4(39 3 4(17 1

9° Hallar las matrices X e Y sabiendo que:

5 6 18 15 18 10 30 -4
3X+4Y =28 19 26 -19 SX-3Y=|8 22 24 -22
-3 -8 13 16 -5 6 12 17
3 2 6 1 -1 0 0 3
Sol: X=|4 5 6 -5|,Y=/4 1 2 -1]|.
-1 0 3 4 0 21 1
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4.5. Producto de matrices:
Dadas dos matrices A ,de orden mxn,y B, de orden nxp, su matriz producto C = A-B es
una matriz de orden mxp tal que:

CAB+AB+AB++AB

intonj

O bien:

A o A |[Bu o Bip | [ ApBut AAB o ApBipt. +A1mBnp
Ant = Amn )\ B Bnp AmBrat HAnaBny AmlBlp+ +AmanP

Es decir, multiplicamos los elementos de una fila por los de una columna.

Ejemplos:
E9 Opere:
3 11
8 2 3 4 3)\(1 3
(8 -5 4)- 0 14 0 -
-2 0 6 0 -2/)l0 1
1 30
Solucion:
3
(8 -5 4)- 0(=38+(-5)0+41=28
1

1
8 2 3 |4 ol 81+24+33 81+20+30 | (25 8
~2 0 6 ; | (-2)1+04+63 (-2)1+00+60) (16 -2
3

1
0
0
41+30 4.3+31 4 15
( j{ j [o-1+ (-200 03+ (—2)-1} B (o —2}
E10 Calcular los siguientes productos de matrices:
3

2 2 3

1 35 1 35
11 1 1}

2 46 2 4 6
3 2 3 2

2 3
1 35 1 1l- 12+31+53 13+31+52 20 16
22+41+63 23+41+62 26 22

Solucion:

2 3 135 21+32 23+34 25+36 8 18 28
11 ( J: 11+12 13+13 15416 |=|3 6 11
31+22 33+24 35+26 7 17 27

Nota: Como podemos ver, para que se puedan multiplicar matrices dos matrices, el
namero de columnas de la primera debe ser igual al nimero de filas de la segunda.
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4.6. Propiedades del producto de matrices:
Las matrices poseen las siguientes propiedades:
e Primera: Propiedad asociativa: (A-B)-C = A-(B-C).
e Segunda: No es en general conmutativo: A-B = B-A.
e Tercera: Si A-B=0, donde O es la matriz nula, no implica necesariamente que
A 0 B sean también matrices nulas.
e Cuarta: Si A-B=A-C No implica necesariamente que B=C.
e Quinta: A(B+C)=A-B+A-C El producto de matrices es distributivo respecto de
la suma de matrices.

e Sexta: (At B)2 No es necesariamente igual a A*+2A.-B+B?.

e Séptima: (A+B)-(A—-B) No es necesariamente igual a A*—B?.
Si la matriz es cuadrada, tiene nuevas propiedades:

e Primera: Matriz identidad (I) o elemento neutro: A1 = -A=A.

e Segunda: Matriz inversa o elemento inverso: AA"=A"A=1.

o Tercera: (A+B) =A’+AB+BA+B.
e Cuarta: (A+B)(A-B)=A°-AB+BA-B’.

Ejercicios:
10° Calcular:

3 1 -1\(2 2 -1 -1 2

oGea ok o0
0 1 -1 2 3)\(2 1 2
d(1 0 5)4 25 e)| 4 1 2|1 1 f)—21@ij
0 1 -1 2 5){2 3 1
1 -2 2
-2 3

g) [2 (-2 1 3) h)y (1 2 3)[1} i) . Oj 0

3 3 1 -2

1 2 3)1 1 2 -2)(1 12 -2
j){3211 k|1 1 -1(2 1 N2 1 11 -1

1 -2 1)(2 2 3 1){1 3 -1 3 -1)l2 3 1
Sol:

3 6 0 0 0
a) (_2 _4] b) 0 Oj c) OJ d(0 8 6) e 9

4 5 -2 1 6 14
f){Z -5 g9|-4 2 6| h|13 23 i) G j’j i)

2 10 -6 3 10 24

3 -4 8 5 8 0
k){z 2 5/ |7 11 -3

9 6 9 2 2 -6
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11° Se consideran las matrices:

1 0 3 1 1 2 1 4
A=l2 -1 2 B=-2 -3 C=|3 0 -1
2 2 1 0 4 4 -1 5
Calcular:
a) 3:A b)3:A+2.C c)3A-2C d) A-C e) C-A
HAC+CA g) AB hyA+C )A-C
Sol:
3 0 9 7 2 17 -1 -2 1
a)|6 -3 6 b) |12 -3 4 c)| 0 -3 8
6 6 3 14 4 13 -2 8 -7
14 -2 19 12 7 12 26 5 31
d|9 0 19 e)|1 -2 8 f)|10 -2 27
14 1 11 12 11 15 26 12 26
0 15 3 1 7 -1 -1 -1
g3 -1 hy|]5 -1 1 )[-1 -1 3
6 27 6 1 6 -2 3 -4

12° Dadas las matrices:
A=(1 2 —5) B=|2

se pide:
a) Calcular A-By B-A'y verificar que no existe conmutacion.
b) Calcular det(B-A).

12 -5
Sol:a) AB=-5BA=|2 4 -10|;b)|B-A|=0.
2 4 -10

13° Calcular todas las matrices X que cumplan:
AX=XA
Siendo:
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5. Potencias enteras positivas de matrices cuadradas:

Una potencia entera de un nimero es basicamente una multiplicacion sucesiva. Con las
matrices ocurre exactamente igual, solo que debemos tener en cuenta las reglas de
multiplicacion de matrices. Nosotros nos vamos a centrar en las potencias de las matrices

cuadradas.
Ejemplos:
E11l Seala matriz:
1 2 2
A=-2 0 -1
1 1 -1

Calcule las potencias A%, Ay A*,
Solucioén:
1 2 2 1 2 2
A’=AA=|-2 0 -1||-2 0 -1|=...
1 1 -1){1 1 -1

11+2:(=2)+21 12+20+421 12+2(-D+2(-1)) (-1 4 -2
= —21+0(=2)-11 -22+00-11 -22+0(-1)-1(-1) |=|-3 -5 -3
11+1(-2)-11  12+10-11 12+1(-)-1(-1) ) |-2 1 2

-1 4 -2\(1 2 2
A*=A>A=-3 -5 -3|{-2 0 -1|=...
-2 1 2)l1 1 -1
-11+4(-2)-21 -12+40-21 -12+4(-1)-2(-1) -11 -4 -4
..=|-31-5(-2)-31 -32-50-31 -32-5(-1)-3(-1 4 -9 2
-21+1(-2)+21 -22+10+21 -22+1(-1)+2(-1) -2 -2 -7
-11 4 -4\(1 2 2
AP=A*A= 4 -9 2|{-2 0 -1|=...
-2 -2 -7){L1 1 -1
-111-4(-2)-41 -112-4.0-41 -112-4(-1)-4(-1) -7 -26 -14
.= 41-9(-2)+21 42-90+21 42-9(-1)+2(-1) |=|24 10 15
-21-2(-2)-71 -22-20-71 -22-2(-1)-7-(-2) -5 -11 5

Ejercicios:

14° Calcular A’y A3, siendo:

4 5 -1
A=[-3 -4 -1
-3 -4 0
4 4 -9 31 40 -8
Sol: A’=|3 5 7 |;A*=|-24 -33 -8
01 7 24 -32 -1
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Encontrar una matriz triangular inferior A tal que:

o 8 -57
lo 27
2 -3
Sol: A= .
0 3

Dada la matriz:

1111
0111
X:
0 011
0 001
Hallar X2y X3,
1 2 3 4 1 3 6 10
, |01 2 3 , |01 3 6
Sol: X* = X =
0 0 1 2 0 01 3
0 001 0 00 1
Partiendo de:
1 00 1 -1
A=/0 2 0 B=|0 2
0 0 3 0 O
Hallar A% A B?y B®.

100 1 0 0 1 -3 10
Sol: A°=|0 4 01;A3 0 8 0|;B*=|0 4 -12|;:B%=
0 09 0 0 27 0 0 1
Sea:
5 -4 2
A=l 2 -1 1
-4 4 -1

Comprobar que A? = 2A — |. Usando la férmula anterior, calcular A,

Sea A una matriz cuadrada que verifica que:
A’ +A=]
Siendo I la matriz identidad. Calcula:
(A+1)" =(A+1)
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5.1. Nombres especiales de matrices (I1):

Anteriormente estudiamos algunos nombres que reciben ciertas matrices. Sin embargo, en
funcién del resultado de su potencia, algunas reciben también otros nombres.

Matrices nilpotentes: Son todas aquellas matrices que tiene una potencia igual a la
matriz nula. Por ejemplo:

0 0O

0 3

A= B=/0 0 O C=
0 0

o O O

1
0
0

o N O

Estas matrices son nilpotentes. La matriz A y la matriz B son nilpotentes de orden
2, pues su segunda potencia es la matriz nula.

0 0 0)y(O 0O O 0 0O
, (0 3)(0 3 00 )
A= : = B°={0 0 0[{0 0 O0|=|0 0 O
0 0)l0 O 00
5 0 0J){5 0 O 0 0O
En cambio, la matriz C, es nilpotente de orden 3, pues solo es nula la tercera
potencia:
0 1 0o 1 0 0 0 2
C*={0 0 2}{0 0 2|=/0 0 O
0 0 0)lo 0 O 0 0O
0 0 2y(0 1 0 0 0O
c®=Cc*C=|0 0 OF{O O 2|=|0 0 O
0 0 0J)lo 0 O 0 0O

El orden de nilpotencia viene determinado por el nimero del exponente de la
matriz que produzca la matriz nula.

Matrices idempotentes: es una matriz la cual es igual a su cuadrado, es decir: Por
ejemplo:

2 -3 -5
A=|-1 4 5
1 -3 -4

Pues su cuadrado:
2 -3 -5b\(2 -3 -5 2 -3 -5
A’=-1 4 5|{-1 4 5|=|-1 4 5|=A
1 -3 4){1 -3 -4 1 -3 -4

Matriz involutiva: Es aquella matriz cuyo cuadrado es igual a la matriz identidad.

Por ejemplo:
1 1
A=
o0

A R

Como veremos mas adelante, estas matrices se caracterizan por ser iguales a su
matriz inversa.

Pues su cuadrado:
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Ejercicios:
Determinar a partir de que potencia son nilpotentes las siguientes matrices:
0100
010
01 0 01O
0 01
00 0 001
0 0O
0 00O

Sol: Orden 2, orden 3, orden 4.

Calcular A®y A siendo:

0100
0020
A=

000 3

0000
000 2 0000
SoI'A3—OOOO'A1°—OOOO
" looool |oo0O00O
0000 0000

¢Qué condiciones deben cumplir los elementos de la matriz:

a o0
A=

0 b
para que: A* =1. Sol: Que tanto a como b valgan: a=+1, b=+1.
5.2. Potencias enésimas de matrices cuadradas:
Como hemos podido observar el céalculo de potencias de matrices cuadradas de orden
superior lleva consigo un gran nimero de operaciones. Es conveniente encontrar
estrategias adecuadas que nos permitan calcular de modo eficiente las potencias mas

elevadas naturales de matrices cuadradas. Para ello, es necesario encontrar una regla de
recurrencia que nos sea de utilidad. Veamos unos ejemplos:

o3

Solucion: Para poder hacer este calculo, calculamos las cuatro primeras potencias:
1 3} (13 1 3y (1 3)(1 3) (1 6
(0 J :[0 1) (o J :[o 1}(0 J:[o 1}
1 3\ (1 3)(1 3) (1 9 1 3\ (1 3y (1 3) (1 12
(o J :(o J {o 1]:(0 1} [o 1) :(o 1] '[o 1]:{0 1}
Viendo estos resultados, es facil por tanto deducir que:

SR
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E13 Calcular la potencia enésima de la matriz A:

1 0 O
A=l1 -2 0
0 0 -2

Solucién: En el caso anterior hicimos unos tanteos con las cuatro primeras potencias. En
esta ocasion, descompondremos nuestra matriz en una matriz diagonal y en una
nilpotente de orden 2:

1 0 O 0 0O

A=D+N=(0 -2 0 (+/1 0 O

0 0 -2) {0 00

Ahora procederemos a hacer unos célculos:
0 0 0)y1 0 O 0 0O
ND={1 0 0|/0 -2 0 |={1 0O O|=N
0 0 0J)lO 0 -2 0 0O
1 0 0)Y0 0O 0 0O
DN=/0 -2 041 0 0|={-2 O 0]—2-N
0 0 -2J)l0 0 O 0 0O

Y por tanto:
D?>N=4N D®>N=D-D*N=-8N D"N=(-2)":N
Determinamos ahora las primeras potencias:
A*=(D+ N)2 =D*+N-D+D:N+N*=D?*+N-D+D-N+O=D*-N
A’=(D+N)’(D+N)=(D*-N)(D+N)=D*~ND+D*N-N-N=D*+3N
A*=(D+N)’(D+N)=(D*-3N)}(D+N)=D*+3N-D+D*N+3N*=D*-5N
A®=(D+N)"(D+N)=(D*-5N)(D+N)=D°-5N-D+D*N-5N*=D°+11N
Podemos ver que los escalares que multiplica al término N se obtienen mediante:
Potencia 1: (-2)' +1 Potencia 2: (-2)* +(-2)" +1
Potencia 3: (=2)° +(-2)* + (-2)' +1 Potencia 3: (-2)* +(-2)° + (-2)* + (-2)" +1
Por tanto, la matriz enésima sera:

A"=D"+ N-i(—z)i
i=0

Ejercicios:
23° Calcular:

-1 0
Sol: ( j
0 -1
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Sea:
)
0 1
] o (1 ZnJ
Calcular A". Sol: A" =
0 1
Calcular A% siendo:
1 1/7 1/7
A=|0 1 0
0 0 1
1 55
Sol: A={0 1 O
0 01
Dada la matriz:
1 01
=0 1 0
1 01
Calcular A"y en particular A'®,
2n—1 O 2n—1 299 O 299
Sol: A"=| 0 2 0 [;A®=0 2 0
2"t 0 2"t 2% o0 2%
Sea la matriz:
110
=1 10
0 01
Calcular A%,
2° 220
Sol: A=|2° 2° 0].
0 0 1

Dadas las matrices :

s 3

Calcular la matriz S tal que:

Academia las Rozas
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g

S=A+AB+AB*+AB*+...+AB"

n+l
Sol: S= 2 1 0 .
0 3n+1_1
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29° Sea la matriz:

3 -1 1
A=|-2 4 -2
4 4 -2

a) Comprobar que la matriz B = A — | es idempotente (I es la matriz identidad).
b) Teniendo en cuenta que A = B + I, calcular A" con n potencia entera.

30° Seana, by ctres nimeros tales que verifican a+b*+c? =1. Considérese la matriz:

a® ab ac
A=|ab b* bc
ac bc ¢’
Calcular A". Sol: A" = A.
31° Dadas las matrices:
1 00 1 00 1 00
a)A=[1 1 0 b)B=|1 1 0 C=[11 1
011 111 1 01
Calcule la matriz A", B"y C".
1 0 0 1 0 0
Sol: @) A" = n 1 0|;b)B"= n 1 0§;
(n*-n)/2 n 1 (n*+n+1)/2 n 1
1 0 0
c)C"=[(n’+n)/2 1 n
n 01

32° Demuestra por induccion que:

Satisface la relacion A" = 2" .A.
33° Demostrar por induccion que la matriz:
111
A=(111
111
verifica la relacion A" =3""A.

34° Obtener, para todo nimero natural n, el valor de:

1 1) (1 -1
+
11 -1 1
Sol:2 O.
0 2
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6. Trasposicidon de matrices:

La traspuesta de una matriz A de orden mxn, denotada por A" o por tras(A), es la matriz
obtenida escribiendo las filas de A, por orden, como columnas. Es decir:

t
All Aln All .. A

ml

Aml Amn Aln Anm

Siendo el orden de su traspuesta como nxm.

Ejemplos:
E14 Calcule la matriz traspuesta de:
1
A:(l 2 3) 82[4 1) .
4 5 6 -2 5 3

Solucion:
1 4
1 2 3 ¢
A= —>A'=|2 5
4 5 6
3 6
1
C=|-2 —>C‘:(1 -2 3)
3

6.1. Propiedades de la trasposicion de matrices:
Las propiedades son:

e (A+B)'=A'+B! o (cA) =cA'
¢ (A)'=A e (AB) =B'A!

6.2. Nombres especiales de matrices (111):
También, por la trasposicion de matrices
e Matriz simétrica: es aquella matriz que es igual a su traspuesta, es decir:

A'=A
Por ejemplo:
1 2 3
11
[ j 2 1 4
1 2
3 4 -1

e Matriz antisimétrica: es aquella matriz que es igual a menos su traspuesta, es

decir:
A'=-A
Ejemplos de matrices antisimétricas:
0o -2 3
0 -
( j 2 0 -4
1 0
-3 4 0
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Ejercicios:
35° Determinar la matriz traspuesta de cada una de las siguientes:
-1 2
3 1 0 -1 6 -1 156 8
a)07 by| -2 -4 2 c)l 4 -3 0 16
5 1 -1 -3 5 4 17
7 4
Sol
-1 4 -3
13 0 7 0 -2 5 1 -3 -5
a) b)|-1 -4 1 c)|5 0 4
2 -1 7 4
6 2 -1 6 1 1
8 6 7
36° Calcular A-A'siendo:
1 -1 0 -3
A=
3 21 0
. (11 5
Sol: A-A" = .
5 14
37° Sean:
-1 2 5 0 0 -1 -1 3 2
A=l4 1 38 B=|2 1 4 C=3 0 2
6 -1 2 01 6 -1 0 3
Determinar:
a) A' +6:B+3C b) (A-C) +7:B-6B'
c) 7A-2C+3(6:A' -2B) d) A—A'-3(B+C)
-4 13 6 0 -11 0 -23 80 145 3 11 -4
Sol:a)|23 7 29|;b)|13 2 21|;c)| 46 19 10 |;d)|-13 -3 -9
2 14 47 9 -11 5 134 131 8 4 12 -27

38° Demostrar que (A+B)' =A"'+B'.
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7. Matriz de cofactores o de adjuntos:

Se llama adjunto o cofactor de un elemento a;j de una matriz cuadrada A al determinante
de la matriz resultante de suprimir la fila i y la columna j precedido por el signo + 0 —
segun sea la suma de los subindices i + j par o impar, respectivamente. Veamos unos
ejemplos de calculos de cofactores en matrices cuadradas 3x3:

Ejemplos:
Calcule la matriz de cofactores o de adjuntos de:
1 2 3
A=14 5 6
7 8 9

Solucion: Comenzaremos por identificar los adjuntos asociados a cada elemento de la
matriz:

5 6 4 6 4 5
adj(a,, =1 = =-3 adj(a, =2)=— =6 adj(a,, =3) = =-3
j(a, =1) ‘8 9‘ i(a, =2) ‘7 9‘ j(a,; =3) ‘7 8‘
. 3 : 1 3 . 1 2
adj(a,, =4) :—‘8 9‘:6 adj(a,, =5):‘7 9‘:—12 adj(a,, :6)=—‘7 8‘:6
2 3 1 3 1 2
adj(a,, =7) = =-3 adj(a,, =8)=-— =6 adj(a,, =9) = =-3
i@, =7)=| 6‘ i(a;, =8) ‘ 4 6‘ j(a; =9) ‘ 4 5‘
Por tanto la matriz adjunta o de cofactores es:
-3 6 -3
adj(A)=| 6 -12 6
-3 6 -3

Calcule la matriz de cofactores o de adjuntos de las siguientes matrices:

1 2 3
1 6
A=|-3 3 2 B=
7 -3
2 -2 -1

Solucidn: a) En este ejemplo no identificamos cada uno de los adjuntos correspondientes
a cala elemento. Escribimos directamente los determinantes dentro de una matriz:

3 2 -3 2| |-3 3

-2 -1 2 - 2 -2
2 3 1 3 1 2 1t 10
-5 -11 9

2 3 1 3 1 2

3 2 -3 2 -3 3

b) En este ejemplo, tenemos una matriz 2x2. Este caso es bastante trivial, solo hay que
intercambiar los elementos diagonalmente y cambiar de signos los elementos que no
correspondan a la diagonal principal:

-3 -7
adj(B) :(_6 : ]
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Ejercicios:
39° Determine la matriz de cofactores de las siguientes matrices:

0 -2 0 9 -8 4
o532 ok oD
Sol:

-2 5 7 -3 2 -1
oo ol eld 5

40° Determine la matriz de cofactores de las siguientes matrices:

N

9 -1 4 -2 0 6 2 0 -4
ay|-7 0 3 by -3 6 2 c)|-3 4

-1 4 7 -2 -7 0 9 5

2 -1 6 0 0 -2 -1 -4
d|4 0 -5 e)|3 -2 l-4 0 -4

-9 2 -8 0 -9 8 -2 0 -4

1 0 2 1 2 1 -11
g|-2 2 1 hyl]2 2 0 )|-2 2 1

5 3 -3 0 -11 3 31
Sol:

-12 46 -28 14 -4 33 36 27 -51
a)| 23 67 =35 b)y| 42 12 -14 c)|-20 54 -10

-3 55 -7 -36 -14 -12 16 12 8

10 77 8 -10 -24 -27 0 -8 0
d|4 38 5 e)| -8 0 0 )l-4 0 2

5 34 4 -2 0 -3 4 8 -4

-9 -1 -16 2 -2 2 5 5 0
g| 6 -13 -3 hy|-2 1 1 i)|[-2 -2 0

-4 -5 2 -4 4 2 2 3 0
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8. Matriz inversa:
Hablamos de matriz inversa A™ respecto a una matriz cuadrada A, a aquella que cumple
que:

ATA=AAT=]
Veamos dos métodos de calculo de la matriz inversa.

8.1. Métodos con determinantes:
La importancia de haber visto trasposicion de matrices y la matriz de adjuntos o cofactores
reside en que podemos deducir una expresion para calcular la matriz adjunta. Partiendo:

ATA=AAT=|

Y teniendo en cuenta que:
A-tras(adj(A)) = tras(adj(A))-A = det(A)l
Sustituyendo la identidad:
tras(adj(A))-A = det(A)-A™A
Retirando la matriz A a un lado y al otro de la igualdad:
tras(adj(A)) = det(A)- A™
Y si ahora despejamos A™, llegamos a:
Al tras(adj(A))
det(A)
Esta es la expresion que vamos a utilizar para calcular la matriz inversa. Ademas, esta
expresion nos aporta un dato interesante, si el determinante de la matriz que queremos

invertir es nulo, la matriz inversa no existe. Por tanto, solo son invertibles todas aquellas
matrices no nulas. Veamos unos ejemplos:

Ejemplos:
E17 Cuales de las siguientes matrices son invertibles y cuales no:
L 2 3 6 -2 0 2 12 0
a) A= b) B= c)C={0 3 0|dD=|{0 1 3
3 5 3 -6
2 1 -2 2 0 -1
Solucion: a) Determinamos el determinante de A:
2
=51-32=-1
5

Como el determinante no es cero, la matriz inversa existe y por tanto A es invertible.

b) Determinamos el determinante de B para verificar la existencia de la matriz inversa:

3 6
—(-3)-(-6)-36=18-18=0
. =)

El determinante de esta matriz es cero. Esta matriz no tiene inversa.

c¢) Determinamos el determinante de C para verificar la existencia de la matriz inversa:

-2 0 2
-2 2
0 3 0|=3 =0
2 -2
2 1 -2

El determinante de esta matriz es cero y por tanto no es invertible.
d) Determinamos el determinante de D para verificar la existencia de la matriz inversa:
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1 2 0
1 3 0 3 01
01 3|=L -2 +0: =-1-12=-13
0 - 2 - 2 0
2 0 -1

Como el determinante no es cero, la matriz inversa existe.
Calcule las matrices inversas de aquellas matrices invertibles del ejemplo anterior:

Solucion: Solo son invertibles las matrices Ay D. Empezamos ahora por calcula matriz
inversa de la matriz A empezando primero por calcular la matriz adjunta o de cofactores:

5 -3
adj(A)=[_2 1}

Trasponemos ahora la matriz adjunta:
5 -2
tras(adj(A)) =
(aci(A)) (_3 . ]
Dividimos ahora por el determinante
5 -2

A_1_tras(adj(A))_(—3 1]_ -5 2
T det(A) | 1 (3 4

Ahora calculamos la matriz inversa de D, calculando en primer lugar la matriz adjunta o
de cofactores:

‘1 3‘ ‘0 3‘ ‘0 1‘
0 -1 2 -1 20
2 0 oo ol [tC 7
0 - 2 -1 2 0
6 -3 1
2 0 10 |1 2
1 3 0 3 |01
Trasponemos ahora la matriz adjunta:
-1 2 6
tras(adj(D))=| 6 -1 -3
-2 4 1
Y dividimos por el determinante de la matriz para calcular la inversa:
-1 2 6
-1 -
" 62 4 13 1/13 -2/13 -6/13
p-t = res(adiB)) _ _|6/13 1/13 3/13
det(D) -13

2/13 -4/13 -1/13
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8.2. Método de Gauss-Jordan:

Consiste en hallar la matriz inversa realizando operaciones elementales. Debemos
convertir la matriz A que queremos invertir en la matriz identidad a base de operaciones
elementales, paralelamente, realizaremos las mismas operaciones elementales, que hicimos
en la matriz A, sobre la matriz identidad. Al usar este método, conviene tener en cuenta
que una vez comenzadas a hacer operaciones entre filas, jamas debemos hacer operaciones
entre columnas, es decir suma o resta de columnas, pues €so no conduce a una matriz
inversa. Este método no es por lo general ventajoso en matrices 2x2 ni en matrices 3x3.
Pero en cambio, si lo es en matrices 4x4 y superiores. Veamos unos ejemplos:

Ejemplos:
Calcule la matriz inversa de:
1 3 -2
1 2
a)A:[ j b) A=|2 4 0
3 5
3 5 -1

Solucion: Procedemos a hacer operaciones elementales creando ceros y unos en las
matrices hasta que se convierta en la matriz identidad. Hacemos también idénticas
operaciones sobre la matriz identidad.

a) Calculo de la inversa de A:

1 21 O , 1 2|1 , - ,
F,—F,-3F, 0 F/>F+2F, 1 05 2 F,>-F,
3 50 1 0 -1-3 1 0 -1-3 1

1 05 2
0 113 -1

A -5 2
13
b) Calculo de la inversa de B:
1 3 =21 00) g0 (1 3 =21 00
2 4 0/0 1 0|]—5B=E3R 510 2 4]-2 1 0|—R=R2,
3 5 -10 0 1 0 4 5/-3 0 1
1 3 -2/1 0 O© 1 3 21 0 0) ropons
0 1 -2/1 -1/2 0|—==2R*R 10 1 -21 -1/2 0|—22R2RE
0 4 5/-3 0 1 00 31 -2 1
1 3 0[1/3 4/3 -2/3) g s (1 0 0-2/3 -7/6 4/3
0 1 0[1/3 5/6 -2/3|—=2E=2E 510 1 0/1/3 5/6 -2/3
00 -331 -2 1 0 0 1/-1/3 2/3 -1/3

Por tanto, la matriz inversa es:

La inversa de A es:

1 3 -2
A'={2 4 0
3 -1
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Ejercicios:
41° Determinar que matrices tienen inversa y cuales no:

-3 2 1 5 1 1 -2 3
a) b) c) d)

2 1 2 10 -1 -2 4 -6
Sol: La matriz a) y la ¢) porque tienen determinante distinto de cero.

42° Calcula la matriz inversa a partir de las siguientes matrices:

1 5} [2 3) [—2 1] (6 —2] (—1 —2] [1 —1j
a) b) C) d) e) f)

1l 4 5 8 -1 1 2 -1 3 8 1 -3
Sol:
2 —4 5] b){8 —3} 0 {—1 1]

1 -1 -5 2 -1 2
d) 1/2 —1} e){_4 —1) H (3/2 _1/2]

1 -3 3/2 1/2 1/2 -1/2

43° Calcula la matriz inversa a partir de las siguientes matrices:

5 -3 0 5 -9 -4 -1 2 -1
a3 2 1 b)([0O 1 4 C) { 1 -3 3

2 -9 2 2 5 7 -2 1 3

-2 -2 3 1 0 4 0 -1 3
d|o 1 2 e)|-4 -2 -3 |2 1 1

1 2 1 4 2 4 4 3 0
Sol:

5 -6 -3 -13 43 -32 12 7 -3
ay| 8 -10 -5 byl 8 -27 20 c) {9 5 -2

-31 39 19 -2 17 -5 5 3 -1

3 -8 7 1 -4 -4 -3/2 9/2 -2
d|-2 5 -4 e)|-2 6 13/2 | 2 -6 3

1 -2 2 0 1 1 1 -2 1

44° Calcula la matriz inversa de las siguientes matrices usando el método de Gauss-Jordan:

-1 0 2 -2 0 -1 -1 0 -2 -1 -2 2

-1 32 0 0O 1 3 -1 -2 0 -3 3
a) b) c)

-2 0 3 =2 1 0 1 O -2 -3 2 1

1 1 0 1 0 2 -1 0 1 2 0 1
Sol

-13 -2 10 6 2 0 1 27 -20 -3 9

5 1 -4 -2 1 0 0 -1 -19 14 2 -6
a) b) c)

-14 -2 11 6 -2 0 0 1 -7 5 1 -2

-8 -1 6 3 5 -1 0 11 -8 -1 4
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¢Es invertible la matriz A?
4 1 2
A=12 3 1
3 0 3
En caso afirmativo, calcular A™,
9 -3 -5
SoI:A:i -3 6 O
15
-9 3 10
Sea:
1 01
A=0 1
0 1
Hallar Ay A",
1 0 -1 1 0 n
Sol: A"={0 1 O|;A"=[{0 1 O
0 0 1 0 01

Determinar para que valores del parametro real “a” las siguientes matrices no son
invertibles
8 a 27 2X
o5 k) o %
1 2 a -4 -2 -a -a 0 -a
d|4 5 6 e)| 8 6 a )12 5 8
7 8 9 -2 1 -8 -9 a 0
Sol:a)a=12;b)a=44;c)a=0, a=27/2;d)a=3;e)a=16/3;f)a=15/2,a=0.
Calcular la inversa de la matriz:
2 0 0
A=|la 3 0
1 b -1
1/2 0 O
Sol: A*=| -al/6 1/3 0
(3—ab)/6 b/3 -1
Dados:
A:{4 —6} B:(4 —3}
3 -5 6 -5

Encontrar una matriz simétrica P regular tal que B = P">-A-P.

3t+24 —t
Sol: con A,teR.
t A
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Calcular P~X.B-P siendo:

P=

=)
=N

Sol: E
2

R oW
R koW
o NN

Sean las matrices:

"o 4

Hallar una matriz X tal que:

b
Ayuda: Considerar X =(a j

c d
a b
Sol: X=
[2a/3 bJ

Resolver la ecuacion matricial:
Siendo:

S

Sol:

Resolver la ecuacion matricial:

Siendo:

0 17
Sol: X =
1 -11

Resolver la ecuacion matricial:
Donde:
1 3
A= B=
1 _

1(2 12
Sol: X== )
6\3 -6

Academia las Rozas
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o R
V)
Il
=)

X-AX'=B

X-A=1+B

S
9

X-A=B

AX+BX=C+l

2 1 2 2
C=
-1 3] (1 -3
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Encuentra una matriz A que verifique:

1 00 1 0 -1 111
0 2 0OLA=|0 0O 0 |+2/2 3 O
1 0 3 9 3 -3 3 4 5
3 21
Sol: A={2 3 O
4 3 2
Sean las matrices:
4 -3 -3 3 2 -1
A=|5 -4 -4 B=l1 1 1
-1 1 0 1 0 -3

a) Determinar si son invertibles y en su caso calctlese la matriz inversa.
b) Resolver la ecuacion matricial XA — B =21 (I es la matriz identidad 3x3).
c) Calcular A-B.

4 -3 0
Sol: a) Solo es invertible la matriz A, y suinversaes: A =4 -3 1 |;
1 -1 -1
27 -20 3 6 5 2
by X={17 -13 2|;c) AB=|7 6 3|
3 -2 1 -2 -1 2

Dadas las matrices:

4 -2 4 -2
A= B=
1 1 -3 1
Obtén una matriz cuadrada X de orden 2 que verifique la ecuacion A X-B=A+B.

-1 -2
Sol: X:1 .
3\-5 4

Calcular una matriz cuadrada X sabiendo que verifica:

X-A*+BA=A’
Siendo:
0 0 -1 0 0 -2
A=|0 -1 O B=|0 -2 0
-1 0 O -2 0 O
-1 0 O
Sol: X=| 0 -1 O
0 0 -1
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9. Rango de una matriz:

Una caracteristica importante de las matrices es su rango, con ello podemos determinar
este curso si un sistema es compatible o incompatible o la posicidn relativa de rectas y
planos.

Definicion: El rango de una matriz es el nimero de filas o columnas linealmente
independientes.

Generalmente analizaremos el rango de una matriz contando filas linealmente
independientes, pues en muchos casos de aplicacion los datos los vamos a ir introduciendo
por filas y no por columnas.

Pero, ¢Qué es una fila linealmente independiente? Mediante abundantes ejemplos,
trataremos de explicar que es la dependencia lineal (o combinacion lineal) e independencia
lineal de filas de matrices. Comencemos por un orden de dificultad creciente,
primeramente en matrices de dos filas, después aprenderemos los casos de 3y 4 filas.

9.1. Independencia lineal y rangos en matrices de 2 filas:

En un caso de matriz de dos filas, son filas linealmente dependientes aquellas filas que
sean proporcionales a otras. También se consideraran como linealmente dependientes las
filas nulas. Por tanto, seguiremos los siguientes pasos:

Primero: Proclamaremos como linealmente independiente a aquella de las dos filas que
sea la més sencilla de todas y que no sea una fila de ceros.

Segundo: Analizaremos si la fila que queda es proporcional a la primera (dependencia
lineal) o por el contrario no lo es (independencia lineal).

Ejemplos:
Determine el rango de las siguientes matrices:

a)A:{l 1) b)B:(_l 2) c)C:(l Oj d)Dz(O Oj e)E:[l Oj
2 2 3 4 01 00 0 0

Solucioén: a) En el caso de la matriz A, proclamaremos como linealmente independiente
(L1) a la primera fila por ser la mas sencilla de las dos filas. Acto seguido, como
podemos comprobar, la segunda fila es linealmente dependiente respecto a la primera,
pues si multiplicamos por 2 la primera fila obtenemos la segunda. Marcamos LI o LD la
filas independientes y dependientes respectivamente:

1 1)Ll
A=
2 2)LD
Luego, el rango de A es 1 porque solo existe una Unica fila linealmente independiente.
b) En este caso, por simplicidad proclamamos como linealmente independiente a la

primera fila. Y, por lo que vemos, la segunda fila es imposible que sea proporcional a la
primera, luego también es linealmente independiente.

-1 2)\LI
B=
3 4Ll
Esta matriz tiene por tanto rango 2 por poseer dos filas linealmente independientes.

¢) Ambas filas son sencillas, escogeremos como LI a la primera fila. Acto seguido,
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observamos que la segunda fila no es proporcional con la primera.
1 0)\Ll
C=
0 1)Ll
Esta matriz tiene por tanto rango 2 por poseer dos filas linealmente independientes.

d) En este caso se trata de una matriz nula, las matrices nulas tienen rango 0. Todas sus
filas las consideraremos como si fueran linealmente dependientes.

0 0)\LD
D=
0 0)LD
Por definicion consideraremos las filas nulas como linealmente dependientes.

e) Este caso es trivial, una fila es nula y la otra no. Luego lano nulaes LIy la nula es LD.
0 0)\LD
E=
0 1)Ll

Calcule el rango de las siguientes matrices:

El rango finalmente es uno.

1 2 -1 1 01
A = B =
3 6 -3 1 21
Solucion: Segun podemos ver en cada una:
1 2 -1)LI 1 1 0)LI
A = B =
3 6 -3)LD 11 2)LI

En la matriz A una fila es proporcional. En la matriz B, las dos filas entre si no son
proporcionales. Podemos concluir por tanto que A tiene rango 1y que B tiene rango 2.

9.2. Método de los menores en matrices de dos filas:
Otro método de calcular el rango de matrices es el de los determinantes menores.

Primero: Buscamos un determinante de orden 2 no nulo. Si un determinante de orden 2 es
distinto de cero, el rango es dos, y si son nulos todos los determinantes menores de orden 2
el rango es menor que 2.

Segundo: Si el rango no es 2, el rango sera 0 si todos los elementos son nulos, de lo
contrario el rango es 1.

Ejemplos:
Determine el rango de las siguientes matrices:

a)Az[l 1) b)B:[O O] c)C:[Z 3} d)Dz(l 2 —1j
2 2 0 5 5 0 3 6 -3

Solucion: a) Analizamos el valor de los determinantes menores de orden 2:
11
=0
2 2
Como el Unico determinante de orden 2 es nulo, el rango no puede ser 2. El rango es 1
porgue podemos encontrar elementos no nulos en la matriz, como por ejemplo:

a; =1
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b) Analizamos el valor de los determinantes menores de orden 2:
00

0 5

Como es nulo, buscamos un elemento distinto de cero, y encontramos el:
a,,=5

=0

El rango es 1.

c¢) Analizamos el valor de los determinantes menores de orden 2:
2 3

50
Como el determinante de orden 2 es distinto de cero, el rango es 2.

=-15

d) Analizamos los determinantes de orden 2:
1

3

Todos son nulos, el rango no puede ser 2 sino menor. Como hay elementos distintos de
cero como por ejemplo:

=0 No decide

2 1 -1
=0 No decide
6 3

2 -1
=0 No decide ‘6

8,3 =3
el rango en realidad es 1.

Discuta el rango de las siguientes matrices en funcion del valor de m:
m 3 m+1 2 m -1 3 m+1 3 1
a) b) c) d)
6 9 7 2 -2 2m -6 2 3m 2
Solucidn: a) La matriz tiene menores de orden uno o elementos distintos de cero:
a,,=9

Su rango no puede ser cero. Buscaremos que valores de m dan como resultado una
matriz de rango distinto a 2. Para ello igualamos a cero el determinante de orden 2:

3
=9IM-18=0->m=2
6 9

Para m = 2 el determinante de orden 2 es nulo y la matriz tiene rango 1. Cuando m = 2,
el determinante de orden 2 no puede ser 0 y su rango valdra 2.

b) Hay menores de orden uno distintos de cero, como por ejemplo:
a,=2
El rango no puede ser cero. Igualamos a cero su determinante de orden 2 buscando los
valores de m que garanticen una matriz de rango inferior a 2:
m-+1

7

Para m = 6, el determinante es nulo y el rango vale 1. Para m = 6 el determinante no es
nuloy el rango es 2.

2
)|=2m+2-14=0>m=6

c) Aqui hay menores de orden 1 distintos de cero, por ejemplo:
&, =2

El rango no podra ser cero. Pero ahora, hay tres posibles determinantes de orden 2.
Igualamos todos ellos a cero y buscamos que valor de m produce simultdneamente que
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los tres determinantes menores sean cero.

m -1 5 m
=2m-°-2=0->m==1 =—6m+6=0—->m=1
-2 2m -2 -6
-1 3
=6-6m=0—->m=1
2m -6

Para m = 1, seran simultdneamente nulos los tres determinantes de orden 2. Esto
significa que el rango de la matriz serd 1. Para m = —1, sera nulo solo uno de los
determinantes menores, el primero, por tanto el rango es 2. Y si m = £1, claramente los
determinantes menores de orden 2 seran distintos de cero y el rango de la matriz sera 2.

d) Aqui hay menores de orden 1 distintos de cero, por ejemplo:

a,;=1
El rango no podra ser cero. Igualamos a cero los tres posibles determinantes menores de
orden 2 para sacar los valores de m tal y como hicimos en el apartado c.

m+1l 3 ) m=1 m+1 1
=3m“+3m-6=0—> =2m+2-2=0—->m=0
2 3m m=-2 2
3
=6-3mM=0—->m=2
3m 2

Fijémonos que no existe ningun valor de m que haga simultdneamente nulos todos los
determinantes menores de orden 2. Esto significa que valga lo que valga m, el rango de
la matriz que estamos analizando es 2.

Ejercicios:
Determine el rango de las siguientes matrices:

-1 1 11 10 31
a)(z —2] ) (1 2} 9o 2] d)[l :J
12 7 4 2 3 15
°) (3 4) f)(14 8] D 6 —9j & {o oj

(31 (21 11 2 2 6 2
) {6 2] ) {1 sj 11 3 1} ) (—1 3 —1}

Sol: a) 1;b) 2;¢) 2;d) 2;€) 2;f) 1;9) 1; h) 1; i) 1; j) 2; k) 2; 1) 1.

Discuta el rango de las siguientes matrices en funcion del valor de m:
m 1 m+2 1 m -3
a) b) c)
9 m 2 1 3 m
2Zm m m 2+m 0 m m 2 m-3
d) e) f)
1 1 m 2 m 5m 4 2 1
Sol:aym=+3 =rango=1, m=+3 =rango 2; b) m=0=rango =1, m= 0 = rango 2;

c) VmeR=rango 2;d)m=0=rango=1, m=0=rango 2; e) m = 0= rango 1,
fym=4—=rango =1, m=4 = rango 2.
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9.3. Independencia lineal y rangos en matrices de 3 filas 0 més:

En un caso de matriz de 3 filas 0 més, son filas linealmente dependientes aquellas filas que
sean proporcionales a otras o bien aquellas que puedan formarse como suma o diferencia
de dos filas 0 mas, o aquellas que sean filas nulas. Para identificar las filas linealmente
dependientes e independientes en aquellas matrices en que a simple vista no podamos
identificarlas, realizaremos operaciones elementales creando varios ceros en una misma
columna o en varias hasta conseguir visualizar filas linealmente dependientes.

Ejemplos:
E24 Determine el rango de las siguientes matrices:
1 2 3 1 4 -1 11 2
a)|4 5 6 by | -1 3 2 c)|0 1 1
7 89 2 2 0 1 01
1 3 21
3 7 4 -1 5 2 2 1
A2 1 6 7 e)
11 1 2
5 -1 4 -7
12 7 2

Solucion: a) Procedemos a crear dos ceros en una misma columna para poder visualizar
las filas linealmente dependientes e independientes:

1 2 3) euror (1 2 3)\LI

4 5 622820 512 1 0L

7 8 9 4 2 0JLD
Observamos que el rango es 2.

b) Crearemos dos ceros en una misma columna tal y como hicimos anteriormente y
determinamos después las filas linealmente dependientes y las independientes:

1 4 -1 1 4 -1\LI
-1 3 2 |—F=2Rt2h o011 11 0 |LI
2 20 2 2 0Ll

El rango es 3.

c¢) Crearemos dos ceros en una misma columna:

1 1 2 1 1 2\l
0 1 1|—F=2Fh sl 1 1 (Ll
1 0 1 0 -1 -1/LD

El rango es por tanto 2.

d) Crearemos un par de ceros en una misma columna:
3 7 4 -1\ g0 (3 7 4 1)L
2 1 6 7 |—225TR 5123 50 34 0L
-9 -1 6 -7 -30 -50 -22 0 LI
El rango es por tanto 3.

-131-



Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

e) Por el método de Gauss, basta con colocar tres ceros en una columna'y 2 ceros en otra
columna para visualizar que filas son linealmente independientes.

1 3 -2 1 Fi—>F,—2F, 1 3 -2 1 1 3 -2 1)Ll

2 2 2 1| o2 |0 -4 6 -1 SoRF |0 -4 6 1L

11 1 2 0 2 3 1 0 6 9 0 |Ll

1 2 7 2 0 -1 9 1 0 -5 15 0 )Ll
El rango es 4.

9.4. Método de los menores en matrices de tres filas 0 mas:
VVeamos los pasos a segulir:

Primero: Analizamos los determinantes del orden mayor posible. Si un determinante de
orden n es distinto de cero, el rango es n. Si por el contrario, todos los determinantes de
orden n son nulos, el rango no puede ser n sino inferior a n.

Segundo: Cuando todos los determinantes de orden n son nulos, intentamos analizar el
rango con los determinantes menores de orden n — 1. En este caso, si un menor de orden n
— 1 es distinto de cero, el rango es n — 1. Si todos los menores de orden n — 1 son nulos, el
rango no puede ser n — 1 sino inferior a n — 1. Desarrollamos este segundo paso
sucesivamente hasta encontrar el determinante menor mas pequefio que decida el rango.

Este método no compensa en matrices grandes, un determinante 4x4 es muy laborioso de
calcular. No obstante, veremos unos ejemplos en casos solo de 3 filas:

Ejemplos:
E24 Determine el rango de las siguientes matrices:
1 2 3 1 10 1 4 -1 3 7 4 -1
a)|4 5 6 by 1 1 1 c)|-1 3 2 d|2 8 6 7
7 8 9 2 21 2 2 0 550 -7
Solucion: a) Analicemos el valor del determinante de orden 3:
1 2 3
5 6 4 6 |4 5
4 5 6/=1 -2 +3 =1(59-86)—2(49-76)+3(48-75)=0
8 9 7 9 |7 8
7 89
La matriz no tiene rango 3. Analicemos si tiene rango 2 con determinantes de orden 2:
1 2
=5-8=-3
4 5

Hay un determinante de orden 2 distinto de cero. Descartado el rango 3, el rango es 2.

b) Analicemos el valor del determinante de orden 3:

110
1 13 |1 11

1 1 1=t -1 +0 =0
2 1 |2 2 2

2 21

La matriz no tiene rango 3. Analicemos si tiene rango 2 con determinantes de orden 2:

1 11 0
A j: 0 No decide ) =0 No decide 1 =1 decide

Decide el determinante no nulo, el rango es 2.
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c) Analicemos el valor del determinante de orden 3:

1 4 -
3 2 |1 2 |-1 3

13 2[=1 -4 ~1 = —4+16—(-2-6) =20
2 0 |2 0o |2 2

2 2 0

Como el determinante de orden 3 no es nulo, el rango es por tanto 3.

d) Analizamos los determinantes de orden 3:
3 7 4

7 4 |3 4 3 7
2 8 6/=5 -5 +0 =5(42-32)-5(18-8)=50-50=0
8 6 [2 6 2 8
550
Este determinante no decide, probaremos con otro determinante de orden 3:
3 7 -1
7 -1 |3 - 3 7
2 8 7|=5 -5 -7 =5(49+8)-5(21+2)-7-(24-14) =100
_— 8 7 2 7 2 8

Este determinante es distinto de cero, decide, el rango es 3.

E25 Discute, segun los valores de m, el rango de las matrices:

1 2 m -1 m 1 1
a)A=|2 m 8 b)B=| 2 -1 -2 -1
3 6 12 m -3 -1 -3

Solucion: a) Igualamos a cero el determinante de orden 3 buscando que valores de m
producen una matriz con rango que no valga 3:

1 2 m

m 8 2 8 2 m )
2 m 8(=1 -2 +m- =-3m°“+24m-48=0—->m=4
3 6 12 6 12 3 12 3 6

Para m = 4 el rango es 3 porque el determinante de orden 3 no da cero. Analizamos el
rango de la matriz partiendo ahora de sus menores de orden 2:

1 2 4
A=[2 4 8
3 6 12
‘1 2‘_ ‘1 4‘_ ‘2 4‘_ ‘1 2‘_0 ‘1 4‘_
2 4 2 8 4 8 3 6 3 12
2 4 2 4 2 8 4 8
‘3 6 3 6‘= 3 12‘= 6 12

Todos los determinantes de orden 2 son nulos, para m = 4 el rango no puede ser 2. Como
hay elementos distintos de cero, el rango es por tanto 1 param = 3.

b) Buscaremos un valor de m que haga cero a todos los determinantes de orden 3:

-1 m 1
-1 -2 2 -2 2 -1 ) m=1
2 -1 2/=-1. -m- +1 =-2m +3m-1=0—
3 _1 -3 -1 m -1 m -3 m=1/2
m — —
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-1 m 1
-1 -1 2 -1 2 -1 5 m=
2 -1 -1=-1 -m- +1 =—m"+7m-6=0—
-3 -3 m -3 |m -3 m=—-6
m -3 -3
-1 1 1
-2 -1 2 -1 2 -2
2 -2 -1l=-1 -1 +1: =-1+m=0->m=1
-1 -3 m -3 m -1
m -1 -3
m 1 1
-2 -1 -1 -1 |-1 -2
-1 -2 -l=m -1 +1 =5m-5=0->m=1
-1 -3 |-3 -3 [|-3 -1
-3 -1 -3

Para m = 1, son simultaneamente nulos los 4 determinantes. Y es para este valor que el
rango de la matriz no es 3. Si escogemos un determinante menor de orden 2 como:

-2 -1
-1 -3
Verificamos que param =1 el rango es 2. Sim = 1 el rango es 3.

=5

Ejercicios:
61° Determine el rango de las siguientes matrices:
1 2 3 4 -5 5 2 11
a)|4 5 6 byl 3 4 4 c)|1 2 0
7 89 -2 4 2 01 2
1 3 -4 111 -1 4 1
d|-4 4 2 e)|1 1 4 i)l 6 —2 4
-3 3 2 3 3 2 2 5 =2
-3 -2 2 4 -2 5 2 1 2
9|5 0 3 hy] 5 6 8 i)|l-2 -1 -1
5 3 1 -8 5 3 2 1 -3
Sol:a) 2;b) 3;¢) 3;d)3;e)2;f) 3;9) 3;h)3;i) 2.
62° Determine el rango de las siguientes matrices:
-1 1 -2 -2 -4 1 -1 4 5 -2 1 1
a|l 1 3 2 by 1L 6 -7 -2 c)|-7 6 4 6
1 3 1 3 -1 6 7 2 1 -6 -6 1
-6 5 -7 -3 1 1 -7 1 -1 2 2 =2
d|-4 -5 4 =2 e) 2 -2 -5 f)l-1 -3 -3 1
3 -1 -6 -1 7 6 3 5 1 -7 -7
1 1 -1 5 1 -3 5 1 3 5 1
Q|4 3 2 1 hyl 1 5 2 4} )|3 5 -3 -5
2 2 -4 2 -3 5 4 1 -5 -2 2 -3

Sol:a) 3;b)2;¢)3;d)3;e)3;f)2;9) 3; h) 3;i) 3;
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Determine el rango de las siguientes matrices:

-1 -2 -3 3 4 -1 -4 -7 5 3 6

5 6 -7 5 3 6 6 -3 -3 3 6
a) b) c)

6 4 4 -7 2 5 -1 3 4 2 -1 4

2 -4 -5 -5 2 5 1 -3 5 3 3 6

2 -1 -6 5 2 -1 4 3 5 4 3 -4

5 -7 -4 -1 7 1 -5 -1 4 5 -4 7
d) e) f)

3 -3 -7 3 6 1 3 5 1 -6 1 -7

1 3 -3 5 5 1 -7 2 1 3 1 1

-1 9 -3 4 -7 -3 3 7 -1 4 6

10 1 6 8 -3 8 -9 -1 6 -1 7
g) h) i)

7 2 9 5 1 2 9 -2 1 -6 1 5

9 4 4 4 6 4 -3 6 1 -1

Sol: a) 3; b) 3:¢) 3;d) 3; e) 4; f) 4: g) 4; h) 4; i) 3;

Estudiar el rango de la matriz:
m m-1 m(m-1)
A=m 1 m
m 1 m-1

Segun los valores de m.
Sol: m=0= Rango(A)=2, m=2=Rango(A)=2, m=0 y m= 2= Rango(A) =3.

Discute el rango de las siguientes matrices segun los valores de m:

1 2 1 -2-m 2 -3
a)A=|m 4 m by B=| 2 1-m -6
-1 —m 1-m -1 -2 -m
m 1 1 m+l1 m 1 -1 1
c)C={1 m 1 m dD=1 m 2 2
1 1 m m-1 4 4 m-2 3

Sol:a)m=2=rango=1,m=2=rango 3;b)m=-3=rango =1, m=5= rango = 2,
m=#-3ym=5=rango3;c)m=1=rango =2, m= 1= rango 3; d) m=3 = rango = 2,
m = 3 = rango 3.

Estudiar el rango de la matriz

1 1 a 1
A=|2 -b 4 2
b -1 1 -3

segun los valores de los pardametros reales a 'y b.
Sol: Paraa =2y b =-1 la matriz tiene rango 2.
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Aplicaciones matriciales a sistemas de ecuaciones lineales.

En este capitulo, vamos a estudiar la aplicacion de las matrices y los determinantes a los
sistemas de ecuaciones. Evitando ser muy tedrico, veamos el siguiente sistema de
ecuaciones y como los representaremos habitualmente en forma matricial:

—X+y=-2 -1 1|2
%
2x—-2y=4 2 -2/ 4
Como vemos, intercalamos una linea de separacion entre las columnas que representan los
coeficientes de las incognitas y los términos independientes. La finalidad de esta linea de

separacion es distinguir dos matrices que nos van a ser cruciales en el desarrollo de este
capitulo, estas matrices son:

-1 1 . (-1 1 =2
M = M =
2 -2 2 -2 4
Donde a M la conoceremos como la matriz de coeficientes (que consta solo de los

coeficientes de las incognitas del sistema) y a M" como la matriz ampliada (que consta de
los coeficientes de las incognitas y de los términos independientes).

Con esta breve introduccion, damos comienzo a este capitulo entrando rdpidamente en
materia con el teorema crucial de este capitulo, el teorema de Rouche-Frobenius.

1. Teorema de Rouche-Frobenius.

Lleva el nombre del matematico francés Eugéne Rouché quien lo
enuncio en 1875 y del matemético aleman Ferdinand Georg
Frobenius quien lo demostro en 1880. Es conocido en otros idiomas
como teorema de Rouché-Capelli, o de Rouché-Fontené, o de
Kronecker-Capelli, etc. Debido a una disputa matematica sobre quien
fue el primero que lo descubri6 o el primero que lo demostro.

Es un teorema matematico de existencia y unicidad de soluciones. NO  G. F. Frobenius
sirve para calcular soluciones a un sistema de ecuaciones. Solo predice (1849 — 1917)
si estas existen 0 no, y si existen soluciones nos predice si hay un infinito nimero de
soluciones o una Unica solucion.

Sea un sistema de ecuaciones y su representacion matricial en My M~ como este:
X+2y-32=0 1 2 -3|0
2X+y—-2=2;,—>2 1 -1|2

X+y+z=3 11 13

NG

e Si rango(M) =rango(M") = n° de incognitas = Sistema compatible determinado
(SCD), es decir, el sistema tiene una Unica solucion.

e Si rango(M) =rango(M") = n° de incognitas = Sistema compatible indeterminado
(SCI), es decir, el sistema tiene infinitas soluciones.

e Si rango(M) = rango(M") = Sistema incompatible (SI), es decir, el sistema no tiene
soluciones.
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Veamos unos ejemplos de aplicacion del teorema de Rouche-Frobenius:

Ejemplos:
Estudie la compatibilidad e incompatibilidad de los siguientes sistemas de ecuaciones:
2y =5 =2 - =-2 3x—y=8
2 X+2y b X+Yy 0 X+Yy ) X—Yy
2X+4y =6 3X+4y=7 2x-2y=4 X—y=2

Solucidn: a) Pasamos el sistema a forma matricial y analizamos los rangos de M y M*
identificando y contando el nimero de filas linealmente independientes:

M M*
X+2y=5 1 2(5) LI LI -
y N Rango(M) =1
2X+4y=6 2 4/6) LD LI Rango(M*) = 2
I N° de incdgnitas = 2
M*

El sistema es incompatible, carece de soluciones.

b) Pasamos el sistema a forma matricial y analizamos los rangos de M y M* tal y como
hicimos anteriormente:

M M*
X+y=2 1 1(2) LI LI -
y N Rango(M) =2
x+4y=17 3 4(7) LI LI Rango(M*) = 2
I N° de incdgnitas = 2
M*

El sistema es compatible determinado, tiene una Gnica solucion.

c) Pasamos el sistema a forma matricial y analizamos los rangos de M y M* tal y como
hicimos anteriormente:

M  M*
—X+y=-2 -1 1(-2) LI LI -
y N Rango(M) =1
2x—2y=4 2 -2|4) LD LD Rango(M*) =1
N N° de incdgnitas = 2
M*

El sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

d) Pasamos el sistema a forma matricial y analizamos los rangos de M y M* tal y como
hicimos anteriormente:

M M*
3X— y =8 N 3 -1(-2) LI LI Rango(M) =2
X—y=2 1 -1/4) LI LI Rango(M*) = 2
I N° de incognitas = 2
M*

El sistema es compatible indeterminado, tiene una unica solucién.
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E2 Estudie la compatibilidad e incompatibilidad de los siguientes sistemas de ecuaciones:

3X+y-3z=1 X+y—-z=1 X-y=-1 x—-2y-3z=1
a) 2x+y-2z=1 b) 2x+y-2z=1 c) y—-z=1 d) 2x—-4y-6z=2
3X—-y+z=3 4x+3y—-4z=3 X—2=3 —X+2y+3z2=0

Solucion: a) Pasamos el sistema a forma matricial y analizamos los rangos de M 'y M*
identificando y contando el nimero de filas linealmente independientes:

M M*
3X+y-3z=1 3 1 3|1} gorF 3 1 -3[1) LI LI
2x+y-2z=1}—>12 1 -2|1|—F=FfR 511 0 1 (0| LI LI
3X—y+z=3 3 -1 1|3 6 0 -2(4) LI LI
\_q/__/ \_gf_—/

M M

M* M*
Rango(M) =3 Rango(M*) =3 N° de incognitas = 3

El sistema es compatible determinado, tiene una tnica solucion.

b) Pasamos el sistema a forma matricial y analizamos los rangos de My M*:

M M*
X+ y_ YA :1 1 1 _1 1 F,—>F,—2F 1 1 _1 1 LI LI
2Xx+y-2z=1t—|2 1 -2 |1|—2=2R4% 500 -1 0 |-1] LI LI
4x+3y—-4z=3 4 3 413 0 1 0(1)LD LD
%K—J \_g/_-/
M M

M* M*

Rango(M) =2 Rango(M*) = 2 N° de incognitas = 3

El sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

c¢) Pasamos el sistema a forma matricial y analizamos los rangos de M y M:

M M*
X-y=-1 1 -1 0 |-1 1 -1 0 |-1) LI LI
y-z=1{—|0 1 1|1 |—E=2E5E 510 1 11| LI LI
X—2=3 1 0 -1|3 0 1 -1{4)LD LI
%/—/ %/—/
M M
M* M*
Rango(M) =2 Rango(M*) =3 N° de incdgnitas = 3

El sistema es incompatible, no tiene soluciones.

Pasamos el sistema a forma matricial y analizamos los rangos de M y M:

M M*
x-2y-3z=1 1 -2 3|1} goepor (1 -1 0f-1) LI LI
2x—4y-6z=2t—>| 2 -4 —6|2|—F=Fh 50 0 0[O0 | LD LD
-X+2y+3z=0 -1 2 310 0 0 O0|1) LD LI

\—ﬁ/_—J %K—J

M M

M* M*

Rango(M) =1 Rango(M*) =2 N° de incognitas = 3

El sistema es incompatible, no tiene soluciones.
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E3 Estudie la compatibilidad e incompatibilidad de los siguientes sistemas de ecuaciones:

Xiy=3 X+y+z2=3 X—-2y+z2+w=3

2) x—y=1 b) X-y+z=1 0 2X+y+2-w=2
X—2y =0 2X+y+22=5 X—-y+3z+w=7
3X-2y-y=0 2x-2y—-72-w=0

Solucidn: a) Pasamos el sistema a forma matricial y analizamos los rangos de M y M*

identificando y contando el nimero de filas linealmente independientes:
M  M*

X+y=3 1 1(3) gore (1 1 |3) LI L
x—y=1t—|1 -1|1|—FE=EAR 510 —2|-2| LI LI

x—=2y=0 1 -2|0 0 -3|-3) LD LI
M M
\_.\/—J \_—f——/
M* M*
Rango(M) =2 Rango(M*) =3 N° de incognitas = 2

El sistema es incompatible, no tiene soluciones.

b) Pasamos el sistema a forma matricial y analizamos los rangos de M y M*:

M M*
X+y+z=3 1 1 113} &orer (11 103y LI LI
x—y+z=1| |1 -1 1|1 B2 2 0 2|4 LI L
- #}
2X+Yy+2z2=5 2 1 2|5 1 0 1|2| LD LD
3x-2y-y=0 3 -2 -1|0 5 0 1|6) LI L
M M
\__W——J
M* M*
Rango(M) =3 Rango(M*) = 3 N° de incdgnitas = 3
El sistema es compatible determinado, tiene una Unica solucién.
c) Pasamos el sistema a forma matricial y analizamos los rangos de M y M*:
X—2y+z+w=3 1 -2 1 1|3) fgsr+r (1 -2 1 1|3
2X+Yy+7I-W=2 2 1 1 -1]2| B2FF 13 -1 2 of|5| oo
_) 4 4771 ) 4 4 2 )
3X—-y+3z+w=7 3 -1 3 1|7 2 1 2 0|4
2x—-2y—-z-w=0 2 -2 -1 -1|0 3 4 -2 010
M M
M* M*
M M*
1 -2 1 1(3)\Ll LI
-1 2 0|5 ]| Ll LI
-1 2 0 0|-1| Ll LI
6 -5 0 0|5) LI LI
M
M*
Rango(M) =4 Rango(M*) =4 N° de incdgnitas = 4

El sistema es compatible determinado, tiene una Unica solucién.
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Ejercicios:
Discuta los siguientes sistemas de ecuaciones:
3x+5y=7 5x+8y =6 —-8x—-4y=-9 -3x+6y=0
a) oY gy Y 0) y d) y
xX—y=-9 3X+4y =06 2X+y=4 2x—-4y =0
X X y
-X+2y=7 3X-7y=3 —+y=06 ——==2
) 3x—6 y——g} " X— y—l } 9 2 ' ) 2 6
y= y= X+2y=6 —3x+y=-12

Sol: a) SCD; b) SCD; c) SI; d) SCI; e) SI; f) SCD; g) SI; h) SCD.

Discuta los siguientes sistemas de ecuaciones:
—4AX+3y+z7=-4 2X—-2y—-7=5 4x+7y—-7z=0
a) —6x+y-5z=0 b) 5x-3y+4z=8 C) IX+4y+7z=0
-y-2z=1 2X+5y+8z2=3 -X+3y-6z=0
X+2y+3z=4 —-5x-3y+5z2=-9 3X+2y-z2=4
d) 3x+5y+7z=8 e) 3y-5z=4 f) 7x+6y—-z=0
X+y+z=0 2y—-52=0 X+2y+z=3
X+3y—-2z=-3 X+y+z2=3 X+y+z2=3
g) 3xX-y+z=2 h) 2x—-y+z=2 i) X+y—-z=3
Ox+2y-z=-1 X—y+z=1 z=0
X+y+2=3 X+2y—-2=3 X+y+z=2
) 2Xx—-y+z2=2 K) 4x+2y+2z2=2 ) 2x+3y+5z=11
X—y+z=1 7X+8y—-z=11 X—5y+6z2=29

Sol: a) SCD; b) SCD; c¢) SCD; d) SCI; e) SCD; f) SI; g) SCD; h) SCD; i) SCI; j) SCD;
k) SCI; I) SCD.

Discuta los siguientes sistemas de ecuaciones:

-X-3y=2 X+2y=1 X+y=2 2X+y=3
a) 5x-2y=1 b) 2x—y=3 c) x—3y=-2 d x-y=0
2X—-6y=-3 5x+y=38 Xx-y=1 3x-2y=1

Sol: a) Sl; b) SI; ¢) SI; d) SCD.

Discuta los siguientes sistemas de ecuaciones:

X+2y+z-t=3 X-y+z+t=1 X+y—-3z+t=-2

2) X+3y+5z+t=10 b 2X+y+z2-2t=4 0 2X+y—7-t=-2

X-y+z-t=0 2X+2y+27-1t=6 X—=y+z+t=2

4x+3y+8z-2t=13 X+y+z+t=3 3X+2y—-2z2-3t=-5
X+y—z=1 X—-y-z=-1 X+y-3z+t=0
2X+2y—2=3 . X+y+z2=3 f 2Xx+y+z—-t=1
2X+y-2z=1 2X—-y+3z=4 X-y—-z+t=0
X+y+2=2 X—-y+5z2=0 X—-3y+z+t=3

Sol: SCI; b) SCD; ¢) SCD; d) SI; e) SI; 1) SI.
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2. Resolucién matricial de sistemas compatibles determinados.
Muchos son los métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales compatibles
determinados. Nosotros estudiaremos fundamentalmente dos, el de reduccion o de Gauss-
Jordan, y el de Cramer. También realizaremos un breve repaso a un método de resolucién
por matrices inversas:

2.1. Método de reduccion o de Gauss-Jordan.

Este método consiste fundamental en eliminar incognitas sumando o restando ecuaciones
hasta conseguir que se quede el menor nimero posible de incognitas en una ecuacion.
Trabajaremos este método matricialmente, debido a su sencillez.

Ejemplos:
Resuelva por el método de Gauss-Jordan:
X+y=2 3X+2y=1
a) " Y o) > Y
X-y=0 X+y=0

Solucién: a) Escribimos el sistema en forma matricial y sumamos la segunda fila con la
primera:

x+y:2} (1 1 ‘ZJ b [1 1‘2j sl+y=2->|y=1
- —2 721
x—y=0 1 -1(0 2 02 _)2)(22_)/'

b) Escribimos como hicimos en el caso anterior, el sistema en forma matricial y a la
primera fila la restamos tres veces la segunda:

3x+2y=1 3 21) . “11) > -y=1-y=-1\
y=1 EEEECEN D L I
Xx+y=0 1 1|0 1 110 >x—1:0—>

Resuelva por el método de Gauss-Jordan:

2X+y—-2=8 3X—y+5z2=2 X—-2y+2z=1
a) —3x—-y+2z=-11 b) 4x+y+3z=-1 C) 2X—-y+3z=-2
—2X+Yy+22=-3 2Xx—-3y+4z=5 -X+3y—-z=4

Solucion: a) Procedemos a escribir el sistema en forma matricial y a hacer operaciones
elementales hasta dejar solo el coeficiente de una incdgnita, entonces resolvemos:

2X+y—2=8 2 1 -1/ 8Y) g (2 1 -1] 8
3x-y+2z=-11} —>|-3 -1 2 |-11|—F=2Eh 5 1 0 1|3 |—F=2R3R,
—2X+Yy+22=-3 -2 1 2|-3 -4 0 3|-11

2 1 -1]8 ,2'2+y—1'(—1):8—) y:3
10 1/|-3 y—2+7=-3->[z=-1/

-1 0 0[-2) 5 x=-25[x=2]"

b) Procedemos a escribir el sistema en forma matricial y a hacer operaciones elementales
hasta dejar solo el coeficiente de una incdgnita, entonces resolvemos:

3X—y+52=2 3 -1 5[2) gae (3 -1 52
4x+y+3z=-1}—|4 1 3|-1|—F=2E2%m 4,07 o0 8 |1 |F=2RFR,
2x—-3y+4z=5 2 -3 4|5 -7 0 -11|-1
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3 -1 52
7 0 8|1

0 0 -3|0)5-37=0-[z=0]"

c¢) Procedemos a escribir el sistema en forma matricial y a hacer operaciones elementales
hasta dejar solo el coeficiente de una incognita, entonces resolvemos:

X—2y+2z=1

www.academialasrozas.com

>3-(1/7)—y+5-0:2—>

>7x+80=1— /

1 _2 2 1 FZVA)FZ_ZFl 1 _2 2 l

FioFy+F,

2X—y+3z=-2p—| 2 -1 3|-2|—F=2Rh 510 3 1|4 |—FE=2RE

-X+3y—-z=4

1 -2 2|1

-1 3 -1/4 0 1 1|5

>X—2:(1/4)+2:(19/4) =1 [x =8|

0 3 -1|4|—31/4)-2=-4—>2=19/4]/
0 4 0|1)54y=1-{y=1/4]"

E6 Resuelva por el método de Gauss-Jordan:

X+y+z+t=1 X+y+2=3
X—y+z-t=0 2y-3z2=0
. y b)x+ y -3z
X+y—z—-t=-1 2X+y—-2=2
X+y+z-t=2 X—y—-z=-1

Solucion: a) Procedemos a escribir el sistema en forma matricial y a hacer operaciones
elementales hasta dejar solo el coeficiente de una incdognita, entonces resolvemos:

X+y+z+t=1

X—y+z-t=0

X+y-z-t=-1

X+y+z—-t=2

1 1|1

0|1

O NN -
O O N -

0
2
2

1 1 1 1|1) eoren (11 1 1]2

Fj>F+F

1 -1 1 -1|0 , 2 2 1 :

N Fi—>F,+F O O F,—>F,-F,
11 -1 -1|-1 2 2 0 0|0
11 1 1|2 2 2 2 0|3

>—1+1+(3/2)+t=1>t=-1/2
>2-(-0)+22=1->12=3/2

0|0 |——52x+21=0—>x=-1
0]2)»2y=2->y=1"

b) Procedemos a escribir el sistema en forma matricial y a hacer operaciones elementales
hasta dejar solo el coeficiente de una incognita, entonces resolvemos:

X+y+z=3 1 1 13 FoRr (101 1(3
x+2y-3z=0| |1 2 =3[0 | [ =m 5 0[9
- LYl s NN
2X+y—2=2 2 1 -1|2 3 2 0|5
X—y—z=-1 1 -1 -1|-1 2 0 0|2

113 »11+11+7=3>[z=1]

1

N W b

1

5
2
0

019

0|5 —31+2y=5-[y=1|
0]2 —>2x:2—>
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2.2. Método de resolucion por la Regla de Cramer.

Este método se debe al matematico suizo Gabriel Cramer, quien
publico la regla en su obra “Introduction a lI'analyse des lignes
courbes algébriques”. Es un método de resolucion basado en el uso
de los determinantes menores de la matriz ampliada M* de un
sistema de ecuaciones lineales. Solo es valido si la matriz M es
cuadrada y el sistema es compatible determinado. Este método tiene
una gran importancia tedrica porque da una expresion explicita de G. Cramer
resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. (1704 -1752)

No obstante, a pesar de su importancia, la regla de Cramer solo es buena aplicarla a
sistemas de ecuaciones de no mas de tres incognitas, pues un determinante de cuarto orden
conlleva muchisimos célculos. Por ello, cuando en un ejercicio veamos un sistema de
ecuaciones de cuatro incognitas, usaremos el método de Gauss-Jordan o combinaremos
Gauss-Jordan con la regla de Cramer. Expliquemos esta regla con ejemplos:

Ejemplos:
Resuelva por Cramer los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:
3X+5y=7 5x+8y =6
a) oY gy Y
7x-y=-9 3x+4y =6

Solucion: a) Procedamos a escribir la forma matricial de cada ecuacién, marcando las
columnas correspondientes a cada incégnita:

Xy
3X+5y=7 3 5|7
9
X—y=-9 7 -1/-9
%/_J
M _
M*
Una vez identificadas M y M*, procedemos a usar la regla de Cramer:
7 5 3 7
-9 -1 38 7 -9 -76
X= =——=- y= =——=2
3 5 -38 3 5| -38
7 - 7 -
b) Procedamos como en el caso anterior:
Xy
5x+8y =6 5 8|6
_)
3x+4y=6 3 4|6
H_/
M
%/_/
M*
Una vez identificadas M y M*, procedemos a usar la regla de Cramer:
6 8 5 6‘
6 4 -24 3 6 12
X< g~ g 0 T R
3 4 3 4
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E8 Resuelva por Cramer los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

4x+3y+3z=-1 SX+3y+2z=-2
a) 2X+2y—-z=-2 b) X+y=2
X+y+z=2 2X—y+2=3

Solucioén: a) Procedamos a escribir la forma matricial de cada ecuacién, marcando las
columnas correspondientes a cada incégnita:

X Yy z
4x+3y+3z=-1 4 3 3|-1
2X+2y-12=-2;,—>|2 2 -1|-2

X+y+z2=2 11 1|2
M
NI*
Una vez identificadas M y M*, procedemos a usar la regla de Cramer:
-1 3 3 4 -1 3 4 3 -1
-2 2 - 2 -2 - 2 2 2
o 2 1 1=—21:_7 y:l 2 1 :E_7 z:l 1 2 :gzz
4 3 3 3 4 3 3 3 4 3 3| 3
2 2 -1 2 2 - 2 2 -1
111 11 1 11 1
b) Procedamos como en el caso anterior:
Xy 2z
5x+3y+2z=-2 5 3 2|2
X+y=2;—>1 1 0] 2
2X—-y+2=3 2 -1 1| 3
———
M=
Una vez identificadas M y M*, procedemos a usar la regla de Cramer:
-2 3 2 5 -2 2 5 3 =2
2 1 0 1 2 0 1 1 2
‘= 3 -1 1:—18:g y:2 3 1222_5 :2 -1 3 %41
5 3 20 -4 2 5 3 20 4 2 5 3 20 4 2
1 1 0 1 1 0 1 1 0
2 -1 1 2 -1 1 2 -1 1
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2.4. Método de resolucién por matrices inversas.
Es posible representar un sistema como un producto de matrices:

X+2y-3z=0 1 2 -3)\(x 0
2X+y-72=2;—>2 1 -14{y|=|2
3
B

X+y+2=3 1 1 1)z
—_—
M X
Es decir:
M-X =B
Donde M la conoceremos como matriz de coeficientes, X como matriz columna de
incognitas y B como matriz de términos independientes. Siguiendo esta pauta, podemos
hallar X simplemente despejando matrices tal y como hicimos en el tema anterior:
X -2/7 -2/5 -1/7\(0 1

MX=B—>X=M"B->|y|=| 3/7 -4/7 5/7 |{2|=|1
z -1/7 -1/7 3/7 )\ 3 1

Pero, a pesar de ser un método muy simple, tiene demasiados inconvenientes que lo hacen
totalmente desaconsejable. EI primero de ellos es que si el determinante de M es distinto
+1, la matriz M se poblaria de fracciones volviéndose muy engorrosas las operaciones.
Un segundo inconveniente es que es extremadamente laborioso calcular matrices inversas,
y mas si son de orden 3 o superior. Un tercer inconveniente es que M debe ser cuadrada
para ser invertible, y por desgracia no pocos sistemas de ecuaciones compatibles
determinados tiene M no cuadrada. Por ello, el valor de este método sera solo tedrico, no
tiene casi valor practico y no vamos a abordar este método con mas ejemplos porque es
innecesario.

Ejercicios:
Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones por Cramer:
=2 3x+2y=3 2 =3

a) X+Yy b) X+2y C) X+Y
2x—y=1 -X+y=-1 -X+y=-3

d) X—y=5 e)x+y:1 x y=3
2X+2y=2 2x—-y=-1 —x+3y— -1
)4x—3y:5 h)x+y:1 5x y=3

J —-2x+5y =1 3X+2y=0 2x 2y =-2

L 3X+2y=5 k)x+y=7 5x 6y =3

J 7X+y=8 2X—y =23 7x 2y =17

m) X+Yy ) X+Yy X—y=
X—-y=3 2Xx—-3y=—7 2x+y 0

o SX+3y=-1 12x-7y =3 4x+12y =-8
3X+5y=-7 P 15x -3y =21 g 5x—y=6

; 3x+5y =12 9 7x-3y=-5
5x+3y=4 5x+Yy=9

Sol:a)x=1,y =1;b)x=1,y =0;¢c)x=2,y =-1;d)x=3,y =-2;e)x=0,y =1;
x=4,y =1,09)x=2,y =1;h)x=-2,y =3;i)x=1y =2;j)x=1,y =1,
K)x=10,y =-3;)x=3,y =2;m)x=4,y =1;n)x=1y =3;A)x=-1,y =2;
0)x=1,y ==2;p)x=2,y =3;qx=1y =-1;rx=-1y =3;s)x=1,y =4.
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6° Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

X-y+z=0
a) X+2y+2z=7
X—y—2=-2
X+y+2z2=3
d) 3x—-y+z=2
X—2y—-z=-3
X+y-2z=-1
g) 3Xx-y+z=-4
2X+2y—-z=1
X—y+z=2
J) 3x-2y-z=3
X+y—-32z=0
X+y=1
m) y+z=0
X+2=3
X—-y+z=7
0) x+y-z=1
-X+y+z=3

3x-2y+4z=1
b) x—y-2z=0
3x-2y-z=1
X+y+z2=2
e) 3x+2y-z=-1
2X+5y+3z=3
3X—-y+z=3
h) 2x+y-z=2
X+y+z=3
3X-y+z=4
K) x+y—-z=0
X+2y+2z=-1
3x+2y=1
n) x—2y=3
y-z=0
X+y+z=4
p) x—2y+3z=13
X+3y+4z=11

2X—Yy+2=5
C) x—y—-z=2
2X+y+2=3
4x-3y+2z2=-7
f) 2x—y+5z=2
X—y+2=-2
X-y+z=0
1) 2x—y+2z=1
X+2y—-2=5
X—y+z2=3
) 2x—y+2z=8
X+y+2z=8
X+y+z=11
i) 2x—-y+z=5
3X+2y+z=24
X+y+2=2
q) 2x+y+z=11
X+2y+2=29

Sol:a)x=1,y=2,z=1;b)x=1,y=1,z=0;¢c)x=1,y=-1,z2=2;d)x=2,y=3,z=-1;
e)x=1,y=-1,z=2;)x=0,y=3,z=1;g)x=-1,y=2,z=1;h)yx=y=z=1;

)x=2,y=1z=-1;j)x=2,y=
mx=2,y=-1,z=1;n)x=1y
0)x=4,y=2,2=5;, ppx=2,y=

Z=
=Z

L,Kx=1y=-1,z=0;)x=4,y=2,2=1;
=-1;A)x=-24,y=-9,z=44;
-1,z=3;9)x=9,y=17,z=-24.

7° Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones (se recomienda usar Gauss o reduccion):

X+X=7

Z
a) y+—==8
)y 5

z+5:5
4

X
—+2y+z2=2
> y

d) x+y-2z=1

VA
X—y+==-1
ar;

Sol:a)x=4,y=6,z
=4,z

e)x=3,y

Yz
2 3 4
b) x—-2y+z=6
Y z_ o
3 2 4
*Z_v1
3

e) x+y—-z=1

I _x+2

— 146 -

RN L o
2 4
3 2
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4
X+Yy=>52
X+12
—=Yy+2
f) 3 Y
X+2y-2z=3

4;b)x=6,y=6,2=12;¢c)x=1,y=2,2=2;d)x=0,y=1,2=0;
6;f)x=5y=0,z=1.
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8° Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones (se recomienda usar Gauss o reduccion):

X+y+z+t=2 X-y+2z-t=0
2) 2X+y—-2z+3t=-5 b) 3X—-2y—-z+t=5
—X-3y+z-t=2 X+y—-2z+t=4
3X-y—-z+t=0 —X—-y+z+t=-2
X—y+2z-3t=5 X+y+z+u=10
0 2X+y—z-t=-4 d) 2X+5y+3z-3u=24
X+y+z-t=2 3X—2y+5z+8u=31
—X+2y+2z+t=4 5X+3y—-4z+6u=20
X-3y+z+t=—-4 3x+47 =20
3Xx+2y—-6z=12 By —2u—18
€) E%Jré:z D 4z40y=35
3x+ 6y — 67+ 2t = 24 ox-ru=17
X+y—-u=5 7X—2z+3u=17
3X-2y+t=4 4y-2z+t=11
9) X+z-u=3 h) -3x+5y—-2u=38
2X—2y+z+u=-1 4y—-3u+2t=9
X—2y—z=1 32+8u=33
X—-y+z+t=1 X+y-3z+t=-2
i 2X+y+z-2t=4 ) 2X+y—z2—-t=-2
2X+2y+22-t=6 X—y+z+t=2
X+y+z+t=3 3X+2y—-22-3t=-5

Sol:a)x=1,y=0,z=2,t=-1;b)x=2,y=1,z=0,t=1;c)x=4,y=-3,z=5,t=4;
dx=4,y=2,z=3,u=1;e)x=4,y=3,z=1,t=0;f)x=4,y=3,z2=2,u=1;
gx=2,y=1z=-1,t=0,u=-2;h)yx=2,y=4,z=3,t=1,u=3;
)x=y=z=11t=0; )x=y=0,z=t=1.
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3. Resolucidon matricial de sistemas compatibles indeterminados.

En esta seccion nos centraremos caracterizar las infinitas soluciones de un sistema
compatible indeterminado (SCI). La caracterizacion esta en funcion del nimero de grados
de libertad o nimero de variables necesarias para expresar las infinitas soluciones. Para
determinar cuantos grados de libertad tiene un SCI o del niamero de variables que
necesitamos para caracterizar las soluciones, basta con restar el nimero de incégnitas del
sistema con el nimero de ecuaciones linealmente independientes.

Ejemplos:
Caracterice todas las soluciones de los siguientes sistemas compatibles indeterminados:
2) X+2y—-3z=2 b —X—-y+3z=1 c X+y+3z=1
X+y+z=1 2X+y+2=0 2X+2y+62=2
Solucidn: a) Procedemos a analizar su rango:
M M*
X+2y-3z=2 12 -313) .- (1 2 -3/3)\LlI LI
- #}
X+y+z=1 11 1|1 0 -1 41|-2)LlI LI
%/_/ %,—/
. M___ M
M* M*

El rango del sistema es 2, las dos ecuaciones son linealmente independientes, como el
numero de incognitas es 3, solo necesitaremos 3 — 2 = 1 variable para describir las
soluciones del sistema (sistema con un grado de libertad). Veamos como hacerlo:
1 2 -3|3 X+2y—-32=2 X+2(2+4z)-32=2—>x=-2-52

- -
0 -1 4]|-2 —y+4z=-2| "y=2+4z7
Y considerando ahora que z = t obtenemos la caracterizacion de todas las soluciones del
sistema en funcion de t:

X=-2-5t
y=2+4t con teR
z=t

b) Procedemos como en el caso anterior:

M M*
—x—y+3z=1] (-1 -1 3|1} ... (-1 -1 3[]1\Ll LI
- #}
2X+y+2=0 2 1 10 1 0 4|1/ Ll
%f—/ %,—/
M M
M* M*

El rango es 2, dos ecuaciones linealmente independientes, el nimero de incognitas es 3,
necesitamos 3 — 2 = 1 variables para describir las soluciones (es de un grado de libertad):

-1 -1 3|1\ —x-y+3z=1] -(1-42)-y+3z=1>y=72-2
- -
1 0 4|1 x+4z=1] x=1-4z/
Y considerando ahora que z = t, caracterizamos todas las soluciones:
x=1-4t
y=7t-2; conteR
z=t

—~ 148 -



E10

Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

c¢) Procedemos como en el caso anterior:

M M*
X+y+3z=1 1 1 3(1) .-, (1 1 3|1) LI LI
- —1l 2 "1
2X+2y+62=2 2 2 6|2 0 0 0|0)LD LD
M M
M* M*

El rango del sistema es 1, una ecuacion es linealmente independiente, como el nimero
de incognitas es 3, solo necesitaremos 3 — 1 = 2 variables para describir las soluciones
(sistema con dos grados de libertad). Procedemos a eliminar la fila de ceros y a despejar
una variable de la ecuacién linealmente independiente:

1 1 3|1
> X+y+3z=1->x=1-y-3z
0 0 0|0
Y considerando ahora que z =ty que y = s, caracterizamos todas las soluciones:
Xx=1-s-3t
y=s con t,seR
z=t

Caracterice todas las soluciones de los siguientes sistemas compatibles indeterminados:

X+y—-z=1 X—y—z=2 X—y—z+w=2
a) 2x+y-2z=1 b) —x+y+z=-2 C) X+y+3z-w=1
4x+3y—-4z=3 2x—-2y—-27=4 2X—-2y—-27+2w=4
Solucidn: a) Procedamos a analizar los rangos:
M  M*
X+ y_ YA :1 1 1 _1 1 F,—>F,—2F 1 1 _1 1 LI LI
2x+y-2z=1t—|2 1 -2|1|—F=FE4% 510 -1 0 |-1| LI LI
4x+3y—-4z=3 4 3 413 0 1 0(1)LD LD
| —
M M
M* M*

El rango del sistema es 2, dos ecuaciones son linealmente independientes, el nimero de
incognitas es 3, solo necesitaremos 3 — 2 = 1 variable para describir las soluciones
(sistema con un grado de libertad). Eliminamos la tercera fila por ser linealmente
dependiente:

1 1 -1|1 X+y-z=1 X+(-1)—-z=1>x=2+2
— -
0 -1 01 —y=1 y=-17
Y considerando z = t:
X=2+t
y=-1 con teR
z=t
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b) Procedemos a analizar los rangos:
M M*
X— y —7= 2 1 _1 _1 2 F,—>F,+F 1 _1 _1 2 LI LI
—X+y+z=-2t—>|-1 1 1 |-2|—F=F25 50 0 0|0|LD LD

2Xx—-2y—-21=4 2 -2 2|4 0 0 0|0)LD LD
| |
M M
M* M*

El rango del sistema es 1, dos ecuaciones son linealmente independientes, el nimero de
incognitas es 3, solo necesitaremos 3 — 1 = 2 variables para describir las soluciones
(sistema con dos grados de libertad). Eliminamos la segunda y la tercera fila por ser estas
linealmente dependientes:

1 -1 -1|2
0 0 0 |0|>ox-y-Z2=2>X=2+y+1Z
0 0 010
Y considerando ahora que z =ty que y = s, caracterizamos todas las soluciones:
X=2+t+s
y=S con t,seR
z=t

c¢) Fijémonos en que es muy parecido al ejemplo anterior, hagamos igual que en el caso
anterior solo que incorporaremos la columna de las incognitas w:
M M*
1 -1 -1 1|2 roner (10 -1 -1 1(2) LI LI
-1 1 1 -1|-2|-FRk% 510 0 0 0/0|LD LD
2 -2 -2 2|4 0 0 0 0/0)LD LD

M M
M* M*
El rango del sistema es 1, dos ecuaciones son linealmente independientes, el nimero de
incognitas es 4, solo necesitaremos 4 — 1 = 3 variables para describir las soluciones
(sistema con tres grados de libertad). Eliminamos la segunda y la tercera fila por ser
estas linealmente dependientes:

1 -1 -1 1|2
0 0 0 O0|0|>x—-y-Z+W=2>X=2+Yy+2—-W
0O 0 0 O0]}0

Y considerando ahoraque z=t, quey =sy w = (, caracterizamos todas las soluciones:
X=2+t+s—q

y=s

z=t

W=q

con t,s,geR
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Ejercicios:
Caracterice todas las soluciones de los siguientes sistemas compatibles indeterminados:
X+y+2=3 2X+y+32=3 X-y+z=1
a) 7Y o) Y 0 )
X-y+z=1 2x-y+z=1 —2X+2y—-22=-2
X+y—-z=1 X-2y+z2=0 X-y+z=1
d) y e Y ) y
2X+2y—22=2 2X+y+32=06 X+2y+32=6
) X+y+z=1 h) 3X+2y+z2=3 i —2X+Yy+2=0
J 2X+y+32=2 6X+4y+22=6 2X+y+z2=4

Sol:a) {x=2-t,y=1z=t};b) {x=1-t,y=1-t, z=t};c) {x=1+s-t, y=s,z=t};
d) {x=1+t—s,y=s,z=t};e) {x=(012-7t)/5,y=(6-1)/5z=t};
f) {(x=(8-5t)/3, y=(5-2t)/3,z=t}; Q) {x=1-2t,y=t, z=t};
h) {x=(B-25-1)/3, y=s,z=t};i) {x=1Ly=2-t,z=t}.

Caracterice todas las soluciones de los siguientes sistemas compatibles indeterminados:

X—-y—-2z=3 2X+y—2=3 2X+y—-32=06
a) X+y+z=3 b) x+2y-3z=3 C) 5x+2y+3z=14
3Xx—-y-3z=9 3x+3y—-4z=6 3X+y+6z=8
2X—-y+12=2 X—2y+3z=6 X+y-z=1
d) x+2y-2z=1 e) 2x+y-z=0 f) 2x+2y-2z=2
3X+y—-z=3 4x-3y+5z2=12 —X—-y+z=-1

Sol:a) {x=(12-7t)/5 y=(6-t)/5z=t};b) {x=t, y=5t+6,z=-3+3t};
) {x=2-9t, y=2+21t, z=t};d) {x=1 y=t, z=2+t};
d) {x=(6-t)/5, y=(7t-12)/5, z=t};f) {x=1-t+s,y=t,z=5s}.

Caracterice todas las soluciones de los siguientes sistemas compatibles indeterminados:

X+2y—z+w=3 X—y+2z+w=3
a) Xx+y-z-w=0 b) 2x+y+z+w=5
2X+3y—2z=3 X+2y+z-w=3

Sol:a) {x=-3+3t+s, y=3-2t, z=5, w=t};
b) {x=@10-7t)/3, y=(5t-2)/3, z=t, w=2t-1}

Carlos, Alberto y Jaime se encuentran tras muchos afios en una reunion de antiguos
alumnos. Hablando sobre el nimero de hijos de cada uno, se propone el siguiente
problema: Si al triple del nimero de hijos de Carlos le sumamos el quintuplo del nimero
de hijos de Alberto y el triple del nimero de hijos de Jaime, el resultado es catorce. Y si
al nimero de hijos de Carlos y de Jaime le sumamos el doble del nimero de hijos de
Alberto, el resultado es cinco. ¢Cuantos hijos tienen entre los tres? Sol: 4 hijos.

Cuatro colegiales llamados Luis, Javier, Enrique y Fermin se juntan en el recreo para
intercambiar cromos. Fermin tiene cinco cromos mas que Luis y Javier juntos, Enrique
tiene el doble de cromos que Javier, y Javier tiene 90 cromos menos que Fermin'y
Enrigue juntos. Calcula los cromos que tienen entre los cuatro. Sol: 175 cromos.
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4. Discusion de sistemas en funcion de parametros.

Se trata de los problemas mas frecuentes que vamos a ver en la selectividad. Debido a su
importancia, merecen seccion aparte. Cuando se nos pida discutir un sistema de ecuaciones
en funcion de un parametro a, debemos determinar para que valores de a el sistema es
compatible determinado o indeterminado, o bien si es incompatible. Veamos unos

ejemplos:
Ejemplos:
E11 Discute los siguientes sistemas de ecuaciones en funcion del pardmetro a:
ax+y=2 ax+2y=3
a) N b Y
x-y=0 2x+ay =3

Solucion: a) Pasamos el sistema a representacion matricial:

ax+y=2 a 112
%
x—y=0 1 -1|0
M
%/_/
M*

Los valores de a que debemos usar para nuestro analisis, los sacaremos igualando a cero
el determinante de M:

a 1

L JJ=0—>—a—1=0—>a=—1
Y ahora discutimos el sistema segun los valores de a:

M  M* _
1 112 Rango(M) =1
Sia=-1—> [1 1‘()} LI L = ¢ Rango(M*) =2 = Sistema incompatible.
NS LD LI n° de incognitas = 2
MM*

Y si a#—1= det(M) = 0= Rango(M) = Rango(M*) =2, y como el valor de los
rangos es igual al numero de incognitas el sistema sera compatible determinado.
ax+2y=3 a 2
_)
2x+ay=3 2 a
%/_/

3
3
M
[ —
M*

Los valores de a que debemos usar para nuestro analisis, los sacamos igualando a cero el
determinante de M:

b) Pasamos el sistema a representacion matricial:

a 2 )
=0—-a"-4=0—-a==%2
2 a
Y ahora discutimos el sistema segun los valores de a:
M  M* _
) 213 Rango(M) =1
Sia=2—-> (2 5 ‘3) LI L = < Rango(M*) =1 = Sistema compatible
LD LD |0 geincognitas=2  indeterminado.
MM*
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) 213 M- M* Rango(M) =1
Sia=-2—> ( ) 2 ‘3} LU = < Rango(M*) =2 = Sistema incompatible.
NS LD LI n° de incognitas = 2
MM*

Y si a#+2= det(M) = 0= Rango(M) = Rango(M*) =2, y como el valor de los
rangos es igual al nimero de incdgnitas el sistema sera compatible determinado.

Discute los siguientes sistemas de ecuaciones en funcion del parametro a:

2X+ay+4z=2 X+ay+az=1
a) ax+2y+6z=0 b) ax+y+az=3
4x+2ay+10z=a Xx+ay+(a+2)z=1

Solucidn: a) Pasamos el sistema a representacion matricial:
2X+ay+4z=2 2 a 4|2
ax+2y+6z=0:—>la 2 610
4x+2ay+10z=a 4 2a 10|a
Para facilitar analisis posteriores, haremos unos pocos ceros en el sistema de ecuaciones:

2 a 4|2 Fis2Faf | 2 a 4 2
a 2 6|0|—F=252h 510 4-a® 6-4al|-2a
4 2a 10|a 0 0 2 |a-4
%,—/
M M
M* M*
Los valores de a que analizaremos, los sacamos igualando a cero el determinante de M:
2 a 4
0 4-a*> 6-4a=0>4(4-a*)=0>a==+2
0 O 2
Y ahora discutimos el sistema segun los valores de a:
M M*

2 2 4 12)\Ll LI Rango(M) =2
Sia=2—->|0 0 -2|-4|LlI LI =<Rango(M*)=3 = Sistema incompatible.

0 0 2|-2)LD LI n° de incognitas =3

%K—J
M

M*

M  M*
2 -2 4|2)\Ll Ll Rango(M) =2
Sia=-2—>|0 0 14| 4 | LI LI ={Rango(M*)=3 = Sistema incompatible.

0 0 2|-6)LD LI n° de incognitas = 3

-
M

M*
Y si a#+2= det(M) = 0= Rango(M) = Rango(M*) =3, y como el valor de los
rangos es igual al nimero de incdgnitas el sistema sera compatible determinado.

-153 -



E13

Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

b) Pasamos el sistema a representacion matricial:

X+ay+az=1 1 a a |1
ax+y+az=3;—>la 1 a |3
x+ay+(a+2)z=1 1 a a+2|1
Para facilitar andlisis posteriores, haremos unos pocos ceros en el sistema de ecuaciones:
1 a a |1 FjoF,-a R 1 a a |1
a 1 a [3|—=2EA8 410 1-a% a-a’|3
1 a a+2|1 0 O 2 |0
M M
M* M*

Los valores de a que debemos usar para nuestro analisis, los sacaremos comodamente
igualando a cero el determinante de M:

1 a a
0 1-a° a-a*=0—-2(-a°)=0—oa=+1
0 O 2
Y ahora discutimos el sistema segun los valores de a:
M M*

1 1 1(1)Ll LI Rango(M) =2
Sia=1—-|0 0 0|3|LD LI =<Rango(M*)=3 = Sistema incompatible.

0 0 2|0)LI LI n° de incognitas = 3
| ——
- M__
M*
M  M*

1 -1 -1|1)Ll LI Rango(M) =2
Sia=-1-|0 0 -2|3|LI LI=<Rango(M*)=3 = Sistema incompatible.
0 0 2|0/LD LI n° de incognitas = 3

%—/
M

M*
Y si a#+1= det(M) = 0= Rango(M) = Rango(M*) =3, y como el valor de los
rangos es igual al nimero de incdgnitas el sistema sera compatible determinado.

Discute y resuelve segun los valores del parametro a:

X+y+2z=2
—-3X+2y+32=-2
2X+ay—-5z=-4

Solucion: Pasamos el sistema a representacion matricial:
X+y+22=2 1 1 2|2
-3X+2y+3z=-2;—>|-3 2 3|2
2X+ay—-5z=-4 2 a 5|4
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Saquemos unos pocos ceros en el sistema de ecuaciones:

1 1 2]2) egorer (1 1 22 1 1 2|2
3 2 3|-2|—F=>R2%h 0 5 9|4 |—FB2RR 0 5 9|4
2 a -5|-4 0 a-2 -9/-8 0 a+3 0|-4

— D —— e ———

M M M
M* M* M*

Los valores de a que debemos usar para nuestro analisis, los sacaremos comodamente
igualando a cero el determinante de M:

1 1 2
0 5 9=0->-9@+3)=0—>a=-3
0 a+3 0

Y ahora discutimos el sistema segun los valores de a:
M M*

1 1 2{2)Ll LI Rango(M) =2
Sia=-3—>|0 5 9|4 |LI LI =<Rango(M*)=3 = Sistema incompatible.
0 0 0|-4/LD LI n° de incognitas = 3

M*
Si a#-3= det(M)# 0= Rango(M)=Rango(M*) =3, y como el valor de los rangos
es igual al ndmero de incognitas el sistema sera compatible determinado. Ahora

resolveremos el sistema en funcion de los valores del pardmetro a usando la matriz M* a
la que le hemos sacado ceros:

1 1 2|2
0 5 94
0 a+3 0|-4)> @+3)y=-d—y=—2
a+3
Y por sustitucion, sacamos el resto de incdgnitas:
5% L9724y, 28132
a+3 9(a+3)
—4 4a+32 10a + 26
X+ 2 =2 =

+ =25 X=
a+3 9(a+3) 9(a+3)

También era posible sacar los valores de las incognitas en funcién del parametro a,
usando la regla de Cramer.

Ejercicios:
Estudie la existencia y unicidad de soluciones en los siguientes sistemas de ecuaciones
en funcion del parametro real “a”:

. Xx+ay=>5 b AX+ay =2 . 2x+ay =2 d a’x+3y=6
X+y=3 ax+y=1 X+ay=2 8X+6y=12

Sol:a) Sia=1SI,siaz#1SCD; b) Si a=2 SCI; si a=-2 SlI, resto de valores SCD:
c)Sia=0Sl,sia=0SCD;d)Sia=+2SClI,sia =2 SCD.
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Discutir los siguiente sistemas lineales de ecuaciones en funcion de los valores del
parametro real a.

X+22=0 y+az=1 ax—-y+z=1
a)3y+z=0 b) ax—y+z=1 C) x+ay+2z=0
ax+z=0 ax—z=-a y—-z=-1

Sol: a=1/2 SCl,a a#1/2SCD; b) a=0SCl, a=-2SlI, resto de valores SCD
c) a=0SI, a=-2SlI, resto de valores SCD.

Dado el sistema de ecuaciones:
X+Yy+kz=Kk
X+ky+z=k?
kx+y+z=1
se pide:

a) Discutirlo segun los valores del parametro k.
b) Resolverlo parak = 0.

Sol:a)Sik#1y k#-2=SCD, si k=1=SClI, si k:—2:>SI;b)x:—%,y=z:%.

Se considera el sistema de ecuaciones:
2X+my+3z=3
X+y-2z=0
5x+(Mm+1)y+z=9
a) Discutir el sistema segun los valores del parametro m.
b) Resolver el sistema para el caso m = 0.

Sol: a) Si m:—§:SI, m;«t—g:SCD;b)x=3,y=—5,z=—l.

Dado el sistema:

X+ay—z=a
ax+2z=-2
X+2=-2

a) Discutirlo segun los valores del parametro a.
b) Resolverlo en el caso de a = 0.
Sol:a) a=0=SCl,a=2=Sl,siaz0ya#2=SCD;b) x=z=-1,y=t teR.

Dado el sistema homogéneo de ecuaciones:

X+ky—-z=0
2X-y+2z=0
X—4y+kz=0
Se pide:
a) Determinar para que valores del pardmetro k el sistema tiene soluciones distintas
dex=y=z=0.

b) Resolverlo para el caso k = 3.
Sol: a) Para k = 3y k =-5/2 hay més soluciones; b) x=-5t/7,y=4t/7,z=t teR.
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20° Discute y resuelve segun los valores del parametro a:

X+y+2z=2 —8x—-2y+4z=-4 SX+3y+2z=-2
a) 2x—y+3z=2 b) x-5y—-2z=-9 C) Xx+ay=2
5x—-y+az=6 4x+y-2z=a 2X—-y+2=3
X+Yy+22=2 3x-2y+z=1 2x+3y—-4z=1
d) 2x—-y+az=2 e) dx+y—-2z=2 f) 4x+6y—-az=2
5X—y+az=6 X+oy—-az=1 X+y+az=10
X+2y+3z=-1 (-7-a)x+6y+6z2=0 4x+12y+4z2=0
g) 2Xx+5y+4z=-2 h) ax—ay=0 i) 2x-13y+2z=0
x+3y+a‘z=a 6y-(1+a)z=0 (a+2)x+12z =12y
ax+2y+z=-5 2X+ay+2z=3 4x—-472=0
)] X+y+z=-2 K) x+y—-2z=0 ) x-y+az=0
2X+3y+2z=-7 5x+(a+1)y=9 -Xx—ay—z=0

Sol: a) Si a= 8 SCD con una soluciéon: x=4/3, y=2/3, z=0.
Si a =8 SCI con infinitas soluciones: x=15t-6, y=t, z=2-3t.
b) Si a# 2 Sl sin soluciones.
Sia=2SCl consolucién: x=11-6t, y=t, z=(42-23t)/2.
10+8a 10 ~19a+15

c¢) Sia=5 SCD con solucion: x = AES , Z
5-a a-5 a-5

Si a =5 Sl sin soluciones.
d)Sia=-2SCDcon: x=4/3, y=2/3, z=0.
Sia=-2SClcon: x=4/3, y=-2t+2/3, z=t.
e) Si a = 53/11 con solucién: x = >a-23 Y= 2a-0 7= 4
11a-53 11a-53 11a-53
Sia=53/11 Sl sin soluciones.
f)ySiaz8SCDcon:x=29, y=-19, z=0.
Sia=8SClcon:x=29-28t, y=20t-19, z=t.
g)Sia=-1SClcon: x=-1-T7t, y=2t, z=t.
Sia =1 Sl sin soluciones.

Sia;tirlSCDconsqucién:x=a+6,y= 2 , 2= ! :
1-a a-1 a-1

h)Sia=0SClcon: x=z=t, y=t/6.

Sia=-7SClcon: x=y=z=t

Sia=5SClcon: x=y=z=t

Siaz0,a=-7ya=5 SCD con solucion: x=y=z=0.
i)Sia=10SClcon: x=-t, y=0, z=t.
Sia=10SCDcon:x=y=z=0.
k) Sia=-1SlI.

Siaz-1SCDcon:x=3, y=

—6 - 3a-3
a+l  2a+2
I) Siempre es SCD valga lo que valga a. con solucién: x =y =z =0.
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Problemas de programacion lineal:

Sea el siguiente sistema de inecuaciones
X+y<6
3x—-2y<13
X+3y>-3
x>0
Halle los puntos del recinto anterior en los que la funcion
F(x,y)=x-2y

toma los valores maximo y minimo, y determine éstos. Sol: (3, —2)

Se considera la funcion
f(xy)=x-y
a) Representar el conjunto
A={(x,y)/3x+y=>15 y—x<-5 2x+3y<60, y>0}
y calcular el valor maximo de f (x,y) en A. ;Alguna de las desigualdades que

definen al conjunto A se podria eliminar de forma que siguiera siendo el mismo
conjunto?
b) Decir si la funcion f(x,y) alcanza valor maximo en el conjunto

B={(x,y)/3x+y<15 x—y=>5 x>0}

En caso afirmativo calcular dicho valor.
Sol: a) 3x+y >15; b) No lo alcanza.

Un concesionario de coches comercializa dos modelos de automdviles: uno de gama alta,
con el que gana 1000 € por cada unidad, y el otro de gama baja cuyos beneficios por
unidad vendida son de 600 €. Por razones de mercado, la venta anual de estos modelos
esta sujeta a las siguientes restricciones:
- El nimero de modelos de gama alta vendidos no sera menor de 50 ni mayor de
150 coches.
- El nimero de modelos de gama baja vendidos ha de ser mayor o igual al de
modelos de gama alta vendidos.
- El concesionario puede vender hasta un méximo de 500 automoviles de los dos
modelos al afio.
¢ Cuantos automoviles de cada modelo debe vender anualmente con el fin de maximizar
los beneficios? Sol: 150 automdéviles de gama alta y 350 de la gama baja.

En la preparacion de dos tipos de paquetes de café, Cy y C,, se utiliza café brasilefio y café
colombiano. Cada paquete del tipo C; contiene 300 g de café brasilefio y 200 g de café
colombiano, y cada paquete del tipo C, contiene 100 g de café brasilefio y 400 de café
colombiano. Con cada paquete del tipo C; se obtiene un beneficio de 0.90 euros, y con
cada paquete del tipo C,, de 1.2 euros. Se dispone de 900 kg de café brasilefio y de 1600
kg de café colombiano.

a) ¢Cuantos paquetes de cada tipo se tienen que preparar para obtener un beneficio

maximo?

b) ¢Cudl es este beneficio méximo?

Sol: a) 2000 paquetes de C; y 3000 de C; ; b) 5400 €.
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Una tienda de café recibe 700 kilos de café natural y 800 kilos de café torrefacto. Envasa
paquetes de un kilo con dos tipos de mezclas: el tipo A con medio kilo de café natural y
medio kilo de café torrefacto, y el tipo B con un cuarto Kilo de café natural, y tres cuartos
kilos de café torrefacto. La ganancia por cada kilo de la mezcla tipo A es de un euro, y por
cada kilo del tipo B es de dos euros. Determinar los paquetes de cada tipo de mezcla que
deben prepararse para obtener la ganancia maxima y determinar dicha ganancia.

Sol: Ganancia maxima 2133 unidades, y se obtiene vendiendo 1066 unidades del tipo B 'y
ninguna del A.

Sea S la region del plano de coordenadas mayores o iguales que cero y tales que sus
puntos cumplen que:
- La media aritmética de las coordenadas es menor o igual que 5.
- El doble de la abscisa mas la ordenada es mayor o igual que 5.
Determina en qué puntos de S la funcion:
F(x,y)=2x+y
toma el valor maximo y cual es este. Sol: (10,0) y su valor es 20.

Un fabricante de coches lanza una oferta especial en dos de sus modelos, ofreciendo el
modelo A a un precio de 9000 euros y el modelo B un tercio mas caro. La oferta est4
limitada: por las existencias, que son 20 coches del modelo Ay 10 del B y por el deseo de
vender al menos tantas unidades del modelo A como del modelo B. Por otra parte, para
cubrir gastos de campanfa, los ingresos obtenidos con ella deben ser al menos de
36000 euros.

a) ¢Cuantos coches de cada modelo deberia vender para maximizar sus ingresos?

b) ¢Cual es el importe de la venta?
Sol: a) 10 coches de cada modelo; b) 210000 €;

Un producto se compone de la mezcla de otros dos A y B. Se tienen 500 kg de Ay 500
kg de B. En la mezcla, el peso de B debe ser menor o igual que 1.5 veces el de A. Para
satisfacer la demanda, la produccion debe ser mayor o igual a 600kg. Sabiendo que cada
kilogramo de A cuesta 5 € y cada kilogramo de B cuesta 4 €, calcular los kilogramos de A
y B que deben emplearse para hacer una mezcla de coste minimo, que cumpla los
requisitos anteriores. Obtener dicho coste miinimo.

Sol: 2640 € de coste minimo con 240 kg de A y 360 kg de B.

Un banco dispone de 18-10° € para ofrecer préstamos de riesgo alto y medio, con
rendimientos del 14 % y 7 %, respectivamente. Sabiendo que se debe dedicar al menos
4-10° € a préstamos de riesgo medio y que el dinero invertido en alto y medio riesgo debe
de estar a lo sumo a razén de 4 a 5, determinar cuanto debe dedicarse a cada uno de los
tipos de préstamos para maximizar el beneficio y calcular éste.

Sol: Beneficio méximo 1.82-10° €, y se obtiene con 8-10° € en riesgo alto y 10° €.

Un tren de mercancias puede arrastrar, como maximo, 27 vagones. En cierto viaje
transporta coches y motocicletas. Para coches debe dedicar un minimo de 12 vagones y
para motocicletas no menos de la mitad de los vagones que dedica a los coches. Si los
ingresos de la compaiiia ferroviaria son de 540 € por vagén de coches y 360 € por vagon
de motocicletas, calcular como se distribuiran los vagones para que el beneficio de un
transporte de coches y motocicletas sea maximo y cuanto vale dicho beneficio.

Sol: 12960 € de beneficio vendiendo 18 vagones de coches y 9 de motocicletas.
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Una tienda de ropa deportiva tiene en su almacén 200 balones y 300 camisetas. Para su
venta se hacen dos lotes (A y B). El lote A contiene un baldn y tres camisetas y el lote B
estd formado por dos balones y dos camisetas. La ganancia obtenida con la venta de un
lote tipo A es de 12 euros y de 9 euros con cada lote tipo B. Sabiendo que el nimero
maximo de lotes del tipo A es de 80, determinar el nimero de lotes de cada tipo que deben
prepararse para obtener una ganancia maxima y el valor de dicha ganancia. Sol: 1715
euros de ganancia vendiendo 50 lotes del tipo A'y 75 del B.

El jefe de seguridad de un museo estudia combinar 2 nuevos sistemas antirrobo: cdmaras
de vigilancia en las salas, y alarmas en puntos estratégicos del edificio. Se quiere utilizar
un minimo de 6 camaras para cubrir con ellas las salas mas importantes, y un maximo de
15 camaras, con las que quedarian todas las salas cubiertas. Igualmente, se necesitan al
menos 6 alarmas para cubrir las mas importantes entradas y salidas del edificio.
Finalmente, se tiene un presupuesto maximo de 36000 € y cada cdmara cuesta 1000 €
mientras que cada alarma cuesta 500 €. Si el objetivo es colocar el mayor nimero de
dispositivos entre camaras y alarmas ¢cuantos ha de colocar de cada modalidad? En ese
caso ¢cudl sera el coste total? Sol: 6 camaras y 60 alarmas, beneficio de 3600 €.

Un fabricante de abanicos dispone de dos modelos Ay B. EI modelo A requiere, para su
fabricacion, 20 cm? de papel, 120 cm? de 1amina de madera y 1 enganche metalico. El
modelo B requiere, 60 cm? de papel, 80 cm? de lamina de madera y 1 enganche metalico.
El coste de produccion de cada modelo es 1.20 € el Ay 1.30 € el B. El precio de venta es
de 1.80 € cada uno, independientemente del modelo. Teniendo en cuenta que las
existencias son de 3000 cm? de papel, 7200 cm? de lamina de madera y 70 enganches.

a) Determina el nimero de abanicos de cada modelo que ha de hacer para obtener un

beneficio maximo.

b) Calcula cual es ese beneficio.

Sol: a) 40 abanicos del modelo A 'y 30 del modelo B; b) 39 € de beneficio.

Una tienda de prendas deportivas tiene almacenados 1600 bafiadores, 100 gafas de bafio y
800 gorros de bafio. Se quiere incentivar la compra de estos productos mediante la oferta
de dos tipos de lotes: el lote A, que produce un beneficio de 8 €, formado por un bafiador,
un gorro y unas gafas, y el lote B que produce un beneficio de 10 € y esta formado por dos
bafiadores y unas gafas. Sabiendo que la publicidad de esta oferta tendria un coste de 1500
€ a deducir de los beneficios, se pide calcular el nimero de lotes A y B que harian
méaximo el beneficio y a cuanto asciende éste. Sol: 400 lotes de Ay 600 lotes de B.
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Repaso de geometria plana:

Cuadrado Rectangulo Trapecio
a
&1 A f A A
a b b
a+b
A=a> A=hb A= h(TJ
Circulo Sector circular Rombo
N i
Q
= . 2 = . = = A = —_—
A=rxr | =2x1 360° 180° >
Triangulo Teoremas especiales en triangulos rectangulos:
5 ' T. de Pitagoras:
VR H?=b’+c’
E T. de los catetos:
b b*>=H-H,
h-b
A= = ¢’=H-H,
T. de la altura:
h? =H,H,
Ejercicios:

La diagonal de un rectangulo mide 29 cm y sus dos lados distintos suman 41 cm. Calcular
el area del rectangulo. Sol: 420 cm’.

(Cuanto costd tapizar una silla cuadrada de 0.5 m de lado con una tela de 50 € el metro

cuadrado? Sol: 12.5 €.

(Cuantas baldosas cuadradas se necesitan para construir una acera de 3 m de ancho y 120

m de largo, si cada baldosa mide 50 cm de lado? Sol:1440 baldosas.

Si una hoja de papel tiene 609 cm” de superficie y mide 21 cm de largo, ;cuanto medira de

ancho? Sol: 29 cm.

Un labrador tiene una finca cuadrada cuyo lado mide 50 m y vende una franja de 10 m de
ancho. ;Qué superficie le queda? Sol: 2000 m”.

Un carrete de pesca mide 5 cm de radio. Si tenemos un sedal de 300 m ;cuédntas vueltas
habra en el carrete? Nota: despréciese el aumento del radio al ir enrollando el sedal.

Sol: 955 vueltas.

Si el diametro de una fuente circular es de 20 m. ;Cuanto mide su longitud? Sol: 62.83 m.
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La apotema de un hexagono regular inscrito en una circunferencia mide 5 cm. Calcular el
lado y el area del hexagono. Sol: | =5.774 cm; A = 86.6 cm”.

La diagonal mayor de un rombo mide 5 m, y la menor es la mitad. Calcula el 4rea y el
perimetro del rombo. Sol: A = 6.25 m?, perimetro 13 m.

El perimetro de un rombo mide 52 cm y una de las diagonales es de 10 cm, ;qué
superficie tendra? Sol: 120 cm?.

Calcula la hipotenusa de un triangulo rectangulo cuyos catetos son 15 my 8 m. Sol: 17 m.
Calcula el radio de una circunferencia si su longitud es de 20-zcm. Sol: 10 cm.

Calcula el area de un trapecio que tiene de altura 1 m de base menor y mayor 4 my 6 m
respectivamente. Sol: 5 cm®

Halla el area de una corona circular determinada por la circunferencia inscrita y circunscrita
a un cuadrado de 4 dm de lado. Sol: 12.56 dm”.

Halla el area de un sector circular que tiene 12 cm de radio y una amplitud de 60°.
Sol: 75.4 cm?.

Calcula la superficie de un rombo cuyas diagonales miden 3 cm y 8 cm respectivamente.
Sol: 12 cm’.

La superficie de una mesa esta formada por una parte central cuadrada de 1 m de lado y
dos semicirculos adosados en dos lados opuestos. Calcula el area. Sol: 1.79 m*.

El 4rea de un cuadrado es 2304 cm?. Calcular el 4rea del hexdgono regular que tiene su
mismo perimetro. Sol: 2660.43 cm®.

El perimetro de un trapecio isésceles es de 110 m, las bases miden 40 y 30 m
respectivamente. Calcular los lados no paralelos y el 4rea. Sol: A = 677.77 m?, | =20 m.

Determinar el lado de un tridngulo equilatero cuyo perimetro es igual al de un cuadrado
de 12 cm de lado. ;Seran iguales sus areas? Calculelas. Sol: 16 cm. No lo son, el
cuadrado tiene 144 m” y el triangulo 110.9 m”.

Determinar el area del cuadrado inscrito en una circunferencia de longitud 18.84 m.
Sol: 18 cm”.

En un cuadrado de 2 m de lado se inscribe un circulo y en este circulo un cuadrado y en
este otro circulo. Hallar el area comprendida entre el ultimo cuadrado y el altimo
circulo. Sol: 0.43 cm”.

Calcular el area de la corona circular determinada por las circunferencias inscrita y
circunscrita a un cuadrado de 8 m de diagonal. Sol: A = 25.13 cm”.

En una circunferencia de radio igual a 4 m se inscribe un cuadrado y sobre los lados de
este y hacia el exterior se construyen triangulos equilateros. Hallar el area de la estrella
asi formada. Sol: 87.43 cm”.
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Si los lados no paralelos de un trapecio isésceles se prolongan, quedaria formado un
triangulo equilatero de 6 cm de lado. Sabiendo que el trapecio tiene la mitad de la altura
del triangulo, calcular el area del trapecio. Sol: 11.70 cm™.

Hallar el area de un sector circular cuya cuerda es el lado del tridngulo equilétero
inscrito, siendo 2 cm el radio de la circunferencia. Sol: 4.19 cm?.

Hallar el area del sector circular cuya cuerda es el lado del cuadrado inscrito, siendo 4 cm
el radio de la circunferencia. Sol: 12.57 cm®.

Dadas dos circunferencias concéntricas de radio 8 y 5 cm, respectivamente, se trazan los
radios OA y OB, que forman un dngulo de 60°. Calcular el area del sector de corona

circular formado. Sol: 20.42 cm?.

Calcula el area sombreada, sabiendo que el lado de cuadrado es 8 cm.

Calcula el 4rea de la parte sombreada, si el radio del circulo mayor mide 6 cm y el radio
de los circulos pequefios mide 2 cm.

Calcula el area de la parte sombreada, siendo AB = 10 cm, ABCD un cuadrado, y las
curvas interiores circunferencias de centros en B y en D.

D A

N

C B

Sol: 13.73 cm?.

Sol: 62.8 cm?.

Sol: 57 cm”.

Calcular el area de un tridngulo equilatero inscrito en una circunferencia de radio 6 cm.
Sol: 46.77 cm’.

Dado un triangulo equilatero de 6 m de lado, calcula el area de uno de los sectores

determinado por la circunferencia circunscrita y por los radios que pasan por los
vértices. Sol: 12.57 cm’.
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Repaso de geometria tridimensional:

Cilindro Ortoedro Casquete esférico
- ¢ T
P L .
7
1
V:7Z'r2h V =abc V=§7zh2'(3r—h)
Esfera Prisma cualquiera Cono

L] A [
2 4 3 1 2
A=4rr- V :§7r-r V = Ah \Y :§7rr h Agera =711
Pirdmide con base A v altura h: Tronco de cono
Vz%Ah Vz%ﬂh(a2+ab+b2) A=r(a+b)l

Ejercicios:

La base de un prisma recto es un cuadrado de area 4 m” y la altura es 9 m. ;Cual es su
volumen? Sol: 36 m’.

Una caja de zapatos tiene de dimensiones 3, 4 y 2 dm. ;Qué volumen ocupa? Sol: 24 dm’.

El volumen de un cubo es 125 m’. ;Cual seré su arista? Sol: 5 m.

;Cual es el volumen de un cubo de 15 cm de arista? Sol: 3375 cm”.

La superficie de un cubo es 54 m>.;Cual es su arista? Sol: 3 m.

Un paralelepipedo tiene unas bases en forma de rombo cuyas diagonales miden 6 m y 4 m.
La altura del paralelepipedo es de 3 m. Halla su volumen. Sol: 36 m’

Un silo rectangular de 3 m. de largo y 2.50 m de ancho debe contener 45 m’ de trigo.
(Cual debe ser su altura? Sol: 6 m.

Determinar la generatriz de un cilindro de revolucién cuyo radio mide 5 cm y el volumen
1007 cm”. Sol: h =4 cm.
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Un cono tiene 8 cm de altura y 17 cm de generatriz. Calcula el area total y su volumen.
Sol: A =4807zcm? V =6007cm’.

Un sétano rectangular de 8x6 m se ha inundado. El agua llega a 1.5 m de altura. Se extrae
el agua con una bomba que extrae 20 L/segundo. ;Cuanto tiempo tardara en vaciarlo?
Sol: 1 hora.

Calcula el volumen de un depdsito en forma de prisma pentagonal regular cuya altura
mide 2.5 cm y el 4rea de la base 80 cm®. Sol: 200 cm’.

El volumen de un cubo mide 2197 cm’. Calcula el lado del cubo y la diagonal.
Sol: 13 cm de lado y 22.5 cm.

Una piscina cilindrica tiene 20 m de diametro. ;Cuanto costara pintar la pared si tiene 1.5 m
de alto y el precio del m” de pintura es de 2 €? Sol: 188.5€ .

Calcula el volumen de un edificio formado por un ortoedro de dimensiones 10 de ancho,
10 de largo y 6 m de ancho, y una pirdmide cuadrangular de altura 9 m. Sol: 900 m”.

Calcular el area total y volumen de un cilindro de didmetro 10 cm y altura 12 cm.
Sol: 691.2 cm” de 4rea 'y 3769.9 cm”.

Calcula el volumen de un cilindro circunscrito a un ortoedro que tiene de altura 20 cm y
por base un cuadrado de 10 cm de lado. Sol: 3142 cm’.

Halla el volumen de un depdsito de forma cilindrica cuya circunferencia basica mide 47 m
y su altura es igual al radio de la base. Sol: 25.13 m”.

Hemos pintado un recipiente cilindrico de 20 m de didmetro y 15 m de altura, y se ha
pagado a 7.5 € el metro cuadrado, ;cuanto pagamos? Sol: 11780.97 €.

Las pelotas de tenis se venden en latas de forma cilindrica que contienen 3 pelotas cada
una. Si el didmetro de la lata es de 6.5 cm, calcular el volumen que queda libre en el
interior de una lata. Sol: 647.1 cm’.

Calcula la altura, volumen y superficie de un cono de radio 3 m y generatriz 5 m.
Sol:h=4m,A=754m’,V=47.12m’".

La cupula de San Pedro del Vaticano mide 42 m de didmetro, ;cudl es su superficie si
suponemos que es semiesférica? Sol: 2771 m’.

Determinar el area lateral de un paquete conico de palomitas de generatriz 12 cm y
radio 10 cm. Sol: 377 cm’.

El 4rea lateral de un cilindro de altura 5 cm es 188.4 cm?, calcula su radio y volumen.
Sol: 564.9 cm’.

Un reloj de arena est4 formado por dos conos rectos unidos por su cuspide. La altura del
reloj es de 10 cm y su diametro 5 cm. Calcular el volumen de arena que hay en el
interior de uno de los conos. Sabiendo que cae 0.1 cm® de arena por segundo, cuanto
tiempo tarda en pasar la arena de un cono al otro? Sol: V =32.72 cm*; t =327 s.
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Calcula el area total de un tetraedro regular de arista 5 cm. Sol: 43.3 cm’.

Calcula el volumen de una pirdmide cuadrada de 6 cm de lado de la base y altura de una
de sus caras 6 cm. Sol: 144 cm’.

Calcula el area visible y el volumen de un deposito cilindrico de radio 8 m y altura 12 m
terminado en una semiesfera. Sol: A =1005.3 mz; V =3485.1 m’.

Una caja tiene forma de ortoedro de dimensiones 8x6x5 cm. ;Cabe en dicha caja un
lapiz de 13 cm? Sol: No.

Las bases de un prisma recto son triangulos rectangulos isosceles de 4rea 8 cm?, y la
arista lateral mide 7 cm. Encontrar el 4rea lateral del prisma. Sol: 32 cm’.

Halla el area y el volumen de una superficie esférica de radio 12 cm.
Sol: V =7238 cm’, A = 1809.6 cm”.

Qué volumen tiene un cubo de superficie total 1 m*? Sol: 0.06804 m’.

La piramide de Keops tiene base cuadrada de arista 230 m y altura 146 m, calcula su
volumen y la altura de una cara. Sol: V =2574467 m’; h=185.9 m.

Halla el volumen de una piramide cuadrangular regular sabiendo que el lado de la base
mide 6 m y que el area lateral es doble del 4rea de la base. Sol: V=36%3 m”.

Calcula el volumen de una esfera de superficie 1256 cm?. Sol: 33485 cm”.

La diagonal de una de las caras de un cubo es 6 m. Calcula el area y el volumen del
cubo. Sol: A =12m?, V=41.57 m’.

Una piramide regular hexagonal mide 60 cm de perimetro basico (en referencia a la
base) y 26 cm de arista lateral. Calcula la altura de la pirdmide, su area total y su

volumen. Sol: h=24 c¢m, V =2078.5 cm’.

Calcula el volumen de una piramide cuadrada de altura 5 cm y perimetro total 32 cm.
Sol: 11.79 cm’.

El 4rea de la base de una piramide es 8 m” y la altura 3 m. ;Cuél es su volumen? Sol: 8 m”.

La superficie lateral de un prisma es 8 m” y el area de su base es de 1 m?. ;Cuél es la
superficie total? Sol: 10 m”.

(Qué capacidad tiene un deposito cilindrico si su radio es de 3 m y su altura 5 m?
Sol: 141.4 m’.

Halla el volumen de un cono de 8 m de radio y 17 m de generatriz. Sol: 3201 m’.

Calcular el volumen de un cilindro cuyo didmetro de la base es doble de la altura, y su

., .. : 2 4, 3
seccion meridiana tiene 8 cm” de area. Sol: V=8n cm’.
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Ejercicios de semejanza de triangulos:
1° Calcular a, b y ¢ en la figura:

b

c 12m
Sol:a=13m,b=7.8m,c=7.2 m.

2° Hallar x e y en el dibujo siguiente:

18 cm
12 cin

Sol: x=9,y=28.

3° Tenemos un pozo de base cuadrada de anchura 1.2 m. Un observador
cuyos ojos estan a 1.7 m de alto, observa a 0.4 m del borde, el borde de la
pared que da con el fondo del pozo tal y como indica el dibujo a la
derecha. Determina la profundidad del pozo. Sol: 5.1 m.

4° Calcula el valor de x:

2 ¢ X
10 cmn 14 cm
/ 4

Sol: 2.8 cm.

5° Calcular el valor de todos los lados del triangulo ampliacion del pequefio teniendo en
cuenta que son semejantes:

5 cm
3 cm

G cm

Sol: 7.5 cm,4.5cmy 9 cm.

6° Los catetos de un tridngulo rectangulo miden 24 m y 10 m. ;Cuénto miden los catetos
de un triangulo semejante al primero cuya hipotenusa mide 52 m? Sol: 48 y 20 m.

7° Calcular la altura de un edificio que proyecta una sombra de 6.5 m a la misma hora
que un poste de 4.5 m de altura da una sombra de 0.90 m. Sol: 32.5 m.
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Ejercicios y problemas de trigonometria.
1° Expresa en radianes los siguientes angulos:
a) 315° b) 300° c) 135° d) 2210°  e) 945° f) -1500° g) 1650°
Sol: a) 5.50 rad; b) 5.24 rad; c) 2.36 rad; d) 38.57 rad; e) 16.49 rad; f) —26.18 rad;

g) 28.80 rad.
2° Expresa en grados sexagesimales los siguientes angulos:
a) /6 rad b) 9/5 rad c¢) Szrad d) 117/3 rad
e) 267/5 rad f) 174/18 rad g) 2157/4 rad

Sol: a) 30% b) 324°% c) 900°% d) 660°; €) 936°; f) 170° g) 9675°.

3° Reduce los siguientes angulos:
a) 730° b) 529° c) 2952° d) 9z rad e) 5576 rad 1) 217/4 rad

Sol: a) 10% b) 169°; ¢) 72° d) zrad; ¢) 74/6 rad; f) /4 rad.

4° En una circunferencia de radio 6 cm, tenemos un arco de 4.5 cm de longitud. ;Cuantos
radianes mide el angulo central que determina? ;Cuantos grados sexagesimales?
Sol: 0.75 rad; 42.97°.

5% Halla la longitud del arco de circunferencia que determina un angulo de 1.7 radianes,
sabiendo que la longitud de la circunferencia es de 9.3 cm. Sol: 2.52 cm.

6° Calcula el valor de las restantes razones trigonométricas sin calcular el valor de « en
los casos siguientes:

a) sina=1/4 ae[O, 90"] b) sina=-1/3 ae[180°, 270"]
o)sina=+3/2 aef0, 90°] dcosa =08  ac[0, 90°]

e)tana =2 a e[O, 90°] f) cosa=3/5 a e[270°,360°]
gicosa=-1/3  ae[90°,180°] h) seca=-3/2 a<[180°,270°]

Sol: a) cosa= x/E/4, seca = 4/x/g, coseca =4, tana = l/x/g, cotana = \/E;
b) cosa = —x/§/3, seca = —3/«/§ , coseca=-3, tanax = 1/\/§, cotana = \/g ;
c)cosa=1/2,seca=2, coseca = 2/«/5, tanaZ\/g, cotanaZI/x/g;

d) sina= 0.6, seca=1.25, coseca = 1.6 , tanar=0.75, cotana=1.§;

e) sina= 2/\/3, cosa= 1/\/3, seca= /5, coseca= \/5/2, cotana =1/2;

f) sina =—4/5, seca=5/3, coseca = —5/4, tana = —4/3, cotana = —3/4;

g) sina = \/§/3, seca= -3, coseca = 3/\/§ ,tana = _\/§ , cotana = —1/\/§;

h) sina = —x/§/3, cosa=-2/3, coseca = —3/\/5, tana = \/5/2, cotana =2/\/§;

7° Calcula con la calculadora un valor de o expresado en grados en los siguientes casos:
a) sina =0.6018 b) cosa =0.6428 c)tana =2.7475
Sol: a) 36.9% b) 49.9° ¢) 70.0°.
8° Sabiendo que:
sin(17°) =0.29
Calcula:
a) sin(73°) b) tan(73°)
Sol: a) 0.96; b) 3.27.
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Utilizando unicamente la tabla de las razones trigonométricas conocidas:
0° 30° 45° 60° 90°
Sina 0 12 | 22 | Br2| 1
cosa 1 372 1 V272 1/2 0

Tana 0 1/3 1 NE) 0
Calcular las razones trigonométricas seno, coseno y tangente de los siguientes angulos:
a) 120° b) 135° c) 150° d) 180° e)210° f) 225°
g) 240° h) 270° 1) 300° j)315° k) 330° 1) 360°

Sol: a) sin(120°) = V312, cos(120°) =—1/2, tan(120°) = —3;
b) sin(135°) = /2 /2, cos(135°) = —/2 /2, tan(135°) = —1;
c) sin(150°) = 1/2, cos(150°) = ~3 12, tan(150°) = ~1//3;
d) sin(180°) = 0, cos(180°) = —1, tan(180°) = 0;

e) sin(210°) = —1/2, cos(210°) = —/3 /2, tan(210°) = 1/~/3 ;
f) sin(225°) = 2 /2, cos(225°) = 2 /2, tan(225°) = 1;
2) sin(240°) = —+/3 /2, cos(240°) = —1/2, tan(240°) = /3 ;
h) sin(270°) = -1, cos(270°) = 0, tan(270°) = +oo;

i) sin(300°) = —+/3 /2, cos(300°) = 1/2, tan(300°) = —/3 ;
§) sin(315%) = —/2 /2, cos(315°) = v/2 /2, tan(315°) = —1;
k) sin(330°) = —1/2, cos(330°) = /3 /2, tan(330°) = —1//3 ;
1) sin(360°) = 0, cos(360°) = 1, tan(330°) =0.

Resuelve, sin emplear calculadora, los tridngulos en los que se conocen estos datos:
a)a=20, f=45y y=75°.
b)b=12, a =15y g =30°.
c) a=90°, f=60°y a=20.

Sol:a) @ =60°, b=202/3 c=10(W2+1);b) y=135°,a=1242-+/3,c =122
¢) y=30°,a=10/3,c=10.
Calcula Sen un triangulo de lado a= 10, b =5y ¢ = 5-V3. Sol: 30°.

En un triangulo isésceles el angulo que determinan los lados iguales mide 52.34° y el lado
desigual 55 cm. Calcula su perimetro y su area. Sol: 179.7 cm; 1539 cm”.

En un terreno horizontal se divisa una torre desde un punto A bajo un angulo de 30°. Si
nos aproximamos 20 m se llega a un punto B, desde el que observamos la torre bajo un
angulo de 45°. Calcula la altura de la torre. Sol: 27.32 m.

En un triangulo isésceles los dos lados iguales miden 10 cm y su area vale 48 cm’.
Calcula el valor de sus angulos. Sol: 73.74°, 53.1°y 53.1°.

Calcular la altura del pico de una montafia, sabiendo que, en ese momento del dia, el

Sol incide con sus rayos sobre el suelo con un angulo de 75° y provoca una sombra
sobre el suelo de 53 metros. Sol: 197.8 m.
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Una escalera de 12m de largo esta apoyada en una pared con un angulo de 60° respecto
al suelo. Calcular la altura de la pared hasta donde apoya la escalera, y la separacion de
la base de la escalera a la pared. Sol: 10.4 m de altura y 6 m de separacion.

La sombra de un arbol mide 50 m y el angulo que forman los rayos del sol con el suelo
es de 60°. ;Cual es la altura del arbol? Sol: 86.6 m.

En el parque de atracciones observas a tu amigo en lo alto de la Noria con un angulo de
60°. Calcular a la altura que se encuentra, sabiendo que ti estas a 50m de la Noria.
Sol: 86.6 m.

Daniel observa a sus compafieros, que estan en lo alto de un campanario, con un
angulo de 80°. Calcular la altura a la que se encuentran sabiendo que Daniel esta a 10
metros del edificio. Sol: 56.7 m.

Observas el nido de un aguila, en una pared vertical de una montafia, con un angulo de
70°. Calcular la altura a la que se encuentra el nido, sabiendo que estas a 40m de esa
pared. Sol: 109.9 m.

Una escalera de bomberos de 10 m de longitud se ha fijado en un punto de la calzada. Si
se apoya sobre una de las fachadas forma un angulo con el suelo de 45° y si se apoya
sobre la otra fachada forma un angulo de 30°. Calcular:

a) Laanchura de la calle.

b) La altura de la escalera sobre la fachada de 30°.

c) Laaltura de la escalera sobre la fachada de 45°.
Sol: a) 15.7 m; b) 5m; ¢) 7.07 m.

Dos amigos parten de un mismo punto A y siguen direcciones que forman entre si un
angulo de 35°. Tras caminar 50 m y 75 m, respectivamente, se sitian en dos puntos B y C.
Calcula la distancia que les separa y los angulos B y C del triangulo ABC (Peligro,
presencia de angulo obtuso). Sol: 44.51 m, 104.9°y 40.1°.

Calcula la altura de una torre, si situdndonos a 20 m de su pie vemos la parte mas alta
bajo un angulo de 45°. Sol: 20 m.

En un solar de forma triangular dos de sus lados miden 6 y 10 m respectivamente y el
angulo comprendido se midi6 con un teodolito y resulté ser de 30°. ;Cudl es su
superficie? Sol: 15 m”.

Los padres de Pedro tienen una parcela en el campo de forma triangular. Cuyos lados
miden 20, 22 y 30 m. Pedro quiere calcular los angulos. ;Cuéles son esos angulos?.
Sol: 41.8°,47.16° y 91.04°.

Estando situado a 100 m de un arbol, veo su copa bajo un angulo de 30°. Mi amigo ve el
mismo arbol bajo un angulo de 60°. ;A qué distancia estd mi amigo del arbol?

Sol: 100/3 m.

Un avion que estd volando a 500 m de altura distingue un castillo con un angulo de
depresion de 15° ;A qué distancia del castillo se halla? Sol: 1932 m
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Un avion vuela durante dos horas a 200 km/h en direccion NO. Calcula la distancia que
recorre hacia el Norte y hacia el Oeste. Sol: x =y = 282.8 km.

El éngulo de elevacion de una torreta eléctrica es de 45° a una distancia de 10 m de la
torreta. Si el observador se encuentra a 1 m sobre el suelo. Calcula la altura de la torreta.
Sol: 11 m.

Dos moviles parten de un punto al mismo tiempo, siguiendo dos trayectorias rectilineas
que forman entre si un angulo de 135°y con velocidades de 10 y 20 m/s respectivamente.
Al cabo de cinco minutos ;qué distancia los separa? Sol: 8394 m.

Desde cierto lugar del suelo se ve el punto mas alto de una torre, formando la visual un
angulo de 30° con la horizontal. Si nos acercamos 50 m a la torre, ese angulo se hace de

60°. Calcula la altura de la torre. Sol: 25\/5 m.

Un avidn vuela horizontalmente a una determinada altura "h". Cuando se encuentra sobre
la vertical de un punto A, ve la torre del aeropuerto bajo un angulo de depresion de 30°.
Al aproximarse 1000 m ve la misma luz bajo un angulo de 60°. Halla:

a) Laaltura a la que vuela el avion

b) La distancia del punto A a la torre del aeropuerto.

Sol: a) 5003 m; b) 1500 m.

Calcula la longitud de los lados de un paralelogramo cuyas diagonales son de 20 y 16 cm.
y las diagonales forman entre si un angulo de 37°. Sol: 6 y 17.1 cm.

Calcula el 4rea del decagono regular de 10 cm de lado. Sol: 765 cm®.
Calcular el 4rea de un dodecagono de 4cm de lado. Sol: 179.1 cm®.
La longitud del lado de un octégono es de 16 cm. Calcular su area. Sol: 1236 cm?,

Calcula el area de un pentdgono regular inscrito en una circunferencia de radio 12 m.
Sol: 342.4 m’.

En una circunferencia de 10 cm de radio se traza una cuerda de 6 cm. Averigua el angulo
central que abarca dicha cuerda. Sol: 34.9°.

Calcula los angulos de un rombo cuyas diagonales miden 14 cm y 8 cm.
Sol: 120.5°% 59.5°.

Dos personas, que estan separadas 6 km, observan un avion que vuela de uno de ellos
hacia el otro. Uno de ellos lo observa bajo un angulo de 30°, mientras el otro lo hace
bajo un angulo de 15°. Calcular la altura a la que vuela el avion. Sol: 1.10 km.

Desde un punto determinado del mar, el capitan de un barco observa la luz de un faro
con una inclinacion de 15° Su situacion es dramadtica, le queda combustible para
recorrer 10 km y no sabe si llegara a tierra. Tras recorrer 2 km en direccion hacia el
faro vuelve a comprobar la inclinacion de la luz del faro que ahora resulta de 25°. En
estos momentos el capitan ya conoce lo que le interesa. Calcular:

a) La altura del faro.

b) La distancia a la que se encuentra del faro.
Sol: a) 1.26 km; b) 2.71 km.
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Un submarino desciende hacia el fondo del mar con una inclinacién de 35°. Cuando
llega al fondo, y después de realizar los pertinentes trabajos, asciende a la superficie
con un angulo de 45°. Cuando ha emergido completamente comprueba que se ha
desplazado 200 metros desde el punto donde empez6 la inmersion. Se pide calcular la
profundidad del mar en el punto en el que estuvo trabajando el submarino. Sol: 82.4 m.

Dos personas separadas por una llanura de 2 km, observan sobre la llanura un globo
aerostatico con angulos de 30° y 45° respectivamente. Hallar la altura a la que vuela
dicho artefacto. Sol: 732 m.

Acaban de colocar una antena de 7 metros en lo alto de un edificio. El extremo superiot
de la antena se ve bajo un angulo de 85°, mientras que la base se ve bajo a un angulo de
80°. Calcular la altura del edificio y la distancia que te separa de él.

Sol: Distancia de 1.21 m y altura de 6.89 m.

En el tejado de un edificio estan colocando una antena. Desde la calle veo la base de
ella con un angulo de 70° mientras que el extremo superior lo veo con un angulo de
80°. Si la antena mide 10m, calcular la altura del edificio y la distancia que me separa
de él. Sol: Estoy a 3.42 m del edificio y su altura es de 9.4 m.

Desde un puesto de caza, un cazador apunta con su escopeta a una tortola, que se
encuentra posada en la copa de un arbol, con un angulo de 50°. Cuando iba a disparar
la tortola salié volando y se posé en una rama 4m mas abajo; al apuntarla con su
escopeta lo hace bajo un angulo de 40°. ;Qué¢ altura tiene el arbol?, ;Qué distancia me
separa de é1? Sol: Altura 13.5 m y distancia 11.3 m.

Pablo observa desde la ventana de su casa un accidente con un angulo de 60°; como es
muy curioso y desde alli no lo ve muy bien, decide subir a la azotea del edificio, que se
encuentra 10 m mads arriba. Desde alli, con unos prismaticos, se empapa de todo
mirando con un angulo de 40°. Determinar la altura del edificio de Pablo. Sol: 19.4 m.

Calcular la hipotenusa de un triangulo rectangulo sabiendo que un cateto mide 75 cm 'y

sabiendo que la longitud de la bisectriz del dngulo opuesto al otro cateto mide 94 cm.
Sol: 274.52 cm.

La base de un tridngulo isosceles mide 55 cm y los lados iguales 39 cm. Calcular el
valor de sus angulos. Sol: Los lados iguales 45.16° y el desigual 89.68°.

Una de las alturas de un triangulo isosceles mide 33 cm y forma un dangulo de 55° con
dos de sus lados. Determinar todos los lados.
Sol: Dos lados son iguales y miden 57.53 cm y el otro vale 66.33 cm.

Calcular el lado del pentdgono regular inscrito en una circunferencia cuyo didmetro es
30 cm. Sol: 17.63 cm.

Calcular la base y la altura de un rectangulo, sabiendo que su diagonal mide 84 cm y
uno de los angulos adyacentes a ella, 72.48°. Sol: 80.24 cm, 24.84 cm.

Un angulo de un rombo mide 62°. La diagonal menor, 34 cm. Calcular el perimetro y
el area. Sol: 132 cm; 962 cm’.

-172 -



Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

Ejercicios de ecuaciones trigonométricas:
56° Calcular todas las soluciones a las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) sin(2x) =1 b) sin(x/2):\/§/2 ¢) sin(x+30°)=-1
d) cos(x—45°)=-1 e) cos(3x)=1/2 f) cos(2x+60°) =1
g) tan(6X —60°) = —1 h) tan(5x) =1 i) tan(3X+45°) =+/3

Sol: a) x =45°+ 180°; b) x = 90° + 720°k, x =270° + 720°k; c) X = 240° + 360°k;
d) x =225°+360°; e) x = 20° + 120°k, x = -20° + 120°k; f) x =-30° + 180°k;
g2) X =2.5°430%; h) x =9° + 36°%; 1) X = 5° + 60°k.

57° Calcular todas las soluciones a las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) sin>(2x)=3/4 b) sin’(3x)=1/4 ¢) sin®(x+45°) =1
d) cos’(2x)=3/4 e) cos’(3x)=1/4 f) cos®(x+45°) =1
g) tan’(x) =1 h) tan®(x—45°) =0 i) tan’(3Xx - 60°) =3

Sol: a) x =30° + 180°%k, x = 60° + 180°k, x = 120° + 180°k, x = 150° + 180°k;
b) x =10° + 120%k, x = 50° + 120°%k, x = 70° + 120°k, x = 110° + 120°k;
c) X =45°+ 180°k;
d) x=15°+ 180°%, x = 75° + 180°%, x = 105° + 180°k, x = 115° + 180°k;
e) X =20°+ 120°%k, x =40° + 120°%, x = 80° + 120°k, x = 100° + 120°k;
f) X = —45° + 180°; g) X = 45° + 90°; h) X = 45° + 180°K; i) X = 40° + 60°%, X = 60°K.

58° Calcular todas las soluciones a las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) sin’Xx—cos’x=1/2 b) cos’x =sin’x ¢) sin’X+cos’X = 2 —cos’X
d) 5cos® x+sin’ x=4cosXx €) sin’X+cos(2x)=1/4 f) tan? X+ 2 = 3tan X
g) 2sin’X = tan X h) cos(2X)+5cosx+3=0 i)

Sol: a) x=60 + 180k, x =—60 + 180k; b) x =45 + 180k, x = 135 + 180k; c¢) x = 180Kk;
d) x=60+360k , x=—60+360Kk ; ¢) x=60 + 180k, x =120 + 180k;
f) x =45 + 180k; g) x =45 + 180k, x = 180k; h) x =30 + 360k; X = —150 + 360k.

59° Calcular todas las soluciones a las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) sin(2x)=-1/2 b) tanx=1

c) cos(2X) =cosX d) sin(2X)=cos X

e) sin(2x+60) = sin(X - 60) f) cos(2x) = cos(X+90)

g) sin(2x—15) =cos(x+15) h) sinXxcosx=1/2

i) tanXsecx=+/2 j)  cos(8X)+cos(6x) = 2-cos(210)-cos X

Sol: a) x =105 + 180k, x =—15 + 180k; b) x =45 + 180k; c) X = 120Kk;
d) x =30+ 120k, x =90 + 120k; ) x =60 + 120k, —120 + 90k; f) x =90 + 360Kk;
g) X =30+ 120k, x = 330 + 360k; h) x = 45 + 180k;
i) X =—45 + 360k, x =—135 + 360k; j) X =90 + 180k; x = £30° 360-k/7.
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Ejercicios de demostracion de igualdades trigonométricas:
Recordando la expresion:

sin’(a) +cos’(a) =1
Demuestre las expresiones:
a) sin’ a+sina-cos’ @ =sina b) 4sin*a+3cos’a—3=sin’«
¢) Scos’a—3sin°a+3=8cos’a d) (sina+cosa)’ +(sina—cosa)’ =2
e) (sina +cosa)-(sina—cosa)+1=2sin’ o

sin’ a-cos’ a +sin a

f) p 1
l-cos”a
Recordando la expresion:
. sina
sin®(a)+cos’(a) =1 tana =
cosa
Demuestre las expresiones:
1 1 1
a) tan’a+l=—s3 b) — 1= —
cos” « tan” sin” a
. 4 .2
sin” o —sin” . 1
) ————= —tan’ o d) tana-sina+cosa =
cos’ a cosa
1 tan’ o
2 .
e) cos’a=—7— f) sinfa=———
I+tan” I+tan”
sina +cosa
gy ———=tana+1
cosa
Recordando las expresiones:
) sin
sin’(a)+cos*(a) =1 tana =
cosa
sin(2a) = 2sina cos cos(2a) = cos” o —sin’ «
Demuestre las siguientes expresiones:
a) (sina+cosa)’ =1+sin(2a) b) cos*a—sin® a =cos(2a)
. 1—cos(2x 1 sin” & 1
C) sin’ x:# d) - cosa — =
2 2sina cosa tan(2cx)

e) (sina+cosa)(sina—cosa) =sin(2x)
(1+sin(2a))-(cosa —sin )

f) =sina +cosa
cos(2ax)

En matematicas, toda funcion periddica es posible aproximarla a una suma o serie de
funciones trigonométricas seno y coseno denominada serie de Fourier. A continuacion
aparecen los desarrollos en serie de Fourier de algunas potencias de funciones
trigonométricas. Demostrar y verificar las igualdades tal y como se hizo en el ejercicio
anterior:

a) sin’ X I%—%COS(ZX) b) cos® X :%—i-%cos(Zx)

C) sin® x :ésinx—lsin@x) d) cos> X :icosx+lcos3x
4 4 4 4

~174 -



Julian Moreno Mestre
www.juliweb.es

e) sin* x = %—%cos(2x)+%cos(4x)

e) sin’ X = gsin X —lisin(3x) +

sin(5X)
16

5 5
cos’ X = =cos X +—cos(3X) +
f) 2 T (3x)

Academia las Rozas
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f) cos* x :§+%cos(2x)+écos(4x)

cos(5X)
16

5° Verifique las siguientes igualdades trigonométricas a partir de las igualdades mas

elementales:
a)  (sinX+cosx)? =1+sin(2X) b)
2
C) cos? x = Ln); d)
1+ cotan”x
. . tan[ X _|2_ y)
sin X +sin 'y
2 sinx—siny: (x—y] D
tan| ——
2
) tan2(x/2) _1—cosx h)
8 1+ tan? (x/2) 2
1) tan(gj = cosec X —cotan X 1)
k) tan(45+X)—tan(45-X)=2tan(2X) )

sinX+cosX .
————=3in
cos X

) sec(Xty)=

tan(2x) —tan X

sin X — cosec X 3
————  =cotan" X
COS X —sec X
2 2, 4
sec” X+ cosec X = ————
sin” (2X)

cos(X—Y)—cos(X+Y)
sin(X+ Y) +sin(X—Y)

=tany

tan X = cotan X — 2 cotan(2X)

fanX = cos(2X)

cos(X + y)-cos(X—Y)

- =CcoSX+siny
cosX—siny

X-sec X+1

sec(X)sec(y)cosec(X)cosec(Y)

cosec(X)cosec(Y) F sec(X)sec(y)

n) cosec(Xty)=

sec(X)sec(y)cosec(X)cosec(y)

sec(X) cosec(y) = cosec(X)sec(y)
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Ejercicios de niimeros complejos.

Calcular el modulo y el argumento de los siguientes nimeros complejos:
a) 4+ 3i b) 1 +2i c) i d) 2i e)2—1i )2 +i
g) -5 —6i h) 5 - 2i i)—4-5i j)4i k) 3 + 2i -5

Sol: a) [z] = 5, 6= 36.87° b) [z = 2.24, 6= 63.43% ¢) |z| = 1, 6= 270°% d) |z| = 2, 6= 90°;
e) |z| = 2.24, 0= —26.57° 1) |z] = 2.24, 0= 153.43% g) |z] = 7.81, O=230.19°;
h) [z] = 5.39, =—21.80° i) |z| = 6.40, O=231.34% j) |z| = 4, O= 90",
k) [z] = 3.61, 6= 33.69% 1) |z] = 5, 6= 180"

Efectuar cada una de las operaciones indicadas:

a)(3+20)+(=7-1) b) (5+3i)+(2i—1)+(7-5i)
c) (8—6i)—(2i—7) d) (4+1i)—(2+6i)+ (3 -5i)
) (6+i)+(7+1)+(1-13) f) G+i)—(4-50)+(3+50)

Sol:a)—4 +1i;b) 11;¢) 15—-8i;d) 5—10i; e) i; f) <4 —9i.

Efectuar los siguientes productos:

a) (7+1)(2-3i) b) (6+8i)(6—>5i) c) 2:(7+1)

d) (6+8i)(2-3i) e) (5+i)(3-6i) ) (5-3i)(4+38i)

2) 2-1)>@B+i)(2+1) h) (1-1)-(1+4i)i 1) 2+i)1+5)1-1)

Sol: a) 17— 19i; b) 76 + 18i; ¢) 14 + 2i; d) 36 — 2i; ) 21 — 27i; f) 44 + 28i; g) 15 + 5i;
h) -3 + 5i; 1) 8 + 14i.

Efectuar las siguientes divisiones:
2) 3_|. b) 1+3.| 0 3+4'| d) 2.—| o) 10—2.0| 4+2'|
2+1 1-1 1-2i I 3+1 I+1

Sol:a) 1-i;b) 2i—1;¢) —=1+2i;d) —1-2i;¢e) 1-7i;f) 3-1i.

Sean los siguientes nimeros complejos:
Z, =T7+i z,=-3i+2  7,=6+8i z,=2 z,=Ii z, =6-15i
Efectuar las siguientes operaciones indicadas:
a) 2)°2, + 232, — 1,7, b)z,242,+ 7,252, c)Z_l-ZZ'Z3'Z4'ZS'Z
d) 2+, e)23125 f)24—1—264-2
Z; =L Z, Z;+1,
Z,—1Z iz, +5z 7.2, —1
g —— h) ——= ) ==
2,2, + 32 7z Z, +22,

) . . . 9 . 7 11. .
Sol: a) 79-3i; b) 586+206i ; c) 1532-3676i ; d) E_I ; €) E+El;ﬂ 1+3i;
920, 6y 23 33, 391 191,

109 109 7 7 146 146

Determina X para que el producto (3 + 2i)-(6 + Xi) sea:

a) un numero real.
b) un nimero imaginario puro.
Sol: a)—4;b) 9.
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Obtener el valor de X para que:

2—(1+x)i
1-xi
sea un niamero real. Sol: x = 1.
Determina a y b reales para que:
a+17! _34b
-1+351
Sol: a=17/5,b=115/13.
Halla x para que:
2-xi
41

sea:
a) Un namero real.
b) Imaginario puro.
Sol: a) 1/2; b) -8.

Exprese los siguientes nimeros complejos en forma bindémica, cartesiana,
trigonométrica, polar y exponencial:

1 A3, V2 2.

3)54'7' )——— C)l d)—1—| e)—i

Sol:a)l+£i: 1 £ = c0s 60° +isin 60°=1,, =e*"
2 2 272
b) %_g {% _£]—c s(—45°) +isin(—45°)=1_, =e™*"

¢) 1=(1,0)=cos0°+isin0°=1,, ="
d) ~1+i=(-1,1)=2(cos135°+isin135°) = v/255- = /2€"*"
e) i =(0,1) = cos90°+isin90° =1, = ™"

Calcule las siguientes potencias.
a) i5 b) (2|)3 C) (_3|)6 d) i49 e) i219
Sol: a) i; b) —8i; ¢) —729; d) i; e) —i.

Calcule las siguientes potencias. Se recomienda la formula de Moivre.
20
a) (2+i)° b) (5+2i)’ c) (3-3i)° d) (-1-i)* e) [%+glJ
3

Sol: a) =7 + 24i; b) 116615+ 60422i ; ¢) 5832i;d) —32768i ; e)—%+7i .
Calcule las siguientes raices de nimeros complejos:

a) 1 b) V8 c) =i
d) Y1+i e)(—1+i)"? f) (=2+/3 - 2i)""
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I .3 I .3 o o o
Sol: a) z,, :——+|£,z2 =———I£, z,=1;b) z,=2e"" =2,2, =2e""" 7, = 2**";
’ 2 2 2 2
135° 195° 255° 315° ,
c)z:e z—e ,Z, =7 ,2,=€¢" 7, =¢ Z,=6"";

d) Z, _\/_e .7, _\/Ee8l°i’23:1\0/§e153°i z, :1\()/5e225°i,25:1\0/§e297|
e) Z, —\/—645' z, _\/_elesu z, —\/—6285"f) Z, —\/_870' z, —\/_6190' z, —\/—6310'.

14° Calcule y exprese en forma binémica:

2) (2+3i) +(4+0) b) (2 +3i)(4 +1i) 0 203++3i()i
d)(2+3i)’ Uil B4y
211

Sol: a) 6 + 4i; b) 5+14i; ¢) 9 + 7i; d) —46 + 9i; €) 1 + i; f) 4096 + 4096i.

15° Calcula:

a) (—1+ﬁi)3-(ﬁ+i)4-(ﬁ—i)+i“ )2 N Goi)(-1-2i)

4+

—4-4f3i o 3(\/§+iJ2

C 3
) -2 —1+i

Sol: a) 255i; b) —5—3——| ; C) Zl =%/Z.ei60° ’ 22 =%/Z-ei180°’ Z3 :%/Z'eiSOOC';
d) Zl = \/7.e|50 , 22 :%/E_ei1700’ 23 :%/E.elzgoo .

16° Resolver las ecuaciones polindmicas:
a)z> +(2i-3)z+5-i=0 b)52° +22+10=0
)z’ +(i-2)z+(3-i)=0 e)x> —2x+17=0

Sol:a)2-3i,1+1;b) —%i%i;c) 1-2i, 1+i;d) 1+4i.

17° Resuelva la siguiente ecuacion:
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Ejercicios de vectores:
1° Realizar las siguientes operaciones aritmeéticas:
a) (2,3)+(, )—-(3, 2) b) 1,-3)-(1,-1D)—-(2,2) ¢)(4,-3)-(6,-1D)+(@3, 2)
d) (7,100+(1, D—=(2,2) ¢) 3, D+, 3)-(2, 95 D2, -D+(-1 3)+(1, 1)
Sol: a) (0, 2); b) (-2, -4); ¢) (1, 0); d) (6, 9); ©) (2, -1); D) (2, 3).

2° Observando las graficas, determine en cada caso el valor de los vectores U y V.
Determine grafica y aritméticamente el vector U+V y U—V.

¥

<l
I
<l
I

I

|
< <
I n

<l <

ol o«
+ 1l
Il

ol o«
+ 1

&=

?

<
I
<
I

I
R
=+ 1

o=
u+
U_

<l <
<l <

]

<l
I
<l
I

o o
I+ 1l
<l <
I
o o <
I+ 1
<l <

I
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g) h)

I

<l
I

<l
I

o=
u-+
7]

I
o o <
+ 1

I
<l <
I
I
<l <
I

?

?

<
I

<
I

|
<l <
I

o o
+
I

B B
+ 1l

<l <

3° Determine grafica y aritméticamente el vector U+V +W.
a) b)

i

W

|
=
=

o <l

+V+W= u
5% Realizar las siguientes operaciones aritméticas:
a) 3(2, 3) b) 5(1, 2) c) 5(6,-1) d) =3(4,-3)
Sol: a) (6, 9); b) (5, 10); ¢) (30, —5); d) (<12, 9).
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6° Dibuje en los graficos las siguientes operaciones aritméticas realizadas a los vectores:
a) 2U= b) U/5=

=

&2

b) —U= _ ©) —2T=

F

7° Calcula el modulo y el argumento de los siguientes vectores:
a)V=(6,0) byv=(0,3) ¢ V=(L2) d)V=(3-4) e V=(-2, -1)
Sol: a) [V|=6, 6=0°;b) [7]=3, 6=90°;¢) [v| =5, §=63.43;
d) [7|=5, 0=-53.13°; ¢) V] =+/5, §=206.56°.

8° Calcula el vector unitario de los siguientes vectores:
a)V=(6,0) bv=(0,3) ¢V=(L,2) dvV=(3-4) e V=(-2 -1)

Sol: a) (1, 0); b) (0, 1); ¢) (% %) d) @%ﬂ e) (‘Ti _T;j

9° Hallar un vector de modulo 10 en la direccion de T = (4, 3) . Sol: (8, 6).

10° Partiendo de los siguientes vectores:

o=(6, 0) v=(0,3) w=(1, 2) r=3-4) 5=(-2-1)
Calcula los siguientes productos escalares:
a) UV b) V-W c)SU d) Tw e) TS

Sol: a) 0; b) 6; ¢) —12; d) —5; ) 2.

11° Un vector tiene de mddulo 4 y otro vector tiene modulo 5. Si el angulo formado por los
dos vectores es de 60°, calcule el producto escalar de los dos vectores. Sol: 10.
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Comprueba que el angulo formado por los vectores:
o=(3+1,3-1) v=(V3-1,43+1)

Es de 60°.

Calcula X e y para que los vectores:
U:(za y) v:(x’l)
\7|:\/§.Sol: X=12, y=74.

Formen un dngulo de 90°. Ademas,

Dados los vectores:
T=(2y) v=(1-1)
Determina X para que dichos vectores formen un angulo de 45°. Sol: x = 0.

Sabiendo que U = (\/5 , 1) forma un angulo de 60° con un vector V , de médulo igual al
moédulo de T, calcular las componentes de V. Sol: V=(0,2) y V= (\/g, —1)
Dados los vectores:

o=(1,4) v=(6,2)

Determina el angulo que forma la bisectriz de estos vectores con el eje OX. Sol: 57.5°.

Calcular x de modo que:
o=(1,x) V=(-3,x)
Sean ortogonales. Sol: X = +3.

Hallar el producto escalar de los vectores U =(6,—4) y V =(4,5). Sol: —4.

Halla UV si U=(2,4),
Sol: 3.16.

\7| =2 y el angulo que forman los vectores U y V es de 60°.

Calcular los angulos y la longitud de los lados del tridangulo ABC, sabiendo que las
coordenadas de sus vértices son los puntos A(0, 0), B(1, 3) y C(4, 2).
Sol: @:‘ﬁ‘:\/ﬁ;

AC|=+20; AB,AC = AC,BC=45°; AB,BC=90°.

Hallar el 4rea de un tridngulo de vértices A(1, 3), B(3, 6) y C(7, 2). Sol: 20 u’.

Hallar el producto escalar y el angulo que forman entre si los vectores:
V=(34) W=(-4,3)

Demostrar que los vectores:
V=(cosa,—sina) 0 =(sina, cosa)

son perpendiculares y unitarios.
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Se tiene los vectores:

U=(4,0) v=(5)
Calcular el angulo que forman entre si los vectores W y T sabiendo que:
W=0+V T=0-V
Sol: 104.04°.
Si @, b y T son tres vectores de igual méduloy T=2a+b , calcular el angulo que

forman entre si @ y b . Sol: 120°.

Dos vectores @ y b son tales que:

la|=10 b|=5+6 |@+b|=20
Hallar su producto escalar, el &ngulo que forman entre ellos y los angulos que forman
cada uno de ellos con el vector suma.

Sol: @b =75; @b =52.24°; &, (A+b)=28.95: b.(a+b)=23.28".

Calcular los valores de m y n para que los vectores:

s o3

a) Sean unitarios.
b) Sean ortogonales.

Sol:a) m=+4/5, n:i\/%/9;b)n=m=0.
Hallar el producto escalar de los vectores:

X =2U0-3V y=30+2V
Sabiendo que U y V forman 60°y que |U| =4y |V| =5.Sol: -104.
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Ejercicios de rectas:

Resumen de teoria:

Ecuacién vectorial. Ecuacién paramétrica.
r=r+Vt X=X, +V,t
(X,y):(XO,y0)+(VX,Vy)t y:y0+vyt
Ecuacién continua. Ecuacion punto pendiente.
X_Xo_y_yo X=X, Y—Y, Vy
—V _—V =YY, =—(X—X)
X y Vx Vy Vx
Y=Y = m(x—xo)
Ecuacidn explicita. Ecuacion implicita:
y=mx—mx,+Yy, —>|y=mx+n ax+by+c=0
Ecuacidn de la recta que pasa por 2 puntos: Pendiente de una recta:
X_ony_yo mz_izv_yzyl_yo
X =X, Yi— Yo b v, X =X,

Ejercicios de tipos de rectas:
Encuentra la ecuacion vectorial, paramétrica y continua de la recta que pasa por los
puntos A=(3,2)yB=(1,-1).
Sol: (x,y)=(3,2) +t:(2,3); {x=3+2t,y=2+31}; (x-3)/2=(y—-2)/3.

Escribe en formas explicita y continua la ecuacion de la recta: 2x + 3y = 6.
Sol: y = (-2/3)x + 2; (X — 3)/3 = y/(-2).

Dada larectar: x + 3y + 2 = 0, en forma implicita, escribirla en forma explicita, continua
y vectorial. Sol: y=(-1/3)x-2/3; (x— 1)/3=(y + 1)/(-1); (X, y) = (1, -1+ t-(3, -1).

(Cual es la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por los puntos P=(2, 1) y
Q=(1,-2). ;Para qué valores del parametro se obtienen los puntos P y Q y el punto
mediode Py Q?. Sol: {x=2+t;,y=1+3t};t=0,t=-1;t=-1/2.

Dadalarectar: x+y+1=0, en forma implicita, escribirla en forma explicita, continua y
vectorial. Sol: y=—x—1;(x=1)/1=y/(-1); (X, y)=(1, 0)+ t(1,-1).

Escribe en forma explicita e implicita la ecuacion de la recta 2x +y = 2.
Sol:y=-2x+2;2x+y—-2=0.

Escribe la ecuacion paramétrica y continua de la recta: X + 2y = 4.
Sol: {x==-2t,y=2+1t};b)x/(-2)=(y-2)/1

a) (Cudl es la pendiente de la recta que pasa por los puntos A(2, 2) y B(0, 4)?
b) Escribe las ecuaciones explicita e implicita de la recta que pasa por los puntos

P(1,4)y Q(2, 3).
Sol:aym=—1;b)y=-Xx+5,x+y-5=0.
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Elementos y caracteristicas de la recta:
9° ;Cual es la pendiente de la recta que pasa por los puntos A(0, 1) y B(3,4)? Sol: m=1.

10° ;Cual es el vector de direccion y la pendiente de las siguientes rectas?:
a)y=3x-2. b)(x—1)2=(y+2)/4
Sol:a) Vv =(1,3);m=3;b) V =(2,4); m=2.

Ejercicios de rectas que pasan por dos puntos:

11° Deduce la ecuacion de la recta cuyos puntos de interseccion con los ejes son A(6, 0) y
B(0, -2). Sol: x —3y - 6=0.

12° ;Pertenece el punto P(3, 3) a la recta que pasa por los puntos A(1,—1) y B(2, 1)? Sol: Si.

13° Determina el valor de k para que los puntos A(2, —1), B(1, 4) y C(k, 9) estén alineados.
Sol: k=0.

Rectas paralelas v perpendiculares:

Pendiente en paralelas: Pendiente en perpendiculares:
m=m m =-1/m
14° Calcula la ecuacion de la recta perpendicular a I que pasa por el punto P en los casos:
a)r={x=2-3ty=1+t} PG,1) b) rE(Xz‘D:% P(0, 5)
c)r=y=2x-1 P(1,2) d) r=2x-3y+2=0 P(0,0)

Expresar los resultados en forma explicita.
2 1.5 3
Sol:a) y=3x-8;b) y=——X+5;¢) y=——X+—=:;d) y=—=X.
)Y )Y 3 ) Yy=—5x+35d) y=—7
15° Halla la ecuacion de S que es perpendiculara r = X+ y—1=0 y pasa por el punto A(2, 1).
Sol: x—y—1=0.

16° Hallar la ecuacion de la recta que pasa por B(3, 1) y es paralela a la que pasa por los
puntos A(2, 0)y C(2,-1). Sol: y=1.

17° Hallar la ecuacion de la recta perpendicular a la recta X +y — 1 = 0 que pasa por el punto
A2, 1).Sol: x—y—1=0.

18° Halla la ecuacion de la recta perpendicular a la recta X +y — 1 = 0 en el punto de abscisa 3.
Sol: x—y—-5=0.

19° Halla la ecuacion de la recta perpendicular al vector W (2, 1) y que cortaay=x—2 enel
punto de ordenada 3. Sol: 2x+y—13=0

20° Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto (2, —1) que es paralela a la que pasa
por los puntos (2, 0) y (1, 3). Sol: 3x+y—-7=0.

21° Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccion de las rectas:
2X+3y+1=0 X-y-2=0
y es perpendicular a la recta 3Xx+5y =15. Sol: Pto corte: (1, —1); 5x—3y +5=0.
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22° Halla la ecuacion de la recta perpendicular a la 3X — 4y + 1 = 0 que pasa por el punto (1, 0).
Sol: 4x +3y—-4=0.

23° Calcula el valor de a y b para que las rectas:
r=ax—y+2=0 r,=bx+6y-9=0
sean perpendiculares y, ademas, la segunda pase por el punto P(1, 1). Sol: a=2; b= 3.

24° Calcula el valor de m para que las rectas:
L=mx+2y+6=0 r,=2X+y-1=0 rRr=Xx-y-5=0
Pasen, las tres, por un mismo punto. Sol: m = 0; P(2, -3).

25° Determina my n sabiendo que la recta 2x + ny = 0 pasa por el punto (1, 2) y es paralela a
larectamx—2y+3=0.Sol: m=4;n=-1.

26° Dadas las rectas:
n=3x+y-3=0 r,=-2x+ay-8=0
Determinar "a" para que forman un angulo de 45°. Sol: a=1.

27° Dada la recta mx — 3y + m — 4 = 0. Calcular m para que:
a) Dicha recta pase por el punto (1, -2).
b) Dicha recta sea paralela a la recta (x — 1)/3 = (y — 2)/2.
Sol:aym=—1;b)m=2.

28° Hallar el valor de “a” y de “b” para que las rectas:
n=ax+2y-8=0 r,=2x+by-3=0
se corten en el punto (2, 1). Sol: a=3; b=—1.

29° Los puntos B(1,4) y C(8,3) son vértices de un tridngulo rectangulo. Si BC es la
hipotenusa, hallar el vértice A, sabiendo que estd en la recta y =X — 1. Sol: (2,1), (7,6).

Ejercicios de distancias entre rectas:
30° Calcula la distancia entre las recta paralelas:
a)L=X+y-2=0yr=x+y+1=0
b)r=y-x+3=0yr,=x-y+2=0

Sol:a) 3/+/2;b) 5/~/2.

31° Calcula la distancia entre las rectas paralelas:
n=3x+4y-15=0 r,=3x+4y-40=0
Sol: 5.

32° Hallar la distancia entre las rectas:
n=12x-5y+2=0 r,=12Xx-5y+5=0
Sol: 3/13.

33° Hallar un punto de larecta r = X+ y—2 =0 que equidiste de los puntos A(1, 3) y B(1, 1).
Sol: (0, 2).
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Problemas geométricos con puntos, segmentos vy rectas:

Busca todos aquellos puntos P que estando situados sobre el segmento AB, A(1,2)y
B(4, —1) dividan a este en dos partes de tal forma que una parte sea el doble que la otra.
Sol: P=(2,1); P'=(3,0).

Las coordenadas del punto medio del segmento AB son (2, 1). Calcula las coordenadas
del punto A sabiendo que las coordenadas de B son (1, 2). Sol: (3, 0).

Sabiendo que A(2, 4) y C(6, 0). Hallar las coord_enadas del punto B de modo que:
ca_CB
4

Sol: (~10, 16).

Se tiene el cuadrilatero ABCD con A(3, 2); B(1, -2); C(—1, —1); D(1, 3). Comprueba que
es un paralelogramo y calcula su centro y su area. Sol: (1,1/2); A =10 u”.

Calcula el area del cuadrilatero de vértices A(2,0), B(4,4), C(0,3) y D(-2,-1). Sol: 14 .

Dados los puntos:

A(1, 3) B(5,7) C(7,5) DG, 1)
Calcula los puntos medios de sus lados y comprueba que forman un paralelogramo.
Sol: P .5 =(3,5), Py =(6,6), P, p =(5,3), P ps =(2,2).

Un cuadrado de vértice A en el punto (0, 1) y su centro el punto (2, 1). Calcula las
coordenadas de los otros tres vértices. Sol: (2, 3), (4, 1), (2,-1)

De un cuadrado ACBD conocemos 2 vértices opuestos A(1, 2) y B(8, 3) Hallar sus otros
dos vértices. Sol: C(4, 6), D(5, —1).

Un cuadrado tiene por vértices contiguos los puntos A(0, 3) y B(2, 5). Calcula sus otros 2
vértices. ;Cuantas soluciones tiene el problema?
Sol: Dos soluciones: C(2, 1), D(4, 3); C'(-2, 5), D'(0, 7).

Determina el vértice D del paralelogramo ABCD, sabiendo que A(1,-2); B(3,-1)y
C(0, 3). Sol: D(-2, 2).

Sean las rectas:
n=2x+3y-4=0 rnL=x-2y-2=0
r,=-4x—6y+22=0 r,=2x-4y+10=0
(determinan un paralelogramo? En caso afirmativo calcular sus vértices.
Sol: (-1,2),(1, 3), (4, 1), (2, 0).

Dadas las rectas:
r=2x-3y-3=0 r,=3x—-y-1=0 r={x=3-4t; y=1+2t}

Calcula el area del triangulo que determinan. Sol: 5/2.

Calcula el area del tridngulo que tiene sus vértices en los puntos A(1, 4), B(3,-2) y
C(-1, 0). Sol: 10 u”.
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Ejercicios de circunferencias, elipses, hipérbolas vy parabolas:

Ejercicios de circunferencias.
Halla el centro y el radio de las circunferencias:

a) X>+y>—2x+2y-23=0 b) X’ +y*-2y—-8=0

c) X* +y>—2Xx—-6y+6=0 d) x¥*+y*-2y=0

e) X>+y>—4x+2y-4=0 ) x> +y>—10x+8y+5=0

g) 2X* +2y° —12x-16y=0 h) 2x* +2y* —2x-2y+0.5=0
i) x> +y>—8x=0 )X +y +3y=0

Sol: a) C(1, -1), R=5;b) C(0, 1), R=3; ¢) C(1, 3), R=2; d) C(0, 1), R= I
e) C(2,-1),R=3; ) C(5, -4). R=6; g) C(3, 4). R=5; h) C(1/2, ~1/2). R = 1/2;
i) C(4, 0), R =4; j) C(0, -3/2), R = 3/2.

(Cuales de las siguientes expresiones representan circunferencias?

a) X =y +X+2y+5=0 b) X* +y* +xy+3y-3=0
c) 2x* +2y*—8y—10=0 d) X —y* —4x—4y+2=0
e) 2X* +2y> —2x-2y-1=0 ) x> +y>—4x-2y=-1
g) X +y —xy+Xx-1=0 h) X* -2y +4=-y’

Sol: a) No; b) No; ¢) Si; d) No; e) Si; ) Si; g) No; h) Si.

Halla la ecuacion de la circunferencia con centro C(2, 0) y radio 3.
Sol: x> +y>—4x-5=0.

Halla la ecuacion de la circunferencia con centro C(—2, 3) y radio 4.
Sol: (x+2)” +(y-3)* =16.

Encuentre la ecuacion de la circunferencia de centro en C(-3, 2) y radio 6.
Sol: X*+y*+6x—-4y—23=0.

Halla la ecuacion de la circunferencia que es tangente al eje de abscisas y cuyo centro es
el punto C(1, 2). Sol: (x—1)* +(y—2)’ =4.

Halla la ecuacion de la circunferencia que es tangente al eje de abscisas y cuyo centro es
el punto C(2, 3). Sol: (x—2)* +(y-3)*=9.

Halla la ecuacion de la circunferencia cuyo didmetro tiene por extremos los puntos A(2, 2)

Halla la ecuacion de la circunferencia cuyo diametro tiene por extremos los puntos A(1, 1)
yB(@3,-1).Sol: (x=2)*+y*=2.

Calcula m para que el radio de la circunferencia X* + y> +mx+4y+4 =0 sea 1. Sol: +2.

Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(3, 0), B(-3, 0) y C(0, 9).
Sol: x> +(y—4)*=25.
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12° Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(2, 3), B(0, 1) y C(-1, 0).
Sol: (x—=1)>+(y—1)°=5.

13° Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(0, 6), B(4,-2)y
C(9, 3). Encuentre las coordenadas del centro y el radio. Sol: (x—4)* +(y—3)> =25.

14° Halla la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es C(—1, 3) y pasa por el punto P(-2, 1).
Sol: (x+1)* +(y—-3)*=5.

15° Halla la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es (1, —1) y pasa por el punto (3, 2).
Sol: (x—1)>+(y+1)*=13.

16° Halla la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro en el punto de interseccion de
las rectas:
n=2x-3y+4=0 n=x+y-3=0

y suradio es 3. Sol: (x—1)" +(y—-2)’=9.

17° Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el origen y tiene su centro en el
punto comun a las rectas:
n=x+3y-6=0 r=x-2y-1=0

Sol: X* +y>—6x-2y=0.

18° Halla la ecuacion de una circunferencia concéntrica a la circunferencia:
X+ Yy —4x+2y+4=0
y cuyo radio es 2. Sol: (x—2)* +(y+1)> =4.

19° Halla la ecuacion de una circunferencia concéntrica a la circunferencia:
X+ y?—2Xx+2y-2=0
y cuyo radio es 3. Sol: (x—1)" +(y+1)*=9.

20° Calcula la longitud de la cuerda que determina la recta r = X—3 =0 al cortar a la
circunferencia C = X* +y* —4x—6y+8=0. Sol: 5.

21° Estudia la posicion relativa de las siguientes parejas de circunferencias:
a) C,=x+y -2x-2y-7=0 yC,=x+y>+2y-3=0.
b) C=x+y’ -2x-2y-8=0 yC, =X +y’ +-4x-20y+64=0.
) Ci=x>+y —4x-2y+4=0 y C,=x>+y> +2x+2y—-2=0.
Sol: a) secantes; b) tangentes; ¢) exteriores.

22° Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(—1, 4) y B(3, 0) y cuyo
centro esté situado en larecta r = X+2y—5=0.Sol: (x—1)> +(y—2)> =8.

23° Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(4, 3) y B(-2, 3) y tiene
su centro en larecta r =2x—y—1=0.Sol: (x—-1)> +(y—-1)> =13.
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Calcula la longitud de una cuerda determinada por larecta r =X+ Yy—4=0 alcortarala
circunferencia (x—1)° +(y—1)> =4. Sol: 22

Calcular para qué valores del parametro "a" larecta r = 2x+Yy—a =0 es tangente a la
circunferencia x> +Yy° —2x=4.Sol: a=7,a=-3.

Dada la circunferencia (X—5)° +(y —2)’ =8, halla las ecuaciones de las rectas tangentes
trazadas desde el punto P(1, 2). Sol: x+y-3=0, x—y+1=0.

Determine los puntos comunes a la circunferencia C y a la recta r:
C=x+y>=9 r=2x—5y-9=0

Sol: P(2,—«/§).

Calcula las potencias de los puntos O(0, 0); A(3, 0) y B(4, 0) respecto a la circunferencia
x> +y*>—9=0. Estudia con los signos de la potencia, la posicion relativa de dichos

puntos respecto a la circunferencia.
Sol: P(O)=-9 = Interior; P(A) =0= En la circunferencia; P(B) =7 = Exterior.

(Qué posiciones ocupan los puntos A(-1, 0); B(3, 3); C(2, 2); D(5, —1) respecto a la
circunferencia: X’ +y> —6X—2y+6=0?
Sol: A exterior, B en la circunferencia, C interior, D exterior.

Calcula los ejes radicales a las circunferencias:
a) C,=xX"+y —4x+6y-10=0 y C,=x>+y’>+2x-4y-8=0.
b) C,=x>+y’ —4=0y C,=xX"+y’ +4x+6y-12=0.
) C,=xX+y —10x-2y+1=0 y C,=(x=-3)"+(y+2)*=9.
d) C,=xX*+y’-6x-1=0 y C,=x>+y’-2x+6y=0.
Sol: a) 3x—5y+1=0;b) 4x+6y—-8=0;c) 4Xx+6y+3=0;¢) 4X+6y+1=0

Dadas las circunferencias:

C,=x+y’ —4x—-6y+8=0 C,=x’+y’ —-2x-4y=0
hallar las coordenadas del punto P, que tiene igual potencia respecto de ambas y pertenece
alarecta r=x—-y+2=0.Sol: (1, 3).

Dadas las circunferencias:

C,=x+y’=4 C,=x’+y’—6x-8y=6
halla las coordenadas de un punto que tiene igual potencia respecto de las dos
circunferencias, y que equidista de los ejes coordenados.

Halla la circunferencia circunscrita al triangulo cuyos lados estan sobre las rectas:
n=x-2y+1=0 n=Xx+3y-14=0 r,=2Xx+y-3=0

Sol: (x=2)*+(y—-4)*=10.
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Ejercicios de elipses.
Encuentra los semigjes, vértices, focos y averigua la excentricidad de las elipses:

2 y2 X2 y2
a) —+-—=1 b) 9x* +25y* =900 ¢) —+—=—=1
25 9 169 144
5 5 X2 y2 X2 yz
d) 16x° +25y° =400 e) —+—-=1 —+—=1
) y )25 5 D 302

Sol: a)a=5,b=3,c=4, V4(£5, 0), Vp(0, +3), F(+4, 0), e =4/5;
bya=10,b=6,c=8, V410, 0), Vy(0, 6), F(8, 0), e = 4/5;
c)a=13,b=12,c=5, V413, 0), Vp(0, £12), F(£5, 0), e = 5/13;
dya=5,b=4,c=3,Va(£50), Vy(0, = 4), F(£3,0), e = 3/5;
e)a=5,b=+/5,c=2v5, Va(£5,0), Vp(0, = v5), F(£ 2+/5,0), e = 2J/5/5;
fla=+3,b=+2,c=1,Va(£~3,0), V0, £ v2), F(£ 1,0),e=1/+/3.

Halla la ecuacion de la elipse centrada en el origen cuyo eje mayor mide 12 y pasa por el
punto (3, 4).

Halla la ecuacion de la elipse cuyos focos son (£1,0) y cuyo eje mayor tiene de longitud 4.
2 2
Sol: 24X 1.
4 3

Halla la ecuacion de la elipse cuya distancia focal es 16, su semieje mayor es 17 y su

centro es el origen de coordenadas.
X2 y2
Sol: —+—=1.
289 225

Halla la ecuacion de la elipse cuyo centro es (0, 0), un foco (3, 0) y un vértice es (4, 0)
2 2

sol: L4 ¥ 1.
16 7
Determina el dominio y recorrido de la elipse:
2 2
XY
144 64

Sol: Dom:[-12, 12], Rec: [-8, 8]

Halla la ecuacion de la elipse con centro en el origen sabiendo que los radios vectores de

un punto P son r =4y r' =6 y que la distancia focal es 8.
2 2

Sol: X—+y—:1
25 9
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9% Hallar la ecuacion de la elipse, centrada en el origen, sabiendo que la distancia focal es
6 y que los radio vectores de uno de sus puntos son 2 y 8.

10° Halla la ecuacion de la elipse centrada en el origen a partir de su excentricidad e = 0.5

y distancia focal 1.
2 2

Sm:§—+l—=L
1 3

11° Halla la ecuacion de la elipse de centro el origen de coordenadas y que pasa por los
puntos (6, 2) y (4, 3).

2 2

Sm:——+l—:L

52 13

12° Hallar el valor de K para que la recta:
r=x+y-4=0
sea tangente a la elipse:
E=x"+3y> =4Kk.
Sol: k=3.

13° Halla la ecuacion de la recta tangente a la elipse:
2 2

X—+y =1
25 9
en el punto de abscisa 5. Sol: 0y+x-5=0.

14° Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la elipse:
2

o1
2

paralelas alarecta y =x. Sol: y = X3

15° Hallar la posicion relativa de las rectas:
L=Xx-y-1=0 rnL=x+y-1=0 rL=X+y+4=0
respecto de la elipse:
E=2x"+3y’ =11
Sol: r, :recta secante; I, :recta secante; I, :recta exterior.

16° Hallar el centro, semiejes y focos de la elipse:
4> +9y* —48X+72y+144=0

Sol: C(6,—4); semiejes a =6, b =4; F(6i2f, —4).
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Ejercicios de hipérbolas.
Determina los valores de a, b, ¢, la excentricidad, las asintotas, las coordenadas de los
vértices y focos de las siguientes hipérbolas:

2 2 2 2
a) 9x> —16Y> = 144 ) R A oY
144 25 36 64
2 2 2 2 2 2
o X Y 0 X Y, Xy,
9 16 6 2 9 4

Sol:a)a=4,b=3,c=5,e=5/3, y=43x/4, V(£ 6,0), F(£ 10,0);
bya=5b=12,¢c=13,e=13/12, y=%12x/5, V(0, = 12), F(0, + 13);
c)a=6,b=8,c=10, V(£6,0), F(+ 10,0), y=+4x/3,e=5/3;
d)a=3,b=4,c=5e=5/3, y=+4x/3, V(% 3,0), F(£5,0);
e)a=+6,b=+2,c=+8, y=+x/43, V(z 6.0), F(+ /8 ,0);

a=3,b=2,c=+5,e=+5/3, y=12x/3, V(£ 3,0), F(+ /5 ,0).

Calcula los elementos principales de la hipérbola 4x> —9y* = 36.
Sol:a=3,b=2; c=+13.

Escribe la ecuacion reducida de la hipérbola en la que uno de los focos es F(17, 0) y uno
de los vértices V(15, 0).

2 2

Xy

: =1.
225 64

Halla la ecuacion de la hipérbola incidente con los puntos A(4, J6 )y B(12,6 V2 ).
2 2
sol: XY .
4 2

Hallar la ecuacion de la hipérbola que pasa por los puntos (4, 3) y (2, 1).
Sol: 2x*>-3y* =5.

Una hipérbola tiene por asintotas y = +2X y es incidente con el punto P(6, 4). Halla su
ecuacion.

De una hipérbola se conoce a =4 y que el angulo que forman las asintotas es 90°. Halla la

ecuacion de la hipérbola.
2 2

sol: XY .
4 4
Calcula k para que larecta y = X+ Kk sea tangente a la hipérbola:

X*-2y* =4
Sol: k=++/2.

Halla b para que 2x°> +by® =3 sea la ecuacion de una hipérbola equilatera. Sol: b =-2.
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Halla la ecuacion de la hipérbola de excentricidad 22 y de distancia focal 12.
Sol: 14x* -2y* =63.

Hallar la ecuacion de la hipérbola que pasa por el punto (2, 3) y tiene de distancia
focal 4. Sol: 3x* —y*> =3.

Halla la ecuacion de la hipérbola horizontal cuya distancia de sus vértices es 8 y la
distancia focal es 9. Sol: 7x* —9y* = 63.

Determina las coordenadas del centro, de los focos, de los vértices, la excentricidad y
las asintotas de las siguientes hipérbolas:
a) 4x° —3y* -8x-8=0 b) ¥ —2x> —4x-4y =0
c) 9X* —4y* —36Xx-24y—-36=0 d) 5x> =4y’ +10x+8y—-19=0
Sol: a) C(1, 0), F(1iﬁ, o), V(liﬁ, o), e=+21/3; y=%(2x-2)/43.
b) C(-1, 2), F(—l 2iﬁ) V(—l, 21\@), e=6/2; y=+(2x-2)/3;
¢) C(2, -3), F( ) V(4,-3),V'(0,-3), =22y =2 (x+1)+2 ;
d) C(-1, 1), F( ) ( )V(—3,1),V'(1,1), e:3/2;yzli\/§(x+1)/2 ;

La distancia focal de una hipérbola es 12, y la curva pasa por el punto P(8, 14). Hallar

su ecuacion.
2 2

Sol: - _

36 252

Determina la ecuaciéon reducida de una hipérbola sabiendo que un foco dista de los dos

vértices de la hipérbola en 50 y 2.
2 2

Xy

576 100

Hallar la ecuacion de la hipérbola que tiene su centro en el origen, un vértice en (6, 0) y
por una de sus asintotas la recta de ecuacion y =4x/3.

X2 2

sol: XY 4

36 64
Partiendo de la ecuacion de la hipérbola equilatera Xy =8, determina las coordenadas de
sus focos, de sus vértices y la ecuacion de la hipérbola referida a sus ejes.

Sol: F(i6ﬁ,i6ﬁ); (+3f +3f) - 36.

Una hipérbola equilatera pasa por el punto (4, 1/2). Halla su ecuacion referida a sus
asintotas como ejes, y las coordenadas de los vértices y los focos.

Sol: xy=2; V(#2, £42); V(42,+2).
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Ejercicios de parabolas.
1° Encuentra el vértice, el foco, el eje y la directriz de las siguientes parabolas:

a) y’ =16x b) Yy —4y—-8x+36=0 c) X —4x—16y+36=0
d) y* =4x e) Y +x=0 f) x>—y=0
g) Y +8y—6X+4=0 h) y* +6y—-8x-31=0 i) x> +12x—4y-8=0

Sol: a) V(0, 0), F(4, 0), eje: y =0, directriz: x=—4;
b) V(2, 2), F(4, 2), eje: y =2, directriz: X=0;
c) V(2,2), F(2,6), eje: x =2, directriz: Y =-2;
d) V(0, 0), F(1, 0), eje: X =0, directriz: X=-1;
e) V(0, 0), F(-1/4, 0), eje: y = 0, directriz: x=1/4;
) V(0, 0), F(0, 1/4), eje: y =0, directriz: y=—-1/4;
g) V(-2,-4), F(-1/2,4), eje: y =4, directriz: Xx=—-7/2;
h) V(-5, -3), F(-3, -3), eje: y = -3, directriz: x=-7;
1) V(-6,-11), F(-6,—11), eje: X =—6, directriz: y=—12.

2° Hallar la ecuacién de la parabola de vértice (2, 4) y de directriz X = 1.
Sol: y* —8y—4x+24=0.

3° Hallar la ecuacion de la parabola de foco (6, —2) y de directriz X = 2.
Sol: y>+4y—8x+36=0.

4° Hallar la de la pardbola que tiene de vértice V(0, 0), de eje el de ordenadas y que pasa por
el punto (6, -3). Sol: x> =—12y.

5% Hallar la ecuacién de la pardbola que tiene de vértice V(2, 1) y de foco F(4, 1).
Sol: y>—2y—-8x+17=0.

6° Hallak para que larecta r = y—2x+k =0 sea tangente a la pardbola: y =2x* —1.
Sol: k=-3/2.

7° Una parabola tiene por vértice V(3,—2) y foco F(3, 0). Halla las ecuaciones del eje, de la
directriz y de la parabola. Sol: Eje: X = 3, Directriz: y =—4, Parabola: (x —3)* = 8(y +2).

8° Hallar la ecuacion de la parabola que tiene de vértice (2, 3), eje paralelo al eje de
ordenadas y que pasa por el punto (4, 5). Sol: x> —4x-2y+10=0.

9° Hallar la ecuacion de la parabola, de eje paralelo al eje de abscisas, que pasa por los
puntos (-2, 1), (1,2) y (-1, 3). Sol: 5y* +2x—-21y+20=0.

10° Halla la ecuacion de la parabola de eje vertical que pasa por los puntos A(6, 1), B(-2, 3)
y C(16, 6). Sol: x* =24y —-10x+48=0.

11° Escribe la ecuacion de la parabola de foco F(1, 0) y directriz r =X+Yy=0.
Sol: x> +y>—2xy—4x+1=0.
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Teoria y ejercicios de sucesiones:
Sucesiones aritméticas:

Definicidn: Una sucesion se dice que es aritmética si sigue una expresion como:
a,=an+pf
Maés concretamente y segun se estudia en ESO y bachillerato:
a, =a,+d(n-1)
a, = Primer termino de la sucesion.
d =La diferencia entre dos términos consecutivos.

La suma de N términos ordenados de una sucesion aritmética siempre es posible
estimarla mediante:

i a,+d(n-1)) w

Ejercicios y problemas:
Calcula el término general de las siguientes sucesiones:

a)-1,1,3,5709... b) 3, 6,9, 12, 15, 18... ¢)5,6,7,8,9...
d)-2,0,2,4,6... e)5, 11, 17, 23, 29... f)4,5,6,7,8...
9)4,3,21,0,-1... h)1,5,9, 13, 17... i) 7,13, 19, 25, 31...
i)7,12,17,22,27... K)-2,1,4,7,10... ) -8, —17, —26, 35, —44...

Sol:a)a,=2n-3;b)a,=3n;c)a,=n+4;d)a,=2n-4e)a,=6n-1;fa,=n+3;

ga=5-n;h)a,=4n-3;i)a,=6n+1;j))a,=5n+2;k)a,=3n-5;)a,=1-9n.

Calcula el término general de las siguientes sucesiones:

9l234 nl357 gl6 116
2’34’57 2'46'8" 4'7'10'13°"
57 9 11 4 3 21 7 14 21 28
d) P RPN P T e) Ty Ty Ty T e f)_!_)_y_"'
369 12 1234 510 15 20
31 -1-3 4 7 10 1 ~ 7 13 19 25
g) P R T T h) P R R TR I) Ty T Ty Ty T e
65 4 3 25 8 11 45 6 7
Sol: a) a, =— ' b) n=2n_1;<:) an=5n_4, ) n=2n+3;e) an=5_—n,
n 2n 3n+1
7n 5-2n 3n+1 . 6n+1
a =—:0)a = :h) a = 1) a, = )
D a, 5n 9 a, 7-n ) 2 3n-1 ) 2 n+3

Hallar los términos que se indican de las siguientes progresiones aritméticas:
a) Eltérminoayen:1,6,11,16..
b) Eltérminoasen: 3,7, 11, 15...
c) Elapen:—4,0,4,8..
d) Eltérminoapen: 2,5,8,11...
Sol: a) 96; b) 23; ¢) 40; d) 29.

Hallar a; y d en los siguientes casos:
a) Enuna progresion aritmética a,p =52y aj, = —28.
b) En una progresion aritmética con a; =5y ajp = 11.
Sol:a)a; =5;d=-3;b)a; =2;d=1.

Hallar el término a;o en una progresion aritmética en la que a; =5y la diferencia es —3.
Sol: -22.
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En una progresion aritmética a;, = -7y d = -2. Hallar a;. Sol: 15.

Calcula el primer término de una progresion aritmética que consta de 10 términos, si se
sabe que el ltimo es 34 y la diferencia es 3. Sol: 7.

En una progresion aritmética d =5y aps = 110, hallar ag. Sol: ax = 85.

Cuantos términos tiene una progresién aritmética cuyo primer término es 8 y el tltimo 36,
si se sabe que la diferencia es 2. Sol: 15.

Calcula el término a;s de una progresion aritmetica donde el primer termino es 3 y la
diferencia es 5. Sol: a;5 = 73.

Sumar los 10 primeros términos de las siguientes sucesiones.

a)a,=2n-3 b) a,=3n C)a,=n+4 da,=2n-4
e)a,=6n-1 fla,=n+3 g)an=5-n h)a,=4n-3
Sol: a) 80; b) 165; c) 95; d) 70; e) 320; ) 85; g) —5; h) 190.

Ejercicios de sumas:
a) Hallar la suma de los 100 primeros numeros naturales: 1, 2, 3, ..., 1000.
b) Halla la suma de todos los nimeros impares de dos cifras.
c) Hallar la suma de los nimeros pares: 2, 4, 6, ..., 100.

Sol: a) 5050, b) 2475; c¢) 2550.

Halla la suma de los 12 primeros términos de una progresion aritmética sabiendo que
az=7Yyap=21 Sol: S=168.

Hallar la suma de los 10 primeros términos de una progresion aritmética sabiendo que
a; =7Yya="52. Sol: S=295.

¢ Cuantos términos hay que sumar de la progresion aritmética 4, 8, 12,... para obtener de
resultado 220? Sol: 10.

¢Cuantos numeros impares consecutivos a partir de 1 es preciso tomar para que su suma
sea igual a 14827 Sol: 39.

Si consideramos 9 términos consecutivos de una progresion aritmética, as = 27, a; = 39.
Hallar la suma de los 9 términos. Sol: 243.

La suma de tres nimeros consecutivos en progresion aritmética es 24 y su producto 440.
Hallar estos numeros. Sol: 5, 8, 11.

Se consideran 10 términos consecutivos de una progresion aritmética. Los dos extremos
suman 22 y el producto del tercero y el cuarto es 48. Hallar los términos de la progresion.
Sol: d =2, sucesion: 2, 4, 6, 8, 10, 12,...

Interpola los términos que se indican en cada apartado:
a) cuatro términos entre 7y 17.
b) cinco términos entre 32 y 14.
c) Seis términos entre —18 y 17.
Sol: a) 9, 11, 13, 15; b) 29, 26, 23, 20, 17; ¢) -13,-8,-3, 2, 7, 12.
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La suma de x nimeros naturales consecutivos tomados a partir de 35 es 1820. Calcular x.
Sol: x = 35.

Interpolar los términos que se indican, de modo que resulte una progresion aritmética:
a) Cuatro términos entre 15y 30.
b) Cuatro términos entre 15y 5.
c) Seis términos entre 3y 38.
d) Cinco términos entre 1y 25.
Sol:a)d=3;b)d=-2;c)d=5;d)d=4.

Si entre los nimeros 8 y 16 hay tres medios aritméticos. ¢Cual es la diferencia? Sol: 2.

Calcula la diferencia de la progresion aritmética, sabiendo que entre 12 y 52 hay tres
medios aritméticos. Sol: 10.

Calcula el termino general de las siguientes sucesiones con signo oscilante:

a)1,-3,5-7,9... b) -3, 6, -9, 12, 15, ... 0)5,-6,7,-8, 9...
d) 0, -2, 4,-6... e)5 -11,17,-23,29...  )5,-6,7,-8,9...
9)—4,3,-2,1,0,-1... h)-1,5,-9, 13, -17... i)-3,5,-7,9,-11...

Sol: ) (20~ 1)-(-1""2; b) 3n:(=1)"; ) (N + 4)(-1)" 5 ) @n - 4)(-)"
e) (6n—1):(-1)""5 H(n+4)(-1)"" 1 9) G-n) (1" h) (4n-3)(-1)"
i) (<1)"(2n - 1).

Suma los diez primeros términos de las sucesiones oscilantes del ejercicio 25 utilizando la
expresion de suma de series aritméticas.
Sol: a) —10; b) 15; ¢) -5; d) —10; €) —-30; f) -5; g) -5; h) 20; i) 10.

Sucesiones geomeétricas:.
Definicion: Son sucesiones de tipo exponencial y de la forma:

a, =af"
Mas concretamente y seguln se estudia en la ESO:
a, =a,r"

Siendo a, el primer término de la sucesiony r la razon o cociente entre dos términos

consecutivos de la sucesion. La suma de N términos de una sucesion geometrica
siempre es posible estimarla mediante:

N n
4y ar—-a r-1
S, =) (a,r"*)=-" =
" ,2:1:( ) 1 vl
Si |r| <1, la suma de los infinitos términos de una sucesion geométrica da siempre como
resultado:

S, = i(alr”’l) :%

I=n

Ejercicios y problemas:

Indica la razon de las siguientes progresiones:
a)1,4,16,64.. b) 3, -9, 27, -81... c) -2, 10, -50, 250...
d)27,9,3,1.. e) 2,1/2,1/8,1/32... f) 24, -8, 8/3,-8/9...
Sol: a) 4; b) -3; ¢) -5; d) 1/3; e) 1/4; f) -1/3.
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En las sucesiones del ejercicio anterior, escribir los términos generales de dichas
sucesiones.

Sol: a) a,=4"";b) a,=3(-3)""; ¢) a,=-2(-5""; d) a,=27(1/3)"";
e) a, =2(/4)"*; f) a, =24(-1/3)"".

Hallar el décimo término de la progresion: 1/64, 1/32, 1/16, ... Sol: r = 2, a;o = 8.

Determinar los seis primeros términos de una progresién geométrica si los dos primeros
valen 5y 3, respectivamente. Sol: 5, 3, 9/5, 27/25, 81/125, 243/625.

El término as de una progresioén geométrica vale 324 y la razon vale 3. Hallar el primer
término. Sol: 4.

En una progresidén geométrica se sabe que as = 48 y ajo = 1536. Hallar el primer término
ylarazén. Sol: a; =3, r=2.

En una progresion geométrica a;o = 64 y la razén es 1/2. Hallar el término octavo.
Sol: ag = 256.

Hallar el término décimo de la progresion: 2, 4, 8, ... Sol: a;o = 1024.

Calcula el octavo término de la progresion geométrica: 3, 6, 12, 24... Sol: 384.

En una progresién geométrica a; = 10 y a;o= 5120. Hallar el término as. Sol: as = 160.
Dos términos consecutivos de una progresion geomeétrica son 54 y 81, respectivamente.
Hallar el lugar que ocupan en la progresion, si el primer término vale 24.

Sol: puestos 3°y 4°.

En una progresion geométrica as = 2 y a; = 8. Hallar la razén y los primeros 5 términos.
Sol: a) r=2;b) 1/8,1/4,1/2, 1, 2.

Halla el primer término de una sucesion geométrica de razon 3 y con sexto término de
valor 27. Sol: 1/9.

Halla el primer término de una progresion geométrica sabiendo que larazénes 1/2 y el
octavo término es 17/64. Sol: 34.

Calcula la razén de una progresion geométrica donde el primer término es 5y el quinto
término es 405. Sol: 3.

En una progresion geométrica a; = 3 'y la razén 2, hallar el lugar que ocupa el término que
vale 1536. Sol: n = 10.

En una progresion geométrica a, = 5y la razon 3, hallar el lugar que ocupa el término que
vale 2187. Sol: n=9.

Intercalar 4 términos entre 4 y 972 de modo que formen una progresion geométrica.
Sol: r=3. 12,36, 108, 324.
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45° Calcula el decimosegundo término de la progresion: 1/3, 1, 3, 9, 27... Sol: 59049.

46° Interpolar 6 términos entre 64 y 1/2 de modo que formen progresion geometrica.
Sol: r=1/2. 32,16, 8, 4, 2, 1.

47° Intercalar 3 términos entre 5 y 405 de modo que formen progresién geomeétrica.
Sol: r =3; 15, 45, 135.

48° En una progresion geométrica a; =2y la razén r = 3, hallar el término as y el producto de
los cinco primeros términos. Sol: as = 162; P = 1889568.

49° Hallar tres nimeros en progresion geométrica sabiendo que su suma es 31y cuyo
producto es 125. Sol: 1, 5, 25 (r = 5).

50° Hallar el producto de los 7 primeros términos de una progresion geométrica sabiendo que
el central vale 5. Sol: 78125.

51° Halla la suma de los cinco primeros términos de la progresion geométrica: 3, 6, 12, 24...
Sol: 93.

52° Halla la suma de los diez primeros términos de la progresion geométrica: 768, 384, 192...
Sol: 3069/2.

53° En una progresion geométrica el primer término vale 8 y la razén 1/2. Hallar el producto
de los 6 primeros términos. Sol: 8.

54° Hallar tres nimeros en progresion geométrica, sabiendo que su suma vale 12 y su
producto —216. Sol: 3, -6, 12.

55° Tres numeros en progresion geométrica suman 155y su producto vale 15625. Calcular
dichos nimeros. Sol: 5, 25, 125.

56° Determinar cuatro nimeros en progresion geométrica tal que los dos primeros sumen 95
y los dos ultimos 36. Sol: 3, 6, 12, 24.

57° Halla la suma de los seis primeros términos de la progresion geométrica: 1/4, 1/8, 1/16...

Sol: 63/128.
58° Halla la suma de los infinitos terminos de las siguientes progresiones decrecientes:
a) 6, 3, 3/2, 3/4... b) 1/2, 1/6, 1/18, 1/54...
c) 18,6, 2, 2/3... d)27,9,3,1, ..

Sol: a) 12; b) 3/4; ¢) 27; d) 81/2.
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Ejercicios de representacion de funciones sencillas:

1° Represente las siguientes funciones:
a) f(x)=x-1 b) f(x)=2x+1 c) f(x)=2x-1 d) f(x)=1-2x
e) f(x)=5+2x f) f(x)=4-3x g) f(x)=-1-x h) f(x)=3x-4

b)
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2° Represente las siguientes funciones:
a) f(x)=x"-1 b) f(x)=x"-4 c) f(x)=x*+1
e) f(x)=1-x° f) f(X)=x"-3x+2 g) f(x)=—x*-2x

d) f(x)=2x*-2
h) f(x)=6x-3x°
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3° Represente las siguientes funciones:

a) f(x)=(x+1)° b) f(x)=4(x-2)° c) f(x)=(x-3)°
d) f(x)z(x‘zl)2 &) f(x)=(x-1)7%+1 f) £(x)=1-(x—2)?
g) f(x)=2-(x-1)° 9) f(x)=1+(x+1)?

Sol:

S [INTERATT o

9)
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Represente las siguientes funciones:

40

(x-2)*

¢) f(x)
f) ()

x -1

b) £(x)
e) f(x)

h) f(x)

a) f(x)=x>+2

d) f(x)
9 f(x)

Sol:

2

x3 —3x

x® —4x

=(x+2)°%-2
3x2—x°

3(x—-1)?

3

(x-1)

i) (x)

x® —3x% +3x

L R

L R

T W Y M B
1 v

i Tl il e e h--r-r-a--m - -
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5° Fijandote en las gréaficas que del ejercicio anterior, represente las siguientes funciones:
a) f(x)=[x+2] b) f(x)=|x"~1 ¢) f(x)=|(x-2)]

d) f(x)=|(x+2)°-2| e) f(x)=|x"-4x f) f(x)=[x*-3x’|
9) f(x)=[3x*-x] h) f(x)=x=3x"+3x i) f(x)=|(x-1*-3(x-1)’|

Sol:
a) b)
c)
e)
) : : :
F-== =" l'"'i'"'._4' "'\"'li' """ TL-=f--r  FT==S==- l'"'i'"'._4' "'\"'li' """ 1===
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5° Represente las siguientes funciones

1

a) f(x)=——

x-1

e) f(X):m

Sol:

a)

f) f(X)Zm

—]
1

&) f(x)=—r

g) F(X) =41
X+1

b)

- 206 -

d) 109 =~

9 f()=

-1

+2

x+2_

1



Julidn Moreno Mestre Academia las Rozas

www.juliweb.es www.academialasrozas.com
g) h)
6° Represente las siguientes funciones:
1 1
a) fX)=—— b)) f(X)=———— ©¢) f
) f0=rpr D I0=r 9T
Sol:
a) b)
c) d)
7° Represente las siguientes funciones:
1 1 1
a) f(x)= b) f(X)=———— o) f(x)=———
) T — ) T (x+3)(x—-2) ) T (x-=1(x+2)
1 1
d) f(x)= e) f(X)=——— f(x)=
) 1) X2 +1 ) 1) (x+1)(x* -1) Y x' -1

b) [
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9 D O 2

f)

8° Represente las siguientes funciones:

a) f(x)=vx-1 b) f(x)=+vx+1 c) f(X)=vx+3 d) f(x)=+x+3-1
e) f(x)=+v1-x f) f(x)=v3-x-2 g) f(X)=+v2-x+1 h) f(x)=+2-4x
i) f(x)=+v1-x° D fX)=v4-x* K f(X)=—v4-x> ) f(X)=v1+x°
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) 0)
9° Represente las siguientes funciones:
a) f(x)=e" b) f(x)=¢e*" c) f(x)=-e"
d) f(x)=—-e" e) f(x)=e f) f(x)=e*"
g) f(x)=e"+1 h) f(x)=e“-1 g) f(x)=e*-2
Sol:
8) |asleelenelVadel o b)
—_ —_—_
WSUTN -2 B e
________ o L ma = 5
boesfine.con oty Sl f L i s g
c) d)
€) f)
9) h)
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i)

10° Represente las siguientes funciones:

a) f(x)=In(x+1) b) f(x)=In(x-1) c) f(x)=In(x+2)

d) f(x)=In(x-2) e) f(x)=In(x)+1 f) f(x)=In(x)-1

g) f(x)=In(x-1)-1 h) f(x)=In(x+1)+1

Sol:

O 0t o RO T R Ot T
c)

e)

9)
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Ejercicios de composicion e inversa de funciones.
1° Sean las siguientes funciones:

2

1 1

f(x) = In(x+1) g(xX) = X2 +x h(x)_1 i
+
Determinar las siguientes composiciones de funciones:
a) f(g(x) b) f(f(x) c) f(h(x)
d) g(h(x)) e) h(f(x)) f) f(g(h(x)))
Sol:a) f(g(x))=In(x*+x+1);b) f(f(x))=In(In(x+1)+1);
0 f(h(x»zln(l‘xz j d) g(h() = (1 X J LS
x? 1+X
1-In*(x+1) . 1-x2 ) 1-x
e) h(f(x) = m f) f(g(h(x))) = In([l+x2j v +1)J
2° Calcule la inversa de las funciones:
a) f (x )_3"+X2 b f(X) = /2x+3 o) f (x )_2“31
X+5 +1
d) f(x )— — e)f(X)—n f)f(X)= 1
—4 2x -1 . 1
g)f ()—3 o h)f()— 3 I)f(X)=ﬁ
J) £(x)=log(x) k) f(x)—(x—1)3 ) f(x)=e*"?
m) f(x)=e® n) f(x):\/x2+2x+1 i) f(x) = In(Gx+1)
sol:a) 1200 =2% ;) 1209220 10x >-1 ) 1 =22
) 1200 =222 £(x )—X—+l ) 1= : 3X =,
|)f‘(x)=;+1;J) f1(x) =10%; K) f‘(x)=\/§+1;l) f1(x)=Inx-1;
m) f1(x)=In(Inx); n) f*(x)=Inx-1;f) fl(x):ex5—1_
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Ejercicios de simetrias y tasa de variacion media:
Determine la simetria (si la hubiese) de las siguientes funciones:

a) f(x)=In(x+1) b) f(x)=

c) F(X)=x"—x*+x

X -7
_ X _1-x? _1-x
d) 100=1— e) f(x)_1+X2 )=
9) f(x)=vVx®+1 h) f(x)=cosx i) f(x)=sin x

Sol: a) par; b) impar; ¢) impar; d) no tiene simetria par ni impar; €) par;
f) no tiene simetria par ni impar; g) par; h) par; i) impar.

Calcula la tasa de variacion media en el intervalo [0,2] para las funciones:
a) f(X)=x*-x"+3 b) f(x)=x*+2x*-x c) f(X)=x*+2
Sol: a) 2; b) 11; c) 2.

Ejercicios de polinomios de interpolacion y extrapolacion:
Sea una funcion lineal que cumple f(0)=1y f (1) = 2, calcule dicha funciény
extrapole el valor de estaen x = 5. Sol: f(x)=x+1; f(5)=6.

Calcule una funcién cuadratica que pasa por los puntos f(0)=f(2)=0y f()=2,y
extrapole el valor de estaen x = —1. Sol: f(x)=-2x*+4x; f(-1)=-6.

Calcule una funcion cubica de la que se sabe que:

f(0)=0 fQ=-f(-)=1 f(-3)=-f(3)=-27
Extrapole el valor de esta en x = 5 e interpole en x = 2.
Sol: f(x)=x".

Obtener el polinomio de interpolacion para cierta funcion f (x) de la que conocemos que:
f(-2)=0 f(0)=1 f()=-1

Sol: f(x)=—%x2—%x+1.

Obtener el polinomio de interpolacion para cierta funcion f (x) de la que conocemos que:

f(=1) =1 £(0) =1 f(2)=2 f(3)=2
Sol f(x)——%x%éx2 -1
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Ejercicios para aprender a derivar:

Derivacion de polinomios v series de potencias
Reglas de derivacion.

f(x)=k > f'(x)=0| (f(x)=ax— f'(x)=al
f(x)=ax" - f'(x) =anx"* [F () =u(q) +v(x) > () =u+]
Ejemplos:
f(x)=4— f'(x)=0 f(x)=x— f'(x)=1
f(x) =3x% - f'(X) = 6x f(x)=x*+4 - f'(x)=4x°
f(x) =3x> —x3 > f'(x) =15x* - 3x? f(X)—X—g—X—7—>f'(><)—%—7—x6
(x) =3x> =x* > f'(x) =15x" —3x 75 T
Ejercicios:
1° Derive las siguientes funciones polinémicas:
4
a) f(X)=X+5x2+2x  b) f(x):§+7x4 o) f(x)== ;3X
d) f(x)=x>+4 e) f(x)=6x"+5x*+5 f) f(x)=4x>+x3+4

4

6
D 10=2-3¢ -2 1) (=2r-2¢ D= +3¢

P f(X)=x?+4x> k) f(x)=x"-x7 ) f(x)=x"*+2x73

5 4 1 5 i 1 1
m) f(x)=;+g n) f(x)=F+7 ) f(x)=7+p
Sol:
2) £(x)=3x2+100x°+2 b) f'(x)=%+28x3 0 f'(x):xs—%
d) f'(x)=2x e) f'(x)=42x°+10x f) f'(x) =20x* +3x?
g) f'(x)=5x>-15x" h) f'()=x3+5x*—4x i) f'(X)=27x+3/3x’
j) fi(x)=-2x7°-20x"° k) f'(x)=—x7+2x7° ) f(x)=-4x"°-6x"*
m) f'(x)=-5x"2 n) f'(x)=-3x"*-10x"° A) f'(x)=-2x"°-10x"

2° Derive, con un poco de ingenio, las siguientes funciones:
a) f(x)=7x"*+8x"? b) f(x)=x?"3+4x5"4 c) f(x)=3x"3+4x"*

d) £ =x* +3x e F00==20+3¢ ) r(0=J4Fx

Sol:

a) f'(x):BT‘fsx”“j%x‘”2 b) f'(x):%x‘”3+5x“4
U 203, 314 oy x 4%
c) F'(X)=—x""+x d) f'(x)=1+
4X75/7 2X77/9 X7119/120
e) f'(x)=- + f'(x)=
) £'(x) - 9 f) £'(x) 120
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Derivacion de potencias de funciones
Reglas de derivacion:

f(x)=au" > f(x)=anu'u"?

Ejemplos:
F()=(x2+x) > £1() = (Ex+3)(x* +x)
f(X)=(Bx+x*)"* > f(x) =100(3+ 2X)(3x + x*)*
f(x)=(x°+x*+1)° - f(x) =6:(3%* +2x)-(x* + x* +1)°
f(X) = (4X% +5x2 +7)"° > f(x) =15(12x% +10x)-(4X° +5x% + 7)*°
(x°+4x*+6) 15(5x* +12x )(x° +4x* +6)

f(x) = — f(x) .
. (x*-2x) (2 -2)° T 3(3x ~2)(x* —2x) L 6(6x7)(2¢ -2y
4 5 4 5
Ejercicios:
3° Derive las siguientes funciones con paréntesis:
Q) f(x)=(x+1)’ b) f(x)=(x?>+3x+5)° ¢ f(x):(X77+ 3x3}
(X4—3X2)2 712 J5 _(y2 T\e
d)y f(x)=~——2- e) f(x)=(4x""+3) f) £(x)=(x"-x)
g) f(x)=(2x+7x)" h) f(x)=(2x+3x*+2)" i) £(x)=(x"+3x* ~5x)’
S17x2-5) 5x* +3x2) 3(x 1Y
100 LTS - Loy rpo ) — Loy f(x>=g(z+;j
m) () =(5x -3x)"" n) () =(4x"~x)"
Sol:
a) f'(x)=7(x+1)° b) f'(x):3(2x+3)(x2 +3x+5)2

c) f'(x) :4(x6 +3\/§x2)(x77+\@x3j d) f'(x) :§(4x3 —6x)(x4 —3x2)
&) f'(x) = 5(14x5'2)(4x7/2 1 3)V51 f) f'(x) =e(@x—zx")(x? = x7)®*1
g) f'(x)= —5-(6x2 + 7)(2x3 + 7x)76 h) f'(x)= 7(6x2 —12x’5)(2x3 +3x7 + 2)6

i) f'(x)= 8(6X5 +12x° —5)(X6 +3x* —5X)7 i) F'(x) = 6'(3)(2 +14X).(X3 +7x° _5)

-
9 1100 - 5(20%° —6x1)2-(5x4 ) = %G_ X_z]{%%j
m) f(x)= g-(lox -3)(5x’ —3x)3/2 n) f'(x)= %-(24x5 ~1)(4x° - X)M3
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Derivacion de raices cuadradas Vv raices de orden superior
Reglas de derivacion:

f(x)=Yu - f'(x) =

n\/_

Ejemplos:
_ — ()= 1o P =2
(X) =X —3x = f(x) = 20X _3x e
00 ={(x ~3x)" > 119 - 2(2x-3)1x —43X)
3'3(X2—3x)

Ejercicios:
4° Derive las siguientes funciones con paréntesis:

a) f(x)=%2x+4 b) f(x) =Yx3 +10x ¢) () =vx2+3

d) FO)=Vx+x2x3 o) fo) =4 x+310x  H F0=3Ix+3x
0) F(x)=v1+3x h) f(x)=8x°+x i) (x) = xy/xy/x
D E=Vxedx+3¥x k) f) =147 ) F0=3x11+7

Sol:

. 2 3x2 +10
a) f'(X) =——= b) f'(x)=
33{/(2x+4)2 ) T 1049(x® +10x)°
1+ 2x+3x?
f d) f'(X)=———
0 = X’ +3 ) 1) 20X+ X2+ %3

2
9 10 = J_ 3«/(10x

44/ (Vx +310x)°

9) F'(x) =

1 1
21+¥x 3’/x?

f) f'(x):LJrg2
3-,3/(\/;+ 3x)

5x* +—

hy f'(x) = 2Vx

65/(x° ++/x)°

N 2Jx 3y
D)=
2Ux+x +3x
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Derivacion de producto de funciones
Reglas de derivacion.

[f()=uv— f'(x)=u'v+Vu|

Ejemplos:
f(x) = (X* =1)(x+1)>F (x) = 2x(x=1) +(x* -1

F(X) =(X+4x7)(x+1) > F1(x) = (1+8X) (X +1) +(x+4x)
f () =(x+ x7)5(x2 —1)7 — £'(x) =5(1+7x°)(x+ x7)4(x2 —1)7 +14x(x? —1)6(x+ x7)5

Ejercicios:
5° Derive las siguientes funciones:
a) f(x)=(x?-1(x-1) b) f(x)=x?(7x" +8)
¢) f(x)=(x*)*(x+1) d) 00 =(x-D)H(x+1)
4 3
¢) f(x):(gﬂj (%) f) F(x)=(x =3)°(x=x)
g) () =(x"-2)7(1+x?) h) £(x) =x(x-1)?(x-2)°
i) £ (%) = (x% +X)(x+2x2)(x +1) i) f00=(x°+7x)(x" +5x*)
K) f(x)=Xx+13x-1 ) £(x) = xVx? +1y(x +1)*
Sol:
a) £'(x) =2x(x-1)+(x? -1) b) f'(x)=2x(7x’ +8)+49x®
c) f'(x) =6x°>(x+1)+x° d) f'(x)=—-(x-1)2(x+1)+(x-17*t

e) f'(x)= E[EJAT(%T + 4(§+1j4(ﬂj2
3.3 3 3 3
f) f'(x)=-10x(x*=3)°(x=x*)+(1-2x)(x*-3)°
g) f'()=2x2(x1-2)3@+x?)+2x(x 1 -2)7?
h) f'(x) = (x-12%(x—-2) +2x(x-1)(x - 2)% + 3x(x —1)?(x - 2)?
i) F'(X) = (X +)(X+2x2)(X+1) + (X% + X)L+ 4x) (X +1) + (X% + X)(X + 2x?)
J) £100=(3%+7)(x"+5x*)+(x* + 7x)(7x° +10x)

) f(X) = %s/x_u =D 3

3
) f'(x):\/x2+1(x+1)2+2\/% (X+1)% + 2x+/ x> +1(x +1)
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Funciones racionales

Reglas de derivacion:

(-t rw--t] -t rp -t
Y Vv v vV
Ejemplos:
f(x)= 1 —)f'(x)—i
1+x? 1+ x%)?
x? 2X(X"° +4x) — (100%™ + 4)x*
f(x)= —>f'(x)=
) X' +4x ) (X'* +4x)?
2 3 _ny2(y2
F(x) = X3+1_) Fi(x) = 2X(x +1)3 3x2(x +1)
X" +1 (x*+1)
Ejercicios:
6° Derive las siguientes funciones:
1 1 1
a) f(x)= b) f(x)= c) f(x)=———
) )=~ ) T =" ) £(X) =
Sol:
3x% -2 , 5x* —12x 5(4-2x
8 f()=-—"—"F—"77 b) f'()=-"—"5 0 f(x):_(—zz
(x —2x) (x —6X ) (4x—x )

7° Usando las reglas de derivacion anteriores derive las siguientes funciones:

x* -3 x° (x+3)° X’

2 f(X):xz—l ) f(X):x2+1 2 f(x):ﬁ Y f(X):xz—l
_(x-1° Fox) =X 3 x4l
e) f(x)= o f) 1(x) N 9) f(x)_T h) f(x)_xe_z
Sol:
) f'(x)=3x (x —1)—2>2<-(x -3) ) fI(X):Sx (x +1)2—2x
(x*-1) X* +1)
_2)_ 2 2x(x*-1)-2x°
9 fI(X):Z(x+3)(x 2)2(x+3) B 1100 x(x )2 X
(x-2) (x*-1)
Loy IX(x=1)% —3(x-1)° . :i[ .3 j
e) f'(x) = i~ =2 \3x N
vy L 3 , :ixi(xe—Z)—exe(x‘+1)
9) f(x)—xz[x—2 T J&j h) f(x) 2y
8° Demostrar que las siguientes funciones tienen por derivada:
a) f(x)=X:_1—>f'(x)=2x b) f(x):)&;L?’—M—)f'(x):Zx
X+ X +3x+1

X" +3x3+3%% + X , :
c) f(x) =" S f(X)=1 ) f(x)= /ZX—_H'(X):#2
X7 +2X°+ X X“+2x+1 (x+1)
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Funciones exponenciales

Reglas de derivacion:

f(x)=a" - f'(x)=u'a"Ina f(x)=e" > f'(x)=u'e"

Ejemplos:
f (X) — e4X+3 BN f '(X) — 4e4x+3
f(x) =" > fi(x) = (2x+3)e" ™
X2 1 X2
f(x)=2" - f'(x)=2x2" In2
f(x) =27 > f(x) =(3x* +10x) 2" In2
f(x)="42" =202 > t'(x)=| —2_ |2+ In2
(x+2)
Ejercicios:
9° Usando las reglas de derivacion anteriores derive las siguientes funciones:
a) f(x)= X b) f(x)=e>*" c) f(x)= e d) f(x)= X +5x%+3
e) f (X) _ 2x3+2x f) f (X) _ 32x+1 g) f (X) _ 4—)(2 h) f (X) _ 7Z_x7+5x6+3
Sol:
a) T'()=0@3x*+2)e > b) fi(x)=2e"" c) f'(x)=-2xe™
d) f'(x) = (7x° +30x%)" >+ e) f(x)=(3x2+2)2""?"In2
f) f'(x)=23""In3 g) fi(x)=-2x4" In4
h) f(x)=(7x® +30x%)-7* "I 7
10° Derive las siguientes funciones:

b) f(x)=e""2+2"

Y 2
e) f(X):K((eX) ) j f) f(X): W
h) f(x):(ZXZS)X
k) f(x)=3/e+32

a) f(x)=e" +e1+5 c) f(x)=xe*"+e*+e

d) f(x)=x"e"+xe**

g) f(x) =4 +7"> i) f(x)=10°

i) F)=4°+e° +1 ) f(x)=2/5+x +e”
Sol:
a) f'(x)=2xe* +e

c) f'(x)=2e*+xe*

b) f'(x)=(2x—2)e’ > +2"In2
d) f'(x)=4x%> +3e¥x*
J2

X2

+ ex+1 + Xex+l
x4t
e X

e) f(x)=4ax%" f) f'(x)=

9) f'(X)=4X'|n4+(2x+3).7x2+3x_|n7
i) f'(x)=¢e"10°" In10
1
1 ex
K) f'(X)=—F-
X

A
2x-2

———1In2
(x-2)*

h) f(x)=(3x*—3)2°
i) f1(x)=3x°4° In4+6x%"

1

) f(x)= 2 In5+ex**

e2x
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Funciones logaritmicas

Reglas de derivacion:

F(x)=logau— F'(X)=—log,e| |f(x)=Inu— f'(x)=—
u u

Ejemplos:
£(x) = log, (8x + x3) = f'(x) = 8+3x" Slog, e
F(x)=IN@BXx* +7) = £'(x) = 12’
3t +7
Ejercicios:
11° Usando las reglas de derivacion anteriores derive las siguientes funciones:

a) f(x)=In(3x-1) b) f(x)=In(x*—-3x) c) f(x)=In(x*-2x*)
d) f(x)=Ilog(6x-5) e) f(x)=log(2x* —x) f) f(x)=log(2x®—x?)
9) f(x)=log,(6x—x*) h) f(x)=log,(3x* - x°) i) f(x)=log,(x*-8x)
Sol:
) /()= ) (=" 3X ) F'()="5—7
d) f'(x): = Ioge e) f(x)_ Ioge f) f'(x )_Mmge

- —x
g) f (X)_ 2 Iogz h) f'(x )—%Iogﬁ i)f'(X)=X2_8X log; e

12° Derive las siguientes funciones:
) f(x):ln(%s] b) f(x)=xIn(x+1) 0) f(x) = (“Zj
X
d) f(x)= Ini/; e) f(x)=Inyx-2 ) f(x)=logz(xﬁ
0) f(x):logso(\/4x3+5) h) f(x )_In_x i) f(x):ln(1+ex4+1)
i) f(x)=e"" K) f(x)zln[;;ﬂ ) f(x)=In(In(Inx))
Sol:
a) f'(x)=§ b) fi(x)=In(x+D+—— ¢ fx)=——-2
X+1 X+2 X

-2 v 1 7
d f'X)=——1 (Inx) e) f (X)_Z(X—Z) f) f (x):—logze
9 100-7 5~ X Zloge ) f(x)_37 “In3inx i) f(x )_4X3ex .

+5 1+

1+Inx N . _ X +8x—-4 ) f _ 1
D fi0= —¢ D=0 T e (ing
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Funciones trigonométrica

Reglas de derivacion:

f(x)=sinu — f '(x) =u"cosu| | f(x)=cosu— f'(x)=—u"sinu
f(x) = tanu - f () =—&
COS“ U
Ejemplos:
f (x) =sin(4x®) — f '(x) =8xcos(4x?) f (x) = cos(x?) = f '(x) = —2xsin(x?)
= 3_ ' =£ F(x) = tan(sin(x)) = f '(x) = — X
f(x) =tan(x¢ —x) = f '(x) o %) (X) (sin(x)) (X) 052 (5in(X)
Ejercicios:
Usando las reglas de derivacion anteriores derive las siguientes funciones:
a) f(x)=cos(3x) b) f(x)=sin(3x*-2) c) f(x)=4sinx—3cosx
d) f(x)=sin(3x+5) e) f(x)=cos(sinx) f) f(x)=sin(2x°+7)
9) f(x)=tan(x’+2) h) f(x)=tan(2x"+2x) i) f(x)=tan(x—cosx)
Sol:
a) f'(x)=-3sin(3x) b) f'(x) =6x-cos(3x* —2) c) f'(x)=4cosx+3sinx
d) f'(x)=3cos(3x+5) e) f'(x)=—cosxsin(sinx) ) f'(x)=12x"-cos(2x°+7)
3% , 14x° +2 e 1+sinx
(X)=—2 h) f'(x)= f'(x)=
9) f'(x) Cos? (X +2) ) (%) cos? (2x" +2x) h ) cos? (X —cos )

Derive las siguientes funciones y simplifiquelas si fuese posible:

) f(x):sin(\/3x2—5x) b) f(x) =sin?(x) ¢) f(x)=23sin?(2x—3)
d) f(x)=25/sin(3x) e) f(x)=cos?(x®) f) f(x)=cos*(3x%)

g) f(x)=sin(x?)cos(x) h) f(x)=+cos?x—sin?x 1) f(x)=tanxcosx
) f(x)=4y2tanxsin(2x) k) f(x):f’/tan\/; ) f(x)=_cotan(x)
Sol:

6Xx—-5
a) f'(xX) =——=——=—=cos(+/3x* —5x b) f'(x)=2sinxcosx
2+/3x* —5x ( ) ) T

c) f'(x)=12sin(2x—3)cos(2x—3) d) f-x):L(Sx)

_ 5%/(sin(3x))*
€) 1100 =—6xsinx"cos f) f'(x)=-48x*sin(3x") cos’(3x")
Q) (0 =2xcos(x*)cos x—sin(x)sinx ) f'(X)=#

) ) cos(2x)
i) f'(x)=cosx ) 10 = 4cos(2x)

1 1
k) f'(x)= : 5 o
2/x cos \/;66(tan\/;) ) 1(0= 3
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Reglas de derivacion:

f(x)=arcsinu —» f'(x) = u f (x) =arccosu — f'(x) = 4

1-u® 1-u?
ul
f(x)=arctanu — f'(x) = 5
1+u
Ejemplos:

H 3 1 3X2 3x 1 3e3X
f (x) =arcsin(x’) —> f'(x) = f (x) =arctan(e™) — f'(x) = =

1-x° l+e

e’ +1

J1-(e* +x)°

f(x)= arccos(eX + x) — fi(x)=-

Ejercicios:
15° Usando las reglas de derivacion anteriores derive las siguientes funciones:

a) f(x)=arcsin(x*+4)  b) f(x)=arcsin(x+1) c) f(x)=arcsin(e™)

d) f(x)=arccos(2x°+x) e) f(x)=arccos(e¥ +5x) f) f(x)=arccos(Inx)

9) f(x)=arctan(x*) h) f(x)=arctan(x"+3x) i) f(x)=arctan(Inx)
Sol:
) e ) e ) f=
J1- (X3 + 4)? J1-(x+1)’ 1_ el
10x* +1 3> +5 1 1
d) f'(x)=- e) f(x)=— ) f(X)=-mm
Ji-(2x +x)2 1-(e” +5x)2 X J1-(Inx)*
() = 2 hy Fig—— XS =(l). -
o) 1 (X)_1+x4 )T 1+(x4+3x)2 RS x )1+ (Inx)?

16° Derive las siguientes funciones y simplifiquelas si fuese posible:

a) f(x)= aI’CSin(Xe——;lj b) f(x) = e * arcsin x ¢) f(x)= arcsin(3x—2)

d) f(x)=arcsin(arccosx) e) f(x)=arccosy1-sin’x f) f(x)=sin?(arccosx)

Sol:
—X 1
f' = COS X
3 ) e* \/ (XHJZ b) f'(x)=—sin(x)-e“**arcsin x + €
1-| —= 1-x?
e
e —arcsin(3x—2) , 1 1
2 d) f =
c) f'(x)= 1-Bx=2) 3 )T J1-x2 \1-arccos? x
e) f'(x)=1 f) f'(x)=-2x

-222 -



10

20

30

40

50

Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

Ejercicios de derivadas enésimas:

Hallar la formula para la derivada enésima de las siguientes funciones:

a) f (X) = xe* b) f (x) = In(3— X) ) F(X)=e™ +&*
d) f(x)=e® +In(x®) e) f(x)—j f) f(x)=v1-x

Sol:a) 190 =e'(xm);) 1909 = 2= 050) 1700 =(-D'e " e

) 1700 = 2ne” + () X ) £ - D

f) f“)() (- 1)1357 (2n 3) .

Demuestre por induccion que la derivada enésima de f (x) =e™ es ™ (x) =i"e™.

Demuestre que la derivada de la funcion seno hiperbolico es el coseno hiperbolico:
a) Derivando directamente dicha funcion.
b) Utilizando la definicion por limites de la derivada.
X g™ e’ +e
y coshx =

—X

. . : e
Dato: El seno y coseno hiperbdlico es sinh x =

La expresion
1 d"

F’()— —(x* ="

permite calcular los llamados pollnomlos de orden n de Legendre.
a) Calcular los polinomios de orden P;,P,y P; de Legendre.

b)  Verificar si los polinomios calculados cumplen la ecuacion de Legendre.
L-x*)P" =2xP' +n(n+1)P, =0
Donde P',, y P", indican primeray segunda derivada respectivamente del polinomio

. _ Yo 1l
de orden n. Sol: a) P,(x) = x, Pz(x)_5(3x -1), PS(X)—E(SX ~3x).

La expresion
2 i(e_xz)

XI’]

Hy(x) = (-D)"e*

permite calcular los llamados polinomios de orden n de Hermite.
a) Calcular los polinomios de orden H;,H,y H3 de Hermite.

b) Verificar si los polinomios calculados cumplen la ecuacion de Hermite.
H",-2xH',+2nH =0.
Donde H',, y H", indican primera y segunda derivada respectivamente del polinomio
de orden n. Sol: a) H,(x)=2x, H,(x) =4x*-2, H,(x) =8x*-12x.
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Ejercicios de ecuacion de la recta normal y tangente:

Calcule la recta tangente a la grafica de las funciones en el puntos x = 0 y estime el
angulo que forma la recta tangente con el eje de abscisas, en cada caso:

a) f(x)=x"+2x+1 b) f(x):sin(xz) c) f(x)=tanx
1
_ 2
(X+1)2 ) f(X)=vx“+9
Sol:a) y=2x+1, #=63.4%b) y=0,0=0%c) y=x, #=45%d) y=0, 4=0°%
e) y=-2x+1, 6=-63.4%f) y=3, =0°

d) f(x)=In(x*+1) e) f(x)=

Calcule la recta tangente a la grafica de las funciones en el puntos x = 1 y estime el
angulo que forma la recta tangente con el eje de abscisas, en cada caso:

-t _2-x
Q) f(x)=x> b) f(><)—(x+1)2 c) f(x)= 1
d) f(x)=+vx2+3 e) f(x)=In(x) f) f(x)=(x—-23)

Sol: a) y=2x-1, #=63.4%b) y=1-x/2, 8=153.4%c) y=(-3x+5)/4, 6= 143.1%
d) y=0.5x+1.5, 6=26.6%¢e) y=x-1, §=45%f) y=8-4x, = 104°.

Calcular las rectas tangente y perpendicular a las siguientes funciones en x = 2:

2

X+l ¢) f(x)=(x2-1)(x+1)
X+3

Sol:a)r, =5x—-y=5; r, =x+5y =27, b) r=3x-5y=1 r, =5x+3y=13;

C) ,=15x-y =21 r, =x+15y =137,

a) f(x)=x*+x-1 b) f(x)=

¢En qué puntos de la curva y = x* — x* — 2x la recta tangente forma un angulo de 135°
con la parte positiva del eje x? Sol: (1, -2) y (-1/3, 14/27).

Calcular la ecuacion de la recta tangente a la funcién:
2
f(x)=e™"
enelpunto x=0.Sol:y=1.

Calcular la recta tangente a las siguientes curvas en el punto (0, 0):
a) (x-D*(y-D)+1=0 b) (y-1?*(x-1)=-1 C) y+y’=e*-1
Sol:a) y=-2x;b) y=—x/2;c) y=x.

Halla a para que la funcion y = ax® + 2x + 3 tenga en x = 1 una recta tangente que forme
un angulo de 45° con el eje x. Sol: a = -1/2.

Halla los puntos de la funcion y = x*—3x*+1, en los cuales la tangente es paralela a la
recta y=9x+2.Sol: (3,1) y (-1, -3).

Determinar la ecuacién de la recta tangente en x = 5 a la curva:
_x+1
x-1
¢Por qué no se puede hallar en x = 1? Sol: 8y + x — 13 = 0; Por no ser continua.
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Limites:

Limites del tipo o0 — oo (1):

Existen muchos casos distintos de estos tipos de limites. Vamos a abordar los de un primer
tipo bastante trivial y que sirven de base para atajar otros limites. Veamos como ejemplo,
los limites de polinomios en los que se da esta indeterminacion.

Ejemplos:

E1 Sean los limites:
lim(x’ —x° lim(—x" +Xx° lim (5% —10x° —2x -1
(=) fim(=x ) lim(5x' 10" -2x-1)
Todos ellos son del tipo de indeterminacion de oo — co. En este tipo de limites, siempre es
el término de mayor potencia el que termina imponiéndose sobre los demas ya que
cuando el valor de X es muy grande, la potencia mayor se come a las restantes. Por

tanto, para estos limites consideraremos que:

lil’n(X3 —Xz)z lim X° = o0’ =0

igmw(—xs + x2) ~ Pj{i(_xs ) =—00 = -0
1me(5x3 ~10X" —2x—1)~ 1@(—10x9)=—10-oo9 =
E2 Sean los limites:
Xlirgj(x2 + x) XIEEO(6X7 + xz) Xlilgo(xz +5x8 + x3)

Nuevamente son del tipo de indeterminacion de o — oo, comprobémoslo:
lim (x2 + x) = (—0)? =0

111’}1 (6X7 + Xz) = 6-(—00)7 + (—00)2 = —00+ 00
lim (X2 +5%° + X3) = (—0)* + 5+(=0)° + (—0)’ = 00 + 00— 00

Nuevamente en todos ellos se impondra el término de mayor potencia, por tanto:
lim (X* +X) ~ lim X* = (-0)’ =0
X—>—0

lim (6x +x*) ~ lim 6-X” = 6:(—w0)" = o0
lim (%* +5%° +X*) ~ lim 5x° = 5(—0)’ =0
Ejercicios:
1° Calcula los siguientes limites:
a) lim(xz—x+1) b) lim(x3—x2+x—l)
5
o) lim(x* —4x’ - x> =5x~1) d) lim(8x3 +6X +5x—X7]
4
e) lim [5X3+1XE+5XJ f) XIEEO(X3+5X2+X_2)
@) lim (vx -¥x] h) lim(x" —x)

Sol: a) o; b) oo; ¢) 00; d) —o0; €) oo; ) —0.
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Limites del tipo oo/co (I):

El primer tipo de limites de esta clase consistiran en que tanto el numerador como el
denominador seran polinomios finitos. En estos limites, debemos tener en cuenta siempre
las potencias mayores del numerador y el denominador. Existen varias formas de
abordarlos, dos de ellas las veremos en esta seccion y una en la seccion de la regla de
L’Hopital.

M¢étodo de la divisién por la potencia mayor:

Es un método eficaz en estos limites. Se le considera como una buena demostracion del
valor de estos tipos de limites. Su uso estd muy extendido en 1° de bachillerato, pero dada
su lentitud, se prefiere utilizar métodos mas rapidos y directos que no impliquen agigantar
una expresion matematica. Veremos en unos ejemplos en que consiste:

Ejemplos:
. L I X=X
Calcule el siguiente limite: lim——;-———
xow X7 —6X

Solucién: La potencia mas alta entre el numerador y el denominador es X*, por tanto,
calculamos el valor del limite dividiendo numerador y denominador por X°:

7x3+x2 X S, 11 R
3 2 _ NV v w2 T2 —
lim—7i( +X3 X_ im—x2 X3 X — lim X X _ x©_0 =7+0 O=—Z
xom XT—6X +2  xow XD 66X 2 xow ] 2 1 2 0-6+0 6
- 4+ = ——6+— ——6+—
X X X X X' o ’

4 3
Calcule el siguiente limite: lim Xt 5;( 3X+2
X—> 3X*=2X

Solucién: La potencia mas alta entre el numerador y el denominador es x*, dividimos
por tanto todo por x*:

liIn7X4-l-5X3—3X—i-2:. X4 X4 X4 X4:1im X )(3 X4
xon 3x7—2X e 3% 2X 6 e 326
KX X x x x

5 3 2

— 74:7+0—0+0:l:Oo

o0 0
3 2 6 0-0+0  +0

3 —
Calcule el siguiente limite: limw
xow 3XT 42X

Solucién: La potencia mas alta entre el numerador y el denominador es x*, por tanto,
calcularemos el valor del limite dividiendo numerador y denominador por X':

X 3,2 5.3 2 5 3 2
1imM:hmM:hm x x x :;_§+Q:0—0+0:
xon 3xt42x? xow 3xt2x3 X 2 2 340

—t— 3+— 3+—

x* X X ©
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M¢étodo de las aproximaciones a las potencias mas altas:

Es un método muy rapido. Tiene el inconveniente de usar aproximaciones, y por ello es
rechazado por no pocos profesores de instituto por considerar més exacto y riguroso el
método anterior, aunque ambos conduzcan exactamente a los mismos resultados. Su idea
consiste en que en una resta de términos de un polinomio, el termino con la potencia mas
elevada cobra una relevancia brutal hasta cuando el valor de x es grande, por tanto, el resto
de términos se vuelve despreciable y por tanto podemos despreciarlos. Veamos ejemplos:

Ejemplos:
. L I X=X
Calcule el siguiente limite: lim——;-———
xow XT—6X

Solucién: Cuando x es muy grande, las potencias mas altas terminan volviendo
insignificantes a los de potencias mas altas, por tanto, consideraremos que para el valor
del limite solo es correcto utilizar los términos de potencias mas elevadas:

A SR G G 'S A

lll’n—2 3 zhrn—3 =lim—=—

Xow XT—6X +2  x226X” x> 6 6

4 3
Calcule el siguiente limite: lim Xt 5;( SX+2
X 3X°—2X

Solucion: Seguimos la misma idea del caso anterior, las potencias mas altas son
relevantes y las pequefias insignificantes cuando X toma un valor muy grande:

x5 =3x+2 . Ix* . Ix T
lim > zhm—2=hm—=—
X—>00 3X —2X X—>00 3X X—>00 3 3

5% =3x+2

Calcule el siguiente limite: lim— >
x> 3XT 42X

Solucion: Igual que el anterior, solo considerar los términos de potencia mas elevada:
56 =3x+2 . 5 .5 5
im—————~lim—=lim—=—=
xo 3XT 42X xow 3XT xoo3X 300

Ejercicios:
Calcula los siguientes limites:
. X=X —x?+2x . SX X +3x +1 . 3 +xX -5x" -4
a) lim—— b) lim . ¢) lim————
x>w X7+ X7+ X+1 X X+ Xx+1 x> X7 — X" =X —=X-10
3 2 2 5 4 3 2
X +6X +12x+8 X" +Xx -3 X" =5x"—10x" —10x
d) lim e) lim lim
) X —2x* —4x+8 )was—x“+x2+x5 f) fme X+ X7+ X
3 X+ +4 3 A +4x=2 L X -2x+4x +]
g) lim 3 TR h) lim—; 5 i) lim— 5 -
X—0 2% + X4+ X + X x> 2XT +5X° +3X -2 xom SXT =2X7 43X =2
Ux+4/x +1 U +Ux +x7 +1 A+ +4X

) lim ———— k) lim 1) lim

Sol:a)0;b) 5;¢) 3;d) 1;e) 1/2; f) w; g) 1; h) 3/2;1) 0; ) 1/2; k) 1/2;1) 0.
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Limites del tipo oo — oo (II):

En este apartado, abordamos un nuevo tipo de estos limites, en esta ocasion
caracterizados por la presencia de resta de radicales. Abordaremos este apartado desde
un método exacto y considerado como muy ortodoxo (método de la multiplicacion y
division por el conjugado) aunque con el inconveniente de ser largo. No obstante,
explicaremos otro método mas rapido basado en aproximaciones, y mas efectivo en
limites mas complicados que el primer método.

M¢étodo de la multiplicacidn y division por el conjugado:
Se trata de eliminar las raices del numerador multiplicandolas por el conjugado de su
diferencia que es una suma. De esta forma, usaremos esta propiedad:

(x/a—x/5)~(x/5+x/5)=(\/§)2—(x/5)z =a-b

Como en palabras es dificil de expresar, veremos unos ejemplos:

Ejemplos:
E9 Calcule el siguiente limite: lim (\/ x—3—/x )

X—>0

Solucion: Multiplicamos y dividimos por el conjugado:

(Ve=3+3%)  xo3on
lim (V=3 ~x ) = lim (V-3 - [)(J_aw‘) i

lim -3 -3 -3 —3 _0
n JX—3+X+3 Jo-3+yot3 @t o

E10 Calcule el siguiente limite: lim(\/ 2x—1- X)

X—>0

Solucion: Multiplicamos y dividimos por el conjugado:

. L (sz_1+x)_. 2x—1-x
lim (2%~ —X)—lﬂ(vzx-l—x)m—lﬁﬂm—m

Para salvar la indeterminacién de oo/o0, bien podemos dividir todo por el término de
2 r . ’

mayor grado que es X°, recordando ademas que este termino entra en las raices

cuadradas como x":

=lim—=1im =lim = =...

X—>® 2x 1+x *o= /2x X o / 2 1 1
- —_— 7_74_7
X4 2 o0 o0 o0

\/ 0+0 0_

Otra opcidn, es aproximar por la potencia mas alta:
. 2x—1-x* . =X S G
lim——— ~lim ~ lim—— =lim (—X) = —o0
X—>00 /2X_1+X X—>00 2X+X X—o X X—>00

L
2x—1-X’ X2 - -1
1
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Método de aproximaciones:

Se trata de un método poco usual. Es un método bastante rapido, pero por ser
aproximativo despierta, como otros métodos aproximativos, ciertos recelos. Veamos
unos ejemplos:

Ejemplos:
Calcule el siguiente limite: lim (\/ X—3—~/x )

X—00

Solucién: Mediante este método, cuando X es muy grande, se come el — 3:

lim(v/x=3 =/x ) = lim (VX =) = lim0 = 0

X—00 X—00 X—>00

Calcule el siguiente limite: lim (\/ 2x—1- X)

X—0

Solucion: Aqui pensaremos igual, si X es muy grande, sera despreciable el —1 de
dentro de la primera raiz, y es entonces cuando ante la situacion oo — oo, resolvemos el
limite a favor de la potencia de grado mayor:

lim(\/2x—l—x)zlim(\/ﬂ—x):\/;—oo:—oo

X—>00 X—00

Calcule el siguiente limite: lim (\/ X—=1—+/X+5+ 2)

X—0

Solucion: Si x es muy grande, sera despreciable el —1 y el 5 de dentro de las raices:

1im(\/ﬁ—\/m+2)zhm(\/§—\/§+2):nm(\/?—\/hz)

X—>00 X—>00 X—>00

Aqui, aunque X sea bastante grande, no es correcto despreciar el 2 de fuera de las
raices, pues como estamos viendo, las dos raices resultantes son tan parecidas entre si
cuando X es grande, que practicamente se anulan entre ellas y termina cobrando

mucha relevancia el 2.
1im(&—&+2)=1im2:2

X—o0 X—>0

No siempre resulta tan trivial el método de aproximaciones. En ocasiones, las raices
albergan en su interior polinomios de segundo grado, lo cual complica ligeramente el
método. Por ejemplo, si X es muy grande, la mejor aproximacioén que emplearemos es:

vax® +bx+c z\/a-x+L
2\a

Ejemplos:
Calcule el siguiente limite: lim(\/ X' —5— X)

X—>00

Solucién: La raiz es aproximable a X empleando las aproximaciones antes citadas:

VxP=5~x

Por tanto:
lim( x> -5 —x) ~lim(x-x)=0

X—>0 X—00
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E15 Calcule el siguiente limite: lim(\/x2 +2x—1—~/4x> - 12X)

X—0
Solucién: Aproximamos cada raiz:

NXE4+2x—-1=x+1 VAX? —12Xx ~2x -3
Por tanto:

tim (VX° +2x =1 =25 =6x ) = lim (x+1=(2x=3)) = im (~x+ 4) = -

X—0 X—>00 X—00

E16 Calcule el siguiente limite: lim(\/4x2 +2x-1- 2\/X2 - 6X)

X—>0
Solucién: Aproximamos cada raiz:
1
4x2+2x—1z2x+5 X2 —6X ~ X—3

Por tanto:

11m(\/4x L ox—1-2x —6x)~hm(2x+%—2(x 3)]—11m(;+6j:%

X—©

Ejercicios:

3% Calcula los siguientes limites:

D lm(Vx2-Vxd) b fim(Vx3-Vx=4) o) lim(Vi-2 -]
d) lim(Vx+2=x=5+2) ) lim(Vx=T-Vx+1+3) ) lim(Vx=3-vx-4+1)
9 lim(Vx-2 ) h) lim(Vx—x+1) D fim(x—x+8)
j) lim(V3x=2-x) K) lim(\5x=6-v2x=4) 1) lim(Vx+7 -v2x+1)
Sol: a) 0; b) 0; ¢) 0; d) 2; e) 3; ) 1; g) —o0; h) —o0; i) o0; k) o0; 1) —0.

49 Calcula los siguientes limites:
a) iimw(Jx2+2—J3x2—6x) b) 1%(J4x2—2x—Jx2—x)
9) igmw(Jx2—4x—\/x2—6x) d) 1213(\/x2—2x+3—\/x2—2x+1)
o) m(sz—lon—\/xz—sx—s) f) m(\/x2—3x+1—x/x2—5x—1)
2) igmw(J4x2—12x+10—J4x2—8x) h) 1%(Jx2—12x+10—Jx2—6x+5)
) 1@3(sz2+4x+1—J2x2+x+1) b 122(x/9x2+18x—\/9x2—6x+1)

Sol: a)—0; b) 003 ¢) 1;.d) 05 €) —1; ) 1; ) —1; h) =3; 1) 3/2+/2 ;) 4.
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Limites del nimero e:

El numero e es uno de los nimeros irracionales mas importantes de
las matematicas y de valor:

e=2.718281828459045354...

Su descubridor fue Jacob Bernoulli, aunque los trabajos de Jhon
Napier hacian referencia a esta constante sin haber dado un calculo
de la misma. El numero e es definido en matematicas de muchas il 4
formas, siendo la mas usual esta: Jacob Bernoulli

1\ (1654 — 1705)
lim (1 + —j =e
X—>00 X
Nosotros vamos a definir los limites del nimero e como aquellos en los que:
lim f(x) =
1 f(x)
lim| 1+—— =e (1)
X—0 f (X)

Son limites con indeterminacion 1”. Estos limites hay que reducirlos a la forma de la
expresion (1) para calcular su valor tal y como veremos en los ejemplos:

Ejemplos:
X
E17 Calcule el siguiente limite: lim(1+5ij
X—>00 X

Solucion: Haremos operaciones hasta que sean limites del tipo (1):
7x 5X>1~7X 5X
fim{ 14| =tim[1+-=| ™ =tim|[1+—] | =€’
X—»0 S5x X—»0 5x X—»0 5x

6X+5
E18 Calcule el siguiente limite: lim(1+ 3 J
X —

w3

X—0

Solucién: Vamos a hacer operaciones buscando que se parezca al limite (1):

L (6x+5)

1 6X+5 1 (2x—l)~$(6x+5) | 2x-1) J2x
lim(1+ =lim| 1+ =lim| |1+ =...
X0 2x-1 x>0 2x—1 X0 2x-1

3x
E19 Calcule el siguiente limite: lim (Llj
X—00 X i

Solucion: Haremos operaciones hasta que sean limites del tipo (1):

C(ox Y (x=1+1Y L (x=1 1Y 1)
lim| — | =lim =lm| —+—| =lim|1+——| =...
X—>00 )(__1 X—>00 X-—-l X—wo\ X __1 X __1 X—>0 X __1

3x

1 =2
(X—l)~xi~3)< X—1 X—1 im3ix
...:hl’l’l 1+L : :llm 1+L :e}ﬁm)(—lze:g
X— X—1 X—>00 X—1
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E20 Calcule el siguiente limite: lim[X—Jr;]
X—00 X+

Solucion: Haremos operaciones hasta que sean limites del tipo (1):
C(x+1Y (x+3-3+1Y . (x+3 -3+1) -2 Y
lim| — | =lim| ——— | =lim| —+ =lim| [+—| =...
x>0 X+3 X X+3 x>o\ X+3  X+3 X3 X+3

X+3 -2
X ——X

X*+1
gpq Calcule el siguiente limite: 11_r)1; X (%)

Solucion: Recordemos que una raiz, en realidad es una potencia fraccionaria. Una vez
recordado esto, procedemos a abordar este limite hasta dejarlo a algo semejante a la
expresion (1):

3 3 X +1

3, X +1 X +1
ol x+ YT (x+ 1Y e L (x+2-241)2 . (x+2 -1 )2
hrnx —_— =1m| —— =11m _— =11m _—t =...
x>o [\ X+2 x>0\ X+2 x> X+2 x>e\ X+2  X+2

3
X +1 —x=2 x*+1 1 x+l

) 1 x ) 1 X2 K i 1 Rl e
.=lim| 1+ =lim| 1+ =lim|| 1+ =...
X—>00 _X_2 X—>00 _X_2 X—>00 —X—2

1 X+l b X +1
=e xom x3 42 x2 =g!

Ejercicios:
5% Calcula los siguientes limites:
1 3x 1 3x 1 3x
a) lim|1+— b) lim|1+— c) lim(l——j
X—>00 3X X—>00 X X—>o0 5X
1 2x+1 1 X—4 1 3+5x
d) lim (1+—j e) lim (1+—j f) lim 1+—j
X—>00 X X—>00 X X0 X
X2=2X 1 1 X—5
. 1) 3x 1 \x o s
- : 2 1) lim| 1+
g) m(nxj h) xli‘;(”xzj ) lim Xz_z)
4x X 3
o g X . X 2x ¢
lim| 1+ k) lim| 1— i —
) x—m( x2+lj ) Hw[ xz—lj ) lim 1 XZ_J

Sol: a)e; b) €% ¢) 1/6¥%; d) e% ) e; ) ', @) e h) 1; 1) 1;§) e, k) 1/e; 1) 1.
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6°  Calcula los siguientes limites:

ol X3 A 3x+2 ﬁ
a) xh—r>n(7j b) lim(XJr j 5 9 Hm(x—3j2
® X—oo\ X X—oo\ X
X2 x+1 5 X 4x% -1
. - . ([ X+2)3
® x—o\ X —1 x—oo\ 2 + 2X
X=3 X X+1
. [ x* -1 . x* -1 o [ x*=x
g) lim 5 h) lim 3 1) lim 3
X—o{ X° 4+ X x—oo X7 42 x—ol X —2
3 —2x) 2 X 2 9x_2 =
. . - X X X X — X+
J) lim| =52 K) lim| X2 D) lim| 222222
ol 3X7 +1 x—w| X —3X ool X7+ 3X+2

Sol: a)e; b)e'?*; ¢) 0; d) e ;) e; f) 1/e; g) 1/e; h) 1;1) 1/e;§) e % k) 1;1) 1e.

7°  Calcula los siguientes limites:

X -2
a) lim X+l by lim | XX X lim %
X—>0 x—oo| A/ X —1 ©) Xl_r;:o

d) lim *+2 e) lim X dxrl lim x
) Xl_rf;o x—o | 4X ) =
x+1 A2 X2
o) lim x[2X Z2XHL i 2 AL i) lim xy
X 3x% -1 xso || X(4X+3) x>

Sol: a)e'*; bye;c) 1;d) 1;e) 1; f e’ g) 1;hy e ;i) 1.

8°  Demostrar que:

\3/—

4-3fx x—1 x-1
N 2_ [*J
a) lim x+4 —e b) lim| X =2 —ef
L N
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La regla de Ruffini en limites.

La regla es debida al mateméatico y médico italiano Paolo Ruftini.
Vamos a usar dicha regla para resolver limites del siguiente tipo de
indeterminacion:

P(x) 0

lim —
x—a Q(X) 0
Donde las funciones P(X) y Q(X) son polinomios y con a # 0, aunque :
también podria usarse cuando a = 0. La regla en si misma consiste en el ~ Paolo Ruffini
uso de un algoritmo de factorizacion de P(x) y Q(X), de tal forma que: (1765-1822)

PO P P
Q0 (x=Q () 2 Q ()

Veamos unos ejemplos de aplicacion.

Ejemplos:

Calcule el siguiente limite: lim—;
x>l X7 —1

2

Solucion: Si resolvemos este limite directamente, llegamos a una indeterminacion:
2 2
X =1 17-1

im——— = ———=—=indeterminacion
-1 x"—1 1" -1
Usaremos la regla de Ruffini:
1 0 -1 1 0 0 -1
1 1 1 1 1 1 1
|1 1 0 1 1 1 0
x> —1=(x=1)(x+1) X —1=(x— (x +x+1)
Sustituyendo ahora en el limite, simplificamos y resolvemos:
X>—=1 . (x=D(x+1) . X+l 1+1 2

x>l X3 —1 xlirll(x_l)(x2+1+1) o141 P14l 3

Calcule el siguiente limite: 111r21 48X
X—> X —_

Solucidn: Si resolvemos este limite directamente, llegamos a una indeterminacion:

. X —4x 2°-42 . .,
lim 3 =— = — = indeterminacion
x->2 X7 —8 22-8 0

Usaremos la regla de Ruffini:

1 0 4 0 1 0 0 -8

2 2 4 0 2 2 4 8

|1 2 0 0 1 2 4 0

X’ —4x = (x-2)(x* +2x) X —8=(x—2)(x* +2x+4)
Sustituyendo ahora en el limite, simplificamos y resolvemos:

X —ax . (x=D(X¥+2x) xpox 22422 8 2
lim—; = lim 5 =lim—; =— =—==
22 X' =8 o2 (x-2)(XP+2x+4) o2X42x+4 2242244 12 3
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2
E24 Calcule el siguiente limite: lim —XZ r2xl
x>-1 X" 4+ 6X+5

Solucion: Nuevamente hay indeterminacion:
X2 +2x+1  (-D)*+2:(-D+1 _0

im— = 5 — = indeterminacion
x>-1X°+6X+5 (=) +6:(-1)+5 0
Usaremos la regla de Ruffini:
1 2 1 1 6 5
-1 -1 -1 -1 -1 -5
|1 1 0 |1 5 0
X4+ 2X+1=(X+1)(X+1) = (x+1)? X +6X+5=(x+1)(x+5)
Sustituyendo ahora en el limite, simplificamos y resolvemos:
X2 +2x+1 (x+1)? . x4+l -1+1 0

oo 6%+ 5 _xlﬁn}l(x+1)(x+5) Tanixt5 145 4

Ejercicios:
9° Calcule el valor de los siguientes limites usando la regla de Ruffini:
2 2 3 2
2) lim x2 6X+8 b) lim x2 6X+8 0 lirnx 99X 2+27x 27
x4 X7 =TX+12 x>2 X* —5X+6 X3 X" =9
3 Qy2 _ 3 ay2 3 2y
d) limx3 8X 2+19x 12 o) lim2x3 3X 2+7x ) lim4x3+2;< X—=5
x>l X7 —6X"+11X—6 x=0 3X7 +2X° —X x>l X7+ X +X-=3

Sol: a) 2;b) 2;¢) 0; d) 3; ¢) -7, f) 5/2.

10° Calcule el valor de los siguientes limites usando la regla de Ruffini:

. X =2x° +4x-3 . =3x —ox? +12%2

a) lim——— > b) lim—; 5 >
x>l X7 4 X7 —4X"+8X—6 x>l X7 —6X" +7X"+10x-16

—x*+x2+3x-3 Xt —2x? —3x-2

¢) lim d) lim

) x*=2x* +x* +3x-3 ) 2x* =X = x> =5x—6

&) lim x*—2x*=3x-2 N lim2x4—12x3+19x2—6x+9
x>1 2x* —x* —x? —=5x—6 >3 X'+ x—10x* =x—15

Sol: a) 2/7; ) 0; ¢) 2/3; d) 7/13; ¢) 1/2; 1) 0.

11° Calcule el valor de los siguientes limites usando la regla de Ruffini:
X0 4+8%% +23x* +24%° —8x* —32x—16
a) hm 6 5 4 3 2
=1 2X° +13X7+28X" + 15X — 22X —28X -8
X°+8%° +23x* +24x> —8x* —32x~16

b) lim
) x>l X8 —5x7 +10x° —10x> +5x—1
o XO 48X +23x* +24x° —8x* —32x—16
¢) lim 8 7 6 2
x—>-1 X" =5x"+10x" —10x" +5x-1
X = A5 X -9 9 =X =5 +4x—1
d) lim : - - >
x—1 X =5x"+10X" =10x" +5x -1

Sol: a) 1;b) 9; ¢) 1/39; d) 0.
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En ocasiones, hay que usar hasta dos veces la regla de Ruffini para resolver la
indeterminacion. Veamos unos ejemplos:

Ejemplos:

3 y2
E25 Calcule el siguiente limite: lim X 2X 8x+12
2 X" —4x+4

Solucién: Hay indeterminacion:
X —x2—8x+12  2°-22-82+12 0

lim 5 > = — = indeterminacion
x>2 X" —4Xx+4 2°—42+4 0
Usaremos la regla de Ruffini:
1 -1 -8 12 1 4 4
2 2 2 12 2 2 4
|1 1 -6 0 |1 21 0
X’ = x* =8X+12 = (x=2)(X +x—6) X2 +6X+5=(X=2)(X=2) = (x—2)
Sustituyendo ahora en el limite e intentado resolver:
XX 8xt12 . (X=2)(X+X=6) X 4x—6
lim 5 =lim > =lim =...
X—2 X° —4X+ 4 xX—2 (X—Z) xX—2 X—2
2°+2-6 0 . L,
..=——— =—=indeterminacion
2-2 0
Debemos volver a usar la regla de Ruffini pero con el limite simplificado:
. X +X-6
lim———
X—2 X—2
1 1 —6
2 2 6

X2+ X—6=(X-2)(X+3)
Sustituyendo ahora en el limite e intentado resolver:
2
lim X" +X—6 :lim(x 2)(x+3) _
X—2 X—=2 X—2 X—=2

lirrzl(X+3)=2+3=5

3 gy2 _
E26 Calcule el siguiente limite: lim X3 sz xS
=1 X° +3X°—9X+5

Solucion: Nuevamente hay indeterminacion:
X =5x*+7x-3 P-51"+71-3 0

lim —; 5 == 5 = — = indeterminacion
x>1 X7 +3X°=9x+5 1'+31°-91+5 0
Usaremos la regla de Ruffini:
1 -5 7 3 1 3 -9 5
1 1 4 3 1 1 4 5
1 4 3 0 |1 4 5] 0

x* — 5% +7x—3:(x—1)(x2—4x+3) X + 3% —9x+5:(x—1)(x2 +4x—5)
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Sustituyendo ahora en el limite e intentado resolver:
X —5x*+7x-3 .. (X—l)(X2—4X+3) X2 —4X+3
im—; > =lim . = lim— =...
SUX 39X +5 o (X=X +4x=5) 01 X +4X=5

1> —41+3 . .,
..= ———— =—=indeterminacién
F+41-5 0
Usamos otra vez la regla de Ruffini con el limite simplificado:
x> —4x+3
N
ol X +4X-5
1 4 3 1 4 -5
1 1 3 1 1 5

|1 3 0 |1 5 0
X* —4x+3=(x-1)(x-3) X2 +4x=5=(X=1)(X+5)
Sustituyendo ahora en el limite e intentado resolver:
2
lim x2 4x+3 lim (X=1)(x=3) lim _
ol X7 +4X—=5 =l (X=1)(X+5) *=1x+5 6 3

x-3 -2 1

Ejercicios:
12° Calcule el valor de los siguientes limites usando la regla de Ruffini:
X+ X —x—1 X —=2x7 +2x* —2x+1

a) lim b) lim

) x>-12%% + 5%* +4x+1 ) x>1 2x* —4x> +5x* —6X+3
4 3 gy 4 3 2

¢) lim XT+2X =2x-1 d) lim X" +4X +4X

x>-1 X 2% +2x7 +2x+1
X* =3x* —9x* +27x*

-3 X' —6x> +7X* +12x—-18

2x +11%° +19%% +13x+3
x>-1 3x* +5% —x* —=5x -2
. 2XP 5% —4xP +12x
1) lim—; 3 5

-2 3% —13X" +14X" +4x -8
K lim x* —6x> +10X> —6X+9

>3 2x* —12x° +21x* —18x +27

x>-2 x* +4x° +2x> —8x—8
o 2xt 12X +24X% +16X
f) lim ) 3 2
x=>-2 X" +TX +18X° +20X+8
4 342
hy lim X 4+2x : 4x : 2X+3
x>l 6X" —TX —=3X"+3Xx+1
- X' +4x7 +5%7 +4x+4
j) lim " 3 >
x>2 X"+ 8X” + 11X +12Xx+12
X' +6X° +10xX* +6X+9
m 3 3 2
>3 X4+ 6X +TX —12Xx—-18

Sol: a) 2; b) 2/5; ¢) 0; d) 2; ) 54/7; 1) 4; g) —1; h) 2/3; 1) 7/4; ) 5/11; k) 10/21;1) 10/7.

13° Calcule el valor de los siguientes limites usando la regla de Ruffini:

. 2X0+6X7 +8x* +10x7 +12%X7 +8X +2

a) hm 7 6 5 4 3
o=l XD 43X 43X =X —4XT +4x+2
X =3x0+3%T 3% +8% —12X7 +8x -2

b) hm 7 6 5 4 3 2
x>0 X7 =3X" +3X° =3X" +9X" —15X" +11x-3

Sol: a) -2/5; b) 1/2.

14° Demostrar que:
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La regla de I.’Hopital-Bernoulli.

Esta regla se debe Johann Bernoulli, que fue quien la demostrd y la
desarrollé. Pero quien la publicé y la dio a conocer fue el marques de
L’Hopital, Guillaume Frangois Antoine, quien pagoé una considerable
suma de dinero a su maestro Bernoulli para que le revelara todos sus
descubrimientos. A la muerte del marques de L’Hopital, Bernoulli
reclamé publicamente sus descubrimientos revelando el acuerdo
econdmico firmado con L’Hdpital. Pero a pesar de ello, los méritos se

Guillaume

atribuyeron durante mucho tiempo al marques de L’Hopital. Francois Antoine
Marques de
La regla de L'Hopital-Bernoulli es utilizada para determinar L’Hopital.

numerosos limites indeterminados que de otra manera seria muy (1661-1704)

complicado calcular. Su eficacia es mayor como veremos que la regla
de Ruffini, pero en ciertos problemas, se ve superada por el método de aproximaciones.

Regla:
Dadas dos funciones f(X) y g(x) continuas y derivables en X = ¢, si f(X) y g(X) tienden

ambas a cero (o0 a infinito) cuando X tiende a € (C puede ser finito o infinito), entonces el
limite cuando X tiende a ¢ del cociente de f(X) y g(X) es igual al limite cuando X tiende a
¢ del cociente de las derivadas de f(X) y g(X), siempre que este limite exista:

Si limM = indeterminacion
X—C g(x)

imt ) iy TC0

X—>¢ g(x) x>c '(X) (2)

8|8 olo

Veamos unos ejemplos de aplicacion de la regla:

Ejemplos:

E27 Calcule el siguiente limite: lirrll X3 "
X—> X —_

2

Solucion: Si resolvemos este limite directamente, llegamos a una indeterminacion:

. X -1 1’-1 . L
lim ——— = ——— =— = indeterminacién
x->1x'—=1 I'=1 0
Por ello aplicamos la regla de L’Hopital:

=1 . 2x* 2

. . X —4X
E28 Calcule el siguiente limite: 11r121 S
X—> X j—

Solucion: Si resolvemos este limite directamente, llegamos a una indeterminacion:
. X —4x  2°-42
lim—; =—
x>2 x*—=8  2°-8
Resolvemos mediante la regla de L’Hopital y simplificamos:
X* —4x 3x’-4 32°-4 8

-2 X’ -8  x-2 3%° 3-2° 12

0 . L,
= — = indeterminacion

2
3
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2
E29 Calcule el siguiente limite: hmw

x>-1 X% + 6X+5

Solucion: Nuevamente hay indeterminacion:
2 2 N

im X2 +2x+1 = ( 1)2 +2(=D+1 :gsindeterminaci(’)n

x>-LX°+6x+5 (=I)’+6:(-DH)+5 0

Usando L Hopital:

lmx2+2x+1 i 2X+2 _2(=D+2_0_
-1+ 6X+5 12X +6  2(=1)+6 4

sin X

E30 Calcule el siguiente limite: hng
X—> X

Solucidén: Verificamos si existe indeterminacion:

. sinX s1n 0 O
lim = 6 = Indeterminacion

x=0 X 0
Aplicamos L Hopital:
. sinXx .. cosX cos0
lim =1lim = =1
x>0 X x->0 ] 1
E31 Calcule el siguiente limite: hngx+—1_1
X—> X

Solucidén: Verificamos si existe indeterminacion:

N e W (B e W
0

= 6 = Indeterminacion

X—0 X
Aplicamos L’Hopital:
1

—0
\/x+ -1 i 20X +1 Iy 11
m =lim =—
x—>0 x—0 1 x—=0 9 /X-i-l 2
Ejercicios
15° Calcule el valor de los siguientes limites usando la regla de L’Hopital:
2 2
2) lm —6X+8 b) lim x2 6X+8 0 th 9x 2+27x 27
H4x —-T7x+12 X2 X7 —5X+6 x=3 X" =9
2 _ 3_ 2 _
d) lim —8X 2+19x 12 o lim2x3 3X 2+7x f) lim 4%° +2x* —x -5
x> x> —6x> +11x—6 x>0 33X 42X —X >l x>+ x2+x-3
2x* —12xF +19x* —=6x+9 =3x—ox? +12%2
g) lim——7p—— . h) lim
x>3 X' 4 X —-10X"—x—-15 -1 X' —6x° +7x* +10x—-16

o X8 23X 424X —8x* —=32x—16
1) hm 6 5 4 3 2
x> 2X° +13X°+28X" +15X" —22X° — 28X —8&
XO—Ax® 45" + X0 —9x° +9x* — x> =5x* +4x—1
)hm 8 7 6 2
x—1 X =5x"+10x" =10%x" +5x -1
Sol: a) 2;b) 2;¢) 0; d) 3;¢)—7; ) 5/2; g) 0, h) 0; 1) 1.
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16° Calcule el valor de los siguientes limites:
) . sin(sin X . X+tanX
a) lim - b) hm(—) ¢) lim———
x>0 X +81n X x—0 X x>0 §1n X

N2X+1 =X +1
X

Sol:a);b) 1;¢)2;d) 1/2;

d) lim

x—0

En ocasiones, hay que usar varias veces en un mismo limite la regla de L’Hopital, esto es
debido a que en la primera derivada de f(X) y g(X) no conseguimos el objetivo de resolver
la indeterminacion, veamos unos ejemplos:

3 y2
E32 Calcule el siguiente limite: lim X 2X 8x+12
2 X" —4x+4

Solucion: Nuevamente hay indeterminacion:
. X =x?—8x+12 2°-2°-82+12 0 . L
lim 5 = > = — = indeterminacion
x>2 X" —4xX+4 2°—-42+4 0
Usando L’Hopital:
. X —x*-8x+12 . 3x’-2x—-8 32°-22-8
lim— =lim =
-2 X" —4x+4 -2 2X—4 22-4
Usamos otra vez la regla de L’Hdpital, pues la indeterminacion persiste:
. 3x2-2x-8 . 6x—2 62-2 10
lim =lim = =—=5
x>2  2xX—4 x>2 D 2 2

= 6 = indeterminacion

3 2
E33 Calcule el siguiente limite: lim X3 5X2 xS
-l X7 +3X°—=9X+5

Solucién: Nuevamente hay indeterminacion:

X*=5x*+7x=3 I’=-51*+71-3 0 . .
= = 6 = indeterminacion

lim 3 2 Y 2
=l X°4+3X"=9x+5 1"+31°-91+5
Usando L Hopital:

. X =5 +7x=3 . 3xX*—10x*+7 31*-101°+7 O . .,
lim 5 > =lim 5 > =— 5 = — = indeterminacion
x>l X7 4+3X°—9X+5 x>l 3X°+6X" -9 3N°+61°-9 0

Usando L Hopital:

3x2—10x2+7_li 6x-10 61-10 4 1

1m =lim = =——=
=1 3X*+6X° =9 =1 6X+6  61+6 12 3

X —sin X

E34 Calcule el siguiente limite: ling
X—> X

Solucion: Encontramos indeterminacion al intentar hacer directamente el limite:
X—sinX 0-sin0 0

lim > -— =— = indeterminacion
x—0 X 0 0
Usando L’Hopital:
. X—sinX .. l-cosx 1-cosO 1-1 0O . .,
lim — = lim = = = — = indeterminacion
x>0 X x>0 29X 20 0 0
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Aplicamos L’Hopital otra vez:
. l—cosx .. sinXx sin0 O
lim———=1lim = =_ =
x—0 2X x=»0 2 2 2

0

. L. . tanX—X
Calcule el siguiente limite: lim———
x=0 X —s1n X

Solucion: Hay indeterminacion:
. _tanX—-X tan0-0
lim — = -
=0 X—sinX 0-sin0
Aplicando L’Hopital:

0 . o
= — = indeterminacion

. tanXx—X .. l+tan’x—-1 . tan’X tan® 0 0O 0 . .,
Iim——— =lim————  =1lim = = = — = indeterminacion
x>0 X—sinX x>0 1—cosX x>0]—cosX 1—-cosO 1-1 0
Usamos L’Hopital otra vez:
sin X
2(1+tan” X)—— 2
. tan’ X . 2(1+tan” X)tan X . . 2(1+tan” X
lim =lim ( : ) =lim _COsX :hmgz...
x>0 ]—cosX x>0 sin X x—0 sin X x>0 cos X
_2(1+tan’0) 2
- cos0 1
. , . . arctan X — X
Calcule el siguiente limite: lim ——
x>0 gin X — X
Solucién: Hay indeterminacion:
. _arctanXx—X arctan0-0 O . .,
lim — =— = — =indeterminacion
x=>0  sin X — X sin0—0 0
Aplicando L’Hopital:
1 X
. arctanX—X . 27 2 . X
llm+=llmHX—=llmH—x= 5 =...
x=0  sin X — X =0 cosX—1 x»0cosx—1 x>0 (14X )(cosX—1)
—0?

o= 5 = 0 = indeterminacion
(1+07)(cosO—-1) 0

Volvemos a usar la regla de L’Hopital:
—X’ _ —2X

lim 5 =lim S =...
=0 (14+X7)(cosXx—1) x=02x(cosX—1)—(1+X")sin X
-2:0 0 . .,
So= ~——— = — = indeterminacion

2:0(cos0—1)—(1+07)sin0 0

Sigue sin resolverse la indeterminacion, volvemos a usar L’Hopital:

. —2X . -2

lim ———=1lim - >

x=0 2X(cosX—1)—(1+Xx7)sin X x>0 —4X-sin X+ cos X —2 — X" -Cos X
3 -2 2

~ —40sin0+cos0-2-0%-cosO0 1-2

=2
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Ejercicios
17° Calcule el valor de los siguientes limites:
3 2 4 3 2
—2X" +2x" —2x+1
2) lim % X ~X~l b) lim L
Xx—>-12x3 +5x% +4x+1 -1 2x* — 4% + 5% —6X+3
_ 4 3 2
¢) lim X' +2x° —2x-1 d) lim X" +4X7 +4x
x>-1 x4 2%° +2X2 +2X +1 x—>-2 x4 +4x3 +2x% —8x—8
. X* —=3x* —9x’ +27x’ . 2xP 412X + 247 +16X
e) lim—; 3 > ) lim— 3 >
=3 X" —6X" +7X" +12X-18 x>-2 X"+ 77X +18X" +20X+8

Sol: a) 2; b) 2/5; ¢) 0; d) 2; ¢) 54/7; 1) 4.

18° Calcular los siguientes limites mediante la regla de L’Hopital:

X —sin X _ 2 X a-x
a) lim : b) lim 2cosX42+X o) llme e' 2X
x>0 X X—0 X x=0 X —sin X
X — X —tan X —e*
d) llme —-1-X ¢) lim f lim1n(x+1) e +1
x—0 x> x-0 X*sin X X—0 eX_1-x
X_1_ In(Xx+1)— X)X
o) lim® 1-x ) lim 2-x"-2c08X (n(. )—X)
x>0 Xsin X H)(zJXJr Cx— 2) x>0 sinX—X

Sol: a) 1/6; b) 1/12; ¢) 2; d) 2; €) —1/3; £) —2; @) 1/2; h) 1/3; ) 3.

19° Calcular los siguientes limites mediante la regla de L Hopital:

. COSX _ ,

a) lim b) lim —1 tan X ¢) lim X-sec X
x-7/2 cotan X x->7/48in X — COS X xor

Sol: a) 1;b) -2 ; ¢) .

20° Calcular los siguientes limites mediante la regla de L’Hopital:

3x 2 . “X .8

a) lim— b) lim X! ) lim(e”x')
xaoo4x x>0 @
3 5

d) gg(e Inx’) 0 hmx_X  lim X' +2x

X—>ooe X—>0
X In(1+Xx 1™
s

Sol: a) w; b) 0; ¢) 0; d) 0; e) o; ) 0; g) o0; h) 0; 1) 0.

21° Calcular los siguientes limites mediante la regla de L’Hopital:
1

®) lim x Vi o) fim
1 tan X
1
d) lim(cos X)* e) lmon(xj f) Xlir{)l(x In x)
x—0" X—>
" 1
om(e(7]] W im0

Sol:a)0;b)w;¢) 1;d) 1;e) 1; f) o0; g) 1; h) 1.
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Series de Taylor:
Todas las funciones es posible aproximarlas local, o globalmente, a una serie
polinémica de potencias enteras. Dicha serie polindmica se denominan series de Taylor.
Las series de Taylor las calculamos centradas en un punto X, = @, es decir, dan un valor
exacto de la funcion en ese valor y aproximadamente exacto para los valores cercanos al
mismo. La formula para calcular series de Taylor es:
f n(a)(x _ a)Z f m(a)(x _ a)3 f vm(a)(x _ a)4
+ + +...
2! 3! 4!
Las series que vamos a estudiar estan centradas en X, = 0. Las series de Taylor de las
funciones mas famosas son:

f(x)= f(a)+ f'(a)l('x_ah

X3 XS X7 X9 X11

sinX=X——+—-——+——-"—+
3 57 o9 1l
W2 xd x6 (8 0
CosX=l-—4——-—+——— +

200 4 6 8 10!
2 X3 4 5 6

e = lexi X XX
200 30 4 51 6l
2 3 4
aX=1+xlna+(Xlna) +(xh;a) +(x12'a) +...

Se supone que utilizando los infinitos términos de la serie, conseguimos reproducir
integramente la funcién para toda la recta real. Sin embargo hay series que solo logran
calcular valores exactos en un intervalo entorno al punto X, = 0, es el caso de las

siguientes:

1n(1+x):x—x—+———+———+... -l<x<l1

1 13x 135x 1357 %
+ +

arcsin X =X+——+——+ — — —l<x<l
23 245 2467 2468 9
pia 1x 13x 135 %
arccosX=——| X+——+——+——+... —-1<x<1
2 23 245 2467
x> 2x° 17X
tan X = X+—+—+ -1<x<1
3 15 315
3 XS X7 X9
arctanX=X——+———+——... —-1<x<l1
3 5 7 9
1 1 13
NI+ X =l4=x——x*+——x*—... —1<x<1
27 245 246
1 2 25
M+X=l+=x——x*+——x’—... —1<x<l1
3 36 369

La importancia de las Series de Taylor reside en que con ellas podremos resolver
muchos limites en matematicas que solo podemos calcularlos con la regla L Hopital o
cuando esta resulta ser imposible de usar en un determinado caso. Con series de Taylor,
también podremos estudiar algunos sistemas fisicos como las oscilaciones armoénicas
del péndulo simple. Y es con series de Taylor como podremos demostrar algunas reglas
de derivacion.

Partiendo de las anteriores series de Taylor centradas en X, = 0, vamos a ver técnicas
que nos permitan calcular series de Taylor de funciones parecidas.
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Ejemplos:
E1l Calcule la serie de Taylor centrada en Xy = 0 de:
. 2 tan X
a) f(x)=sin(x*) b) f(x)=e*"" c) f(x)= a1; c) f(x)=¢e"-cosx

Solucion: a) Partiendo de la serie del seno centrada en Xy = 0:

X3 XS X7 X9 Xll

sinX=X——+-———+———+
35t 79 1l

Sustituimos ahora cada X por X2, logrando asi calcular la serie de Taylor:
p g y
2N\3 2N\5 2N\7 259 6 10 14 18
X X X X X X X X
O 0 ) O

sinx? = x*

3 51 71 91 3150 71 91T

b) Partiendo de la serie de Taylor de e* centrada en Xo= 0:

2 X3 X4 X5

‘ X
g =14+ X+—+—+—+—...
21 31 41 5!
Teniendo en cuenta que:
f(x)=e"" =ee*

Sustituimos ahora cada x por X%, logrando asi calcular la serie de Taylor de X

252 253 2\4 2\5 4 6 8 10
) L) ) ] e XX, X X

2! 3! 4! 5! 21 31 41 5!
Y multiplicando por e, calculamos la serie de Taylor:

4 6 8 10
2 2 X X X X
f(x)=e""" =ee* :e-(1+x2+—+—+—+ ]

2
eX =1+x*+

2131 41 51
c) Partiendo de la serie de Taylor de la tangente centrada en Xo= 0:
x> 2x7 17X
tan X = X+ —+—+
3 15 315

—-1<x<l1

Sustituimos ahora en la funcion:
tanx 1 ( X 2x° 17X J Xt 2x* 17x¢
=—| X +.. +

—+
3 15 315

—+
3 15 315

X X

d) En este caso partiremos de las series de Taylor centrada en Xo= 0 del coseno y de €' y
las multiplicaremos entre si:

x> X xt X x> xt xS
eX-cosx:(1+x+—+—+—+—...j{l——-k———...j
21 31 41 5 21 4! 6!

Desarrollando unos pocos términos:

X xt* X X
ehcosX=l+x—-——"—-2 4 |
3 6 30 630

No incluimos ejercicios en esta seccion. La importancia de este capitulo es solo por
ampliar conocimientos que seran de utilidad para los primeros cursos de carrera.

En la siguiente seccion veremos algunas de las aplicaciones de estas series en la
resolucion de limites.
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Aplicaciones de las series de Taylor a los limites:

Se trata de un método de resolucion de limites en los que intervienen funciones con
series de Taylor conocidas. El método por lo general resulta ser mas rapido que el
método de L’Hopital, y su utilidad es trascendental a la hora de demostrar algunas
expresiones de derivacion.

Primeras aproximaciones de Taylor:

Si se da la circunstancia que X— 0 o que X en radianes es muy pequefio, los términos de
potencias altas de las series de Taylor se hacen tan pequefios que se vuelven
despreciables frente a los términos de potencias mas bajas, por tanto podemos
aproximar estas funciones asi:

x2
sin X = X cosX~1—-— tan X = X
2!
. T
arcsin X = X arccos X =~ 3_ X arctan X = X
X ~1+x a¥ ~1+xlna In(1+ X) = X

\/1+Xz1+§ \3/1+Xz1+§

Veamos unos ejemplos.

Ejemplos:
sin X

Calcule el siguiente limite: lim——
X=>0 X

., . sinX .. X
Solucion: im——~lim—=1
X—0 X X—0 X

Vx+1-1

Calcule el siguiente limite: lim

X—0 X
o AT B
Solucion: lim X = fim—2  _jim2 —fimL =l
x—0 X x—0 X x=0 ¥ x—0 2

Ejercicios:

Calcular los siguientes limites:

. X . _l—cosx ) 1
a) lim—=— b) lim—> c) lim (cosec X — —j
x-0 X +s1n X x>0 3X X0 X
. . . 1—cosX ; _
d) hm(sm X)X e) lim limm
X—0 X—0 (ex _ 1)2 *o1 X2 — 3X N 2
) lim XFtanx h) lim X cotan X i) lim sin(sin X)
Xx—0 sin X X—0 50 X -

Sol: a) 1/2;b) 1/6;¢) 0; d) 1; ¢) 1/2; £)—1; g) 2; h) 1;1) 1.
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Segundas aproximaciones de Taylor:
En ocasiones se hace necesario utilizar las segundas aproximaciones de Taylor, pues al
cancelarse las primeras, las segundas aproximaciones cobran una relevancia decisiva.

. X3 2 X4 X3
sinX = X —— cosXrl-——+— tan X = X+ —
6 2 24 3
. x° r x* X’
arcs1nxzx+z arccosxz——x—z arctan X =~ X ——
2 2 2
X XIna X
e I+ X+— aX:1+xlna+u In(1+X) = X——
2 2
2 2
X X X X
VI+ X =l+=—— J+x=1+=——
2 8 3 9
Ejemplos:
. . . X—sinX
E17 Calcule el siguiente limite: lim———
x—0 X
X=X+ X X
: - — — 2
.. X—sinX . . . X
Solucion: lim>—= ~ lim——9 =1im-% =lim=- =0
X—0 X x—0 X x—0 X x—0 6
.. , . . tanX—X
E18 Calcule el siguiente limite: lim ———
x>0 X —sin X
L
. . _tanX—-X .. . .
Solucion: lim —— =1lim 3 3 zhm%:hmi: =2
Xx—=0 X —s1n X x—=0 x=>0 X x>0 |
X—X+— — —
6 6
o , .. .. arctanX
E19 Calcule el siguiente limite: lim———
x>0 §1n X — X
y X’ y X’ X’
. .. arctanX . 3 .3 . X 3 .6
Solucion: lim——— =1im 33 =lim 33 :11m—3—%:11m—2—2:oo
x=0 g1n X — X x—0 X Xx—0 X x=0 X X x—=>0 X
6 6 6 6
Ejercicios:
13° Calcular los siguientes limites:
. X—sinX . 2c08X—2+X . ef—e"=2x
a) lim——-— b) Im——— ¢) lim———
x>0 X x—0 x* x>0 X —sin X
. e —1-x . X—tanX . In(x+1)—e*+1
d) lim——— e) lim—— ) limn* D
x—0 X x>0 X7 s1n X x—0 eX_1-x
. e —1-x . 2-x*—2cosX .. (In(x+1)=x)x
g) Ilm——— h) lim 1) hm( ( - ) )
x>0 Xsin X x>0 (zﬁ/x+ —X—2)X2 x>0 sin X—X

Sol: a) 1/6; b) 1/12; ¢) 2; d) 2; €) —1/3; f) —2; g) 1/2; h) 1/3; i) 3.
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Definicion de derivada:

Las derivadas estudiadas anteriormente se definen matematicamente a partir de los
limites. Asi una derivada de una funcién se define por:

Definicion: Dada una funcion f :A - R, con A e R, se define su derivada como:
£1(x) = lim f(x+h)—f(x)

h—0 h

Cualquier funcién puede ser derivada siguiendo unica y exclusivamente esta regla. No
obstante, los limites usando esta definicion se llegan a complicar tanto que por eso se
hace necesario usar las reglas de derivacion y no la definicion de derivada. El objetivo
de este capitulo, es demostrar tan solo unas pocas reglas de derivacion y emplear la
expresion anterior para calcular algunas derivadas.

Derivada de una constante:
f()=k—> f'(x)=0|

Aplicando la definicion:

Fr(x) = lim - XM =100 K=k 0
h—0 h h—»0 h h—0 h

Veamos un ejemplo:

Ejemplo:

Derive usando la definicion: f(X)=4

Solucion: f'(x)= lim~ XMW =100 4=4 00
h—0 h h—»0 h h—0 h

Derivada de una variable por una constante:
f)=ax— f'(x)=a

Aplicando la definicion:
X+h-x .. h

h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
Veamos unos ejemplos:

Ejemplos:
Derive usando la definicion: f(x) =X
m (X+h)—x h

Solucién: f'(x)=1i =lim—=1
h— h—0 n

Derive usando la definicion: f(x)=5x

=lim =lim 5

h—0 h h—0 h

Solucion: f'(x)=}1in35(x+h);(5x+3) 5%+ 5h—5x ﬁ:
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Derivadas de una variable elevado a una potencia entera:

f(x)=ax" > f'(x)=anx""!

Aplicando la definicion:
a(x+h)"—ax =alim(x+h) —X _

h—0

F1(x) = lim

Recordando ahora que:

(X+h)"=(njx”+(njx”‘lh+(an”‘2h2+(njx“‘3h3+...+( " )xh”‘#[nJh”
0 1 2 3 n—1 N

Donde:
ny n!
r) (n—r)lr!

Es posible recordar que estos coeficientes proceden del tridngulo de Tartaglia:

1 (0]
1 1 rlﬁkﬂjrl
] wkﬂ,wg] ?
1 | 3 i 3 | 1 *‘kajr*ﬁj 3 [:] )
> HEEEERE

Por tanto:
n n n n n
X" + X"Th+|  |x"?h? +...+ xh"" + h" —x"
. \0 1 2 n-1 n
...=alim =...
h—0 h
n n n
X" +nx""h+|  [x"h*+...+ xh™ 4 A" = X"
. 2 n-1 n
...=alim =...
h—0 h
n n n
nx"'h+|  |x"?h?+...+ xh"™" + h"
. 2 n-1 n
...=alim =...
h—0 h
n n n
o=alim| nxX""+| X" ?h+...+ xh" 2+ [h"" |=anx™!
h—0 2 n-1 n

Veamos ahora unos ejemplos:
Ejemplos:

E22 Derive usando la definicién: f(x)=3x

3(x+h)’—=3x*> lim 3x* +3h* + 6hx-3x> lim3h2 +6hx

Solucion: f'(x)= Lir%

h—0 h h—0 h
...:Linol3h+6x:6x
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Derivada de una suma de funciones:
f(X) =u() +v(x) > ') =u'+V|

Aplicando la definicion:
F1(x) = limu(x+ h) +v(X+h)—u(x)—-Vv(x) _
h—0 h
Separando ahora en dos limites:
u(x+h)—u(x) +lim V(X+h)—v(x)

v = ng} o lim . =U'(X)+V'(X)
Veamos unos ejemplos:
Ejemplos:
E23 Derive usando la definicion: f(x)=x"+4
4 v 4 3 22 3 4 4
Solucion: f'(x):lim(x+h) +4-X 4:hmx +4x’h+6x°h”" +4xh” +h* —x _
h—0 h—0 h
3 2102 3 4
...=1im4x h+6xh +4xh +h =1lim4x’ +6x’h+4xh> +h’ = 4x°
h—0 h h—0
E24 Derive usando la definicion: f(x)=3x*-x’
4 3 4 3
Solucién: f'(x):lim3(x+h) (x+h)" —3x"+X =...
h—0 h
4 4 33
= lim S 23X X
h—0 h h—0
31 x* +4x’h+6x°h* + 4xh’* +h* —x* g X +3x°h+3xh’ +h* —x*
.. =3lim . lim . =...

- 3lim(4x3 +6x*h+4xh> + h3)—lim(3x2 +3xh+ h2) —12x% - 3%
h—0 h—0

Derivada de una funcion elevada a una potencia entera:

f(x)=au" - f(x)=anu'u™’

Aplicando la definicion:

£10) :nm(a“”“*h)—a“”(x)j _ aﬁm[(u(xm))” ~(U0)" u(x+ h)—u(x)J -

h—0 h h—0 h u(x+h)—u(x)

. alim(u(x+ h)—u(x) (u(x+h))"—(u(x))" ] _
h—0 h u(x+h)—u(x)

- a{hm u(x+ h)—u(x)Hhm(u(xJr )" - (u(x))’ } B
h—0 h h-0  u(x+h)y—u(x)
o —au(dim UOED) —(Ue9)
-0 u(x+h)y—u(x)
Para concluir, usamos un cambio de variable:
Z=u(X+h)—u(x) o u(x+h)y=u(x)+z
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y asi como h — 0 entonces z — 0, y desembocamos en un caso deducido
anteriormente:

(u(x)+2)" = (ux))’

z

=au'(x)lim =au'(x)(nu""'(x)) = anu'u™"

Veamos un ejemplo:

Ejemplo:

Derive usando la definiciéon: f(x)=(x-1)’

Solucién: f'(x)= (X+h_1)3 —(x=D'_

h»O h
(x+h 1)’ —(x-1) (X+h-1)-(x-1) lim (x+h=1)’ = (x=1)° h
hﬁO (X+h-1)—(x-1) h -0 (X+h-1)—(x-1) h

im (X+h-=1) = (x- 1)
h50 (X+h-1)—(x- 1)
Hacemos ahora un cambio de parametro:
Z=(X+h-1)-(x-D)e xX+h-1)=x-1D+z
y como h — 0 entonces z — 0, por tanto el limite:
=12£r(}(x—1+ z):—(x—l)3 _ lzig.l(x_l)} +3(x—1)2z+3z(x—1)z2 +77 —(x-1) _

= 1inr013(x—1)2 +3(x=Dz+2° =3(x-1)

Derive usando la definicion: f(x)= (X2 + 1)3

((x+ h)* +1)3 —(x2 +1)3

Solucion: f'(x) = Lir% =...

h
_lim((x+h)2+1)3—(X2+1)3_(x+h)2+1—(x2+l) ~
b0 (x+h)Y+1- (X2 +1) h -

((x+h)2 +1)3 —(x2 +1)3 'hx+h:+h ((x+h)2 +1)3 —(x2 +1)3

..=lim . =2x1lim =...

-0 (x+h)> +1=(X* +1) h -0 (x+h)> +1=(x* +1)
Cambiamos de variable:
z=(X+h’ +1-(X*+) > (X+h)Y +1=(X>+1)+2
y como h — 0 entonces z — 0, luego:
(O +x)+ z)3 —(x*+ x)3

2 32 3
=2xlim ((X +X)+Z) (X +X) =2Xlim =...
z—0 Z z—0 Z

Temporalmente cambiamos (X* + X) por W, para facilitar los calculos:

3_ 3 3 2 2 3 w3
..:hm(—(W”) 7 ]-(2x+1):hm(w rIwWzeIweThz W ]-(2x+1):

-0 Z 720 VA

_1; 2 2. _ 2. _ 2 2
.._125101(3w +3WzZ+72 )(2x+1)_3w (2x+1) =32x+1)(X* +Xx)
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Derivada de un producto:

f(X)=uv—> f'(x)=u'v+Vv'u

Aplicando la definicion:
£1(%) = lim u(x+hyv(x+h)—u(x)v(x) _
h—0 h
Creamos dos términos, contrarios y que se anularian entre si, para asi lograr la
demostracion:
Mim u(x+hyv(x+h)—u(x)v(x+h)+u(xX)v(x+h)—u(x)v(x) _
h—0 h

Los separamos en la suma de dos limites:
_ Ling u(X+h)v(x+ h; —u(X)v(x+h) N Lin(} U(X)v(X + hr: —u(X)v(x) _

...=1imv(x+h)w+u(x)limw:vu'+uv'
h—0 h h—0 h
Ejemplos:
o7 Derive usando la definicion: f(x)= XZ(X + 1)
h)* h+1)-x* 1
Solucién: f'(X):Lin(}(X+ ) (X+ J ) XT(x+ ):
i (x+h)? (x+h+1)=(x+h)* (x+1)+(x+h)* (x+1)— x> (x+1)
...=lim =...
h—0 h
2 _ 2 2 2
:lim(x+h) (x+h+1)—(x+h) (X+1)+lim(x+h) (x+1)—x (x+1):
h—0 h h—0 h
h+1)—(x+1 2_x
...:lim[(XJrh)z(X+ +)-(x+ )j+(x+1)lim(MJ=...
h—0 h h—0 h
2 2 2
...:lim((x+h)zhj+(x+1)lim(x +2Mxrh - j:
h—0 h h—0 h
2
..:x2+(x+1)lim(2hx+h ):2x(x+1)+x2
h—0
Ejercicios:
1° Calcula la derivada de las siguientes funciones usando la definicion de derivada:
a) f(x)=5 b) f(x)=x—4 ) f(x)=6x-4
d) f(X)=x"+x e) f(X)=4x>—-6 ) f(x)=x
g) f(x)=(x-3)° h) f(x)=4x>+1)" i) f(xX)=x>(x+1)"
i) f0)=x k) f(x)=xx ) f(x)=/x+1

Sol:a) f'(x)=0;b) f'(X)=1;¢) f'(X)=6;d) f'(X)=2x+1;¢) f'(X)=8x;
) f'(x)=5x";g) f'(X)=8(x=3)";h) f'(X)=80x(4x>+1)’;

) - Dy 10, y2. 9. Fryy— . (x) = _X .

D) 0 =2xx+D"" +x210(x+1)°; ) (%) 2\/;,1() f(x) \/§+2&,
1

D f(x)= .

) ) 24X +1
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Continuidad de funciones.

1. Criterio general de continuidad de funciones:
En dos dimensiones diremos que una funcion es continua si podemos dibujarla sin

necesidad de levantar el 1apiz del papel.

Una funcion f (X) es continua en X = a si cumple las siguientes condiciones:
1) Siexiste f(a), es decir, la funcion esta definida en X = a.

2) Si existe el limite:
lim f (X)

Esto se comprueba si se verifica que:
lim f(x) = lim f(x)
3) Sisoniguales f(a)=1im f(X).

Cumplidas estas tres condiciones, afirmamos que la funcién es continua en X = a. Si
alguna no se cumple, hablaremos de discontinuidades en puntos o en intervalos.

2.1. Discontinuidad evitable o removible:
Es aquella discontinuidad en que falla la tercera condicion. El valor del limite no
coincide con el de la funcion en dicho punto, o bien la funcion no existe en ese punto.

+y 4y
1L tL
: d g d
h\/ * E\/
Af(a) 3f (@)=L"
lxig;f(x):L lxiir;f(x):L

2.2 Discontinuidad de primera especie:
Es aquella discontinuidad en que falla la segunda condicion, el limite no existe. Esta

discontinuidad puede ser de dos tipos, de salto finito y de salto infinito o asintoticas.

+y +y
X X
e
o 4 a P g
Salto =|lim f(x)—lim f(X)|= o0 Salto =|lim f(x)—lim f(X)|=00

A las de salto infinito se las llama frecuentemente asintoticas.
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En estas otras discontinuidades no es posible determinar el salto, es indeterminado. Se
las cataloga fundamentalmente de asintdticas:

. =
4 ,Ij___x’
— -
lim f (X) = +o0 lim f (X) = -0

Ejemplos:

Determine el dominio y continuidad de las siguientes funciones racionales. Clasifica
ademas las discontinuidades siguientes:

) 10=35 T

X X+3
f(x)=
&) F00=—5—3

Solucion: En las funciones racionales descartaremos siempre como puntos del dominio
a todos aquellos que anulen el denominador. Vayamos caso por caso:

a) Procedemos a igualar a cero el denominador:

f(x):il—>x—1=0—>x=1

Podemos verificar ademas que:
1 1
f)y=—=—=
@ 1-1 0
Por tanto, el dominio es: Dom f(X)=R — {1} .Y como en X = 1 no tiene sentido la

=iw

funcion, la funcion no es continua en X = 1: Continuidad f (X) =R - {1} . Clasifiquemos

la discontinuidad:
X 1 1

m—— =— =200

li =—
-ix—1 1-1 0
En x =1 tenemos una discontinuidad de primera especie y de salto infinito.

b) Procedemos a igualar a cero el denominador:

X —24~/2° 451 24416
f(X)=—————> X +2x+5=0>x= =
X" +2X+5 2 2
Observamos que el denominador jamas sera nulo, podemos sentenciar automaticamente
que la funcidon que ibamos a estudiar tiene por dominio: Dom f (X) =R. Al no existir

puntos que produzcan singularidades, podemos decir que Continuidad f(X)=R.

¢) Procedemos a igualar a cero el denominador:

f(x)= X2+39 S>X-9=0>x =9 x=+/9 =43
X —_
Podemos verificar ademas que:
f(3)= 32+ 3_6_ too f(-3)= L:FS _9 = Indeterminacion
33-9 0 -3)-9 0
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Por tanto, el dominio es: Dom f(X)=R - {ir3} . Por no existir la funcion en ambos

puntos, no es continua en ambos puntos: Continuidad f (X)=R — {i3} . Estudiemos el

tipo de discontinuidad en cada caso:

x+3 3+3 6 e

B9 3¥_9 0
X+3 -3+3 0 X+3 ) 1 1
im — = > = — = Indeterminacion - llm — = lim——=——
x>3X" =9 (=3)"-9 0 >3 (X+3)(X=3) *»>3x-3 6

En X = 3 hay discontinuidad de primera especie de salto infinito. En el caso de X =3 el
limite existe, es una discontinuidad evitable.

Ejercicios:
1° Hallael dominio de las siguientes funciones:
) F00=—— b) f(=2"2 0 f(0=2"2
-1 X+3 X+5
d)f()—fi2 &) F(0= T E——
-4 - X7 +2X+1
B f00=3" h) f(x)= 5 i) f0=2"
- X~ +1 X" -
X2 +1 X2 +2x+3 1
f)=—F—5— k) f(x)= D f(x)=
AR x*—2x% +1 ) T0= x> +3x% +3x+1 (¢ =1)(x* -4)
Sol: a) Dom f =R—{1}; b) Dom f =R—{-3}; c) Dom f =R—{-5};
d) Dom f :]R—{4} e) Dom f = —{il} f) Dom f = —{—1};
g) Dom f =R—-{0,1} ; h) Domf:R'i) Dom f =R —{%1};
j) Dom f =R—{£1};k) Dom f =R—{-1} ;1) Dom f = R—{+1,+2}.

2° Determina el dominio y la continuidad y clasifica las discontinuidades presentes en las

siguientes funciones:

2
a)nm=x‘1

d) f(x)_ X+2

X+1

)f()—
24X
x> -1

t_oxt+1
X2 —Xx—6

m) f(X)=——
) 1) N )
Sol: a) Dom f =R —{1}
b) Dom f :]R—{ 3

¢) Dom f =R—{-5

3 f(X)—

Continuidad f =R—{-5};d) Dom f =R -

— 254 —

2 2
X +X—-06 X" +5X
b) f(X)=———— c) f(x)=
) T(x) 3 ) £(X) (X157
3 1
_x -1 F(X) =~
©) T =7 B 1K) X2 +2x+1
3 X—-3
hy f(x)=> ! D f00=—
X+1
3 2 (x+1)(x+2)
K) f(x):x +23x +3x+1 1) f(x)= - .
X2 +2x+1 (X" =1D(x"-4)
3 2 N 2
X~ —5X"+8x—4 —2X°—X+2
n) f(x)= i) f(x)=
) 1) x> —3x% +2x m) 100 = X% +3x+2
,en x = 1 discontinuidad evitable, Continuidad f =R —{1};

-3}, en x =3 discontinuidad evitable, Continuidad f = R—{-3} ;
} , en X = =5 discontinuidad de primera especie de salto infinito,

{£2}, en x =2 discontinuidad de
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primera especie de salto infinito, en X = -2 hay discontinuidad evitable,
Continuidad f = —{_ } ;) Dom f = —{il} , en X = —1 discontinuidad de

primera especie de salto infinito, en X = 1 hay discontinuidad evitable,
Continuidad f =R —{*1}; f) Dom f =R—{-1}, en x=—1 discontinuidad evitable,

Continuidad f =R — {—1} ;€) Domf =R - {—1, 0} , en X = —1 discontinuidad

evitable, en X = 0 discontinuidad de primera especie de salto infinito,
Continuidad f =R - {—1, 0} ;h) Dom f =R - {—1} , en X = —1 discontinuidad

evitable, Continuidad f =R — {—1} ;1) Dom f =R —{i3} , en X = 3 discontinuidad

evitable, en X = -3 discontinuidad de primera especie de salto infinito,
Continuidad f =R —{i3} ,j) Dom f =R - {il} , en X = *1 discontinuidades

de primera especie de salto infinito; k) Dom f = R—{-1}, enx=-1
discontinuidad evitable; 1) Dom f = R—{£1,+2},enx=-1yx=-2

discontinuidades evitables, en X = 1 y X = 2 discontinuidades de primera

especie de salto infinito, Continuidad f = R —{£1,4#2}; m) Dom f =R—{-2,1}, en
= -2 discontinuidad evitable, en X = 1 dlscontmuldad de primera especie de salto
infinito, Continuidad f =R —{-2,1}; n) Dom f =R—-{0,1,2},enx=0

discontinuidad de primera especie de salto infinito, en X=1y x=2
discontinuidades evitables, Continuidad f =R—{0,1,2}; fi) Dom f =R {1, 2},

en X =1y x=2 discontinuidades evitables, Continuidad f =R —{1, 2} .

3° Determina los valores de a y b para que las siguientes discontinuidades sean evitables:
x> +ax+b x> +ax* +bx+6 ax’ +bx —X+2

2 Tx e . 0) 1()= X2 +3X+2 9 T0= 2_x-2

Sol:a)a=4,b=0;b)a=6,b=11;c)a=1,b=-2.

4° Son iguales las siguientes funciones:

1 -1
a) f0=2y g(x)=1 b) f00=——y 900 =
X ( 1y
0 F(0=x+1y g(X)=x B 100="y g =2
_8 _2 f(x =—2+1 X) = !
& f(0="y g(x)=" B 100 (X2+1)2Y9() 1

Sol: No son iguales en los apartado a y b porque los dominios y recorridos son distintos.
No son iguales en los apartado € y d porque no son idénticas las correspondencias
entre puntos del dominio y del recorrido.

Si son iguales en los apartados e y f porque son iguales los dominios y los
recorridos, y porque en ambas funciones las correspondencias entre puntos del
dominio y del recorrido son idénticas.
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2.3. Continuidad y dominio de funciones definidas a trozos:
Seguimos jugando con las condiciones de continuidad antes mencionadas, esta vez
aplicandolo a funciones definidas a trozos. Veamos unos ejemplos:

Ejemplos:

Determina la continuidad y el dominio de la siguiente funcion:

£ () Xx—-1 x<£3
X) =
x> x>3

Solucidn: Las distintas expresiones de la funcion son polinomicas, luego son siempre
continuas dentro de sus intervalos de definicion. El punto conflictivo es el X =3 que
hace de frontera en los dos intervalos, estudiaremos la continuidad en dicho punto:
1) ¢Existe f(x) en x=3? Si, porque f(3)=2.
2) (Existe el limite de la funcidén cuando X tiende a 3? No, porque los limites
laterales en torno a X = 3 no coinciden.

lim f(x)= lim x* =9

lim f (X) — x—3% x—3"
x—>3 lim f(x)= lim (x—1)=2
X—3" X—3"

Hay discontinuidad de salto finito en X = 3 por la no coincidencia de los limites
laterales en el punto. Como esta definida en X = 3 y vale 2, su dominio es Dom f =R.

Determina la continuidad y el dominio de la siguiente funcién:

X+4 Xx<3
f(X)=42x*-3 3<x<5
1 X>5

Solucion: Las distintas expresiones de la funcion son polindmicas, por tanto son
continuas en R y en sus intervalos de definicion. Los puntos conflictivos son el X =3
y el x=15, en ellos estudiaremos la continuidad. Empezamos con el X = 3:
1) ¢(Existe f(x) en X =3? Si, porque f(3)=7.
2) (Existe el limite de la funcidon cuando X tiende a 3? No, porque los limites
laterales en torno a X = 3 no coinciden.

lim f(x)= lim 2x*-3=15

lim f (X) — x—3* x—=3*
x—3 lim f(X)= lim (x+4)=7
X—3" X—3"

No coinciden los valores finitos de los limites laterales en x = 3, hay discontinuidad de
salto finito. Analizamos ahora para X = 5:
1) ¢Existe f(X) en X =15? No, porque f(5) no esta definida.
2) (Existe el limite de la funcion cuando X tiende a 5? No, porque los limites
laterales en torno a X = 3 no coinciden.
lim f(x)=lim I=1

) x—5" x—5" . .
lim f(X)= ” ” = No existe limite.

x5 lim f(x)= lim (2x2—3):47

X—5" X—5"
En x =5, hay discontinuidad de salto finito. Como la funcion esta definidaenx=3y
no definida en x = 5, su dominio es: Dom f =R —{5}.
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E4 Determina la continuidad y el dominio de la siguiente funcion:

X+4 X<3
f(x)=413-2x 3<x<6
1 X=>6

Solucioén: Las distintas expresiones de la funcion son polindmicas, por tanto son
continuas en R y en sus intervalos de definicion. Puntos conflictivos son X =3 y el

X = 6, en ellos estudiaremos la continuidad. Empezando por el X = 3:

1) ¢Existe f(x) en x=3? Si, porque f(3)=7.
2) (Existe el limite de la funcion cuando X tiende a 3? Si, porque los limites

laterales en torno a X = 3 coinciden.

lim+ f(x)= lim+(13 -2x)=7
lim f(x)=4 " x>
lim f(x)= lim (x+4)=7

X—3
X—3" X—3"

3) La funcién es continua en X = 3 porque coincide el valor de la definicion de la

funcién en dicho punto con sus limites laterales.
f(3):lin} f(X)=Ilim f(x)=1lim f(x)=7
X— x—3" X—3~

Analizamos la continuidad en el punto x = 6.
1) ¢Existe f(x) en X = 6? Si, porque f(6)=1.
2) ¢Existe el limite de la funcion cuando X tiende a 6? Si, porque los limites

laterales en torno a X = 6 coinciden.
lim+ f(x)= lim+ 1=1
lim f(x)=1*7° x>0
lim f(x)= lim (13-2x)=1

X—6
X—6" X—6"~

3) La funcion es continua en X = 6 porque coincide el valor de la definicion de la

funcion en dicho punto con sus limites laterales.
f(6)=ling f(x)=1lim f(x)=lim f(x)=1
X—> X—>6" X—>6~

Y como esta definida la funcion en todos los puntos de R, el dominio es Dom f =R

E5 Determina la continuidad y el dominio de la siguiente funcion:

<
X+5
1
f(x)= —3<x<5
=1
T s
X

Solucion: Las distintas expresiones de la funcion son funciones racionales, busquemos
discontinuidades de salto infinito en ellas y verificaremos si estan dentro o no de los

intervalos de definicion:
El punto X = —5 se encuentra en el intervalo de
definicion de fi(x). Es discontinuidad de salto

X+5 x5
infinito. Por lo tanto, f(—5) no esta definida.

-Se (—oo, - 3]
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1 . X = 12 esta en el intervalo de definicion de f,(X).
= == . .. . .
(%) x> —4 - xlgf_rlz f2 (0 =0 Son discontinuidades de salto infinito. Por lo

e (_3 5) tanto, f(+2) son puntos no definidos.

9;(X) = 1 — lim g5(X) = %00 El punto X = 0 no se encuentra en el intervalo
X x>0 de definicion de f3(X) y por tanto no afectara a

0¢[5,) la definicion de la funcion en x = 0.

Ahora estudiaremos la funcién en los extremos de los intervalos de definicion.
Empezamos por el punto x = 3.
1) ¢(Existe f(x) en X =-3? Si, porque f(-3) esta definida: f(-3)=1/2
2) (Existe el limite de la funcidén cuando X tiende a —3? No, porque los limites
laterales en torno a X = —3 no coinciden.

lim f(x)= lim 21 =l
lim f(x)= x—-3" x>-3t X" —4 5
x—>-3 . . 1 1
lim f(x)= lim ——=—
X—=3" x—>-3" X+5 2

El estar definida la funcion en X = -3 y no coincidir en ese punto el valor finito de los
limites laterales, nos lleva a hablar de discontinuidad de salto finito en ese punto.
Analizamos ahora el punto x = 5.
1) ¢(Existe f(x) en X =5? Si, porque f(5) esta definida: f(5)=1/5
2) (Existe el limite de la funcidon cuando X tiende a 5?7 No, porque los limites
laterales en torno a X = -3 no coinciden.

lim f(x)= lim l:l

lim f (x) = x—5" x—>5t X 5

X—5 ) ) 1 1
lim f(x)=lim —=—
X—5" x5~ X" —4 21

Discontinuidad de salto finito al no coincidir en X = 5 los limites laterales. Como la
funcién no esta definida en x = £2 y x =-5, el dominio es Dom f =R —{-5,%2}.

E6 Dada la funcion:

2 x<a

f(x)z{ X

a+2x x>a
Estudiar la continuidad en X = a segun los valores de a.

Solucion: Procedamos con los tres pasos:
1) ;Existe f(x) en x =a? Si, porque f(a) esta definiday vale: f(a)=a’
2) (Existe el limite de la funcion cuando X tiende a a? Depende del valor de a, ya
que los limites laterales en X = a:

lim f(x)= lim x* =a’

lim f(x) = x—a* x—at
x—a lim f(x)= lim (a+2X)=3a
Xx—a~ x—a

Si igualamos los limites laterales:
. . 2 a= O

lim f(x)= lim f(xX)—>a”=3a—
x—a* x—a~ a=3

Los limites laterales solo son iguales para esos valores de a.
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3) Y podemos comprobar que el valor del limite coincide con el valor de la
funcién para dichos valores de a.
a=0— f(O)—hm f(X)=lim f(x)= lim f(X)=0

x—0" X—=0"
a=3- f(3)—11m f(x)= hm f(x)=lim f(x)=9
—3" x—3~

Para los valoresa= 0y a=3, la func1on es continua. Para el resto de valores
de a, la funcidn tiene discontinuidad de salto finito en X = a.

E7 Dada la funcion:

ax’>+1 x>1
Estudiar la continuidad segun los valores de a en el punto X = 1.

{ Inx x<I1
f(x)=

Solucidn: El punto conflictivo a analizar es X = 1, procedamos con los tres pasos:
1) ¢Existe f(x) en X =1? Si, porque f (1) esta definido y vale: f(1)=0.
2) (Existe el limite de la funcion cuando X tiende a 1? Depende del valor de a, ya
que los limites laterales en X =1 son:

lim f(x)= lim (ax2+1):a+1

lim f (x) = ¢ *>"" o
X—1 lim f (X) =limlnx=0
X—1" X—1"

Igualando los limites laterales:
lim f(x)=lim f(x) >a+1=0—>a=-1
x—1* X—1"
Solo para a =1 los limites laterales son iguales, y ademas hay continuidad porque:
f()= hm f(x)= hm f(xX)=lim f(x)=0
X—=1
Para el resto de valores de a, hay dlscontlnuldad de salto finito en X = 1.

Ejercicios:
5% Determinar la continuidad de las siguientes funciones:
2-x x<l1
2 f00=1 1 b) 100 = { K oxs0
- x2>1 2T x>0
X
X-3 Xx<0 2x+5  x<-1
c) f(x)=1 2 0<x<3 d f(x)= 1x+5 -1<x<1
—X X>3 <X
2X Xx<-1 -X+3 x<1
e) f(X)=1 -2 —-1<x<3 ) f(x)= 1<x<2
X=35 3<x 2<X
-Xx-1 x<-1 Xx<0
g) f(x)=41-x> -1<x<lI h) f(x)={ 1+x 0<x<l
x—1 1<x X*=2x  1<x

Sol: a) Continua en todo R ; b) discontinua en X = 0; ¢) discontinua en X =0y en X = 3;
d) discontinua en X =—1 y en X = 1; ) Continua en todo R ; f) Continua en todo R ;
g) Continua en todo R ; h) DiscontinuaenX=0yen X = 1.
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6° Estudiar la continuidad de la siguiente funcion:

2x* +1 X <0
3x=1)* 0<x<I
3x+1 1<x<L£2
2x° —1 2<X

en los puntos X =0, x =1y x=2. Sol: En x = 0 discontinuidad evitable, X = 1 hay
continuidad y en X = 2 discontinua no evitable.

7° ;Para qué valor de K las siguientes funciones son continuas en R ?

) £ X+1 x<2 b) (%) X+k x<0
a = =
k—x x>2 X*=1 x>0
X1 X #1 X1 x <1
o) fFO=4x-1 d) f(x)=1 x-1
k x=1 k Xx>1
Sol:a)k=5;b)k=-1;c)k=4;d) k=2.
8° Halla el valor de a para que la funcion:
ax’
X< =2
f)=4x-1

bx+5 x>-2

pase por el punto de coordenadas (1, 10) y sea continua en todo R . Sol: a=15/2.

9° Hallar ay b para que la funcién:
a+xlnx x>0

f(x)= b Xx=0
sin(zX)/x x<0

Sea continuaentodo R.Sol: a=b=x

10° Represente las siguientes funciones teniendo en cuenta las posibles discontinuidades:
Xx-1 x<0 2x  x<1
a) f(x) = b) f(x)=
X>0 —-X+3 x>1
x<-1 x> x<0
c) f(x f(x)=
) f(x)= { o d) f(x) {X p
Xx<0 X+2 x<0
f(x f(x)=
e 1x= { X>0 R {xz— x>0
X+1 X< -2 1-x> x<-1
2) f(x)= -2<x<0 h) f(x)=4 2 -l<x<1
3x 0<x x>—1  1<X
x* x<-1 4-x*  x<-1
) f(X)=41-x —-1<x<2 D FX)=¢x -1 —-1<x<1
x? 2<X X’+1  1<X
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2.4. Discontinuidad de segunda especie:
Son aquellas en que falla la segunda condicion pero debido a que uno de los limites
laterales no existe (o bien no existen los dos).

4+ ¥

I AN I
ML Vi

Jlim f(x) A lim f(x) Alim f(x) A lim f(x)
Ejemplos:

E8 La siguiente funcidn es un caso de discontinuidad esencial de segunda especie.
(1
f(X)=sin| —
X
La funcién no existe en f(0), pues:

f(0)=sin [%) = sin(ioo) = acotado entre [ —1, 1]

Ejercicios:

11° Halla el dominio de las siguientes funciones:

a) f(x)=+vx+1 b) f(x)=vx?+1 ¢) f(x) =+1-x>
d) f(X)=v=-x>+2x-1 ¢) f(x)=Vx' -4 f) f(x)=vx*—9
g) f(X) =Vx% =5x+6 h)f(x)=\/x3+2x—3 i) fo)=3x® -1

. -2

1 X+2
f(X) = / n) f(x)= i) f(x)=
m) Tx)= X2 +2x+1 VX
x> —2x-3 X2 +5X+6
f f - |4 == - f(X)=
o) T(x)= ,/ p) f(x) 7 ax_3 qQ f(x)= e

Sol: a) Dom f =[-1,0); b) Dom f =R ; ¢) Dom f —[ 1 1] d) Dom f —{}
e) Dom f :(—oo,—Z]u[Z,oo),f) Dom f =(—0,-3]U[3,);
g) Dom f =R—(2,3);h) Dom f =[l,:0);i) Dom f =R;j) Dom f =R
k) Dom f =[2,e0);1) Dom f = R—(-1,1]; m) Dom f =R-[-2,2);
n) Dom f =R—{0}; fi) Dom f =(1,0); 0) Dom f =(-2,1]U[1,2);
p) Dom f =(—0,3]U(5,0); q) Dom f =(—o0,-3]U[-2,-1)U(0,0);

T]
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Halla el dominio de las siguientes funciones:

a) f(x)=log(x+1) b) f(x)zlog(X2+1) c)f(x):ln(l—xz)
d) f(x):ln(—x2+2x—1) e) f(x):log(x2—4) f) f(x)=In(x*-9)
g)f(x):ln(x2—5x+6) h)f(x):log(x3+2x—3) i) f(x)zlogz(x3—1)
_ X—2
b f(x):log( ::2 +21j D)= ) D) f(x)=logs (i—jj
In(4-x* 1 X+2
f e > - L~
) f(x):x2(+2x+3 R log(x* +1)-1 M e ln(l— j
X2 -1 x> —2x-3 X2 +5X+6
O) f(X)—ln[4_ 2] p) f(X)—ln[m] q) f(X)—lOg(ﬁ]

Sol: a) Dom f =(—1,20);b) Dom f =R ; ¢) Dom f =(-1,1);d) Dom f =& ;
e) Dom f =(—w0,-2)U(2,0); f) Dom f =(—o0,-3)U(3,0);
g) Dom f =R—-[2,3]; h) Dom f =(1,0); i) Dom f =(1,00); j) Dom f =(2,0);
k) Dom f =R—{0};1) Dom f =R—[-1,1]; m) Dom f =(-2,2)—{-1};
n) Dom f =R —{3}; fi) Dom f =(-2,1); 0) Dom f =(-2,1)U(1,2);
p) Dom f =(—0,3)U(5,%0); q) Dom f =(—o0,-3)U(-2,-1)U(0,).

2.5. Continuidad en intervalos cerrados.
Una funcion f(x) se dice continua en el intervalo cerrado [a, b] si es continua en el

intervalo abierto (@, b) y ademas se cumple que:
lim f(x)= f(a) lir{)} f(x)=f(b)

Hablaremos solo y excepcionalmente de continuidad por la derecha de a y por la
izquierda de b. Este es el caso del dibujo de la funcion de la izquierda. Es posible
aplicar esto ademas a intervalos semiabiertos, como por ejemplo el dibujo de la derecha:

+y +y
f\ ) /
.
0 ¢ 0 g
Continua en [— 2, 2] Continua en [0, ©)
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Ejercicios de derivabilidad:
1° Estudie la derivabilidad de las siguientes funciones:

x2 —1
X—2

a) f(x):‘x2+1‘ b) f(x)= ¢) f(x)=lsin¥ 0 f(x)ze\xz—l\

Sol: a) Derivable en todoR ; b) No derivable en Xx==*1 yenx=2;
¢) No derivable en x=27Kk Kk €Z; d) No derivable en x==1.

20 Dada la funcidn:
ax’+1l x<2
F(x0) = : + <
e +2 x=>2

Calcular a para que f (X) sea continua en X = 2. Para el valor obtenido de a jes f (X)
derivable en X = 2? Sol: a= 1/2; no es derivable en X = 2.

3° Estudie la derivabilidad de la siguiente funcion
X>-2  x<-1
f(x)=9 x —-1<x<0
e” x>0

Sol: No es derivableen x=0y en X =—1.

4° Estudie la derivabilidad de las siguientes funciones:

X4
X2+X X<0 X>0
a) f(X)Z{ . 50 b) f(X)=4x-1
sinx x> 2 x<0
- 3X X<=2
o) f(x)—{ (x+7)" x>7 d) f(0)=1 & —2<x<0
(X+7)2 x<7 cos X x>0
x-1|
T o x#1 X=2 x<1
e) f(X)=1 x-1 f) f(X)Z{ 5
| K—1 X°=2 x>1

Sol: a) Derivable en todo R ; b) No derivable en X = 1; ¢) No derivable en 7;
d) No derivable en X =-2 y x = 0; €) No derivable en X = 1; f) No derivable en X = 1.

5° Determine para que valores de los parametros a,b,c,d € R son continuas y una vez
derivables las siguientes funciones:

X+1 x<0
2 a+bx x<0
a) f(xX)=<ax"+bx+c 0<x<1 b) f(X)=1 .
4 sinx 0<Xx
X 1<x
sin X X<0 . <
a <
o) f()={ ax+b 0<x<I d foo=4 272 F
2 X +bx-4 x>2
dx” +cx X>1

Sol:a)a=2,b=1,c=1;b)a=0,b=1;c)a=c=1,b=d=0;d)a=0,b=1.
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6° Determine para que valores de A,B,C,D,E € R son 4 veces derivables la funciones:

2) f(x)= e X<0
A+Bx+Cx?*+Dx’+Ex* x>0
b) f(x)= sin X X<0
A+Bx+Cx*+Dx’ +Ex* x>0
) F(x) = Ccos X Xx<0
c
A+Bx+Cx?*+Dx’ +Ex* x>0
A+Bx+Cx>+Dx’ +Ex* x<0
d) f( )={ .
sin X + cos X X=>0
A+Bx+Cx?>+Dx’ +Ex* x<0
e) f(x)=
log(x +1) x>0
+Bx+Cx +Dx +Ex* x<0
f) f(x)= {
X=>0
Sol:a)A=1,B= =1/2,D=1/6,E=1/24,b) A=C=E=0,B=1,D=-1/6;

c)A=1,C—71/2,E 124,B=D=0;d)A=1,B=1,C=-1/2,D=-1/6,
E=1/24;e)A=0,B=1,C=-1/2,D=1/3,E=-1/4,f)A=C=1,B=D =0,
E=1/2.

Ejercicios de monotonia y curvaturas de funciones:
1° Estudie el crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos de las siguientes
funciones:

a) f(x)=(x+8)> b) f(x):x3+3x2+3x+1 ¢) f(x)=xe*

d) f(x)=InvVx>+1 e) ()= T D f(x)=Vx*+1
g) T(0=Vx" +8¢ by f( =2 +2e

Sol: a) Siempre creciente, extremos; b) Siempre creciente, extremos;
¢) creciente en (—1, o), decreciente en (—o, —1), minimo en X = —1;
d) creciente en (0, «), decreciente en (—oo, 0), minimo en X = 0;
e) decreciente en (o0, —1)U(1, ), creciente en (—1, 1), minimo en X = —1, maximo
en X = 1; f) creciente en (0, ), decreciente en (—o, 0), minimo en X = 0;
g) decreciente en (o0, —2)U(2, o), creciente en (—2, 2), minimo en X = —2, maximo
en X = 2; h) creciente en (0, «), decreciente en (—oo, 0), minimo en X = 0.

2° Estudie el crecimiento, decrecimiento, madximos y minimos de las siguientes
funciones, con picos:

a) f(x)=|x b) f(x):‘xz—l‘ ¢) (0 =] ~16)
i x>0 x> +1 x>1
d) f(x)=1 x*+1 e) f(x)=[x"-X f)f(x):{x3+1 o
(x—=1)> x<0 -

Sol: a) creciente en (0, «©), decreciente en (—oo, 0), minimo en X = 0;
b) decreciente en (0, —1)(0, 1), creciente en (-1, 0) U(1, ), minimos en X = £1,
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maximos en X = 0; ¢) decreciente en (—oo, —4)U( 2.3, 0)U( 2.3, 4), creciente en
(-4, -2.3)u(0, 2.3)U(4, ©), minimos en X = 2.3, maximos en X =14 y en X = 0;
d) creciente en todo R ; e) creciente en (—1, —0.58)U(0, 0.58) (1, ), decreciente
en (—oo, —1)U( —0.58, 0)U( 0.58, 1), minimos en X ==*1 y en X = 0, maximos

en X = £0.58; f) creciente en todo R.

Estudie el crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos de las siguientes
funciones, en los intervalos dados:

a) f0=x xe[L4)  b) f(0=vVx xe[0,») ¢ f(x)=e* xe[-1,2]
Sol: a) Decreciente en (1, 4), minimo en X =1 y maximo en X = 4;
b) Creciente en todo R, minimo en X = 0; ¢) creciente de (—1, 0), decreciente en
(0, 2), minimos en X =—1 y X =2, maximo en X = 0.

Localizar todos los maximos y minimos de las siguientes funciones periodicas:
1
COS X
Sol: a) x=—x/4 + kz son minimos si K es par o cero y maximos si K es impar;
b) Los extremos estan en X = /2 + Kz, con kK nimero par o cero hay maximos y si

es impar minimos; ¢) Los extremos estan en X = 7+ Kz, con k niimero par o cero
hay minimos y si es impar maximos.

a) f(X)=cos(x+7/4)  b) f(x)=e""X o) f(x)=

Estudie la concavidad (M), convexidad (V) y puntos de inflexion de las siguientes
funciones:

X —X

a) f(x) = x* —24x b) f(x)=——° ¢) f(x)=e” —4e*
X+1 X*-2 x<1 ,
d) f(x):H e) f(x)={ I f) f(x):\x —1\

Sol: a) puntos de inflexion X = +2, concava en (-2, 2), y convexa (-0, —2)U(2, ),
b) punto de inflexidén x = 0, cdncava en (—oo, 0), y convexa en (0, «©);
¢) punto de inflexioén X = 0, cdncava en (—o0, 0), y convexa en (0, «);
d) concava en (—o0, 0), y convexa en (0, ); €) punto de inflexion en X = 1,
convexa en (—oo, 1), y concava (1, «); f) punto de inflexion en X = £1, concava
en (-1, 1), y convexa en (—oo, —1)U(1, o).

Determinar si son maximos, minimos o puntos de inflexion los siguientes puntos en
las funciones:

a) Xx=0 f(x)=x° b) x=0 f(x)=x’
c) x=4 f(x)=(x-4*(x=-3) d) x=3 f(X)=(x-4)*(x-3)

e) x=4  f(x)=—e*? ) x=1  f(X)=+5-(x-1*

Sol: a) Minimo; b) punto de inflexion; ¢) minimo; d) punto de inflexion; ) maximo;
f) maximo.

Hallar a, b y ¢ de manera que la curva f(x)=ax’ +bx+c pase por el punto (0, —2) y
tenga un minimo en el punto (2, —4). Sol: a=1/2,b=-2,c=-2.
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Determinar la funcién f (X) = ax’ +bx*> + cx+d sabiendo que tiene un minimo en (2,0)
y un punto de inflexion en (0, 4). Sol: a=1/4,b=0,c=-3,d=4.

Hallar b, ¢ y d para que la funcién f (X) = X’ + bx* + cx + d tenga un extremo en (2, 0) y
un punto de inflexionenx=1.Sol: b=-3,¢c=0,d =4.

Hallar a, b, ¢ y d para que la funcion f(x) = ax® + bx* + cx + d tenga un minimo en el
punto (0, 1) y un maximo en (1, 2). Sol: a=-2,b=3,c=0,d=1.

Lacurva y = ax” + bx + ¢ pasa por el punto (1, 8), y tiene un minimo en (0, 5). Halla la
ecuacion de la curva. Sol: a=3,b=0,c=35.

Sea la funcion:

h(x) =2x> +bx* +ax—5
Halla los valores de a 'y b de forma que h(X) tenga un maximo en X = 1 y un minimo
enXx=2.Sol:a=12,b=-9.

En la funcién f (X) = ax* + bx? + ¢, determina los valores que han de tener a, b, ¢, para
que la funcién tenga un maximo en (0, 4) y un punto de inflexion para X = 1.
Sol: c=4,b=-6a, cona<o.

Calcular la ecuacion de la recta tangente a la curva y = X° —3%” + 2 en su punto de
inflexion. Sol: y =-3x + 3.

Hallar una funcion polindomica de tercer grado que tenga un extremo relativo en (1, 1)
y un punto de inflexion en (0, 3) ;Seria (1, 1) el unico extremo de la funcién? Calcular

sus maximos y minimos. Sol: f (x) = X’ =3x+3; minimo en X = 1, maximo en X = —1.

Dada la funcién g(x) =ax* +bx+c Calcular los valores de a, b, ¢ para que g (X) tenga

en el punto (1, —1) un minimo relativo y la recta tangente a la grafica de g (x) en x =0,
sea paralela a larectay =4x.Sol: a= —-1,b=4,c=-4.

Calcular una funcién polindmica de cuarto grado que pase por el (0, 0) coordenadas,
tenga un extremo en (—1, 2) y sea tangente a la recta y = 3 en el punto de abscisa X = 1.

Sol: f(x):—£x4—lx3+5x2+§x.
47 4 4

Hallar los coeficientes a, b, ¢, d, en la funcion:

f(x)=ax’ +bx> +cx+d
sabiendo que la ecuacion de la tangente a la curva en el punto de inflexion (1, 0) es
y =-3X+ 3,y que la funcién tiene un extremo relativo en X = 0.

Sol:a=1;b=-6;c=0;d=>5.
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Problemas de modelizado de funciones:

De un cuadrado de 4 cm de lado, se cortan en las esquinas formando L
tridngulos is6sceles cuyos lados iguales miden X cm. X
a) Escribe el area de la figura que resulta en funcion de x. 4cm
b) (Cuadl es el dominio de esa funcion? ;Y su recorrido? P

c) Escribe el perimetro de la figura que resulta en funcion de X.
Sol: a) A(X)=4—-x>;b) Dom A(X) = (0,2] , Rec A(X) = [8, 16) ;) P(X)= 16—8X+4x~/2 .

Una empresa fabrica envases con forma de prisma de dimensiones X, X/2 y 2X cm.
a) Escribe la funcion que da el volumen del envase en funcion de X.
b) Halla su dominio sabiendo que el envase mas grande tiene 1 L de volumen.
c) ¢Cual es su recorrido?

Sol: a) V(x) = x’; b) Dom V (x) =(0,1]dm; ¢) Rec V(x)=(0,1] dm’.

La dosis de un farmaco es de 0.25 g por cada kilo de peso del paciente, hasta un maximo de
15 g. Halla la expresion de la funcion cantidad de farmaco en funcion peso del paciente.

0.25x Xx<60
Sol: f(x)= s <> 60

Los gastos g(x) e ingresos 1(X) mensuales de una empresa por la fabricacion de x
televisores son:
g(x) =3000+25x I(X)=50x—-0.02x"
en miles de euros ambas funciones.
a) Encuentre la funcion beneficios.
b) (Cuantos televisores deben fabricarse para que el beneficio sea maximo?
Sol: a) B(x) =-0.02x> +25x—3000; b) 625 televisores.

Midiendo la temperatura a distintas alturas, se observa que por cada 180 m de ascenso el
termometro baja 1 °C. Si en la base de una montafia de 800 m estamos a 10 °C, ;cual sera
la temperatura en la cima? Busca la expresion analitica de la funcion.

Sol: T(x)= 10—% , la temperatura en la cima serd de 5.56 °C.

Una pelota es lanzada verticalmente hacia arriba desde la azotea de un edificio. La altura
que alcanza viene dada por la expresion:
h(t) =80+ 64t —16t°
donde t esta dado en segundos y h en metros.
a) Halla la altura del edificio.

b) (En qué instante alcanza su maxima altura?
Sol: a) 80 m; b) 2 s.

La factura del gas de una familia, en septiembre, ha sido 24.82 € por 12 m’, y en octubre,
43.81 € por 42 m’.
a) Escribe la funcidon que da el importe de la factura seglin los metros ctbicos
consumidos y represéntala.
b) ¢Cuanto pagaran si consumen 28 m’?
Sol: a) f(X)=0.633-x+17.224 €;b) 34.95 €.
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Un fabricante vende mensualmente 100 electrodomésticos a 400 € cada uno y sabe que
por cada 10 € de subida vendera 2 electrodomésticos menos.
a) Escribe la funcion que relaciona la subida de precio con los ingresos mensuales.
b) ¢(Cudles seran los ingresos si sube los precios 50 €?
c) (Cual debe ser la subida para que los ingresos sean maximos?

Sol: a) f(x)=(400+x)(100-0.2x); b) f(50)=40500 € ; ¢) De 50 €.

El coste de produccion de x unidades de un producto es igual a:

X2

C(X) :T+35X+25
y el precio de venta de una unidad es:
X
X)=50-— €
p(x) 2

a) Determine la funcién que da el beneficio total al venderse x unidades producidas.
b) Halla el nimero de unidades que maximizan los beneficios.

Sol: a) B(x)=0.5x> —15X+25; b) 15 unidades.

Caperucita Roja va a visitar a su abuelita y tarda 10 minutos en llegar a su casa, que esta a
1000 m de distancia. Esta alli media hora y en el camino de su vuelta emplea el mismo
tiempo que en el de ida. Busca la expresion analitica de la distancia en funcion del tiempo.

100x X<10
Sol: f(x)=<1000 10<x<40 m, X en minutos.
1000-100x 40<x

La inflacion es la pérdida de valor del dinero; es decir, si un piso cuesta 100000 € al cabo
de un afio cuesta 106000 €, la inflacion ha sido del 6 %. Suponiendo que la inflacion se
mantiene constante en el 6 % anual. Determina la expresion del precio del piso con
respecto al tiempo en afios si la inflacion es del 6 %. ;Cuanto costara dentro de 7 afios ese

piso que hoy cuesta cinco mil euros? Sol: f(x)=10-1.06", f(7)=150363 €.

En el contrato de trabajo de un empleado figura que su sueldo subira un 3 % anual.
a) Siempieza ganando 1000 € anuales, determina la funcion de su sueldo con
respecto al tiempo en afios.
b) (Cuanto ganara dentro de 10 afios?
c) Calcula cuanto tiempo tardara en duplicarse su sueldo.

Sol: a) f(x)=10’1.03" €;b) f(10)=1344 €; c) 23.4 afios.

Las tarifas de una empresa son:
e 40 € por tonelada de carga si ésta es menor o igual a 20 t.
e Sila carga es mayor que 20 t, se restard, de los 40 €, tantos euros como toneladas
sobrepasen las 20 t.
Obtenga la expresion analitica de la funcion de ingresos de la empresa segln la carga que
transporte. Tenga en cuenta que la carga maxima sera de 30 t.

40x X<20
Sol: f(x)= )
(60-x)x 20<x<30
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El precio del billete de una linea de cercanias depende de los kilémetros recorridos segin
la funcién:

p(x)=ax+b €
Si por 45 km he pagado 6.5 € y por 75 km pago 9.5 €. Calcula el precio de un billete para
una distancia de 100 km. ;Cual es la funcién que nos indica el precio segun los kilometros
recorridos? Sol: 12 €; p(X)=0.1x+2 €.

El precio de venta de un articulo viene dado por la expresion:
p(X)=12-0.01x
Donde x representa el nimero de articulos vendidos y p(X) el precio en cientos de euros.
a) Determinar la funcidn de ingresos obtenidos I(X) al vender X articulos.
b) Si se fabrican y se venden 500 articulos, ;cuales seran los ingresos obtenidos?
c) ¢Cuantos articulos se deben fabricar para que los ingresos sean maximos?

Sol: a) 1(x)=12x-0.01x> €; b) 1(500) =3500 € ; c) Deben venderse 600 articulos.

La factura que establece el coste de la energia eléctrica se compone de un gasto fijo y de
un gasto directamente proporcional al consumo realizado en Kwh. En dos facturas
consecutivas se han pagado 35.7 € por 340 Kwh de consumo y 31.14 € por 283 Kwh de
consumo respectivamente. Determine:

a) El importe correspondiente al gasto fijo de la factura.

b) La funcion que establece el coste (en €) de la factura en funcidon del consumo en

Kwh de la misma. ;Qué tipo de funcion es?

Sol: a) 8.5€;b) f(x)=0.08x+8.5 €.

Un triangulo isdsceles tiene 20 cm de perimetro. Llama X al lado desigual e y a los lados
iguales. Escribe la funcion que nos da el valor de y dependiendo de x. Sol: y=10—-x/2.

Eva compra un regalo de cumpleafios para Ana que costé 100 €. El regalo en realidad lo
compra el grupo de amigos de Ana. Construye una funcion que nos dé el dinero que debe
poner cada uno dependiendo del nimero de personas que haya. Sol: f(x)=100/x.

Los amigos de Laura la llevan a cenar a un restaurante en el que el menu vale 10 € por
persona. ;/Cudl serd la funcion del dinero que tiene que poner cada uno (en funcion del
numero de amigos), sabiendo que milagros serd invitada por sus amigos?

Sol: f(x)=10(x+1)/x.

Sabemos que el lado desigual de un tridngulo isésceles mide 6 m. Llama X al otro lado y
escribe la expresion de la funcion que:

a) Nos da su altura perpendicular al lado de 6 m en funcién de X.

b) Nos da su area en funcion de Xx.

c) Nos de su perimetro en funcion de X.

Sol: a) h(x) =vx*=9;b) A(X)=3vVXx* =9 m;c) P(X)=6+2X.

Mi tio Dionisio compr6 2000 kg de ajos valorados en Mercamadrid a 4.0 €/kg. Cada dia
que pasa se estropea un kilo y el precio de su venta ademas disminuye 0.1 €/kg. Determina
la funcidén que nos marca el valor de los ajos con respecto al tiempo en dias. ;Cuando
pierde sentido hacer su venta?

Sol: f(x)=0.1x> —204x+8000; tras 40 dias en que ya no valen nada.
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Ejercicios de optimizacion

Estrategias para resolver problemas de optimizacién:

- Asignar simbolos a todas las magnitudes a determinar.

- Escribir una ecuacion primaria para la magnitud que debe ser optimizada.

- Reducir la ecuacion primaria a una ecuacion con solo una variable
independiente. Eso puede exigir el uso de las ecuaciones secundarias (ligaduras)
que relacionen las variables independientes de la ecuacion primaria.

- Determinar el dominio de la ecuacidn primaria. Esto es, hallar los valores para
los que el problema planteado tiene sentido.

- Determinar el valor maximo o minimo mediante las técnicas dadas (Derivadas).

Problemas resueltos de optimizacion:
Con una cartulina de 8X5 metros se desea construir una caja sin tapa, de volumen méximo.
Hallar las dimensiones de dicha caja.

Solucion: Como hay que optimizar el volumen de una caja L | b
abierta, la ecuacion a optimizar es:
V(X,Y,2) = Xyz

Donde x define el ancho de la caja, z lo largo e y lo alto.
Dichas variables como definen dimensiones, no pueden ser N
negativas. Tampoco pueden ser nulas porque no habria caja,
por tanto:

X>0 y>0 z>0 5 oy
Fijandonos en el dibujo adjunto de la cartulina, es posible -
deducir dos ecuaciones de ligadura: y L Y

2y+x=5 2y+z=8 3
Despejando en ellas X y z:
X=5-2y z=8-2y
Dos variables han quedado ligadas a una sola, ahora utilizaremos las ecuaciones de ligadura
para que la ecuacion del volumen de tres variables pase a ser de una variable:

V(y) = (5-2y)y(8-2y) = 40y - 26y” + 4y’

Ahora procedemos a calcular sus maximos y minimos con derivadas:
V'(y) =40-52y +12y* = V'(y) =0 — 40— 52y +12y* = 0
g 322 52° -44012 5228 [y=10/3
24 24 y=1

Dos valores candidatos a maximos, minimos o puntos de inflexion. Utilizando la derivada
segunda:

V"10/3)=28 minimo

V'(1)=-28 maximo

Una vez determinado el maximo, el resto de dimensiones se halla con las ecuaciones de
ligadura:

V'(y)=-52+ 24y{

X=5-2=3 2=8-2=6
Luego la caja de volumen maximo tiene por dimensiones 3x1x6.
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E2 Un rectangulo esta acotado por los ejes y por la graficadey = (6 — X )/2 ;Qué longitud debe

E3

tener el rectangulo para que su drea sea maxima?

Solucion: Como tenemos que optimizar una funcion = - _|
de area de un rectangulo, por tanto:

A(X,y) =Xy
Estas dos variables definen sus dimensiones y deben
cumplir (viendo el dibujo) que:

0<x<6 y<0<3

La ecuacion de ligadura es la que define la recta:

y=(6-Xx)/2 ' ' i

Y con esto, y sustituyendo en la ecuacion de area:
A(X)=X(6-X)/2=(6Xx—x%)/2
Y ahora derivando calculamos sus maximos y minimos.
A'(X)=3-X—>A'X)=0>3-x=0—>x=3
Realizando la derivada segunda:
A"(X)=-1>A"(3)=—-1 maximo
Se trata de un maximo, una vez hallada la longitud de su base hallo la de su altura mediante la

ecuacion de ligadura:
y=(6-3)/2=3/2

/Qué puntos de la grafica de y = 4 — x* estan mas cerca del punto (0, 2)?

Dato: distancia entre dos puntos (X, Y),(X,,Y,): d = \/(X - X, )2 + (y -Y )2

Solucién: La ecuacion que tenemos que
optimizar es la de la distancia entre el punto (0,
2) y otro punto que pertenecera a una curva: R
d(x,y):\/(x—0)2+(y—2)2 2
d(X,y) =4/X* +(y—2)2
Donde X e y pueden tomar cualquier valor real. Z
2

El problema nos da la ligadura (con la curva):
y=4- X2
Esta curva liga las dos variables X e Y, sustituyendo en la ecuacion de la distancia:

400 =x2+2-x2f =x* —3x? +4

Derivando ahora esta funcion buscamos los posibles mdximos y minimos:
4x> —6X 2x* —3x 2x* —3x

= ->d'X)=0> —=w——
X -3 44 X -3 +4 Jxt 3% +4
X=0

2x*-3x=0— \/§
X== E

P

d'(x) = =0—>2x’-3x=0
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Recurrir ahora a la derivada segunda puede resultar pesado en cuanto a calculos, en su lugar
utilizaremos crecimiento y decrecimiento para distinguir cuales son los maximos de los
minimos o de los puntos de inflexién.

—+/3/2 0 N3/2

2% —3x - + - *
x4 | T ¥ ¥ "
d'(x) - + - +

A partir de aqui es facil ver que X = £4/3/2 son minimos, y que X =0 es un maximo.
Mediante la ecuacion de la curva calculo la coordenada Yy de cada punto minimo:

35
y(i 3/2)=4_§:§

Por tanto las coordenadas de los puntos minimos son:
ﬁ 5 . ﬁ 5
272 2°2

Un rectangulo esta limitado por el eje x y por el semicirculo:

y=+25-x

(Para qué longitud y anchura del rectdngulo se hace minima su area?

Solucion: Como tenemos que optimizar una funcion de area

de un rectangulo, su expresion es: /\
A(X,y) = (2X)y

Las dos variables por definir dimensiones deben ser mayores I

que cero y menores que los valores l6gicos que vemos en la

grafica:

0<x<5 y<0<5 -3 X
La ecuacion de ligadura es la que define la semicircunferencia:

y=125-x>
Y con esto, y sustituyendo en la ecuacion de area:

A(X, Y) = 2X1/25 - x?

Procedemos ahora a calcular sus maximos y minimos:
2 2 2 2
A(X) = m_ 2x" 50-2x"-2x"  50-4xX

\/25—x2_ V25— X2 =\/25—x2

2
- +
A =0-22 g y=

V25X V2
Solo vale la solucion positiva. Recurrir a la derivada segunda es mas dificil, asi que
recurriremos a crecimiento y decrecimiento:

0 5/42 5
AX) | + | -
Se trata de un maximo. Ya hemos hallada para que valor de la dimension de la base se
maximiza el area, ahora mediante la ecuacion de ligadura calculamos la anchura:

y=+25-(5//2)> =5/42
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E5 Dos postes de 12 y 28 m de altura, distan 30 m entre si. Hay que conectarlos mediante un
cable que este atado en algtin punto del suelo entre los postes. {En que punto ha de amarrarse
al suelo con el fin de utilizar la menor longitud de cable posible?

Solucién: Haciendo primero un dibujo del problema, como el
realizado a la derecha, nos indica un poco como analizar el
problema. Primeramente tenemos una funcion de longitud que ¥
optimizar: i 28
L(X,y)=X+Yy 12

Los valores l6gicos que toma X e y en el problema son:

0<x<122 430> 0<y<+282+30° i z

30

Fijandonos en el dibujo, es posible ligar estas dos variables a otra variable llamada z
mediante dos ecuaciones de ligadura que aparecen de la aplicacion del teorema de Pitdgoras
en los dos tridangulos formados.

x = /122 +(30 - 2)> y =v28% + 22

Fijémonos que Z no tiene sentido si es mayor que 30 o menor que cero. Sustituyendo estas
variables en la funcion de longitud:

L(z) =122 + (30 - 2)2 +/282 + 2°
y derivando para buscar los maximos y los minimos:

L'(z) = -30+z N z
J122+(30—2)*  28%+7°
L(2)=0 - -30+z z _0
J122+(30-2)  28°+7°

2 2
-30+2 -2 -30+z ( -7z J

= - —
Y122 +(30-2)7 V282427 (122 +(30-2)2 V282 + 22

Haciendo unas operaciones llegaremos a:

Z=21m
Z=525m

De estas dos soluciones hay que descartar la de 52.5 m, pues el problema dice que debe atarse
la cuerda entre los postes. Dada la dificultad que entraia realizar el método de la derivada
segunda, utilizaremos crecimiento y decrecimiento:
0 21 30
L'(x) | - +
Estamos ante un minimo. Luego a la distancia que debe encontrarse el nudo de cada poste es a
21 m del poste mas alto y a 9 m del poste mas bajo.

64022 — 47040z + 705600 = 0 —> {
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Se pide calcular el volumen méaximo de un paquete rectangular enviado por correo, que posee
una base cuadrada y cuya suma de anchura + altura + longitud sea 108.

Solucion: Hay que optimizar una funcion de area de un paquete rectangular, de base cuadra:

A(x.y)=xy
Todas las variables deben ser positivas y menores que 108:
0<x<108 0<y<108

Y sabemos que la suma de anchura + altura + longitud es 108, luego la ligadura es:
2X+y =108 - y =108 - 2x

y sustituyendo en la funcion de area:

A(X) = x> (108 —2x) =108x? - 2x>
Derivando y buscando maximos y minimos:
Xx=0
X=36
Descartamos la solucion nula por no tener sentido, y ahora con la segunda derivada
verificamos si es maximo o minimo:

A"(X)=216—-12x > A'(36) =-216 maximo

Por tanto el maximo volumen de dicho paquete es:

A(216) =108(36)* —2(36)’ = 46656

A'(X) = 216X —6X> —> A'(X)=0— 216X —6x> =0 —>{

Un fabricante desea disefiar una caja abierta con base cuadrada y que tenga un érea total de
108 metros cuadrados de superficie. ;Qué dimensiones producen la caja de maximo volumen?
Dato: La abertura de la caja es uno de los lados cuadrangulares.

Solucion: Nuevamente optimizamos un volumen, esta vez de una caja de base cuadrada, por
tanto la ecuacidn primaria es:
2
V(X y) =Xy
Como son dimensiones de una caja las dos variables, entonces:
X>0 y>0

Se trata de una caja abierta por una de sus caras cuadradas, por tanto el area viene dada por:
108 =x2+4xy
Esta es una ecuacion de ligadura. Si en ella despejamos Y:
108 —x?
V= 4x

Utilizando las ecuaciones de ligadura sobre la ecuacion de volumen la reducimos a una
ecuacion de una variable:

2108 x> 108x—x’
4x 4
Derivandola ahora para calcular sus maximos y minimos:

_3x? a2 K=6
V) =12 50 =05 2T _0 5 108-3¢ =05 x = /%:{

V(X)=X

X=-6

De estas dos posibles soluciones, no es valida X =—6 pues las dimensiones no pueden ser
negativas. Con la otra solucion recurrimos a la derivada segunda:

V''(X) = _T6X SV'(6)=-9 maximo
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Se trata de un méaximo, ahora recurrimos a las ecuacion de ligadura para calcular la dimension
que falta:
y= 108-36
24

3

Luego las dimensiones son 6x6x3.

Una pagina rectangular debe contener 24 dm” de texto, con margenes superior e inferior de
1.5 dm y laterales de 1dm pulgada, ;Qué dimensiones de la pagina requieren la minima
cantidad de papel?

Solucién: En este caso tenemos que optimizar una expresion : : |1__-ﬁ
de area, como es una pagina de las caracteristicas del - 1---
problema (ver dibujo), entonces la ecuacion a optimizar es:

AXY)=4(1.51)+xy +2(I'X) + 2(1.5'y) = 6 + Xy + 2X + 3y
Evidentemente las variables por definir dimensiones no nulas,
sus valores deben estar:

X>0 y>0

Nos dice el problema que deben ser 24 dm” de texto, esto ! 1.5
quiere decir, viendo el dibujo, que la ecuacion de ligadura es: '
Xy = 24 1 ¥ 1
Que es el area reservada al texto. Despejando de la ligadura:
24
X

Y sustituyendo en la ecuacion primaria:

A(x)=6+24+2x+3ﬁ=30+2x+2
X X

Calculando ahora su derivada y buscando maximos y minimos:

2 2
A'(X) =2—7—f=—zx ;72 —>A'(x)=0—>—2x ;72 =
X X X
2X*=72=0—>X=16
La solucion negativa no tiene sentido, por tanto no es valida. En cambio la positiva la
analizamos con la derivada segunda:

A"(X) = 144 —> A" (6) = 144 minimo
X3 216

0

Se trata de un minimo. Por la ligadura sabemos que:
24
= — = 4
6
Por tanto las dimensiones de la pagina son: (1 +1 +4)x(1.5+ 1.5 + 6) > 6x9
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E9 Con 4 metros de alambre se desean construir un circulo y un cuadrado. ;Cuanto alambre hay
que emplear en cada figura para lograr que entre ambas encierren el d&rea minima posible?

Solucion: En este problema hay que optimizar una funcion de
area. La ecuacion de area viene regida por: +

Al =1% +72r?
Que es tanto la suma del area del circulo como del cuadrado.

Estas dos variables por definir una dimension de una figura y un radio, deben ser positivas y
menores que 4y 2/ :
0<I<1 0<r<2/x
Pues ninguna figura puede tener mas alambre que la longitud de 4 m. Por otra parte, como
solo pueden usarse 4 m de alambre, llegamos a la siguiente ecuacion de ligadura que es la
suma del alambre necesario para circulo y cuadrado.
4=41+2xr

Despejando | :

4 2
y sustituyendo en la ecuacion de area, queda reducida a una ecuacion de una variable:
2,2
+7r?

2
A(r)=[l—%rj tarl=l-ar+ =

Derivando ahora:
2 2

A =7+ 7 27t > A =0 -7+ E b 2ar =0 > r=— 12028
2 2 21 7/2

Al usar derivada segunda:
2 2

A"(r) = % +27 - A"(0.28) = ”T +27  minimo
Para este valor de r hay area minima, el lado del cuadrado valdra:

1=1-7928 056 m

E10 Dado un cilindro de volumen 4 m’, determinar sus dimensiones para que su area total sea

minima.
Solucidn: Se trata de optimizar el area de un cilindro. La funcién de e
area de un cilindro es la suma de sus dos caras circulares mas el area
lateral rectangular, tal y como se ve en el dibujo de abajo: i

A(r,h) =27r? + 2zth -
Ambas variables deben ser mayores que cero por representar
dimensiones:

o<r h<0
Como el cilindro debe tener 4 m’ de capacidad, el volumen actta aqui
de ligadura de variables, asi mediante la expresion del volumen de un
cilindro ligo rcon h:
4
4=hzr’ >h=—
r
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Y sustituyendo en la funcion de area:

A(r)=27xr + 27zri2 —orr? 48
r r
Derivando y buscando maximos y minimos:
3 —
A'(r):47rr—i—>A'(r):0—>47zr—i:0—>M:0—>r:3E ~ 0.86
r2 r2 r2 T
Recurriendo ahora a la derivada segunda:

4713 +1
A"(r) = ”—3+6—> A"G2/7z) =127 minimo
r

Mediante la ecuacion de ligadura determino la altura, que vale h =1.72. Por tanto para
h=1.72 m y r =0.86 mel 4rea del cilindro es minima teniendo 4 m’ de volumen.

11° Inscribir en una esfera de radio 1 m un cilindro circular que tenga
a) Volumen méaximo
b) Area lateral maxima.
En ambos casos determinar sus dimensiones, radio de la base y altura.

Solucion: a) Se nos pide optimizar el volumen de un cilindro:

V(r,h) = zr*h
Ambas variables, r y h, deben ser positivas:
o<r h<0

Fijandonos en el dibujo inferior, que vendria a ser como un
corte del dibujo superior por uno de sus meridianos, podemos
reconocer a simple vista la ecuacion de ligadura:

1?=r?+(/2)> 5r=+1-h%/4

Sustituyendo ahora en las funcion de volumen:

4rh—rh’
v(hy="""1"70
4
Ahora derivamos cada expresion para buscar sus maximos y
minimos:
2 2
V‘(h):@—)V‘(h):O—)M=O

h +2 +1.15 \__’/
=—~x1Il. m
V3

Se desecha la solucion negativa por carecer de sentido, y mediante la derivada segunda:

Vi'(h) = —3zh

— V"(1.15) =-5.44 maximo

Utilizando ahora la ligadura llego a la conclusion que r = 0.817 m

b) En este apartado se nos pide optimizar una funcion de area:

A(r,h)=2zrh
Utilizando las mismas condiciones que en el apartado a) y la misma ligadura, la funcion a
optimizar pasa a ser de una variable:

A(h) = zhy4—h?
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Derivando y calculando sus maximos y minimos:

2 2
ﬁ%gzgneAﬂU:Oefz—&m—=094—%2=Oeh=iJ§zﬂ41
4-h

V4—h?

Nos quedamos solo con la solucidn positiva. Ahora verificamos si es maximo o minimo
mediante crecimiento y decrecimiento:

0 V2
A'(X) | + | -
Se trata de un méaximo. Utilizando ahora la ecuacién de ligadura determino que r = 0.707 m

A'(h) =

Hallar las dimensiones del rectdngulo de 4rea méxima que tiene un lado sobre el eje x y esta
inscrito en el triangulo determinado por las rectas y =0,y =X,y =4 —2X.

Solucién: Hay que optimizar un area rectangular:
A(X, y) =Xy ,
Por tanto las dos dimensiones deben ser positivas.
0<x O<y
Una vez construido el dibujo, vemos que la base X es la diferencia Y
de las dos variables X; y X,, y que estas variables se relacionan con
y mediante las ecuaciones de las rectas: X 2\
y=X y=4-2x, Xy
Que en este problema sirven como ligaduras. Despejando ambas variables, X; y Xa:
4-y
X, = Xy = —
1=y 25,
y como:
4-y
X=X, =X, =—=—
2T =Y

sustituyendo en la funcién de area:
4-y 4y -3y?
A = —>L— =2 -7
(y) ( > YJY >
derivando y calculando maximos y minimos:

Axyyziifxz2—3y—+AKyy:0—>2—3y:0—>yzg

Haciendo la derivada segunda:
A"(y)=-3->A"(2/3)=-3 maximo
Es un méximo, con la ecuacion de ligadura:

x:4_2/3—2B:d

Osea, un rectangulo de dimensiones 1x(2/3)
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El alcance R de un proyectil lanzado con velocidad inicial v,y con un angulo € respecto de
la horizontal es:
R v, sin(20)
g
donde g es la aceleracion de la gravedad. Calcular el angulo @ que produce alcance méaximo.

Solucion: El rango de valores coherentes con el problema de € es:

0<O<rm/2
Abhora, haciendo derivadas y buscando maximos y minimos:
2 2
R(@) = 20820 pigy=0— 202D () os20)=0
arccos0 7 krz
9 = =— 4 —
2 4 2

Donde k € Z . El tinico valor de @ coherente con el problema es z/4, con k =0. Ahora

investigandolo con la derivada segunda:
— 4v; sin(26) —4vgsin(z/2) _ —4vg

9 9

R"(0) = S R'(7/4)=

Es pues un maximo.

Ecuacion que describe la altura en funcion del tiempo:
9.2
h(t) = vt —=t
) 5

donde la gravedad g = 10 m/s”. Si se lanza un cuerpo hacia arriba con velocidad inicial 40m/s,
(Calcule cual es la méxima altura que alcanzara si la aceleracion gravitacional es 10m/s?

Solucién: El problema ya nos da la ecuacion de altura que tenemos que optimizar:
9.2
h(t) =vt—=t
(t) 5

Conociendo los valores de la velocidad y de la gravedad:
h(t) = 40t —%ﬁ =40t — 5t2
En fisica, los tiempos no puede ser negativos, por tanto t > 0 . Derivando y buscando
maximos y minimos:
h'(t)=40-10t > h'(t)=0—>40-10t=0—>t=4s
Mediante la derivada segunda verificamos si es maximo o minimo:
h"(t)=-10 > h'""(4) =-10 maximo
Ahora sustituyendo en la funcion de altura, obtenemos la maxima altura alcanzada:
h(t) =40-4-5(4)’ =80 m

Problemas de optimizacion:
Queremos construir una caja abierta, de base cuadrada y volumen 256 1. Halla las
dimensiones para que la superficie, y por tanto el coste, sea minimo. Sol: X =8,y =4.

Entre todos los rectangulos de area 16 halla el de perimetro minimo. Sol: X =y =4.

—-280 -



30

40

50

60

70

80

90

10°

11°

12°

13°

140

15°

16°

17°

Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

De todos los cilindros inscritos en una esfera de radio 1 m, hallar el valor del volumen
del que lo tenga méaximo. Sol: V =4+/3 /9 .

Entre todos los rectangulos inscritos en una circunferencia de radio 2 V2, (cudl es el de
superficie maxima? Sol: Un cuadrado de lado 4.

La suma de los catetos de un triangulo rectangulo es 40 cm. Halla sus dimensiones para
que la superficie de ese rectangulo sea maxima. Sol: Dos catetos iguales de 20 cm.

Hallar las dimensiones de un rectangulo de area méxima inscrito en una circunferencia
de radio 2. Sol: x=y =.8.

De todos los triangulos isosceles de perimetro 9. Hallar las dimensiones del que tenga
area maxima. Sol: x =y = 3.

Hallar dos nimeros que sumen 18 y que su producto sea maximo. Sol: 9y 9.

Hallar dos niimeros que sumen 9 y que el producto del cuadrado de uno por el triple del
otro sea maximo. Sol: X =6,y = 3.

Se quiere vallar una parcela rectangular junto a una carretera. Si la valla junto a la
carretera cuesta 1 euro/my el resto 50 céntimos/m. ;Cudles seran las dimensiones de la
parcela para que el area sea maxima si disponemos de 180 euros? Sol: 60x 90 m.

Un ganadero quiere encerrar a sus ovejas en un redil rectangular de drea maxima, para lo
cual aprovecha la pared de la finca y con 100 metros de valla construye ese redil. Halla
las dimensiones del rectangulo. Sol: 25 x 50.

La suma de las aristas de un prisma recto de base cuadrada es 36. Halla las dimensiones
para que el volumen sea maximo. Sol: x=y =3.

Un circulo de didmetro 8 cm se divide en dos trozos para formar los didmetros de otros
dos circulos. Halla la medida de los trozos para que la diferencia entre el 4rea del circulo
grande y las de los dos pequefios sea maxima. Sol: d=d'=4 cm.

Halla los puntos de la curva y* = X cuya distancia al punto (3/2, 0) sea minima.
Sol: (1, 1).

Un folio debe tener 288 cm® de texto impreso. Los margenes superior e inferior deben
tener 2 cm cada uno y los laterales 1 cm. ;Cuales deben ser las dimensiones del folio
para que el gasto de papel sea minimo? Sol: 28 x 14 cm.

La vidriera de una iglesia esta formada por un rectangulo y sobre ¢l media circunferencia,
si se quiere que el perimetro sea minimo y que el area sea 8 + 27 m”. ;Cudles deben ser

las dimensiones de la vidriera? Sol: Xx=4,y =2 m.

Entre los pares de nimeros cuyo producto es 64 encuentra aquellos positivos cuya suma
de cuadrados sea minima. Sol: 8 y 8.
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En un campo se quiere limitar una parcela de 24 m? por medio de una valla rectangular y
ademas dividirla en dos partes iguales por medio de otra valla paralela a uno de los lados.
(Qué dimensiones deben elegirse para que la cantidad de valla sea minima?

Sol: 6 m de largo por 4 m de ancho.

Se quieren fabricar latas de refresco (cilindricas) cuyo contenido sea de 1/3 de litro, de
manera que el coste de la chapa sea minimo; halla su altura y radio de la base. Mide las
dimensiones de cualquier lata que tengas en casa y comprueba si se fabrican siguiendo

ese criterio. Sol: R=3/67, h=3/36/27r .

Queremos vallar una parcela rectangular de 200 m” de una finca aprovechando un muro
ya existente, de modo que en ese lado no es necesaria una valla. ;Coémo debe ser ese
rectangulo para que el coste de la valla sea minimo? Sol: 10x20 m.

Se desea abrir una ventana rectangular en una pared de una casa. Queremos que nos
salga lo més econoémica posible sin perder luz, para ello pretendemos que el area sea de
16/15 m”. Sabemos que el coste en vertical es de 50 euros/m y en horizontal 30 euros/m.
(Como debe ser la ventana? Sol: 4/5 x 4/3.

Determina el radio y la altura del cilindro de volumen maximo inscrito en una esfera
de 12 cm de radio. Sol: R =+/96 y h=+192.

De todos los rectangulos de 6 m de perimetro, ;cual es el que al girar alrededor de uno
de sus lados engendra un cilindro de volumen maximo? Sol: El de 2x1 m.

De todos los conos de revolucion de generatriz 8 cm, jcual es el de volumen maximo?
Caracterizalo con su radio y su altura. Sol: h = 8/\3 m y R= 8+/2/+/3 m.

De todos los conos inscritos en una esfera de 3 m de radio halla el de mayor volumen.
Caracterizalo con su radio y su altura. Sol: h=4 my R= 242 m.

Halla el lado del cuadrado que se ha de recortar en las cuatro esquinas de una plancha
cuadrada de 1 m de lado para construir una caja abierta de volumen méximo.
Sol: 1/6 m.

Determina el tridngulo isésceles de area méaxima, inscrito en una circulo de 3 cm de
radio. Caracterizalo con su base y su altura. Sol: h=9/2 m y base =+/27.

Queremos construir latas cilindricas (sin tapa), de 500 cm’ de volumen, (Cudles deben
ser sus dimensiones para que la cantidad de material usado sea minimo?
Sol: h=R=542 m.

Un paralelepipedo de base cuadrada tiene 6 m* de area total. Halla las dimensiones del
que tiene volumen maximo (con tapa). Sol: Xx=y=1 m.

Halla las dimensiones del mayor rectangulo inscrito en un triangulo isosceles de 10 cm
de base y 15 cm de altura. Sol: base 5 y una altura de 7.5 cm.
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A una placa de vidrio rectangular de dimensiones 15 y 10 cm se le ha roto en una
esquina un trozo en forma triangular, de tal modo que la longitud ha disminuido en 5 cm
y la anchura en 3 cm. Con la parte restante se quiere formar una nueva placa rectangular
de area maxima. ;Cuéles seran las dimensiones de la placa?

Sol: 13.3 cm de ancho y 8 cm de alto.

Un alambre de un metro de longitud se divide en dos trozos y con ellos se construyen un

cuadrado y un circulo, respectivamente. Calcula la longitud que ha de tener cada trozo
para que la suma de las areas sea minima. Sol: 0.56 m el cuadrado y 0.44 m el circulo.
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Teoria y ejercicios de teoremas del analisis matematico.

1. Teorema de Bolzano:
Debido al matematico checoslovaco Bernard Bolzano que lo
enuncié en 1817.

El teorema viene a afirma que si una funcién es continua en un
intervalo cerrado y acotado y en los extremos del mismo ésta
toma valores con signos opuestos, entonces existe al menos una
raiz de la funcién en el interior del intervalo.

Este teorema sin embargo no nos informa sobre si existe en SIS
realidad una raiz o muchas raices. Solo nos dice por lo menos Bernard Bolzano
hay una pudiendo existir més raices. (1781 - 1848)

Si f(x) escontinuaen [a,b] y f(a) f(b)<0=3ce(a,b)/ f(c)=0.

f(®)

f(a)

Veamos unos ejemplos:

Ejemplos:
¢Cruza la funcion:

f(X)=x>—4x+2
el eje de abscisas en el intervalo [0, 2]?

Solucién: Es una funcion continua, veamos el signo de la funcién en cada extremo del
intervalo:

f(0)=2>0 f(2)=-2<0
Cumple las condiciones del teorema de Bolzano, luego esto implica que la funcion
cruza el eje de abscisas.

¢Podemos afirmar por el teorema de Bolzano que la funcion:
8
f(x)=——
() v
cruza el eje de abscisas en el intervalo [0, 4]?

Solucién: Es una funcién discontinua en x = 2, por tanto, no cumple todos los requisitos
del teorema de Bolzano y no podemos garantizar que cruce dicho eje.
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Demostrar mediante el teorema de Bolzano que la ecuacion:
x*-3x-1=0
corta al eje de abscisa en el intervalo (1, 3).

Solucién: Convertimos el polinomio en una funcion:
f(x)=x*-3x-1
Vemos que es una funcion continua. Al dar valores usando los extremos del intervalo:
f(1)=-3<0 f(3)=17>0
Vemos que cumple las condiciones del teorema de Bolzano, y por tanto podemaos afirmar
que la funcién posee un valor f (c) = 0.

2. Teorema de Darboux o teorema de los valores mtermedlos

El teorema de Darboux (debido al matematico francés Jean
Gastdn Darboux) establece que si una funcion es continua en un
intervalo, dicha funcion toma todos los valores intermedios
comprendidos entre los valores de la funcién en los extremos
del intervalo.

Si f(x) escontinua en [a,b], entonces f (x) tomaré todos los
valores comprendidos entre f(a) y f(b).

Es un teorema casi equivalente al de Bolzano, de hecho es J. G. Darboux
demostrable el teorema de Darboux partiendo del teorema de (1842 - 1917)
Bolzano y también se puede demostrar el teorema de Bolzano partiendo del teorema de
Darboux. Al igual que el teorema de Bolzano, este teorema es solo un teorema de
existencia y no te dice ni como calcular los valores intermedios ni tampoco si la funcion
repite varias veces uno de dichos valores intermedios.

J(®)

Je)

fa)

Veamos unos ejemplos:

Ejemplos:
Sea la funcién:

f(x)=x"-1
¢Se puede afirmar que la funcién toma todos los valores entre f (1) y f (3)?

Solucioén: Si, porgue al ser continua, el teorema de Darboux garantiza que la funcién
tome todos los valores comprendidos entre f (1) y f (3).
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E5 ¢Podemos garantizar que tenga solucion la siguiente ecuacion:

E6

x> +6x =4
en el intervalo [-1, 1]?

Solucioén: Si la convertimos en funcion:
f(x) = x* +6x

Es continua en [-1, 1], y ademas:

f(-)=-7>0 f=7<0
Segun el teorema de Darboux, la funcion tomara todos los valores comprendidos entre
f(-1) =-7yf (1) =7, esto significa que forzosamente la funcion podré valer 4, y en
consecuencia existe algun valor de x dentro del intervalo [-1, 1] en el que la expresion
x> +6x puede valer 4.

3. Teorema de Rolle.

Fue formulado por el matematico francés Michel Rolle en 1691.

Sea f(x) continua en [a,b] y derivable en(a,b).
Si f(a)=f(b)=3ce(a,b)/ f'(c)=0.

Es decir, si una curva continua y suave conecta puntos de idéntica

altura, en algin punto tendrd tangente horizontal o derivada
primera nula.

M. Rolle.
Habitualmente es usado para garantizar la existencia de extremos (1652 — 1719)
relativos caracterizados por tener pendiente nula.

¥
Veamos unos ejemplos:
Ejemplos:
Discutir si es aplicable el teorema de Rolle a la funcion:

f(x)=x*—2x
en el intervalo [0, 2].

Solucioén: Se trata de una funcion continua y derivable (por ser un polinomio) que
verifica que:

f(0)=0 f(2)=0
Por tanto, cumple con el teorema de Rolle.
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E7 Dada:
f(x)=x"-2x°
halla los valores de c en el intervalo (-2, 2) en los que f'(c)=0.

Solucion: Determinamos la derivada de f (x):

X =
f'(x):4x3—4x—>f'(x):0—>4x3—4x:0—>{
Xx=4%1

4. Teorema del valor medio de Lagrange.

Este teorema lo formul6 el matematico italiano Joseph Louis
Lagrange. También llamado teorema de los incrementos finitos,
teorema de Bonnet-Lagrange es una propiedad de las funciones
derivables en un intervalo.

Si f(x)escontinuaen [a, b] y derivable en(a, b) =

Jce(a,b)/ f'(c) _To)-1@)
b—a
Se trata de un teorema muy importante, no se usa generalmente 4
para hacer calculos sino para demostrar otros teoremas. J. L. Lagrange
(1736 — 1813)
El teorema del valor medio de Lagrange es una generalizacion del teorema de Rolle.

Veamos unos ejemplos:

Ejemplos:
E8 Determine los puntos previstos por el teorema de Lagrange en [0, 2] para la funcion:

f(x)=4x* -5x+1

Solucion: Determinamos el valor de la derivada en el punto previsto por el teorema de

Lagrange:
F1(c) = f(2)- f(0) =7—1=3
2-0 2
Calculamos la derivada de la funcion:
f'(x)=8x-5

Igualamos la derivada al valor previsto por el teorema del valor medio:
f'(x)=f'(c)>8c-5=3->c=1
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Determinar a y b para que la funcién:
ax—3 X<4
fx)=1_,
X“—4x+b x>4
cumpla las hipétesis del teorema de Lagrange en el intervalo [2, 6].

Solucion: Basicamente es que la funcion sea continua y derivable, el punto conflictivo
esx=4.

19 ;3 f(4)?Si, f(4)=16-16+b=b.

2°) ¢ 3lim f (x)? Existira i lim (x*—4x+b)=lim (ax-3) > b=4a-3.

x—4" x—4~

3 ¢ f(4)= Iin} f (x)? Seran iguales si se cumple que b=4a-3.

Cumpliéndose estos tres pasos sera continua, pero solo sera asi cuando b =4a-3.
Procedemos al cuarto paso para verificar derivabilidad:

a X<4
f(x)=
2Xx—4 x>4
4°) ('jlin?1 f'(x)? Existirasi lim(2x-4)=Ilima—>a=4
X— x—4" x—4~
Ahora podemos sacar b:
b=44-3=13

Para los valoresa=4y b =13.

5. Teorema del valor medio de Cauchy.
Se trata de uno de los muchos teoremas en los que el matematico
francés Cauchy enunci6 o contribuy6 en matematicas.

Dicho teorema se enuncia como:
Sean f (x) y g(x) continuas en [a, b] y derivables en (a, b).
Sif“(xX) y g’ (x) no se anulan simultaneamente, entonces:

f(o)-f(a) _ f'c)

g(b)-g(@) g'c) Wy Y
Una curiosidad es que si g(x) = x desemboca en el teorema del A. L. Cauchy
valor medio de Lagrange. (1789 - 1857)

Una aplicacion importante de este teorema, es que permite una facil demostracion de la
regla de L’Hopital.

Ejemplos:
Determina si es aplicable el teorema de Cauchy en el intervalo [0, 2] a las funciones:

f(x)=x*—2x g(x)=x-5
Calcula el valor previsto por el teorema de Cauchy.

Solucion: Se trata de dos funciones continuas, derivables y que no se anulan al mismo
tiempo en (0, 2), pues:
f(x)=9g(X) > x*—2x=x-5—->x>-3x+5=0 Sin solucion.
comprobemos si verifican el teorema del valor medio de Cauchy:
f'(cy f(@-f@O 0-0

g'c) 9(2-g(0) -3-(-5)
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Calculemos dicho punto:
f'(x)=2x-2 g'(x)=1
T _2622_4 5 2-05c¢-1
g'cy 1
6. Teorema de Weierstrass.
El Teorema de Weierstrass es un teorema de analisis real que
garantiza la existencia de maximos y minimos en intervalos
cerrados y acotados.

Sea f(x) una funcion continua en un conjuntoAeR
compacto (conjunto cerrado y acotado). Entonces f (x) alcanza
maximo y minimo en A. Es decir:
faA>f(x) vxeA
Ha,beA/{ (8)= T(x) vxe

f(b)< f(x) vxeA K. T. W. Weierstrass
(1815 — 1897)

Veamos unos ejemplos:

Ejemplos:
Dada la funcion:
f(x)=x°
estudia si esta acotada superior e inferiormente en el intervalo [1, 5] e indica si alcanza
sus valores maximos y minimos.

Solucién: La funcidn es continua y su valor en los extremos del intervalo es:
f(1)=1 f(5)=5°=125
Determinamos la primera derivada de la funcion:
f'(x) = 3x?
Vemos que la derivada es siempre positiva, por tanto la funcion siempre es creciente. Al
crecer siempre la funciéon desde f (1) =1 hasta f(5) =125 y nunca decrecer, podemos
ver que los valores de la funcion estaran acotados entre 1y 125. En consecuencia, como

es cerrada y acotada, por el teorema de Weierstrass la funcion alcanza los valores
mAaximos y minimos.

Ejercicios:
Comprueba si las siguientes funciones cumplen el teorema de Bolzano en los intervalos

indicados:

x® —

a) f(x)=x*+x-1 x¢€l0,2] b) f (x) = v x €[0,4]
[ x*+1 x<0 ~ R
C)f(x)—{gx_4 £ 0 xe[-11] d) f(x)= 7 x €[0,4]

Sol: a) Si; b) No; ¢) No; d) No.

Sea la funcion:

f(x)=x*-x*+1
¢Se puede afirmar mediante el teorema de Bolzano que existe al menos un punto c en el
interior del intervalo [1, 2] tal que f (c) = 0? Sol: No.

—-289 -



30

40

50

60

70

80

90

10°

11°

Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

Utilizando el teorema de Bolzano, podemos asegurar que la ecuacion:
2x*+2x-10=0
tiene al menos una solucion x = atal que 0<a<2. Sol: Si.

Determinar si el polinomio x* —4x? —1 tiene alguna raiz real negativa.
Probar que la ecuacion x =cos x tiene solucién positiva.

¢Cumplen las siguientes funciones el teorema de Rolle en los intervalos dados? Justificalo.

a) f(x)=x"-2x+1 x€[0,2] b) f(x)=x*-2|x+1 xe[-11]
o) f)=¥x xe[-272] d) f(x):\x2—4\ [1,3]

2x° -1 x<1
e) f(x)=2—-|x-1 xe[-22] f) f(x):{xz_x+1 o1 [-2,3]

Justificar la respuesta.
Sol: a) Si porque la funcion es continua y derivable en el abierto, y f (0) = f(2) =1.

b) No, la funcion no es derivable en el intervalo.
c) No,yaque f(-2)= f(2);d)No,yaque f(1)= f(3);
e) No, yaque f(-2)= f(2);f) No, no es derivable en x = 1.

La funcion f(x) = x®-9x+1 cumple el teorema de Rolle en el intervalo [0, b].
¢Cual es el valor de b? Sol: b=3; x= J3

La funcion:
2
F(x) = ax” +bx+5 x<2
cx+1 X>2

cumple las hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 4]. Halla a, b, ¢ y determina
en que puntos se verifica lo asegurado por el teorema. Sol: a=c=1,b=-3;x=15.

¢Por qué no es aplicable el teorema de Rolle a la funcion:
f(x)=[x-3
en el intervalo [0, 4]?
Sol: Como no es derivable en x = 3, no es aplicable el teorema de Rolle.

Indicar si las siguientes funciones verifican las hipotesis del teorema del valor medio (de
Lagrange) vy, en caso afirmativo, encontrar los puntos intermedios cuya existencia asegura
el teorema:

a) f(x)=x"-x+1 xe[0,2] b) f(x)=Inx xe[Le]
c) f(x)=vx+1 xe[0,3] d) f(x)=sinx XE{O,%}

Sol: a) Si,x=1; b) Si,x=e-1; ¢) Si,x =5/4; d) Si, x=arccos(2/ ).
Calcula la tasa de variacion media en el intervalo [0,2] para las funciones:

a) f(X)=x*-x"+3 b) f(x)=x*+2x*-x c) F(X)=x*+2
Sol: a) 2; b) 11; c) 2.
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Sea la funcién:

bx?—ax-1 x>1

Hallar a y b de manera que la funcion cumpla las condiciones del teorema del valor
medio en el intervalo [0, 2]. Encontrar aquellos puntos que el teorema asegura su
existencia. Sol: a=-1,b = 3.

2 <
f(X):{ax +bx+1 x<1

Dada la funcion real de variable real:

2_
X —ax+hb 2<x<-1
X
fx)= ax? —bx
— —1<x<2
X+2

Calcular a 'y b de manera que la funcion cumpla las condiciones del teorema del valor
medio en el intervalo [-2, 2] y calcular aquellos puntos, cuya existencia afirma el
teorema. Sol: a=b =-1/4; x =-0.451.

Sea la funcion:

f(X) =3+ (x+1)>(x-2)
¢tiene la ecuacion formada por f '(x) =0 alguna solucion real en (-1, 2)? Demuestralo
sin hacer la derivada.

De una funcion f :R — R se sabe que es derivable y que los valores minimo y maximo

de su funcién derivada en el intervalo [2, 5] son 7 y 9 respectivamente. Razona cual de
las siguientes situaciones no puede darse:

a) f(2)=6y f(5)=8 b) f(2)=6y f(5)=30 c) f(2)=6y f(5) =300
Sol: Solo puede darse la b.

De una funcion f :R — R se sabe que su funcién derivada es:

f '(x) =sin(sin x)
Si £(0)=0, ¢puede ser f(1)=27? Utiliza el teorema del valor medio o de Lagrange.
Sol: No.

Sea la funcion:
2
X°+4x-2
f)=—F—
X°—2x+1
¢se puede afirmar que la funcién cumple con los requisitos del teorema de Weierstrass

en el intervalo [1, 4]? ¢ Se puede asegurar que esté acotada en dicho intervalo? Sol: No
cumple, y no se puede afirmar que lo esté, méas bien no esta acotada.

Sea la funcién:

X2

f(X)=—————

0 X2 +2x+1
¢cumple la funcion con los requisitos del teorema de Weierstrass en el intervalo [1, 4]?
¢Se puede asegurar que esté acotada en dicho intervalo? Sol: Si cumple, y esta acotada.
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Ejemplos de analisis y representacion de funciones:

Primer ejemplo:

1
f(xX)=——
() =~—
1°) Dominio. Dom f (x) =R —{1}
S 1 =¥ L .
20) Simetrias. f(-x)= => No tiene simetria par ni impar.
—x-1(#-1(X)

39 Puntos de corte.

Eje x: f(x)=0:>i¢0:> No corta el eje x.

Ejey: f(0) = ﬁ =-1=(0,-1)

4°) Asintotas.

. . . .1
Asintota vertical: lim f (x) = lim—— =40 = x =1
x—1 Xx—>1X—

. . . : 1
Asintota horizontal: lim f(x)= lim —=0=y=0
X—>+0 X—>to0 X —1
Asintota oblicua: no tiene por tener asintota horizontal.

59 Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.
Calculamos e igualamos a cero su primera derivada.

f'(x) =

-1

(x (x=1)°*
No tiene puntos candidatos a maximos y minimos, ahora hacemos un estudio de los
signos de la derivada primera para determinar los intervalos de crecimiento y
decrecimiento:

- f'xX)=0=> #0

_1)2

x=1
-1 - -
(x-1)° + +
F(x) - -
N N

Siempre es decreciente excepto en x = 1.
6°) Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion.
Calculamos e igualamos a cero su primera derivada.

£'(x) =

#0

2
F(x)=0
xopt Ty

No tiene puntos candidatos a puntos inflexion, estudiamos ahora los signos de la

segunda derivada para determinar los intervalos de concavidad y convexidad.
x=1

2 +

x-0°] -

f II(X) _

N

Convexa en (1,00) y concava en (—o0,1)

C +|+ [+
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7°) Representacion gréafica:

=t
0 x
-5 a 5
_5--
Segundo ejemplo:
X
f(x)=—
X“+1
1°) Dominio. Dom f(x) =R
20y Simetrias. f(—x)= —2x =— 2X =—f(x) Simetria impar.
(-x)°+1 X< +1

3% Puntos de corte.

=0=>x=0=(0,0)

Ejex: f(X)=0= 5
X“+1

Ejey: f(0) =

4°) Asintotas.
Asintota vertical: Al ser siempre continua, carece de asintotas verticales.
X

0
——=0=(0,0
0+1 (0.0)

Asintota horizontal: lim f(x) = lim =0=>y=0

X—>00 X—>too ¥ 41
Asintota oblicua: no tiene por tener asintota horizontal.

59 Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.
Calculamos e igualamos a cero su primera derivada.
2 2 2
oo XEFD=2xx  1=XT ey 0 X g xem
(x2 +l)2 (x2 +1)2 (x2 +l)2
x ==1 Son puntos candidatos a madximos y a minimos. Estudiamos ahora los
signos de la primera derivada:

2

x=-1 x=1
1-x? - + -
(x* +1)° + + +
f'(x) - + -
N / N
Decreciente en (—o0,—1) U (1,). Creciente en (-1,1).
Maximo por tantoenx = 1= f (1) = ZL _1 = [1, 1]
'+1 2 2

1
Minimoenx=—-1= f(-1) = 2_1 -1 1, 1
"+1 2 2
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6°) Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion.
Calculamos e igualamos a cero su primera derivada.

C=2x(X2 417 —2.2x(x2 +1)(1—x*) _ 2x° —6X

e (X% +1)* (X2 +1)°
or 2x* —6Xx _ x=0
f (X)_O:W_O—){X:i\/é

Tres puntos candidatos a puntos inflexion. Hacemos un estudio de los signos de la

derivada segunda:
x=—/3 x=0 x=+/3

2x3 — 6x - + - +
(x% +1)° + + + +
£ (x) N ¥ _ "
N U N U

Concava en (—oo,—«/§)u (0,«/5) y convexa en (—«/§,O) U(\/§,oo)
Los puntos candidatos, son por tanto puntos de inflexion con coordenadas:

x=0= f(0) = 20 =0=(0,0)
0°+1
x:i\/§:>f(i\/§)=i—\/§:i£: + 3,J_r£
3+1 4 4
7°) Representacion gréfica:
S
Y
l..
a
-2 0 2 ¢
_l“
Tercer ejemplo:
1
f(x) =
x% -1
1°) Dominio. Dom f (x) =R —{+1}
20y Simetrias. f(—x)= ! o f (x) Simetria par

(—x)2 1 x2-1
3% Puntos de corte.

Ejex: f(x)=0= # 0 No tiene.

x? —1

Ejey: f(0) :ﬁ: —-1=(0,-1)
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Asintotas verticales: lim f (x) = lim
Xx—1 Xx=>1xc =1
lim f(x)= lim
Xx—-1 x—-1 x2 -1

Asintota horizontal: lim f(x) = lim

X—>0

X—>to x< —1]

Asintota oblicua: no tiene por tener asintota horizontal.
59 Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.

Calculamos e igualamos a cero su primera derivada.

=t0o=x=1

=10 = X=-1

=0=y=0

)= 5 () =0 — 2 —0 - x=0
(x° -1 (x“ -1
x =0 Punto candidato a maximo o a minimo. Estudiamos los signos de la derivada:
x=-1 x=0 x=1

—2X + + - -

(x% -1)? + + + +

f'(x) + + - -

/ / N N

Decreciente en (0,0) —{1}. Creciente en (—o0,0) —{~1}. Y como se puede ver, hay
un maximo en x = 0, cuyas coordenadas son:
X= 0= f(0)=—
0% -1
6°) Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion.
Calculamos e igualamos a cero su primera derivada.

=-1=(0,-1)

oy 112 P Y 2 2
£ (x) = 2(x°-1) :2x§x2(x 1): 6); +23 () =0= 6); +23 40
(x*=1) (x*-=1) (x*-1
No hay puntos candidatos a puntos inflexién. Estudiamos los signos ahora:
x=-1 x=1
6x2 +2 + + +
(x* -1)° + - +
f”(X) + — +
U M v
Concavaen (-1,1) y convexa en (—oo,—1) U (1,00)
7°) Representacion gréfica:
[
5__.]”
0 X
: »
-5 5
_5“
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Cuarto ejemplo:

X2

f(x)=——
x+1

1°) Dominio. Dom f (x) = R —{-1}
(-x)? X {;t f ()

= = No tiene simetria par ni impar.
—Xx+1 1-x|#-f(X)

29) Simetrias. f(-x)=

39 Puntos de corte.

2

Ejex: f(x)=0=——=0=(0,0)
X+1

. 0
Ejey: f(O):mzlz (0,0)

49 Asintotas.
2

. : . . X
Asintotas verticales: lim f(x)= lim — =40 = x=-1
x—-1 x—>-1X+1

2
Asintota horizontal: lim f(x) = lim —— =+00 = No tiene asintota horizontal.
X—>00 X—t00 X +1
Asintota oblicua: y =mx+n
. f(x . X2
m= lim ) = lim =1
X—too X X—>+o0 X2 +1

: G I ¢
n= lim (f(x)-mx)= lim ——-x= lim —=-1
X—>F00 X—>t00 X +1 X—>t00 X +1
La asintota oblicuaesy =x —1.
59 Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.
Calculamos e igualamos a cero su primera derivada.

2 2
f,(X)=2x(x+l)2x _X +2;(—>f'(x)=0:> X

(x+1) (x+1) (x+1) X =2
Dos puntos candidatos a maximo o a minimo. Estudiamos los signos de la derivada:

2 Xx=0
X +2x_0:>{

=-2 =-1 x=0
X2 + 2X + - B +
(X +1)2 + + + +
f'(x) + - - +
/ N\ N /

Creciente en (—o0,—2) U (0,0) y decreciente en (-2, 0) — {~1}. Por tanto:

_9)\2
Méaximoen: x=-2 = f(—2):ﬂ:—4:> (-2,-4)
-2+1

2

Minimoen: x=0 = f(0) = 0 =0=(0,0)
0+1

6°) Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion.
Calculamos e igualamos a cero su primera derivada.
2 2 .
(x) = (2x+2)(x+1) (x4+2x) 2(x+1) _ 2 (X =0= 2 40
(x+1) (x+1)

(x+1)°
Hacemos un estudio de los signos:

f“
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X=-1

2 + +

(x+1)3 - +

f(x) - +

N v,

No tiene puntos de inflexién. Concava en (—, —1) y convexa en (—1,).
7°) Representacion gréfica:

51y
X
-5 0 5 q
Quinto ejemplo:
3
f(x)=
(=7
1°) Dominio. Dom f (x) =R —{+1}
)3 3 3
2°) Simetrias. f(—x)= S e SR =—f(x) Simetria impar.

(—x)* -1 x*—1 X -1
3% Puntos de corte.

3

Eje x: f(x):0:>2X—1:O—>x:O—>(O,O)
X

Eey: 1(0)=—2——2 _0.(0,0)
' C02-1 -1 ’
4°) Asintotas.
Asintotas verticales:
x3 1 1
Ilmf(x)—llm =——=—=d40c0=x=1
1x2-1 1-1 0
3 -1 -1

I|mf(x)—I|m
eax? -1 1-1 0

. . . : X :
Asintota horizontal: lim f(x)= lim ———=+oco=- No tiene.
X—+o00 X—+oo X _1

Asintota oblicua: y =mx-+n
XS
( ) g X—1_ i X
m= lim lim X =2 = lim 5 =1
X—=+o00 X— 400 X X—koo X© — X

n= 1im (F () —mx) = lim |[—X— x| = 1im —*_ =0
_X—>if>c - _x_>ioo X2 1_ - 2 1_

La asintota oblicua es: y = x.
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59 Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.
Calculamos e igualamos a cero su primera derivada.

(X2 - —2xx*  x*(x*—3)
e N

Tres puntos candidatos a maximo o a minimo.
Hacemos un estudio de los signos de la derivada primera:

x:—\/§ x=-1 x=1 x:\/§

X°(x*—3) x=0

f(X) = ARSI
(x) 1) 0= x:i\/§

— f'(x)=

x*(x* —3) + - - +
(X2 _1)2 + + + + +
f'(x) + - - - +
/ N N N /

Creciente en (—oo,—ﬁ)u(\/i oo) y decreciente en (—\/5,\/5)—{11}.

Maximo en: x = —+/3 = f (—J§) = ﬂ: —26= (—\@,—2.6)

(—V3) -1

\/é 3
Minimo en: x = /3 = f(+/3) = #: -2.6= (\/5 2.6)
(V3) -2
6°) Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion.
Calculamos e igualamos a cero su primera derivada.
f7(x) = 2x(x* =3)(x* —1)* + x> 2x(x* —1)® —2.2x(x* —1)x*(x* —3) _ 2x(x* +3)
(x> =1)* (x*-1)°
2X(x* +3)
(x*~1)°
Hay un punto candidato a punto de inflexion. Hacemos un estudio de los signos de
la derivada segunda:

f'xX)=0= =0—->x=0

x=-1 x=0 x=1
2X(X* +3) - - + +
(x* -1)° + - - +
f(x) - + - +
N U N U

Concava en (—oo, —1)U(0, 1) y convexaen (-1, 0) U (L, o).
7°) Representacion gréfica:
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Sexto ejemplo:

X -1
f(x)=
(x) "

1°) Dominio. Dom f (x) =R —{2}

(—x)° -1 x*-1 {i f(x)

= =- No tiene simetria par ni impar.
(—x)—2 —x—-2|=—1(X)

29) Simetrias. f(—x) =

3% Puntos de corte.

2 1,0
Ejex: f(x)= X =0—-Xx=+1— (1.0)
. 0°-1 1 1
Ejey: f(0)= =——|0, =
jey: £(0) 03 2—>[ 2]
49 Asintotas.
2
Asintotas verticales: I|m f(X)—llmX 1—:|:oo:>X:2
x=2 X—2
] . x* -1 .
Asintota horizontal: lim f(x) = |IT =+o00 = No tiene.
X—+o00 X—00 X_

Asintota oblicua: y =mx-+n

x* -1

- 2

m= tim +®) _ jim X=2 _ jimp X =1 4
x—+oo X X—+00 X Xﬁioox —2X
2_ —
n= lim (f(x)—mx)= lim [X 1—x]: lim 2X=1_»
X—£00 X—to00 — X—F00 X_2

La asintota oblicua es: y = x + 2.
59 Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.
Calculamos e igualamos a cero su primera derivada.

2X(x—2)—(x* 1)  x*—4x+1

fi(x) = 2 = 2
(x=2) (x=2)

fy—0= XL g {x:3.732
(x—2) X = 0.268

Tres puntos candidatos a maximo o a minimo. Y ahora estudiamos los signos de la

derivada primera:
x =0.268 X=2 x=3.732

X* —4x+1 + - - *
(x—2)? + + + +
f'(x) + - - *
/ N N /
Creciente en (—o0,0.268)U(3.732, o) y decreciente en (0.268,3.732)—{2} .
0.268° —1

Maximo en: x = 0.268 = f (0.268) = = 0.536 = (0.268, 0.536)

0.268 -2

2 —
Minimo en: x = 3.732 = f(3.732) = % = 7.464 = (3.732,7.464)
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6°) Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion.

Calculamos e igualamos a cero su primera derivada.

(0 = (2x—4)(x—2)* —2(x—2)-(x* —4x+1) 6

(x—2)°" (x—2)°

f "(x):OzLS;tO
(x-2)

No tiene puntos candidatos a puntos de inflexion. Hacemos un estudio de los signos
de la derivada segunda:

X=2
6 +
(x*-1)° -
f(x) -
N
Concava en (—oo, 2) y convexaen (2, o).

7°) Representacion gréfica:
+y
) V

C + |+ |+

Séptimo ejemplo:

2x—1
M=tcr22
1°) Dominio. Dom f (x) =R —{-2}
%—X)—1<_—2x—1{¢f(m

(0 +2) =% |=-f(

20) Simetrias. f(—x)= = No hay simetria par ni impar.

3% Puntos de corte.

Ejex: f(x)=0= 2X_12:0_>x:1_>[1'0]
(x+2) 2 2
Ejey: f(0)= 20-1 —EH[O, —1]
(0+42)? 4 4
49) Asintotas.
Asintotas verticales: lim f(x) = Ilmﬁ —00=>X=-2
X——2 X—— 2(X+2)
. . 2x—1
Asintota horizontal: lim f(x)= lim ———=0= y=0.
X— 00 X—+00 (X 2)

Asintota oblicua: Tiene asintota horizontal, por ello no tiene oblicua.
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59 Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.
Calculamos e igualamos a cero su primera derivada.

F1(x) = 2(x +2)? _2(x4;2)(2x—1) _ 6—2x3 (=0 6—2x3 C0x—3
(x+2) (x+2) (x+2)
Un punto candidato a extremo. Ahora estudiamos los signos de la derivada primera:
X= -2 X=3
6—2x + + -
(x+2)° - + +
f'(x) - + -
N\ / N\
Decreciente en (—oo, —2)U(3, oo) y decreciente en (-2, 3).
Maximoen: x =3 = f(3):L_12:1:>[3, EJ
3+2)° 5 5
6°) Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion.
Calculamos e igualamos a cero su primera derivada.
() = —2(x+2)* —3(x+2)*(6—2x) _ 22+ 4x
(x+2)° (x+2)*
f "(x):O:>L+44X:0—>X:E
(x+2) 2
Un punto candidato a punto de inflexion. Hacemos ahora un estudio de los signos:
X=-2 Xx=11/2
—22+4X - - +
(x+2)* + + +
f'(x) - - +
M M v

Céncava en (-, 11/2)—{-2} y convexaen (11/2, ).
7°) Representacion gréfica:
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Ejercicios:
1° Analice y represente las siguientes funciones polinémicas:
a) f(x)=x>-2x"—x+2 b) f(x)=2-x°
c) f(x)=—x"-x* d) f(x)=(x-1°
e) F(X)=x>+2 f) f(x)=-x°
g) f(x)=x"-x* h) f(x)=x"-4
i) f(x)=x"-3x*-4 j) f(x)=x>-3x
Sol:

a) Dom f =R ; Sin simetrias;
Puntos de corte: EX{(£1, 0), (2, 0)}, EY{(0, 2)};
Sin asintotas por ser un polinomio;
Crecimiento: (—oo, —0.21)U(1.5, ),
Decreciente: (-0.21,1.5);
Maximo en (-0.21, 2.1), Minimo en (1.5, —0.6) ;
Concava: (—oo, 2/3); Convexa: (2/3, «);
Punto de inflexién: (2/3, 0.75).

b) Dom f =R Sin simetrias;
Puntos de corte: EX{(1.26, 0)}, EY{(0, 2)}
Sin asintotas por ser un polinomio;
Siempre decreciente
No hay maximos ni minimos;
Concava: (0, =) ; Convexa (-, 0);
Punto de inflexion: (0, 2).

c) Dom f =R ; Simetria par;
Puntos de corte: EX{(0, 0)}, EY{(0, 0)};
Sin asintotas por ser un polinomio;
Decreciente en (0, «); Creciente en (-, 0);
Maéaximo en (0, 0);
Siempre es concava;
No hay puntos de inflexion.

d) Dom f =IR; Sin simetria;
Puntos de corte: EX{(1, 0)}, EY{(0, -1)};
Sin asintotas por ser un polinomio;
Siempre creciente;
No hay maximos ni minimos;
Concava (-, 1) ; Convexa(l, «);
Punto de inflexion: (1, 0).
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e) Dom f =R; Sin simetria; ¥
Puntos de corte: EX{(~1.14, 0)}, EY{(0, 2)}; 47
Sin asintotas por ser un polinomio;
Siempre creciente;
No hay maximos ni minimos;
Concava (-, 0); Convexa (0, »); X

Punto de inflexion: (0, 2).

f) Dom f =RR; Simetria impar; ¥
Puntos de corte: EX{(0, 0)}, EY{(0, 0)}; 21
Sin asintotas por ser un polinomio;
Siempre decreciente; . . *
No hay maximos ni minimos; -2 -1 oMW1 2
Cébncava (0, ) ; Convexa(—w, 0);
Punto de inflexion: (0, 0). -21

g) Dom f =R ; Simetria par; 1Y
Puntos de corte: EX{(£1, 0), (0, 0)}, EY{(0, 0)}; : : *
Sin asintotas por ser un polinomio; -2 { 4]0 2
Crecimiento: (—o, —0.71)U(0,0.71); _zl
Decreciente: (-0.71, 0)u(0.71, «); -3¢
Maéximos en (£0.71, 0.25), Minimo en (0, 0); ::
Concava (-, —0.41) U (0.41, );

Convexa(—0.41, 0.41);
Punto de inflexion: (+0.41, 0.13).

h) Dom f =R ; Simetria par;
Puntos de corte: EX{(+2, 0)}, EY{(0, -4)};

Sin asintotas por ser un polinomio;

Creciente en (0, «); Decreciente en (-, 0);
Minimo en (0, —4);

Siempre es convexa;

No hay puntos de inflexion.

i) Dom f =R; Simetria par;
Puntos de corte: EX{(+2, 0)}, EY{(0, -4)};

Sin asintotas por ser un polinomio;
Decreciente: (-, —1.22) U (0, 1.22) ;

Creciente: (-1.22, 0) U (1.22, x0);

Méaximo: (0, —4); Minimos: (£1.22, —6.25)
Céncava: (-0.71, 0.71)

Convexa: (-0, 0.71) U (0.71, )

Puntos de inflexion: (+0.71, —5.26) .
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j)  Dom f =R; Sin simetria;
Puntos de corte: EX{(3, 0), (0, 0)}, EY{(0, 0)}:
Sin asintotas por ser un polinomio;

Creciente: (—o0, 0) U (2, );
Decreciente: (0, 2);

Méaximo: (0, 0); Minimo: (2, —4);
Concava: (—«, 1) ; Convexa: (1, »);
Punto de inflexion: (1, —2)

2° Analice y represente las siguientes funciones con valores absolutos:
a) f(x)=|x"-5x+6 b) f(x)=|x"-2| ¢) f(x)=—|x"~1
Sol:
a) Dom f =R ; Sin simetrias;

Puntos de corte: EX{(2, 0), (3, 0)}, EY{(0, 6)};
Sin asintotas;

Creciente: (2, 2.5)U(3, »);
Decrecimiento: (o, 2)U(2.5,3);
Maximo: (2.5, —0.25), Minimos: (2, 0), (3, 0);

Céncava: (2, 3); Convexa: (—o, 2)U(3, =);
Punto de inflexion: (2, 0) y (3, 0).

b) Dom f =R ; Simetria par;
Puntos de corte: EX{(£1.4, 0)}, EY{(0, 2)};
Sin asintotas;

Creciente: (-1.41,0)U(1.41, 0);
Decreciente: (—o0, ~1.41)U(0, 1.41);
Minimos: (+1.41, 0); Maximo: (0, 2);

Concava: (—-1.41, 1.41); s
Convexa: (—o0, —1.41)U(1.41, );
Punto de inflexion: (£1.4, 0);

c) Dom f =R ; Simetria par; ¥ X
Puntos de corte: EX{(+1, 0)}, EY{(0, 1)}; -5 N[ 5
Sin asintotas;
Creciente: (—o0, —1)U(0, 1); -21

Decreciente: (—1,0) (1, «);

Maximo: (£1, 0); Minimo: (0, 1);

Convexa: (-1, 1); Concava: (—oo, —1)U(1, );
Punto de inflexion: (£1.4, 0);
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3° Analice y represente las siguientes funciones raciones:

) 1 ="" B) F(x =

B f0=2"t ) 1 =Xt
Q) 100 W F0 =
100 = ) 109 =5
Sol:

a) Dom f =R-{0}; Simetria impar;
No hay puntos de corte; Asintotasx=0e y =x;
Creciente: (—o0, —1)U(1, o);
Decreciente: (-1, 1);
Méaximo: (-1, -2); Minimo: (1, 2);
Concava: (-, 0); Convexa: (0, =);
No hay puntos de inflexion.

b) Dom f =R—{-1}; Sin simetria;
Puntos de corte: EX{(1, 0)}, EY{(0, -1)};
Asintotasx=-1e y=1;
Siempre creciente; No hay maximos ni minimos;
Convexa: (—o, —1); Céncava: (-1, );
No hay puntos de inflexion.

¢) Dom f =R-{2}; Sin simetrfa;
Puntos de corte: EX{(0, 0)}, EY{(0, 0)};
Asintotasx=2e y=-Xx-2;
Creciente: (0, 4); Decreciente: (—o0, 0)\U(4, );
Méaximo: (4, -8); Minimo: (0, 0);
Convexa: (2, «); Coéncava: (-, 2);
No hay puntos de inflexion.

d) Dom f =R-{+1}; Simetria par;
Puntos de corte: EX{No tiene}, EY{(0, -1)};
Asintotasx=+le y=1,
Creciente: (—o0, —1)uU(-1, 0);
Decreciente: (0, 1)U (L, 0); Méximo: (0, -1); —Fii
Concava: (-1, 1); Convexa: (—oo, —1)U(1, =); —iRt
No hay puntos de inflexion.
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e)

f)

9)

h)

Dom f =R —{5}; Sin simetria;

Puntos de corte: EX{(1,0), (4, 0)}, EY{(0, -0.8)};
Asintotasx=5¢e y=x;

Creciente: (—o0, 3)U(7, »); Decreciente: (3, 7);
Maéaximo: (3, 1); Minimo: (7, 9);

Convexa: (5, »); Concava: (—o, 5);

No hay puntos de inflexion.

Dom f =R —{+1} ; Simetria impar;

Puntos de corte: EX{(0,0)}, EY{(0, 0)};
Asintotas x=+le y =-x;

Creciente: (—o0, —1.73)U(1.73, «);
Decreciente: (-1.73, 1.73);

Maximo: (1.73, -2.61); Minimo: (-1.73, 2.61);
Convexa: (-, -1)u(0, 1);

Concava: (-1, 0)uU (1, «);

Punto de inflexion: (0, 0);

Dom f =R —{0}; Simetria impar;

No tiene puntos de corte; Asintotasx=0e y=0;
Siempre creciente;

No tiene maximos y minimos;

Convexa: (0, ) ; Céncava: (—», 0);

No hay puntos de inflexion.

Dom f =R —{0}; Simetrfa par;

No tiene puntos de corte; Asintotasx=0e y=0;
Creciente; (-, 0); Decreciente: (0, );

No tiene maximos y minimos;

Convexa: (-, 0)U(0, ®);

No hay puntos de inflexion.

Dom f =R—{-2,1}; Sin simetria;

Puntos de corte: EX{No tiene}, EY{(0, -0.5)};
Asintotasx=-2,x=1e y=0;

Creciente; (-, —2)u(-2, —0.5);
Decreciente: (-0.5, 1)U (1, «);

Maéaximos (-0.5, -4/9);

Concava: (-2, 1); Convexa: (-0, —2)uU(1, «);
No hay puntos de inflexion.
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Dom f =R —{+1} ; Simetria impar;
Puntos de corte: EX{(0, 0)}, EY{(0, 0)};
Asintotas: x=+1ey=0;

Creciente: R — {1} ;

No tiene maximos y minimos;

Convexa: (—o0, —1)U(0, 1);

Concava: (-1, 0)U(, «);

Punto de inflexion en (0, 0).

Dom f =R —{+2} ; Simetria impar;

Puntos de corte: EX{(£3, 0), (0, 0)}, EY{(0, 0)};
Asintotas: x=+2ey =0;

Creciente: R — {+2};

No tiene maximos y minimos;

Convexa: (-, —2)u(0, 2);

Céncava: (-2, 0)U(2, »);

Punto de inflexion en (0, 0).

Dom f = R—{l} - Sin simetria;

Puntos de corte: EX{(0,0)}, EY{(0, 0)};
Asintotas: x=1ey=0;

Creciente: (-2,0);

Decreciente: (—o0, —2)U(0, );
Maximo: (0, 0); Minimo: (-2, 0.15);
Convexa: (—o, —3.73)U(-0.27, 1);
Céncava: (-3.73, —0.27)u(1, oo);
Punto de inflexion: (0, 0).

4°  Analice y represente las siguientes funciones:

Sol:

f(x):ﬁ
Dom f =R—{0};

Simetria par;

No tiene puntos de corte;
Asintotas: x=0ey =0;
Creciente: (—o, 0);

Decreciente: (0, );

No tiene ni maximos ni minimos;
Convexa: (—o, 0)u(0, »);

No tiene puntos de inflexidn.
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5° Analice y represente las siguientes funciones irracionales:

a) f(x)=v1-x> b) f(x)=+x2-1 ©) ()=

Sol:
a) Dom f =[-1, 1]; Simetria par;
Puntos de corte: EX{(1, 0)}, EY{(0, 1)};
Sin asintotas;
Creciente: (-, 0) ; Decreciente: (0, ©);
Maéximo: (0, 1); Minimos (£1, 0);
Concava: (—1,1); No tiene puntos de inflexion.

X

b) Dom f = (o0, ~1]U[1, o) ; Simetria par;
Puntos de corte: EX{(£1, 0)}, EY{(No tiene)};
Asintotas: y = £ x;

Decreciente: (—oo, —1); Creciente: (1, «);
Minimos (1, 0);

Concava: (—oo, —1]U[L, o);

No tiene puntos de inflexion.

¢) Dom f =(-o0, —1]U[1, o) ; Simetria impar;
No tiene puntos de corte;
Asintotas: x = +1,y = +1;
Decreciente: (—oo, —1); Creciente: (1, «);
No tiene ni maximos ni minimos;
Céncava: (—o, —1); Convexa (1, );
No tiene puntos de inflexion.

d) Dom f =R-{+1}; Simetria impar;
Puntos de corte: EX{(0, 0)}, EY{(0, 0)};
Asintotas: x = +1;

Creciente: (—o0, —1.73)U(0, 1.73);

Decreciente: (~1.73, 1)uU(-1, 1)U(L1.73); .
Maximo: (-1.73,-1.37) ; Minimo: (1.73, 1.37) j

No tiene ni maximos ni minimos;
Concava: (—», —1)u(0, -1);
Convexa (-1,0)u(L, );

Punto de inflexion: (0, 0).
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Ejercicios de discusion de graficas de funciones:
1° Partiendo de la grafica de la funcién.

Calcule los siguientes limites:
legg f(x) leLq f(x) lem f(x) Ixm f(x) XILnl f(x)
Determinar:
a) El dominio y continuidad de la funcion.
b) La derivabilidad de la funcién.
c) Elrecorrido.
d) Las asintotas verticales y horizontales.
e) Los puntos de corte con los ejes.
f) El crecimiento y decrecimiento.
g) Los maximosy minimos.
h) La concavidad y convexidad.
i) Latasa de variacion media en el intervalo [2, 3].
Sol:

limf(x)=-1 Iin} f(X) =70 Iirr31 f(x)=05 limf(x)=0 Iirp f(x)=0

x—0

a) Dom f(x) =R —{1}. Discontinua en x = 1. Continua en R —{1} .
b) Derivable en R —{1} . Las funciones no son derivables en las discontinuidades.
c) Recorrido R—{0}.

d) Asintota vertical en x = 1 y asintota horizontal y = 0.

e) Con el eje x no hay puntos de corte, con el eje y hay punto de corte en (0, -1).
f) Siempre es decreciente, excepto en x = 1 en el que la funcion no esta definida.
g) No tiene maximos ni minimos.

h) n Céncava en (—«,1) y U convexaen (1, ).
f@-f(2 05-1 1
3-2 3-2 2

i) TVM[2,3]=
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2° Partiendo de la gréfica de la funcion.
A e e B e e A e e R e G e e o

N s

Calcule los siguientes limites:
Iing f(x) Iirq f(x) Iirr_11 f(x) lim f(x) Iirp f(x)

X—>0

Determinar:
a) Dominio y continuidad de la funcion.
b) Derivabilidad de la funcién.
¢) Recorrido.
d) Asintotas verticales y horizontales.
e) Puntos de corte con los ejes.
f) Crecimiento y decrecimiento.
g) Maximos y minimos.
h) Concavidad y convexidad.
i) Puntos de inflexion.
Sol:
leir(} f(x)=-1 lem f(X) =00 XILmlf(X)zioo 1@0 f(x)=0 xlinl f(x)=0
a) Dom f(x) = R—{*1}. Discontinua en x = £1. Continua en R —{*1}.
b) Derivable en R—{il} . Las funciones no son derivables en las discontinuidades.
c) Recorrido (—o0,-1]u(0,).

d) Asintotas verticales en x = 1y x = -1, asintota horizontal y = 0.
e) Con el eje x no hay puntos de corte, con el eje y hay punto de corte en (0, —-1).

f) Decreciente en (0, 0)—{1} y creciente (—o0,0)—{-1}

g) Tiene un maximo relativo en (0, —1). No hay minimos

h) n Céncavaen (—1,1) y U convexaen (—wo, —1)U(L, ).
i) No tiene puntos de inflexion.
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3° Partiendo de la gréfica de la funcion.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Calcule los siguientes limites:

Iirrg f(x) Iirr11 f(x) Iir[11 f(x) lim f(x) Iirp f(x)
Determinar:

a) Dominio y continuidad de la funcion.

b) Derivabilidad de la funcion.

¢) Recorrido.

d) Asintotas verticales y horizontales.

e) Puntos de corte con los ejes.

f) Crecimiento y decrecimiento.

g) Maximosy minimos.

h) Concavidad y convexidad.

i) Puntos de inflexion.

j) Latasa de variacion media en los intervalos [-2, -1] y [0, 1].
Sol:

Iingf(x)zl Iirrllf(x)zo Iimlf(x):O limf(x)=00 lim f(x)=

a) Dom f(x)=R. Continuaen R.
b) Derivable en R—{—l, 1} . Las funciones no son derivables en los picos.

c) Recorrido [0,0).

d) Sin asintotas.

e) Puntos de corte con el eje x en (-1, 0) y (1, 0). Con el eje y, punto de corte en (0, 1).
f) Decreciente en (-0, ~1)U(0,1) y creciente (-1,0)uU (1, ).

g) Tiene un maximo relativo en (0, —1). Minimos absolutos en (-1, 0) y (1, 0).

h) n Céncavaen (-1,1) y U convexaen (-, —1)U(1, «).

i) Puntos de inflexionen x =-1 yenx = 1.

i) TVM[-2,-1]= f(j)__(jz()_z) = —01_+32 =-3; TVM[0,1]=

f()-f(0) 0-1
-0 1

-1.
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4° Partiendo de la gréfica de la funcion.
R Y NI

YT

Calcule los siguientes limites:

lim £ (x) lim £ (x) lim £ (x) lim f (x) lim £ (x)

x—0

Determinar:

a)
b)
C)
d)
€)
f)
9)
h)
i)
Sol:

El dominio y continuidad de la funcion.

La derivabilidad de la funcion.

El recorrido.

Las asintotas verticales y horizontales.

Los puntos de corte con los ejes.

El crecimiento y decrecimiento.

Los maximos y minimos.

La concavidad y convexidad.

La tasa de variacion media en el intervalo [2, 5] y [0, 1].

Iing f(x)=0 Iirp f(x)=1 Iirp f(x)==1 limf(x)=w Iirp f(X)=o0

a) Dom f(x)=R. Continuaen R—{1}.

b) Derivable en R —{1} . Las funcion no es derivable en discontinuidades.
c) Recorrido [-1,0).

d) Sin asintotas verticales u horizontales.

e) Punto de corte con el eje x y el eje yen (0, 0).

f) Decreciente en (—oo, 1) y creciente (1, ).

g) Tiene un minimo absoluto en (1, —1). No hay maximos.

h) m Céncavaen (1, «).

i) No hay puntos de inflexion.

j) TVM[2, 5]=

f(5)-f(2) _3-2 1.

. TvM[0,1]= 1 B=TO _~1-0
5-2 3 3

1-0 1

=-1
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50 Partiendo de la gréfica de la func

-

ion:

ST S S — —
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i i i i i i i i i

i i i i i i i

4

[P S

Calcule los siguientes limites:

lim f(x) lim f(x) Iirq f(x) lim f(x) lim f(x)
x—>-2" X——2" X—> X—>—00 X—>+00
Determinar:

a) El dominio y continuidad de la funcion.

b) La derivabilidad de la funcién.

c) Elrecorrido.

d) Las asintotas verticales y horizontales.

e) Los puntos de corte con los ejes.

f) El crecimiento y decrecimiento.

g) Los mé&ximosy minimos.

h) La concavidad y convexidad.

i) La tasa de variacion media en el intervalo [0, 2] y [2, 4].

Sol:
lim f(0)=2 lim f(x)=05 lmf()=1  lim f()=0 lim f(x)=—o
x—-2* X—-2" X X—>—0 X—>+0

a) Dom f(x)=R. Continuaen R—{-2}.
b) Derivable en R —{+2,0} porque en x = 0 hay discontinuidad y en x = +2 hay picos.
c) Recorrido (—o, 4].

d) Sin asintotas verticales. Asintota horizontal en y = 0 hacia —«.
e) Punto de corte con el eje x y el eje yen (0, 0). Punto de corte con el eje x en (4, 0).

f) Decreciente en (—c0, 0) (2, ) y creciente (0, 2).

g) Méaximo absoluto en (2, 4). Méaximo relativo en (-2, 2). Minimo relativo en (0, 0).
h) n Céncava en (-, —2), U convexaen (0, 2)

i) No hay puntos de inflexion.

j) TVMJo, 2]= f(Z;:;(O) =4;o

f(4)-f(2) 0-4
4-2 2

-2

=2; TVM[2, 4]=
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6° Partiendo de la gréfica de la funcion:

Calcule los siguientes limites:”
lim f(x) Iin} f(x) Iimzf(x) lim f(x) lim f(x) Iin; f(x) lim f(x)
X—>— X—— X—2" X X— X—

x——2" —2" —o0
Determinar:
a) El dominio y continuidad de la funcion.
b) La derivabilidad de la funcion.
c) Elrecorrido.
d) Las asintotas verticales y horizontales.
e) Los puntos de corte con los ejes.
f) El crecimiento y decrecimiento.
g) Los maximosy minimos.
h) La concavidad y convexidad.
i) Latasa de variacion media en el intervalo [-1, 1] y [3, 4].
Sol:
Xlirr21+ f(x)=-0.5 mez] f(x)=-6 JLmz f(x)=4 XILT f(x)=6
XILT f(x)=2 |XILT21 f(x)=4 Xlimw f(x)=0

a) Dom f(x) =R —{+2}. Continuaen R —{+2}.

b) Derivable en R—{iZ} porque en x = +2 hay discontinuidades de salto finito.

c) Recorrido (6, ).

d) Sin asintotas verticales. Asintota horizontal eny = 0 hacia —.

e) Punto de corte con el eje x y el eje yen (0, 0). Puntos de corte con el eje x en (£1, 0).
f) Decreciente en (—c0, —2)(-0.6,0.6) y creciente (-2, -0.6) (0.6, «)—{2}.

g) Méaximo relativo en alrededor de (0.6, 0.4). Minimo relativo alrededor de (0.6, —0.4).
h) n Céncava en (-, 0)—{-2} y U convexaen (0, 2).

i) Hay punto de inflexion en x = 0.

j) TVM[-1, 1]=

f()-f(-1) 0-0
1-(-) 2

f(4)-f(3) 4-3
4-3 1

1

=0; TVM(3, 4]=
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7° Partiendo de la grafica de la funcion:
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Calcule los siguientes limites:

Iirr; f(x) Iin} f(x) Iin_11f(x) Ilrp f(x) lim f(x)
Determinar:
a) El dominio y continuidad de la funcion.

b)

c)
d)
e)
f)

9)
h)

i)
Sol:
lim f(xX)=—0 lim f(x)=1 Iimlf(x)zzf lim f(x)=1
x—-1* X—>-1" X—>— X—>—0
a) Dom f(x)=R-{-11,3}. Continuaen R—-{-1,1,3}.
b) Derivable en R —{-1,1,3}.
c) Recorrido (—oo, 4).
d) Asintota vertical en x = —1. Asintota horizontal eny = 1 hacia —.
e) Punto de corte con el eje x en (-1.75, 0) y con el eje y en (0, 2).
f) Decreciente en (-0, ~1) (0, 1)U(3, ) y creciente (-1,0)uU(1, 3).
g) Maximo relativo en alrededor de (0, 2). Como la funcion no existeenx=1yenx =3,
no hay en ellos ningun extremo.
h) mn Céncava en (—«,1)—{-1} y U convexaen (1, «)—{3}.
i) No hay puntos de inflexion.

j) TVM[4, 5]= f(5;::(4) =1‘12 _

La derivabilidad de la funcion.

El recorrido.

Las asintotas verticales y horizontales.

Los puntos de corte con los ejes.

El crecimiento y decrecimiento.

Los maximos y minimos.

La concavidad y convexidad.

La tasa de variacion media en el intervalo [4, 5].

limf(x)=0

-1.

-315-



Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

8° Partiendo de la gréafica de la funcion:

Calcule los siguientes limites:

lim f(x) lim £ () lim £ (x) lim £ (x) lim f (x)

x—-2+

Determinar:

b)
C)
d)
€)
f)
9)
h)
i)
Sol:

x—-2*

El dominio y continuidad de la funcion.

La derivabilidad de la funcion.

El recorrido.

Las asintotas verticales y horizontales.

Los puntos de corte con los ejes.

El crecimiento y decrecimiento.

Los maximos y minimos.

La concavidad y convexidad.

La tasa de variacion media en el intervalo [2, 3].

lim f(9=3  lim f0)=0 limfe)=4 limf(y=3 limf()=1

a) Dom f(x)=R. Continuaen R—{-2,1}.
b) Derivable en R —{-2,1,3}.
c) Recorrido (—o, 4].

d) No hay asintotas verticales. Asintota horizontal en y = 1 hacia oo.

e) Punto de corte con el eje x en (-2, 0) y en (=5, 0) con el eje y en (0, 4).

f) Decreciente en (-3, -2)U(0, 2)U(3, ) y creciente (-, —3)U(-2,0)U(2,3).
g) Méaximo relativo en alrededor de (3, 3). Maximos absolutos en (0, 4) y (-3, 4).
Minimos relativos en (-2, 0), (1, 2) y en (2, 2).

h) n Céncava en (-w,1) y U convexaen (1, «)—{3}.

i) No hay puntos de inflexion.

i) TVM[2, 3]=

f3)-f(@2) 3-2
3-2 1

1.
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9° Partiendo de la gréfica de la funcion:

Calcule los siguientes limites:

Iirn f(x) IirI! f(x) lem f(x) XIme f(x) 152 f(x)
Determinar:

a) El dominio y continuidad de la funcion.

b) La derivabilidad de la funcién.

c) Elrecorrido.

d) Las asintotas verticales y horizontales.

e) Los puntos de corte con los ejes.

f) El crecimiento y decrecimiento.

g) Los m&ximosy minimos.

h) La concavidad y convexidad.

i) La tasa de variacion media en el intervalo [0, 2].

Sol:

lim f(=3  lim f0)=0 limfe)=# limf(y=3 limf()=1

x——-2*

X—0

a) Dom f(x)=R. Continuaen R—{4}.

b) Derivable en R —{-2,4} . En x = -2 hay un pico, y no hay derivabilidad en picos.
c) Recorrido [-2, «).

d) No hay asintotas.

e) Punto de corte con el eje x en (1, 0) y en (-5, 0) con el eje y en (0, -1).

f) Decreciente en (-0, —2) y creciente (-2, ).

g) Minimo absoluto en (-2, —2). Minimo relativo en (4, 1).

h) n Céncava en (-, —2)U(1,0) y U convexaen (-2,1).

i) No hay puntos de inflexion.

j) TVM([o, 2] =

f(2)-f(0) 1-(-1)
2-0 2

1.
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_________________________________________________________

Calcule los siguientes limites:
lim f(x)

X—>—00

11 1
lim——==
e f(x) 3

Determinar:

lim——=1
x—0 f(x)

lim—t -0

lim f(9 =0 lim o

X—>0

a)
b)
c)
d)

Sol:

El dominio y continuidad de la funcién.

La derivabilidad de la funcién.
El recorrido.

Las asintotas verticales y horizontales.

Los puntos de corte con los ejes.
El crecimiento y decrecimiento.
Los maximos y minimos.

La concavidad y convexidad.

La tasa de variacion media en el intervalo [-1, 2].

lim f(x)=3

X—>—a0

a) Dom f(x) =R . Continuaen R—{5.5,6.5

lim——
x—0 f(X)

1

lim f
im0 im f (x)

X—>0

|3

b) Derivable en R—{2, 5.5, 6.5}. En x = 2 hay un pico, y no hay derivabilidad en picos.

c) Recorrido [2, «).
d) Asintota horizontal en y = 3 hacia —oo.

e) Punto de corte con el eje x en (1, 0) y en (-5, 0) con el eje y en (0, -1).

f) Decreciente en (—oo, 2) y creciente (2, «)

{55, 6.5).

g) Minimo absoluto en (2, 1) y relativo en (6.5, 1.5). Maximo relativo en (5.5, 3).

h) n Céncava en (-, —1) y U convexa en
i) No hay puntos de inflexion.

i) TVM[-1, 2] = f(?_‘( ! 1()‘1) -2

-318
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Ejercicios para aprender a integrar

Propiedades de las integrales:

J.af (X)dx = aj f (x)dx

b a
ja f (x)dx :-jb f(x)dx = [F(0)] = F(b)- F(a)

Polinomios v series de potencias

Reglas de integracion:

jadx:ax+k

Ejemplos:

4x!
I4x1°dx = 4j x'%dx =T
J'%dxzzj'%zzjx3dx:2x_—_22+k

j(x1°+2x2+x* )dx leodx+2jx2dx+jx Sdx =

Ejercicios:

n+l
+k n# -1

Ix”dx: ;1(+1

j(xz +X 4 x‘z)dx

11

11

Calcule las siguientes integrales:

a) Ix4dx
d) j(x7+8x3+x’2)dx

2) I(§+Xl—2jdx
j) I(7x’1+4x’2)dx
m)_[(ﬁ+%/§)dx

Sol:
5

X
—+k
a) 5

8 4 1
d) d 2 reX X ik
8 4 -1

2) 21n|x|—§+k

i) 71n|x|—;+k

X3/2 X4/3

m) 22—
3/2 4/3

b) J'(x3 + 2X)dx

e) J‘(
h) J.(X—11 50 +%}dx

—x*4x )dx

k) j(x + X X+2)
n) j(”x+ \2&) X

4
b) x4k
4

-5 -3

X X \/—+1

) -5 \/_+l

x101 Xl—\/_

h) —+—+

+k
101 1-+2

-319 -

J;dx :4jd—;:4ln|x|+k

3 4

XX X Lk

3 4

I)I x2+3x+1)dx
) j(l/\/;+l/\/;)dx

x> x*

c) —+—+k
3 2

Xﬂ'+1 Xe+1 Xi+1
+ +

7+l e+1 i+l

f)

i) x> +1In|x|+k

X3 2

1) X2 sk
2

4 3
i) XXk
4 3

J. f(x)+g(x)dx = '[ f(x)dx £ '[ g(x)dx

[ =tk
X
3 4 -1
XXX ik
3 4 -

+k
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Teorema del cambio de variables (Método de sustitucion)
El método del cambio de variables es utilizado basicamente con dos fines muy distintos:
1) Conseguir que una expresion complicada parezca mas sencilla, de tal forma que
sea inmediata su integracion.

2) Cambios de un sistema de coordenadas a otro, pasando de coordenadas cartesianas
a polares, cilindricas o esféricas, segiin convenga.

Vamos a enunciar el teorema del cambio de variables en integracion.

Teorema: Sea g(X)una funcidon con derivada g'(X) continua en [a, b], y sea

f:g ([a,b]) — R continua. Entonces, haciendo el cambio de variable t = g(X), resulta:

J1 1g00yg 0k = [ >

A veces se emplea el teorema del cambio de Varlables al revés:

Jo fooax= [, ”f(g(t))g(t)dt

f (t)dt

Este es el teorema general cuando tenemos integrales definidas, por ahora solo
estudiamos el caso de integrales indefinidas. Por tanto utilizaremos:

J f(a()rgi00dx=[ f [ foodx=[ f(g(t)g et
It =g(x) > dt = g'(x)dx| [x=g(t) > dx =g '(t)dt]

Iremos viendo progresivamente su aplicacion en diversos casos y ejemplos a medida
que avancemos en algunas reglas de integracion.

Advertencia: El método del cambio de variables no resuelve integrales, de hecho no
vuelve resoluble una integral, lo que este método hace es que una integral que parece a
simple vista dificil parezca mas fcil.

Potencias de polinomios (funciones elevadas a potencias)
Reglas de integracion:

n+1 '
ju'u”dX:u +k n=z-1 Iu—dX=ln|U|+k
n+1 u
Ejemplos:
9
j(x+5)8dx:(xgs) +k
_ 9
j(x+5)8dx—{t_ } Itdt——+k 05
dt = dx 9 9
M pnjx—3|+k
X—-3
Xd—gﬁtd:f;ﬂ% S tnf+k=njx-3+K
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53 s (x _5)3/2
“5dx = dx = K
Je=sde= [ () o=
t=X- 1/2 32 (X—5)3/2
j\/X—SdX%{d —d} Ifdt—jt dt= 2+k: 32 +k
-1
f —dx ——I(x+1)‘2d I CSE) RS S
(x+1)* -1 X+1
I —dxz_) t=x+l - —_—It‘zdt———+k—L+k
(X+1) dt =dx X+1
9
j4(4x+5)8dx:(4x;rs) +k
9

j4(4x+5)8dx—>{t_4x+5} It dt——+k (4x+5) +k

dt = 9 9
[ i fax-1]+k
3x—-1
I3dx _{t=3x—1}_} dt =Inft|+k=In3x-1]+k
3x-1 dt = 3dx

3/2

j7\/7x—5dx=I7(7x—5)1/2dx=%+k

t=7x-5 £3/2 (7x—5)3/2
737x—-5d tdt = [t"%dt = k = k
P
j(10x+6)5dx jlo(lox +6)° dx——jlo (10x+6)’ dx 1—(1())(+6)6+k

10 10 6

t=10x+6 ] ]

J(10x+6)°dx - jt5dt [rdt=— LIRS (L 5.0 B

dt—lOdX—)E: 10 6 60

7x—1 47 7x=1 7

t=7x-1
[ dt o [T Dk = Linprx— 1k
7x—1 dt:7dx—>7=dx 7t 7t 7 7

J‘ dx (7 _dx II 7dx :lln|7X—1|+k
7x-1 7

1/2 1/2 1 (3X—1)3/2
[VBx—10x = j (3x-1) dx_—js (3x-1) = =k
t=3x-1 312 312
J.\/3X—1dx—> _>J'\/'dt_ J‘l/zdt_lt k_l(3x 1) K
dt = 3dx —>3 32 3 372

-321 -



Julian Moreno Mestre Academia las Rozas

www.juliweb.es www.academialasrozas.com
3 2 11
[ + 430 +25 +7)"dx = W+ "
t=x+2x*+7 11 3 2 1
[3 + 4000 + 20 +7) x| - X T2 T g Ly JOCEBCHD
dt = (3x“+4x)dx 11 11
2 | 101
j(2x+1)(x2+x)1°0dx=w+k
101
— 2 101 2 101
J@x+10¢ +30%dx —> t=Xx"+X —>It1°°dx:t PR CSE L R
dt =(2x+1)dx 101 101
10 10 10 1
J(Zes) oxmf2(2es) axmrfh(2es) =T 2es) ok
7 7\7 7\7 11\ 7
X
10 t=_+5 11 1
J(;*S] x> ’ —>j7t1°dt=7t1—1+k=%(§+sj +k
dtz;dx—>7dt:dx
2
j3§ +2dx:ln‘x3+2x‘+k
X +2X
2 t=x>+2x
I3§ +2dx—> - ﬂ:ln|t|+k:ln‘x3—|-2x‘+k
X™+2X dt = (3x* +2)dx t
3
42( +15dx:—%+k
(X" +X) (X" +X)
3 t=x*+x -4
I4:(—_|-15dx_) - d_gzjt_sdt:t—+k=—l%+
(X" +X) dt = (4x° +1)dx t —4 4 (x* +x)
5 5 5
X 6 X 1 6X 1
I6—7dX=Ig6—7 X:g,[6—7 X=———F———+Kk
(X" +1) (X* +1) (x° +1) 36(x° +1)
6
5 t=x"+1 >
X dt 1¢,.,,. 1t
——dx—> Sl—==(t7dt==-—+k=...
J.(X6+1)7 dt:6x5dx—>%=x5dx '[6t7 6~[ 6 —
36(x° +1)

Tal y como se ha visto en los ejemplos, para integrar se hace muy necesario identificar
aquello que es denominado como U de aquello que es u'. De esta forma podemos
aplicar las reglas de integracion dadas o bien usar el cambio de variable.
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2° Calcule las siguientes integrales:

a) j (x+1)>dx

d) [ (x-6)" dx

g) j 3(3x+1) dx

j) [50(50x-6)" dx
m) [(7x+5) dx

0) J.\/5x+1dx

1) [3x* +2)( +2x) dx

4% +5
! J'x“ +5x ax
X) I3x2-3 x> —2dx
Sol:
a)

W3+
(x=6)
d 2 =2
) \/§+1

(3x+1)4

4
(x+1) Tk

+k

2) +k

) (50x — 6)¥3*!
\/§+1
10
1(7x+5) K

m_
)7 10

2 3/2
—(5x+1 k
0) 15( X + ) +

+k

3 4
(X +2x) Lk

r) 2

1) ln‘x4 +5x‘+k

X) %~3[(X3 —2)4 +k

b) j(x+5)3dx

e) j 53/(x —4)2dx

h) j 6(6X +5)>dx

k) j 53/(5x—4)2dx

n) j(3x - 2)8 dx

P) I% /§+7dx

s) sz(x2 +2)ﬁ dx

6X> +4X+2

V) | ———————dx
J-x3+x2+x+1
X+1 dx

Y J-\/x2+2x

b) MJFK
4
(5x—4)°"3
5/3
(6x15)4 K
(x—4)5/3 "
5/3
1 (3x-2)

)~k
)35

4/3
p) %(ng 7) +k

s) \/Elﬂ(xz +2)\/EH +k

V) 2ln‘x3+x2 +x+1‘+k

y) VX2 +2x +k

e) +k
h)

k)
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c) IMdX
d

D[ s

i) j 77X +1dx
6d

D J.6x—X5

i) [(4-2x)" dx

W) I(Z»x2 + 4N X3 +4xdx
3

X
Z) I()(“T)de

9) %«/(Xﬁ—l)} +k

f) In|x—5|+k

i) %«/(7x+1)3 +k

1) In|6x—5|+k
8
) _1(4-2x)
2 8
) %1n|2x—5|+k

+k
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Funciones exponenciales

Regla de integracion:

u
J'exdx:ex+k Iu'e”dx=e”+k J'u'a dx = K
na
Ejemplos:
4x+2
Ie“”zdx = lJ‘4e4”2dx & ik
4
t=4x+2 dt e4x+2
Ie4x+2dx—> dt - |e'—= _[e‘dt_ e'+k= +k
dt =4dx > —=dx
4
Ixe‘xzdx =1I2xe"‘2dx = —le"‘2 +k
2 2
t=—x?
Ixe"‘zdx—> dt eﬂ_ Iedt_— e'+k=——e" +k
dt = -2xdx - — = xdx
J107dx= U
In(10)
X2 +1
Ix‘7xz“dx:lJ‘2x~7xz“dx=l~7 +k
2 2 In(7)
t=x+1 2 X241
Ix.7xz+1dx_> dt _>J‘7t$=lj.7tdt: 7 1k = 7 +k
dt:2xdx—>7:xdx 2 2 21n(7) 21n(7)
Ejercicios:
3° Calcule las siguientes integrales:
a) J'ex“dx b) j3xe3x2*2dx c) J'(2x+3x2)exz+x3dx
d) je e e) J'exeexdx f) Ie“exdx
e* 2xe* : 6
h i) |e*(1+e*) dx
g)J'ex+1 )Ie +4 )I ( )
. 5
) [4*1n4 dx k) [6%dx 1
] I I )-[1+5X
Sol:
3x%42 iX _ 4-ix
a) e 1k b &k o) e 1k d) £ 2ie Tk
o e 1k f ek g) In(e' +1)+k  h) In(e” +4)+k
. (1+e") , 6" In(5* +1)
——+k x k +k ) ——+k
R DAk ) 1®) [
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Funciones trigonométricas seno y coseno
Reglas de integracion:

Iu'sin(U)dxz—cos(u)+k IU'COS(u)dX=sin(u)+k
Ejemplos:
I(cos(x) +sin(2x))dx = Icos(x)dx +%j25in(2X)dx sinx— Cos§2x) Tk
[ cos(ax+1)dx = %j’4cos(4x+ Dy = SEXHD
t=4x+1 ' .
Jeostaxc+ x> o | [ WSS

dt = 4dx — — = dx
4

_ 2
szin(x2 +5)dx = %jzx sin(x* +5)dx = —o0s(X'+3)

t=x>+5 . )
Ismtdt: —cost k= —cos(X +5)ij

I xsin(x* +5)dx — -
2 2 2

dt =2xdx—>%: xdx

Icos(ljd—)z(% X —>'[cost(—dt):—sint+k:—sin(lj+k
X - dx X
dt =—dx — —dt=—
X X

Isin(x) cos’ (X)dx = I—sin(x) cos’ (X)dx = M+ k

t = 6 _ 6
Isin(x) cos’ (X)dx — C(?S(X) N '[—tsdx U _meos ()
dt = —sin(x)dx 6 6

B sin(X) sin(X) B
jtan(x)dx = I cos(x) J 205(%) dx = 1n|cos(x)|+ k

sm(x) NN { t = cos(X)

cos(x) dt = —sin(x)dx

Itan(x)dx I }—) ?t =—In |t|+k ——ln|cos(x)|+k
“2xsin(¢), __Injeos()
cos(x*) 2
. 2 _ 2
_2sm(z( ) N t—cosj(x ) _)_l E:
cos(X”) dt = —2xsin(x*)dx 741

Ixtan(xz)dx :%lj
I X tan(x*)dx = _71]

1 2
..:—%ln|t|+k :—M+
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40

Calcule las siguientes integrales:

a) j sin(5x)dx
d) Icos(x) tan(X)dx

2) I sin(2X) cos(X)dx
j) j X sin x2dx
m) Isin(x) 4 — cos(x)dx

b) j cos(3X)dx
e) jsin(x) cos’ (x)dx

sin(X)
h) J-cosz(x) dx

k) j (X + 1) sin(x* + 2x)dx

n) J.cos(x)3 sin(X)dx

0) j sin(8x + 1)dx

f) j sin(x) cos® (X)dx

. [ cos(X)

| s 0o &

1) j (X* +1)cos(X* +3x)dx

i) J' e sin(e*)ec*® ) dx

Sol:
2) — cos(5X) Lk b) sin(3x) Lk 0 _cos(8x+1) Lk
5 3 8
_ 3 7
d) —cos(x)+k e) wﬂ( f) _COS7(X) Lk
cos’(X) 1 . 4
=\ h +k +k
g 2 3 tk ) cos(X) ) sin*(x)
2 2 : 3
i) cos(X )+k K) _ cos(X +2X)+k N sin(X +3X)+k
2 2 3
B 3/2 3[4
m (4=cos) C;/S(zx)) +k n) _3Vsin X S;n Xk fi) —e* M 1k

5% Calcule las siguientes integrales:
a) j tan(2x)dx b) j tan(7x + 1)dx

tan (/x|

c) jxg tan(x'"* +1)dx

X +1 X +1 tan(3 X)
d) I N dx e) Ixe tan(e )dx jmdx
2) jcotan(3x+2)dx h) _[ x’cotan(3x®)dx 1) Itan(x)-cotan(x)dx
Sol:
10
2) _1n|cos(2x)| K b) _1n|cos(7x+1)| K 0 _ln‘cos(x +l)‘
10
In|cos(e*™ 1
d) 1n‘cos(& )‘+ k 9 _# Tk PP
1n|sin(33x+2)| b 1n\snlq;3x6)‘ » D xek

Reglas de integracion de la tangente y cotangente:

Es posible utilizar las siguientes reglas de integracion para los casos estudiados
anteriormente en el ejercicio 5°. Aunque como se ha visto, basta el ingenio y conocer las
reglas seno y coseno para integrar la tangente y la cotangente.

Iu "tan(u)dx = —1n|cos(u)| +k Iu 'cotan(u)dx = ln|sin(u)| +k
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Mas reglas de integracidén seno v coseno:

u' u'
jsin(u) X= ntan(2j+ J-cosz(u) X =tan(u) + jsinz(U) X =—cotan(U)+
Ejemplos:
3dx (3xj
I - =In|tan| — ||+ k
sin(3X) 2

+k

90° +x’
=— = an
cos(x’) 27sin(90°+x*) 2 2
xdx 1 2xdx t =90%x’
_[ N PN _I
cos(X?) 27 sin(90°+x7) dt = 2xdx

J- Xdx 1 2xdx 1

=—In
sin(t) 2

J' dx :lj' 3dx
cos’(3X) 37 cos?(3x)

t=3
J' dx :lj 30x _{ X}—)lezltan(t)jtk=§tan(3x)+k

= %tan(3x) +k

cos’(3x) 37 cos?(3x) dt = 3dx 37 cos?(t) 3
2X 2X
.[ ‘ 2e _ X:tan(e +1)+k
sin”(e“*+1) 2

| e¥dx lj 2e**dx t=e"+1 —f dt _tan®) |, _ tan(e¥+1) K
cos’(@+1) 27 cos?(€®*+1) | dt = 2e¥*dx cos’(t) 2 2

Ejercicios:

Calcule las siguientes integrales:

dx dx dx
) sin(4x+1) b [ cos(X) ) | xcos(In(x))
sin(X)dx ) A X
9 | sin(cos(X)) 0| Vxcos(Vx) | cos2 (X% +1) dx

dx sin(X) . 4*
h - 7
2 j (x+1)-cos?(In(x +1)) j sin?(cos(X)) o 1 j sin?(4%)

Sol:
tan(902+xj +k c) ln(tan(lngx) 45°D +k

a) lln(tan(4x+ljj+k b) In
4 2
d) —ln[tanicosz(x)n+k e) 2ln(tan(§+45°n+k f) tan(x; +1)+k

g) tan(In(x)+1) +k h) cot(cos(X))+K i - Cot?nfx) +k
n
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Integrales con primitiva arcotangente
Método de agrupar cuadrados de Lagrange:
Para poder hacer varias de las integrales de este tipo, es preciso saber como agrupar en

cuadrados cualquier polinomio de segundo grado que carece de raices reales. La forma

de hacerlo para un polinomio general de segundo grado seria:
2

) o) ()

Por ello estudiaremos dicho método con unos ejemplos que usaremos posteriormente en
algunos de los ejemplos de integrales:

X2 +8X+17 = (x+4)" =42 +17 = (x+4)" +1
(

ax2+bx+c:(ax2+bx)+c:[\/5x+ +c

22) \22
2 2
9% —12x+1=(9%* —12x)+1= [3x—;—23j —G—zgj 1=(3x-2)"-3

Regla de integracion:

%dx = —arctan (Ej +k
u +a a a

I g X =arctan(X) + k

X +1

dx 1 [xj
j = —arctan| — |+ Kk
9+x2 3 3

I 5 o = I SX =I ox arctan(x—_'_l}rk
X 42x+7 (x+1) 1247 2 (x+1)°16 V6 J6

j > ax :J- SX :I dX2 :Larctan(x_2j+k
X*—4x+6 7 (x=2)"=22+6 °(x=2Y+2 2 V2

2x+é

J' 23dx :J' 3dX2 :—J. :Larctan 2 |1k
4x2 +6X+5 3 3 NE)
2x+5 +3 2x+2 +3
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Ejercicios:
7° Calcule las siguientes integrales:
dx dx
a b) c
)I4+x2 j8+3x )I81+4x2
dx dx
d) |———— e) | ————— _
)~[4+(3x—1)2 )j9+4(x 2)* I1+4(6x+2)2
dx dx
7 h) o
g)jx2+2x+8 j —6x+14 )I16x2+2x+6
ex dx
k) [ 5———dx D |\ ==
) J‘e +1 )‘[ezx+2ex+8 I><(1112(X)+9)
garctanXx 2sin(2x +1
m) J- I a J‘ (2 ) dx ) J- sec? X
241 1+cos™(2x +1) 1+ tan? X
Sol:
a) larctan(ij+k b) ——arctan & +k )iarctan(2 j+k
2 2 Jﬁ 4 18 9
d) larctan(?;x_qutk e) larctan(zx_dr)vtk f) Larctan(l2x+4)+k
6 6 3 12
X+1 X-3 1 16x+1
arctan| — [+K h arctan| —— |+K 1) ——=arctan| ——— |+K
o o] X3 % 2R o e
e’ +1 In(x)
: tan(e®) + k k) —=arctan| ——— |+k 1 arctan( j+k
j) arctan(e”) ) \ﬁ { NG J ) 3

m) e 4k n) —arctan(cos(2x+1))+k i) x+k

Integrales racionales
Se trata de integrales del tipo polinomio dividido entre polinomio. Los casos que se
estudian en bachillerato son de polinomios factorizables a términos lineales o cuadraticos,
siendo los lineales los mas frecuentes en exdmenes y los cuadraticos los menos frecuentes.

Método de descomposicion en fracciones simples. Ejemplos:
En cada caso deduciremos el valor de las constantes en la descomposicion en fracciones
simples utilizando dos métodos.
Primer ejemplo: Con factorizaciones lineales elevadas a potencia uno.
1 1 A N B A(X-2)+B(x+2)
x2—4 (X+2)(x— 2) (x+2) (x- 2) (X+2)(x-2)
M¢étodo de los sistemas de ecuaciones:

A+B=0 A=-1/4
AX-2)+B(x+2)=1= =
—2A+2B=1 B=1/4

Método de sustitucion de la variable:
X=2 4B=1—->B=1/4

Xx=-2 —-4A=1—>A=-1/4
1 -1 1

2 = +

X*—4 4(x+2) 4(x-2)

A(x—2)+B(x+2)=1:>{
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Segundo ejemplo: Con factorizaciones lineales elevadas a potencia diferente a uno.
X _ X A B N C  AXX+2)+B(x+2)(x-1)+C(x—1)’

x3—3x+2_(x—1)2(x+2)_(x—1)2+x—1 X+2 (X=1)*(x+2)
M¢étodo de los sistemas de ecuaciones:
C+B+A=1 A=1/3
AX+2)+B(X+2)(Xx-D)+C(x-1)’=x= B+C=0 ={B=2/9
2A-2B+C=0 C=-2/9
Método de sustitucion de la variable:

x=1 3A=1->A=1/3
A(X+2)+B(Xx+2)(x-D)+C(x-1)> =x=>{x=-2 9C=-2-5C=-2/9

Xx=0 g—2B—E:O—>B:2/9
3 9

x 1 2 2
X*=3x+2 3(x=1)> 9(x-1) 9(x+2)

Tercer ejemplo: Con factorizaciones con términos cuadraticos.
3 +2x+1  3x*+2x+1 A Bx+C

3 2 - 2 =t
XT+HX +X  X(X“+X+1) X X +x+1
Meétodo de los sistemas de ecuaciones:

A+B=3 A=1

AX +X+1)+Bx* +Cx=3x"+2X+1=><A+C=2=:<B=2

A=1 C=1

Método de sustitucion de la variable:
Xx=0 A=1
AX* +X+1)+Bx* +Cx=3x"+2x+1=4{ x=1 3+B+C=6 (B=2
x=-1 1+B—C:2:>{
1 1 2x+1

XHx2+X X X +x+1

Ejemplos aplicados a la integracion:
Valiéndonos de los ej emplos anteriores, procederemos directamente en las integrales.

O] e B R e I
(x+2)(x 2) (x+2) 47 (x=2) 4 4
X X
Imdx‘fm ey shor ol
—1 |x 1|——ln|x+2|+k
T 3(x— 1) 9

J~3x2+2x+1dX:J- 3% +2x+1 _Idx J-(2x+1)dx

— - _1n|x|—1n‘x2+x+1‘+k
X"+ X" +X X(X +x+1)

X+ X+1
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Ejercicios:
8° Integre por descomposicion en fracciones simples (factores lineales)
1 1 3
a dx b dx c) | =———dx
)jl—xz )-[42—9 )Ix2+x—2
6 2X— 3 -

d) j—dx e) I jf—xdx
X(X=1)(X+2) (X —1) 2X +x-1
3X* =7x-2 X+1 X+2

A dx
g)j X' —X dx )jx +4X+3 )I
AX* +2X— 1 X’ +12x+12 X —X+3
k ) | =——dx
J)j x* =X )I X —4x Ix2+x—2
Sol:
2) ~In Xk )—1 X3k
2 |x-1 2X+3
o) X2k d) N (e ;(X+2)|+k
X+2 ‘

90

e) 21n|x—1|+L+k
X—1

f) %ln|2x—1|—2ln|x+1|+k

In|x> -1
) 74 |X+1|+ n‘x ‘+21n|x|+k h) In|x+3|+k
2 |x—1|
1, |(x—4) 1
i) == +k i) Eln‘xz(x+1)(x—1)5‘+k
(x=2) X2
k) In ) +k ) 1n|(x—1)(x+2)|+7—x+k

Integre por descomposicion en fracciones simples (factores lineales y cuadraticos)
2

©) I4_X—z_dx

x* -1
a dx
)Ix3+x
2X* +X+8 X W dx 4T
d) _[—dx e) I—4dx f)J' dx
(x* +4) l6x™ -1 — x>+ X+3
Sol:
2
a) In X+ +k b) Larctan (2x+1) +— n—(x D
X V3 J3 6 X +x+1
c) Qarctan J2x lln x=2 +k d) arctan(lJ—++k
6 2 6 [X+2 2) 2(x"+4)
o L[4 =1y In|x* ~2x+3]
16 |4x*+1 B 2Infx+1|-————
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Integrales con primitiva arcoseno
Regla de integracion:

dx = arcsen(u j +k

.

Ejemplos:
J.l = arcsin (LJ +k
V7 -x? V7

2dx

= larcsin(ZX) +k

dx
I\/1—4x '[\/1

j J- 2dx %arcsin(2x)+ k

J‘\/i—arcsm( 3j+k
4—(x-3

t=x-3

J'——{ } I —arc51n(t]+k:arcsin(x—_3j+k
,4—(X—3)2 dt = dx \4 2

+4j+k

j dx J- dx _ ,[ dx :arcsin(x
V=X =8% -2 -8x—=16+16 ° /16— (x+4)? 4

J- dx :J- dx :J- dx _)[t:x+4}_)"- dt
=2 -8x T —8x—-16+16 " A16-(x+4)? Ldt=dx] 16

([t . (x+4
.. =arcsin (—j+ k = arcsm( j+ k
4 4

J.\/idx arcsm[eXJ+k
I e’ dx — J- —arcsm(tj+k :arcsin(§J+k
V9 e dt = V9 3

IL(X)dX arcsm( OS(X)J +k

\3—cos?(X) V3

sin(X) IX—)[ t = cos(x) }_)J‘ —dt :—arcsin(LjH(:---

\/m dt = —sin(X)dx [3_¢2
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10° Calcule las siguientes integrales:

dx
o I
d
)I«h (x )2
Jier
j) [-—2—
V=x>+6X-5

cos(X) dx

In)j«h—snf(x)
0) I dx
xy/1—In%(x)

Sol:

a) arcsin(X)+Kk

d) arcsin(x—1)+Kk

g) arcsin(X+1)+k
X=3

' in| — |+K

1) arcsm( 5 j

m) X+K

0) arcsin (In(x))+k

dx
b -
)I\h6 9%
e)J.\/4 (2x+3
K J'\/—x2—6x

0 J~ 5dx

f) J‘ dx
J9— (5x+7)2

i) I dx

k)_[ dx 1)_[ dx
V-x% +4x-3 V-4x2 +20Xx—9
cos(X) . 1+ tan?(X)
n) dx —
J6sin(x) —sin®(x) " J,/l_tanz(x) ”
dx xdx
) )
b I(2x+4)J9-1n%2x+4) ! I(x2+1)\/1—mz(x2+1)

b) larcsm(3 j—i— k
3 4

2x+3j+k

2
x+3j+k

3
k) arcsin(x—2)+k
n) arcsin (%j +k

p) lalrcsin (M] +k
2 3

| (
e) —arcsin
2

h) arcsin(

-333 -

c) arcsm( j+ k
5

5X+7j+k
3

i) %arcsin(x +1)+Kk

_5j+k

) arcsin(tan(x))+Kk

1 .
—arcsin
D garesin

1) 1 arcsin ( 2x
2

q) %arcsin(ln(x2 +1))+ k
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Otras reglas de integracion
Regla de integracion:

I%dx:ln(\/u“_raz +u)+k
Ju ta

Ejemplos:

dx 1 3dx 1
-— =—ln(\/9x2—1+3x)+k
I\/9x2 -1 3I\/9x2 _1 3

d d 2 4
I\/xz—tzx :I\/(X+f)2—l :ln( (X+1)2_1+X+1)+k

dx dx R "
IJXZ”X :IJ(X+1>2—1 %[d&dx}ﬂ@:h’(ﬁ“)*k
"':ln(\/m+x+1)+k

j%dlej 3¢ - dx:llnEJ(e”+2)2—4+e3x+2J+k
Ve +4e 3 [(e3X+2) -2 3
e3x

I N t=e*"42 —>1I 363 dX:lI dt
Vet +4e¥ dt=3e*"dx| 3 \/(e3x+2)2_4 37 ee—s

2
_éln(\/t2—4 +t)+k =%ln( (e3x +2) —4+e3x+2J+k

jd—x =1n(\/1n2(x)+1 + ln(x))+ Kk
X

X/In? (X) +1
X

e PR S SE G IR
n“(X)+ - +

[ =ln(«/sin2(x)+1 +sin(x))+ K

sin?(x) +1

t =si
J'—COSX dx—{ Sin(x) }—)J‘ at :ln(x/t2+9+t +k=...
sin2(X)+9 dt = cos(x)dx Ji2+9

...:ln( sin®(X)+9 +sin(x))+k
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Ejercicios:
11° Calcule las siguientes integrales:
dx dx 5dx
a) b) Q) | F—=
I\/x2—1 j 16+9x> '[\/25x2—625
dx dx dx
d) | =——= ¢) | —— f) | ———
I (x—1)%*—4 I (2x+3)* -9 J.«/(Sx+7)2+4
dx dx dx
g) h) i)
I\/x2—2x J'\/x2+6x J'\/4x2—8x
i) I dx K) I dx ) I dx
VX2 +6x-5 VX2 +4x-3 V4x* +20x-9
cos(X) cos(X) . 1+ tan?(X)
m) [———=2L dx n) dx ) [ 10 g4y
J Jsin2(0) -1 {Jsin(x) - 6sin(x) Jran? (-1
dx dx xdx
0) | —F— p) S))
/ X/ In2(x) 1 '[(2x+1)\/1n2(2x+1)+9 I(x2 + )% (C+1)—1
Sol:
a) ln(\/x2—1+x)+k b) %ln(\/l6+9x2+3x)+k
c) 111(\/25x2 —625 +5x)+ k d) ln(«/(x—l)z —4+ x—1)+ k

&) %ln(m+2x+3)+k Déln( (5x+7)2+4+5x+7)+k

o) ln(M+x—l)+k h) ln(m+x+3)+k

i) %ln(m+x—l)+k i) 1n(mu+3)+k

K) ln(m+x+2)+k l)%ln(\/M+2x+5)+k

m) ln(\/m +sin(x))+ k n) ln(\/(sin(x)—3)2—9 +sin(x)—3)+ Kk
) ln(\/m ; tan(x))+ K 0) In(y/In(0)~1+In(x)) +k

D) %ln(erln(sz))Jrk Q) %m[ lnz(x2+1)+9+ln(x2+1))+k
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Método de integracion por partes
Formula de integracidén por partes:

judv =uv —jvdu
Regla nemotécnica: Sentado un dia vi un valiente soldado vestido de uniforme.

Este método contiene un proceso de integracion y otro de derivacion. La derivada tiene
propiedades destructivas frente a la integral que tiene propiedades constructivas.
Nuestro objetivo al usar este método es emplear su proceso de derivacion para destruir
funciones sencillas como un polinomio, un arcoseno, un logaritmo, una arcotangente,
etc, y en cuanto a su parte de integracion evitaremos en la medida de lo posible que
construya funciones mas complicadas.

Ejemplos:

u=x-—du=dx
jxexdx—> i} y —>xex—jexdx:xex—ex+cte
dv=e’dx >v=e

U=X—du=dx
dv = cos(x)dx — v =sin(X)

j X cos(X)dx — [

} — Xsin(X) — _[ sin(X)dx = xsin(X) + cos(X) + k

U=X—du=dx

IZ’Xxdx—> _x 522 x—jz dx=—2_x—_2 ~+k
dv=27"dx > v= In2 In2 In2  (In2)
In2
dx

Iln(x)dx—> U =In()—>du X | xln(x)—Ix%: XIn(X)— x+k
X

dv=dx >v=xX

dx

u =arcsin(X) - du = _
1—x2 —>Xarcs1n(X)—J- =...

.[ arcsin(X)dx —

dv=dx >v=xX

...=xarcsin(X) +v1—x* +k

dx
> xdx
1+ X —>Xarctan(x)—J- =
1+Xx

u = arctan(X) — du =

jarctan(x)dx —
dv=dx —>v=x

.= Xarctan(x)—%ln(1+ x*)+k
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Calcule las siguientes integrales:

a) J' x*e*dx
X

d

) [

g) [ xsin(3x)dx

i) j xsin’ (x)dx

m) j%dx
cos”(X)

0) [ x(x—2)*dx

X
r) ‘[(X—l)3 dx

u) jx\/x—ldx
Sol:
a) (x> —2x+2)+k

c) e*(xX* =2x+1)+k

b) Ix3exzdx c) .[(xz —1)e*dx
e) .[;(—jdx f) I(x2 —Xx)e *dx
h) [ sin(2x)dx i) [ %* sin(x)dx
k) J.X2 cos(X)dx 1) J.Xcos(SX)dX
n) [%dx i) J' )2(4+1dx
sin”(X) cos”(X+1)
p) [x*(x~3)*dx Q) [ X (@x+5) dx
8X X2

d
> I(2x—3)2 " t) I(x+1)3 &
V) _[xzx/x—zdx w) J.\/lx——xdx

b) Lo _ Lo 1y

2 2

d) e *(x+1)+k

e) —e *(X* +4X° +12X7 +24x+24)+k ) —e*(X* —x)—e ¥ (2x—1)—2e* +k

—cos(3x) o sin(3X) Lk

) .
_ X“cos(2x) N Xsin(2X) N cos(2X) Lk

g) h
3 9 ) 2 2 4
2 .
i) —x% cos(X)+2xsin(x)+ 2cos(X)+k  J) X?— XS“;QX) - Cosézx) Tk
5 in(5
K) X sin(X) + 2X cos(X) — 2sin(x) + k ) 0052(5 X) | XSImGX)
m) Xtanx+ln|cos X|+k n) —Xcot(x)+ln|sin(x)|+k
fi) (x+1)tan(x+1)+ In|cos(x+1)| + k 0) %x(x—2)5 —3—10(x—2)6 +k
20y 5 6 7 2 5 6 7
D) X“(x=3)"  x(x-=3) +(x 3) Lk Q) X“(2x+5)"  X(2X+5) +(2x+5) Lk
5 15 105 10 60 840
X 1 6
r) — — +k - +2In|2x-3|+k
) 2(x—1)%  2(x-1) ) 2%—3 n| |
X X 2
— - +In|x+1|+k u) —Vx-1-3x* —=x-2)+k
2(x+1)°  Xx+1 15

v) %mm)@ —6X* —16X—64)+k W) —2x+/1-X —%xl(l—XY +k
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13° Calcule las siguientes integrales:

a) I In(3x)dx b) I(ln X)*dx c) Ix3 In xdx
d) jlnx o) jlnx ) [Vx(inx)dx
g) Isin(ln x)dx h) J-ln(l_nx)dx i) J'ln_xdx
X
j) Iarcsm( de k) jxarcsin(xz)dx 1) Iarccos(x)dx
.. [ Xarcsin(X)
m) jxarctan(xz)dx n) '[Xarctan(x)dx i) .[ \/7 dx
1-x

X arccos(X)

0) dx x? arctan(X)dx In(1+ x*)dx
e N p [ (%) @) [In(1+x)

Sol:
a) XIn(3x)—x+Kk b) x(In x)* —2xIn X +2x+k

4 4
o X Inx x* )_ln_X_er

4 16 X X

Inx 1 2(Inx)> 8(Inx) 16

- k X’ - — |+k

D0 et ﬂ\/—( 3 9 +27]+
¢) xsin(In X) — X cos(In X) Lk h) In xInln x|~ In X+ k

2
. . (X
i) 24X Inx —4v/x +k i) Xarcsm(a)+\/4—x2 +k
1 . I
k) EXZ arcsm(x2)+5 1-x* +k 1) xarccos(x)—v1-x* +k

X arctan(xz) ln(x4 + 1) X arctan(X) N arctan(X) X

— +k
m) 2 +k n) > > >
fi) —V1—x? arcsin(X) + X + K 0) —v1—x* arccos(X)— X +k
2
D) x* arCtan(X)+ln(X +1)—X—2+k Q) Xln(X2+l)+2arctan(x)—2x+k

3 6
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Casos especiales con integracidén por partes:

El que vamos a ver es un caso especial que se da en la integracion por partes, se trata de
integrales que tras realizar una o varias veces el método de integracion por partes
obtenemos otra vez la integral que tenemos justo al principio:

J.excosxdx—{ u=e’—du=edx

S| > sinx—jeX sin xdx
dv = cos XdX — v =sin X

Tenemos que resolver a parte esta integral:

< . u=e*—du=edx
je sin xdx —

. — —e* cos X+J.eX cos xdx
dv =sin XdX — v =—cos X

Sustituimos ahora en nuestra integral del principio el resultado que nos sali6 de la
primera integracion por partes:

Iex cos Xdx = e* sin X —(—ex cos X+ Iex cos de) =e"sin Xx+e* cos X—J.eX cos Xdx
jex cos Xdx =e* sin X +e* cos X—J.eX cos xdx

Consideremos la siguiente sustitucion:
| = J-ex cos xdx

| =e*sinx+e*cosx—1
. 1 . 1 .
2l =e*sinx+e*cosx — | :E(ex sin X +€” cos X)—)Iexcosde:E(eX sin X +¢* cos X)
Finalmente incorporamos la constante k:

1 )
J.eX cos Xdx :E(ex sin X +€* cos X)+ k

Ejercicios:
Calcule las siguientes integrales:
a) Ie" sin(2x)dx b) Iex cos” xdx c) Ixex cos xdx
d) Ie3x cos(3x)dx e) J. xe*’ cos(x2 ) dx f) IZX sin(X)dx
Sol:

X

a) %(sin(zx) —2c0s(2X))+k

b) e*cos’(X) +e?(sin(2x) —2cos(2x))+k
¢) %(XCOSX+XSinX—SinX)+k
e3x
d) ?(cos(3x) +sin(3x))+k
eX2 2 (2
e) T(cos(x )+sm(x ))+k
2X

D 1+1n?(x)

(In(2)sin(x) —cos(X)) +k
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Integrales definidas:
Segundo teorema fundamental del Calculo:
Si f escontinua en [a,b] y f =F' para alguna funcion F entonces:

b b b
[ f0o0dx = F(b)—F(a)=F(x)|, =[F(oL,

Ejercicios:
Calcule las siguientes integrales definidas:
4 1 0
a) | (X +6x>=2x-3)dx b) | x(x* +1)dx c X_dx
)_j4( ydx  b) j (¢ +1) ) j —
/2 /2 /2
d) jsin(zx)dx e) j (X + cos X)dx f) j (sin(3x) + cos(3x) ) dx
0 -7/2 -7/2

Sol: a) 232; b) 0; ¢) —1.15; d) 1; e) 2; f) —2/3;

Calcule ¢l 4rea bajo la curva de las funciones en los intervalos indicados:
a) f(x)=sinx XE[O,ﬂ'] b) f(x)=¢™* Xe[O,oo]

c)f(x)=e*cosx  xe[0,7] d) f(x):% X € [—o0,-1]
Sol: a) 2: b) 15 ¢)— 12.07; d) 1.

Sabiendo que:

if(x)dx =10 jf(x)dx =3 jg(x)dx:l ig(x)dx:—3
Calcoular las siguientes intejgrales definidas: 6 0
a) j)-f(x)dx b) j-f(x)dx c) j.f(x)dx
5 0 3
5 7
d) [(3+4F(x)dx e) [(2F()+59(x)-16)dx
0 0

Sol: a) —10; b) 13, ¢) 0; d) 55; e) —96;

Calcule la integral en el intervalo [— 4, 4] de las siguientes funciones definidas a trozos:

X*=2 x>0 sin(zx/8) x>0
a) f(x):{ b) f(x):{ R
X—2 x<0 X +X Xx<0

x+2)T x=-1
9 f(X)_{(X—Z)l X< -1
Sol: a) -8/3; b) 15.88; ¢) 0;

Calcule las integrales:

a) j.|x|dx b) j|£|sinx|dx C) j.‘xz—l‘dx
—1 - -3

d) fﬂl—eX dx e) Te‘xdx f) Te‘x‘"‘xdx
-2 —0 —©0

Sol: a) 1;b) 4; ¢) 44/3; d) 5.52; ¢) 2; f) 1.
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Método de las circulaciones

Se trata de una forma de determinar las integrales que usamos para calcular areas en

bachillerato. Para usar este método requerimos tener en cuenta lo siguiente:

1° Debemos dibujar las graficas de las funciones que vamos a utilizar asi como pintar
o rayar el area que vamos a calcular.

2° Una vez pintada el 4rea que calculamos, debemos pintar flechas que recorran ese
area en el sentido de las agujas del reloj (sentido horario). La razén es que las
areas que recorramos en sentido horario siempre seran positivas. Si las recorremos
en sentido antihorario (contrario a las agujas del reloj) seran negativas.

Solo usaremos el sentido antihorario para recortar areas como veremos en el octavo

ejemplo. Y en cada trayectoria usaremos el siguiente esquema:

b
I f (x)dx

f(X)= Funcién que define el camino o trayectoria que rodea al area o a una parte de
ella.
a= Punto de partida o de inicio de dicho camino o trayectoria que bordea el area.
b= Punto final de dicho camino o trayectoria que bordea el area.
Procederemos a estudiar dos ejemplos del método paso a paso.

Ejemplos:
Primer ejemplo:

Calcular el area comprendida entre las curvas:

f(X) = 6x g(x) =6x*
Igualamos las dos funciones para calcular la coordenada X en el que las dos funciones se
cruzan:

f(X) = g(X) = 6X = 6x° —>{ |
X =
Procedemos a representarlas y a colocar las flechas en el sentido horario (de las agujas
del reloj):
El camino (1) se inicia desde X = 0 hasta X = 1 siguiendo
Bl la curva f(X), a este camino le correspondera la integral:
1
j6xdx
0

El camino (2) se inicia desde x = 1 hasta X = 0 siguiendo
la curva g(x), a este camino le correspondera la integral:

0
J.6x2dx
1

045 1
Para determinar el area A sumando las dos integrales, lo que implica el haber echo una
circulacion completa subiendo por el camino (1) desde X = 0 hasta x = 1 y bajando por
el camino (2) desde X = 1 hasta X = 0:

A:j;6xdx+J?6x2dx:[3x2]; +[2x3]? -3-2=1
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Segundo ejemplo:
Calcular el area comprendida entre las curvas:
f(x)=4 9(x)=x’
Igualamos las dos funciones para calcular la coordenada X en el que las dos funciones se
cruzan:

fX)=g(x) > 4=x>>x=42
Representamos la funcion y estudiamos los caminos:
El camino (1) se inicia desde X = -2 hasta X = 2 siguiendo la
curva f(X), a este camino le correspondera la integral:

2
j 4dx
-2

A J El camino (2) se inicia desde X = 2 hasta X = -2 siguiendo la
[ curva g(x), a este camino le correspondera la integral:

2
H (2) J' x> dx
2

-2 0 2
Sumando las dos integrales (que suponen la circulacion completa alrededor del area)
determinamos el area:

2 =) 3 -2
A= I4dx+ J. xzdx:[4x]i2 j{?} =16
2

-2 2

1632
3 3

Tercer ejemplo:
Calcula el area entre el eje de abscisa y la curva:

f(x)=—x*+8x*+9
Determinamos los puntos de corte con el eje de abscisas:
—x*+8x*+9=0—>x=143
Realizamos la representacion grafica:
/‘ S P El camino (1) se inicia desde x = -3 hasta X =3
(1) \1 siguiendo la curva f(X), a este camino le

correspondera la integral:
3

J' (—x4 +8x? +9)dx
33

El camino (2) se inicia desde X = 3 hasta x = -3 siguiendo la curva f (X), a este camino le
correspondera la integral:

-3
I 0dx
3

Y haciendo la circulacion completa (suma de las integrales) calculamos el area:

3 -3 5 -3
A:j(—x4+8x2+9)dx+j0dx: —X—+§x3+9x +O:ﬁ
3 3 > 3 3 >
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Cuarto ejemplo:
Calcular el area comprendida entre las curvas:

f(X)=x>—X g(x)=1-x
Igualamos las dos funciones para calcular las coordenadas de X en el que las dos
funciones se cruzan:

f(X)=g(X) > X —x=1-x> 5> x( -1 =1-x> > x=#1
Representamos la funcion y estudiamos los caminos:

y 1N El camino (1) se inicia desde x = —1 hasta X = 1 siguiendo

\ la curva g(X), a este camino le correspondera la integral:
1

'[ (1 —x? ) dx
-1
El camino (2) se inicia desde x = 1 hasta X =—1 siguiendo

la curva f(X), a este camino le correspondera la integral:
-1

I(x3—x)dx

Quinto ejemplo:
Calcula el area comprendida entre las curvas:

f(X) = x> —4x g(x) =6x—x>
Calculamos los puntos de corte:

fO)=g(X) > x> —4x=6x—-X>>x=0 X=5
Representamos estas curvas:

D,

El camino (1) va desde x = 0 hasta X = 5 siguiendo el eje de
abscisas:

5
J(6x—x2)dx
0

El camino (2) va desde x = 5 hasta x =0 con f(X) = x*

0
J(xz — 4x)dx
5
Yoo x

Y haciendo la circulacion completa (suma de las integrales) calculamos el area:

P ? T %3 " 125
A= [(6x=xP)dx+ [ —4xydx =| 3x° == | +[ = —2x7 | ===
. ’ 3,13 ;3
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Sexto ejemplo:
Calcular el area comprendida entre las curvas:

f(x)=x>—X g(x) = x
Igualamos las dos funciones para calcular las coordenadas de X en el que las dos
funciones se cruzan:
f(X)=g(X) > X} —X=X—>Xx=0, Xx=12
Representando las dos funciones podemos fijarnos que el area que vamos a calcular esta

dividida en dos regiones, cada region serd circulada en sentido de las agujas del reloj.
El area A, es recorrida por el camino (1)

desde X =—/2 hastax =0 y por el camino

(2) desde x = 0 hasta x = —2 . Por tanto el
area A, valdra:
0 -2
A = I (¢ = x)dx + j xdx =...
0

—/2

4 270 2 TV2
..{X——X—} +[X—} —0+1=1
4 2| 2,

El area A; es recorrida por el camino (3) desde X =0 hasta X = J2 y por el camino (4)
desde X =0 hasta X = \/E . Por tanto el area A, valdra:

0 V2 NC 0 52 2
A2:J.(x3—x)dx+.|‘xdx:[———} +[—} =0+1=1
g 0 4 2n

El area total sera por tanto:
A=A+A, =1+1=2

Séptimo ejemplo:
Desde x =—x hasta x = 7 calcula el area comprendida entre el eje de abscisa (f(x) =0) y
la curva:

g(X) = sin(X)
Igualando las dos funciones calcular los puntos de corte de g(X) con el eje de abscisa:
f(X)=g(X) > 0=sin(x) > x=0, X=*%7
Representamos ahora la curva y analizamos sus caminos.
Ly {4}#" Analizamos cada area por separado y siguiendo
circulaciones en el sentido de las agujas del reloj:

El area A, es recorrida por el camino (1) desde
X =0 hasta X =—x y por el camino (2) desde
X = —mhasta X = 0. Por tanto el area A valdra:

- 0
A, = J.sin(x)dx+ J’ 0dx =[cos(x)],” =1+1=2

0 -

El area A, es recorrida por el camino (4) desde X =0 hasta X = 7 y por el camino (3)
desde X = whasta X = 0. Por tanto el area A, valdra:
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Vid 0
A, = [sin(x)dx+ [ 0dx = [cos(x)]; =1+1=2
0 T
El érea total serd por tanto:

A=A+tA, =2+2=4

Octavo ejemplo:
Calculamos el area comprendida entre una circunferencia de radio 2 y otra de radio 1
definida por las siguientes curvas:

f(x)=v1-x> g(x) =—v1—x> h(x) =v4—x? u(x) =—v4—x>

Representamos el area que vamos a calcular encerrada por estas funciones:

Esta area se compone de una circunferencia grande
de radio 2 y una pequefia de radio 1. La
circunferencia grande es el camino (1) y la pequeia el
camino (2). El area se logra recorriendo en sentido
horario el camino (1) y en sentido antihorario el
camino (2). El camino (2) recorrido en este sentido
funciona recortando un trozo de area a la
circunferencia grande delimitada por el camino (1).

Las integrales definidas que tenemos que plantear son:
Las integrales definidas del camino (1) son:

-2 2 2
I —V4-x2dx+ J. Va4—x*dx = 2I 4—x*dx
-2 -2
Las integrales del camino (2) son:
1 -1 -1
J.—\/l—xzdx+ J' V1-x2dx = 2'|. 1-x*dx
1 1 1
Estas integrales se calculan facilmente con la regla de integracion:
[22 2 42
j\/ a2 —xldx=Y2 =X & resin (ij
2 2 a
El 4rea sera por tanto:
2 -1
A=2[a-xCdx-2[VI-x dx=...
-2 1

2
2 2
=2 X4—X+2arcsin X +2 Xl—x+larcsin(x) =27 1Vr=3x
2 2 2 2
2 1
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Noveno ejemplo:
Calcula el area comprendida entre las rectas X =1 y X =4 y bajo la curva:

f (0 =Vx

Representamos esta curva:
I =4~ Cuatro caminos, los caminos verticales (1) y (3)
(2) % l son de integral nula, ya que.

15 L 4 4 1 1
L l Iydx=yfdx:0 Iydx:yjdx=0
1t (3) 4 4 1 I
T A l. El camino (4) parte desde X = 4 hasta X = 1 por el
051 /) T l eje de abscisas: 1
. N fodx=0
0 1= 2%y 3 4 Y

El camino (2) se inicia desde X = 1 hasta X = 4 siguiendo la curva f (x), por tanto:
4
J‘ Jxdx
1

Y haciendo la circulacion completa (suma de las integrales) calculamos el area:

1 4 4 1 ) 4 14
A=_[ydx+j«/§dx+jydx+j0dx= x| 40+0+0=—
1 1 4 4 3 1 3

Décimo ejemplo:
Calcula el area desde x = 0 hasta x = 3 bajo la curva:

2
f(x):{x X<2

6—X X>2

Representamos esta curva:
i El camino (1) va desde x = 3 hasta X = 1 siguiendo el eje de
abscisas:

0
dex
3
El camino (2) va desde x = 0 hasta x =2 con f(X) = x*

2
J'xzdx
0

D*{_l}ﬂzl_S 4 & El camino (3) va desde x =2 hastax =3 con f(X)=6-X:

j.(6—x)dx
2

Cuatro caminos, el camino (4) es vertical y de integral nula:
3

3
j ydx = yj dx=0
3 3
Y haciendo la circulacion completa (suma de las integrales) calculamos el area:

0 2 3 3 N 2 2 3 37
A:Ide+Ix2dx+I(6—x)dx+_[ydx:0+ 2|+ 6x—=—] +0=""
3 0 2 3 3 0 2 6
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Ejercicios de calculos de areas entre curvas.

Calcular el area del recinto determinado por la funcion f(x) = x> — 3x + 2, el eje OX y las
rectas X =0y X = 3. Sol: 11/6.

Halla el 4rea determinada por las curvas y = X%,y =1/x y larectay = 2. Sol: 1.83.
Hallar el 4rea limitada por la pardbola y = —x* + 9 y el eje de abscisas. Sol: 36.

Calcular el area de la superficie limitada por la curva y = 6/X el eje de abscisas y las
rectas X=1y X = 6. Sol: 6:1n6.

Calcule ¢l area comprendida entre un circulo de radio raiz de dos centrado en el
origen y la parabola y = x*. Sol: 1.90.

Determine cuanto vale el drea comprendida entre la semicircunferencia de radio dos y
larectay=1. Sol: 2.46.

Halla el 4rea encerrada entre las curvas y = x* — 4x%, y = x* — 4. Sol: 8.
Halla el 4rea comprendida entre las curvas y = x° — X, y = 3x. Sol: 8.

Halla el area comprendida entre la grafica de la funcion y = tanx, el eje de abscisas y la
recta X = 7z/4. Sol: In(2)/2.

Halla el 4rea determinada por y = x* + 1 y su recta normal en x = 1. Sol: 125/48.
Halla el 4rea determinada por y = X* + 1, su recta normal en x = 1 y los ejes. Sol: 16/3.

Halla el 4rea comprendida entre la grafica de las funciones: y = x> — 2Xx e y = X’(X — 2).
Sol: 4/15.

Halla el area comprendida entre la grafica de las funciones: y =—x*+2x>, y=x+2e
y=-x+2.Sol: 31/15.

Calcular el area comprendida entre la curvay =[x — 1| e y = 2. Sol: 4.

Calcular el 4rea encerrada entre las graficas de g(x) = x’—3x* + 3x y f(X) = x en [0,2]
Sol: 1/2.

Halla el area de la menor de las regiones acotadas por las curvas Xy =2 yX= v
Sol: 1.90.

Calcular el area de la region acotada entre las curvas:

y =~/x y=+2-x y=0
Sol: 4/3.,

;Cual de todas las rectas que pasan por (1, 2) determina con y = x* la region de
minima area? Sol: y = 2x.
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Calcula el 4rea de la figura limitada por las curvas y =€, y =€ y la recta x = 1. Sol: 1.09.

Calcular el 4rea de la superficie comprendida entre la circunferencia X* +y* =16 y la
parabola x* = 12(y — 1). Sol: 14.4.

Calcula el area del recinto encerrado por las graficas:
2 6
y=—-X"+7 y=—
X
Sol: 0.509.

Halla el &rea comprendida entre las curvas y =2 — X2, y= |X| . Sol: 7/3.

Calcular el area comprendida entre la funcion y = In(X), el eje OX y la tangente a la curva
en el punto x = e. Sol: 0.359.

Calcular el area de las regiones del plano limitadas por el eje de abscisa y las curvas:
a) y=x>—3x
b) y=|xX*—5x+4|.

c) y=X(XX—-1)(x-3).
d) y=x—6x*+ 8x.
Sol: a) 9/2; b) 9/2; ¢) 37/12; d) 8.

Area comprendida entre la curva y = In(x* + 1) y la curva y = In5. Sol: 3.57.

Calcular el area encerrada entre las graficas de g(x) =X’ — 3x* + 3x y f(X) = X en [0, 2].
Sol: 1/2.

Calcular el area de la region acotada entre el eje de abscisa y las curvas:

y =+/x y=v2-x

Sol: 4/3.

Hallar el area de una de las regiones iguales encerradas por las graficas:
y= |sin(x)| y = |cos(X)|
Sol: 1.83.

Hallar el area de la region acotada entre el eje de abscisa y la curva:
y= ‘x3 - 1‘ -2
Sol: 2.50.

Calcular el valor de m para que el area del recinto limitado por la curvay = x> y la recta
y =mXx sea de 9/2. Sol: m=-3.

Hallar el valor de "a" para que el area de la region limitada por la curvay = x> +a y el
eje OX sea igual a 36. Sol: a=9.
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Ejercicios de estadistica descriptiva:
En una clase de diez alumnos, las notas del examen de matematicas fueron:
7 4 4 2 4 5 2 8 5 6
Determine la media aritmética, la moda, el primer cuartil, el segundo cuartil o mediana,
el tercer cuartil, la varianza, la desviacion tipica y el coeficiente de variacion.
Sol: X=47;M,=4;1°C=4; M. =4.5;3°C=5.5; ol = 341; 0=1.85.CV=0.393

En una clase de diez alumnos, se mide y se anota la altura de estos en cm:
168 175 173 167 166 179 180 176 172 170
Determine la media aritmética, el primer cuartil, el segundo cuartil o mediana, el tercer
cuartil, la varianza, la desviacion tipica y el coeficiente de variacion.
Sol: X =172.6; 1°C = 167.5; M. = 172.5; 3°C = 175.5; o> =21.64; o= 4.65; CV = 0.027.

Mediante un péndulo simple, se han realizado diez medidas del valor de la gravedad en
la superficie de la tierra, dando los siguientes valores expresados en m/s*:

982 979 983 9.78 9.78 982 981 9.83 979 9.85
Determine la media aritmética, el primer cuartil, el segundo cuartil o mediana, el tercer
cuartil, la varianza, la desviacion tipica y el coeficiente de variacion.

Sol: X=9.81; 1°C =9.785; M. = 9.815; 3°C = 9.825; o> = 0.00052; o= 0.023;
CV =0.0023.

En una inspeccion de consumo, se mide la cantidad de litros de Coca Cola que contiene
una botella de 2 L, obteniéndose como resultado lo siguiente:

201 202 201 199 201 202 199 198 200 198
Determine la media aritmética, la moda, el primer cuartil, el segundo cuartil o mediana,
el tercer cuartil, la varianza, la desviacion tipica y el coeficiente de variacion.

Sol: X =2.001; M, =2.01; 1°C = 1.985; M, = 2.005; 3°C =2.010; o> =2.09-10"";
0=0.0145; CV=0.0072.

La siguiente tabla nos muestra las notas medias que sacaron los alumnos que hicieron el

examen de Matematicas Aplicadas a Ciencias Sociales en el instituto I de Las Rozas:
2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
569 567 422 458 491 473 745 583 535

Calcula la media de los datos, la varianza, la desviacion tipica, la mediana y el
coeficiente de variacion. Sol: X =5.38; M. = 5.35; c?=0.81 1; 0=0.901; CV =0.167.

La siguiente tabla nos muestra las notas medias que sacaron los alumnos que hicieron el

examen de Matematicas Aplicadas a Ciencias Sociales en el instituto II de Las Rozas:
2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
370 478 537 359 603 6.13 580 572 490

Calcula la media de los datos, la varianza, la desviacion tipica, la mediana y el
coeficiente de variacion. Sol: X =5.11; M, = 5.37; o° = 0.806; o= 0.898; CV = 0.176.

La siguiente tabla nos muestra las notas medias que sacaron los alumnos que hicieron el

examen de Matematicas Aplicadas a Ciencias Sociales en el instituto III de Las Rozas:
1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
349 360 493 602 568 69 518 641 580 599 594 635 6.15

Calcula la media de los datos, la varianza, la desviacion tipica, la mediana y el
coeficiente de variacion. Sol: X =5.58; M. = 5.94; ol = 0.995; 60=0.997, CV=0.179.

— 349 -



80

90

10°

Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

La siguiente tabla nos muestra las notas medias que sacaron los alumnos que hicieron el
examen de Matematicas Aplicadas a Ciencias Sociales en el instituto IV de Las rozas:

2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
353 347 132 536 648 584 520 521

Calcula la media de los datos, la varianza, la desviacion tipica, la mediana y el
coeficiente de variacion. Sol: X =4.55; M. = 5.21; ol= 2.44; o0=1.56; CV =0.343.

La siguiente tabla nos muestra las notas medias que sacaron los alumnos que hicieron el
examen de Matematicas Aplicadas a Ciencias Sociales entre todos los colegios e

institutos de la UCM.
1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002
1.28 241 226 2.58 3.83 398 434 440

2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
475 436 508 519 515 407 4.13
Calcula la media de los datos, la varianza, la desviacion tipica, la mediana y el

coeficiente de variacion. Sol: X =3.85; M. =4.13; c’=131; 0= 1.14; CV =0.296.

En una ciudad se registraron las temperaturas maximas durante el mes de julio:
32 31 28 29 33 32 31 30 31 31 27
30 32 31 31 30 30 29 29 30 30 31
34 33 33 29 29 31 29 28 30 32 31
Se pide:
a) Elabora una tabla de frecuencias en las que se incluyan: frecuencia absoluta,
absoluta acumulada, relativa y relativa acumulada. Agregar a la tabla dos

columna mas, una del producto n;-X;y otra del producto n, X,2

b) Representa en forma de diagrama de barras la frecuencia absoluta de cada

temperatura.
¢) Calcular la media aritmética, los cuarteles, la mediana, la moda, la desviacion
tipica, la varianza y el coeficiente de variacion de Pearson.

Sol:
a) Xi ni Nj f Fi Ni-Xi N 'Xi2 b) g
27 1 1 1/33 1/33 27 729 7
28 2 3 3/33 3/33 56 1568 g i
29 6 9 6/33 9/33 174 5046 5 L
30 7 16 7/33 16/33 210 6300 4 H H
31 9 25 9/33 25/33 279 8649 3 H H H
32 4 29 4/33 29/33 128 4096 2 1 H 0 H
33 3 32 3/33 32/33 99 3267 1 ] 7 1 0 n N ]
34 1 33 133 3333 34 1156 D+=bootoattite ey

¢) X=30.52, 1°C =29, Me =31, 3°C =31, Mo =31, o= 1.58, ¢° =2.49,CV = 0.052.
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El nimero de hermanos de los alumnos de una clase es el siguiente:

o 1 0 0 3 2 1 4 5 1 0

o o 1 1 2 o0 1 1 1 2 3

2 0 1 1 2 1 3 0 0 2
Elabora una tabla de frecuencias en las que se incluyan: frecuencia absoluta,
absoluta acumulada, relativa y relativa acumulada. También el producto ni-x;y el
producto n.-x’.
Representa los datos en un diagrama de barras de frecuencias absolutas.
Calcular la media, la moda, la mediana, la desviacion tipica, la varianza y el
coeficiente de variacion de Pearson.
(Qué porcentaje de alumnos son hijos Unicos? ;Cuéntos alumnos tienen mas de
un hermano?

Xi N; Ni fi Fi Ni-Xj ni-xf b) 11['

0 10 10 10321032 0 0 R

111 21 11322132 11 11 ST

26 27 6/32 2732 12 24 i

33 30 3/32 3032 9 27 TIE I

4 1 31 13231532 4 16 i H

5 1 32 132 3232 5 25 ST —
n

01 2 3 45

c) X=128,Me=1,Mo=1; 6=1.26, c° =1.58,CV =0.98.
d) E1 31.25 % son hijos tnicos y 11 alumnos tienen mas de un hermano

12°

a)

El nimero de goles metidos por partido por un cierto equipo es el siguiente:

o 1 o0 2 3 2 1 3 0 0 1 0 1 3 0

1 0 o 1 1 2 1 2 0 1 2 1 5 3 5
Elabora una tabla de frecuencias en las que se incluyan: frecuencia absoluta,
absoluta acumulada, relativa y relativa acumulada. Incorporar también dos

columnas una para el producto Ni-X; y otra para n,-x’.

Representa los datos en un diagrama de barras de frecuencias absolutas.

Calcula la moda, la media de goles por partido. La desviacion tipica, la varianza
y el coeficiente de variacion de Pearson.

(Qué porcentaje de partidos han metido al menos un gol?

Xi n; N; f; Fi Nj-X; |’li'Xi2 b) 13

0 9 9 930 930 0 0 8 T

I 10 19 10/30 19/30 10 10 g 41

2 5 24 530 24/30 10 20 5H -

34 28 430 2830 12 36 T

4 0 28 0/30 28/30 0 0 2H H H H

5 2 30 2/30 30/30 10 50 1|:|__ T 1 T i

01 23 45

¢) X=14,Me=1,Mo=1;0=1.38, 6> =1.9,CV=0.99.
d) En el 63.3 % han metido por lo menos un gol.
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En una encuesta sobre vivienda se pregunta, entre otras cosas, cuantas personas viven en
la casa, obteniéndose las siguientes respuestas:
4 4 8 1 3 2 1 3 4 2 2 7 0 3 8
o 1 5 6 4 3 3 4 5 6 8 6 2 5 3
3 5 4 6 2 0 4 3 6 1 2 1 0 4 4
a) Elabora una tabla en la que se recojan las cuatro frecuencias. Incorporar también

dos columnas una para el producto ni-X; y otra para n,-x’.

b) Dibuja con los datos un poligono de frecuencias absolutas acumuladas.

¢) Calcula la moda, la media de goles por partido. La desviacion tipica, la varianza
y el coeficiente de variacion de Pearson.

d) (Qué porcentaje de viviendas estd ocupado por mas de cinco personas? (En
cuantas de ellas no vive nadie?

a) Xi Nj N; fi Fi Ni*Xj I’li'Xi2 b) 45
0 4 4 445 445 0 0 L
1 5 9 545 9/45 5 5 39 1
2 6 15 6/45 15/45 12 24 30 A
38 23 8/45 23/45 24 T2 25 -
4 9 32 9/45 32/45 36 144 20 4
5 4 36 4/45 36/45 20 100 15
6 5 41 5/45 41/45 30 180 o
7 1 42 1/45 42/45 7 49 .
8 3 45 3/45 45/45 24 192 ;

012345678
¢) X=3.51,1°C=2,Me=3,3°C=5;Mo=4; 0=2.17, 6° =4.69,CV = 0.62.
d) Un 20% de las viviendas estan ocupadas por mas de 5 personas.

En un colegio, se hace un examen de matemaéticas a una clase. La distribucion de notas
es la siguiente:

Grg A Now 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p £ 0 1 2 6 7 6 4 3 2 1 1
Grop Now 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p £ 0 1 3 6 10 8 3 2 1 0 0

Halla la media, primer cuartil, segundo cuartil o mediana, tercer cuartil, moda,

desviacion tipica y coeficiente de variacion para las notas de ambas clases.

Sol: GA: X=4.88;1°C=3:M.=5;3°C=6; M, =4; 6> =4.23; 6 =2.06; CV = 0.421.
GB: X=4.26;1°C=3; M.=4;3°C=5; M, =4; o’ = 2.31; 0 =1.52; CV =0.357.
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Regresion lineal:
Esta es la distribucion bidimensional de una nube de puntos:
X 0 1 2 3 4 4 5 6 7 8 9 10
y 0 2 2 4 3 6 4 5 7 7 9 10
Calcula:
a) Las medias, desviaciones tipicas marginales y covarianza de esta distribucion.
b) Determina el coeficiente de correlacion lineal.
¢) Determina la recta de regresion lineal.
Sol:a) X=4.92, =492, 0, =3.04, 0,=2.87, 0, =833;b) r =0.95;

¢) y=0.90-x+0.49 .

Las notas obtenidas por cinco alumnos en Matemaéticas y Economia son:

Matematicas 6 4 8 5 3.5

Economia 6.5 4.5 7 5 4
Determina si existe una buena correlacion lineal entre las notas en matematicas y en
economia. En caso afirmativo, calcule una recta de regresion lineal y estime cual seria la
nota obtenida en economia por un alumno que saque un 7 en matematicas. Sol: Hay
buena correlacion (r = 0.961); E=0.695M +1.715; E(7) =6.58.

Unos investigadores han estudiando la correlacion entre obesidad y la respuesta
individual al dolor. La obesidad se mide como porcentaje sobre el peso ideal (X). La
respuesta al dolor se mide utilizando el umbral de reflejo de flexion nociceptiva (y), que
es una medida de sensacidon de punzada. Se obtienen los siguientes datos:

X 89 90 75 30 51 75 62 45 90 20

y 2 3 4 45 55 7 9 13 15 14
Represente los datos, determine su recta de regresion lineal y represéntela. Determine
ademas el coeficiente de correlacion lineal. ;Guarda relacion por tanto la obesidad con
la respuesta individual al dolor? Sol: y =-0.063x+11.64 ; r =—-0.334. No hay relacion.

16 -

-

i 20 40 ] &0 1on X

Mantener el vacio es dificil en la Tierra debido a la presion atmosférica. Tenemos un
recipiente cerrado, pero los cierres no son perfectos se observa en seguida un aumento
de la presion, lo cual sugiere una entrada de aire. La siguiente tabla nos muestra el
aumento de la presion con respecto al tiempo:

p(mbar) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

ts) O 6 37 68 104 140 172 206 242 280

Determinar la recta regresion lineal de la presion frente al tiempo. Calcule también el
coeficiente de correlacion, el cual es clave para poder afirmar si ciertamente existe una
correlacion lineal entre el ascenso y el tiempo. Sol: p=0.0305t+0.6712, r =0.996.

-353 -



Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

5% La policia tiene situada en una carretera rectilinea de veinte kildmetros unos seis radares
de velocidad, cada uno situado a 4 km de distancia. El problema para medir la velocidad,
reside en que los coches son alertados por un GPS de la localizacion de los radares, con
lo cual frenan en las proximidades del radar y no son multados. No obstante, la
colocacion de los radares permite estimar mediante regresion lineal la velocidad
promedio de un conductor en dicho trayecto. Un coche multado, pasoé por los radares de
la siguiente forma:

1°radar | 2°radar | 3°radar | 4°radar 5° radar 6° radar
Recorrido (m): 0 4000 8000 12000 16000 20000
Tiempo (s): 0 95 205 315 420 560

Por cinematica sabemos que:
r)=r,+vt
De esta forma, podemos relacionar la pendiente de la recta de regresion con la velocidad

media del vehiculo. Calcule por tanto su velocidad en km/h, y estime el coeficiente de
correlacion lineal. Dato: 3.6 km/h = 1 m/s. Sol: 129.3 km/h, 0.9985.

6° Un conjunto de datos bidimensionales (X, Y) tiene coeficiente de correlacion r =—0.9,
siendo las medias de las medias marginales X =1, ¥ =2. Se sabe que una de las cuatro
ecuaciones siguientes corresponde a la recta de regresion de y frente a X:

1*) y=—x+2 29 3x-y=1 3" 2x+y=4 4 y=x+1
Seleccionar razonadamente esta recta. Sol: Como el coeficiente es negativo no es
posible que sean ni la segunda recta ni la cuarta. Por otra parte, como la primera no
admite como solucion las medias marginales y la tercera si, entonces la solucion es la
tercera.

7° Las estaturas y masas de diez jugadores del Real Madrid de baloncesto son:
Alturas (cm) X 186 189 190 192 193 193 198 201 203 205
Masas (kg) y 8 8 8 90 87 91 93 103 100 101
Calcula:
a) Las medias y desviaciones tipicas marginales.
b) La covarianza.
¢) El coeficiente de correlacion lineal. ;Es buena correlacion?
d) En caso de ser buena correlacion, determine la recta de regresion lineal y
dibyjela junto con los puntos.
Sol:a) X =195, y=92.1, 0, =6.07, o,=6.56; b) o, =37.6; c) r=10.944, es buena
correlacion; d) y=1.02-x-107.14.

120

185 190 195 200 205
Alturag {cm)
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La ley de Ohm es una ley fisica que relaciona la intensidad que circula por un circuito,
con la diferencia de potencial al que esta sometido. De dicha ley, surge el concepto de
resistencia eléctrica, y guarda una relacion lineal de tipo:
V =RI

Se hace un experimento consistente en medir el valor de R pero variando voltaje e
intensidad, el resultado es la siguiente tabla de valores:
I (Amperios) 0.11 0.19 0.28 0.39 0.51 0.63 0.69 0.78

V (Voltios) 10 20 30 40 50 60 70 80
Mediante el coeficiente de correlacion lineal, verifique si el experimento que hemos
realizado satisface la ley de Ohm o no. En caso afirmativo, determine el valor de la
resistencia del circuito (que le vendra dado en Ohmios Q) mediante un ajuste por
minimos cuadrados. Realice un grafico representando los puntos y la recta de regresion
lineal. Sol: r=10.9974; R=99.96 Q); V =99.96:1 +0.27 .

100 q
a0
80
70
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Intenzidades

Se ha disefiado un experimento fisico con el que se pretende la medida del calor
especifico del agua. Para ello se le suministra a un kilogramo de agua cantidades
conocidas de calor Q y se observa el incremento de su temperatura AT , obteniéndose la
siguiente tabla:
Q (Kilojulios) 4.2 8.4 12.5 16.9 20.4 25.1 293 33.6
AT (Celsius) | 2 3 4 5 6 7 8
Mediante el coeficiente de correlacion lineal, verifique si el agua cumple una ley de
calentamiento lineal como esta:
Q=M-—, AT

Donde M es la masa de agua, 1 kg, y Ce es el calor especifico del agua. Calcule el calor
especifico del agua calculando la pendiente de la recta de regresion lineal. Represente
los puntos y recta de regresion. Sol: r=0.9998; ¢, =4.186.
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Combinatoria.

“No creo que Dios juege a los dados con él universo”. Albert Einstein
“Dios no s6lo juega a los dados, los tira a donde no podamos verlos.” Stephen Hawkings
“La mejor manera de tirar los dados, es a la basura.” Viejo proverbio inglés

1. Introduccion.

La combinatoria es una rama de las matematicas que estudia colecciones finitas de objetos
que satisfacen unos criterios especificados, y se ocupa, en particular, del "recuento" de los
objetos de dichas colecciones (combinatoria enumerativa) y del problema de determinar si
cierto objeto "Optimo" existe (combinatoria extremal). Nosotros nos centraremos en el
estudio de la combinatoria enumerativa.

Se puede considerar que en Occidente la combinatoria surge en el
siglo XVII con los trabajos de Blaise Pascal y de Pierre Fermat
sobre la teoria de juegos de azar. Estos trabajos, que formaron los
fundamentos de la teoria de la probabilidad, contenian asimismo los
principios para determinar el nimero de combinaciones de
elementos de un conjunto finito, y asi se establecio la tradicional
conexion entre combinatoria y probabilidad.

2. Principio o teorema del palomar o de Dirichlet.

“Si se reparten n objetos (palomas) en K cajas (nidos), y n es —
mayor que K, entonces necesariamente alguna de las cajas
(nidos) recibe mas de un objeto (palomas)." Es decir, si
tenemos un palomar con 9 nidos, y hay un total de 10
palomas que desean ocuparlos, y finalmente todas las
palomas terminan metidas en los nidos, significa que existe al
menos un nido en el que como minimo hay dos palomas. '

A este principio, se le conoce como principio del palomar. No es un teorema que te
permita calcular algo concreto, ni tampoco es un teorema que garantice la unicidad de la
solucion buscada, pues podria haber dos nidos con dos palomas y un nido quedar vacio. El
principio del Palomar, a pesar de su simplicidad, usualmente es utilizado para probar la
existencia de un nimero determinado de configuraciones sobre conjuntos finitos.

Ejemplos:

En una fiesta a la que asisten 400 personas, ;cuantos de los asistentes, como minimo,
podrian encontrar otra persona en la fiesta que tuviese su mismo dia de aniversario?

Solucién: Como el numero de dias que tiene un afio es de 365 dias y hay un total de
cuatrocientas personas, esto significa por el principio del palomar, que al menos existe
un dia en el que como minimo dos personas cumplen afos.

Si las personas tenemos un maximo de 100000 pelos en la cabeza y Madrid tiene un
millon de habitantes ;existen dos personas con idéntica cantidad de pelos en sus cabezas?

Solucion: Nuevamente, y segtn el principio del palomar, el nimero de Madrilefios es
mayor que el nimero de pelos que una persona tiene en la cabeza, luego existen dos
personas con idéntica cantidad de pelos en sus cabezas en Madrid.
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3. Principios bésicos en combinatoria.

El anélisis combinatorio, que incluye el estudio de las permutaciones, variaciones y
combinaciones, esta relacionado con la determinacién del nimero de posibilidades 16gicas
de que un suceso ocurra. Existen dos principios fundamentales para el calculo.

Principio de la suma:

Supongamos que un suceso E puede ocurrir de m maneras y un segundo suceso F puede
ocurrir de N maneras, y supongamos que ambos sucesos no pueden ocurrir al mismo
tiempo. Entonces, los sucesos E o F pueden ocurrir de m + n maneras.

Principio del producto:

Supongamos que un suceso E puede ocurrir de m maneras y, que, independientemente de
este suceso, existe otro F que puede ocurrir de n maneras. Entonces las combinaciones de
E y F pueden ocurrir de m-n maneras.

Ejemplos:

Un restaurante tiene en su menu del dia cuatro primeros, tres segundos y cinco postres.
El restaurante oferta en total: 4 + 3 + 5 = 9 platos distintos a sus clientes, aqui usamos el
principio de la suma. Un cliente que acuda al restaurante y consuma integramente la
oferta del menu, puede comer de 4-3-5 = 60 formas diferentes, estamos usando el
principio del producto.

Una carrera cuenta con 4 grupos de matematicas, 2 de quimica y 3 de fisica en un curso
de primero y a horarios distintos. La universidad en total oferta en primero 4 +2+3 =9
posibilidades si escogemos un curso de cada, estamos aplicando ahora el principio de la
suma. Pero si un alumno debe matricularse en las tres materias, esto significa que puede
escoger un total 4-2-:3 = 24 horarios diferentes, estamos aplicando ahora el principio de
la multiplicacion.

4. El factorial de un namero entero.

Para todo niimero natural n, se llama factorial de n al producto de todos los naturales desde
1 hasta n. Es representado como un numero al que se le ha colocado al lado un signo de
exclamacion, es decir:

n'=n-(n-1)(n-2)(n-3)....3-211 (1)
Veamos unos ejemplos.

Ejemplos:

Calcule el factorial de todos los niimeros del 1 al 9.

Solucion: Utilizando la expresion (1):

1'=1 6!=654321=720

21=21=2 71="7-6:54321=5040
31=321=6 81=287-6:5-4-3-2:1=40320
41=4321=24 9!=9-87-6-54-3-2.1 = 362880
5!1=543-21=120 10!=10-9-8-7-6:5-4-3:2-1 = 3628800

Matematicamente, se define que el factorial del cero es uno (0!=1).
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5. Combinaciones sin repeticion.
Una combinacion de m objetos tomados de n en n es cualquier seleccion n de los objetos,
sin importarnos el orden. El nimero de combinaciones sin repeticiéon viene dado por la

expresion:
m m!
C,=|  |=—m @)
’ n n!(m-n)!
Ejemplo:

(De cuantas formas es posible combinar de tres en tres las letras a, b, c y d?

Solucién: Las combinaciones posibles son cuatro:
(a,b,c) (a,b,d) (a,d,c) (d,b,c)

El orden de las letras da igual, solo hay cuatro formas de combinar las letras. Utilizando
la expresion (2):
4 !
C4 3 = = L — 4
’ 3) 31(4-3)!

Siete amigos hacen cola para el cine. Al llegar s6lo quedan 4 entradas. ;De cuantas
formas podrian repartirse estas entradas para ver la pelicula?

Solucion: Se trata de siete elementos tomados de 4 en 4 sin importarnos el orden.
Podemos aplicar la expresion (2) para combinaciones:
7 ! 654! 76
- __n :7654.=765=7.5=35
4) 4(7-4)! 413! 3!

(De cuantas formas es posible extraer tres cartas de un conjunto de cuarenta?

Solucion: No importa el orden de la extraccion de las cartas, luego son combinaciones
de cuarenta cartas tomadas de tres en tres. Usando la expresion (2):

B [40} 40! 40! 40-39-38-37! 403938
403 — -

3 31(40-3)! 31:37! 31371 32

De un grupo de 12 alumnos deben formarse dos equipos de cuatro participantes para que
asistan a tres pruebas diferentes. ;Cudntas clasificaciones distintas pueden realizarse?

Solucion: Como no importa el orden, se trata de combinaciones. Hay que formar dos
equipos de cuatro personas, para el primero equipo consideraremos combinaciones de 12
personas tomadas de 4 en 4:

12 12! 12! 12-11109-8! 1211109
12.4 = = = = = = 495
4 ) 41(12-4)! 418! 41-8! 4-3-2
El segundo equipo como combinaciones de 8 personas tomadas de 4 en 4:
(8) 8 8l 87654! 8765 70
Sol4) 418-4) 414! 414 432

Calculamos ahora todas las combinaciones posibles usando el principio del producto:
N =C,,C;, =495701=34650
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Ejercicios:
(Cuantas comisiones de tres alumnos pueden formarse con los 35 alumnos de una clase?
Sol: 6545.

Con una baraja de 52 cartas, ;cuantos grupos diferentes de cinco cartas se pueden hacer?
Sol: 2598960.

Cuantos equipos de 5 atletas se podrian formar para participar en una competicion con
los doce atletas mejor preparados? Sol: 792.

En una carrera en la que toman parte 8 caballos se juega una apuesta que consiste en
acertar los dos primeros sin tener en cuenta el orden. ;Cuantas apuestas diferentes
pueden jugarse en esa carrera? Sol: 28.

En una liga de baloncesto juegan 20 equipos, todos contra todos dos veces, ida y vuelta.
(Cuantos partidos se habran jugado al final de la misma? Sol: 380.

En una empresa de 48 trabajadores, hay que despedir a 6. ;Cuantas combinaciones de
trabajadores se pueden despedir? Sol: 12271512.

Un club de baloncesto dispone de 10 jugadores de los cuales juegan 5 a la vez. ;Cuantos
equipos distintos de 5 jugadores pueden sacar el entrenador para cada partido? Sol: 252.

Suponiendo que existieran 100 elementos distintos en la naturaleza y que cada sustancia
estuviese formada por tres exclusivamente, y todos diferentes. ;Cudntas sustancias
distintas tendriamos? Sol: 161700.

En una reunién hay diez personas. ;Cuantos grupos de tres personas se pueden formar?
Sol: 120.

Para jugar al domino, siete fichas hacen un juego. Si el domino tiene 28 fichas, ;cudntos
juegos diferentes se pueden hacer? Sol: 1184040.

En una linea férrea hay 18 estaciones. Si el tren para en todas las estaciones, ;cuantos
tipos de billetes de viajes distintos de ida y vuelta pueden realizarse entre ellas?
Sol: 153.

Con solo seis pesas de 1, 2, 5, 10, 20 y 50 g, ;Cuantas pesadas posibles pueden hacerse?
Sol: 63.

Un estudiante tiene que contestar 8 de las 10 preguntas de un examen. ;De cuantas
formas diferentes puede contestar? ;Y si las tres primeras son obligatorias? ;Y si de las
cinco primeras ha de contestar a cuatro? Sol: 45, 21, 25.

Una persona esté interesada en contar todos los posibles resultados en el juego de la
Loteria Primitiva (49 numeros del 1 al 49 y debemos elegir 6). ;Cuantos boletos
diferentes debe hacer para tener garantizado que le toque la loteria? Sol: 13983816.

Existen 10 tipos de antiretrovirales contra el VIH. Para evitar resistencias del virus a un
tratamiento con solo antiretroviral, se suelen administrar tres al mismo tiempo. ;Cuantas
terapias diferentes de tres antiretrovirales nos es posible disefiar? Sol: 120.
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6. Combinaciones con repeticion.

Es el conjunto de todas las disposiciones distintas que se pueden formar tomando n
elementos entre los m, en los que eventualmente pueden aparecer elementos repetidos y
con la condicioén de que dos disposiciones seran distintas si tienen distintos elementos, es
decir, no se tiene en cuenta el orden en la disposicion. El nimero de disposiciones se
calcula mediante la expresion:

_(m+n-1) (m+n-1)!
CRm“_[ n j_ ni(m-1)! ©)

Ejemplos:

Se reparten 3 becas iguales en una clase de 10 alumnos. Los alumnos, pueden optar a
mas de una beca. ;De cuantos modos posibles pueden repartirse estas becas entre los
diez alumnos?

Solucion: Al ser iguales las becas, no es posible darles un orden de importancia, y como
un alumno puede optar a mas de una beca, estamos ante combinaciones con repeticion:
10+3-1) @10+3-1)! 12! 121110
CRy; = ( ] = = =

= = =220
3 3[10-n! 319! 321

(Cuantas fichas tiene el juego del dominé?

Solucion: Una ficha de domind es un rectangulo en el que hay dos partes, en cada una

de ellas hay una serie de puntos (de 0 a 6) que indican la puntuacién de esa parte.
7+2-1 1! ! 76! &

CR,, = _(7+2-p!_ 8! :876'=£=28

: 2 2(7-p! 216! 26! 2

Una urna contiene 7 bolas de colores, dos rojas, dos blancas y tres negras. Calcular todas
las combinaciones posibles de tres en tres.

Solucion: Desarrollaremos el problema como combinaciones con repeticion de tres
elementos tomados de tres en tres.

3+43-1) (B+3-1)! 5! 543! 54
CR3 3 = = = = = — =
’ 3 313-1! 3121 3121 2
Pero ahora, hay que descontar dos casos, el caso de las tres bolas rojas y el de las tres
blancas, pues no podemos sacar de la urna mas que dos bolas rojas o dos blancas. Por

tanto el nimero total de casos es de:
N=10-2=8

10

Las notas de una clase de 10 alumnos pueden ser, suspenso, aprobado, notable,
sobresaliente y matricula de honor. Cuantas combinaciones de notas con los 10 alumnos
es posible obtener en esa clase.

Solucion: Se trata de combinaciones con repeticion de cinco elementos tomados de diez
en diez.
C B [5+10—1J _(5+10-1)! 14! 1413121110! 14131211
5,10 — - -

= = =1001
10 10!(5-1)! 10!-4! 10!-4! 4-3-2:1
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Ejercicios:
En una pasteleria hay 6 tipos distintos de pasteles. ;De cuantas formas se pueden elegir
4 pasteles? Sol: 126.

Calcula cuantos productos de dos factores se pueden formar con los digitos 2, 3 y 5 si se
pudiese repetir factores. Sol: 6.

En una bodega hay en un cinco tipos diferentes de botellas. ;De cuantas formas se
pueden elegir cuatro botellas? Sol: 70.

Suponiendo que existieran 100 elementos distintos en la naturaleza y que cada sustancia
estuviese formada por tres exclusivamente, pudiendo en una misma sustancia haber
elementos repetidos. ;Cuantas sustancias distintas tendriamos? Sol: 171700.

Una determinada especie animal se compone de tres razas puras: rojos, blancos y
amarillos. Cinco son los genes que determina la tonalidad de su piel, si son AAAAA es
raza amarilla pura y si es BBBBB es blanco puro. Si la mezcla fuese AABBB es un
amarillo bastante claro. ;Cuantas mezclas genéticas podemos hacer? Sol: 21.

En un acuario queremos meter 20 peces. Tras visitar una tienda de acuarios, nos han
gustado mucho los neones, las cebras y los guppis. ;{Cuantas combinaciones de peces
para nuestro acuario podemos hacer? Sol: 1540.

Una maquina recreativa de un bar tiene tres ruletas en las cuales hay dibujadas seis
frutas diferentes (cerezas, naranjas, kivis, limones, fresas y melones) y dos dibujos mas
(diamantes y monedas). Se hacen girar las ruletas, hasta que las tres quedan paradas.
Calcular cuantos resultados posibles puede darnos la maquina sin importarnos el orden
de los mismos. Sol: 120.

Las notas de una clase de 10 alumnos pueden ser, suspenso, aprobado, notable,
sobresaliente y matricula de honor. Cuantas combinaciones de notas con los 10 alumnos
es posible obtener en esa clase si tenemos en cuenta que esta prohibido otorgar mas de
tres matriculas de honor. Sol: 671.

Una urna contiene 10 bolas de colores: 6 rojas y 4 verdes. Si extraemos 6 bolas de la
urna al mismo tiempo, {cuantas combinaciones son posibles? Sol: 5.

Una urna contiene 10 bolas de colores: 4 rojas, 3 verdes y 3 azules. Si extraemos 6 bolas
de la urna al mismo tiempo, ;cudntas combinaciones son posibles? Sol: 13.

Resuelve las siguientes ecuaciones:

7CR
a) CRx,3 = 2.CRX,2 b) CRx,4 = 6.CRX,2 C) CRX,4 = CRX,3 + =

3

Sol: a) 4;b) 6; ¢) 5.
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7. Variaciones sin repeticion.
Las variaciones sin repeticion de m elementos tomados de n en n se definen como las
distintas agrupaciones formadas con n elementos distintos, eligiéndolos de entre los m
elementos de que disponemos, considerando una variacion distinta a otra tanto si difieren
en algun elemento como si estan situados en distinto orden.

m!

:(m—nﬂ

(4)

m,n

Ejemplo:

E14 Una urna tiene 8 bolas diferentes. Si vamos sacando bolas de una en una y colocandolas
por orden de extraccion, calcule el numero de posibles extracciones ordenadas si
sacasemos 3 bolas mediante este procedimiento.

Solucién: No hay repeticiones ya que no se devuelven las bolas a la urna y todas las
bolas son diferentes. Como las extracciones son ordenadas (primera, segunda y tercera),
tendremos un orden. Esto significa, que estamos ante un problema de variaciones con
repeticion, por tanto podemos calcular el nimero posible de extracciones mediante la
expresion (4):
! !
V8,3 = i = 8_ =
(8-3)! 5!

E15 (Cuantos niameros de tres cifras distintas podemos formar con los numeros 1, 2, 3,4 y 5?

Solucion: El orden importa porque hablamos de formar numeros de tres cifras. Se trata
pues de variaciones de 5 elementos tomados de 3 en 3. Resolvemos por tanto mediante
la expresion (4):
5! 5!
V5 3 = = —=
T (5-3) 2!

E16 ;De cuantas formas pueden sentarse 10 personas en un banco si hay 4 sitios disponibles?

Solucidn: El orden de como se sienten las personas nos importa, ya que consideraremos
que todos los sitios son diferentes y que es imposible que una persona esté en dos sitios
al mismo tiempo. Por tanto, variaciones sin repeticion:
10! 10!
Vi, =——=—=109-87=5040
T (10-4)! e!

E17 Una organizacion estudiantil tiene que elegir un delegado y un subdelegado. Hay 7
candidatos. ;Cuantas posibilidades existen para realizar la seleccion?

Solucion: El orden de como se elijan los candidatos tomados de dos en dos importa, y
no se puede ser delegado y subdelegado al mismo tiempo, es un caso de variaciones sin
repeticion:
! !
V,,= A =L:7-6:42
T (T-2)! 5!
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Ejercicios:
Con los digitos: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ;cuantos numeros de tres cifras distintas se pueden
hacer? Sol: 210.

(De cuantas formas se pueden sentar tres personas en seis sillas? Sol: 120.

(De cuantas maneras diferentes se pueden repartir tres premios distintos entre Juan,
Pedro, Maria, Alicia y Pilar? Sol: 60.

Se tienen 7 libros y solo 3 espacios en una biblioteca, y se quiere calcular de cuantas
maneras se pueden colocar 3 libros elegidos; entre los siete dados, suponiendo que no
existan razones para preferir alguno. Sol: 210.

Un entrenador de fatbol dispone en la plantilla de su equipo de 7 delanteros de la misma
calidad y que pueden actuar indistintamente en los tres puestos de ataque del equipo
(izquierda, centro y derecha). ;Cuantas delanteras distintas podria confeccionar?

Sol: 210.

Se reparten 3 premios distintos en una clase de 10 alumnos. ;De cuantos modos posibles
pueden repartirse estos premios entre los diez alumnos? Sol: 720.

Una linea de ferrocarril tiene 25 estaciones. ;Cuantos tipos de billetes diferentes habra
que imprimir si cada billete lleva impresas las estaciones de origen y destino? Sol: 600.

Un barco tiene diez banderas diferentes para hacer sefiales y cada sefial se forma colocando
4 banderas en un mastil, en orden vertical. ;Cuantas sefales distintas pueden hacer desde el
barco? Sol: 5040.

(Cuantos nimeros naturales existen que sean mayores que 5000 y menores que 8000
con todas las cifras diferentes? Sol: 1512.

El séxtuplo del nimero de combinaciones que se puede formar con m objetos tomados
de 3 en 3 es igual al nimero de variaciones que se pueden formar con m — 1 objetos
tomados de cuatro en cuatro. Halla el valor de m, suponiendo que es mayor que cuatro.
Sol: m=6.

La diferencia entre el nimero de variaciones binarias de m objetos y el de combinaciones
binarias de los mismos m objetos es 136. Halla el nimero de objetos. Sol: m = 17.

En las variaciones sin repeticion que podemos formar con los nueve nimeros (del 1 al 9)
tomados de tres en tres, jcuantas veces aparecera la cifra 7? Sol: 168.

Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)V,,=20 b) V., =20V, )V, +V, s, +V, ., =98

d) Vx,4 = 20'Vx,2 €) 2Vx—1,2 -4 :Vx+l,2
Sol:a)5;b)7;¢)8;d)7;e) 7.
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8. Variaciones con repeticion.

Las variaciones con repeticion de m elementos tomados de n en n se definen como las
distintas agrupaciones formadas con n elementos que pueden repetirse, eligiéndolos de
entre los m elementos de que disponemos, considerando una variacion distinta a otra tanto
si difieren en alglin elemento como si estan situados en distinto orden.

VR,,=m" (4)

Ejemplos:

E18 Una urna tiene 8 bolas numeradas del 1 al 8. Si vamos sacando bolas de una en una,
anotando su cantidad y devolviéndolas a la urna antes de la siguiente extraccion, calcule
el nimero de posibles combinaciones, ordenadas por extracciéon, de nimeros que
podemos llegar a tener si sacasemos 3 bolas mediante este procedimiento.

Solucion: Como las bolas son devueltas a la urna, habra repeticiones. Como las
extracciones son ordenadas (primera, segunda y tercera), tendremos un orden. Esto
significa, que estamos ante un problema de variaciones con repeticion, por tanto
podemos calcular el nimero posible de extracciones mediante la expresion ():

VR, =8’ =512

E19 Se reparten 3 premios distintos en una clase de 10 alumnos. Pudiendo un alumno optar a
mas de un premio. ;De cuantos modos posibles pueden repartirse estos premios entre los
diez alumnos?

Solucién: Nos importa el orden de los premios, ya que son distingibles. Un alumno
puede repetir premio, luego se trata de variaciones con repeticion:

VR, =10° =1000

E20 Una matricula de coche de un pais europeo estd formado por 3 letras elegidas entre 27 y
4 nameros escogidos entre los nimeros comprendidos entre 0 y 9. ;Cuantos coches se
pueden matricular en cada pais con este sistema?

Solucion: Como el orden de colocacion de las letras y los nimeros importa, y como la
cantidad de letras y numeros cogidos es inferior a los totales, hay que hacer por tanto
dos problemas de variaciones con repeticion, uno para las letras y otro para los nimeros:

Para las letras: VR, , =27° =19683
Para los niimeros: VR, ,, =10* =10000

Multiplicando entre si ahora estas variaciones, obtendremos el numero de coches que
pueden matricularse en un pais con este sistema:
VR,,; VR, =196830000

27,3

E21 Resuelve: VR , -V, , =17

Solucién: Usando las expresiones (3) y (4) con la ecuacion:

| (X =1)(x=2)!
Vsz—VX2=17—>x2—( X'z)':17—>x2—x(x( D (2);' D! 17 5% —x(x=1)=17
’ ’ X—2)! X—2)!

x=17
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Ejercicios:
Cinco jueces de un deporte determinado disponen de una cartulina en la que por un lado
hay un 1 y por el otro un 0. ;Cuantas combinaciones pueden darse? Sol: 32.

(Cuantos resultados diferentes se producen al lanzar 5 dados de distinto color y anotar
los resultados de la cara superior? Sol: 7776.

(Cuantas resultados distintos de partidos de futbol hay que rellenar en las quinielas de
futbol para tener la seguridad de acertar cinco resultados? Sol: 243.

Si las matriculas de vehiculos estuviesen formadas por un niimero de cuatro digitos y de
dos letras, sin repetirse ninguna (abecedario de 28). ;Cuantas matriculas distintas se
pueden formar? Sol: 7560000.

Con un punto y una raya (simbolos clasicos del alfabeto Morse) ;Cudntas sefiales
distintas de 5 digitos pueden hacerse? Sol: 32.

Se dispone de siete colores para disefar una bandera que tiene tres franjas horizontales
de igual ancho pero de distinto color.

a) (Cudantas banderas se pueden disefiar que no tenga ningun color repetido?

b) (Y sise puede repetir los colores?
Sol: a) 210; b) 343.

Halla el nimero minimo de habitantes que debe tener una ciudad para que sea inevitable
que al menos dos habitantes tengan las mismas iniciales de su nombre y dos apellidos.

Supdn un alfabeto de 28 letras. Sol: 21953.

En las variaciones con repeticion que podemos formar con las nueve cifras significativas
tomadas de tres en tres, jcuantas veces esta la cifra 7? Sol: 192.

(Cuantas quinielas de futbol (con 15 partidos) hay que rellenar para asegurar un pleno?
Sol: 14348907.

(Cuantos resultados diferentes se producen al lanzar 5 dados de distinto color y anotar
los resultados de la cara superior? Sol: 7776.

Las cuatro bases nitrogenadas del ADN son guanina, adenina, citosina y timina.
(Cuantos genes de 10 bases nitrogenadas podemos formar? Sol: 1048576.

(Cuantos numeros de tres cifras se pueden formar con los digitos 0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8y
9? Las cifras se pueden repetir. Sol: 900.

Cuantas palabras de 5 letras podemos formar con 28 letras de un alfabeto. Sol: 17210368.

El sistema numérico hexadecimal se construye con 16 nimeros {0, 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8,
9, A, B, C, D, E, F}. Cuantos nimeros de tres cifras podemos representar. Sol: 4096.
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9. Permutaciones sin repeticion.

Las permutaciones sin repeticion de m elementos se definen como las distintas formas de
ordenar todos esos elementos distintos, por lo que la unica diferencia entre ellas es el orden
de colocacion de sus elementos. Basicamente son variaciones de m elementos tomados de
men m.

P =V, _ =ml 6)

m m,m

Ejemplo:

(De cuantas formas pueden colocarse en una fila cinco personas?

Solucion: En este ejemplo apreciamos que importa el orden. Se trata de permutar cinco
elementos de cinco en cinco, aplicando la expresion (5):
P, =5!=120

De cuantas formas pueden ordenarse siete personas, entre las que figuran Juan y Maria,
de manera que tanto Juan como Maria estén colocados uno al lado del otro.

Solucidn: Este es un problema de permutaciones sin repeticion porque el orden importa
y porque cogemos M elementos diferentes de m en m. Para resolver este problema,
consideraremos que tanto Juan como Maria forman una sola persona, ya que son
inseparables. De esta forma consideraremos que hay solo seis elementos permutando.

P, =6!=720
Juan y Maria también pueden permutar entre si, por tanto:
P,=21=2

El numero total de permutaciones posibles bajo las condiciones del problema sera de:
N =P,-P, =2720 =1440

(Cual es el nimero de colocaciones diferentes de 7 libros diferentes en una estanteria de
modo que tres libros determinados estén siempre separados entre si?

Solucidn: Describamos mediante una tabla, el nimero de separaciones posibles de tres

libros:
° X X X X X X

2° X X

3 X X X X
4° X X X X

5 X X X
6° X X X

7° X X X X X

En total, diez colocaciones. En cada una de esas colocaciones, podemos permutar de
posicion tres libros, y en las 4 restantes permutar los cuatro libros restantes.
P,=31=6 P,=4!=24

Por el principio del producto, el nimero de casos totales sera:
N =10-624 =1440
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Ejercicios:
De cuantas formas distintas pueden sentarse cuatro personas alrededor de una mesa.
Sol: 6.

En una carrera participan cinco coches. ;Cuantas clasificaciones se pueden producir al
final, si cada uno de los coches emplean distintos tiempos? Sol: 120.

Un técnico de sonido tiene que unir 6 terminales en 6 conexiones. Si lo hiciera al azar,
(de cuantas formas diferentes podria completar las conexiones? Sol: 720.

(De cuantas formas pueden sentarse 8 amigos en una fila de 8 butacas numeradas de un
cine? Sol: 40320.

Con las letras de la palabra CINEMA:
a) (Cuantas palabras distintas, tengan sentido o no, se pueden formar?
b) ¢(Cuantas terminan en A?
¢) ¢(Cuantas empiezan con N?
d) (Cuéntas empiezan con C y terminan en [?
e) (Cuantas empiezan con vocal?
f) (Cudantas tienen vocal y consonante alternadas?
Sol: a) 720; b) 120; ¢) 120; d) 24; e) 360; ) 72.

(mj Vo
Cmn= = ’
’ n P

n

Demostrar que:

Hay que colocar a 5 hombres y 4 mujeres en una fila de modo que las mujeres ocupen
los lugares pares. ;De cuantas maneras puede hacerse? Sol: 2880 maneras.

(Cuantos numeros distintos de seis cifras se pueden formar con cuatro “2” y cuatro “3”?
Sol: 50.

(De cuadntas maneras pueden alinearse 10 personas, si 3 de ellas deben estar juntas?
Sol: 241920.

(Cual es el nimero de colocaciones diferentes de 8 libros en una estanteria de modo que
cuatro libros determinados estén siempre separados entre si? Sol: 2880.

Cuatro libros distintos de matematicas, seis distintos fisica y dos distintos de quimica
han de colocarse en una estanteria. ;Cudntas colocaciones distintas se admiten si los
libros de cada materia han de estar juntos? Sol: 207360 colocaciones.

¢(Cuales de las siguientes expresiones tiene mayor valor: C,,, P,,V,,,VR,,? Sol: V,, .

Resuelve las ecuaciones:
a) P.,=PP, b) P, =P, -3P, c) 12.P +5
Sol: a) 1;b) 3;¢) 5.

Px+2

X+

- 367 -



Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

10. Permutaciones con repeticion.
Es el conjunto de todas las disposiciones distintas que se pueden formar con los m

elementos, en los que en cada disposicion cada elemento puede aparecer, Ny, Ny, ..., Ny
veces repetido y esto en un orden determinado, con:
n+n,+...+n,=n n,n,,...,n, =0

El nimero de disposiciones posibles se calcula mediante la expresion:

|
PR n

Nzt L ]

(6)

Ejemplos:

E25 Calcular el nimero de permutaciones posibles que se pueden formar con las letras de las
palabras:
a) UNUSUAL.
b) SOCIOLOGICAL.
c) GANAR

Solucién: En este ejemplo apreciamos que importa el orden, y ademas de eso hay
repeticion de palabras. Se trata de permutaciones con repeticion, por tanto, y por cada

caso, emplearemos la expresion () para contar el numero total de permutaciones:

a) En la palabra UNUSUAL, la cantidad de veces repetida cada letra es:

n,=3 n, =1 ng =1 ng=1 n =1
Un total de letras de n = 7. El nimero de permutaciones sera por tanto:
! G840
RP ;1 = L =76543':7-6~5~4:840
””” RIDIRIRIOY 3!

b) En la palabra SOCIOLOGICAL, la cantidad de cada letra es:

N, =3 n, =1 n =2 ng =1 n =2 n; =1 Ne=2
Un total de letras de n = 12. El nimero de permutaciones sera por tanto:
! 11.10.0-%.7-6-5-4. | 1110.0-.7.6-5-
PR,.10iss = 12! :1211109876543.:121110987654:9979200

T 320120112 31-21:21-21 8

b) En la palabra GANAR, la cantidad de cada letra es:
n; =1 n,=2 n, =1 N, =1
Un total de letras de n = 5. El nimero de permutaciones sera:
51 54321

=543=60

R = Tom ™ 21

E26 De cuantas formas ordenadas en la parrilla de un programa pueden distribuirse cuatro
actuaciones de canto y tres de humor.

Solucion: Siete elementos que pueden distribuirse en siete posiciones y de forma
ordenada, cuatro de canto y tres de humor, son permutaciones con repeticion.
n = 4 nhumor = 3
7" 7654 765
PR,,;= = = =35
74131 413 6

canto
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Ejercicios:

(Cuantas quinielas hay que hacer que tengan cinco 1, cinco 2 y cuatro X? Sol: 252252.
(Cuantas quinielas hay que hacer que tengan trece 1 y una X? Sol: 14.

(De cuantas maneras se pueden ordenar las letras de la palabra AMASAS? Sol: 60.
(De cuantas formas podemos ordenar las letras de la palabra CALABAZA? Sol: 1680.

(Cuadl es el nimero total de permutaciones que pueden formarse con las letras de la
palabra MATEMATICA? Sol: 151200.

(Cuantas quinielas diferentes se pueden formar que tengan 8 unos, 3 equis y 4 doses?
Sol: 225225.

Cuatro libros iguales de matematicas, seis iguales de fisica y dos iguales de quimica han
de colocarse en una estanteria. ;Cudntas colocaciones distintas se admiten de los libros?
Sol: 13860 colocaciones.

De cuantas maneras se pueden colocarlas figuras blancas (un rey, una dama, dos alfiles,
dos torres y dos caballos) en la primera fila del tablero de ajedrez. Sol: 5040.

(Cuantas palabras de 12 letras se pueden formar con la palabra AYUNTAMIENTO, de
tal manera que siempre comiencen y terminen por vocal? Sol: 13608000.

Disponemos en un pequeilo frigorifico de una huevera en la que pueden meterse
ordenadamente diez huevos. ;{De cudntas formas ordenadas pueden colocarse 7 huevos

indistinguibles? Sol: 120.

Si en un aula hay 10 asientos vacios y numerados. ;De cudntas formas ordenadas
pueden sentarse 7 alumnos? Sol: 60480.
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Probabilidad simple v compuesta:

Cuando estaba escribiendo mi libro ““Procesos Estocasticos™ tuve una discusion con
William Feller. El aseguraba que todo el mundo decia "variable aleatoria", mientras que
yo sostenia que se usaba "variable al azar". Obviamente, debiamos usar el mismo nombre

en nuestros libros, asi que optamos por tomar la decisién mediante un procedimiento

aleatorio: lanzamos una moneda y el gand.
J. L. Doob “A Century of Mathematics”, 1953.

1. Probabilidad bésica:

La teoria de probabilidades se ocupa de asignar un cierto nimero
a cada posible resultado que pueda ocurrir en un experimento
aleatorio, con el fin de cuantificar dichos resultados y saber si un
suceso es mas probable que otro o relaciones parecidas.

La definicién mas basica de probabilidad viene del fisico y

matematico francés Pierre Simon Laplace, y se define como el

numero de casos favorables entre el nimero de casos totales:
numero de casos favorables

P. S. Laplace
P= (D) (1749 - 1827)

namero de casos totales

Ejemplos:

Una clase de 30 alumnos tiene 12 mujeres. Calcula la probabilidad de que escogida una
alumna al azar sea mujer.

Solucién: Vamos a identificar los sucesos favorables, el numero de sucesos favorables es
12 (hay 12 mujeres que podemos escoger), y el nimero de sucesos totales es 30 (nimero
de alumnos que podriamos escoger). Por tanto:
P= 12 0.4
30

En una bolsa hay 10 monedas de 1 €, 5 de 2 €, 10 de 50 céntimos y 8 de 20 céntimos de
euro. Se saca una moneda al azar. Calcular:

a) Probabilidad de que la moneda sacada tenga un valor inferior a 1 €.

b) Probabilidad de que la moneda sacada tenga un valor superior a 1 €.

c) Probabilidad de que la moneda sacada sea de 1 €.

Solucidn: a) Numero de monedas inferior a 1 €: 10 + 8 = 18 monedas.
Niimero de monedas totales: 10 + 5 + 10 + 8 = 33 monedas.
18

P=—=0.5454
33
b) Numero de monedas cuyo valor es superior a 1 €: 5 monedas.
P= ER 0.1515
33
¢) Numero de monedas cuyo valor es igual a 1 €: 10 monedas.
P= 10_ 0.3030
33
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Ejercicios:

Hay 87 canicas en una bolsa y 68 son verdes. Si se escoge una, ;cual es la probabilidad

de que esta sea verde? Sol: 0.78.

(Cuadl es la probabilidad de que al lanzar al aire dos dados, salgan dos ntimeros iguales?

Sol: 1/6.

Tenemos una bolsa con nueve bolas numeradas del 1 al 9. Realizamos el experimento

que consiste en sacar una bola y anotar el numero. Calcula la probabilidad:
a) De sacar un numero primo.
b) De sacar un nimero mayor que 8.

Sol: a) 5/9; b) 1/9.

Lanzamos al aire un dado dodecaédrico, es decir un poliedro regular con 12 caras,
numeradas del 1 al 12. Calcular la probabilidad de:

a) Obtener un 8.

b) Obtener multiplo de 3.

¢) Obtener nimero primo.
Sol: a) 1/12;b) 1/3; ¢) 1/2.

De una urna que contiene 8 bolas rojas, 5 amarillas y 7 verdes se extrae una al azar.
Calcula:

a) Probabilidad de sacar una bola roja.

b) Probabilidad de sacar una bola verde.

c) Probabilidad de sacar una bola roja o amarilla.

d) Probabilidad de sacar una bola amarilla o verde.
Sol: a) 2/5; b) 7/20; ¢) 13/20; d) 3/5.

En una clase hay 10 alumnas rubias, 20 morenas, 5 alumnos rubios y 10 morenos.
Un dia sdlo asisten 44. Calctlese la probabilidad de que la persona que falte sea:
a) Hombre.
b) Mujer.
¢) Hombre rubio.
d) Mujer morena.
e¢) Hombre moreno o mujer rubia.
f) Hombre rubio o mujer morena.
g) Hombre o mujer.
h) Persona pelirroja.
Sol: a) 1/3; b) 2/3; ¢) 1/9; d) 4/9; e) 4/9; ) 5/9; g) 1; h) 0.

Calcula la probabilidad de que al tirar dos dados al aire, salga:
a) Una suma par.
b) Una suma mayor que diez.
¢) Una suma que sea multiplo de 3.
d) Una suma mayor que 6.
e) Una suma menor que 10.
f) Una suma menor o igual que 10.
g) Una suma comprendida entre 6 y 10.
h) Dos nimeros impares.
1) Al menos un numero impar.
Sol: a) 1/2; b) 1/12; ¢) 1/3; d) 7/12; €) 8/9; ) 11/12; g) 5/12; h) 1/4; 1) 3/4.
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Algunos problemas requieren de conteos mas avanzados. En muchos de esos casos
podemos recurrir a las técnicas de conteo que nos ofrece la combinatoria. Por ejemplo:

Ejemplos:

Se reparten al azar cinco premios no acumulables entre 4 mujeres y 6 hombres. Calcula la
probabilidad de que:

a) Las 4 mujeres resulten premiadas.

b) Se premie a alguna mujer.

Solucion: La asignacion de premios no requiere de un orden especifico, usaremos
combinaciones y contaremos teniendo en cuenta el principio de la multiplicacion:

!
Numero total de formas de premiar: C,.; = 100 252

5151
41 6!
41011151
41 6!
3012141
41 6!
41 6!
3114121

Se premia a 4 mujeres y a 1 hombre: C,,-C,, =
Se premia a 3 mujeres y a 2 hombres: C,,-C, =
Se premia a 2 mujeres y a 3 hombres: C,,-C,, =

Se premia a 1 mujer y a 4 hombres: C,,-C, =
Y ahora resolvemos cada apartado:
a) P(4 premiadas y un premiado) = 25% =0.0238

6+60+120+60 246
252 252

b) P(Se premia a alguna mujer) = =0.9762

En el experimento de lanzar 3 monedas, halla la probabilidad de los sucesos:
a) A = {sacar mds caras que cruces}.
b) B = {sacar al menos una cruz}.
¢) C = {sacar como maximo dos cruces}.

Solucion: Siendo pequefio el numero de casos, vamos a representar todos los casos:

R R T i e R i T e T

Casos totales hay 8. Vayamos respondiendo apartado por apartado:

a) Como solo hay cuatro casos con mas caras que cruces, la probabilidad es:

P(A) = g =0.5

b) Hay siete casos con por lo menos una cruz, la probabilidad es:
P(B)= % =0.875
c¢) Hay siete casos con como maximo dos cruces, la probabilidad es:

P(C) = % =0.875
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Ejercicios de probabilidad simple con combinatoria:
Lanzamos dos monedas al aire (primero una y luego la otra). Calcular la probabilidad de
obtener:

a) Una sola cara.

b) Al menos una cara.

¢) Dos caras.
Sol: a) 1/2; b) 3/4; ¢) 1/4.

Calcular la probabilidad de sacar exactamente dos cruces al tirar una moneda cuatro
veces. Sol: 6/16.

Con las cifras 1, 2, 3, 4, 5 formamos los nimeros posibles de tres cifras distintas. Si
formamos un ntimero al azar, jcual es la probabilidad de que sea par? Sol: 0.4.

Seis personas estan sentadas en un banco, calcula la probabilidad de que dos concretas
estén juntas. Sol: 1/3.

Un grupo de 10 personas se sienta en un banco. ;Cual es la probabilidad de que dos
personas fijadas de antemano se sienten juntas? Sol: 0.2.

(Cuadl es la probabilidad de que arrojando un dado tres veces, salga, al menos una vez el
seis? Sol: 91/216.

Tenemos tres dados: uno blanco, otro negro y el tercero rojo. ;Cual es la probabilidad de
que salga par en el blanco, multiplo de 3 en el negro y mayor que 3 en el rojo? Sol: 1/12.

Cual es la probabilidad de que al extraer simultdneamente tres cartas de una baraja de 40
cartas, salgan un as y dos cartas iguales entre si. Sol: 1/247.

(Cual es la probabilidad de que al hacer cuatro extracciones sucesivas en una baraja
espafiola, con reemplazamiento, salgan un as, un tres, un tres, y un caballo? Sol: (1/ 10)4.

En una baraja espafiola se extraen, simultaneamente, tres cartas. ;Que probabilidad hay
de que salgan dos reyes? Sol: 27/1235.

Para elegir un jurado se dispone de 5 mujeres y 10 hombres. Se selecciona al azar 6
personas. Se pide:

a) Probabilidad de que haya 5 mujeres.

b) Probabilidad de que haya al menos una mujer.
Sol: a) 3.33-10*; b) 4.66:10°.

De una clase que tiene 12 sillas, 5 de ellas cojean. ;Cudl es la probabilidad de que si
cogemos 5 sillas al azar solo 3 de ellas cojeen? Sol: 0.3228.

Calculese la probabilidad de cada uno de los sucesos siguientes:
a) Obtener dos caras y una cruz en el lanzamiento de tres monedas equilibradas e
indistinguibles.
b) Obtener una suma de puntos igual a seis o siete en el lanzamiento de dos dados
de seis caras equilibrados e indistinguibles.
Sol: a) P(2carasy 1 cruz) = 3/8; b) P(suma 6 o suma 7) = 11/36.
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2. Diagramas de Venn:

Se deben al matematico y 16gico britanico John Venn, quien los
uso por primera vez en su libro de Logica Simbdlica en 1881. Un
diagrama de Venn es una representacion grafica de los conjuntos,
los cuales se representan por areas cerradas en el plano. Son usados
habitualmente en logica,

El diagrama de Venn usual es el formado por una figura cerrada U
(que representa la totalidad de los sucesos o todo el universo de
sucesos), y dentro de esa area varias regiones formadas por el
trazado de figuras elipticas o circulares A y B.

T

A nosotros estos diagramas nos interesan desde un punto de vista probabilistico, por tanto,
siempre consideraremos que el area del rectdngulo es 1, es decir:

P(U)=1

Y por tanto todas las restantes regiones que dibujemos su valor serd inferior a 1.
0<P(A)<1 0<PB)<1

John Venn
(1834 -1923)

2.1. Clasificacion para dos conjuntos de sucesos A y B:

Pueden referirse a un suceso A y otro B, pudiendo ser estos disjuntos (que no se cruzan y
por tanto con interseccion nula), pudiendo estar un suceso contenido en otro (A < B), o
bien ser arbitrarios entre si:

B@ .

Ay B disjuntos A contenido en B Ay B arbitrarios

2.2. Suceso complementario o suceso contrario:

Sea un suceso A y un suceso contrario o complementario a A (usualmente denotado como
A):

A

Que cumplen la regla del complementario:
P(A)+P(A)=P(U)=1-|P(A)=1-P(A) (2)

De hecho, todos los conjuntos de sucesos complementarios a un conjunto dado se pueden
calcular con esa regla.
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2.3. La union de conjuntos:

Es la operacion que consiste en considerar tanto los elementos de un conjunto como los del
otro. Se denota por A UB. Sombrearemos en los diagramas de Venn anteriores el
conjunto unién:

® 00 @

2.4. La interseccion de conjuntos:

Es la operacion que consiste en considerar lo que tengan en comun tanto un conjunto como
otro. Se denota por A N B. Sombrearemos en los diagramas de Venn el conjunto
interseccion:

® ||(+) (-

Ay B tienen en comun el No hay ningun trozoen  El conjunto A y el B tienen
propio conjunto A comun en comun la parte central

Teorema:

Para dos sucesos cualesquiera A y B, se cumple para sus probabilidades:
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANB) 3)

Gracias a los diagramas de Venn, es posible deducir l6gicamente algunos teoremas de la
probabilidad. Es el caso del anterior teorema. Al sumar el drea del conjunto A con el area
del conjunto B, se ha sumado dos veces el area del conjunto interseccion, por €so se resta
una vez la interseccion.

2.5. La diferencia de dos conjuntos:
La diferencia de dos conjuntos A y B es el conjunto formado por los elementos de A que
no pertenecen a B. La diferencia de A y B se representa con A — B. Se calcula como:

P(A-B)=P(ANB)
En los diagramas de Venn A — B corresponderia a las siguientes regiones pintadas:

10

Tengamos también en cuenta que no es lo mismo A — B que B — A, los siguientes
diagramas corresponden a B — A que podremos compararlos con los de arriba:

ol J|&®
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Ejemplo:
Conociendo las probabilidades:
P(A)=0.5 P(B)=04 P(AnB)=0.2
Calcula:
a) P(AUB) b) P(AUB)

Solucidn: a) Calculamos la union de conjuntos con la expresion (3):
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=0.5+0.4-0.2=0.7

b) Pintamos en gris en un diagrama de Venn la region a la que se refiere P(A UB):

Es todo el espacio U menos el conjunto interseccion:
P(AUB)=p(U)-P(AnB)=1-0.2=0.8

En una poblacion espaiiola se leen tres periodicos: “El Pais”, “El Mundo” y “ABC”. Se
sabe que el periodico “El Pais” lo leen el 40 % de los habitantes; “El Mundo”, el 22 %, y
“ABC”, el 19 %. Se conoce también que el 8 % lee los periddicos “El Pais” y “El
Mundo”, el 6 % “El Pais” y “ABC”, el 4 % “El Mundo” y “ABC” y, finalmente, el 2 %
lee los tres periddicos. Si elegimos un habitante al azar:

a) (Cudl es la probabilidad de que lea s6lo el periddico “El Pais”?

b) ¢Cual es la probabilidad de que lea “El Pais” y el “ABC” y no “El Mundo”?

c) ¢(Cual es la probabilidad de que no lea ninguno de los tres periddicos?

d) (Cuadl es la probabilidad de que lea inicamente un periddico?

Solucién: Vamos a definirlos sucesos:

A = {Leer El Pais} B = {Leer El Mundo} C = {Leer ABC}
Las probabilidades dadas como datos por el problema son:
Leer El Pais: P(A)=0.40 Leer El Pais y El Mundo: P(A nB) =0.08
Leer El Mundo: P(B)=0.22 Leer El Pais y ABC: P(ANC)=0.06
Leer ABC: P(C)=0.19 Leer El Mundo y ABC: P(BNC) =0.04

Leer El Pais, El Mundo y ABC: P(ANBNC) =0.02
Con lo cual tendremos una situacion como la descrita en el siguiente diagrama de Venn:

Basandonos en este diagrama, respondemos uno a uno los aparatados:
a) Probabilidad de leer solo El Pais es:
P=P(A)-P(AnB)-P(ANnC)+P(ANBNC)=... M
...=0.4-0.08—-0.06+0.02=0.28 3

b) Probabilidad de que lea El Pais y ABC, y no lea El Mundo es: w

P=P(ANC)-P(ANBNC)=0.06-0.02=0.04 QE"

—C

\(

(
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c) Probabilidad de que no lea ninguno de los tres periddicos es:

==

=%

P=1-(P(A)+P(B)+P(C)~P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC))=...
... =1-(0.4+0.22+0.19-0.08—0.06 - 0.04 +0.02) = 0.35

d) La probabilidad de ser lector de solo uno de los tres periodicos es:

P =P(A)+P(B)+P(C)-2-P(ANB)-2-P(ANC)-2-P(BAC)+3P(ANBAC)=...
.= 0.4+0.22+0.19-2:0.08 — 2:0.06 — 2:0.04 + 3-0.02 = 0.51

Ejercicios:

21° Dibuja en el diagrama de Venn siguiente:

CO»

las siguientes probabilidades:

a) P(A) b) P(B) ¢) P(AUB) d) P(ANB)
e) P(A) f) P(B) g) P(AUB) h) P(ANB)
i) P(ANB) j) P(ANB) k) P(ANB) 1) P(AUB)
Sol:

€@y O
@» oy
oD N e
Loy &
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i) J)

) IS e

Se consideran los siguientes sucesos:

P(A)=0.6 P(B)=0.8 P(ANB)=0.5
Calcula:
a) P(A) b) P(B) ¢) P(ANB)
d) P(AUB) ¢) P(AUB) f) P(ANB)
g) P(ANB) h) P(ANB) i) P(AUB)

Sol: a) 0.4;b) 0.2;¢) 0.5;d) 0.9; ¢) 0.1; ) 0.3; g) 0.1; h) 0.1; 1) 0.5.

Sean A y B dos sucesos cualesquiera del mismo espacio de sucesos, tales que:

P(A)=3/8 P(B)=1/2 P(ANB)=1/4
Calcula:
a) P(A) b) P(AUB) ¢) P(AUB)
d) P(ANB) e) P(ANB) f) P(ANB)

Sol: a) 5/8; b) 5/8; ¢) 3/4; d) 3/8; ¢) 1/8; 1) 1/4.

En un experimento aleatorio consistente en lanzar un dado el espacio muestral es:

E= {1,2,3,4,5,6}
Si consideramos los siguientes sucesos:
A={2,56} B={1,3,4,5 C={4,5,6}
Calcular:
a) P(AUB) b) P(ANC) c) P(BuU() d) P(Au(BmC))
e) P(M) f) P(ANB) g) p(m) h) P(AUB)

i) P(AU(BNC)) j) P(An(BUT)) k) P(An(BLC)) 1) P((AmB)mC)
Sol: a) 1;b) 0; ¢) 5/6; d) 5; ¢) 0; f) 0; g) 5/6; h) 5/6; 1) 5/6; j) 1/3; k) 0; 1) 1/3.

Sean A y B dos sucesos con probabilidades:

P(A)=0.4 P(B)=0.7
Determina los posibles valores del maximo y del minimo de P(AnB) y las condiciones
en que se consigue cada uno de estos valores. Sol: El minimo es 0 y 0.4 ¢l maximo.

Un sistema estd formado por dos componentes A y B. El sistema funciona si lo hace

alguna de las componentes. Si:
P(A)=0.8 P(B)=0.7 P(AnB)=0.6
¢ Cual es la probabilidad de que el sistema no funcione? Sol: 0.9.
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Sea un espacio de sucesos y A y B dos sucesos de dicho espacio de los que se conoce:
P(A)=0.6 P(B)=0.7 P(AUB)-P(AnB)=0.3
Calcular P(AUB) y P(AnB). Sol: P(AUB)=0.8, P(AnB)=0.5.

En una provincia, el 48% de sus habitantes son lectores del diario A, el 55% del B y el
22% de ambos. Si se escoge un ciudadano al azar cudl es la probabilidad de que:

a) No lea prensa.

b) Lea sélo el diario A.

¢) Lea so6lo uno de los dos diarios.
Sol: a) 0.19; b) 0.26, ¢) 0.59.

En una clase en la que todos practican algun deporte, el 60 % de los alumnos juega o solo
al futbol o solo al baloncesto y que el 10 % practica ambos deportes. Si ademas hay un
60 % que no juega al fitbol, determina la probabilidad de que, escogido al azar un
alumno de la clase:

a) Juegue solo al futbol.

b) Juegue solo al baloncesto.

¢) Practique uno o dos deportes.

d) No juegue ni al futbol ni al baloncesto.
Sol: a) 0.4;b) 0.4;¢) 0.7; d) 0.3.

Se ha comprobado que en un hospital infantil estdn enfermos con gastroenteritis el 60 %
de los nifios, con mononucleosis el 50 % y el 20 % con ambas enfermedades.
a) Calcular la probabilidad de que elegido un nifio al azar este esté enfermo con
alguna de las dos enfermedades antes descritas.
b) Si el hospital tiene 450 ingresados. ;Cuantos cabe esperar que tengan alguna de
las dos enfermedades?
Sol: a) 0.9; b) 405.

El 60% de los habitantes de una ciudad lee el periodico A, el 35% el B y un 15% ambos.
Elegido un ciudadano al azar, calcular las probabilidades de:

a) Sea lector de algun periodico.

b) No lea la prensa.

¢) Lea solo el periodico A.

d) Lea solo uno de los dos periodicos.
Sol: a) 0.8; b) 0.2; ¢) 0.45; d) 0.65.

Seglin cierto estudio, el 40 % de los hogares europeos tiene contratado el acceso a
Internet, el 33 % tiene contratada la television por cable, y el 20 % disponen de ambos
servicios. Se selecciona un hogar europeo al azar.

a) ¢Cual es la probabilidad de que solo tenga contratada la television por cable?

b) (Cual es la probabilidad de que no tenga contratado ninguno de los dos servicios?
Sol: a) 0.13; b) 0.47.

Los tigres de cierto pais proceden de tres reservas: el 30 % de la primera, el 25 % de la
segunda y el 45 % de la tercera. La proporcion de tigres albinos de la primera reserva es
0.2 %, mientras que dicha proporcion es 0.5 % en la segunda y 0.1 % en la tercera. ;Cual
es la probabilidad de que un tigre de ese pais sea albino? Sol: 0.0023.
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2.6. Sucesos compatibles e incompatibles.

Dos sucesos A y B se dice que son compatibles si es posible que puedan ocurrir los dos a
la vez. Dos sucesos A y B son incompatibles o excluyentes si es imposible que puedan
ocurrir los dos al mismo tiempo.

D00

A'y B compatibles Ay B incompatibles A'y B compatibles
Una forma segura de distinguirlos es mediante:

- Si P(AnB)=0<« Sucesos incompatibles.

- Si P(AnB)+#0< Sucesos compatibles.
Para ver ejercicios de esta seccion, se puede encontrarlos junto con los bdasicos de
probabilidad condicionada.

2.7. Sucesos dependientes e independientes:

La mayoria de los matemadticos y textos prefieren expresar y definir los sucesos
dependientes e independientes basandose en probabilidad condicionada. En realidad esto
es innecesario.

Independencia de dos sucesos:

Se dice que dos sucesos A y B son independientes si la ocurrencia de uno de ellos no
influye en la ocurrencia del otro. Es decir, el que ocurra el suceso A no influye para nada
en que pueda ocurrir o no ocurrir el suceso B y viceversa.

En algunos diagramas de Venn es facil distinguir sucesos dependientes e independientes,

por ejemplo:
B (&)

Si A ocurre implica que forzosamente Si A ocurre, provoca que B no pueda
ocurre B, por tanto son dependientes ocurrir, lo mismo pasa si ocurre B. Por
porque A influye en que ocurra B. tanto A y B se influyen, son dependientes.

En otros diagramas es imposible hacer tal distincion a simple vista, por ejemplo:

En este caso, puede ser dependiente o independiente. Por ello necesitamos una forma mas
segura de determinar si dos sucesos son dependientes e independientes, para ello nos
valdremos del valor de la intersecion:

- Si P(AnB)=P(A)-P(B) < Sucesos independientes.

- Si P(AnB)#P(A)P(B) < Sucesos dependientes.
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Independencia de tres sucesos 0 M4s sucesos:
Tres sucesos A, B y C, que podrian ser como los descritos en el diagrama de Venn:

=

para que sean independientes deben cumplir las siguientes dos condiciones:
1*) Tienen que ser independientes dos a dos:
P(AnB)=P(A)P(B) P(ANC)=P(A)P(C) P(BNC)=P(B)-P(C)
2%) Tienen que cumplir:
P(ANBNC)=P(A)-P(B)-P(C)

Para la independencia de mas de tres sucesos se define de forma parecida. Los sucesos Aj,

Ay, Aj, ..., A, son independientes entre si, si lo son dos a dos, si lo son tres a tres, si lo son
cuatro a cuatro, ..., y si losonnan.
Ejemplos:
E7 Sabiendo que la probabilidad de los sucesos siguientes es:
P(A)=0.6 P(B)=0.9 P(AnB)=0.46

a) ¢Son Ay B independientes?
b) (Son Ay B independientes?

Solucion: a) Deducimos el valor de la interseccion de A y B:
P(AnB)=1-P(AnB)=1-0.46=0.54
Verificamos si se cumple la igualdad:
P(AnB)=P(A)P(B)—>0.54=0.60.9=0.54
Se cumple, A y B son independientes.

b) Calculamos primero:
P(AnB)=P(B)-P(ANB)=0.9-0.54=0.36 P(A)=1-P(A)=1-0.6=0.4
Verificamos si se cumple:
P(ANB)=P(A)P(B)—0.36=0.40.9=0.36
Se cumple, A y B son independientes.

Ejercicios:
34° Sean A y B dos sucesos tales que:
3 1
P(A)== P(B)=—
(A) 2 (B) 5

Calcula para qué valor de P(A W B) los sucesos A y B son independientes. Sol: 11/16.

35° Sean A y B dos sucesos tales que:
4 - 2 = 1
P(AUB)=— P(A)=— P(B)=—
( ) 5 (A) 5 (B) 5
a) ¢Son Ay B incompatibles?
b) (Son Ay B independientes?
Sol: a) No son incompatibles; b) Si lo son.
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Siendo A y B sucesos incompatibles de un cierto espacio tales que:
P(A)=0.2 P(B)=0.4
Calcular P(A "N B). Sol: 0.4.

Si A y B son dos sucesos independientes, jes posible en algiin caso que P(A)=1/3y
P(AnB)=1/2? Sol: No, pues P(A)<P(ANB).

Sean A y B dos sucesos tales que:
P(A)=0.6 P(B)=0.2 P(AUB)=0.7
a) Calctlese P(AnB) y razénese si los sucesos A y B son independientes.
b) Calctilese P(AUB).

Sol: a) P(AnB) = 0.1, los sucesos no son independientes; b) 0.3.

2.8. Probabilidad condicionada:

Se trata de un concepto mas dificil que lo hasta ahora estudiado. La probabilidad
condicionada es la probabilidad de que ocurra un suceso A, sabiendo que también sucede
otro suceso B. Se denota por P(A/B) (A condicionado a B), y se calcula mediante la

expresion:
P(A/B)
P(B)
Para entenderlo mejor, imaginémonos el siguiente diagrama de Venn:

Como ya sabemos, tiene por area la unidad. Ahora imaginémonos que reducimos el
diagrama de Venn a solo el conjunto B:

P(A/B)= @)

Cuando nos preguntan por la probabilidad condicionada de A al suceso B (P(A/B)), se

estd refiriendo a que de entre los sucesos que pertenecen al conjunto B cual es la
probabilidad de dar con uno que también sea de A. De hecho, la expresion que dimos al
principio de esta seccion para calcular la probabilidad condicionada se basa en la propia
definicion de Laplace de probabilidad.

A partir de la probabilidad condicionada vamos a estudiar una serie de teoremas
matematicos relevantes. Pero para evitar complicaciones tedricas, evitaremos una
generalizacion en su enunciado:

Teorema de independencia de dos sucesos:

Si A y B son dos sucesos independientes, también se debe cumplir que:
P(A/B)=P(A) P(B/A)=P(B)

-382 -



Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

Teorema de la multiplicacion para la probabilidad condicionada:
Si A y B son dos sucesos probabilisticos cualesquiera y no nulos, podemos calcular sus
intersecciones partiendo de sus probabilidades condicionadas mediante:

P(A/B) =% — P(AnB)=P(A/B)-P(B)
pB/A)=LBOA) b BAA)=PBIAYPA)

Pero lo que es mas importante, podemos relacionar sus probabilidades condicionadas
inversas mediante la expresion:

P(ANB)=P(BNA)—|P(A/B)P(B)=P(B/A)P(A)|

Que es la expresion fundamental del teorema de la multiplicacion. Esto nos sera de
bastante de utilidad a la hora de hacer célculos de probabilidades condicionadas.

Conjunto completo de sucesos y sucesos disjuntos:

Sea un conjunto de sucesos Aj tales que la union de todos ellos es el suceso seguro o

espacio muestral U, y ademas que verifican ser incompatibles entre si. Es decir:
P(A)+P(A,))+P(A)+...+P(A,)=PU)=1

ysil#]:

P(A;nA;)=0
Dos sucesos cuya interseccion es nula entre si se les cataloga como sucesos disjuntos, y al
conjunto de este tipo de sucesos disjuntos y cuya union es el suceso seguro se le cataloga

de conjunto completo de sucesos. El siguiente diagrama de Venn muestra un conjunto
completo de sucesos con sus sucesos disjuntos Aj:

A, A A,

Ay

Teorema de la probabilidad total:

Sea B un suceso de un espacio muestral U, y sean los A;j sucesos que forman parte de
conjunto completo de sucesos que pueblan U. Vease el siguiente diagrama de Venn que
representa tal situacion:

(o)

F— ;
A,

Entonces la probabilidad de B se puede definir como:

P(B)= Zn: P(A;)P(B/A,))=P(A))P(B/A)+P(A,)P(B/A,))+...+P(A,)P(B/A,)

i=1
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Teorema de Bayes:
Debido al matematico y reverendo inglés Thomas Bayes, quien en lo
enuncio en 1763 en una obra péstuma.

Supongamos que tenemos un conjunto completo de sucesos Aj, y un
suceso B cualquiera del espacio muestral. A veces es necesario

conocer la probabilidad de uno de los sucesos Aj condicionada a que

haya ocurrido B. Esto se puede hacer por la formula de Bayes: HALE

P(A.)P(A. /B Thomas Bayes

P(A;/B)= ( ')P(](B)' ) (1702 - 1761)

El teorema es util cuando, conociéndose que se cumple un cierto suceso B, queremos
conocer la probabilidad de que la causa que lo haya producido sea el suceso A;.

Ejemplos:
Sean A y B dos sucesos tales que:

P(A)=04 P(B)=0.5 P(B/A)=0.25
Hallar:

a) P(ANB) b) P(A UB)

Solucién: Usando las expresiones (3) y (4):
a) P(ANB)=P(A)P(B/A)=0.400.25=0.1
b) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=0.4+0.5-0.1=0.8

Un determinado test de anticuerpos del VIH es utilizado habitualmente por una clinica.
El porcentaje de seropositivos (VIH+) en la poblacion es del 1 %. La probabilidad de
que el test detecte a un enfermo como seropositivo, siéndolo, es de 0.97. La probabilidad
de que el test de positivo a un individuo sano es de 0.001. Si un individuo ha dado
positivo en el test, ;qué probabilidad hay de que sea seropositivo? ;Podria ser bueno el
test para el diagndstico del VIH?

Solucion: Definimos los siguientes sucesos:

S = Ser seropositivo A =Dar positivo en el test
S = No ser seropositivo A =No dar positivo en el test.
Por los datos del problema conocemos las siguientes probabilidades:
P(8)=0.01 P(5)=0.99 P(A/S)=0.97 P(A/S)=0.001

Aplicando el teorema de Bayes calcularemos la probabilidad de que el positivo en el test
corresponda a un seropositivo:

P(S/A) = P(A/S)-P(S)_ _ 0.97-0.01 _o.
P(A/S)P(S)+P(A/S)P(S) 0.97-0.01+0.001-0.99
El test tiene un elevado numero de falsos positivos: 1 —0.9074 = 0.0926, y sabemos por
el mismo que el 3 % de los seropositivos no dan positivo en el test. Este test por si solo
puede ser malo para el diagnostico de una enfermedad infecciosa como el VIH, por tanto
no es un buen test porque deja un alto nimero de individuos capaces de propagar la
enfermedad y de fallecer por SIDA al descartar el test su diagnodstico.

9074

Con este ejemplo dejamos claro, que la bondad de un test no dependen muchas veces de
su numero de aciertos. La bondad puede depender, y depende, del contesto y la
aplicacion del test, un ejemplo es la efectividad que se exige a los mismos en la sanidad.
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Ejercicios:
Sean A y B dos sucesos con:
P(A)=10.5 P(B)=0.3 P(AnB)=0.1
Calcular:
a) P(A/B) b) P(A/AnB)
c¢) P(AnB/AUB) d) P(A/AUB)

Sol: a) 0.33;b) 1;¢) 0.14;d) 0.71.

Sean A y B dos sucesos tales que:
P(A)=0.5 P(B)=0.4 P(AUB)=0.75
Calcular:
a) P(B/A) b) P(A/B)
Sol: a) 0.5; b) 0.58.

Se sabe que A y B son dos sucesos cuyas probabilidades son:
P(A)=0.7 P(B)=0.5 P(AUB)=0.75
Calcular P(B/A)y P(ANB). Sol: a) 0.64, b) 0.25.

Se dispone de la siguiente informacion relativa a los sucesos A y B:
P(A)=0.6 P(B)=0.2 P(AnB)=0.12
a) Calcular las probabilidades P(AUB) y P(A/(AUB)).

b) ¢(Son incompatibles? ;Son independientes?
Sol: a) P(AUB)=0.68, P(A/(AUB))=0.88; b) Son compatibles e independientes.

Se lanzan dos dados. Calculese la probabilidad de cada uno de los siguientes sucesos:
a) A = {se obtiene 5 en alguno de los dados}.
b) B = {se obtiene un doble}.
c) AUB.
d) AnB.
Sol: a) 11/36; b) 1/6; ¢) 4/9; d) 1/36.

En un grupo de 1000 personas hay 400 que saben inglés, 100 que saben alemén y 30
ambos idiomas. Con estos datos, averigua si son independientes o no los sucesos "saber
inglés" y "saber aleman". Sol: No.

El 55% de los alumnos de una clase estudia francés, el 50% inglés y el 15% estudia los
dos idiomas. Se elige al azar un estudiante. Calcular la probabilidad de que:

a) No estudie francés ni inglés.

b) Estudie francés y no inglés.

c) Estudie francés si se sabe que estudia inglés.

d) Estudie inglés si se sabe que estudia francés.

e) No estudie francés si se sabe que no estudia inglés.
Sol: a)0.1; b) 0.4;¢) 0.3; d) 0.273; ¢) 0.2.
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3. Ejercicios de diagramas en arbol I

Un diagrama de arbol es una herramienta que se utiliza para determinar todos los
posibles resultados de un experimento aleatorio. En el célculo de la probabilidad se
requiere conocer el nimero de elementos que forman parte del espacio muestral, estos se
pueden determinar con la construccion del diagrama de arbol. Para la construccion de
diagramas en arbol tendremos en cuenta algunas reglas:

1. Para la construccion de un diagrama en arbol se partird poniendo una rama para
cada una de las posibilidades, acompanada de su probabilidad.

2. En el final de cada rama parcial se constituye a su vez, un nudo del cual parten
nuevas ramas, segun las posibilidades del siguiente paso, salvo si el nudo
representa un posible final del experimento (nudo final).

3. En la asignacion de probabilidades a cada rama, hay que tener en cuenta que la
suma de probabilidades de las ramas de cada nudo ha de dar 1.

Veamos unos ejemplos:

Ejemplos:

Tenemos dos bolsas, nombradas como A y B. En la bolsa A tenemos 7 bolas blancas y 3
rojas. En la bolsa B hay 6 bolas blancas y 2 rojas. Sacamos una bola de A y la pasamos a
B. Después extraemos una bola de B.

a) (Cuadl es la probabilidad de que las dos bolas sean blancas?

b) (Cual es la probabilidad de que la bola extraida de B sea blanca?

Solucién: Procederemos a la construccion del arbol calculando las probabilidades de
cada rama mediante la definicion de Laplace y los datos del problema:

bb

br
rh

rr
En el arbol, la letra mintscula cursiva b denotara blanca, la letra minuscula cursiva r
denotaré roja.

a) Se trata del suceso bb:
3

P = P(bb) == = 0.2333
10 9
b) La probabilidad de que la bola extraida de b sea blanca cuenta con los sucesos

favorables bb y rb, por tanto la probabilidad de extraer blanca de b es la suma de las

probabilidades de esas dos ramas del arbol:

P = P(bb) + P(rb) = >+ >0 _ 0.4333
109 109
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Ejercicios:
En una bolsa hay 7 bolas blancas y 3 negras. ;Cual es la probabilidad de que al extraer
cuatro bolas a la vez sean las cuatro blancas? Sol: 1/6.

Una urna contiene 10 bolas blancas y 5 negras. Se extraen dos bolas al azar sin
reemplazamiento. ;Cual es la probabilidad de que sean del mismo color? Sol: 0.489.

Una urna contiene 3 bolas blancas y 5 bolas negras. Otra contiene 1 blanca y 3 negras.
Hallar la probabilidad de que, al extraer una bola de cada urna, ambas sean negras.
Sol: 15/32.

En una bolsa hay 10 bolas blancas y 15 negras. Si se hacen tres extracciones seguidas,
(qué probabilidad habré de que las 3 bolas sean blancas?

a) Devolviendo cada vez la bola extraida.

b) No devolviéndola.
Sol: a) 8/125; b) 6/115.

Si se tienen dos barajas de 40 cartas cada una, ;cudl es la probabilidad de que al sacar
una de cada baraja salgan dos ases? Y si se mezclan las dos barajas y se sacan de una vez
dos cartas, /cual es la probabilidad de que sean dos ases? Sol: 1/100; 7/790.

Una persona pasa cada mafiana por tres semaforos que operan independientemente. La
probabilidad de luz roja es 0.4, 0.8 y 0.5 respectivamente para cada semaforo. Se pide:
a) Probabilidad de que se encuentren los tres semaforos en rojo.

b) Probabilidad de que se encuentre uno en rojo y los otros dos en verde.
Sol: a) 0.16; b) 0.34.

De una baraja espafiola se extraen dos naipes sucesivamente y sin devolver al mazo.
Hallar la probabilidad de extraer:

a) Dos ases.

b) Un asy un tres.

¢) La primera un as y la segunda un tres.

d) Dos espadas.

e) Dos cartas de igual palo.
Sol: a) 1/130; b) 4/195; ¢) 2/195; d) 3/52; e) 3/13.

Tenemos 2 cajas. Una contiene 4 bolas azules y 3 rojas, la otra tiene 3 azules y 4 rojas.
Se elige una caja al azar y se saca una bola. Se pide:

a) Probabilidad de que la bola sea azul.

b) Probabilidad de que sea roja.
Sol: a) 0.5; b) b) 0.5.

En una urna hay tres bolas blancas y dos negras. Se extrae una bola al azar, se observa su
color y se devuelve a la urna. Calcular la probabilidad de que en dos extracciones se
obtengan:

a) Dos bolas negras.

b) Una bola de cada color.

¢) Dos bolas blancas.
Sol: a) 4/25; b) 12/25; ¢) 9/25.
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Una empresa posee dos factorias, A y B. En A se produce el 65 % de los productos de la
empresa y el resto en B. En A la probabilidad de encontrar articulos defectuosos es del
0.5 % y en B del 1.5 %. Si se elige un articulo y resulta defectuoso, calcula la
probabilidad de que proceda de la factoria A. Sol: 0.382.

De una baraja espafiola se extraen dos naipes sucesivamente y sin devolver al mazo.
Hallar la probabilidad de extraer:

a) Dos ases.

b) En la primera as y la segunda tres.

¢) Unasy un tres.

d) Dos oros.

e) Del mismo palo.
Sol: a) 1/130; b) 2/195; ¢) 4/195; d) 3/52; e) 3/13.

El13 %y el 5 %, respectivamente, de las piezas producidas por dos maquinas X ¢ Y son
defectuosas. Se elige al azar una pieza de las producidas por X y otra de las producidas
por Y.

a) (Cuadl es la probabilidad de que las dos sean defectuosas?

b) (Y de que al menos una lo sea?
Sol: 0.0015; 0.078S5.

En una baraja espafiola:
a) (Cuadl es la probabilidad de que en una extraccion simultanea de tres cartas
salgan tres oros?
b) (Y de que salgan la primera copas, la segunda espadas y la tercera oros en tres
extracciones sucesivas sin devolucion de la carta extraida?
¢) Y laprobabilidad de que salgan las tres de distinto palo extraidas sucesivamente
sin devolucién?
Sol: a) 3/247; b) 25/1482; ¢) 100/247

Un lote de diez articulos tiene tres defectuosos. Se extraen tres articulos del lote al azar,

uno tras otro y sin devolverlos. Calcular la probabilidad de que todos estén bien.
Sol: 7/24.

Un producto esta formado por tres piezas: A, By C. El proceso de fabricacion es tal que
la probabilidad de que la pieza A sea defectuosa es 0.03; de que la pieza B sea
defectuosa es 0.02; y de que la pieza C sea defectuosa es de 0.01. El producto no
funciona si alguna de las piezas es defectuosa.

a) (Cual es la probabilidad de que el producto no funcione?

b) Otro producto consta de dos piezas de A y una de B, ;cual es la probabilidad de

que no funcione?

Sol: a) 0.059; b) 0.078.

En una caja de golosinas hay 6 caramelos y 4 chocolatinas. Un nifio elige al azar 4
golosinas. Determinar:

a) Probabilidad de que solo coja chocolatinas.

b) Probabilidad de que coja 2 caramelos y 2 chocolatinas.
Sol: a) 1/210; b) 3/7.

En una urna hay 5 bolas rojas, 5 amarillas y 5 negras. Se sacan, sucesivamente 4 bolas,
devolviéndolas cada vez. ;Qué probabilidad existe de que se extraiga igual numero de
bolas rojas que amarillas? Sol: 19/81.
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En una bolsa hay 6 bolas blancas, 3 negras y 9 rojas. Al sacar tres a la vez, determinar la
probabilidad de:

a) Que dos sean blancas.

b) Que ninguna sea blanca.

¢) Que sean de distinto color.
Sol: a) 0.22; b) 0.27; ¢) 0.199.

En una bolsa hay 6 bolas blancas y 5 negras. Calcular la probabilidad de extraer:
a) cuatro bolas a la vez que no sean blancas.
b) cuatro bolas blancas.
¢) cuatro bolas negras.

Sol: a) 21/22; b) 1/22; ¢) 1/66.

De una baraja de 40 cartas se extraen 3 cartas sucesivamente: con reemplazamiento y
sin reemplazamiento. Hallar en los tres casos las siguientes probabilidades:

a) Por lo menos una de las cartas es un as.

b) las tres son de oros.

¢) Una solo sea un oro.

d) Ninguna es un as.

e) Sean del mismo palo.
Sol: a) 271/1000; 137/494; b) 1/64; 3/247; ¢) 261/640; 435/988; d) 729/1000; 357/494;

e) 1/16; 12/247; 12/247.

A un congreso asisten 100 participantes. De ellos, 80 solo hablan francés, 40 solo hablan
inglés y 20 hablan ambos idiomas. ;Cual es la probabilidad de que dos congresistas
elegidos al azar no puedan entenderse sin intérpretes? Sol: 0.242.

Para realizar un control de calidad de un producto se examinan tres unidades del
producto, extraidas al azar (y sin reemplazamiento) de un lote de 100 unidades. Las
unidades pueden tener defectos de dos tipos, A y B. Si en el lote de 100 unidades existen
10 unidades con defecto del tipo A Unicamente, 8 con defectos del tipo B Uinicamente y 2
con ambos defectos, se desea determinar la probabilidad de que en la muestra de tres
unidades extraidas se obtengan en total:

a) Cero defectos.

b) Una unidad con defecto del tipo A y otra con defecto del tipo B, o bien, una

unidad con ambos tipos de defectos.

Sol: a) 0.508; b) 0.0787.

Un examen consiste en elegir, al azar, dos temas de entre los diez de un programa y
desarrollar uno.
a) (Qué probabilidad tiene un alumno, que no sabe seis temas, de aprobar el examen?
b) (Qué probabilidad tiene el mismo alumno de saberse s6lo uno de los dos temas?
Sol: a) 2/3; b) 8/15.

La orquesta Musiquera esta formada por 3 tipos de instrumentos, 30 de Madera, 15 de
viento y 5 de percusion. La vispera de un concierto se ponen enfermos dos musicos.
Calcular la probabilidad de que:

a) Ambos toquen instrumentos de viento.

b) Ambos toquen el mismo tipo de instrumento.
Sol: a) 0.0857; b) 0.44809.
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Una urna contiene 10 bolas blancas, 5 amarillas y 5 negras. Se extrae una bola al azar y
se sabe que no es blanca. ;Cual es la probabilidad de que sea negra? Sol: 0.5.

Dos urnas tienen las siguientes bolas: la primera, 5 bolas blancas, 5 negras y 5 rojas y la
segunda, 3 blancas, 3 negras y 5 rojas. Se traspasa una bola, escogida al azar, de la
primera urna a la otra y, a continuacion, se extrae una bola de esta urna, que resulta ser
roja. /Cudl es la probabilidad de que la bola traspasada fuese blanca? Sol: 5/16.

En unos almacenes hay una oferta: al comprar un producto se puede elegir un regalo
entre dos (A y B). E1 35 % de los clientes elige el regalo A, el 25 % elige el By el 40 %
no compra ese producto. Se sabe, ademas, que el 80 % de los que eligen A, el 40 % de
los de B y el 20 % de los que no compran, son mujeres. Elegido al azar un cliente, ;cual
es la probabilidad de que sea mujer? Sol: 0.46.

En un examen tedrico para obtener el carné de conducir se puede hacer el ejercicio
correspondiente a cada uno de los tipos de carné A, B y C. Aprueban el examen el 65 %
de A, el 40 % de B y el 25 % de C. Se sabe que el 20 % se presentan al ejercicio A, el 50
% al By el 30 % al C. Elegido un alumno al azar, determina:

a) La probabilidad de que se presente al examen A y haya aprobado.

b) Se sabe que ha aprobado. Probabilidad de que se presentase al ejercicio A.
Sol: a) 0.13; b) 0.329.

Un rosal no esta en buen estado y, por tanto, si se riega tiene la misma probabilidad de
salvarse que de no salvarse. La probabilidad de que sobreviva si no se riega es 0.25. La
probabilidad de no regar el rosal es 2/3. Si el rosal no se ha salvado, ;Cual es la
probabilidad de no haberlo regado? Sol: 0.75.

Una persona cuida de su jardin, pero es bastante distraida y se olvida de regarlo a veces.
La probabilidad de que se olvide de regar el jardin es 2/3. El jardin no estd en muy buenas
condiciones, asi que si se le riega tiene la misma probabilidad de progresar que de
estropearse, pero la probabilidad de que progrese si no se le riega es de 0.26. Si el jardin
se ha estropeado, ;cual es la probabilidad de que la persona olvidara hacerlo? Sol: 0.747.

En un colectivo de inversores bursatiles, el 20 % realiza operaciones via Internet. De los
inversores que realizan operaciones via Internet, un 80 % consulta InfoBolsaWeb. De los
inversores bursatiles que no realizan operaciones via Internet s6lo un 20 % consulta
InfoBolsaWeb. Se pide:
a) Obtener la probabilidad de que un inversor bursatil elegido al azar en este
colectivo consulte InfoBolsaWeb.
b) Si se elige al azar un inversor bursatil de este colectivo y resulta que consulta
InfoBolsaWeb, ;cual es la probabilidad de que realice operaciones por Internet?
Sol: a) 0.32; b) 0.5.

De las piezas producidas en una fébrica, el 80% son producidas por una maquina A y el
resto por una maquina B. E1 10% de las piezas producidas por A son defectuosas, y el
6% de las producidas por B son defectuosas.
a) Elegida una pieza producida en esa fabrica al azar, ;cual es la probabilidad de
que sea defectuosa?
b) Se elige al azar una pieza y resulta ser defectuosa, ;cudl es la probabilidad de que
haya sido producida por la maquina A?
Sol: a) 0.092; b) 0.87.
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En una caja A, hay 10 bombillas, de las que 3 no funcionan; en otra caja B, hay 8 con 2
fundidas; y en una tltima caja C hay 12 bombillas de las que 3 con defectuosas.
Escogida una caja al azar, de la que se extrae, sin mirar, una bombilla:

a) (Cuadl es la probabilidad de que no funcione?

b) Si salié una bombilla fundida, ;cudl es la probabilidad de que fuese de la caja A?
Sol: a) 4/15; b) 3/8.

Tenemos tres urnas: La urna A contiene 2 bolas rojas y 3 amarillas; la urna B contiene 3
bolas rojas y 1 amarilla y la urna C contiene 2 bolas rojas y 4 amarillas. Se escoge una
urna al azar y se saca una bola de esa urna. Si la bola es roja. ;Cudl es la probabilidad de
que sea de la urna A? Sol: 24/89.

Se dispone de tres tipos de urnas, A, By C. La urna tipo A contienen 5 bolas blancas y 5
negras, la urna tipo B contienen 8 bolas blancas y 2 negras, la urna tipo C contiene 1
bola blanca y 4 negras. Se dispone de 5 urnas del tipo A, 3 del tipo B y 2 del tipo C. Se
saca una bola de una urna elegida al azar y resulto ser blanca. Calcular la probabilidad de
que la urna elegida sea del tipo B. Sol: 0.4528.

Se supone que las sefales que emite un determinado telégrafo son punto y raya y que el
telégrafo envia un punto con probabilidad 3/7 y una raya con probabilidad 4/7. Los errores
en la transmision pueden hacer que cuando se envie un punto se reciba una raya con
probabilidad 1/4 y que cuando se envie una raya se reciba un punto con probabilidad 1/3.
a) Si se recibe una raya, ;cudl es la probabilidad de que se hubiera realmente
enviado una raya?
b) Suponiendo que las sefales se envian con independencia unas de otras, cudl es
la probabilidad de que si se recibe punto-punto se hubiera enviado raya-raya?
Sol: a) 0.7805; b) 0.13845.

4. Tablas de contingencia:

Para analizar la relacion de dependencia o independencia entre dos variables cualitativas,
se puede recurrir a las conocidas como tablas de contingencia que nos permitiran
representar y estudiar la distribucion conjunta de las dos variables.

La tabla de contingencia es una tabla de doble entrada, donde en cada casilla figurara el
numero de casos o individuos que poseen un nivel de uno de los factores o caracteristicas
analizadas y otro nivel del otro factor analizado.

Ejemplos:

Un barco sortea un viaje entre 100 clientes que han abierto una cuenta bancaria en el
ultimo mes. De ellos, 56 son mujeres, 82 estan casados y 43 son mujeres casadas.

a) Calcula la probabilidad de que le toque el viaje a un hombre soltero.

b) Si el afortunado es casado, ;cual es la probabilidad de que sea mujer?

Solucion: Recurriremos a una tabla de contingencia:

Mujeres Hombres
Casados/as 43 82
Solteros/as
56 100
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La completamos aritméticamente para proceder a responder a los apartados:

Mujeres Hombres
Casados/as 43 39 82
Solteros/as 13 5 18
56 44 100
a) Probabilidad de que le toque el viaje a un hombre soltero:
P= S 0.05
100
b) Siendo afortunado un casado, la probabilidad de ser mujer es:
P= A 0.5244
82

E12 Enun viaje organizado por Europa para 120 personas, 48 de los que van saben hablar
inglés, 36 saben hablar francés, y 12 de ellos hablan los dos idiomas.
Escogemos uno de los viajeros al azar.
a) (Cual es la probabilidad de que hable alguno de los dos idiomas?
b) (Cual es la probabilidad de que hable francés, sabiendo que habla inglés?
c) (Cual es la probabilidad de que solo hable francés?

Solucién: Construimos la tabla de contingencia con los datos que tenemos:

Francés No sabe francés

Inglés 12 48
No sabe inglés
36 120
La completamos aritméticamente:

Francés No sabe francés
Inglés 12 36 48
No sabe inglés 24 48 72
36 84 120

Procedemos a responder los apartados:
a) Probabilidad de que hable alguno de los dos idiomas
p_ 36+48-12 06

120
b) Probabilidad de que hable francés, sabiendo que habla inglés:
P= 12 =0.25
48
c¢) Probabilidad de que solo hable francés:
MELENY,
120

Ejercicios:
82° Se sortea un viaje a Roma entre los 120 mejores clientes de una agencia de automoviles.
De ellos, 65 son mujeres, 80 estan casados y 45 son mujeres casadas. Se pide:
a) (Cuadl serd la probabilidad de que le toque el viaje a un hombre soltero?
b) Si del afortunado se sabe que es casado, ;cudl serd la probabilidad de que sea una
mujer?
Sol: a) 0.1667; b) 0.5625.
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De un grupo de 100 estudiantes de 2° bachillerato de los que 55 son chicos y 45 chicas,
se obtienen las siguientes opiniones respecto de los exdmenes de selectividad:
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Alumnos Alumnas
A favor 11 9
En contra 44 36

Considerando que A es ser varon y B es estar a favor de la selectividad, averiguar:

a) Si Ay B son independientes.

b) Si se selecciona al azar un alumno varén, ;qué probabilidad hay de que esté a

favor de la selectividad?
Sol: a) Si son independientes; b) 0.2.

En un centro de ensefianza hay 240 estudiantes matriculados en segundo curso de
Bachillerato. La siguiente tabla recoge su distribucion por sexo y por opcion que se

cursa:
Chicas | Chicos
Cientifico-Tecnoldgica 64 52
Humanidades y C. Sociales 74 50

Si se elige un estudiante al azar entre los que cursan 2° de Bachillerato en ese centro,
calcular la probabilidad de que:

a) No curse la opcion Cientifico-Tecnoldgica.

b) Si es chico, curse la opcion de Humanidades y C. Sociales.
Sol: a) 0.5167; b) 0.49.

Un taller sabe que por término medio acuden: por la mafiana 3 automoviles con problemas
eléctricos, 8 con problemas mecénicos y 3 con problemas de chapa, y por la tarde 2 con
problemas eléctricos, 3 con problemas mecanicos y 1 con problemas de chapa.

a) Calcula el porcentaje de los que acuden por la tarde.

b) Calcula el porcentaje de los que acuden por problemas mecénicos.

c¢) Calcula la probabilidad de que un automovil con problemas eléctricos acuda por

la mafiana.

Sol: a) 0.3; b) 0.55; ¢) 0.6.

Para tratar de curar una enfermedad se ha aplicado un nuevo tratamiento a una serie de
individuos, obteniéndose los resultados reflejados en la tabla:

Curados No curados
Tratamiento nuevo 60 21
Tratamiento antiguo 43 36

Elegido un individuo al azar, halla las siguientes probabilidades:
a) Que se haya curado.
b) Que no se haya curado.
¢) Que se haya curado con el nuevo tratamiento.
d) Que no se haya curado con el tratamiento antiguo.
Sol: a) 0.6437; b) 0.3562; ¢) 0.7407; d) 0.4557.

En una clase de 30 alumnos hay 18 que han aprobado matematicas, 16 que han aprobado
inglés y 6 que no han aprobado ninguna de las dos. Elegido al azar un alumno de la clase:
a) (Cuadl es la probabilidad de que haya aprobado inglés y matematicas?
b) Sabiendo que ha aprobado matematicas, ;cual es la probabilidad de que haya
aprobado inglés?
¢) ¢(Son independientes los sucesos "Aprobar matematicas" y "Aprobar inglés"?
Sol: a) 0.33; b) 0.56; ¢) no son independientes.
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De una encuesta realizada a un grupo de 120 personas, se le pregunto si les gusta leer y
ver la television. Los resultados son:
- A 32 personas les gusta leer y ver la tele.
- A 92 personas les gusta leer.
- A 47 personas les gusta ver la tele.
Si elegimos al azar una de esas personas:
= ;Cuadl es la probabilidad de que no le guste ver la tele?
= ;Cual es la probabilidad de que le guste leer, sabiendo que le gusta ver la tele?
= ;Cuadl es la probabilidad de que le guste leer?
Sol: a) 0.61; b) 0.68; ¢) 0.77.

En un colegio hay 100 jévenes apuntados a actividades extraescolares deportivas; 40 de
los chicos y 35 de las chicas estan apuntadas a tenis. El total de chicas apuntadas a las
actividades extraescolares deportivas es de 45. Si elegimos un joven de esa localidad al
azar:
a) (Cuadl es la probabilidad de que sea chico?
b) Sisabemos que estd apuntado/a a tenis, jcudl es la probabilidad de que sea chica?
c) (Cuadl es la probabilidad de que sea un chico que no esta apuntado a tenis?
Sol: a) 0.55;b) 0.47; ¢) 0.15.

En una emisora se hizo una encuesta a 250 personas para conocer la audiencia de un
informativo y de una pelicula que se emitieron en horas distintas: 210 encuestados vieron
la pelicula, 150 vieron el informativo y 35 no vieron ninguno de los dos programas. Si
elegimos al azar a uno de los encuestados:

a) (Cudl es la probabilidad de que viera la pelicula y el informativo?

b) (Cual es la probabilidad de que viera la pelicula, sabiendo que no vio el

informativo?

¢) Sabiendo que vio la pelicula, ;cual es la probabilidad de que viera el informativo?

Sol: a) 0.58; b) 0.97; ¢) 0.69.
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Distribucion binomial o de Bernoulli:

““La mejor prueba de que el billete de loteria no va a tocar, es que no se lo queda el que lo
vende.” Anénimo

Muchas veces se nos asegura que la loteria toca tarde o temprano jugando al mismo
nimero o a nimeros alternos. Como podriamos comprobar aplicando la teoria que se da en
este tema, ni jugando todos los dias al sorteo de la loteria durante 70 afios, tendriamos
garantizado que nos tocase por lo menos alguna vez. Como podremos comprobar, las
probabilidades de conseguir un éxito o mas al jugar sucesivamente a la loteria siguen una
distribucion binomial o de Bernoulli.

Existen muchas situaciones en las que se presenta una experiencia binomial. Otro ejemplo
es el examen tipo test de conducir, las probabilidades de aprobar el examen respondiendo
aleatdriamente a todas las preguntas son infimas. Pasa lo mismo con numerosos juegos de
azar. Como los dados.

1. Ensayos de Bernoulli:

Un ensayo de Bernoulli es un experimento aleatorio en el que sélo
se pueden obtener dos resultados (éxito o fracaso, A o B, etc). Se
denomina asi en honor a Jakob Bernoulli, eminente matematico
suizo.

Los ensayos de Bernoulli se utilizan para modelar fendmenos
aleatorios que sélo tienen dos resultados posibles, por ejemplo: s/
- Unensayo de Bernoulli es la compra de un boleto de loteria.  jakob Bernoulli
O nos toca la loteria 0 no nos toca. (1654 — 1705)
- El lanzamiento de una moneda al aire, cara o cruz se es un ensayo de Bernoulli.
- El lanzamiento de un dado puede constituir en los juegos una diferencia entre el
numero que nos permite ganar o fracasar.
- El nacimiento de un nifio 0 una nifia.

2. Funcidn de distribucién Binomial o de Bernoulli.
La distribucion binomial es una distribucién de probabilidad discreta que mide el nimero
de éxitos en una secuencia de n ensayos independientes de Bernoulli con una probabilidad
fija p de “éxito” entre los ensayos. Se denota esta distribucion por:

B(n, p)
Para poder hacer célculos en esta distribucién debemos recurrir a la expresion:

Px=k)=b(kn. p)= [E] pa™ = kl(nni k)! p‘q"" (1)

Donde g es la probabilidad de “fracaso”:

q=1-p
Esta distribucion resulta ser muy Gtil cuando el nimero de experimentos es pequefio.
Cuando el nimero de experimentos es grande, generalmente con n > 30, la distribucion
binomial se aproxima muy bien a la distribucion normal. Veremos la aproximacion de
binomial a normal en el tema siguiente.
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Ejemplos:
Calcule:

a) b(2;5,0.35) b) b(0; 4,0.05)

Solucién: Usemos la expresion (1) para realizar los calculos:

a) b(2;5,0.35) _%o 352.0.65° = 0.3364

b) b(0;4,0.05) _i4o 05°.0.95* = 0.8145

Cada muestra de bacterias de Escherichia Coli que tiene cierto laboratorio tiene un 10 %
de posibilidades de estar contaminada por un virus bacteriéfago. Calcule la probabilidad
de que en 18 muestras, exactamente 2 contengan un virus bacteriéfago. Sol: 0.2840.

Solucién: Es una distribucion B(18, 0.1), con suceso contrario g = 0.9. Aplicamos la
expresion (1):

P(x=2)= b(21801)_£160120916_02835

En un determinado pais, el 30 % de sus habitantes tienen sangre tipo O. Si se analiza la
sangre de 10 personas:
a) ¢Cudl es la probabilidad de que haya, exactamente, cuatro personas con sangre
tipo O, entre las examinadas?
b) ¢Cual es la probabilidad de que menos de la mitad tengan sangre de dicho tipo?

Solucidn: Este problema, con 10 individuos, sigue una distribucién normal B(10, 0.3),
procedemos a resolver apartado por apartado empleando la expresion (1):

a) Para exactamente cuatro personas:

0!

P(x =4) =b(4;10,0.3) = 16034076_02001

b) Para calcular la probabilidad de que menos de la mitad sean O, debemos sumar las
probabilidades de que ninguno sea O, que uno sea O, que dos sean O, que tres sean O y
que cuatro sean O:
P(x<4)=P(x=0)+P(x=1)+P(x=2)+P(x=3)
P(x <4)=b(0;10,0.3) +b(2;10,0.3) + b(2;10,0.3) + b(3;10,0.3)

P(x<4)= —10 0.3°.0.7° + 10' —0.3"0.7° + 10 —0.3%.0.7° + 10' ——0.3°.0.7" =0.8497
0!10! 191 1.8! 171
Ejercicios:
Determinar los valores de:
a) b(1;3,0.75) b) b(2;5,0.5) c) b(2;7,0.6) d) b(3;4,0.1)
e) b(1;6,0.15) f) b(6;6,0.9) g) b(2;8,0.3) h) b(1;4,0.25)
i) b(0;6,0.4) j) b(2;3,0.75) 1) b(2;6,0.75) m) b(4;8,0.2)

Sol: a) 0.1406: b) 0.3125; c) 0.0774; d) 0.0036; ) 0.3993; ) 0.5314; g) 0.2965;
h) 0.4219; i) 0.0467; j) 0.4219; 1) 0.0330; m) 0.0459.
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Realizar los siguientes calculos:
a) b(0;3,0.6) b) b(1;3,0.6) c) b(2;3,0.6) d) b(3;3,0.6)
Sol: a) 0.0640; b) 0.2880; c) 0.4320; d) 0.2160.

Se lanza una moneda cuatro veces. Calcular la probabilidad de que salgan mas caras que
cruces. Sol: 0.3125.

Se tira una moneda 6 veces (cara y cruz). Determinar:
a) La probabilidad de que salgan exactamente dos caras.
b) La probabilidad de que al menos salgan cuatro caras.
c) La probabilidad de que no salga cara.

Sol: a) 0.2344; b) 0.3437; c) 0.9844.

La probabilidad de que Ana de en el blanco es 1/3. Si dispara siete veces, halla la
probabilidad de que:

a) De en el blanco exactamente 3 veces.

b) De al menos una vez.
Sol: a) 0.2561; b) 0.9415.

Se supone que la probabilidad de nacer un nifio es 0.5. Calcula la probabilidad de que en
una familia de seis hijos, sean:

a) Todos varones.

b) Al menos dos varones.

c) Tres varones.
Sol: a) 0.0156; b) 0.8906; c) 0.3125.

En un juego se gana cuando, al alcanzar dos dados, se obtiene una suma de 10 0 mas. Un
jugador tira en 12 ocasiones. Calcula la:

a) Probabilidad de que gane exactamente en tres ocasiones.

b) Probabilidad de que pierda 12 veces que juega.
Sol: a) 0.1974; b) 0.1122.

La probabilidad de que Juan haga diana es 0.25. Si le dejan 6 lanzamientos. Halla la
probabilidad de que:

a) De en el blanco exactamente dos veces.

b) De en el blanco mas de cuatro veces.

c) De en el blanco al menos una vez.
Sol: a) 0.2966; b) 0.0046; d) 0.8220.

Supongamos que el 20% de los objetos fabricados por una empresa son defectuosos.
Escogemos 4 objetos al azar. Hallar la probabilidad de que:

a) Solo 2 sean defectuosos.

b) Solo 3 sean defectuosos.

c) Ninguno sea defectuoso.
Sol: a) 0.1536; b) 0.0256; c) 0.5904.

Cierto tipo de misil da en el blanco con una probabilidad p = 0.3. Calcular el nimero de

misiles que se deberian disparar para que halle una probabilidad de dar en el blanco de al
menos el 90 %. Sol: Minimo de 9 misiles.
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Una familia tiene seis hijos. Hallar la probabilidad de que sean:
a) Tres nifios y tres nifias.
b) Menos nifias que nifos.

Dato: Tomar como 0.5 la probabilidad de ser nifio un hijo.

Sol: a) 0.3125; b) 0.3437.

Se lanza una moneda cuatro veces. Calcular la probabilidad de que salgan mas caras que
cruces. Sol: 0.3125.

Un agente de seguros vende polizas a cinco personas de la misma edad y que disfrutan
de buena salud. Segun las tablas actuales, la probabilidad de que una persona en estas
condiciones viva 30 afios 0 méas es 2/3. Hallese la probabilidad de que, transcurridos 30
afos, vivan:

a) Las cinco personas.

b) Al menos tres personas.

c) Exactamente dos personas.
Sol: a) 0.132; b) 0.791; c) 0.164.

Si de seis a siete de la tarde se admite que un numero de teléfono de cada cinco esta
comunicando, ¢cudl es la probabilidad de que, cuando se marquen 10 nimeros de
teléfono elegidos al azar, s6lo comuniquen dos? Sol: 0.3020.

La probabilidad de que un hombre acierte en el blanco es 1/4. Si dispara 10 veces ¢cual
es la probabilidad de que acierte exactamente en tres ocasiones? ¢Cual es la probabilidad
de que acierte por lo menos en una ocasion? Sol: P(x = 3) = 0.25; P(x > 1) = 0.9437.

La probabilidad de que un alumno de 2° de Bachillerato apruebe las Matematicas es de
0.7. Si consideramos un grupo de 8 alumnos, ¢Cual es la probabilidad de que cinco de
ellos aprueben las Matematicas? Sol: 0.254.

Los alumnos de cierta clase se encuentran en una proporcion del 67% que estudian
inglés y el resto francés. Tomamos una muestra de 15 alumnos de la clase, calcular:
a) Probabilidad de que al menos encontremos tres alumnos de inglés.
b) Probabilidad de que los 15 alumnos estudien inglés.
c) Probabilidad de que estudien inglés entre 7 y 10 alumnos.
Sol: a) 0.999973; b) 0.0025; c) 0.5564.

En una urna hay 30 bolas, 10 rojas y el resto blancas. Se elige una bola al azar y se anota
si es roja; el proceso se repite, devolviendo la bola, 10 veces. Calcular la media y la
desviacion tipica de sacar roja. Sol: = 3.33, o= 1.49.

Un banco tiene 3 sistemas de alarma independientes, cada una de las cuales tiene una
probabilidad de 0.9 de funcionar. Si se produce un robo, calcular:

a) La probabilidad de que ninguna alarma se active.

b) La probabilidad de que al menos una alarma se active.
Sol: a) 0.001; b) 0.999.

Juan propone a Luis el siguiente juego: Lanzar una moneda 10 veces; si salen 4,50 6

caras gana Luis, y en caso contrario gana Juan. ;Que probabilidades tiene Juan de ganar?
Sol: 0.3438.

—-398 -



Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

21 La probabilidad de que un proyectil, lanzado por un cafidn, haga blanco en el objetivo es
1/2. Calcula la probabilidad de que alcance el objetivo si se tiran 4 proyectiles seguidos.
Sol: 15/16.

22° La probabilidad de que un estudiante apruebe todas las asignaturas en Junio es 0.4. Halla
la probabilidad de que entre 4 estudiantes escogidos al azar:
a) Ninguno apruebe.
b) No apruebe mas de uno.
c) Al menos uno apruebe.
d) Todos aprueben.
Sol: a) 0.1296; b) 0.4752; c) 0.8704; d) 0.0256.

23° Un examen consta de cuatro partes: algebra, analisis, geometria y probabilidad. La
preparacion de un alumno es tal que, tiene una probabilidad de 0.6 de aprobar cada parte.
Que probabilidad tiene de suspender si:
a) Las partes son eliminatorias y ha que aprobarlas todas.
b) Si se necesitan dos partes para aprobar.
c) Si se aprueba con aprobar una parte.
Sol: a) 0.8704; b) 0.1792; c) 0.0256.

24° EIl metre de un restaurante que s6lo da servicio mediante reservas sabe, por experiencia,
que el 20 % de las personas que reservan una mesa no asistiran. Si el restaurante acepta
25 reservas pero solo dispone de 20 mesas, ¢cual es la probabilidad de que a todas las
personas que asistan al restaurante se les asigne una mesa? Sol: 0.5799.

25° Supongamos que la probabilidad de tener una unidad defectuosa en una linea de

ensamblaje es de 0.05. Si el conjunto de unidades terminadas constituye un conjunto de
ensayos independientes:

a) ¢cudl es la probabilidad de que entre diez unidades dos se encuentren

defectuosas?

b) ¢y de que a lo sumo dos se encuentren defectuosas?

c) ¢cual es la probabilidad de que por lo menos una se encuentre defectuosa?
Sol: a) 0.0476; b) 0.9984; c) 0.4013.

26° Un examen consta de 10 preguntas a las que hay que contestar con un verdadero o falso.
Suponiendo que el examen es muy dificil y los alumnos no saben contestar a ninguna de
las preguntas y, en consecuencia, contestan al azar, hallar:
a) Probabilidad de obtener cinco aciertos.
b) Probabilidad de obtener algln acierto.
c) Probabilidad de obtener al menos cinco aciertos.
Sol: a) 0.2461; b) 0.999; c) 0.6231.

27° La probabilidad de que un estudiante obtenga el titulo de licenciado en quimica es 0.3.
Hallar la probabilidad de que un grupo de siete estudiantes matriculados en primer curso
finalice la carrera:
a) Ninguno de los siete finalice la carrera.
b) Finalicen todos.
c) Al menos dos acaben la carrera.

Sol: a) 0.0824; b) 0.0002; c¢) 0.6705.
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3. Relacién entre distribucién normal v el binomio de Newton.
Sabemos que:

p+q=1
Si ahora elevamos esta expresion a la enésima potencia y desarrollamos:

(@+p)" =" »[gj p’a’ +® plq“‘l{gj p°a™” +--.+[ ! ] p ‘lql+[nj p'a’ =1
n-— n

Podemos comprobar que todos estos términos son los b(k;n, p):

3 n n ~k-n n 0N n 1.yn-1 n 2.4n-2 n n-141 n n~0
= :1
;(qu p (ij q +(Jpq +( jp q"? + +(n_l]p q +(an q

n

z(kj 9 = bl p) =1

k=0
Es por este motivo que esta distribucion reC|be eI nombre de distribucion binomial.

4. Media y desviacidn tipica de una distribucién binomial.
Consideremos el caso de un solo ensayo de Bernoulli, n = 1. En este caso consideraremos el
valor 0 como fracaso y de probabilidad q y el valor 1 como éxito de probabilidad p, se trata
de una distribucién de binomial B(1, p). La media o esperanza matematica de esta
distribucion la calculamos mediante'

n! K n-k

k=0

y por tanto:
L n! 1! _0g+1
= —_— frd [ R —_— _l’_
7 kZ; e k),pq 0,1,pq 1,0,pq q+lp=p
La varianza la calculamos mediante:

:i(kZIP(X: k))_ﬂz :iKZﬁlk)l pkqn—k —,U2

k=0 k=0
y por tanto:

L 1 1
n-k 2 2 0
— =0"— 41— _ —
; k,(n k), p“q" - u o P l,0,|oq H=p-p
.=p-p°=pl-p)=pq
Imaginémonos ahora que tenemos un nimero n cualquiera de ensayos de Bernoulli, todos
ellos de idéntica probabilidad. Si consideramos cada ensayo x; como una variable
independiente y las sumamos entre si:
X=X 4+ X, +...+ X,
tendremos una distribucion de binomial B(n,p). La media o0 esperanza matematica se
calcula sumando la media o esperanza matem@tica de cada x; por tanto:
U=+ U+ A, =p+Pp+...+p=np
La varianza se calcula sumando entre si las varianzas de cada x:
o’ =0’ +0,+...+0° = pq+ pq+...+ pg = npq
En conclusion la media, la varianza y la desviacion tipica para una distribucion B(n, p):

@)
o’ =npq ©)
n-p-q (4)
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Ejemplos:
En una urna hay 30 bolas, 10 rojas y el resto blancas. Se elige una bola al azar y se anota

si es roja; el proceso se repite, devolviendo la bola, 10 veces. Calcular la mediay la
desviacion tipica.

Solucién: Determinamos primero la probabilidad del suceso favorable (bola blanca) y
de su contrario (bola roja):
pol0 1 g 2.2
30 3 30 3
Determinamos ahora la media con la expresion (2):

u=np :10-%: 3.33

Determinamos la desviacion tipica mediante la expresion (4):

o=4npq= 10%% =1.49

En un determinado pais, el 30 % de sus habitantes tienen sangre tipo 0. Si se analiza la
sangre de 10 personas. ¢Cuantos cabe esperar que tengan sangre tipo 0?

Solucidn: Con la esperanza matematica podemos realizar este calculo:
#=np=100.3=3

Ejercicios:
Se quiere determinar si un dado (de seis caras) esta trucado. Para ello se lanza dicho dado
180 veces al aire. ¢ Cudl debiera ser el valor esperado de dicho dado? Sol: x = 30.

La probabilidad de que un articulo producido por una fabrica sea defectuoso es 0.002. Se
envio un cargamento de 10000 articulos a unos almacenes. Halla el nimero esperado de
articulos defectuosos, la varianza y la desviacion tipica. Sol: z = 200; o°= 196; o= 14.

A Carlos se le somete a un curioso test para determinar si tiene cualidades telepaticas.
Ese test consta de cinco tipos de cartas: estrellas, circulos, olas, cruces y cuadrados.
Suponiendo que Carlos no es un telépata y responde aleatoriamente al test, determina el
namero esperado de cartas que acertara tras cien intentos. Sol: x = 20; o= 4.

La probabilidad de que un estudiante obtenga el titulo de licenciado en quimica es 0.3.
Halla la media y la desviacion tipica de acabar la carrera para un grupo de setenta
alumnos matriculados en primer curso. Sol: x=21; o= 12.1.

Se lanza un dado 216 veces. Calculese el nimero de veces que cabe esperar que aparezca
el 3. Hallese la varianza de la distribucion correspondiente. Sol: y = 36; o= 5.47.

Se supone que la probabilidad de nacer un nifio es 0.5. Calcula ademas la media y la
desviacion tipica. Sol: =3, o =1.224.

— 401 -



Julian Moreno Mestre

www.juliweb.es

Academia las Rozas
www.academialasrozas.com

5. Tabla de distribucién binomial no acumulada:

0.01

P(X =k) =b(k;n, p) {EJ P'q™ T K(n—K)!

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

n!

1/3

pkqn—k

0.35

0.40

0.45

0.50

0.9900
0.0100

0.9500
0.0500

0.9000
0.1000

0.8500
0.1500

0.8000
0.2000

0.7500
0.2500

0.7000
0.3000

0.6667
0.3333

0.6500
0.3500

0.6000
0.4000

0.5500
0.4500

0.5000
0.5000

0.9801
0.0198
0.0001

0.9025
0.0950
0.0025

0.8100
0.1800
0.0100

0.7225
0.2550
0.0225

0.6400
0.3200
0.0400

0.5625
0.3750
0.0625

0.4900
0.4200
0.0900

0.4444
0.4444
0.1111

0.4225
0.4550
0.1225

0.3600
0.4800
0.1600

0.3025
0.4950
0.2025

0.2500
0.5000
0.2500

0.9703
0.0294
0.0003
0.0000

0.8574
0.1354
0.0071
0.0001

0.7290
0.2430
0.0270
0.0010

0.6141
0.3251
0.0574
0.0034

0.5120
0.3840
0.0960
0.0080

0.4219
0.4219
0.1406
0.0156

0.3430
0.4410
0.1890
0.0270

0.2963
0.4444
0.2222
0.0370

0.2746
0.4436
0.2389
0.0429

0.2160
0.4320
0.2880
0.0640

0.1664
0.4084
0.3341
0.0911

0.1250
0.3750
0.3750
0.1250

0.9606
0.0388
0.0006
0.0000
0.0000

0.8145
0.1715
0.0135
0.0005
0.0000

0.6561
0.2916
0.0486
0.0036
0.0001

0.5220
0.3685
0.0975
0.0115
0.0005

0.4096
0.4096
0.1536
0.0256
0.0016

0.3164
0.4219
0.2109
0.0469
0.0039

0.2401
0.4116
0.2646
0.0756
0.0081

0.1975
0.3951
0.2963
0.0988
0.0123

0.1785
0.3845
0.3105
0.1115
0.0150

0.1296
0.3456
0.3456
0.1536
0.0256

0.0915
0.2995
0.3675
0.2005
0.0410

0.0625
0.2500
0.3750
0.2500
0.0625

0.9510
0.0480
0.0010
0.0000
0.0000
0.0000

0.7738
0.2036
0.0214
0.0011
0.0000
0.0000

0.5905
0.3280
0.0729
0.0081
0.0005
0.0000

0.4437
0.3915
0.1382
0.0244
0.0022
0.0001

0.3277
0.4096
0.2048
0.0512
0.0064
0.0003

0.2373
0.3955
0.2637
0.0879
0.0146
0.0010

0.1681
0.3601
0.3087
0.1323
0.0283
0.0024

0.1317
0.3292
0.3292
0.1646
0.0412
0.0041

0.1160
0.3124
0.3364
0.1811
0.0488
0.0053

0.0778
0.2592
0.3456
0.2304
0.0768
0.0102

0.0503
0.2059
0.3369
0.2757
0.1128
0.0185

0.0313
0.1562
0.3125
0.3125
0.1562
0.0313

0.9415
0.0571
0.0014
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.7351
0.2321
0.0305
0.0021
0.0001
0.0000
0.0000

0.5314
0.3543
0.0984
0.0146
0.0012
0.0001
0.0000

0.3771
0.3993
0.1762
0.0415
0.0055
0.0004
0.0000

0.2621
0.3932
0.2458
0.0819
0.0154
0.0015
0.0001

0.1780
0.3560
0.2966
0.1318
0.0330
0.0044
0.0002

0.1176
0.3025
0.3241
0.1852
0.0595
0.0102
0.0007

0.0878
0.2634
0.3292
0.2195
0.0823
0.0165
0.0014

0.0754
0.2437
0.3280
0.2355
0.0951
0.0205
0.0018

0.0467
0.1866
0.3110
0.2765
0.1382
0.0369
0.0041

0.0277
0.1359
0.2780
0.3032
0.1861
0.0609
0.0083

0.0156
0.0938
0.2344
0.3125
0.2344
0.0938
0.0156

0.9321
0.0659
0.0020
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.6983
0.2573
0.0406
0.0036
0.0002
0.0000
0.0000
0.0000

0.4783
0.3720
0.1240
0.0230
0.0026
0.0002
0.0000
0.0000

0.3206
0.3960
0.2097
0.0617
0.0109
0.0012
0.0001
0.0000

0.2097
0.3670
0.2753
0.1147
0.0287
0.0043
0.0004
0.0000

0.1335
0.3115
0.3115
0.1730
0.0577
0.0115
0.0013
0.0001

0.0824
0.2471
0.3177
0.2269
0.0972
0.0250
0.0036
0.0002

0.0585
0.2048
0.3073
0.2561
0.1280
0.0384
0.0064
0.0005

0.0490
0.1848
0.2985
0.2679
0.1442
0.0466
0.0084
0.0006

0.0280
0.1306
0.2613
0.2903
0.1935
0.0774
0.0172
0.0016

0.0152
0.0872
0.2140
0.2918
0.2388
0.1172
0.0320
0.0037

0.0078
0.0547
0.1641
0.2734
0.2734
0.1641
0.0547
0.0078

0.9227
0.0746
0.0026
0.0001
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.6634
0.2793
0.0515
0.0054
0.0004
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.4305
0.3826
0.1488
0.0331
0.0046
0.0004
0.0000
0.0000
0.0000

0.2725
0.3847
0.2376
0.0839
0.0185
0.0026
0.0002
0.0000
0.0000

0.1678
0.3355
0.2936
0.1468
0.0459
0.0092
0.0011
0.0001
0.0000

0.1001
0.2670
0.3115
0.2076
0.0865
0.0231
0.0038
0.0004
0.0000

0.0576
0.1977
0.2965
0.2541
0.1361
0.0467
0.0100
0.0012
0.0001

0.0390
0.1561
0.2731
0.2731
0.1707
0.0683
0.0171
0.0024
0.0002

0.0319
0.1373
0.2587
0.2786
0.1875
0.0808
0.0217
0.0033
0.0002

0.0168
0.0896
0.2090
0.2787
0.2322
0.1239
0.0413
0.0079
0.0007

0.0084
0.0548
0.1569
0.2568
0.2627
0.1719
0.0703
0.0164
0.0017

0.0039
0.0312
0.1094
0.2187
0.2734
0.2187
0.1094
0.0312
0.0039
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0.9135
0.0830
0.0034
0.0001
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.6302
0.2985
0.0629
0.0077
0.0006
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.3874
0.3874
0.1722
0.0446
0.0074
0.0008
0.0001
0.0000
0.0000
0.0000

0.2316
0.3679
0.2597
0.1069
0.0283
0.0050
0.0006
0.0000
0.0000
0.0000

0.1342
0.3020
0.3020
0.1762
0.0661
0.0165
0.0028
0.0003
0.0000
0.0000

0.0751
0.2253
0.3003
0.2336
0.1168
0.0389
0.0087
0.0012
0.0001
0.0000
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0.0404
0.1556
0.2668
0.2668
0.1715
0.0735
0.0210
0.0039
0.0004
0.0000

0.0260
0.1171
0.2341
0.2731
0.2048
0.1024
0.0341
0.0073
0.0009
0.0001

0.0207
0.1004
0.2162
0.2716
0.2194
0.1181
0.0424
0.0098
0.0013
0.0001

0.0101
0.0605
0.1612
0.2508
0.2508
0.1672
0.0743
0.0212
0.0035
0.0003

0.0046
0.0339
0.1110
0.2119
0.2600
0.2128
0.1160
0.0407
0.0083
0.0008

0.0020
0.0176
0.0703
0.1641
0.2461
0.2461
0.1641
0.0703
0.0176
0.0020
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n 001 005 010 015 020 025 030 1/3 035 040 045 050

0.90440.5987 | 0.3487 | 0.1969 | 0.1074 | 0.0563 | 0.0282| 0.0173| 0.0135 | 0.0060 | 0.0025 | 0.0010
0.0914|0.3151|0.3874|0.3474 | 0.2684 | 0.1877| 0.1211| 0.0867 | 0.0725 | 0.0403 | 0.0207 | 0.0098
0.0042|0.0746 | 0.1937 | 0.2759 | 0.3020 | 0.2816| 0.2335| 0.1951| 0.1757 | 0.1209 | 0.0763 | 0.0439
0.0001|0.0105|0.0574|0.1298 | 0.2013 | 0.2503 | 0.2668 | 0.2601 | 0.2522 | 0.2150 | 0.1665 | 0.1172
0.0000| 0.0010(0.0112|0.0401|0.0881 | 0.1460| 0.2001| 0.2276| 0.2377 | 0.2508 | 0.2384 | 0.2051
0.0000 | 0.0001 | 0.0015| 0.0085 | 0.0264 | 0.0584 | 0.1029 | 0.1366 | 0.1536 | 0.2007 | 0.2340| 0.2461
0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0012 | 0.0055| 0.0162 | 0.0368 | 0.0569 | 0.0689 | 0.1115| 0.1596 | 0.2051
0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0008 | 0.0031 | 0.0090| 0.0163| 0.0212 | 0.0425| 0.0746| 0.1172
0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001| 0.0004 | 0.0014 | 0.0030|0.0043 | 0.0106|0.0229 | 0.0439
0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000| 0.0000 | 0.0001 | 0.0003 | 0.0005 | 0.0016 | 0.0042 | 0.0098
0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 0.0000 | 0.0000| 0.0000 0.0000 | 0.0001|0.0003 | 0.0010

10

0.8953| 0.5688 | 0.3138 | 0.1673 | 0.0859 | 0.0422 | 0.0198| 0.0116 | 0.0088 | 0.0036 | 0.0014 | 0.0005
0.0995|0.3293 | 0.3835| 0.3248 | 0.2362 | 0.1549 | 0.0932| 0.0636 | 0.0518 | 0.0266 | 0.0125 | 0.0054
0.0050| 0.0867 | 0.2131 | 0.2866 | 0.2953 | 0.2581 | 0.1998| 0.1590| 0.1395| 0.0887 | 0.0513 | 0.0269
0.0002|0.0137|0.0710| 0.1517| 0.2215| 0.2581 | 0.2568 | 0.2384 | 0.2254 | 0.1774 | 0.1259 | 0.0806
0.0000| 0.0014 | 0.0158 | 0.0536 | 0.1107 | 0.1721| 0.2201| 0.2384 | 0.2428 | 0.2365 | 0.2060 | 0.1611
0.0000| 0.0001 | 0.0025| 0.0132| 0.0388 | 0.0803| 0.1321| 0.1669 | 0.1830 | 0.2207 | 0.2360 | 0.2256
0.0000 | 0.0000 | 0.0003 | 0.0023 | 0.0097 | 0.0268 | 0.0566 | 0.0835| 0.0985| 0.1471| 0.1931 | 0.2256
0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0003 | 0.0017| 0.0064 | 0.0173|0.0298| 0.0379| 0.0701| 0.1128 | 0.1611
0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 |0.0002 | 0.0011 | 0.0037|0.0075|0.0102 | 0.0234 | 0.0462 | 0.0806
0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000| 0.0001 | 0.0005| 0.0012| 0.0018 | 0.0052 | 0.0126 | 0.0269
0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000| 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0007 | 0.0021 | 0.0054
0.0000 | 0.0000 | 0.0000 |0.0000 | 0.0000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 0.0000 | 0.0000] 0.0002 | 0.0005

11

0.8864 | 0.5404 | 0.2824 | 0.1422 | 0.0687 | 0.0317| 0.0138| 0.0077| 0.0057 | 0.0022 | 0.0008 | 0.0002
0.1074|0.3413|0.3766 | 0.3012 | 0.2062 | 0.1267 | 0.0712| 0.0462 | 0.0368 | 0.0174 | 0.0075 | 0.0029
0.0060| 0.0988 | 0.2301 | 0.2924 | 0.2835| 0.2323| 0.1678| 0.1272| 0.1088 | 0.0639 | 0.0339 | 0.0161
0.0002|0.0173|0.0852|0.1720| 0.2362 | 0.2581 | 0.2397| 0.2120| 0.1954 | 0.1419| 0.0923 | 0.0537
0.0000| 0.0021 | 0.0213 | 0.0683 | 0.1329| 0.1936| 0.2311| 0.2384 | 0.2367 | 0.2128 | 0.1700 | 0.1208
0.0000 | 0.0002 | 0.0038 | 0.0193 | 0.0532| 0.1032| 0.1585| 0.1908 | 0.2039 | 0.2270 | 0.2225| 0.1934
0.0000 | 0.0000 | 0.0005 | 0.0040| 0.0155| 0.0401|0.0792| 0.1113| 0.1281 | 0.1766 | 0.2124 | 0.2256
0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0006 | 0.0033| 0.0115| 0.0291|0.0477| 0.0591 | 0.1009| 0.1489| 0.1934
0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0005| 0.0024 | 0.0078 | 0.0149| 0.0199 | 0.0420| 0.0762 | 0.1208
0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001| 0.0004 | 0.0015| 0.0033| 0.0048 | 0.0125| 0.0277 | 0.0537
0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000| 0.0000 | 0.0002 | 0.0005| 0.0008 | 0.0025| 0.0068 | 0.0161
0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000| 0.0000 | 0.0000 | 0.0000| 0.0001 | 0.0003 | 0.0010| 0.0029
0.0000 | 0.0000 | 0.0000 |0.0000 | 0.0000]0.0000 | 0.0000 | 0.0000] 0.0000 | 0.0000| 0.0001 | 0.0002

12

0.8775|0.5133|0.2542| 0.1209 | 0.0550 | 0.0238 | 0.0097| 0.0051 | 0.0037 | 0.0013 | 0.0004 | 0.0001
0.1152|0.3512|0.3672|0.2774| 0.1787| 0.1029| 0.0540| 0.0334 | 0.0259 | 0.0113 | 0.0045 | 0.0016
0.0070| 0.1109 | 0.2448 | 0.2937 | 0.2680 | 0.2059| 0.1388| 0.1002 | 0.0836 | 0.0453 | 0.0220 | 0.0095
0.0003 | 0.0214 | 0.0997 | 0.1900 | 0.2457 | 0.2517| 0.2181| 0.1837| 0.1651 | 0.1107 | 0.0660 | 0.0349
0.0000| 0.0028 | 0.0277 | 0.0838 | 0.1535| 0.2097 | 0.2337| 0.2296 | 0.2222 | 0.1845| 0.1350 | 0.0873
0.0000 | 0.0003 | 0.0055 | 0.0266 | 0.0691 | 0.1258| 0.1803| 0.2067 | 0.2154 | 0.2214 | 0.1989 | 0.1571
0.0000 | 0.0000 | 0.0008 | 0.0063 | 0.0230| 0.0559 | 0.1030| 0.1378| 0.1546 | 0.1968 | 0.2169 | 0.2095
0.0000 | 0.0000| 0.0001 | 0.0011 | 0.0058|0.0186 | 0.0442 | 0.0689 | 0.0833 | 0.1312| 0.1775| 0.2095
0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0011|0.0047 | 0.0142 | 0.0258 | 0.0336 | 0.0656 | 0.1089 | 0.1571
0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001| 0.0009 | 0.0034 | 0.0072| 0.0101 | 0.0243| 0.0495| 0.0873
10 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0006| 0.0014 | 0.0022 | 0.0065 | 0.0162 | 0.0349
11 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001| 0.0002 | 0.0003| 0.0012 | 0.0036 | 0.0095
12 0.0000| 0.0000| 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000| 0.0001| 0.0005 | 0.0016
13 0.0000| 0.0000| 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000| 0.0000 | 0.0001

13
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6. Tabla de distribucion binomial acumulada:

0.01

P(X <k) =Zb(j;n, p)=Zn)m plg"’ =

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

n!

1/3

—

)
0.35

ign-i
k!(n— !p a

0.40

0.45

0.50

0.9900
1.0000

0.9500
1.0000

0.9000
1.0000

0.8500
1.0000

0.8000
1.0000

0.7500
1.0000

0.7000
1.0000

0.6667
1.0000

0.6500
1.0000

0.6000
1.0000

0.5500
1.0000

0.5000
1.0000

0.9801
0.9999
1.0000

0.9025
0.9975
1.0000

0.8100
0.9900
1.0000

0.7225
0.9775
1.0000

0.6400
0.9600
1.0000

0.5625
0.9375
1.0000

0.4900
0.9100
1.0000

0.4444
0.8889
1.0000

0.4225
0.8775
1.0000

0.3600
0.8400
1.0000

0.3025
0.7975
1.0000

0.2500
0.7500
1.0000

0.9703
0.9997
1.0000
1.0000

0.8574
0.9927
0.9999
1.0000

0.7290
0.9720
0.9990
1.0000

0.6141
0.9392
0.9966
1.0000

0.5120
0.8960
0.9920
1.0000

0.4219
0.8438
0.9844
1.0000

0.3430
0.7840
0.9730
1.0000

0.2963
0.7407
0.9630
1.0000

0.2746
0.7183
0.9571
1.0000

0.2160
0.6480
0.9360
1.0000

0.1664
0.5748
0.9089
1.0000

0.1250
0.5000
0.8750
1.0000

0.9606
0.9994
1.0000
1.0000
1.0000

0.8145
0.9860
0.9995
1.0000
1.0000

0.6561
0.9477
0.9963
0.9999
1.0000

0.5220
0.8905
0.9880
0.9995
1.0000

0.4096
0.8192
0.9728
0.9984
1.0000

0.3164
0.7383
0.9492
0.9961
1.0000

0.2401
0.6517
0.9163
0.9919
1.0000

0.1975
0.5926
0.8889
0.9877
1.0000

0.1785
0.5630
0.8735
0.9850
1.0000

0.1296
0.4752
0.8208
0.9744
1.0000

0.0915
0.3910
0.7585
0.9590
1.0000

0.0625
0.3125
0.6875
0.9375
1.0000

0.9510
0.9990
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.7738
0.9774
0.9988
1.0000
1.0000
1.0000

0.5905
0.9185
0.9914
0.9995
1.0000
1.0000

0.4437
0.8352
0.9734
0.9978
0.9999
1.0000

0.3277
0.7373
0.9421
0.9933
0.9997
1.0000

0.2373
0.6328
0.8965
0.9844
0.9990
1.0000

0.1681
0.5282
0.8369
0.9692
0.9976
1.0000

0.1317
0.4609
0.7901
0.9547
0.9959
1.0000

0.1160
0.4284
0.7648
0.9460
0.9947
1.0000

0.0778
0.3370
0.6826
0.9130
0.9898
1.0000

0.0503
0.2562
0.5931
0.8688
0.9815
1.0000

0.0313
0.1875
0.5000
0.8125
0.9687
1.0000

0.9415
0.9985
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.7351
0.9672
0.9978
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000

0.5314
0.8857
0.9842
0.9987
0.9999
1.0000
1.0000

0.3771
0.7765
0.9527
0.9941
0.9996
1.0000
1.0000

0.2621
0.6554
0.9011
0.9830
0.9984
0.9999
1.0000

0.1780
0.5339
0.8306
0.9624
0.9954
0.9998
1.0000

0.1176
0.4202
0.7443
0.9295
0.9891
0.9993
1.0000

0.0878
0.3512
0.6804
0.8999
0.9822
0.9986
1.0000

0.0754
0.3191
0.6471
0.8826
0.9777
0.9982
1.0000

0.0467
0.2333
0.5443
0.8208
0.9590
0.9959
1.0000

0.0277
0.1636
0.4415
0.7447
0.9308
0.9917
1.0000

0.0156
0.1094
0.3438
0.6563
0.8906
0.9844
1.0000

0.9321
0.9980
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.6983
0.9556
0.9962
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.4783
0.8503
0.9743
0.9973
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000

0.3206
0.7166
0.9262
0.9879
0.9988
0.9999
1.0000
1.0000

0.2097
0.5767
0.8520
0.9667
0.9953
0.9996
1.0000
1.0000

0.1335
0.4449
0.7564
0.9294
0.9871
0.9987
0.9999
1.0000

0.0824
0.3294
0.6471
0.8740
0.9712
0.9962
0.9998
1.0000

0.0585
0.2634
0.5706
0.8267
0.9547
0.9931
0.9995
1.0000

0.0490
0.2338
0.5323
0.8002
0.9444
0.9910
0.9994
1.0000

0.0280
0.1586
0.4199
0.7102
0.9037
0.9812
0.9984
1.0000

0.0152
0.1024
0.3164
0.6083
0.8471
0.9643
0.9963
1.0000

0.0078
0.0625
0.2266
0.5000
0.7734
0.9375
0.9922
1.0000

0.9227
0.9973
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.6634
0.9428
0.9942
0.9996
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.4305
0.8131
0.9619
0.9950
0.9996
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.2725
0.6572
0.8948
0.9786
0.9971
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000

0.1678
0.5033
0.7969
0.9437
0.9896
0.9988
0.9999
1.0000
1.0000

0.1001
0.3671
0.6785
0.8862
0.9727
0.9958
0.9996
1.0000
1.0000

0.0576
0.2553
0.5518
0.8059
0.9420
0.9887
0.9987
0.9999
1.0000

0.0390
0.1951
0.4682
0.7414
0.9121
0.9803
0.9974
0.9998
1.0000

0.0319
0.1691
0.4278
0.7064
0.8939
0.9747
0.9964
0.9998
1.0000

0.0168
0.1064
0.3154
0.5941
0.8263
0.9502
0.9915
0.9993
1.0000

0.0084
0.0632
0.2201
0.4770
0.7396
0.9115
0.9819
0.9983
1.0000

0.0039
0.0352
0.1445
0.3633
0.6367
0.8555
0.9648
0.9961
1.0000
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0.9135
0.9966
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.6302
0.9288
0.9916
0.9994
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

1.0000

0.3874
0.7748
0.9470
0.9917
0.9991
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.2316
0.5995
0.8591
0.9661
0.9944
0.9994
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.1342
0.4362
0.7382
0.9144
0.9804
0.9969
0.9997
1.0000
1.0000
1.0000

0.0751
0.3003
0.6007
0.8343
0.9511
0.9900
0.9987
0.9999
1.0000
1.0000
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0.0404
0.1960
0.4628
0.7297
0.9012
0.9747
0.9957
0.9996
1.0000
1.0000

0.0260
0.1431
0.3772
0.6503
0.8552
0.9576
0.9917
0.9990
0.9999
1.0000

0.0207
0.1211
0.3373
0.6089
0.8283
0.9464
0.9888
0.9986
0.9999
1.0000

0.0101
0.0705
0.2318
0.4826
0.7334
0.9006
0.9750
0.9962
0.9997
1.0000

0.0046
0.0385
0.1495
0.3614
0.6214
0.8342
0.9502
0.9909
0.9992
1.0000

0.0020
0.0195
0.0898
0.2539
0.5000
0.7461
0.9102
0.9805
0.9980
1.0000
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n 001 005 010 015 020 025 0.30 1/3 035 040 045 050

10 0.90440.5987|0.3487| 0.1969 | 0.1074| 0.0563 | 0.0282 | 0.0173| 0.0135| 0.0060 | 0.0025 | 0.0010
0.9957|0.9139|0.7361 | 0.5443 | 0.3758 | 0.2440| 0.1493| 0.1040| 0.0860 | 0.0464 | 0.0233 | 0.0107
0.99990.9885 | 0.9298 | 0.8202 | 0.6778 | 0.5256 | 0.3828| 0.2991 | 0.2616 | 0.1673 | 0.0996 | 0.0547
1.0000|0.9990|0.9872|0.9500| 0.8791| 0.7759 | 0.6496 | 0.5593 | 0.5138 | 0.3823| 0.2660| 0.1719
1.0000|0.9999|0.9984|0.9901| 0.9672| 0.9219 | 0.8497| 0.7869 | 0.7515| 0.6331| 0.5044 | 0.3770
1.0000| 1.0000 | 0.9999 | 0.9986 | 0.9936 | 0.9803| 0.9527| 0.9234 | 0.9051| 0.8338 | 0.7384 | 0.6230
1.0000| 1.0000 | 1.0000 | 0.9999| 0.9991 | 0.9965| 0.9894 | 0.9803 | 0.9740| 0.9452 | 0.8980 | 0.8281
1.0000| 1.0000 | 1.0000 | 1.0000| 0.9999 | 0.9996 | 0.9984 | 0.9966 | 0.9952 | 0.9877 | 0.9726 | 0.9453
1.0000| 1.0000 | 1.0000 | 1.0000| 1.0000 | 1.0000| 0.9999| 0.9996 | 0.9995| 0.9983 | 0.9955 | 0.9893
1.0000| 1.0000 | 1.0000 | 1.0000| 1.0000 | 1.0000| 1.0000| 1.0000 | 1.0000| 0.9999 | 0.9997 | 0.9990
1.0000] 1.0000 | 1.0000| 1.0000] 1.0000| 1.0000 1.0000| 1.0000 | 1.0000 1.0000| 1.0000| 1.0000

11 0.8953| 0.5688 | 0.3138 | 0.1673 | 0.0859 | 0.0422| 0.0198| 0.0116 | 0.0088 | 0.0036 | 0.0014 | 0.0005
0.9948|0.8981 | 0.6974 | 0.4922 | 0.3221|0.1971| 0.1130| 0.0751 | 0.0606 | 0.0302 | 0.0139 | 0.0059
0.9998| 0.9848 | 0.9104 | 0.7788 | 0.6174 | 0.4552| 0.3127| 0.2341| 0.2001 | 0.1189 | 0.0652 | 0.0327
1.0000|0.9984 | 0.9815|0.9306| 0.8389| 0.7133 | 0.5696 | 0.4726 | 0.4256 | 0.2963| 0.1911| 0.1133
1.0000|0.9999|0.9972|0.9841| 0.9496 | 0.8854 | 0.7897| 0.7110| 0.6683 | 0.5328 | 0.3971| 0.2744
1.0000| 1.0000| 0.9997|0.9973| 0.9883 | 0.9657 | 0.9218 | 0.8779| 0.8513| 0.7535| 0.6331| 0.5000
1.0000| 1.0000 | 1.0000 | 0.9997| 0.9980 | 0.9924 | 0.9784 | 0.9614 | 0.9499 | 0.9006 | 0.8262 | 0.7256
1.0000| 1.0000 | 1.0000 | 1.0000| 0.9998 | 0.9988 | 0.9957| 0.9912 | 0.9878| 0.9707 | 0.9390 | 0.8867
1.0000| 1.0000 | 1.0000 | 1.0000| 1.0000 | 0.9999| 0.9994 | 0.9986 | 0.9980| 0.9941 | 0.9852 | 0.9673
1.0000| 1.0000 | 1.0000 | 1.0000| 1.0000 | 1.0000| 1.0000| 0.9999 | 0.9998 | 0.9993 | 0.9978 | 0.9941
1.0000| 1.0000 | 1.0000 | 1.0000| 1.0000 | 1.0000| 1.0000| 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 0.9998 | 0.9995
1.0000] 1.0000 | 1.0000| 1.0000] 1.0000| 1.0000 1.0000| 1.0000 | 1.0000 1.0000| 1.0000| 1.0000

12 0.8864 | 0.5404 | 0.2824 | 0.1422 | 0.0687 | 0.0317| 0.0138| 0.0077 | 0.0057 | 0.0022 | 0.0008 | 0.0002
0.9938| 0.8816 | 0.6590 | 0.4435| 0.2749| 0.1584 | 0.0850| 0.0540| 0.0424 | 0.0196 | 0.0083 | 0.0032
0.9998 | 0.9804 | 0.8891 | 0.7358 | 0.5583 | 0.3907 | 0.2528| 0.1811| 0.1513| 0.0834 | 0.0421 | 0.0193
1.0000|0.9978|0.9744|0.9078| 0.7946 | 0.6488 | 0.4925| 0.3931 | 0.3467 | 0.2253| 0.1345| 0.0730
1.0000| 0.9998 | 0.9957|0.9761| 0.9274 | 0.8424 | 0.7237| 0.6315| 0.5833 | 0.4382 | 0.3044 | 0.1938
1.0000 | 1.0000| 0.9995| 0.9954 | 0.9806 | 0.9456 | 0.8822 | 0.8223 | 0.7873 | 0.6652 | 0.5269 | 0.3872
1.0000| 1.0000|0.9999|0.9993| 0.9961 | 0.9857 | 0.9614 | 0.9336 | 0.9154 | 0.8418| 0.7393| 0.6128
1.0000| 1.0000 | 1.0000 | 0.9999|0.9994 | 0.9972| 0.9905| 0.9812 | 0.9745| 0.9427 | 0.8883 | 0.8062
1.0000| 1.0000 | 1.0000 | 1.0000| 0.9999 | 0.9996 | 0.9983| 0.9961 | 0.9944 | 0.9847 | 0.9644 | 0.9270
1.0000| 1.0000 | 1.0000 | 1.0000| 1.0000 | 1.0000| 0.9998| 0.9995| 0.9992| 0.9972 | 0.9921 | 0.9807
1.0000| 1.0000 | 1.0000 | 1.0000| 1.0000 | 1.0000| 1.0000| 1.0000 | 0.9999 | 0.9997 | 0.9989 | 0.9968
1.0000| 1.0000 | 1.0000 | 1.0000| 1.0000 | 1.0000| 1.0000| 1.0000 | 1.0000| 1.0000 | 0.9999 | 0.9998
1.0000] 1.0000 | 1.0000| 1.0000] 1.0000| 1.0000] 1.0000| 1.0000 | 1.0000 1.0000| 1.0000| 1.0000

13 0.8775|0.5133|0.2542| 0.1209 | 0.0550 | 0.0238 | 0.0097| 0.0051 | 0.0037 | 0.0013 | 0.0004 | 0.0001
0.9928| 0.8646 | 0.6213 | 0.3983 | 0.2336 | 0.1267 | 0.0637| 0.0385| 0.0296 | 0.0126 | 0.0049 | 0.0017
0.9997|0.9755| 0.8661 | 0.6920| 0.5017 | 0.3326| 0.2025| 0.1387| 0.1132| 0.0579 | 0.0269 | 0.0112
1.0000| 0.9969| 0.9658|0.8820| 0.7473 | 0.5843 | 0.4206 | 0.3224 | 0.2783 | 0.1686 | 0.0929 | 0.0461
1.0000| 0.9997 | 0.9935| 0.9658| 0.9009 | 0.7940 | 0.6543 | 0.5520 | 0.5005 | 0.3530| 0.2279| 0.1334
1.0000| 1.0000|0.9991|0.9925| 0.9700| 0.9198 | 0.8346 | 0.7587 | 0.7159 | 0.5744 | 0.4268 | 0.2905
1.0000| 1.0000 | 0.9999 | 0.9987|0.9930| 0.9757| 0.9376| 0.8965 | 0.8705| 0.7712 | 0.6437 | 0.5000
1.0000| 1.0000 | 1.0000 | 0.9998| 0.9988 | 0.9944 | 0.9818 | 0.9653 | 0.9538| 0.9023 | 0.8212 | 0.7095
1.0000| 1.0000 | 1.0000 | 1.0000| 0.9998 | 0.9990| 0.9960| 0.9912 | 0.9874 | 0.9679 | 0.9302 | 0.8666
1.0000| 1.0000 | 1.0000 | 1.0000| 1.0000 | 0.9999| 0.9993| 0.9984 | 0.9975| 0.9922 | 0.9797 | 0.9539
10 1.0000| 1.0000|1.0000 | 1.0000| 1.0000 | 1.0000|0.9999|0.9998 | 0.9997| 0.9987 | 0.9959 | 0.9888
11 1.0000| 1.0000|1.0000 | 1.0000| 1.0000 | 1.0000| 1.0000| 1.0000 | 1.0000|0.9999 | 0.9995 | 0.9983
12 1.0000| 1.0000| 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000| 1.0000| 1.0000| 1.0000| 1.0000| 1.0000 | 0.9999
13 1.0000] 1.0000| 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000| 1.0000| 1.0000| 1.0000| 1.0000| 1.0000 | 1.0000
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Distribucion normal.

4 s
1 . —t2/2 & -
P(Z<k)=d(k)=—— | e dt
(Z <k) = D(K) ﬂj / .
0 i
k 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 | 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 | 0.5120 | 0.5160 | 0.5199 | 0.5239 | 0.5279 | 0.5319 | 0.5359
0.1 | 0.5398 | 0.5438 | 0.5478 | 0.5517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 | 0.5753
0.2 |1 0.5793 | 0.5832 | 0.5871 | 0.5910 | 0.5948 | 0.5987 | 0.6026 | 0.6064 | 0.6103 | 0.6141
0.3 | 0.6179 | 0.6217 | 0.6255 | 0.6293 | 0.6331 | 0.6368 | 0.6406 | 0.6443 | 0.6480 | 0.6517
0.4 | 0.6554 | 0.6591 | 0.6628 | 0.6664 | 0.6700 | 0.6736 | 0.6772 | 0.6808 | 0.6844 | 0.6879
0.5 | 0.6915 | 0.6950 | 0.6985 | 0.7019 | 0.7054 | 0.7088 | 0.7123 | 0.7157 | 0.7190 | 0.7224
0.6 | 0.7257 | 0.7291 | 0.7324 | 0.7357 | 0.7389 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0.7517 | 0.7549
0.7 10.7580 | 0.7611 | 0.7643 | 0.7673 | 0.7704 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0.7823 | 0.7852
0.8 |10.7881 | 0.7910 | 0.7939 | 0.7967 | 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 | 0.8078 | 0.8106 | 0.8133
0.9 |0.8159 | 0.8186 | 0.8212 | 0.8238 | 0.8264 | 0.8289 | 0.8315 | 0.8340 | 0.8365 | 0.8389
1.0 | 0.8413 | 0.8438 | 0.8461 | 0.8485 | 0.8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0.8599 | 0.8621
1.1 | 0.8643 | 0.8665 | 0.8686 | 0.8708 | 0.8729 | 0.8749 | 0.8770 | 0.8790 | 0.8810 | 0.8830
1.2 | 0.8849 | 0.8869 | 0.8888 | 0.8907 | 0.8925 | 0.8944 | 0.8962 | 0.8980 | 0.8997 | 0.9015
1.3 [ 0.9032 | 0.9049 | 0.9066 | 0.9082 | 0.9099 | 0.9115 | 0.9131 | 0.9147 | 0.9162 | 0.9177
1.4 (09192 | 0.9207 | 0.9222 | 0.9236 | 0.9251 | 0.9265 | 0.9279 | 0.9292 | 0.9306 | 0.9319
1.5 1 0.9332 | 0.9345 | 0.9357 | 0.9370 | 0.9382 | 0.9394 | 0.9406 | 0.9418 | 0.9429 | 0.9441
1.6 | 0.9452 | 0.9463 | 0.9474 | 0.9484 | 0.9495 | 0.9505 | 0.9515 | 0.9525 | 0.9535 | 0.9545
1.7 |1 0.9554 | 0.9564 | 0.9573 | 0.9582 | 0.9591 | 0.9599 | 0.9608 | 0.9616 | 0.9625 | 0.9633
1.8 | 0.9641 | 0.9649 | 0.9656 | 0.9664 | 0.9671 | 0.9678 | 0.9686 | 0.9693 | 0.9699 | 0.9706
19 (09713 | 0.9719 | 0.9726 | 0.9732 | 0.9738 | 0.9744 | 0.9750 | 0.9756 | 0.9761 | 0.9767
2.0 |[0.9772 | 0.9778 | 0.9783 | 0.9788 | 0.9793 | 0.9798 | 0.9803 | 0.9808 | 0.9812 | 0.9817
2.1 [0.9821 | 0.9826 | 0.9830 | 0.9834 | 0.9838 | 0.9842 | 0.9846 | 0.9850 | 0.9854 | 0.9857
2.2 |0.9861 | 0.9864 | 0.9868 | 0.9871 | 0.9875 | 0.9878 | 0.9881 | 0.9884 | 0.9887 | 0.9890
2.3 [0.9893 | 0.9896 | 0.9898 | 0.9901 | 0.9904 | 0.9906 | 0.9909 | 0.9911 | 0.9913 | 0.9916
2.4 |[0.9918 | 0.9920 | 0.9922 | 0.9925 | 0.9927 | 0.9929 | 0.9931 | 0.9932 | 0.9934 | 0.9936
25 [0.9938 | 0.9940 | 0.9941 | 0.9943 | 0.9945 | 0.9946 | 0.9948 | 0.9949 | 0.9951 | 0.9952
2.6 | 0.9953 | 0.9955 | 0.9956 | 0.9957 | 0.9959 | 0.9960 | 0.9961 | 0.9962 | 0.9963 | 0.9964
2.7 | 0.9965 | 0.9966 | 0.9967 | 0.9968 | 0.9969 | 0.9970 | 0.9971 | 0.9972 | 0.9973 | 0.9974
2.8 [0.9974 | 0.9975 | 0.9976 | 0.9977 | 0.9977 | 0.9978 | 0.9979 | 0.9979 | 0.9980 | 0.9981
2.9 |[0.9981 | 0.9982 | 0.9982 | 0.9983 | 0.9984 | 0.9984 | 0.9985 | 0.9985 | 0.9986 | 0.9986
3.0 |10.9987 | 0.9987 ([ 0.9987 | 0.9988 | 0.9988 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9990 [ 0.9990
3.1 10.9990 | 0.9991 | 0.9991 | 0.9991 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9993 [ 0.9993
3.2 ] 0.9993 | 0.9993 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9995
3.3 ] 0.9995 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9997
3.4 ] 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 [ 0.9998
3.5 10.9998 | 0.9998 ([ 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 [ 0.9998
3.6 10.9998 | 0.9998 ([ 0.9999 [ 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 [ 0.9999
3.7 10.9999 | 0.9999 | 0.9999 ([ 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 [ 0.9999
3.8 1 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 [ 0.9999
3.9 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000

Ejercicios de distribuciones de probabilidad normal:

Calcula las siguientes probabilidades referentes a una distribucion N(0, 1) utilizando
la tabla de distribucion normal.

a) P(Z<1.37)
Sol: a) 0.9147; b) 0.9066; c) 0.9966; d) 0.9545.

b) P(Z <1.32)

c) P(Z<2.71)
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Calcula las siguientes probabilidades, en una distribucion N(0, 1):
a) P(2>0.74) b) P(Z>0.84) c) P(2=2.71) d) P(Z2>1.69)
Sol: a) 0.2296; b) 0.2004; c) 0.0034; d) 0.0455.

Calcula las siguientes probabilidades, en una distribucion N(0, 1):
a) P(Z2>-1.41) b) P(Z<-1.35) c) P(2>-1.37) d) P(Z<-2.26)
e) P(2<-1.80) f) P(Z2<-1.96) g) P(2>-2.57) h) P(Z<-3.01)
Sol: a) 0.9207; b) 0.0885; c) 0.9147; d) 0.0119; e) 0.0359; f) 0.0250; g) 0.9949;
h) 0.0013.

Calcula las siguientes probabilidades, en una distribucion N(0, 1):

a) P(0.83<Z <1.54) b) P(0.47 <Z <2.13) ¢) P(-1.32<Z<-0.57)
d) P(-0.96 < Z <1.49) e) P(-1.27 < Z <1.66) f) P(-1.77 < Z < -0.65)
g) P(-1.5<Z<-0.7) h) P(-0.5<Z<1.1) i) P(-0.38<Z<1.72)
j) P(0.2<Z<1.4) k) P(0<Z<1.28) ) P(-0.73< Z<0)

Sol: a) 0.1415; b) 0.3026; ¢) 0.1909; d) 0.7634: e) 0.8495; f) 0.2194; g) 0.1752;
h) 0.5558; i) 0.6053; j) 0.3399; k) 0.3997; ) 0.2673.

Calcula las siguientes probabilidades, en una distribucion N(0, 1):
a) P(z|>0.74) b) P(|Z|>0.84) c) P(Z|>2.71) d) P(Z|>1.69)
Sol: a) 0.2296; b) 0.5991; c) 0.9933; d) 0.9090.

Sea Z una variable aleatoria con distribucién normal N(0, 1). Calcula el valor de k si:
a) P(0<Z<k)=0.4236 b) P(Z <k)=0.7967 c) P(k<z<2)=0.1
Sol: a) k=1.43; b) k=0.83; c) k =1.16.

La media y desviacion tipica de un examen son =74y o= 12, respectivamente.
Hallar las puntuaciones en unidades tipificadas de los alumnos que han sacado:

a) 65 b) 74 c) 86 d) 92

Sol: a) -0.75; b) 0; ¢) 1; d) 1.5.

Las calificaciones de los estudiantes de un curso siguen una distribucién normal. Si
las puntuaciones tipificadas de dos estudiantes fueron 0.8 y —0.4, y sus notas reales
fueron 88 y 64 puntos, ;cuales son la media y desviacion tipica de las puntuaciones?
¢ Cual es la probabilidad de que un estudiante obtenga una calificacion comprendida
entre 75y 90 puntos? Sol: pu = 72; ¢ = 20; 0.2563.

En una distribucion N(6, 4), calcula las probabilidades:
a) P(X <3) b) P(X >12) c) PG X <8)
Sol: a) 0.2266; b) 0.6668; c) 0.2902.

Calcula las probabilidades indicadas en cada uno de los casos siguientes:
a) Para X~ N(30, 5), calcula P(25< X <35).

b) Para X ~ N(3, 2), calcula P(X<2.5).

c) Para X ~ N(25, 10), calcula P(28 < X <30).

d) Para X ~ N(80, 10), calcula P(70 < X <80).
Sol: a) 0.6826; b) 0.4013; c) 0.0736; d) 0.3413.
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El coeficiente intelectual de un grupo de 5600 chicos se distribuyen N(112, 6).
Calcula aproximadamente cuantos de ellos tienen:
a) mas de 112. b) entre 106 y 118. c) entre 106 y 112.
d) més de 130. f) entre 118 y 124,
Sol: a) 2800; b) 3823; ¢) 1917; d) 128; c) 7; f) 761.

Supongamos que Z es una variable de la distribucion normal N(70, 4). Asi Z tiene
como media x# =70 y desviacion tipica o= 2. Hallar:

a) P(68< X <74) b) P(72<X <75) ¢c)P(63<X<68) d)P(X=>73)
Sol: a) 0.8184; b) 0.1525; ¢) 0.1585; d) 0.0668.

Supongamos que las alturas de los hombres americanos se distribuyen segun una
normal de media « = 68 y desviacion tipica o = 2.5. Hallar el porcentaje de
americanos cuya altura es:

a) Entre 66y 71 pulgadas.

b) Entre 69.5y 70.5 pulgadas.

c) Al menos de 72 pulgadas.
Sol: a) 67.30%; b) 11.6%; c) 5.5%.

La temperatura T durante el mes de mayo se distribuye normalmente con = 68 °F y
desviacion tipica o = 6 °F. Hallar la probabilidad de que la temperatura durante dicho
mes sea:

a) Entre 70°y 80°.

b) Menos de 60°.
Sol: a) 0.3479; b) 0.0918.

Supongamos que los pesos de 800 alumnos chicos se distribuyen normalmente con
media =140 libras y desviacion tipica o = 10 libras. Hallar el nGmero de alumnos
CON Pesos:

a) Entre 138 y 148 libras.

b) Mas de 152 libras.
Sol: a) 294; b) 92.

Supongamos que los diametros de los frascos fabricados por una empresa se
distribuyen normalmente con media p = 0.25 pulgadas y desviacion tipica o = 0.02
pulgadas. Se considera que un frasco es defectuoso si d<0.20 6 d>0.28 pulgadas.
Hallar el porcentaje de frascos defectuosos fabricados por dicha empresa. Sol: 7.3 %.

La nota media obtenida en un examen de oposicion fue de 46 con una desviacion tipica
de 4. Si se presentaron 5300 opositores y habia 397 plazas. ;Cual sera la nota de corte?
Sol: 52.

Si la estatura de la gente de esta clase sigue una distribucion normal de media 170 cm
y desviacion 5 cm, calcula la probabilidad de que una persona al azar:

a) mida mas de 170 cm.

b) mida menos de 162 cm.

€) midaentre 162y 188 cm.

d) ¢Por debajo de qué estatura esta el 90% de la gente?

e) ¢Cuanto mide como maximo el 20% de la gente més baja?
Sol: a) 0.5; b) 0.0548; c) 0.9452; d) 176.4 cm; ) 165.4 cm.
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Supongamos que los pesos de 800 alumnos chicos se distribuyen normalmente con
media 140 libras y desviacion tipica 10 libras. Calcula::

a) El namero de alumnos con pesos entre 138 libras y 148 libras.

b) EIl nimero de alumnos de mas de 152 libras.
Sol: a) 294; b) 92.

Supongamos que los pesos de 2000 alumnos se distribuyen normalmente con media
155 libras y desviacion tipica 20 libras. Hallar el nimero de alumnos cuyos pesos:
a) Sean menores o iguales a 100 libras.
b) Estén entre 120 y 130 libras, ambas inclusive.
c) Estén entre 150 y 175 libras, ambas inclusive.
d) Sean mayores o iguales a 200 libras.
Sol: a) 6; b) 131; c) 880; d) 24.

La demanda de miles litros de combustible que ha de suministrar cierta compafiia
petrolifera al mes sigue una distribucion normal de media 10 y desviacion tipica 4.
a) ¢Cudl es la probabilidad de que la demanda sobrepase los 16000 litros un mes?
b) ¢Cual es la probabilidad de que la demanda sea superior a 16000 litros sélo
durante los tres meses mas frios del afio?
Sol: a) 0.0668; b) 0.0383.

La cantidad de fresas que recoge cada temporero en una hora se distribuye
normalmente alrededor de 15 kilos con una dispersion de 4 kilos.
a) ¢Que porcentaje de temporeros recoge mas de 18 kilos a la hora?
b) ¢Cudl es la probabilidad de que 10 temporeros elegidos al azar recojan mas de
175 kg en una hora?
Sol: a) 22.66%; b) 0.0239.

El tiempo que necesita un técnico para realizar un estudio antropométrico sigue
distribucion normal y varia alrededor de 11 minutos con una desviacion de 2.8 minutos.
Si un dia ha revisado a 35 personas elegidas al azar:
a) ¢Cuél es la probabilidad de que el tiempo empleado supere las 6 horas?
b) ¢Cual es la probabilidad de que el tiempo medio por persona sea inferior a
10 minutos?
Sol: a) 0.9345; b) 0.0179.

Una compafiia telefonica ha determinado que el tiempo total de duracion de las
Ilamadas realizadas mensualmente por sus clientes menores de 35 afios, medido en
minutos, sigue una distribucién normal de media 100 y desviacion tipica 25.

a) Calcula la probabilidad de que un cliente facture menos de 2 horas en
Ilamadas.

b) ¢Cual es la probabilidad de que un cliente facture entre 80 y 110 minutos?

c) Laempresa decide iniciar una campafia para premiar a aquellos clientes que
acumulen en llamadas maés del doble de los minutos esperados. ¢Qué
porcentaje de los usuarios se beneficiaran en dicha camparia?

d) Para los clientes que facturan poco, se piensa en incentivarlos por medio de un
sistema de retribuciones en especie. Si se quiere incluir en ese programa al 1%
de los clientes, ¢cual es la duracion total en minutos que debe acumular como
maximo un cliente para ser incluido en la promocién?

Sol: a) 0.7881; b) 0.4435; ¢) 0.00317%; d) 41.835 minutos.
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Supongamos que las puntuaciones de un examen se distribuyen normalmente con
media 76 y desviacion tipica 15. Al 15% de alumnos con mayores puntuaciones se les
da un sobresaliente, y al 10% con menores puntuaciones se les da un suspenso. Hallar:
a) La puntuacion minima para sacar sobresaliente.
b) La puntuacién minima para aprobar.
Sol: a) 92; b) 57.

Una compafiia de suministro de electricidad ha determinado que el consumo, medido
en kw/h, de una vivienda familiar durante un mes, sigue una distribucion normal de
media 300 y desviacion tipica 50.

a) Calcula la probabilidad de que una familia consuma 245 kw/h en un mes.

b) Calcula la probabilidad de que se consuman entre 200 y 300 Kw/h.

c) ¢Qué porcentaje de viviendas consumiran mas de 300 kw/h?

d) ¢Que porcentaje de viviendas familiares consumiran menos de 250 Kw/h? ;Y

mas de 3507

Sol: a) 0; b) 0.4772; ¢) 0.5; d) 0.1587 y 0.1587.

En un colegio se realizan una serie de pruebas psicotécnicas para determinar el
coeficiente de inteligencia de los alumnos, quedando establecido que dicha medida se
distribuye segun una distribucion normal de parametros 100 y 10.

a) Calcula la probabilidad de que un alumno seleccionado al azar tenga un
coeficiente intelectual por encima de 120.

b) Calcula el porcentaje de alumnos cuyo coeficiente intelectual esta
comprendido entre 95y 105.

c) ¢Qué valor del coeficiente intelectual verifica que sélo el 10% de los alumnos
tienen un coeficiente superior?

d) Se decide repetir las pruebas a aquellos alumnos con un coeficiente demasiado
alto, que resultan ser un 5% del total, y a aquellos con coeficiente demasiado
bajo, que representan un 2%. Calcula los valores del coeficiente de
inteligencia a partir de los cuales se repetiran las pruebas.

Sol: a) 0.0228; b) 0.383; ¢) 112.82; d) Por encima de 116.45 y por debajo 79.46.
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Inferencia estadistica:;

1. Ejercicios de distribucion muestral de medias:
El peso de individuos de cierta especie se distribuye como una variable aleatoria normal
con media 50 euros y desviacion tipica 4.
a) Calcular la probabilidad de que la media muestral obtenida con los valores de 16
individuos seleccionados aleatoriamente, esté entre 48 y 50.
b) Se seleccionan aleatoriamente 4 individuos, ¢cudl es la probabilidad de que la
media de la muestra supere el valor 54?
Sol: a) 0.4772; b) 0.0228.

Una variable aleatoria tiene una distribucion normal de media x y desviacion tipica o.
Si se extraen muestras aleatorias simples de tamafio n:

a) ¢Qué distribucion tiene la variable muestral X ?

b) Si se toman muestras de tamafio n = 4 de una variable aleatoria X con

distribucion N(165,12), calctlese P(X >173.7).

(o}

Sol:a) N [,u, \/_] ; ) 0.0735.
n

Dos variables aleatorias independientes X; y X, siguen una distribucién normal con
media p y desviacion tipica o.

T . oo X +X
a) ¢Que distribucion tiene la variable aleatoria X :%?

b) Si u=15y o =+/8,calcllese P(X,+X, >28)
Sol: @) N(u, o/+/2);b) 0.6915.

Se supone que el peso de los nifios recién nacidos en una cierta region es una variable
aleatoria con distribucion normal de media 3.25 kg y desviacion tipica 0.8 kg. Se elige
aleatoriamente una muestra de 64 recién nacidos en esa region. Sea X la media muestral
de los pesos observados.

a) (Cuales son la media y la desviacion tipica de X ?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que el peso medio de la muestra esté comprendido

entre 3.3 kg y 3.5 kg?

Sol: a) = 3.25, 0= 0.1; b) 0.3023.

47(06).- El peso en kg de los estudiantes universitarios de una gran ciudad se supone
aproximado con una distribucion normal con media 60 kg y desviacion tipica 8 kg. Se
toman 100 muestras aleatorias simples de 64 estudiantes cada una. Se pide:

a) Lamediay la desviacion tipica de la distribucion de la media muestral.

b) ¢En cuantas de las cien muestras cabe esperar una media entre 59 y 61 kg?
Sol: a) #=60, o =1; b) En 68 6 69 muestras.

En cierta poblacion, la media muestral X de una caracteristica se distribuye segiin una
distribucion normal. La probabilidad de que X sea menor o igual que 75 es 0.58 y la
de que X sea mayor que 80 es 0.04. Hallar la media y la desviacion tipica de X .
Dato: Tamafio muestral n = 100. Sol: = 74.35, o = 3.225.
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La edad a la que contraen matrimonio los hombres de la Isla Barataria es una variable
aleatoria que se puede aproximar por una distribucion normal de media 35 afios y una
desviacion tipica de 5 afios. Se elige aleatoriamente una muestra de 100 hombres de
dicha isla. Sea X la media muestral de la edad de casamiento.

a) ¢Cudles son la mediay la varianza de X ?

b) ¢Cual es la probabilidad de que la edad media de casamiento de la muestra

esté comprendida entre 36 y 37 afios?

Sol: a) 1= 35, o® = 0.25; b) 0.0228.

La duracion de las baterias de un determinado modelo de teléfono movil tiene una
distribucion normal de media 34.5 horas y desviacion tipica 6.9 horas. Se toma una
muestra aleatoria simple de 36 de esos teléfonos.
a) ¢Cudl es la probabilidad de que la duracion media de las baterias de la muestra
esté comprendida entre 32 y 33.5 horas?
b) ¢Y de que sea mayor de 38 horas?
Sol: a) 0.1772; b) 0.0011.

Se supone que los ingresos diarios de una empresa siguen una distribucion normal con
media 400 € y desviacion tipica 250 €.
a) ¢Como se distribuye la media muestral, para muestras aleatorias de tamafio n?
b) Se dispone de una muestra aleatoria de 25 observaciones. Calcula la probabilidad
de que el promedio de ingresos esté entre 350 y 450 €.

250
Sol: a) N| 400,— |; b) 0.6826.
) ( Jﬁj )

La temperatura corporal de una cierta especie animal es una variable aleatoria que tiene
una distribucion normal de media 36.7 °C y desviacion tipica 3.8 °C. Se elige
aleatoriamente una muestra de 100 ejemplares de esa especie. Hallar la probabilidad de
que la temperatura corporal media de la muestra:

a) Sea menor o igual a 36.9 °C.

b) Esté comprendida entre 36.5°C y 37.3 °C.
Sol: a) P = 0.70; b) P ~ 0.644.

En un servicio de atencién al cliente, el tiempo de espera hasta recibir atencion es una
variable aleatoria normal de media 10 minutos y desviacion tipica 2 minutos. Se toman
muestras aleatorias del tiempo de espera de los clientes que Ilegan en un dia concreto.
Se pide:
a) ¢Cual es la probabilidad de que el tiempo medio de espera de una muestra de 25
clientes no supere los 9 minutos?
b) ¢Cual es la distribucién de la media muestral, si se toman muestras aleatorias de
64 clientes? Especificar sus parametros.
Sol: a) 0.0062; b) N(10, 0.25).

Se supone que la duracion de una bombilla fabricada por una cierta empresa se puede
aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de media 900 horas y
desviacién tipica 80 horas. La empresa vende 1000 lotes de 100 bombillas cada uno.
¢En cuéntos lotes puede esperarse que la duracion media de las bombillas que
componen el lote sobrepase 910 horas? Sol: En alrededor de 105 y 106 lotes.
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La temperatura corporal de cierta especie de aves se puede aproximar mediante una
variable aleatoria con distribucion normal de media 40.5 °C y desviacion tipica 4.9 °C.
Se elige una muestra aleatoria simple de 100 aves de esa especie. Sea X la media
muestral de las temperaturas observadas.

a) ¢Cuales son la mediay la varianza de X?

b) ¢Cual es la probabilidad de que la temperatura media de dicha muestra esté

comprendida entre 39.9°Cy 41.1 °C?

Sol: a) 1= 40.5°C, o-? = 0.24 °C%; b) 0.7775.

Se supone que la tension de un tipo de linea eléctrica es aproximable a una variable
aleatoria con distribucion normal de media # = 100 V y desviacion tipica o = 10 V.
¢Cual es la distribucion de la tension media de cuatro lineas eléctricas de este tipo,
tomadas al azar y con independencia? Sol: N(100, 5).

Se supone que la presion diastolica en una determinada poblacién se puede aproximar
por una variable aleatoria con distribucion normal de media 98 mm y desviacion tipica
15 mm. Se toma una muestra aleatoria simple de tamafio 9.
a) Calculese la probabilidad de que la media muestral sea mayor que 100 mm.
b) Si se sabe que la media muestral es mayor que 100 mm, ¢cudl es la probabilidad
de que sea también menor que 104 mm?
Sol: a) 0.3446; b) 0.6660.

Se supone que la estatura de los individuos de una cierta poblacién se puede aproximar
por una variable aleatoria X con distribucion normal de media 170 cm y desviacion
tipica 4 cm.
a) Se extrae de dicha poblacién una muestra aleatoria simple de 16 individuos.
Calclilese P(X <167).

b) Se extrae de dicha poblacién una muestra aleatoria simple y resulta que:
P(X >172)=0.0062

Determinese el tamafio de la muestra extraida.
Sol: a) 0.0013; b) n = 25.

2. Ejercicios de errores e intervalos de confianza:
Se sabe que el peso en kilogramos de los alumnos de bachillerato de Madrid, es una
variable aleatoria X que sigue una distribucion normal de desviacion tipica igual a 5 kg.
a) En caso de considerar muestras de 25 alumnos, ¢qué distribucion tiene la
variable aleatoria media muestral X ?
b) Si se desea que la media de la muestra no difiera en mas de 1 kg de la media de
la poblacion, con probabilidad 0.95; ¢cuantos alumnos se deberan tomar en la
muestra?

Sol: a) N(X,1); b) n =97 alumnos.

Una variable aleatoria X tiene distribucion normal, siendo su desviacion tipica igual a 3.
a) Si se consideran muestras de tamafio 16, ¢qué distribucion sigue la variable
aleatoria media muestral?
b) Si se desea que la media de la muestra no difiera en mas de 1 unidad de la media
de la poblacidn, con probabilidad de 0.99, ;cuantos elementos, como minimo, se
deberan tomar en la muestra?

Sol: a) N(X,0.75); b) n = 60.
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Se supone que los gastos corrientes de los empleados de los distintos departamentos de
una empresa siguen una distribucion normal con desviacion tipica de 300 €.

De los datos disponibles para 16 departamentos se ha obtenido un gasto medio por
empleado de 2750 €. Determine un intervalo de confianza al 99 % para el gasto

corriente medio por empleado en la empresa. Sol: |, = (2556.9, 2943.1)

El tiempo de vida de una clase de depuradoras de agua utilizadas en una planta
industrial se distribuye normalmente, con una desviacion tipica de 2000 horas. En un
ensayo realizado con una muestra aleatoria de 9 depuradoras, se obtuvieron los
siguientes tiempos de vida en miles de horas
9.5 10 7.5 10.5 16.5 10 12 32 18
a) Hallese un intervalo de confianza al 99% para la vida media de las depuradoras.
b) Calculese el tamafio minimo que deberia tener la muestra, en el caso de admitir
un error maximo de 500 horas, con un grado de confianza del 95 %.

Sol:a) I, = (12283.3, 15716.7); b) n = 62.

En un laboratorio se obtuvieron seis determinaciones del PH de una solucion, con los
resultados siguientes:
7.91 7.94 7.90 7.93 7.89 7.91
Se supone que la poblacion de todas las determinaciones de PH de la solucion tiene una
distribucion normal de media desconocida con una desviacion tipica igual a 0.02.
a) Determinese un intervalo de confianza al 98% para la media de todas las
determinaciones del PH de la misma solucion obtenidas con el mismo método.
b) Con el mismo nivel de confianza anterior, ¢cuél debe ser el tamafio minimo de la
muestra para que la amplitud del intervalo de confianza sea a lo sumo 0.02?

Sol:a) I, = (7.8944, 7.9323); b) n =22.

El peso de los perros adultos de cierta raza es una variable aleatoria que se distribuye
normalmente con desviacion tipica 0.6 kg. Una muestra aleatoria de 30 animales ha
dado un peso medio de 7.4 kg.

a) Calculese un intervalo de confianza al 99 % para el peso medio de los perros
adultos de esta raza.

b) ¢Que tamafio minimo debe tener la muestra para tener una confianza del 95 %
de que la media muestral no se diferencie en méas de 0.3 kg de la media de la
poblacion?

Sol: @) I, =(7.118,7.682); b) n = 16.

Se esta realizando una encuesta sobre el nivel de conocimientos generales de los
estudiantes de Bachillerato de diferentes centros de Madrid. Para ello, se ha elegido una
muestra aleatoria de 9 de estos estudiantes, a los que se ha realizado un examen. Las
calificaciones obtenidas han sido las siguientes:
7.8 6.5 5.4 7.1 5.0 8.3 5.6 6.6 6.2
Se supone que la variable aleatoria objeto de estudio sigue una distribucion normal de
desviacion tipica conocida e igual a 1. Se pide:
a) Un intervalo de confianza al 98 % para la media de las calificaciones en el
examen.
b) EI tamafio minimo que deberia tener la muestra, en el caso de admitir un
error maximo de 0.5 puntos, con un nivel de confianza del 95 %.

Sol: a) 1, =(5.725,7.275); b) n = 16.

— 414 -



24°

25°

26°

27°

28°

29°

Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

Un fabricante de electrodomésticos sabe que la vida media de éstos sigue un distribucion
normal con media x = 100 meses y desviacion tipica o= 12 meses. Determine el minimo
tamafio muestral que garantiza, con una probabilidad de 0.98, que la vida media de los
electrodomésticos en dicha muestra se encuentra entre 90 y 110 meses. Sol: n = 8.

Se desea estudiar el gasto semanal de fotocopias, en centimos, de los estudiantes de
bachillerato de Madrid. Para ello, se ha elegido una muestra aleatoria de 9 de estos
estudiantes, resultando los valores siguientes para estos gastos:

100 150 90 70 75 105 200 120 80
La variable objeto de estudio, sigue una distribucion normal con media desconocida y de
desviacién tipica igual a 12. Determinar un intervalo de confianza al 95 % para la media

del gasto semanal en fotocopias por estudiante. Sol: |, = (102.16, 117.84) .

Para conocer la produccion media de sus olivos, un olivarero escoge al azar 10 de ellos,
pesa su produccion de aceitunas, y obtiene los siguientes valores, expresados en kg:

175 180 210 215 186 213 190 213 184 195
Sabemos que la produccion sigue una distribucion normal con desviacién tipica igual a
15.3 kg. Estime la produccion media del olivar con un nivel de confianza del 95 %.

Sol: I, =(186.617, 205.583).

El tiempo en minutos dedicado cada dia a escuchar musica por los estudiantes de
secundaria de una cierta ciudad se supone que es una variable aleatoria con distribucién
normal de desviacion tipica igual a 15 minutos. Se toma una muestra aleatoria simple de
10 estudiantes y se obtienen los siguientes tiempos (en minutos):
91 68 39 82 55 70 72 62 54 67
a) Determinese un intervalo de confianza al 90% para el tiempo medio diario
dedicado a escuchar mdsica por un estudiante.
b) Calculese el tamafio muestral minimo necesario para conseguir una estimacion
de la media del tiempo diario dedicado a escuchar mdsica con un error menor
que 5 minutos, con un nivel de confianza del 95 %.

Sol: a) I, =(58.197, 73.803); b) n = 35.

El rendimiento por hectarea de las plantaciones de trigo en una cierta region, es una
variable aleatoria con distribucion normal de desviacion tipica igual a 1 tonelada por
hectarea. Se ha tomado una muestra aleatoria simple de 64 parcelas en una superficie
igual a 1 hectarea cada una, obteniéndose un rendimiento medio de 6 toneladas.
a) Puede asegurarse que el error de estimacion del rendimiento medio por hectarea
es menor gque 0.5 toneladas, con un nivel de confianza del 98 %?
b) ¢Qué tamafio muestral minimo ha de tomarse para que el error en la estimacion
sea menor que 0.5 toneladas con un nivel de confianza del 95 %?
Sol: a) Si puede asegurarse, E =0.29 < 0.5. b) n = 16.

El salario de los trabajadores de una empresa sigue una distribucion normal con
desviacion tipica 15 €. Se quiere calcular un intervalo de confianza para el salario
medio, con un nivel de confianza del 95 %. Determinar cual es el tamafio minimo de la
muestra que se necesitaria recoger para que el intervalo de confianza tenga una amplitud
de 6 €. Sol: n=97.
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Calcular el tamafio minimo que debe tener una muestra aleatoria para garantizar que, en
la estimacion de la media de una poblacién normal con varianza igual a 60, al 90% de
confianza, el error de estimacion cometido no sea superior a 3 unidades. Sol: n = 19.

La duracién de la vida de una determinada especie de tortuga se supone que es una
variable aleatoria, con distribucion normal de desviacion tipica igual a 10 afios. Se toma
una muestra aleatoria simple de 10 tortugas y se obtienen las siguientes duraciones, en
anos:
46 38 59 29 34 32 38 21 44 34
a) Determinese un intervalo de confianza al 95% para la vida media de dicha
especie de tortugas.
b) ¢Cudl debe ser el tamafio de la muestra observada para que el error de la
estimacioén de la vida media no sea superior a 5 afios, con un nivel de confianza
del 90 %?

Sol: a) 1, =(31.30,43.60); b) n = 11.

La duracion de las llamadas de teléfono, en una oficina comercial, sigue una distribucién
normal con desviacion tipica 10 segundos. Se hace una encuesta entre 50 llamadas y la
media de duracion obtenida de esa muestra es de 35 segundos. Calcular un intervalo de

confianza al 99% para la duracion media de las llamadas. Sol: 1, =(31.358, 38.642).

El tiempo de reaccion de una alarma electronica ante un fallo del sistema es una
variable aleatoria normal de desviacion tipica 1 segundo. A partir de una muestra de 100
alarmas se ha estimado la media poblacional del tiempo de reaccién, mediante un
intervalo de confianza, con un error maximo de estimacion igual a 0.2 segundos. ¢Con
qué nivel de confianza se ha realizado la estimacién? Sol: 95.44 %.

Se supone que la calificacion en matematicas obtenida por los alumnos de una cierta
clase es una variable aleatoria con distribucion normal de desviacion tipica 1.5 puntos.
Se elige una muestra aleatoria simple de tamafio 10 y se obtiene una suma de sus
calificaciones igual a 59.5 puntos.
a) Determinese un intervalo de confianza al 95 % para la calificacion media de la
clase.
b) ¢Qué tamafio ha de tener la muestra para que el error maximo de la estimacion
sea de 0.5 puntos, con el nivel de confianza del 95 %?

Sol: a) I, =(31.30,43.60); b) n = 35.

De una poblacion con distribucién normal de media 50 y desviacion tipica 6, se extrae
una muestra aleatoria de tamafio ny se calcula su media muestral.
a) ¢Qué valor debe tener n para que se cumpla la desigualdad |y—7| <2, con una
probabilidad de 0.95?
b) Resolver el apartado anterior con una probabilidad de 0.90. Comparar ambos

resultados.
Sol: a) n=35; b) n=22.

Sea una poblacion N(u, o = 25), ¢qué tamaiio muestral minimo es necesario para

estimar p mediante un intervalo de confianza, con un error menor o igual que 5
unidades, y con una probabilidad mayor o igual que 0.95? Sol: n = 97 unidades.
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La edad de la poblacion que vive en residencias de mayores en Madrid sigue una
distribucion normal de desviacion tipica 7.3 afios. Se toma una muestra aleatoria simple
de tamafio 50. ;Se puede asegurar que la edad media de la poblacion difiere en menos
de 2 afios de la media de la muestra con un nivel de confianza del 95 %.

Sol: No porque al acotar nos queda | —X| < 2.023.

El tiempo invertido en cenar por cada cliente de una cadena de restaurantes es una
variable aleatoria que se puede aproximar por una distribucion normal con desviacion
tipica de 32 minutos. Se quiere estimar la media de dicho tiempo con un error no
superior a 10 minutos, y con un nivel de confianza del 95 %. Determinar el tamafo
minimo muestral necesario para poder llevar a cabo dicha estimacién. Sol: n = 40.

El tiempo de conexion a Internet de los alumnos de cierta universidad sigue una
distribucion normal con desviacion tipica 15 minutos. Para estimar la media del tiempo
de conexion, se quiere calcular un intervalo de confianza que tenga una amplitud menor
0 igual que 6 minutos, con un nivel de confianza del 95 %. Determinar cual es el
tamafio minimo de la muestra que es necesario observar. Sol: n = 97.

Se probaron 10 automoviles, escogidos aleatoriamente de una misma marca y modelo,
por conductores con la misma forma de conducir y en carreteras similares. Se obtuvo
que el consumo medio de gasolina, en litros, por cada 100 km fue de 6.5 L. Estudios
previos, indican que el consumo de gasolina tiene una distribucion normal de desviacion
tipica 2 L. Determinar un intervalo de confianza al 95 % de la media del consumo de

gasolina de estos automoviles. Sol: I, =(5.2604, 7.7396).

La duracion de las rosas conservadas en agua en un jarron es una variable aleatoria que
se puede aproximar por una distribucion normal de desviacion tipica 10 horas. Se toma
una muestra aleatoria simple de 10 rosas y se obtienen las siguientes duraciones en horas:

57 49 70 40 45 44 49 32 55 45
Hallar un intervalo de confianza al 95% para la duracion media de las rosas.

Sol: I, =(42.4,54.8).

El tiempo medio de conexion a Internet de los clientes de un locutorio de Madrid sigue
una distribucion normal de media x y desviacion tipica 1.2 horas. Una muestra formada
por 40 clientes ha dado como resultado una media de tiempo de conexion de 2.85 horas.
Se pide:
a) Determinar un intervalo de confianza al 95 % para .
b) Calcular el tamafio minimo que deberia tener la muestra para estimar la media
de tiempo diario de conexion a Internet de los clientes de ese cibercafé, con un
error menor o igual que 0.25 horas y una probabilidad de 0.95.

Sol: a) 1, =(2.48,3.22) ; b) n = 89.

Se estima que el tiempo de reaccién de un conductor ante un obstaculo imprevisto tiene
una distribucion normal con desviacion tipica 0.05 segundos. Si se quiere conseguir que
el error de estimacién de la media no supere los 0.01 segundos con un nivel de
confianza del 99 %, ;quée tamafio minimo debe tener la muestra de tiempos de reaccion?
Sol: n =167.
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Se supone que la recaudacion diaria de los comercios de un barrio determinado es una
variable aleatoria que se puede aproximar por una distribucion normal de desviacién
tipica de 328 €. Se ha extraido una muestra de 100 comercios de dicho barrio,
obteniéndose que la recaudacion diaria media asciende a 1248 €. Calcular:
a) El intervalo de confianza para la recaudacion diaria media con un nivel de
confianza del 99%.
b) EI tamafio muestral minimo para conseguir, con un nivel de confianza del 95 %,
un error en la estimacion de la recaudacion diaria media menor de 127 €.
Sol: a) I, =(1163.5,1332.5); b) n = 26.

El nimero de dias de ausencia en el trabajo de los empleados de cierta empresa para un
periodo de seis meses, se puede aproximar mediante una distribucion normal de
desviacion tipica 1.5 dias. Una muestra aleatoria de diez empleados ha proporcionado
los siguientes datos:
5 4 6 8 7 4 2 7 6 1
a) Determinar un intervalo de confianza del 90 % para el nUmero medio de dias
que los empleados de esta empresa han faltado durante los ultimos seis meses.
b) ¢Qué tamafio debe tener la muestra para que el error maximo de la estimacién
sea de 0.5 dias, con el mismo nivel de confianza?

Sol: a) 1, =(4.2197,5.7803) ; b) n = 25.

Se ha extraido una muestra de 150 familias de residentes en un barrio obteniéndose que
la renta familiar media de la misma es de 20.000 €. Se supone que la renta familiar de
los residentes en el barrio sigue una distribucion normal de desviacion tipica 1500 €.
a) A partir de estos datos, calcular un intervalo de confianza para la renta familiar
media con un nivel de confianza del 95 %.
b) ¢Qué tamafio muestral minimo es necesario para conseguir, con un nivel de
confianza del 90 %, un error en la estimacion de la renta familiar media no
superior a + 142 €?

Sol: a) I, =(19756.95, 20240.05); b) n = 304.

En una encuesta se pregunta a 10000 personas cuantos libros leen al afio, obteniéndose
una media de 5 libros. Se sabe que la poblacién tiene una distribucion normal con una
desviacion tipica 2.
a) Hallar un intervalo de confianza al 80 % para la media poblacional.
b) Para garantizar un error de estimacion de la media poblacional no superior a
0.25 con un nivel de confianza del 95 %, ¢a cuantas personas como minimo
seria necesario entrevistar?

Sol: a) I, =(4.975,5.025); b) n = 246.

Un fabricante de automoviles afirma que los coches de un determinado modelo tienen un
consumo por cada 100 km que se puede aproximar por una distribucion normal con
desviacion tipica 0.68 litros. Se observa una muestra aleatoria simple de 20 coches de
citado modelo y se obtiene una media de consumo de 6’8 litros. Determina un intervalo
de confianza al 95 % para la media de consumo de ese modelo de vehiculos.

Sol: 1, =(65,7.1).
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La duracion de la bateria de cierto teléfono movil se puede aproximar por una
distribucion normal con una desviacion tipica de 5 meses. Se toma una muestra
aleatoria simple de 10 baterias y se obtienen las siguientes duraciones (en meses):

33 34 26 37 30 39 26 31 36 19
Hallar un intervalo de confianza al 95 % para la duracién media de este modelo de

baterfa. Sol: I, =(28.0,34.2).

Una muestra aleatoria de 9 tarrinas de helado proporciona los siguientes pesos en
gramos:

88 90 90 86 87 88 91 92 89
Hallar un intervalo de confianza al 95% para la media de la poblacidn, sabiendo que el
peso de las tarrinas tiene una distribucion normal con una desviacion tipica de 1.8 g.

Sol: I, =(87.82,90.18).

El precio de ciertos electrodomesticos puede considerarse una variable aleatoria con
distribucion normal de desviacion tipica 100 euros. Los precios en euros
correspondientes a una muestra de 9 de estos electrodomésticos son
255 85 120 290 80 80 275 290 135
a) Construir un intervalo de confianza al 98 % para la media poblacional.
b) Hallar el tamafio minimo que debe tener la muestra, para que con un nivel de
confianza del 99%, el error de estimacion del precio medio no supere los 50 €.

Sol: a) I, =(101.22, 256.56) ; b) n = 27.

El tiempo de espera en minutos en una ventanilla se supone aproximado mediante una
distribucion N(z, o) con o= 3 minutos. Se lleva a cabo un muestreo aleatorio simple
de 10 individuos y se obtiene que la media muestral del tiempo de espera es de 5 min.

Determinar un intervalo de confianza al 95 % para 4. Sol: 1, =(3.14,6.86).

Se han elegido al azar 10 televisores de un taller de electronica y se ha anotado el
namero de horas que se han necesitado para su reparacion. Los resultados han sido:
7 5 8 2 4 7 4 1 6 6
Se supone que el niamero de horas de reparacion de este tipo de televisores es una
variable aleatoria con distribucion normal de desviacion tipica 1.5 horas.
a) Determinese un intervalo de confianza del 90% para el tiempo medio de
reparacion.
b) ¢Que tamafio debe tener la muestra para que el error maximo de la estimacion
sea 0.5 horas con el mismo nivel de confianza?

Sol: a) I, =(4.22,5.78); b) n = 25.

Se supone que el gasto mensual dedicado al ocio por una determinada familia de un
determinado pais se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal
de desviacién tipica igual a 55 €. Se ha elegido una muestra aleatoria de 81 familias,
obteniéndose un gasto medio de 320 €.

a) ¢Se puede asegurar que el valor absoluto del error de la estimacion del gasto
medio por familia mediante la media de la muestra es menor que 10 € con un
grado de confianza del 95 %?

b) ¢Cual es el tamafio muestral minimo que debe tomarse para poder asegurarlo?

Sol: a) No se puede; b) n = 117.
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Se supone que la cantidad de agua (en litros) recogida cada dia en una estacion
metereoldgica se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de
desviacion tipica 2 litros. Se elige una muestra aleatoria simple y se obtiene las
siguientes cantidades de agua recogidas cada dia (en litros):

9.1 4.9 7.3 2.8 5.5 6.0 3.7 8.6 4.5 7.6

a) Determinese un intervalo de confianza para la cantidad media de agua recogida
cada dia en dicha estacion, con un grado de confianza del 95 %.

b) Calculese el tamafio muestral minimo necesario para que al estimar la media del
agua recogida cada dia en la estacion meteorolégica mediante dicha muestra, la
diferencia en valor absoluto entre ambos valores sea inferior a 1 litro, con un
grado de confianza del 98 %.

Sol: @) I, =(4.76,6.24); b) n = 25.

Se supone que el tiempo de una conversacion en un teléfono mavil se puede aproximar
por una variable aleatoria con distribucion normal de desviacion tipica igual a 1.32
minutos. Se desea estimar la media del tiempo de las conversaciones mantenidas con un
error inferior o igual a 0.5 minutos y con un grado de confianza del 95 %.

a) Calculese el tamafio minimo de la muestra que es necesario observar para llevar
a cabo dicha estimacion mediante la media muestral.

b) Si se supone que la media del tiempo de las conversaciones es de 4.36 minutos y
se elige una muestra aleatoria simple de 16 usuarios, ¢;cual es la probabilidad de
que el tiempo medio de las conversaciones de la muestra esté comprendido entre
4y 5 minutos?

Sol: a) n = 27; b) 0.8359.

Se supone que la estancia (en dias) de un cierto hospital se puede aproximar por una
variable aleatoria con distribucién normal de desviacion tipica igual a 9 dias. De una
muestra aleatoria simple formada por 20 pacientes, se ha obtenido una media muestral
igual a 8 dias.
a) Determinese un intervalo de confianza del 95% para la estancia media de un
paciente en dicho hospital.
b) ¢Cual debe ser el tamafio muestral minimo que ha de observarse para que dicho
intervalo de confianza tenga una longitud total inferior o igual a 4 dias?

Sol: @) I, =(4.06,11.94); b) n =78.

Se considera una variable aleatoria con distribucion normal de desviacion tipica igual a
320. Se toma una muestra aleatoria simple de 36 elementos.
a) Calculese la probabilidad de que el valor absoluto de la diferencia entre la media
muestral y la media de la distribucion normal sea mayor o igual que 50.
a) b) Determinese el intervalo de confianza del 95% para la media de la
distribucion normal, si la media muestral es igual a 4820.

Sol: a) 0.3422; b) I, =(4715.47, 4924.53).

Se supone que el nivel de glucosa en sangre de los individuos de la poblacion (en mg/dl)
se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de media u
desconocida y desviacion tipica 35 mg/dl. ;Cudl es el tamafio muestral minimo que
permite garantizar que el valor absoluto de la diferencia entre la media muestral y 2 es
menor que 20 mg/dl con una probabilidad mayor o igual a 0.98? Sol: n = 17.
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Se supone que el tiempo de vida Gtil en miles de horas (Mh) de un cierto modelo de
televisor, se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de
desviacion tipica 0.5 Mh. Para una muestra aleatoria simple de 4 televisores de dicho
modelo, se obtiene una media muestral de 19.84 Mh de vida util.
a) Hallese un intervalo de confianza al 95% para el tiempo de vida Gtil medio de
los televisores de dicho modelo.
b) Calculese el tamafio muestral minimo necesario para que el valor absoluto del
error de la estimacion de la media poblacional mediante la media muestral sea
inferior a 0.2 Mh con probabilidad mayor o igual que 0.95.

Sol: a) I, =(19.35,20.33); b) n = 25.

Se supone que el precio (en euros) de un refresco se puede aproximar mediante una
variable aleatoria con distribucién normal de media 2y desviacion tipica igual a 0.09.
Se toma una muestra aleatoria simple del precio del refresco en 10 establecimientos y
resulta:
150 160 110 090 100 160 140 090 130 1.20
a) Determinese un intervalo de confianza al 95% para .
b) Calculese el tamafio minimo que ha de tener la muestra elegida para que el valor
absoluto de la diferencia entre la media de la muestral y la « sea menor o igual
que 0,10 euros con probabilidad mayor o igual que 0.99.

Sol: a) 1, =(1.194,1.306); b) n = 6.

Se supone que el tiempo medio diario dedicado a ver TV en una cierta zona se puede

aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de media p y desviacién

tipica 5 minutos. Se ha tomado una muestra aleatoria simple de 400 espectadores de TV

en dicha zona, obteniéndose que el tiempo medio diario dedicado a ver TV es de 3 horas.
a) Determinese un intervalo de confianza para p con un nivel de confianza del 95 %.
b) ¢Cual ha de ser el tamafio minimo de la muestra para que el error en la estimacion

de u sea menor o igual que 3 minutos, con un nivel de confianza del 90 %?
Sol: a) I, =(178.53,181.47); b) n = 68.

Se considera una variable aleatoria con distribucion normal de desviacion tipica o= 2.
Se toma una muestra aleatoria simple de tamafio 25 y se obtiene una media muestral
igual a 12.
a) Determinese un intervalo de confianza al 90% para estimar la media de la
variable aleatoria.
a) 2. Determinese el tamafio minimo que ha de tener la muestra para que el valor
absoluto de la diferencia entre la media de la poblacién y la media muestral sea
menor o igual que 0,1 con un nivel de confianza de al menos el 95 %.

Sol: a) 1, =(11.342, 12.658); b) n = 1537.

Para estimar la media de una poblacion con distribucion normal de desviacion tipica
igual a 5, se ha extraido una muestra aleatoria simple de tamarfio 100, con la que se ha

obtenido el intervalo de confianza |, =(173.42,175.56) para dicha media poblacional.

a) Calculese la media de la muestra seleccionada.
b) Calculese el nivel de confianza del intervalo obtenido.

Sol:a) X =174.49 ; b) 96.76 %.
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Se supone que el tiempo de espera de una llamada a una linea de atencion al cliente de
una cierta empresa se puede aproximar mediante una variable aleatoria con distribucion
normal de desviacion tipica 0.5 minutos. Se toma una muestra aleatoria simple de 100
Ilamadas y se obtiene un tiempo medio de espera igual a 6 minutos.
a) Determinese un intervalo de confianza al 95% para el tiempo medio de espera de
una llamada a dicha linea de atencion al cliente.
b) b) ¢Cual debe ser el tamafio muestral minimo que debe observarse para que
dicho intervalo de confianza tenga una longitud total igual o inferior a 1 minuto?

Sol: I, =(5.902,6.098); b) n = 4.

Se supone que la concentracion de CO; en el aire de una determinada regién, medida en
partes por millon (ppm), se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion
normal de desviacion tipica igual a 20 ppm.

a) Calculese el nimero minimo de observaciones necesarias para que el valor
absoluto de la diferencia entre la media de la poblacion y la media muestral sea
menor o igual que 2 ppm con un nivel de confianza mayor o igual al 95 %.

b) Determinese un intervalo de confianza del 95 % para la concentracién media de
CO; en el aire de la regidn si la muestra elegida contiene 121 observaciones y la
concentracion media muestral es igual a 350 ppm.

Sol: a) n = 385; b) I, =(346.44, 353.56).

Para determinar el coeficiente de inteligencia & de una persona se le hace contestar un
conjunto de tests y se obtiene la media de sus puntuaciones. Se supone que la
calificacion de cada test se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion
normal de media @y desviacion tipica 10.
a) Para una muestra aleatoria simple de 9 tests, se ha obtenido una media muestral
igual a 110. Determinese un intervalo de confianza para dal 95 %.
b) ¢Cual es el numero minimo de tests que deberia realizar la persona para que el
valor absoluto del error en la estimacion de su coeficiente de inteligencia sea
menor o igual que 5, con el mismo nivel de confianza?

Sol: a) I, =(103.47,116.53); b) n = 43.

Se supone que la altura (en cm) que alcanza la espuma de un cierto detergente para
lavadoras durante un lavado estandar se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucion normal de media p y desviacion tipica igual a 1.5 cm. Una muestra
aleatoria simple de 10 lavados de ese tipo ha dado las siguientes alturas de espuma:
7 4 4 5 7 6 2 8 6 1
a) Determinese un intervalo de confianza del 90 % para .
b) ¢Qué tamafio minimo debe tener la muestra para que el valor absoluto del error
maximo en la estimacion sea de 0.5 cm con el mismo nivel de confianza?
Sol: a) I,=(4.2197,5.7803) ; b) n=7.
Para 96 familias espariolas elegidas al azar se ha determinado que la TV permanece
encendida en la casa una media de 217 minutos diarios, la desviacion tipica de la
muestra fue de 40 minutos. Para una fiabilidad del 95 %:
a) ¢Que error se asume cuando se da por bueno ese dato para el total de las familias
espariolas?
b) ¢Qué tamafio muestral seria necesario para reducir ese error a la mitad?
Sol: a) E = 8 min; b) n = 384.
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3. Ejercicios de distribucién muestral de proporciones:

Se realizan 64 lanzamientos de un dado. ;Cuantos cincos debemos obtener, como
minimo y como maximo, para aceptar que el dado no esta trucado con un nivel de
confianza del 95 %? Sol: Entre 5y 16 cincos.

En una muestra aleatoria de 100 radios, 92 cumplian las especificaciones del fabricante.
Hallar:
a) Un intervalo de confianza del 99.5 % para la proporcion p de todas las radios
que cumplian con las especificaciones del fabricante.
b) Un intervalo de confianza del 95 % para la proporcion p de todas las radios que
cumplian con las especificaciones del fabricante.
c) Determina para el apartado anterior el nimero de votantes que respondieron a la
encuesta.

Sol: a) 1, =(0.844,0.996); b) I, =(0.844,0.996); c) n = 2153.

Una encuesta da un intervalo de confianza [0.51, 0.55] para la proporcién de votantes
que prefieren al candidato B basada en una muestra de 1200 votantes. ¢ Cuél es el nivel
de confianza del intervalo? Sol: 83.54 %.

En una muestra aleatoria de 200 alumnos de primero en una universidad de una ciudad
grande, el 35 % dijo que no le gustaban sus estudios. Halla el intervalo de confianza del
95 % para la proporcion de todos los alumnos de primero de dicha universidad que esta

disgustado con sus estudios. Sol: I, =(0.28,0.42).

En una muestra aleatoria de 200 alumnos de un colegio, el 9.5 % de los alumnos dice
que van al colegio en tren. Halla el intervalo de confianza del 90 % para todos los

alumnos del colegio que acuden al centro en tren. Sol: |, = (0.06, 0.13).

Se desea estimar la proporcion, p, de individuos daltonicos de una poblacion a través
del porcentaje observado en una muestra aleatoria de individuos, de tamario n.

a) Si el porcentaje de individuos daltonicos en la muestra es igual al 30 %, calcula
el valor de n para que, con un nivel de confianza de 0.95, el error cometido en la
estimacion sea inferior al 3.1 %.

b) Si el tamafio de la muestra es de 64 individuos, y el porcentaje de individuos
daltonicos en la muestra es del 35 %, determina, con un nivel de significacion
del 1%, el correspondiente intervalo de confianza para la proporcion de
daltonicos de la poblacion.

Sol: a) n = 840; b) I, = (0.196, 0.504).

En la salida de una escuela se selecciona al azar una muestra de 900 alumnos y se les
pregunto si les gustaba la comida que habitualmente servian en el comedor. De esa
muestra, solo 289 contestaron que les gustaba la comida y el resto que no. Determina un
intervalo de confianza para el porcentaje de alumnos que les gusta la comida del

comedor bajo un nivel de confianza del 95%. Sol: I =(0.2896, 0.3504)

¢ Cual debe ser el tamafio de la muestra para obtener un intervalo de confianza del 95 %
para una proporcion poblacional con un error maximo de un 0.04? Sol: n = 601.

~ 423 -



78°

79°

80°

81°

82°

83°

Julian Moreno Mestre Academia las Rozas
www.juliweb.es www.academialasrozas.com

Supongamos que una encuesta quiere determinar el intervalo de confianza del 95 %
para la proporcién de ciudadanos que estan a favor del gobierno actual. Se desea que el
margen de error no sea mayor que un 2 %. ¢Cudl debe ser el tamafio de la muestra?
Sol: n =1068.

Cierta estadistica dice que en Espafia la proporcién de personas con algin problema de
vision esté entre el 42 % y el 48 %. Como se puede comprobar, se trata de un intervalo
de confianza, pero en la ficha técnica no figura el tamarfio de la muestra, ni tampoco el

nivel de confianza utilizado. Suponiendo que la muestra haya sido de 1056 individuos

ccual es el nivel de confianza? Sol: 95 %.

4. Ejercicios de contraste de hipotesis:

Se quiere comprobar, con un nivel significacion 0.05, si una muestra de tamafio 20 con
media 10, procede de una poblacién que se distribuye segiin una normal N(14, 3).

Sol: No procede de la citada poblacion.

En una comunidad auténoma se estudia el nimero medio de hijos por mujer a partir de
los datos disponibles en cada municipio. Se supone que este nUmero sigue una
distribucion normal con desviacion tipica igual a 0.08. El valor medio de estos datos
para 36 municipios resulta ser igual a 1.17 hijos por mujer. Se desea contrastar, con un
nivel de significacién de 0.01, si el nimero medio de hijos por mujer en la comunidad
es de 1.25.

a) ¢Cudles son la hipotesis nula y la alternativa del contraste?

b) Determinese la region critica.

c) Realicese el contraste.

Sol: @) Ho: 2= 1.25, Hy: u# 1.25; b) R, =(0,1.1357]U[1.2043, 0); c) Se rechaza Ho.

Se sabe por experiencia que el tiempo obtenido por los participantes olimpicos de la
prueba de 100 metros, en la modalidad de Decathlon, es una variable aleatoria que sigue
una distribucion normal con media 12 segundos y desviacion tipica 1.5 segundos. Para
contrastar, con un nivel de significacion del 5 %, si no ha variado el tiempo medio en
la Gltima Olimpiada, se extrajo una muestra aleatoria de 10 participantes y se anoto el
tiempo obtenido por cada uno, con los resultados siguientes, en segundos:

13 12 11 10 11 11 9 10 12 11

d) ¢Cudles son la hipotesis nula y la alternativa del contraste?

e) Determinese la region critica.

f) Realicese el contraste.

Sol: @) Ho: =12, Hy: p1#12; b) R, =(0,10.0703]U[11.9297, 0); c) Se rechaza Ho.

El nimero de reclamaciones presentadas durante la campafia de Navidad en 9 tiendas de
una empresa ha sido:

25 31 28 30 32 20 22 34 30
Se acepta que estos numeros de reclamaciones sigue una distribucion normal con
desviacién tipica igual a 5. Se desea contrastar si el nimero de reclamaciones es 26, con
un nivel de significacion de 0.05.

a) Plantéese cuales son la hipétesis nula y la alternativa de contraste.

b) Determinese la region critica de contraste.

c) ¢Es posible aceptar la hipétesis con el nivel de significacion indicado?

Sol: @) Ho: =26, Hy: p1# 26; b) R, =(0, 24.733]U[31.267, ) ; ¢) Se acepta Ho.
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Un investigador afirma que las horas de vuelo de cierto tipo de aviones comerciales se
distribuye normalmente, con una media de 200000 horas y una desviacion tipica de
20000 horas. Para comprobar la veracidad de sus hipotesis, obtuvo una muestra aleatoria
de 4 aviones de distintas compafiias aéreas, fuera ya de servicio, y anotd el nimero de
horas de vuelo de cada uno, resultando los siguientes datos (en miles de horas):
150 320 270 140

a) Plantéese cuéles son la hipotesis nula y la alternativa de contraste.

b) Calculé el intervalo de confianza al 5 % de significacion.

c) Realicese el contraste con un nivel de significacion del 5 %.

Sol: a) Ho: 1= 220000, Hy: 1 # 220000; b) 1, = (180400, 219600); c) Se rechaza Ho.

Se supone que el peso de las sandias de cierta variedad sigue una distribucion normal
con desviacion tipica de 1 kg. Se toma una muestra aleatoria de 100 sandias y se
observa que el peso medio es de 6 kg.
a) Calculese un intervalo de confianza al 95 % para el peso medio de esa variedad
de sandia.
b) ¢Puede aceptarse la hipotesis de que el verdadero peso medio de las sandias es
de 5 kg, frente a que sea diferente, con un nivel de significacion de 0.05?

Sol: a) 1, =(5.804, 6.196); b) No puede aceptarse Ho.

Un establecimiento vende paquetes de carbon para barbacoa de peso tedrico 10 kg. Se
supone que el peso de los paquetes sigue una distribucién normal con desviacion tipica
1 kg. Para contrastar la citada hipotesis, frente a que el peso teorico sea distinto de 10
kg, se escogen al azar 4 paquetes que pesan en kilogramos, respectivamente:
8 10 9 8

Se desea que la probabilidad de aceptar la hipdtesis nula, cuando esta es cierta, sea 0.95.
Se pide:

a) Laregion critica de contraste.

b) ¢Se debe rechazar la hipotesis nula?

Sol: @) R, =(0,7.77]U[9.73,«); b) Se rechaza Ho.

Un cierto programa de television se emite una vez por semana. El valor medio de la
muestra de los valores de la audiencia en las ultimas diez semanas ha sido de 3.250.000
hogares. Suponiendo que el nimero de hogares que ven el programa en una semana
cualquiera sigue una distribucién normal con valor medio 3.750.000 hogares y
desviacién tipica 500.000, ¢podemos asegurar con un nivel de confianza del 95% que en
las ultimas diez semanas no se ha producido un descenso en la audiencia media?

Sol: Podemos asegurar que ha bajado la audiencia.

Una investigacién sobre el servicio post-venta para clientes que adquirieron cierta
marca de automoviles, presenta los siguientes datos sobre una muestra de 608 clientes:
371 estan muy satisfechos frente a los 45 que se declaran muy insatisfechos.
a) A nivel de significacion del 5 %, ¢se puede concluir que la proporcién de
clientes muy satisfechos es superior al 60 %?
b) Explicar el error de Tipo | de este contraste. ;Con qué probabilidad se comete el
error?

Sol:a) I, = (0.571, 0.649); b) Es la probabilidad de rechazar la hipétesis nula cuando
esta es cierta. Su valor es igual a o = 0.05.
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Una empresa de productos farmacéuticos afirma en su publicidad que uno de sus
medicamentos reducen considerablemente los sintomas de la alergia en el 90 % de la
poblacion. Una asociacion de consumidores ha experimentado dicho farmaco en una
muestra de 200 socios de la misma, obteniendo el resultado indicado en la publicidad en
170 personas. Determinar si la asociacion de consumidores puede considerar que la
afirmacion de la empresa es estadisticamente correcta al nivel de significacion del 0.05.
Sol: no podemos considerar valida la afirmacion de la empresa.

Se ha llevado a cabo un estudio en diferentes paises de la Union Europea del porcentaje
de la poblacién que accede a la ensefianza superior. En los paises escogidos se han
obtenido los valores siguientes (medidos en tanto por ciento):

23.5 35.0 29.5 31.0 23.0 335 27.0 28.0 30.5
Se supone que estos porcentajes siguen una distribucion normal con desviacion tipica
igual al 5 %. Se desea contrastar, con un nivel de significacion del 5 % si los datos
anteriores son compatibles con un valor medio del porcentaje de la poblacién que cursa
estudios superiores igual al 28 %.

a) Plantéense en el contraste cudles son la hipotesis nula y la alternativa.
b) Determinese la region critica del contraste.
c) ¢Es posible aceptar la hipétesis con el nivel de significacion indicado?

Sol: @) Ho: =28, Hy: 11+ 28; b) R, =(0, 24.73]U[31.27,100) ; ¢) Si, se acepta Ho.

Se sabe que la renta anual de los individuos de una localidad sigue una distribucion
normal de media desconocida y de desviacion tipica 2400 €. Se ha observado la renta
anual de 16 individuos de esa localidad escogidos al azar, y se ha observado un valor
medio de 16000 €. Contrastese, a un nivel de significacion del 5 %, si la media de la
distribucion es de 14500 €.

a) ¢Cudles son la hipotesis nula y la alternativa del contraste?

b) Determinese la region critica.

c) ¢Se acepta la hipétesis nula, con el nivel de significacion indicado?

Sol: @) Ho: 1= 14500, Hi: 1 # 14500; b) R, =(0,13324]U[15676, ) ;
c) No se acepta Hg con el nivel de significacion indicado.

Un fabricante garantiza a un laboratorio farmacéutico que sus maquinas producen
comprimidos con un didmetro medio de 25 mm. Una muestra de 100 comprimidos dio
como media de los didmetros 25.18 mm. Suponiendo que el diametro de los
comprimidos es una variable aleatoria con distribucion normal de desviacion tipica
0.89 mm, se desea contrastar, con un nivel de significacion del 5%, si el diametro medio
que afirma el fabricante es correcto. Para ello:

a) Plantéese la hipotesis nula y la alternativa del contraste.

b) Realicese el contraste al nivel de significacion indicado.
Sol: a) Ho: =25, Hi: u# 25; b) Se rechaza Ho.

Los depositos mensuales, en euros, en una entidad bancaria, siguen una distribucion
normal de media p y desviacion tipica o = 5.1 €. Con el fin de contrastar si la media de
los depobsitos mensuales es 20 €, se toma una muestra de tamafio 16, resultando ser la
media muestral 22.4 €. ;Se puede aceptar la hipotesis de que la media es 20 a un nivel
de significacion del 5 %? Sol: Si.
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94° Se quiere comprobar si una maquina destinada al llenado de envases de agua mineral,
ha sufrido un desajuste. Una muestra aleatoria de 10 envases de esta maquina ha
proporcionado los siguientes resultados:

0.49 0.52 0.51 0.48 0.53 055 049 050 052 049
Suponiendo que la cantidad de agua mineral que este tipo de maquinas deposita en cada
envase sigue una distribucion normal de media 0.5 litros y desviacion tipica 0.02 litros,
se desea contrastar si el contenido medio de los envases de esta maquina es de 0.5 litros,
con un nivel de significacion del 5 %.

a) Plantear la hip6tesis nula y alternativa del contraste.
b) Determinar la region critica del contraste.
c) Realizar el contraste.

Sol: @) Ho: x = 14500, Hy: 1= 14500; b) R =(0,13324]U[15676, ) ;
c) No se acepta Hg con el nivel de significacion indicado.
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