9 SUCESIONES. LIMITES DE SUCESIONES

9.1

9.2

9.3
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Con una calculadora, forma términos de las siguientes sucesiones y estudia a qué valores tienden.

2n? —3n 1
a)a,,—n2+1 b)b"_n+1 c)C”_Sn
= _8_ _ 200 _ _ 20000 _
a) a =1 a, = 5 = 1,6 ap = 01 1,98... Ao = 10001 1,9998

Se observa que tiende a 2.

3 30 300 3000 _

b) b1 = —5 = _1,5 bm = —W = —2,757 b100 = —m = —2,97 b1000 = —m = —2,997

Se observa que tiende a —3.
Q¢ = % =0, 6 =01 ¢ = 0,02 Coo = 0,002 Ciooo = 0,0002 Crooo0 = 0,00002

Se observa que tiende a 0.
Calcula términos de las siguientes sucesiones y observa si tienen limite.

nZ
=n+1 b) b, = —n? =

a)a,=n ) b, n 96 =-"-
a) a, =2 a,=>5 a,, = 101 a1000 = 1000001

La sucesion no parece tender a ninglin nimero real; por tanto, no tiene limite.
b) b, = —1 b, = —8 b, = —1000 biee = —1000000

La sucesion no parece tender a ninglin ndmero real; por tanto, no tiene limite.
Q¢ = 1? G =1 Go = 8,33... Goo = 98,039... (00 = 998,004 Crooo = 9998

La sucesion no parece tender a ningin numero real; por tanto, no tiene limite.
Dada la sucesioén a, = 6_n:

3n + 1

a) Halla su limite.
b) Calcula las distancias entre los términos a., a:o Y a1000. Y €l limite.
c) ¢A partir de qué término esta distancia es menor que una centésima?
d) ¢Y menor que una diezmilésima?
a) Calculamos algunos términos:

a,, = 1,9354... ane = 1,993355... Ao = 1,999333... Por tanto, lim 3n6:1 7= 2.
b) |a,, — 2| =11,9354 — 2| = 0,0646; |a,p, — 2| = [1,993355 — 2| = 0,006645; |a,05 — 2| = 1,999333 — 2| = 0,000667

| en | _|en—6n+2|_ 2 1 200 — 1

c)|an—0|—’3n+1 2’— TR —3n+1<100:200<3n+1:fi3 <n = 6633 <n

A partir del término 67, la diferencia entre los términos de la sucesion y su limite es menor que una centésima.

_ 2 1 20000 — 1 . S

d) |b, — 0] = 31 < 70000 = 20000 <3n+1 = ——=——<n= 666633 < n.A partir del término 6667, la

diferencia entre los términos de la sucesion y su limite es menor que una diezmilésima.



9.4

9.5

9.6

9.7

9.8

9.9

9.10

La sucesion de término general b, = " f_ 1 tiene por limite 0. Halla a partir de qué término se verifica

que |b, — 0] < 0,00001.

3 1
pa ‘ < 700000 = 300000 < n+ 1 = n> 299999
: - - o 1
Por tanto, a partir del término 299999 se verifica que: |b, — 0] < 100000
.. - n”+2 . 1 . e .
La sucesion de término general ¢, = Cra tiene por limite 7 Calcula a partir de qué término se ve-
rifica que |c, — % < 0,0001.
n+2 1 1 2+ 4 — 20 — 1 1 3 1 )
27 + 1 2‘<10000:>‘ i + 2 ‘<1oooo:>‘4n2+2‘<10000:>3°°°°<4””:>
, 29998 . - . _ 1 1
= 29998 < 4n’ = n > [=——— = 86,6. Por tanto, a partir del término 87 se verifica que: |¢, — = | < 77rrr
4 2 10000
Comprueba que la sucesion de término general a, = —n — 7 tiende a menos infinito.
Calculamos algunos términos de la sucesion: a,, = —17; a;50 = —107; @100 = —1007; 89000 = — 10007

Los términos se van haciendo cada vez menores, de forma que por muy pequefio que sea un valor, siempre encontramos térmi-
nos inferiores a él.
Por tanto, lima, = —co.

n—o

Comprueba que lim(3n*> — 5n) = +o.
n— o
Formamos algunos términos de la sucesion: a,, = 250; a,, = 29500; a,9000 = 29950000. Los términos se van haciendo cada
vez mayores, de forma que por muy grande que sea un valor, siempre encontramos términos superiores a él.
Por tanto, lim (30> — 5n) = +co.

n—o»

Dados k = 10000 y la sucesion de término general a, = n*> — 1, averigua a partir de qué valor del indi-
ce n sus términos son mayores que k.

|la,| > 10000 = |n* — 1| > 10000 = n* > 9999 = n > /9999 = 99,995

A partir del término 100, los términos siguientes son mayores que 10000.

Efectua las siguientes operaciones cuando n — <.
a)(n+ 1)

1

b) 3n* + 1

a) (n+1)=(+%) +1=+x

1 1 1
b) 3T = G 1 (o) O
Realiza las correspondientes operaciones cuando n — «.
a) 3n(-5)
254
b) —

a) 3n(=5) = —15n = —15 - (+) = —co

5 _ 254

b)

— 00
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2n _ n+3

n+5 y b,= m, calcula:

9.11 Dadas las sucesiones a, =
a) lima, y limb,
b) lim 5a, y I|m 7b,

n—w

o lim(a, - b,) y lim(a,)>

a) Formamos algunos términos de las sucesiones para hallar los limites.
ap = 1,33...; ai = 1,9047...; a0 = 1,9900...

Por tanto, lim 5 = 2
by = 031...; by = 02097...; by = 0,2009...
n+3 _1
Por tanto, nI'LnT 51 = 02 = G
. o 2n \ . 2n ., _
0 fmise) = fim (5,275 =5 im 235 =52 =10
. o (on+3 n+3 17
Jim (7b,) = n"L‘L<7 5n — 9) =7lm =9 =7 5 %
. . " +3 n+3 _ . 1_2
C)J'L"x(a"'bﬂ)_n"i”x(n ) Mn+5 Mm99 =2' 575
lim(a,) = lim (a,).™ % = 25 =
n’ _7n

, halla:

9.12 Dadas las sucesiones a, = ——— , =
n”+5 7 n+1
a) lima, y limb,

b) Iinl(a,, + b,)
) I|m<b ) y I|m(a )Pn

a) Formamos algunos términos de las sucesiones para hallar los limites.
0 = 0,9523...; a0 = 0,9995...; a0 = 0,99995...

2

. n
Por tanto, DI'EL po 1
b, = 6,3636...; b, = 6,9306...; by, = 6,933...
. n
Por tanto, nI'Lnxn i 7

. L n? n \ . n? n B
b) I|m(an+bn)—l|m(n2+5+n+1)—nlmnx 2+5+nhinﬁn+1 1+7=28

n—» n—ow
n’ n?
lim
)I|m— lim " +5 _ns=n+5 1
no=b, ns= 1IN lim n 7
n + 1 noen + 1

lim (@) = lim ()™ = 17 = 1

n—o n—ow

. 4n* + 7n* + 5n — 2
9.13 Halla !Iill 37 + 2n — 5

i A & 70+ 50 — 2 _”m4+F+n2_F_£
n—o 3n3+2n—5 _nax 2 5 B 3
3+ -5
n n
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25
9.14 Calcula I|m n=+ 2

=3n* +n+ 2
2
1+ =
lim n® + 2 = lim n” = 4o
n~>m3n24+n+2 n—ow 3 1 2
T

. 3 . 1 n+9
9.15 Dada la sucesion de término general: a, = (1 + .
a) Halla los términos a;g, @000 Y @10 000-

b) ;Esta acortada la sucesion?;Es creciente?

1

1
a)a100=<1 100+ 0

109
) = 2,7059...; a0 = (1 + 1000 + 9

1009 1 10009
) = 2,7169...; 31000 = (1 + m) = 2,7181...

b) La sucesién estd acotada superiormente y es creciente.

n+ 4)“”

9.16 Dada la sucesion de término general: a, = (n T3

a) Calcula los términos a.g, @100 Y @10 000-

b) ¢Esta acortada la sucesion? ;Es creciente?

100 + 4\ 1000 + 4\** 10000 + 4\°*
a) 100 = (m) = 2,7052...; @100 = (m) = 2,71692...; ajp000 = <W) = 2,71814...

b) La sucesion esta acotada superiormente y es creciente

9.17 Calcula:
1 5n
a) lim (1 + —>
n

n—w

1 5n+2

n—x

9.18 Calcula:
a) Iim(n + 1>n+2
ns=\N + 2
. (n+ 5\"""
|
b)nlm(n+1>
C(n+1\" . (n+2 1\ 1\ R R
a)nl'fl(n+2> _nl'inm(n+2_n+2> _nl'inx(1_n+2 =\t e ¢ T
n+1 n+1 |4
b) lim n+5”+1=|imn+1+ 4 n+1=|im1+ ! =lim|[1+ ! 4 = ¢
naxn‘f“l noe\n + 1 n+1 n—o n+1 n—ow n+1
4 4
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

De forma muy parecida se obtiene el anticopo de nieve. Observa la secuencia siguiente.

~ - d
VANAN

¢Cuales seran los perimetros sucesivos de las figuras anticopo de nieve? Forma la sucesion de los peri-
metros.

Sea L la medida del lado del tridangulo equilatero.

Los parametros sucesivos de las figuras anticopo de nieve son:

Para pasar del perimetro de una figura al de la siguiente, basta con multiplicar por 3 La sucesion de los perimetros es una pro-

gresion geometrica de razon g; por tanto, los términos de esta sucesion son los siguientes:

yen (g) I (%) 6D

Observa las siguientes figuras.

3L;

A partir de un recuadro, lo vamos bordeando con semicircunferencias y aparecen dos sucesiones: las are-
as rayadas en verde y los perimetros de las semicircunferencias. Estudia ambas sucesiones.

Sea L la medida del lado del cuadrado.

Sucesion de las areas rayadas en verde:

_ L\ @l
A1—21T(i>—2
_oanfLY _ ot
AZ—477(4> i
_ g (LY _ ot
A3—81T(8>—8
Por tanto, L. AL ml® ml L’
or tanto, —= —77 —37 TR

Sucesion de los perimetros de las semicircunferencias:

p1=2-21'r%=27rL

L
p2=4-21'rz=27rL

p3=8-2’n'%=27rL

Se trata de una sucesion constante. 2wl, 2wl, 27l...



ACTIVIDADES

EJERCICIOS PARA ENTRENARSE

Sucesiones. Hacia la idea de limite

9.21 Calcula algunos términos de estas sucesiones y halla el valor al que tienden.

a) a = 5’)2_—2 c) Cc. = 6n
"t " 3—2n
3 n+1
IC')b"_n+1 d) d, = 2n
a) 0
n 10 100 1000 — n 10 100 1000 —
a, 4,98 49998 | 4,999998 -5 C, —3,529 —3,046 —3,004 — =3
b) d)
n 10 100 1000 — n 10 100 1000 —
b, 0,2727 0,0297 | 0,002997 -0 d, 0,55 0,505 0,5005 — 0,5

- n . ..
tiene limite.

9.22 Comprueba si la sucesion a, = 1

au= 09  agy = —09%  ag = —0,999 = lim =

n—»

9.23 ;Cudles de las siguientes sucesiones no tienden a un valor real?

n* -1
a)a,=1-n Qc = >N
_4n -1 I
b) b, = an d)d,=3n*>+7n + 2
a) ap,=—9 a0 = —99 a5, = —9999 Q o =495 (o = 49,995 Coo = 499,9995
b) b,y = 0,975 by, = 0,9975; bie = 0,99975 d) diy=372; dip = 30 702; dyp = 3007002

Las sucesiones a,, ¢, y d, no tienden a un ndmero real.

9.24 Escribe el término general de una sucesiéon cuyo limite sea 1.

a:2n+1
" 2n+3

Limite de una sucesion

9.25 El limite de la sucesién a, = - es 1. Halla el término a partir del cual la distancia al limite es me-

+9
nor que 0,01.

n_ 1
n+9

-9 1 9 1
n+9’<mz>n+9<W=>900<n+9:>n>891

A partir de ag,,
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9.27

9.28

9.29
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8n

Dada la sucesioén a, = m;

a) Calcula su limite.

b) Halla la distancia entre el término a,, y el limite. ;Es menor que una milésima?

8n
. 8n n o 8 _ 8 _
Al =T _n"i‘ll_z R I
n n n
8 -100
b) T3 100 + 4| = |—4,020 + 4| = 0,020. No es menor que una milésima.

I L . 2n o
Halla el limite de la sucesién b, = 1 calculando algunos términos.

¢A partir de cudl de ellos la diferencia entre estos y el limite es menor que 0,0001?

by = 1,81...; by = 1,98...; by = 1,998... lim b, = 2

n—

2n
n+1

1
10000

= 2000<n+1 = n>1999

-2 <

-2 1 2 1
n+1’<1oooo=>n+1<10000

A partir de a;qg,.

. . 1
Considera las sucesiones a, = i b, = ——.

a) Calcula sus limites.

b) Encuentra en cada una de ellas el término a partir del cual la diferencia entre los términos y el limi-
te es menor que una millonésima.

¢) Compara los resultados obtenidos.

a) a10 = 0111 a100: 0101: amgo = 0,001, I|m a,, - 0

n—o

bo= —0,1; b= —001; byp = —0,001; lim b, = 0

1 1 1
m:ﬁ<m:n>1000000

1 1 1
WZH<W:H>1OOOOOO

En los dos casos es a partir del término a; ge000-

——0‘<

_—1—0’<
n

) Los limites son iguales, y el término a partir del cual la diferencia entre los términos y el limite es menor que una determi-
nada cantidad es también el mismo.

Demuestra que lim d-n _1
que lim >—L = —.

-1 1 2e + 1
2—4n T S T g

<e =

1—n
2 —4n 2 —4n

1 2—-2n—1+2n
2—4n 4

<8:>‘

Por tanto, para cualquier valor de & se puede encontrar un valor de n de tal modo que a partir del término a,, la distancia en-
tre estos y el limite es menor que «.



Sucesiones divergentes

9.30 Indica a qué tienden estas sucesiones.
a) 6n” + 10 ¢)5—-3n
b) 2n — n? d) 10n — 4

a) an = 610' dig = 60010: digon — 6000010
Por tanto, lim (6n* + 10) = «

n—o

b) b,, = 80; by = 9800; bioe = 998000

Por tanto, lim(2n — n?) = —x

Q ¢, = —25 Croo = —295; Ciope = —2995

Por tanto, lim(5 — 3n) = —oo

n— o

d) dy =96, dy = 996;  dipyp = 9996

Por tanto, lim (10n — 4) = «

n— o

9.31 Calcula el término de la sucesion a, = 4 + 2n a partir del cual todos son mayores que 10000.

4 + 2n > 10000 = 2n > 9996 = n > 4998

A partir de a0

9.32 Halla el término de la sucesiéon a, = 3 — n a partir del cual todos son menores que —1000.

3—-n<-1000 = —n < —1003 = n > 1003

A partir de a;q3.

9.33 Comprueba que a partir del término b,;, todos los términos de la sucesiéon b, = 12 — 2n* son menores
que —1000. ;Cudl es su limite?

12 = 20" < =1000 = —2n* < —1012 = n* > 506 = n > 22,49 = lim(12 — 2n)) = —©

n—o

9.34 Demuestra que lim % = —o

2 ks 6-m <3k o —2n<3k—6:>n>6_23k
Entonces, para cada valor k < 0 se puede encontrar un valor de n de modo que todos los términos a partir de a, sean meno-
res que ese valor de k.

Dado k < 0,

nZ
n+2

9.35 Dada la sucesion a, =

a) Calcula su limite.

b) Demuestra que se puede encontrar un término a partir del cual todos son mayores que 100.
2

a) @ = 83...i aw = 98.03...; = 998,00.... Por tanto, lim — 1 s =

nZ

n+2

b) > 100 = n* — 100n — 200 > 0

Resolvemos la inecuacion obteniendo las raices de n> — 100n — 200.

100 = \/10000 + 800

n= : ; n,=101,9, y n, = —19

Como lo que buscamos es el término de la sucesién a, a partir del cual todos los términos son mayores que él, considera-
mos solo la raiz positiva. El término buscado es 102.

183



Limites de operaciones con sucesiones

9.36 Silima, = —4ylimb, = 3, calcula:

n—w n—w

a) lim(a, + b,)

b) lim(a, - b,)

n—w

b) lim(a, - b) = lima,-limb, = —4-3 = —12

n—o

o) lim

n—« bn
d) lim(a,)*

3a
a) lim(, +b,) =lima, +limb,= -4+ 3 = —1 Q lim—/—=

n—® bn

n—o

9.37 Halla el resultado de estas operaciones cuando n — «.

a) 7n* + 2n

n -2
-9

b)

a) (I’ +2n) = + o=

-2 o©-2
b) -9 = -9
9.38 Calcula:
a) !'I_l:(l (3 — 5)
2
b) lim (6 + —)

Indeterminaciones
9.39 Calcula:

A M3, %

n” + 5n + 2

. n+5n+2 .
a) li 3 — 6 = lim
2n* + 4n 2+
b) lim =53~ =
1_
. n+n-=2 .
o lim = lim

184

c)4

3 - lima,

n—»

—12

1—-—n

lim b,

n—o

dm+3)-65-n)

o) lim

n—x

)

4

d) lim 47

n—x

Q) Iim(vm>=oc

4

n—w

d) lim 42 = 4° =1

n—o

g limtn=-2
no= 3n* + n?

. 1 3n-1
d)!lill(‘l + 3= 1>

d) lim (1 +

n—o»

e) lim (1 +

n— o

2+n

3n — 1

3

=4

d) lim(a,)™ = lim(a,)™ = (-4) = —64

n—o



9.40 Halla:

a)lim5+n+n“ b)Iim5n6_4n3+2
nows 30" + 2n? n>=4n* + 3n — 9
5 1
a) ”m—5+n+n4 —Iim—F+F+1 .
4 2 - -
n>= 3N° + 2n no 3 +£2 3
n
4 2 242
5— = + % T
b lim AT 2 MM d) lim—0t 2 i 2D g
n—ow 4n4 +3n—9 now i i _ i now 4n3 +n n—w 1
nZ nS n6 4 + _2
n
9.41 Encuentra los siguientes limites:
2n+1 2n
a) lim (1 + 1) b) lim (1 + i)
n—» n no® n
2n+1 2n 1 n]2
a) ||m(1 +—> = I|m<1 +—) . Iim(1 +F)= I|m[(1 +—>] 1 = ¢e?
n 8
T
4 2n B 1 o
b)nI|Lnx(1+F> ‘n"ﬂl 1+E =g
4
9.42 Halla:
7 n+ 1Y\
lim(1 - li
2 lim (1~ = 9 lim (255
. n_3n+1 . 4'.'2_4|n2
o im (23 @ im (37
n+1 =M
—7 n+1
(. " 1 o
a)nl”ll(1 +1> lim |11+ -
-7
- —8n -8
n+5 n+5
-8
. (n—=3Y"  (pn+5-—-5-3y" - 1 R
b)nl'ﬂl(n+5) _nl'inm< n+5 ) _nl'ﬂ<1+n+5> = lim 1+n+5 - €
-8

o lim n+1”:“m wnzlim nt2 1 n=|im 1+ ! e _n_zze*1
noe\n + 2 no n+ 2 noe\n + 2 n+ 2 n—ow -n —2

R R N T s T I (. -2\ 1 R
d)!Tl(4n2+-1) "!Tl< A+ 1 ) "!TL<1 * 4n2+-1> = lim IRV
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9.45

9.46

9.47

9.48

9.49

9.50

186

CUESTIONES PARA ACLARARSE

Si una sucesion tiende a 0, ;se puede afirmar que tiene limite? Razona tu respuesta.

Si, puesto que 0 es un nimero real.

A partir del término a,;, de una sucesién, todos los términos son mayores que 1000. ;A qué tiende esa
sucesion?

La sucesion tiende a +o.

Si a partir de un término, todos los de una sucesién estan a una distancia de 3 menor que 0,00001, ;es
3 el limite de esa sucesion?

Si

Si la diferencia entre los diez primeros términos de una sucesion y 5 es menor que 0,0001, ;es 5 el li-
mite de la sucesion?

No necesariamente, puesto que la distancia entre los primeros términos de la sucesion y el limite no es importante en el con-
cepto de limite.

Razona si es posible encontrar una sucesion de términos negativos que tienda a +«. ;Y una de térmi-

nos positivos que tienda a —«?

En el primer caso, si los términos son negativos y la sucesion es decreciente, tenderd a —oo, y si son negativos y la sucesion cre-
ciente, no tendera a un nimero.

Del mismo modo, si los términos son positivos y la sucesion creciente, tendera a +oo, y si son positivos y la sucesion decrecien-
te, tenderd a un nimero.

Escribe una sucesion que tienda a:

a) +» Q) —x

b) 2 d) —1

a) 2,8, 24, 96, 480, 2880... ¢ —2, —8, —24, —96, —480, —2880...
b) 1;1,5;1,8;1,9; 1,99... d —2; —1,5 —1,1; —1,01; —1,001...

Explica si una sucesion puede tener dos limites diferentes.

No es posible. Como a partir de un término de la sucesion la diferencia entre los términos y el limite es tan pequefia como que-
ramos, si existieran dos limites, no se podria cumplir esa condicién para los dos valores, puesto que si sucede para uno, es im-
posible que suceda lo mismo para el otro.

Razona si son verdaderas o falsas estas afirmaciones:

a) El limite de una sucesion cuyos términos son todos negativos es —.
b) Una sucesion con todos sus términos iguales no tiene limite.

¢) Si a partir de un término, todos los de la sucesion son mayores que un valor positivo cualquiera, la
sucesion es divergente.

d) Una sucesion de términos decimales no puede tener por limite un niumero entero.

. 1. . .
a) Falsa. La sucesion a, = Y tiende a 0 y todos sus términos son negativos.

b) Falsa. Su limite seria el valor de todos los términos de la sucesion.
¢) Verdadera. Tienden a +.

d) Falsa. La sucesion del apartado a es un ejemplo de ello.



9.51

9.52

9.53

Cuando al calcular el limite de una sucesién surge una indeterminacion, significa que:

a) El limite no se puede calcular.
b) Tiende a +* 0 a —x.

¢) Es necesario utilizar otro método para obtener el limite.

Senala la respuesta correcta.

La respuesta correcta es la c.

PROBLEMAS PARA APLICAR

Partiendo de un cuadrado de 1 metro de lado, se construyen otros trazando paralelas a los lados por
sus puntos medios.

1) 2) 3) a) Copia en tu cuaderno y completa esta tabla.
Pasos 1 2 3 4 5
N.° de cuadrados 1 4 7 10 13
Longitud del lado 1 1 1 1
del cuadrado mas 1 0 7 8 | 16
im pequefio (m)

b) ¢{Cuantos cuadrados hay en el décimo paso? ;Cuanto mide el lado de los cuadrados mas pequenos
en este paso?

¢) Estudia a qué tienden la sucesion del numero de cuadrados y la de la longitud del cuadrado mas pe-
queno.

b) La sucesion del nimero de cuadrados en cada paso es una progresién aritmética de primer término 1 y diferencia 3; por tan-
to, en el décimo paso habra 28 cuadrados.

La sucesion de la longitud del cuadrado més pequefio es una progresion geométrica de primer término 1y razén 1?; por tan-

to, en el décimo paso la longitud del cuadrado mas pequefio sera % = 5:—2

) La sucesion del nimero de cuadrados tiende a +oo, y la del lado del cuadrado mas pequefio, a 0.
Javier y Laura se encuentran a una distancia de 10 metros. Javier avanza la mitad de esa distancia y Lau-

ra retrocede la cuarta parte. Después, Javier avanza de nuevo la mitad de la distancia que lo separa de
Laura y esta retrocede la cuarta parte.

a) Halla los términos de la sucesion que indica en cada movimiento la distancia que los separa.

b) ¢Llegaran a juntarse en alglin momento?

aa=10+—--10-=5-10==>-10=75

w

3 2
a, Z1O:<Z)10:5'625

2 2 2 2 3
a3=(%)-10+1z-<% -10—%-(%)-10=%-(%>-10=(%)-10=4,21875

b) Se trata de encontrar un término, o lo que es lo mismo, un valor de n de modo que a, = (%) -10 = 0.

Pero eso no es posible puesto que (%) # 0 para cualquier valor de n.

Sin embargo, lim (%) - 10 = 0. Por tanto, solo se juntarian en el .
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9.54 Los padres de Juan abrieron una cartilla con 60 euros a un 2% anual cuando nacio.

a) Si no volvieron a ingresar dinero, calcula qué cantidad habia al finalizar el primer aio, el segundo y
el tercero.

b) Escribe el término general que permite obtener el dinero que tiene la cartilla al final de cada aio.
¢) Halla el limite de la sucesion.

d) Si no se saca dinero, ;a partir de qué aino tendra una cantidad superior a 10 000 euros?

a) Al finalizar el primer afo: a, = 60 + 60 - 0,02 = 60 - 1,02 = 61,12
Al finalizar el segundo afo: a, = 60 - 1,02 - 1,02 = 60 - 1,02* = 62,424
Al finalizar el tercer afio: a; = 60 - 1,02 - 1,02 = 60 - 1,02®> = 63,67248
b) a, = 60 - 1,02

¢ lim (60 - 1,02") = «

n—w

d) 60 - 1,02 > 10000 = 1,02" > 106%00 = log 1,02" > Iog(%) — nlog 1,02 > Iog(%) N
(1000)
log 5
> — >
5> G o> 283

A partir del afio 259.

9.55 El crecimiento de ciertas plantas es de aproximadamente 0,1 milimetros al dia.
a) Calcula el término general de la sucesion que muestra su crecimiento diario.

b) Si se dejan crecer indefinidamente, ;a partir de qué dia su altura sera superior a 1 metro?
a) Sil es la longitud de la planta, a, = | + 0,1n

b) 1T m = 1000 mm
[+ 0,1n > 1000 = 0,1n > 1000 — /| = n > 10000 — 10/

Segln la longitud inicial de la planta, el valor de n varia.

9.56 De un material radiactivo se sabe que 1 kilogramo se reduce a la mitad cada afio.
a) ¢Cual es el término general de la sucesion que expresa la pérdida de material con el tiempo?
b) ¢A qué tiende esta sucesion?

¢) Encuentra el aio a partir del cual la cantidad de material que queda es inferior a 1 gramo.

aanff]
omfl]-

3]

A partir del décimo afio.

< 0,001 = (13) < 0,001 = —log2 - n < log 0,001 = n >

log 0,001

gz = "> 99

9.57 Cada persona produce al aino unos 300 kilogramos de basura, de la que un 90% se puede reciclar. Cal-
cula a partir de qué aino la cantidad de basura reciclable es superior a 10000 toneladas.
Cantidad anual de basura reciclada por persona: 300 - 0,9 = 270 kilos.
Al cabo de n afios se obtendran 270n kilos de basura reciclada.

2700 > 10000000 = n > % — n > 37037,037

A partir del afio 37038.
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9.58 La cantidad de puntos en estas figuras determina los llamados numeros triangulares.

° a) Determina los primeros términos de la sucesiéon de los
° o o numeros triangulares.
° o o e o o b) Calcula su término general.
o o e o o © o o o c) ¢Qué término es igual a 231?
e ° 0 e ° o o ¢ ® ¢® ¢® ¢ () ;Es una sucesion convergente o divergente? Demués-
tralo.
a)a, =6, a,=10;, a, =15 a, =21, a =28
2
ba,=6+4+5+6+7+.. +(+2=6+@+5+  +n+2=6+DFLp_q-LENLE
2
0 D0 E0 931 o 450+ 6= 462 = it + 5 — 456 = 0
I . B
=5+ /425 + 1824 -5+ 43 2
n= 2 -T2 = —5— 43
n=_"2_"""-_2
2
a;, = 231
2
d) lim n+50n+6 _ o
n—w 2
Es divergente.
REFUERZO
Sucesiones. Hacia la idea de limite
9.59 ;Cudl es el limite, si lo tienen, de estas sucesiones?
a)1,3,5 7,9, 11...
b) 0,1; 0,3; 0,7; 0,8; 0,9; 0,99...
< -17; -1,8; —1,9; —1,99; —1,999...
a) No tiene limite; es divergente.
b) 1
Q —2
9.60 Indica, obteniendo algunos términos, si tienen limite estas sucesiones.
> n
a) =17 c) ¢, = 4n°
2n 3n + 2
b)b"_n—1 dd, =
Al 10 100 | 1000 | »e | 9] n 10 100 g
a, 0,05 0,0005 | 0,000005 -0 C, 1,32 - 10% 1,723 - 10%® —
b) n 10 100 1000 — o d) n 10 100 1000 — o
b, 2,22 2,02 2,002 -2 d, 3,2 3,02 3,002 -3
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9.61

9.62

9.63

. L. ‘. 2 + 3n . . .
Comprueba que existe un término de la sucesion a, = — partir del cual la diferencia entre los

términos y 3 es menor que 0,000001.

1
1000000

2
n

1

1
< 7000000

2
= < T000000 = " > 2000000

‘2+n3n_3’< 1 ‘2+3n—3n .

1000000 n

A partir del término a; 40 o00-

Halla el limite de la sucesion a, =

3+ n Y comprueba que, a partir del término a,,, todos distan del li-

mite menos de 0,001.

a,, = 0,076...; a, = 0,0097...; a,000 = 0,00099... Por tanto, lim 3 l n

=0

1 - 1 - 1
1000 3+n 1000

< = 1000 <3 +n = n> 997

1
3+n

A partir del término a,;, todos distan del limite menos de 0,001.

.. 1
Dada la sucesion a, = 4 + o

a) Calcula su limite.

b) Halla el término a partir del cual la diferencia entre los términos de la sucesion y el limite es menor
que 0,001.

a) a, = 4,1, an = 4,01, a, = 4,001. Por tanto, lim (4 + %) =4,

n— o

1 1 1
n 1000 — n = 1000

b) ‘4+——4 < = <L:>n>1000.Apartirdea1000.

Sucesiones divergentes

9.64

9.65

9.66
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Encuentra el término de la sucesion a, = 4n* a partir del cual todos son mayores que 10 000.

4n* > 10000 = n* > 2500 = n > 50
A partir de as,.

Comprueba que existe un término de la sucesion a, = 2 — 3n a partir del cual todos son menores que
—1000.

2 —3n< —1000 = 3n > 1002 = n > 334
A partir de ay,.

Copia en tu cuaderno y completa.
4 6n + 1 52 3 8n
2n’ 2 n—1 an + 3
Convergentes Divergentes
4 6n + 1
n 2
3 e
P 5n
8n’®
4n + 3




Calculo de limites

9.67 Calcula:
a) lim G — ) b) lim <6 + 5) 0 lim < 18" d) lim 27
a) lim (3 — n) = —oo 9 lim -~ *;18” — 4o
b) Iim(6+%>=6 d) lim 27 = +oo
9.68 Calcula:
3n — 1 3+ 2n .. 10n* — n . 1 4+
a)lim =42 b) lim 2——7 olim 23 d)!'i'l<1+4 +1>
1 1
a) lim 3”_1—|m3 n_3 9 lim 07 =n v " _,
noe 2N + 4 n—ow 4 o 2 n—o« 5n2 + 3 _n—>°c a
+ = 5+ =
n n
3 2
_+_
3+ 2n n o n T Y
b fm 357 = im S = 0 im(1+ 5] =
o
AMPLIACION
9.69 Halla los siguientes limites.
. (1 + 2n\ . (3 +nY . 5n Y ) 4\7
a) llm( >n > b) ,!'fl( — ) Q) llm(Zn — 1> d) ,I,'fl<1 + F)
2 tim (20 i (20 Y i (1 AV 2 e o tim (=22 =i (B = =
n—o 2n n—ow 2n 2n n—o 2n no=\2n — 1 now\ 2
%
- (3+nY (1Y _ . 4\ 1] -
o im (%572 = (5] - 9 im 1+ ) =i 1+ ) =
4

9.70 Demuestra que la sucesion a, = n*> — 2n es divergente. ;A qué tiende?

0 = 80; a, = 9800; a5, = 998000. Por tanto, lim (n”* — 2n) = «

n—w

9.71 Escribe el término general de dos sucesiones cuyo limite sea 3. ;El término a partir del cual la distancia
entre los términos y el limite es menor que una milésima es el mismo en ambas?

~3n—1 (3n—1 1 3n—1—3n 1 - 1 — 0> 1000

1
e _3‘<1000:> n <7000 — 7 = 7000
A partir de a;.
_3m =1 |3n"—-1 1 3 — 1 —3m 11
b, = PO n 3<1000 =>‘ 7 <1000 <1000 = n*> 1000 = n > 31,62

A partir de bs,.
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9.72 Encuentra el valor de k para que el limite sea el que se indica.

. (kn —3
) Im (573 = 2

b)!m(sz+z) -1
kn — kn =3\ _k k
n + “\m+1)"2 72

kn> — 1 kn> — 1\ _ k k _
3n+2> 1=’<3n2+2)_§=>§_ T=k=-3

Il
N
U
=~

Il
N

) lim

n—o

9.73 Halla el valor de a para que se cumpla:

a) Iim(—2n3_1 )—l
no=\4n> + n — 3)

n—o

. (3n® = n)\ _
b) lim (W) = e

a) lim ' — 1 1L a=3
nse\4n" + n — 3 2
3" —n\ _
b)nI|Lny<n+2)—+oo:>a>1

9.74 Calcula los limites y comprueba que no se cumplen las igualdades de las operaciones con limites. ;A qué
crees que es debido?

a) lim

n—w«

(3+n_n2+1)
2 n

b) lim

n—w

7+n 2+n
P

. (34+n n+1 3n + n* = 2n* — 2n . (=n*+n no_
a) lim — lim = lim = lim = —x
no 2 n—x 2n n—e 2n no 2
n
. 3+4n oo+
lim — lim = —
7,
. (7T4+n 2+ . (In* +n* n
b) lim : > = lim =1 =1
no=\ N n n-=\ 20 + n no= )
= +1
n

1+ 2+
lim ¢ | lim — | =0 :®
n—% n n—« n

No se cumplen las igualdades porque en el caso de aplicar las operaciones con limites salen indeterminaciones.

9.75 Calcula el término de la sucesion a, = 3" a partir del cual todos los términos son mayores que 1000.

3" > 1000 = nlog 3 > log 1000 = n > 6,29
A partir de a,.
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9.76 Dada la sucesion a, = (%) :

9.77

9.78

a) Calcula su limite.

b) Halla el término de la sucesion a partir del cual la diferencia entre los términos y el limite es menor
que una centésima.

a) a,, = 0,000104...; a,5, = 1,60 - 107%; lim (£> =0

n—w\ D
o [5]

1 2\ 1 2 1 .
<W = (;) <W = nlog(§><logm:> —0,39-n < —2 = n>5,02.A partir de a,.

PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

Rombo de naranjas

Un conjunto de naranjas se agrupan en una especie de rombo con cuatro naranjas por cada lado.

a) Indica el nimero de naranjas necesarias para cons-
truir una figura semejante a la dada, pero suponien-
do que el lado del rombo tuviera dos, tres y cinco
unidades en cada caso.

Q Q Q b) ¢Cual de los siguientes términos generales represen-
ta el namero de naranjas necesarias para construir
Q Q una figura con n unidades por lado?

a,=6(n—-1b,=n"+nc,=6-2""2

a) Para la figura de lado dos se necesitaran 2(1 + 2) = 6 naranjas; para la de lado tres se necesitaran
2(1 + 2 + 3) = 12 naranjas, y para la figura de lado cinco se necesitaran 2(1 + 2 + 3 + 4 + 5) = 30 naranjas.

+1
b) Para una figura con n unidades por lado se necesitan 2(1 +2 +3 + ... +n) =2 - % =nn+1) =n+n

Autoalimentacion

Cierta especie de insectos parecidos a las abejas se organiza de la siguiente forma:

* 150 animales se dedican al mantenimiento de la colmena y a proporcionarle calor, y el resto de los in-
sectos liba el néctar necesario de las flores para fabricar la miel que alimenta a toda la poblacion.

e Cada 100 recolectores elaboran 5 gramos de miel diarios, y la miel producida se reparte entre todos
los miembros de la colmena.

a) Suponiendo que haya 500 individuos, ;de cuanta miel puede disponer cada insecto al dia?

b) ;Y considerando que sean 1000 individuos? ;Y si son 10 000?

¢) Generaliza los resultados calculando los gramos de miel con los que puede contar cada insecto su-
poniendo que la colmena esta formada por n individuos. Después, estima dichos gramos suponiendo
que la poblacion de la colmena es inmensa.

a) Hay 500 — 150 = 350 recolectores, que obtienen 350 - 0,05 = 17,5 gramos de miel. Por tanto, cada individuo recibira
17,5 : 500 = 0,035 gramos diarios de miel.

b) En una poblacién de 1000 insectos hay 1000 — 150 = 850 recolectores, que obtienen 850 - 0,05 = 42,5 gramos. Por tan-
to, cada insecto dispondra de 0,0425 gramos de miel.
En una poblacién de 10000 insectos hay 10000 — 150 = 9850 recolectores, que obtienen 9850 - 0,05 = 492,5 gramos.
Cada individuo tendra 0,04925 gramos de miel.

¢) Generalizando los resultados anteriores, la cantidad de miel diaria de que dispone cada insecto en una poblacién de n indi-

(n — 150) - 0,05
n

viduos viene dada por . El limite de la sucesién anterior es 0,05 y, por tanto, en una poblacion inmensa de

insectos, cada uno de ellos dispone de 0,05 gramos de miel al dia.
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9.A1

9.A2

9.A3

9.A4
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AUTOEVALUACION

Halla los términos que sean necesarios para obtener el valor al que tienden estas sucesiones y calcula
dicho valor.

4 — n 2n + 5

a)a, = 3, b) b, = T
A, 10 100 | 1000 | 10000 | - | P 10 100 1000 | 10000 | — =
a,| —0260 | —047 | —0497 | —0,4997 |- —05 b, 025 | 00205 | 0002 | 00002 | >0

Calcula el limite de estas sucesiones y halla el valor del término a partir del cual todos los demas di-
fieren del limite menos de 0,001.

a)a, = 2n
" n+1
3n — 1
b)b"_n+2
2
3 lim 25 = Jm - =2
1+ —
n
2n 1 2n — 2n — 2 1 2 1
n+1 2| = 7000 ‘ n ‘ 1000 ~ n+ 1 ~ fo00 — 2000=n+1=n=>1999
A partir de a;qg,.
1
3__
. 3n—1 _ n
by fim 52 = 5 =3
1+=
n
3n — 1 1 3n—1—-3n—-106 1 7 1
n+2_3<10002>‘ P <1000:>n+2<1000:>7000<n+2:>n>6998

A partir de aggg.

Calcula, si es posible, el término de las sucesiones a partir del cual todos los siguientes son menores
que —10 000.

a)a,=5-n b) b, = 2n* + 8

a) 5—n< —10000 = n > 10005 = A partir de aq s

b) 2n* + 8 < —10000 = n* < 5004 = n < 70,73

No existe un término a partir del cual todos los demés sean menores que —10000, ya que el valor de n que se obtiene indi-

ca que cumplen esa condicion los términos menores que ay,.

Indica si estas sucesiones son divergentes. ;A qué tienden?

2 + 1+
= b)b =
a) a, 1-m ) b, 3n
=+
24 n’ 1 :
a) lim T = —1. No es divergente.
ol 1
1
1 oo S
b) lim 3 = lim 3 = o, Si es divergente.
n



9.A5 Calcula los siguientes limites.

. 3 . oals . (n* =3 . 9
a) lim (2n® + 5) b) lim 2 q) lim 7 d) lim (4 + re

. 3 C o . (n* =3 . 9
a) lim@2n° +5) =« b) lim 2" % = o d lim 7 = d) lim 4+?=4

9.A6 Halla los siguientes limites.

. 1 . (6n° — 3n . 2n — 5 . 5n?

 lim () o im (555 0 Im (2523 @ fim (225
2_5

. 1 2n —5 n n

a) nlILn_ﬁ<n4 1) =0 o) ,!Imc(3n2 2) = nI|LnA ) =0
3+ -
n
3
6n* — 3n °- n” ?
o im (S5 3) = fm - =3 0 i (25) = fim > ==
2+ = - - =
n n n
9.A7 Calcula:

a) lim (1 + l)" b) lim (1 - )3"

n— 2n n— n-—5

Vim (14 ) =tim | (14 L) = o o tim (1+ ) =i [(1+ ) [ e
¥ an) T ) | ~°€ e n-5 - €

MURAL DE MATEMATICAS

MATETIEMPOS

Sumas y mas sumas

Fijate en las siguientes sumas.

1 1 1 1 1 1
1+T—2 1+T+ﬁ—2,5 1+T+2'1+3'2'1_2'67
Tyt 1 ! = 2,71

1 2-1 3-2-1 4-3-2-1
Calcula las tres sumas que contintan la serie. ;Cudl crees que es el resultado si se suman infinitos términos?

Construiremos la siguiente tabla.

Término a, a, 3 4 5 6 7

Valor 14+ 1 a+1— a+l a+L a+L a+L a+1—
v2 26 P24 4120 5720 & 5040

Suma 2 2,5 2,67 2,7083 2,7167 2,7181 2,7183

El resultado de la suma de infinitos términos es el nimero e.
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