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UNIDAD 8: Geometria Analitica

1. Representa los siguientes vectores y dibuja dos vectores equipolentes a cada uno:

a) u= (3, 4)
5 -
u
0
5 o 5
-5 4
b) v=(-31)
: ‘""‘w-\_
4 -2 o 2 4
i N
2 ¥~
0 w=(2,-5)
2 -
D
-4 : 3
B W
—2}
2. Determina las coordenadas de los vectores de la figura:
a=(13) e
b= (4’ - 2) 1 .flll
l_j = (3,1) Jllr - i
v=(-2,-2) “ ™
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3. Dados los vectores U = (3, —1) v V= (—2, 5) , calcula:

a) [0]=y3+(-1)° =410

b) |=1(-2)" +5° =29

) U+V=(3-2,-1+5)=(L4)

d) G-V=(3-(-2),-1-5)=(5-6)

e) 30=3(3-1)=(9,-3)

f) -2v=-2:(-2,5)=(4,-10)

g) 5V—4l=(5-(-2)—-4-35-5-4-(-1))=(-22,30)

) [ad=|(12,-3)| = 122 + (-3)" =153

4. Representa graficamente los vectores de los apartados c), d), e) y f) del ejercicio anterior.

10

5. Dados los puntos A=(3,—2) yB =(—2,4) determina:

a) Ladistanciade A a B: d(A,B)z\/(3+2)2+(—2—4)2 =+/25+36 =Jﬁ

b) El punto medio del segmento AB: M = A; B :(3;2 , _22+4j:(%,1j
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c) Elsimétrico de A respectode B: &:2@—6&2(2-(—2)—3,2-4—(—2)):(—7,10)
d) Elsimétrico de B respectode A: oS’ =2@\—@=(2-3—(—2),2-(—2)—4) =(8,—8)

EJERCICIOS Y ACTIVIDADES - PAG. 155
6. Determina si los siguientes vectores son paralelos:
a) u=(6,-2)yv=(-9,3)
u

}:6-3z—2-(—9):>18=18:>ﬁ||\7

c)

o w=(30)=w =(7,0)
8. Determina si los siguientes puntos estan alineados:

a) A=(12), B=(-2,3), C=(—4,6). No estan alineados ya que:
=(-2-1,3-2)=(-3,1)
AC =(-4-1,6-2)=(-4,4)
b) A= (2,3), B= (—3,1), C= (7,5). Estan alineados ya que:
B=(-3-2,1-3)=(-5,-2)

AC=(7-2,5-3)=(52)

5|

}:3-47&4-1

}:5-2=2-5:>@||E

9. Dados los puntos A= (2,1), B= (—1, 3), C= (4, — 2), determina las coordenadas de un punto D

para que ABCD sea un paralelogramo:

Sea D =(X,Y). Para formar un paralelogramo, los vectores BA y CD tienen que ser equipolentes,
esto es, las coordenadas han de ser iguales:

B—A=(12,31)=(3,2)}jx4=3} x=1

N }:>D:(1,0)
CD=(x—4,y+2) y+2=2 y=0
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EJERCICIOS Y ACTIVIDADES - PAG. 156

10. Calcula el producto escalar de las siguientes parejas de vectores:

a) U=(-32),V=(L-3) =U-V=U-+U,-V, =—3+2-(—3)=-3-6=—9
b) U=(5-2),V=(4-1) =0-V=Uu-V,+U,-V, =5-4+(-2)-(-1)=20+2=22

11. Determina si las siguientes parejas de vectores son perpendiculares:

13. Calcula el angulo que forman las siguientes parejas de vectores:

a) U=(-21).V=(-34) >a= arccos(?'q

al v

Por tanto, & = arccos 6+4 =arccos £ = arccos & ~ 26°33'54"
5.5 5

J4+1-4/9+16

b) G=(-1-3)V=(L0) >a= arccos(u'vJ

al v

= arccos —i = arccos —@ ~108°26'6"
J10 10

Por tanto, ¢ = arccos
«/1+

EJERCICIOS Y ACTIVIDADES - PAG. 157

14. Determina la ecuacién vectorial de la recta que pasa por el punto P = (2,5) y el vector director

U= (3, — 2) . Determina tres puntos de dicha recta.

La ecuacién vectoriales Q =P +k-U conk € R . Para determinar tres puntos de la recta elegimos tres

valores distintos deK :

k=1=Q =(2,5)+(3-2)=(5-3)
k=-1=Q,=(25)-(3-2)=(-17)
k=5=Q,=(2,5)+5-(3-2)=(17,-5)
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15. Determina las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P :(1,2) y el vector

director U = (—l, 5) . Determina tres puntos de dicha recta.

SeakeRyQ= (X, y) un punto de la recta. La ecuacidon paramétrica es:
x=1-k

{y=2+5k'

Para determinar tres puntos de la recta elegimos tres valores distintos de K :

k=1=Q =(1-12+5)=(0,-7)
k=-1=Q, =(1+1,2-5)=(2,-3)
k=-3=Q, =(1+3,2-15) =(4,-13)

EJERCICIOS Y ACTIVIDADES - PAG. 158

16. Determina la ecuacién continua de la recta que pasa por el punto P = (3, — 2), siendo U = (—3, 4) un

vector director. Determina tres puntos de esta recta.

Sea Q= (X, y) un punto de la recta buscada. La ecuacién continua de la recta es:

X—=3 y+2
-3 4
Para determinar tres puntos de la recta elegimos un valor para una incégnita y resolvemos para la otra:
y+2

x=0:>1=T:>4=y+2:> y=2=0Q,=(0,2)

x:3:>0=y%2:>0:y+2:>y=—2:>Q2=(3,—2)

x:—3:>2:y%2:>8:y+2:> y=6=Q,=(-36)

+3 y-5

X
17. Determina un vector director y tres puntos de la recta de ecuacién = —3 .

Un vector director de la recta esU = (2, —3) . Para determinar tres puntos de la recta elegimos un valor
para una incognita y resolvemos para la otra:

x=1:>2=y—_35:>—6=y—5:>y=—1:>Q1:(1,—1)

X+3
y=5:>T=O:>X+3=O:>X=—3:>Q2=(—3,0)

x:—3:>0:y—_35:>0:y—5:>y:5:>Q1:(—3,5)

18. Determina la ecuacién punto-pendiente de la recta que pasa por el punto P = (2,—3) y pendiente
—2 . Determina tres puntos de dicha recta.
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Sea Q= (X, y) un punto de la recta buscada. La ecuacién punto-pendientees: y = —2(X— 2)—3. Para

determinar tres puntos de la recta elegimos un valor para una incégnita y resolvemos para la otra:

x=2=y=-2(2-2)-3=y=-3=Q,=(2-3)
x=0=>y=-2(-2)-3=y=4-3=1=Q,=(01)
x=-1=y=-2(-1-2)-3=y=6-3=3=Q =(-13)

. iy . L. X+
19. Determina la ecuacién punto pendiente de la recta de ecuacion 2 =\

El punto P = (3,—4) es un punto de la recta y el vector U = (4,—2) un vector director. Por tanto, la

1 1
pendiente esm = T = —E . La ecuacién punto-pendiente es: y = _E(X —3) -4

20. Determina la ecuacién punto pendiente de la recta que pasa por P = (2, —4) y tienea U = (3,—1)

como vector director.

1 1
La pendiente de larectaes m= ? = _é y la ecuacién punto-pendiente es: Yy = ——(X— 2)—4

EJERCICIOS Y ACTIVIDADES - PAG. 159

21. Determina la ecuacién general de una recta que pasa por el punto A= (5, 1), siendo U = (3, — 2) un
vector director de la recta. Determina tres puntos de la recta.
Xx-5 y-1

Partiendo de la ecuacién continua de la recta: 3 =-——, operamos y despejamos:

XT_S:y—_zlz—z(x—S):3(y—1):>—2x—3y+13:032x+3y—13:0

Para determinar tres puntos de la recta elegimos un valor para una incégnita y resolvemos para la otra:
X=2=4+3y-13=0=3y-9=0= y=3:>Q1=(2,3)
y=1=2x+3-13=0=2x-10=0=>x=5=0Q, =(5,1)
y=-1=2x-3-13=0=2x-16=0=x=8=0Q, =(8,—1)

22. Determina la ecuacién general de una recta que pasa por los puntos A= (—2,5) y B= (3, —4) .

Como el vector AB = (5, —9) es un vector director de la recta, el vector i = (9, 5) es un vector normal.
Por tanto, la ecuacién general de la recta pedida es 9X+5y =cC con ¢ € R. Dado que la recta debe

pasar por el punto A= (—2,5), sustituyendo sus coordenadas en la ecuacidn se tiene:

9-(—2)+5-5:C:> c=-18+25=7.Portanto, larectaes: 9x+5y =7
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; . .. x+1 y-4
23. Determina la ecuacién general de la recta de ecuacionr = —— = —5 .

Operando en la ecuacién continua de la recta y despejando, obtenemos:

5%—1::-X:5ﬂ::>—-5(x+1):3(y—4):>—5x—3y+7:O::>5x+3y—7:0

EJERCICIOS Y ACTIVIDADES - PAG. 160
24. Determina la posicion relativa de los siguientes pares de rectas y el punto de interseccidn en su caso:

a) r=x-3y+1=0y s=x—y—-5=0.Como los coeficientes de X e Yy de las dos rectas no son
proporcionales, las rectas son secantes. Resolviendo el sistema:

x—=3y+1=0 Xx—-3y+1=0
=

X—y-5=0 -X+y+5=0

Sustituyendo el valor y =—3 en la ecuacién de S, tenemos: X+3—-5=0=>x=2.

= -2y+6=0=>y=-3

Por tanto, el punto de interseccién es P(2,—3) .

b) r=2x+y-2=0y SEX+%y—2:0.Como g:ii_—z las rectas son paralelas.

}é -2

c) r=6x+15y—-7=0y s=4x+10y—2=0.Como %: % #* _—; las rectas son paralelas.

EJERCICIOS Y ACTIVIDADES - PAG. 161
25. Determina la ecuacion de la recta paralelaa r = 2X—3y +5=0 que pase por el punto A(—Z, 4) .

La recta de ecuacion s=2x—3y+C=0 con CeR es paralela a I'. Para que pase por el punto A,
sustituimos sus coordenadas: 2 -(—2) -34+c=0=-16+c=0=c=16.
Por tanto, la recta solicitada es S=2Xx—-3y+16=0

26. Determina la ecuacion de la recta perpendicular a r =—-2Xx+3y—4=0 que pase por el punto

A(3,-1).

Sea S larecta que buscamos. El vector U = (—2,3) es normal a I' y por tanto es un vector director de
Xx-3 y+1
—2 3

S . La ecuacion continua de S es, portanto: S=

27. Determina el punto de interseccion y el angulo que forman las rectas r=Xx+2y—-3=0 y
s=3x+y—-4=0.

El angulo que forman viene dado por el dngulo de sus vectores normales que son, respectivamente:

U=(12) yV=(31).

no|
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ol -

G-V 5 J2
Asi: @ =arccos| —— |=arccos =arccos =arccos| — |=45°
(IUI-IVIJ (IJ_} (ﬁj LZJ

El punto de interseccion es la solucidn al sistema:

X+2y-3=0 X+2y-3=0
= = -5x+5=0=>x=1
3X+y-4=0 —6x—-2y+8=0

Sustituyendo enS, tenemos 3+ Yy —4=0< y =1. Por tanto, el punto de interseccion es P (1, 1) .

EJERCICIOS Y ACTIVIDADES DE RECAPITULACION - PAGS. 164-166
VECTORES

1. Determina las coordenadas de los siguientes vectores utilizando vectores equipolentes:

(2,=7) (negro)

(4,2) (verde) T
(-

(4

o

ol
I

—4,— 1) (naranja)

, ) (azul) “H
(8,4) (morado)

D, O,
Il

2. Alavista de la figura, dibuja los vectores:

_ -3u
a) —u
b) 2u 5.
c) 4 N In
2 o
d) —3u 5 5

NS

2u

3. Determina, geométricamente, las siguientes operaciones:

a) u+v
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0= m W
i i i i

1 ] 1 1
B T
i i i i

c) 3U—-2v

4 2 fgz2 4 & B 10 12
21 31— 28

=10 4

=12 4

-

4. Sean U= (—5, 2) yv= (4, —3) dos vectores. Determina:

5. Sil= (3, —5) es un vector, calcula:

) i =\8+25 = /34
6) |-a| =[] = J8+ 25 =34
o [3d[=3u[=3V34

d) |-3u|=[30|=3u| =334
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VECTOR DE POSICION
6. Determina las coordenadas de un vector de extremos los puntos:
a) A=(23)yB=(-21) = AB=(-4,-2)

b) A=(51)y B=(4,-2) = AB=(-1,-3)
) A=(-2,-3)yB=(2,-1) = AB=(4,2)

7. Calcula las distancias entre los siguientes puntos:

a) A=(41)yB=(-4,2). (A B) = y/(-4-4) +(2- ) /65
b) A=(9,5)y B:(—2 -3). d(AB)=y/(-2-9) +(- ) = 121+ 64 = /185
o0 A=(-57)yB=(5-9).d(AB =\/(5+5)2 =100+ 256 = /356 = 2/89

8. Determina el punto medio del segmento AB enlos siguientes casos:

a) A=(-23)yB=(21). M=2TB_(02)
b) A=(L7)yB=(-7.-3). M=21B_(32)
) A=(4,7)yB=(1,—1).M:A;B:@,sj

9. Determina el simétrico de A respecto de B en los siguientes casos:

a) A=(16)yB=(-21). S=2B-A=(-5-4)
b) A=(52)yB=(-2,-6). S=2B-A=(-9,-16)
) A=(2,3)yB=(4-2). S=2B-A=(6,-7)

10. Calcula el perimetro de la siguiente figura: ;\ i \
Los vértices de la figura son: A:(—3,3), B :(—1,1), C :(2,2), E '..,"I A T - X i
D= (4, —2), E= (—1, —3) yF= (—4, —2) . Las longitudes de los lados L E——

se calculan como la distancia entre vértices consecutivos:
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d(AB)=22+22 =B=22
d(B,C) =3+’ =10
d(C,D)=2?+42 =J20=25| p=2v2+10+2V5+26 +10+26
=
d(D,E) =5 +1° =/26 =2(V2+5+10+/26) ~ 23,82
d(E,F)=+32+12 =10
d(F,A)=1?+5 =26
VECTORES PARALELOS

11. Indica si son paralelos o no los siguientes vectores:

a) u=(-6,3)yv=(8-4)
u=(-6,3) B ) o
. :(8,—4)}: —6-(—4)=3-8=24=24= 1|
b) u=(5-10)y V=(-48)
u=(5-10) B a0 dllg
7= (-4.8) =5-8=(—10)-(—4)=40=40=1||
) u=(6,8)yV=(9,-12)
u=(6,8) L
\7:(9,12)}:6-(—12)¢8-9:>—72¢72:>uj{v
d) u=(-6,15)y V=(4,-10)
u=(-6,15) B
7=(4 10)} = (-6)-(-10)=15

a) u=(2-4)]I(4-8)ll(-12)

b) u=(-2,5)[[(2,-5)I/(-6,15)

o u=(-3-2)[1(32)lI(-6,-4)
(

)3

)

13. Dados los puntos A = (4, 3), B= (3, 2) yC= (—2, — 2) determina las coordenadas de un punto D

para que ABCD sea un paralelogramo.
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Sea D =(X,Yy) . Para formar un paralelogramo, los vectores BA y CD tienen que ser equipolentes,

esto es, las coordenadas han de ser iguales:
FA=(43,32)=(1,1)} x+2=1} x=-1
= =

- }:D:(—l,—l)
CD=(x+2,y+2) y+2=1 y=-1

14. Determina si los siguientes puntos estan alineados o no:

a) A:(—2,3), B=(—3,1), C :(2,4).No estdn alineados ya que:
AB =(-3+2,1-3)=(-1,-2)
AC =(2+2,4-3)=(4)

b) A:(—4,0), B:(O,S), Cz(l,lO).Estén alineados ya que:
AB=(4,8)

AC =(1+4,10)=(5,10

o A=(22),B=(-24),C
AB=(-2-2,4-2)=(-4,2
AC=(-4-2,5-2)=(-6,3

}:—1-1;&—2-4:@“—0’

)}:»4-10_8-5:>ﬁ||ﬁ

(—4, 5) . Estan alineados ya que:

4)
(-
(-

;} =-4.3=2(-6)= AB | AC . No estén alineados.

PRODUCTO ESCALAR. ANGULO ENTRE DOS VECTORES

15. Calcula el producto escalar de los siguientes pares de vectores:

16. Determina si son perpendiculares los siguientes pares de vectores:

a) U=(-35),V=(-4,6) =0-V=12+30%0=0 LV
b) U=(-2,-4),y=(6,-3) =>U-V=-12+12=0=0 LV
¢) U=(10,-5),v=(3-6) =U-V=30+30%0= 0LV

a) U=(-43)=>V=(34)=0LV
2




EE?I‘EI Matemadticas 42 ESO Académicas | ={0)E0[e[0])\'/:\;{[0]

18. Calcula el angulo que forman las siguientes parejas de vectores:

u-v
a) U=(-23),Vv=(2-3) = a=arccos (fJ
jal- vl
Por tanto, @ = ArcCos| ———— >
' J4+9-J4+9

u-v
b) U=(-13),Vv=(41) =>a= arccos(a ﬁJ
jal-vi

j =arccos(-1) =180°

Asi, o = arccos _4 S = arccos L V170 1 94°23'55"
16 +1 170 170

<l

o) U=(2-4)v=(63) =>a= arccos[| |\7|J
12-12

=arccos0 =90° y son perpendiculares.
J4+16 -\/36+9J

<
<I

Por tanto, o = arccos[

ECUACIONES DE LA RECTA
19. Dada la recta de ecuacién r = (1, —3) +k (6, —7) , determina:

a) Tres puntos de la recta.
Dando valores a k , tenemos:

k=0=P =(1,-3)

k=1=Q=(1-3)+(6,-7)=(7,-10)

k=-1=R=(1,-3)—(6,-7)=(-54)
b) El vector director =V =(6,—7)

c) Las ecuaciones paramétricas de la recta:

X =1+6k
keR
y=-3-7k
x=1+6k
20. Dada la recta de ecuacidon I = k € R, determina:
y=-3-7k

a) Tres puntos de la recta.
Dando valores a k , tenemos:

k=0=P=(1-3)
k=1=Q=(1+6,-3-7)=(7,-10)
k=-1=R=(1-6,-3+7)=(-54)
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b) La ecuacién vectorial de la recta. El vector director es U = (6, —7) y pasa por P = (l, —3), por

tanto r = (1, —3) +k (6, —7) )
x=1_y+3
c) Laecuacion continuadelarecta. I = T = 7
d) ¢El punto pertenece A= (—3, 2) ar?
Sustituyendo las coordenadas de A en la ecuacién paramétrica de I, tenemos:

32146k =6k d4—k=_2

. El punto no pertenece a la recta.

2=-3-7k =>7k=-5=k=->

x=2-Kk
y=1+k

21. Determina la ecuacion continua de la recta de ecuacion I = {

Despejando K e igualando, tenemos:

X=2-k =>k=-x+2
= r=—x+2=y-1
y=1+k =>k=y-1
22. Dada la recta de ecuacion I = %4 = y_3 , determina:

a) Tres puntos de la recta. Dando valores a una incégnita, hallamos la otra:

x=2= 214 y_13 2= y_f’: 2=y-3=y=1 =P=(21)
x:—4:_43+4zy_—_13:>0:y_—_13:>0:y—3:>y:3 —Q=(-473)
X=_7:>‘73+4:y__‘13:>_1=y_—_13:>2=y—3:>y=5 —R=(-7,5)

b) Las ecuaciones paramétricas de la recta. El vector director de la rectaes U = (3, —1) y pasa por

x=2+3K

y=1-k

c) Laecuacién vectorial de la recta. El vector director de la rectaes U = (3, —l) y pasa por el punto
P= (2,1) , por tanto: I = (2,1)+ k(—3,1)

d) ¢El punto A= (—1 l) pertenece a I' ? Sustituyendo sus coordenadas en la ecuacién continua,

-1+4 1-3
#—— =1+ 2. Por tanto, el punto no pertenece a la recta.

el punto P :(2,1), por tanto: I E{

tenemos:

23. Dada la recta de ecuacién r = y =—-3X+7 , determina:

a) Tres puntos de la recta. Dando valores a una incégnita, hallamos la otra:
x=0=>y=7= =P=(21)

2u|
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x=1=>y=-3+7=4 =Q=(14)
x=4=y=-12+7=-5 =R=(4,-5)
b) La ecuacién continua de la recta. Tenemos que y=-3X+7=3X+Yy =7 luego un vector

. -1
director de larecta U = (1, —3) es y pasa por el punto P = (2,1). Portanto: r=x—-2= y=2

c) ¢éElpunto A= (2,1) pertenece a I ? Sustituyendo sus coordenadas en la ecuacién de la recta,

tenemos que 1# —3-2+7 por lo que el punto no pertenece a la recta.

. X+3_y-2 : g :
24. Dada la recta de ecuacion r = —4 = T , determina la ecuacion punto-pendiente de la recta:

La recta pasa por el punto P :(_3,2) y tiene como vector director a u :(_4,9)_ Por tanto, la

pendiente es m = —% y la ecuacion punto pendiente: r =y = —%(x+3)+ 2.

25. Dada la recta de ecuacion =Yy = —3(X +3) —5, determina la ecuacién continua de la recta.

Despejando en la ecuacién, tenemos: y =—3(x+3)-5=y+5=-3(x+3)= y_;S =x+3

., . +5
Luego la ecuacién continuaes r = x+3 = yto

26. Determina la ecuacién continua de la recta que pasa por los puntos A= (—3, 1) y B= (2, —5) .

El vector AB = (5, —6) es un vector director. Por tanto, la ecuacidn continua es: r = XTH - y__61

27. Determina la ecuacion punto-pendiente de la recta que pasa por los puntos AZ(l, —2) y

B=(-3-2).

El vector AB = (—4,0) es un vector director de la recta y por tanto la pendiente es m = % =0.Lla

ecuacion punto-pendiente de larectaes: r=y=-2

28. Determina la ecuacién de la recta que pasa por el punto A= (5, —4) y forma un angulo de 30° con

la horizontal.

3
La pendiente de la recta es M =tan 30°= 3 y pasa por A= (5, —4), por lo que la ecuacién punto-

B

pendiente sera: =Y = ?(X—S)—4
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29. Determina las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos A=(7,—1) y

B=(-2.8)
— X=7-9k
El vector AB = (—9,9) es un vector director de la recta. Por tanto: I = k e
y=-1+9k

30. Determina la ecuacién general de la recta que pasa por el punto A y tiene como vector director Ui
en los siguientes casos:

a) A=(-13),i=(-52)
x+1=y_—3

La ecuacién continuaes r=—= > Operando y despejando:

X—J;l=y7_3:>2(x+1)=—5(y—3):>r52x+5y—13=o

b) A=(2,-2),0=(2-1)
El vector ﬁ=(1,2) es normal a la recta, cuya ecuacién es, por tanto: r=Xx+2y+c=0 con

ceR. Sustituimos las coordenadas de A para hallar C: 2—4+c=0=Cc=2. La ecuacién
generalde larectaes: r=x+2y+2=0

o A=(1-2),0=(8-1)
La pendiente de la recta es: m = —% y la ecuacién punto-pendiente: r=vy =—%(x—1)—2.

Operando y despejando, tenemos:

y+2=_%(x—1):>8y+16:—x+1:> r=x+8y+15=0

31. Dada la recta de ecuaciéon r =-2x+5y—5=0, determina:

a) Tres puntos de la recta. Dando valores a una variable, calculamos la otra:
x=0=5y-5=0=y=1=P=(01)
x=5=-10+5y-5=0=>y=3=Q=(5,3)
x=-5=10+5y-5=0=>y=-1=R=(-5-1)

b) El vector director de la recta. Como n= (—2, 5) es un vector normal, el vector u= (5, 2) es un

vector director de la recta.
y-1
2

. . . . - X
c) La ecuacién continua de la recta. Usando el vector director i yel punto P : r= g

32. Determina la ecuacion general de la recta que pasa por los puntos:
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a) A= (1, 4) y B= (—2,1) _El vector AB = (—3, —3) es un vector director de la recta y por tanto la

pendiente es m=— =1. La ecuacidn punto-pendiente de la recta es: r=y=x—-1+4y,

despejando, la ecuacion generales r=Xx—y+3=0

b) A= (1, 2) y B= (—2, —3). El vector BA = (3, 5) es un vector director de la recta y por tanto la

ecuacion continuaes: r = X__l = yT_Z . Operando y despejando:

5(x-1)=3(y-2)=r=5x-3y+1=0

o A= (—2,3) y B= (5, 8). El vector AB = (7,5) es un vector director de la recta y por tanto la
X+2 y-3

TS
5(x+2)=7(y-3)=r=5x-7y+31=0

ecuacion continuaes: r = . Operando y despejando:

33. Dada la recta de ecuacidn r = X_+1 = y-2

, determina la ecuacion general de la recta.

Operando y despejando sobre la ecuacién:

X—J;l=yT_2:>3(x+1)=—2(y—2):> r=3x+2y—-1=0

34. Dada la recta de ecuacién r =3x —5y —4 =0, determina la ecuacidn continua de la recta.

El vector N = (3, —5) es un vector normal a larectay por tanto U= (5, 3) es un vector director. Hallamos

un punto de la recta dando un valor a una de las incognitas:
y=1=3x-5-4=0=>x=3=A=(31).

y-1

iy . X—3
La ecuacion continua de la recta es, por tanto: r = ? = T

POSICION RELATIVA DE DOS RECTAS EN EL PLANO

35. Determina la posicion relativa de las rectas:

a) r=2x+y=1ys=x—-2y—3=0.Como %;ti, las rectas son secantes.

b) r=2x—-4y—-6=0 y s=-3x+6y+9=0. Como %:%:%6, las rectas son
coincidentes
-6 2 4
c) r=—6x+2y+4=0 y s=9x—-3y—6=0. Como 5= 3" 5 las rectas son
coincidentes
X+3 y-2

36. Determina la posicién relativa de lasrectas: r = Xx+3y+5=0y s= Y = —
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El vector N = (1, 3) es normal a la recta r y por tanto U= (3, —1) es un vector director suyo. Por otra
parte, V= (—6, 2) es un vector director de S. Tenemos que 3-2= —1'(—6) =U || V.. Por tanto, las

rectas son paralelas o coincidentes. Como el punto A= (—5, 0) pertenece a r peronoa 9, se trata de

rectas paralelas.
37. Determina el punto de interseccion de las rectas:

a) =-2X+Yy—-1=0; s=-2x+3y—-3=0.
Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de ambas rectas por reduccién:
—2X+y-1=0 +2X—-y+1=0
=
—2X+3y—-3=0 —2X+3y—-3=0

Sustituyendo en la primera ecuacién:

=2y-2=0=y=1

y=1=-2x+1-1=0= x=0. La interseccién es el punto P = (0,1)

b) r=x-2y-3=0; s=-4x+y+3=0.
Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de ambas rectas por reduccién:
{X—Zy—3:0 :{+4x—8y—12:0

:>—7y—9:0:>y:—g
—-4x+y+3=0 —-4x+y+3=0 7

x~-2y=3=0 = x~2y=3=0 :>—7x+3:0:>x:§

—-4x+y+3=0 —-8X+2y+6=0 7
3 9

Por tanto, la interseccién es el punto P= ?,—?

RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES. ANGULO ENTRE RECTAS.

38. Dada larecta r =—2x+3y+ 6 =0, determina la ecuacién de la recta:

a) Paralelaa r que pasa por el punto A= (—2, 5) .

La recta pedida serd s=-2x+3y+c=0 con CeR. Sustituyendo las coordenadas de A
podemos obtener: AeS=4+15+Cc=0=C=-19.larectaes: s=-2x+3y—-19=0

b) Perpendiculara r que pasa por el punto A= (5, —2) .
El vector N = (—2,3) es normal a la recta r y por tanto u 2(3, 2) es un vector director suyo y

normal a la perpendicular pedida, que serd: t =3x+2y+k =0 con KeR. Para obtener el

valor de k usamos las coordenadas de A: Aet =15-4+k =0=k =—11. La recta pedida
es, portanto: t=3x+2y—-11=0

39. Dada larecta r = —2x+ y+8=0, determina:

a) La ecuacion general de la recta paralela a r que pasa por el punto A= (—3, —1) .
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La recta pedida serd s=-2x+y+c=0 con CeR. Sustituyendo las coordenadas de A
podemos obtener: AeS=6-1+c=0=C=-5.larectaes: s=—2x+y—-5=0

b) La ecuacion general de la recta perpendicular a r que pasa por el punto A= (—2, 3) .
El vector N =(—2,1) es normal a la recta r y por tanto u 2(1,2) es un vector director suyo y
normal a la perpendicular pedida, que seré: t = x+ 2y +k =0 con K € R . Para obtener el valor
de k usamos las coordenadasde A: Aet=-2+6+k=0=k =—4. Larecta pedida es, por
tanto: t=x+2y—4=0

40. Dada la recta de ecuacion r = x-2 = y;3 , determina la ecuacion general de la recta:

a) Paralelaa r que pasa por el punto A= (—3, 2) .

s X+3 y-2
4 5
b) Perpendiculara r que pasa por el punto B= (2,5) .

El vector U=(4,5) es un vector director de la recta y por tanto normal a la perpendicular. Un
X—2 y-5
5 -4

vector director de la perpendicular sera U = (5, —4) y su ecuacion: r =

41. Determina el dngulo que forman las rectas r y 5. Calcula el punto de interseccién.

a)

=-2Xx+3y=0y s=x—-3y+2=0.
El angulo que forman viene dado por el angulo de sus vectores normales que son,
respectivamente: i = (—2,3) y V 2(1,—3).

Asi, @ =arccos| ——

— NS0 ) g
-

= arccos COS

J13-410
El punto de interseccidn es la solucién al sistema:
—2x+3y=0
= —X+2=0=>x=2
X-3y+2=0

Sustituyendo en la ecuacién de S, tenemos que 2 —-3y+2=0y= g . Portanto, el punto de

4
interseccién es P(Z, gj

r=7Xx—y—-3=0ys=—x+2y+1=0.
El dngulo que forman viene dado por el angulo de sus vectores normales que son,

respectivamente: U =(7,-1) y v Z(—l, 2).

Asi, @@ =arccos| ——
u]-|v]

910

= arccos = arccos _W ~124°41'43"

-9
o6

El punto de interseccidn es la solucién al sistema:
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7x—-y—-3=0 14x-2y—-6=0 5
= :>13x—5:0:>x:E

—X+2y+1=0 —X+2y+1=0
7x—y—-3=0 7x—y—-3=0
= =>13y+4=0=>y=——
—X+2y+1=0 —7x+14y+7=0 13
5 4
Por tanto, el punto de intersecciénes P| —, ——
13" 13)

c) r=x-3y+4=0ys=3x+y—-6=0.
El angulo que forman viene dado por el angulo de sus vectores normales que son,

respectivamente: (i =(1,—3) y V= (3,1).

Asi. o =arccos =arccos L =arccos0=90°
5 vl ||v| Vioio

Las rectas son, pues, perpendiculares. El punto de interseccion es la solucién al sistema:

X—3y+4= - 4=
y+ 0:> x=3y+ 0 =10x-14=0=x 14 7
3X+y-6=0 9x+3y-18=0 10 5
x—3y+4=0 -3x+9y-12=0
y - y —510y-18=0= y=0_9
3X+y-6=0 3X+y—-6=0 10 5
79
Por tanto, el punto de interseccién es P g g
PROBLEMAS

42. Natividad y Alfredo se van de ruta de senderismo y realizan un circuito cerrado como el que se
muestra a continuacidn. Si las coordenadas estan dadas en kildmetros, écuantos habran recorrido?

Los vértices del poligono descrito son:
A=(-4,3); B=(36); C=(6,2); D=(23); E=(-1-2) y F=(-2,2).

Calculamos la longitud de cada segmento hallando

las distancias entre vértices consecutivos: HE=a\\
d(B,c)=m=@=5 H Tﬁ, N
d(C,D)= 42417 =17 ; u 2
d(D,E)=V3"+5" =+/34

d(E,F)=v1*+42 =17

Por tanto, han recorrido un total de \/58 +5+Jﬁ+@+ﬁ+x/§ ~28,93km
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43. En la etapa de montana de hoy, los ciclistas se van a encontrar con pendientes del 7%, el 12% y el
16%. ¢Qué angulo con la horizontal formara la carretera en cada tramo de pendiente?

El porcentaje de una inclinaciéon de una rampa indica la pendiente de la recta. Por tanto:

7%:>a:ammml—zM01y
100
12 ’ 14
12% = o = arctan — ~ 6°50'34
100

16
16% = o = arctan — = 9°5'25"
100
44. Un automovil circula por la autovia con la misma direccién que marca larecta r =3x—4y+7 =0.

Si la mediana de la carretera pasa por el punto A=(3,1), écual es la ecuacion de la recta que

determina dicha mediana?

La recta de la mediana sera paralela a la carretera y por tanto tendra la forma s =3x—4y +k =0 con

k e R. Sustituyendo las coordenadas de A podemos hallar;: AeS=>9-4+k=0=k =-5. Por
tanto, la recta pedidaes: s=3x—4y—-5=0

45. Determina el punto simétrico de A= (1, —3) respectoalarectar =2x+y+1=0.

Calculemos la recta perpendicular a r que pasa por A . El vector n= (2,1) esnormal alarecta r y por

tanto U:(l,—Z) es un vector director suyo y normal a la perpendicular pedida, que sera:
s=X—2y+c=0.Usamos las coordenadas de A parahallar (: Aes=1+6+c=0=>Cc=-7.la
recta buscadaess=x—2y—7=0.

Hallemos ahora la interseccién de r y9S:
2X+y+1=0 4x+2y+2=0
= =5x-5=0=>x=1
X—-2y-7=0 X-2y-7=0
2X+y+1=0 2X+y+1=0
= =5y+15=0=y=-3
X—-2y-7=0 —2X+4y+14=0
Lainterseccion de r y S es, asi, el propio punto A=(1, —3) gue, como pertenece a la recta, es su propio

simétrico.
46. Determina el punto simétrico de A= (0, 5) a la recta que pasa por los puntos B = (2,1) yC= (1, 3)

Para calcular la recta que pasa por B y C, consideremos que BC = (—1, 2) es un vector director de

esa recta y por tanto su ecuacion continua es: r = X;Z =yT_1. Operando y despejando, tenemos:
X—2 -1
] =—y2 =>2X—-4=-y+1=r=2x+y-5=0
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Calculemos ahora la recta perpendicular a r que pasa por A . Porser BC = (—1, 2) normal a dicha

recta, su ecuacién serd: s=—X+2y+c=0 con Ce R . Sustituyendo las coordenadas de A:
Aes=10+c=0=c=-10.Larectaes: s=—x+2y—10=0.
Hallamos el punto de interseccién de r y S resolviendo el sistema:

2x+y—-5=0 2x+y—-5=0
= =5y-25=0=y=5

—X+2y-10=0 —2X+4y—-20=0
2x+y—-5=0 —4x—-2y+10=0

= = -5x=0=x=0
—X+2y-10=0 —X+2y-10=0

El punto de interseccidn es el propio punto A, lo que quiere decir que su simétrico respecto de r es
el mismo punto A.

47. Determina la distancia del punto A= (5,1) alarecta r=3x—y+2=0.

La distancia de A a r coincide con la distancia entre A y el punto de interseccidn de r y una recta
perpendicular a ella que pase por A . El vector n= (3, —1) esnormal alarecta r y por tanto U= (1, 3)
es un vector director suyo y normal a la perpendicular buscada: s = x+ 3y +c =0. Sustituyendo las
coordenadas de A, se obtiene: Aes=5+3+¢c=0=C=-8 y por tanto s=x+3y—8=0. La

interseccion de r y S se calcula resolviendo el sistema:

3X-y+2=0 9x-3y+6=0 2 1
= =10x-2=0=>x=—==
x+3y—-8=0 X+3y—-8=0 10 5
3X—y+2=0 3X—y+2=0
y = s _10y+26=0= y=20_13
x+3y—8=0 -3x-9y+24=0 10 5

1 26

Por tanto, el punto de interseccidn es: B= (E,EJ . Finalmente, la distanciade A a r es:

1j2+( 13)2 24> +8 640 810

d(Ar)=d(AB)- (5—g 1B

~ 5,06

25 5 5

48. Un hombre se encuentra frente a la via del tren en un tramo que discurre en linea recta. Si la via
describe la recta de ecuacién r =4x—3y+6 =0 y el hombre se encuentra situado en el punto

A= (—ll) , éa qué distancia estara el hombre de la via del tren?

La distancia de A a r coincide con la distancia entre A y el punto de interseccion de r y una recta
perpendicular a ella que pase por A .Elvector n= (4, —3) esnormalalarecta r y portanto U= (3, 4)
es un vector director suyo y normal a la perpendicular buscada: s =3x+4y+c =0. Sustituyendo las
coordenadas de A, se obtiene: AeS=>-3+4+c=0=C=-1yportanto s=3x+4y—1=0.Lla

interseccion de r y S se calcula resolviendo el sistema:
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4x-3y+6=0 16x-12y+24=0 21
= = 25x+21=0=> x=——
3X+4y-1=0 9x+12y-3=0 25
4x-3y+6=0 -12x+9y-18=0
T = e :>25y—22:0:>y:£
3Xx+4y-1=0 12x+16y—-4=0 25
21 22
Por tanto, el punto de interseccidn es: B= _E’E . Finalmente, la distanciade A ar es:

d(A,r):d(A,B):\/(—H;;j 1__ \/TSZ F

49. Calcula el drea del triangulo que tiene como vértices los puntos A= (1, 2) , B= (3, 4) yC= (—1, 5)

Consideremos el segmento AB como la base del triangulo: d A, B =4/2242% = \F Z\F

La altura es la distancia desde el punto C a la base, esto es, a larecta r que pasapor Ay B.

La recta r tiene como vector directora AB = (2, 2) y por tanto también a U= (1,1). La ecuacion es:

r=x-1=y-2=r=x—-y+1=0. Como U:(]_,]_) es un vector normal de la perpendicular su
ecuacion es: s=X+Yy+c=0. Sustituyendo las coordenadas de C, se obtiene:

Ces=>-1+5+c=0=Cc=—4 y por tanto s=x+Yy—4=0. La interseccién de r y S se calcula
resolviendo el sistema:

X—y+1=0
X+y—-4=0
X—-y+1=0 -X+y-1=0
=
X+y—-4=0 X+y—-4=0

::2x—3:0:>x:g

:32y—5:0:>y:g

35

Por tanto, el punto de interseccién es: P = (E EJ Por tanto, la altura del tridngulo mide:

h=d(C,P):\/(g+1j2+(g_5)2: ZSZ 5\2/_
b-h 2J2:5J2 20

Finalmente, el drea del tridngulo es: S= 5 = =—=5

4 4

50. Calcula el area del paralelogramo:

Los vértices del paralelogramo son: 2l f,;r"‘?
A=(-3,-5), B=(2,-3), C=(6,4) y D=(12). Ny EEY|
— i 4 4 4 'lrr ' . ] 'JI- 1 1 13
La base ser3, por tanto, la longitud de AB vy la altura la distanciade * | f | AN VAR
D a la recta r que pasa por A B. La base mide: A J—’I
q p p y 7 ;
=/5%+22 =+/29 . La recta I' tiene como vector director ,:.;'“"‘
fT
a AB :(5, 2) y como vector normal, por tanto, a N :(2,—5). Su o

ne|
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ecuacion es: r=2x—-5y+c=0. Sustituyendo las coordenadas de A, se obtiene:
Aer=-6+25+c=0=c=-19 yportanto r =2x-5y—-19=0.

Como ﬁ=(5,2) es un vector normal de la perpendicular su ecuacién es: s=5x+2y+k =0.

Sustituyendo las coordenadas de D, se obtiene: Des=5+4+k=0=k=-9 y por tanto
S=5X+2y—-9=0. Laintersecciénde I y S se calcula resolviendo el sistema:

2X—5y-19=0 [(4x—10y—38=0
{X y :{X y :>29x—83:0:>x:2—3

5X+2y-9=0 25x+10y—-45=0
2X—-5y-19=0 -10x+25y+95=0
g POV Y 20y 4770 y=— L

5x+2y-9=0 10x+4y-18=0 29

. ., 83 )
Por tanto, el punto de interseccién es: P =| —,—— | y la altura mide:

29 29
2 2 2 2

h=d(D,P)- 1 8 (77 _ [54 +%35 :\/21141:27@'

29 29 29 29 29

Finalmente, el 4rea del paralelogramoes: S=b-h=

V2215 _,
29

DESAFIO PISA - PAG. 167
POLIGONOS CONCAVOS Y CONVEXOS

Decimos que un poligono es convexo si el segmento que une dos puntos de la regidn interior que el
poligono determina sigue permaneciendo en dicha region. En caso contrario, diremos que el poligono es
concavo.

Como podemos observar, en un poligono céncavo hay un angulo interior que es mayor de 180°.
Observa el pentagono de la figura y contesta las cuestiones que se plantean a continuacidn.

B 4

':3 )

bl o -
i o —_—r—

1

ra

=
L

ACTIVIDAD 1. La longitud del lado AB es:

B: /53 ud, ya que N?;=(2,7):>E=\/4+49 =53
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ACTIVIDAD 2. El simétrico del punto G respecto del lado DE es:

A: (9, 0) . La recta que determina el lado DE tiene pendiente m=1y su ecuaciénes: y—3=x-10
o, en forma general: X—Yy =7. Las perpendiculares a ella son de la forma X+ Yy =K y la que pasa por
el punto G esx+ Yy =09.El punto de interseccion P de ambas es:

X—-y=7
=2x=16=x=8; P=(81)
X+y=9

El simétrico de G respectode P es: G+ 2GP = (9, O)

ACTIVIDAD 3. El punto medio del segmento AB es:

B: (=3,0,5) yaque -2 =(3,0,5)

ACTIVIDAD 4. La distancia de C al segmento DE es:

C: 3\/5 ud. Como la recta que determina el lado DE es x— y =7, la perpendicular que pasa por C
es X+ Y =05.Elpunto Q de interseccién de ambas:

X—y=7
{ = 2x=12=x=6; Q=(6,-1)
X+Yy=5

La distanciade C a Q es: C_Q =3 +3 = x/]g:&/i

ACTIVIDAD 5. La tangente del dngulo que determina el vértice A es:

C: 3,5. Trazando una vertical desde B se forma un tridngulo rectangulo cuyo cateto opuesto al dngulo

. 7
es 7y el contiguo 2, por lo que tana = 2 =3,5

ACTIVIDAD 6. Larecta X—7Yy+11=0 contiene el lado:

B: CD, ya que ambos puntos verifican la ecuacion.
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