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5 El lenguaje algebraico

Primeros pasos, “algebra retérica” (g )

Los problemas algebraicos estdn presentes en todas las anti-
guas civilizaciones, casi siempre ligados a lo prictico: repartos,
herencias, cdlculo de superficies. ..

Los antiguos mesopotdmicos y egipcios practicaban un dlge-
bra “retérica”, utilizando el lenguaje natural: “Si saco la tercera

»

parte del trigo que hay en el montén, y...”.

Primeros simbolos, “algebra sincopada”

La evolucién del dlgebra se refleja en la mejora del simbolismo y en la sis-
tematizacion de las técnicas para resolver ecuaciones.

En el siglo 11, Diofanto de Alejandria inventé una notacién simbdlica
que, aunque rudimentaria, supuso un importante progreso (“dlgebra sin-
copada”).

Los arabes y “el arte de la cosa”

En el siglo 1x, Al-Jwarizmi escribié un manual que tuvo una gran influen-
cia en todo el mundo civilizado, incluso siglos después.

Llamaba a la incégnita /z cosa, nomenclatura que pasé a Europa, donde al
dlgebra se la lleg6 a denominar “el arte de la cosa”.

mnn Y llegéd el “algebra simbdlica”

T s e El desarrollo del dlgebra en Europa
' no fue uniforme.

Son de destacar los algebristas italia-
nos del siglo xv1.

El dlgebra, como lenguaje de simbo-
los, tal como la conocemos hoy, ter-
miné de evolucionar con los estudios
de los franceses Vieta (finales del si-
glo xv1) y Descartes (siglo xvir).

Vieta (1540-1603).

Agrimensores egipcios. Pinturas de las tumbas de
Mena y Najt en Luxor (Egipto).
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Expresiones algebraicas

Etimologia
Monomio y polinomio: vienen del
griego:

mono significa uno.

poli significa muchos.

nomos significa partes.

Identidad: viene del latin idem, que
significa lo mismo.

Ecuacién: viene del latin aequare,
que significa igualar.

Ejercicio resuelto

Trabajar en dlgebra consite en manejar relaciones numéricas en las que una o mds
cantidades son desconocidas. Estas cantidades desconocidas se llaman variables
o incdgnitas y se representan por letras.

Al traducir al lenguaje algebraico los términos de un problema, se obtienen ex-
presiones algebraicas.
Hay expresiones algebraicas de muy distinto tipo:

3

e Monomios: 7x3, - 5% 4yr? (superficie de la esfera)

¢ Polinomios: 5x3 + x? — 11, 2znrh + 2nr? (4rea total del cilindro)

«_»,

Algunas expresiones algebraicas contienen el signo “=”:

* Identidades: 5(x + 4) = 5x + 20. La segunda parte de la igualdad se consigue
operando en la primera.

* Ecuaciones: 5(x + 4) = x + 44. La igualdad solo es cierta para algin valor de
la incégnita x. En este caso, para x = 6.

Expresar algebraicamente:

a)El triple de un nimero me-
nos cuatro unidades.

b) El triple del resultado de res-
tarle cuatro unidades a un
nitmero.

¢) El perimetro de un rectdingu-
lo, uno de cuyos lados es tri-
ple del otro, es 60 cm:

3x

d)Si gasto 3/5 de lo que tengo
y> ademds 90 €, me quedaré
con la tercera parte de lo que
tengo.

a) 3x — 4. Es un polinomio.
b) 3(x — 4). Es un polinomio.

o) x + 3x + x + 3x = 60. Es una ecuacién cuya solucién es x = 7,5. Por tanto,
las dimensiones del rectdngulo son 7,5 cm x 22,5 cm.

d) Vamos a obtener razonadamente la expresién algebraica a la que da lugar este
enunciado:

3 (3 _(3 -1
x 5x+90 x <5x+90> x <5x+90) 3x

T T

MONOMIO POLINOMIOS ECUACION

La solucién de esta ecuacién es x = 1350.

Por tanto, el dinero que tengo es 1350 €.

Piensa y practica

1. [#. ") Describe mediante una expresién algebraica
cada uno de los enunciados siguientes:

a) El doble de un ntimero menos su tercera parte. 2%

b) El doble del resultado de sumarle tres unidades a

un namero.

El drea de este tridngulo
es 36 cm?.

9 :

d) Gasté en un traje 3/5 de lo que tenfa y 60 € en dos
camisas. Me queda la mitad de lo que tenia.
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Monomios

Ejemplos

¢ Estas expresiones son monomios:

74%, %xyz, (5+42)x°

Sus coeficientes respectivos son:
7, % y 5+42
* Elgradode 74%=7(a- a) es2.

El de %x)@: é(x-)hy) es 3.

* 9 =9x9 es un monomio de grado

Ccero.

* Sabx? y —7abx? son semejantes.

UNIDAD e

Monomio es el producto de un niimero por una o varias letras (variables).

En un monomio, las letras (parte literal) representan niimeros de valor descono-
cido o indeterminado. Por eso conservan todas las propiedades de los nimeros y
sus operaciones.

* El coeficiente de un monomio es el niimero que multiplica a la parte literal.

* Se llama grado de un monomio al niimero total de factores que forman su
parte literal.

Los niimeros son monomios de grado cero, pues x0=1.

* Dos monomios son semejantes cuando tienen idéntica la parte literal.

Operaciones con monomios

e La suma de monomios semejantes es otro monomio, también semejante a
ellos, cuyo coeficiente es la suma de sus coeficientes.

Por ejemplo: 7x> + 11x° = 18x°
Si dos monomios no son semejantes, su suma no se puede simplificar y hay que
dejarla indicada. Entonces, el resultado ya no es un monomio.
Por ejemplo: 7x° + 11x® no admite simplificacién.
* La resta es un caso particular de la suma.
Por ejemplo: 3abx? — 8abx? = ~5abx?

* El producto de dos 0 mds monomios es otro monomio cuyo coeficiente es el
producto de los coeficientes, y su parte literal, el producto de las partes literales
de los factores.

Por ejemplo: (3x2ab) - (5xac) = 15x3a%bc

* El cociente de dos monomios es el resultado de dividir sus coeficientes y sus
partes literales. Puede ser monomio y puede no serlo.

5 5 3
Por ejemplo, f")xizy = %x3 €s un monomio, pero 32}’4 = x—3 no es un
6x”y 6x7y* 2y

monomio.

()

Piensa y practica

1. L5 ;Cudl es el grado de cada uno de los siguientes

monomios?

a) —5xy%23 b) 11xy?

2. Efectda las siguientes sumas de monomios:

a) 5x+3x%2 — 1lx + 8x—x% + 7x

b) 6x2y — 13x2y + 3x2y — x%y
©) 2x— 5x% + 3x + 1ly+ 23
d) 3y2° + y3z - 22%y + 523

3. Efectda los siguientes productos de monomios:

0 (5)-(-3)

d) (5xyz) - (-3x%2)

o) -12 2 (%ﬁ) 6)
o) (7xy?) - (29)

4. Simplifica cada uno de los siguientes cocientes entre

monomios:
N 5)64_)/ b) 5X4_}/2 0 sz
3xy? 3x3y 5xt
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Polinomios

Ejemplos
* Son polinomios:
3x%y+5x° -8
2%+ 6x% —5x+ 1
* Simplificacién:
5x2 + dxt = 2% —3xt 4 1 —
— x 4 3x% 41
* El grado de 3x2y + 5x — 8y es 3,
pues es el grado de 3x%y.
* Simplificar antes de asignar el gra-
do a un polinomio:
753 + 5x% + 3x% — 20— 10x3 =
= 5x% —2x — Sugrado es 2.

Definicion
Se llama opuesto de un polinomio al

que resulta de cambiar de signo todos
sus términos.

P=x3+2x2-11
Opuesto de P:
—P+2x7—11) =3 —2x% + 11

=
[En la web Za)
Ayuda para calcular sumas y restas
de polinomios.

[En la web Ja
b /e
©~9 Grado, términos y coeficientes de

o-° un polinomio.

Un polinomio es la suma de dos 0 mds monomios. Cada uno de los mono-
mios que lo forman se llama término.

Un monomio puede ser considerado polinomio con un solo término.

* Si en un polinomio hay monomios semejantes, conviene operar, simplificar la
expresién y obtener el polinomio en su forma reducida.

¢ El grado de un polinomio es el mayor de los grados de los monomios que lo
componen cuando el polinomio se ha puesto en su forma reducida.

Es necesario reducir el polinomio antes de decir su grado, ya que es posible que
los monomios de mayor grado se simplifiquen y desaparezcan.

¢ El valor numérico de un polinomio para x = 2 es el nimero que se obtiene
al sustituir la x por 4. Por ejemplo, el valor de 2x® — 5x% + 7 para x=2 es
2.25-5.2247=2.8-5-4+7=3.

* Si el valor numérico de un polinomio para x =4 es 0, entonces se dice que «
es una raiz de dicho polinomio.

Suma y resta de polinomios

Para sumar dos polinomios, agrupamos sus términos y sumamos los monomios
semejantes. Para restar dos polinomios, se suma al minuendo el opuesto del sus-
traendo. Por ejemplo, sean A= 6x? —4x+1 y B=x3+2x? —11:

A — 6x%—4x+ 1
-B — —x3-2x? +11
A-B — —x3+4x?—4x+12

A — 6x%—4dx+ 1
+B — xP+2x7 —-11
A+B — x3+8x2—4x-10

Producto de un monomio por un polinomio

Para multiplicar un monomio por un polinomio, se multiplica el monomio por
cada término del polinomio y se suman los resultados. Por ejemplo:

(Bx?) - (63— 2x2 1) = 3x2 - 23 = 3x2 . 262 — 3x2 . 1 = 357 — 6w — 3x2

()

Piensa y practica

1. Di el grado de cada uno de estos polinomios:

Q) x°—3x% + 2x2 4+ 3
b)5x2 + x* — 3x2 — 2x% 4 3

Oxd+3x2-2x3 +x+x3-2

2.Sean P=5x—2x+1y Q=x%—2x%+2x-2.

Halla P+ Q y P-Q.

3. Halla los productos siguientes y di de qué grado son:
a) 2x(x%? + 3x— 1) b) 2x%(3x% — 4x + 6)
¢) —2(=3x3 — x) D52 +x-1)
e) —7x°(2x%* = 3x—1) £) —7x(2x3 - 3x% + x)
g) 4x2%(3 — 5x + x°) h) 8x2(x2 + 3)
i) —x3(=3x + 2x?) j) —4x[x + (3x)2 - 2]
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Ten en cuenta

Esta forma de disponer los cdlculos
permite multiplicar polinomios de
manera ordenada y segura. Cuando
falta algtin término, hay que dejar un
hueco en el lugar correspondiente.

[En Ia web 7@
Ayuda para calcular productos de poli-
nomios.

[ En la web 7@/

Ayuda para manejar las identidades

notables.

[ En la web 7

.. 8 Justificacién geométrica de las
o-° identidades notables.

Producto de dos polinomios

UNIDAD e

Para multiplicar dos polinomios, se multiplica cada monomio de uno de los fac-
tores por todos y cada uno de los monomios del otro factor y, después, se suman

los monomios semejantes obtenidos.
Por ejemplo: P=5x>-2x> -1, Q=6x-3

5x3 — 2x2 -1

6x—3

— 15x3 + 6x2 +3
30x% — 1243 — 6x

30x% — 27x3 + 6x% —6x+ 3

-
—
-
—

%

P

Q

producto de -3 por P
producto de 6x por P

P-Q

Cuando hay pocos términos, no hace falta utilizar el método anterior, podemos

realizar el producto directamente:

(2x%=1) Bx +4) = 6x3 + 8x2 —3x—4
[

Productos notables

Se suelen llamar asi a las tres igualdades siguientes:

L (a+b)?%=a%+b%+2ab
1. (a—b6)%=a?+ b%-2ab
I (2 + b) - (a— b) = a® — b>

CUADRADO DE UNA SUMA

CUADRADO DE UNA DIFERENCIA

SUMA POR DIFERENCIA

Estas igualdades ya las conocias, pero las seguirds utilizando con frecuencia, por

10 que ¢es necesario que las manejes con soltura.

Por ejemplo:

(5x—3)%2 = (5% + 32— 2. 5x- 3 = 25x% + 9 — 30x
(4x—3) - (4dx + 3) = (4x)% =32 =16x2-9

£
4. Siendo P = 4x% + 3, Q-= 5x2—3x+7 y R=5x-8, 6. Desarrolla los siguientes cuadrados:

calcula: a) (x + 4)2 b) (2x_ 5)2

aP-Q b)P- R cQ-R 3\

O (1 -6 d (ﬁ : _)

5. Opera y simplifica la expresién resultante. 2 4

a) x(5x% + 3x— 1) — 2x2(x — 2) + 12x2 e) <2x2 - % £) (ax + b)?

b)S(x—3) + 2(y+4) — L(y—2x+3)—8

)5=3)+ 20y +4) 3 (y=25+3) 7. Efectta los siguientes productos:
915, 2Ax=3) _40-% x:+2 . a) (x+ Dx-1) b) (2x + 3)(2x - 3)
3 b) . .
x x
D2 -2x+7)5x3 +3) = (2x° = 3x3 - 2x + 1) ) <§_7><§+7) d) (ax + b)(ax - b)
[ En la web ] o. : * Practica el producto de polinomios.
©” e Practica con las identidades notables. 47
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ldentidades

La igualdad 2x + 5x = 7x es una identidad porque es cierta cualquiera que sea
el valor de x.

Conoces muchas identidades. Aqui tienes algunas:

m n m+n

a’-a =a

a-(x+y)=a-x+a-y
a—-(b+c)=a—b-c
Los llamados productos notables son, también, identidades.

Todas ellas son consecuencia de propiedades aritméticas o simples traducciones
de estas.

Una identidad es una igualdad algebraica que es cierta para valores cuales-
quiera de las letras que intervienen.

Utilidad de las identidades

Aclaraciones

(1)’ Se han desarrollado el cuadrado de
una suma y el de una diferencia.
2} Un paréntesis precedido del signo (x+5)2 = (x— 3)2@(952 +25+10x) — (x% + 9 — 6x) 2

menos obliga a cambiar de signo a 3)
Corni =x?+25+10x—x2—9 + 6x=
todos sus términos. = =

Las identidades sirven para transformar una expresion algebraica en otra mds
cémoda de manejar. Por ejemplo:

. . 4
%) Se reducen términos semejantes. —16x+ 162 16(x+ 1)
(4) 4 . . .
Se saca 16 como factor coman. Cada una de las cuatro igualdades es una identidad.

La expresion final, 16(x + 1), es mds sencilla y comoda de manejar que la inicial,
pero es idéntica a ella. Por eso, podemos sustituir la primera expresién por la
tltima, y el cambio es ventajoso.

Piensa y practica

1. [LE9 De estas igualdades, ;cudles son identidades? Qa-b+a-c+a-b=?]
a)tl+tl+él=3tl b)34+15:3-(ﬂ+5) d)(l—b)-(l+b)+bz+ﬂ—1=[?]
o) x?-x=27 d)a+a+a=15
O x-x-x=ad Pa+S+a=2a+5 3. Partiendo. de cz‘Lda una de las siguientes expresion'es,
llega mediante identidades a los resultados que se in-
g) 2x—3)- 2x+3)=4x-9 dican:
h)m* —m—~6=(m+2)- (m-3) a) (x+3)> = (x* + x + 6) — 5x+3
2. Completa, de la forma mds breve posible, el segundo b)(x+2) - (x+6)—(x+2)-(x+5) > x+2
término de estas igualdades para que resulten identi- 2, 7). D (oo 1 4_q
dades. A +1D)-(x+1) - (x—1) - x
dDZ-1)=(x-1)? — 2(x-1)
a-a-a-a-a _p _ _a-a-a _p
2 a-a ] b)Sa-4+a a-a g e) (a+b)?—(a—b)? — 4dab
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UNIDAD e

Sacar factor comun

[En la web Za
Ayuda para sacar factor comun. Enla expresién

3xy + 6x°z + Ixyz

No,lo olvides
la x yel 3 estdn multiplicando en todos los sumandos. Son factores comunes a

Cuando un sumando coincide con el todos ellos. Podemos sacarlos fuera, del siguiente modo:

factor comun, ten en cuenta que estd

multiplicado por 1. 3xy + 6x°z + 9xyz = 3x - y + 3x - 2xz + 3x - 3z = 3x(y + 2x2 + 3y2)

2 ) 1 T
xy+x”+x=x(y+x+1) A esta transformacién se le llama sacar factor comiin. Se utiliza para simplificar
expresiones y para resolver algunas ecuaciones que aparecerdn mds adelante.

Comprueba que si quitaras el paréntesis en la expresion final, volverias a obtener

la inicial.
[__i{ J WE Refuerza cdmo sacar factor comun.
4. Extrae factor comin en cada expresién: 7. Simplifica las expresiones siguientes:
a) 5x2 — 15x3 + 25x% a) (x—2)(x + 2) — (x* + 4)
b)é_l_L b) Bx—1)2 = Bx + 1)2
3 9 15 0) 2(x - 5)% = (2% + 3x + 50)
¢) 2:%° = 3%yt + 2x7y% + Ty d) (5x— 4)(2x+ 3) = 5
d) 2x2y— 5x3y(2y— 3) e) 3(x* + 5) — (x? + 40)
£ 2 .2 a2
) 20c—3) + 3(x—3) - 5(x— 3) ) (x+3)° — [x° + (x—3)7]
. [ i i6 izqui .
£) 2292 — Gadyd + dxy 8 . A’soc1a cada expresién de la izquierda con el fac
tor comun que se puede extraer de ella en la derecha:
) 223 (- Zgy-) 4
& 2 J 2V 1253 — 8x° + 4x%y? - ?xz 2(x—2)
2,12
h)%—%(2x2+ 1) (=1 + (x2=2x+ 1) — (4x—4) 3x
—um c 1 6(x2 —4x + 4) — (2x% - 8) + (30x — 60) x—1
5. |.«“%¥ Expresa en forma de cuadrado de una expre- 952 _ 18xy” — 6xyz + G 42

sién algebraica o de producto de dos expresiones.
Obtén las expresiones simplificadas después de ex-

a) 4x% - 25 b)x% + 16 + 8x
traer los factores.
Oxt+2x+1 d)9x? + 6x+ 1
2 9. Multiplica y simplifica el resultado.
e) 4x% + 25 — 20x f)x?+x+l
2 e R A
§) 144(")” —x° b) (35) s +% 20-3 1 12x+4
byx+ =X =2 X1 12X+ % 56r 9
) 16x4—9 ) X0, 80 ey SO ?
100 5 9 (2x g 4 x(x2+ ) 5 por 8
6. Completa estas igualdades para que sean identidades: 3(+2) 3¢+5 S@x+l) 25
Ax— .+ 1l=(x—..)>2 d) 4 T T 6 12 por 12
b)4x? + ... +36 = (... + 6)? x—1 7 4
—1 36 %% _<x+7 11) 36
)92 ...=Bxt..)(..—5) )7+ 6 g )Pt
1.2 _ 2 (c+2?* x2-9 (x+3* 1
d)zx +x+...=(+...) f) 5 ittt por 20
49
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Ejercicios y problemas

Practica aw

Traduccion a lenguaje algebraico

1. a1l (22" Expresa en lenguaje algebraico con una
sola incégnita.
a) El doble de un niimero m4s su cuadrado.
b) El producto de dos ntimeros consecutivos.
c) La mitad de un niimero aumentado en 3.
d) Un multiplo de 3 menos 7.

2. @11 [2,2%) Utiliza dos incégnitas para expresar en
lenguaje algebraico estos enunciados:
a) Un niimero mds la mitad del cuadrado de otro.
b) El cuadrado de la diferencia de dos niimeros.
¢) La suma de las edades de un padre y su hijo hace 5

anos.

3. a1l [E Asocia cada una de las siguientes expresio-
nes al périmetro y al 4rea de los rectdngulos 4, By C:

a) 12x b) 4x — 2 c)dx+6

d)4x + 12 e) x2 + 3x Hx?—x-2

N B
x+3 2x x+ 1

4. «1] Expresa algebraicamente el perimetro y el drea de
estos rectdngulos:

x x—1 x

Monomios y polinomios. Operaciones

5. m7] Indica el grado de cada uno de los siguientes mo-
nomios y di cudles son semejantes:

b) (=7x)> ) 8x d) (xy)?

h) %x

a) —5xy

2 —3yx
e) 3

5

6. a1 @ Calcula el valor numérico de los mono-
mios del ejercicio anterior para x=-1 e y=3.

f) ng )

50

7. a1] Efecttia.

a) Sx—x2 + 7x%*—9x + 2

b)2x+7y—3x+y—x2

c) x2y? = 3x%y — Sxy? + x%y + xp?

8. &1l Efecttia los siguientes productos de monomios:
a) (6x%)(-3x)
b) (nyz) (4x2y)

23~
(o))

9, e [E Efectda, reduce y di cudl es el grado del

polinomio resultante en cada caso:
) x(x2=5) —3x2x+2) - 7(*+ 1)
b) 5x%(=3x + 1) —x(2x— 3x%) — 2 - 3x

10. e} Considera estos polinomios:
A=3x3—5x2 +x-1
B=2x*+x%-2x+4
C=—x>+3x>-7x
Halla: A+B; A-C, A-B+C

1. 71 Multiplica cada expresion por el min.c.m. de los
denominadores y simplifica el resultado:

S—x  x+1
6 12

2) 3§x_
B-n-1 1
b)4(x 1) 3(x+1)+6

C) 3x -3 X+1+

- 1
5 3 2

Isualdades notables

12. «11 Desarrolla estas expresiones:

a) (x + 6)? b) (7 — x)?
2
o) B3x—2)? d) (x + %)
2
o) (x—2y) f) (%x - % y)

Fecha:
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13. «1] Expresa como diferencia de cuadrados.
a) (x +7)(x=7)
b) (3 + x)(3 —x)
c) (3 +4x)(3 —4x)
d) (x% + 1)(x2 - 1)

21 )ae)
o 3-3)

14. «1] Extrae factor comun.

a) 12x3 — 8x2 — 4x b)-3x3 + x — x?

0) 2%y — 4x?y + x%y? d)%x2 +Llp_ 5y

3 3
15. «1] Expresa como cuadrado de una suma o de una
diferencia, como en el ejemplo.
o x2+25+10x=x2+5%+2.5x=(x+5)2
a) x2 + 49 — 14x b)x?+1-2x
Q) 4x? + 1 + 4x d)x? + 12x + 36

Autoevaluacion =

1. Describe, mediante una expresién algebraica, los
enunciados siguientes:

a) El precio de la pintura que se obtiene al mezclar

5 kg de una de 3 €/kg con 7 kg de otra de x €/kg.

b) Lo que tenemos que pagar por un helado, un refres-
co y un café, si el helado cuesta el triple que el café y
el refresco la mitad que el helado.

c) El drea total y el volumen de un prisma de base cua-

drada de lado x yde 5 cm de altura.

2. Efectda y reduce:
a) x(B3x—2)2— (x—3)(2x— D)x

b) 4[(x _2)2_ %xZ _4

3. Multiplica por el min.c.m. de los denominadores y
simplifica.

5(xk-1) L Ix=2 _x(x=1)
9 12 2

UNIDAD e

16. «1] Transforma en producto.
a) 4x* — 49 b)x* - 18x + 81
) 9x? + 12x + 4 d)121 - 100x*

17. 1] Reduce las siguientes expresiones:

(2x —5)2 (x+l)2]
"018[ 9 6

x(x—3) x(c+2) (3x+2)2]
b)Sl 3 + i - 3

x(—2)  (c+1)2 1]
°)30[ 5 6 2

18. e Extrae factor comun, igual que se ha hecho en el
ejemplo.
3x(w+ 1) —x*x+ 1)+ (x+ N(x*-2) =
=(x+DBx—22+x2-2)=(x+1)(3x-2)
a) 2x(x—2) + x2(x—2) = 3(x—2)
b)x2(x + 1) — x2(x + 2) + 2x%(x — 3)
) 3x2(x + 3) — 6x(x + 3)

4. Transforma en productos los polinomios siguientes:
a) 4x?—12x+9
b)4x% -9

5. ;Verdadero o falso?
Justifica y pon ejemplos.

a) La expresion 9x3 — 15x% = 3x%(3x — 5) es una
identidad.

b) Si multiplicamos dos binomios de grados 1y 2, se
obtiene un polinomio de grado 3.

¢) Si sumamos dos binomios, se obtiene siempre un
binomio.

d) Los ndmeros son monomios.
e) Los monomios 34%b y —3ab® son semejantes.

f) Al realizar la divisién 3x2y2 : 6xy2 se obtiene un
monomio.
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