E = PR

6 Derivada de una funcién

Accidental

El signo de igual [le dijo Magnus a Ambar] lo inventé Leibniz.

Pero ;como sabes que es verdad?, dijo Ambar.

Bueno, dijo Magnus. Supongamos que lo lei en un libro, porque no re-
cuerdo exactamente ni cuando ni cémo lo aprendi, pero supongamos
que lo lei en un libro, lo cual lo hace presumiblemente cierto.

;Por qué lo hace cierto el hecho de estar en un libro?, dijo Ambar.

| Porque si estaba en un libro era presumiblemente un libro de texto,
o dijo Magnus. Y los libros de texto suelen estar escritos por gente que ha
estudiado el tema durante mucho tiempo y con profundidad suficiente
para ensenarselo a gente que sabe mucho menos. Y ademas, los libros
son editados por unos editores que comprueban los hechos antes de &%
publicarlos. Y suponiendo que no lo aprendiera en un libro, sino que

me lo enseriara un profesor, se podria aplicar el mismo criterio. ‘

Pero ;quieres decir que los profesores son editados por editores que
comprueban los hechos antes de que los ensefien? [...]

Ya sabes a qué me refiero, dijo. Venga ya. Déjame. En paz.

Lo tnico que estoy diciendo es qué pasaria si no fue Leibniz, dijo
Ambar. Lo tinico que estoy diciendo es: ;y si fue otro? s -

Pero fue Leibniz, dijo Magnus.
Pero y si no fue?, dijo Ambar. Pero fue, dijo Magnus. [...] N

No estoy enamorada de ti, le dijo Ambar. Asi que no lo olvides. Senci- %
llamente los hombres de tu edad son apropiados por naturaleza para b
las mujeres de mi edad: se trata de elevarnos a la maxima potencia. Ta
eres el exponente variable.

;Habia oido bien? ;Se habia inventado él al oir potencia lo del expo-
nente variable? ;Era una broma tipica de Ambar? Navegando en Inter-
net en uno de los ordenadores nuevos de casa, uno de los muchos dias
de expulsion, preguntandole a Jeeves, en Ask.com., lo primero que se le
venia a la cabeza, como quién mat6 a Kennedy, donde estaba Osama Bin
Laden y como muri6 Platon, [...] y cuando invento Leibniz el signo de
igual, Magnus descubri6 que después de todo no habia sido Leibniz,
sino posiblemente un galés llamado Robert Recorde quien lo habia
inventado hacia 1550. El tnico dato relativo a Robert Recorde que
aparecia en la pagina era que habia muerto en prision por deudas.
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SOLUCIONARIO

Accidental
Ali Smith

Un joven de 17 afios, Magnus, pasa las vacaciones

de verano con su familia en una ciudad de la costa
inglesa. Siente remordimientos por haber colaborado

en un «juego» que hizo que una compafera del instituto
se suicidase.

Era feliz, generosa, muy querida. Sus amigos la querian.
Vuelve a meter la cabeza debajo del edredon.

Era inteligente. Era educada. Pertenecia a la Asociacién
de Gemologia. En la Asociacion de Gemologia pulian
piedras y hacian cosas con ellas, como joyas o gemelos.
Seguro que guardaba las cosas que hacia en el tocador
de su dormitorio. [...] Ella no sabia quién era él.

Ni ¢l mismo tampoco lo sabia. Tiene suerte ella.

De estar muerta. No puede sentir nada. El tampoco
siente nada. Pero no esta muerto. Luego la noticia corrio
por todo el instituto. Una chica de Deans se habia suicidado en el cuarto de bafio de su casa.
Su madre o su hermano la habian encontrado. Oy¢ el rumor en clase de matematicas.

Charlie quiere ampliar la parte de atras de su casa y va a construir una extensién de 18 metros
cuadrados de suelo. Quiere utilizar el menor namero de ladrillos posible, de modo

que necesita saber cudl es el perimetro mas pequenio que puede utilizar. Da la expresion

del area en términos de x, y. El calculo es la matematica de los limites, especialmente

en lo referente a los tipos de cambio. Casi hubo una guerra por quién lo descubrio,

si Leibniz o Newton. Leibniz invent6 el signo =. Las matematicas = encontrar lo simple

en lo complejo, lo finito en lo infinito. Se sienta en la moqueta, se agarra los pies. |[...]

No habra universidad. Ya no es probable que vaya. La universidad le da risa. El calculo

le da risa. Todo es una broma.

Durante ese verano conoce también a una mujer joven, Ambar, con la que vive una aventura
que tendra graves consecuencias. Uno de los encuentros con ella se describe en el pérrafo
seleccionado.

Hay més referencias a las matematicas en la novela, pero ya estos dos parrafos permiten plantear
algunas cuestiones relacionadas con el calculo infinitesimal y su origen.

La funcion f(x) = e* es una funcién con exponente variable.

Sabiendo que [im il 1, calcula lim flatx)—fla)
x—0 X x—0 X
— at+x __ ,a afpx __
lim fla+x) —fla) = lim € € _ lim efle’ =1 =e’-1=¢
x—=0 X x—=0 X x—0 X
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Derivada de una funcién

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Estudia la continuidad de estas funciones.

a) flx)=— sz_1 0 h(x)=1In 3x

b) gx)=+x*+7 d) i) = x> —2x+1
a) f(x)escontinuaenR —{-1,1}. c) h(x) escontinuaen (0, +0).
b) g(x) es continuaen R. d) i(x) es continuaen R.

002 | Dadas las funciones f(x) = 3x* + x y g(x) = —x + 5, calcula el valor de las funciones
compuestas que se indican.

a) (gof)(2) Q) (gofx) e) (fof)(x) g) (fof)(1)
b) (fog)(—3) d) (fog)(x) f) (gog)x) h) (gog)(1)
) ) = g(14) = -9

) (f o g)(—3) = f(g(—3)) = f(8) = 200

)
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ACTIVIDADES

001 | Halla la tasa de variacion media de las funciones: f(x) = x>+ 1 gx)=x>*+7
enlosintervalos [0, 1]y [—2, —1].

a) TVM (o, )= 0=f0 _2=1 _,

1-0 1

TVM. (=2, —T]) = A(=N—-f=2) _2-5 _ 3

b) TV.M. (0, 1) = gh—g0) _8-7 _,

TVM. (=2, =) = g(=1)—g(-2) _ 6— (=1 _,

—1—(=2) 1

002 | El espacio, en metros, que recorre un mévil en funcién del tiempo, en segundos,

" . . 1 . .
viene descrito por la férmula e = ;tz + t. Halla su velocidad media en [1, 5].

Loty ,
TV (@, 5) = £ =€l _ 3 3 ~ 12 s
51 4 4

300



SOLUCIONARIO

003 | Calcula la derivada de estas funciones en x = 2.
1

a) fx)=7x+1 b) flx)=—-
X
a) f(2) = //mw: //mw lim 7h -7
h—0 h h—0 h h—0 h
L
— 2+ h)? 4 — 2
o) F(2) = i AN Q) QY 4 444 ah+h)
h—0 h h—0 h h—0 4h(2 + h)z
_ —4h—Hh? _ —4—h 1
= lim = lim =
=0 4h(2 + hY h=0 4(2 + h)? 4
004 | Hallala derivada de las funciones en los puntosx =1y x = 2.
a) f(x)=x b) () =x
— 3 _ 2 3
a) F() = fim (04 h) —f(1) _im a+h’—1_ im 3h+3h+h0 _
h—0 h h—0 h h—0 h
= m(3+3h+h*) =3
— 3 2 3
F(2) = fim f(24 h)—1f(2) —im (2+hy’ -8 —im 12h+6h* 4+ h _

h—0 h h—0 h h—0 h

= é/'mo(12+6h+ n’) =

0 f)— i (AN =10 L ieh =1 With —)W1+n+1) _
h—0 h h—0 h h—0 h(mJl‘ ])
T+h—1 1
= lim = lim —

h=0 h( /H_ +1) h—0 /]+ h+1 2
#0) = i f(z+h>—f() N2+ ff:
O

(\/2+ —\/—)(\/2+ +\/—) g 2+h=2
=i h2+h ++2) T o h +42)
_im _ 12
_MJHh 2 22 4

005 | Calcula las derivadas laterales de la funcién f(x) en el punto de abscisa x = 2.

2x+1 six <2
Fl) =
) {x+3 six >2

ot = fm L2EN=FQ) o QR +3=5 . h
h—0t h h—o0*t h—0* h

PRy = fim L2 @)y, 22 NHTZ5 20
h—0~ h h—0~ h h—0" h

Las derivadas laterales no son iguales — f(x) no es derivable en x = 2.
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Derivada de una funcién

006 | Halla las derivadas laterales de las siguientes funciones en el punto de abscisa x = 0.
1

a) fix)=x3 b) fix)=4x
1
a) f’(o+) = |im M: lim h;: i L: +o0
h—0* h h—0* h h—sot 2
3
1
— 3
F0) =t LOFN=TO oy B2y T
h—0~ h h—0" h h—0" <

Las derivadas laterales no son iguales — f(x) no es derivable en x = 0.

4
b) F(0%) = fim JOEM=FO) _ i 0 ~ foo
h—0* h h—0t h h—0* A\t/hT

f'(07) no existe, ya que h es un nimero negativo y la funcion no esta definida
para nUmeros negativos — f(x) no es derivable en x = 0.

007 | Estudia la continuidad y derivabilidad de esta funcién en el punto x = 2.
flx) = x2+1 s!x <2

x* =1 six>2

lim (x + 1) = lim (x> =1) = 3= f(2) - f(x) es continua en x = 2.

x—2% x—2"

_ 2 1 2
oy — i QAN D) Q4 h-1-3 L ahi b
h—0* h h—0* h h—0* h
— Im(4+h) =4
h—0%
)= fm JREN @) CHR+I=3 b
h—0~ h h—0~ h h—0" h

Las derivadas laterales existen, pero son distintas; por tanto, f(x) no es derivable
enx=2.

008 | Decide sila funcién f(x) = | x4 2| es continua y derivable en los siguientes puntos.

a) x=0 b) x=-2 ¢ x=3 d) x=-5
a) Im(x+2)= lim(x+2)=2=f(0) = f(x) es continua en x = 0.
x—0T x—=0"
floH) = fim 1M =) o QFM+2=2  h
h—0* h h—0+ h—0* h
flor) = fim JOFN=FO _p OWF+2=2 b,

h—0~ h h—0~ h h—0" h

Las derivadas laterales existen y son iguales; por tanto, f(x) es derivable en x = 0.

b) Iim (x+2)= Ilm (=x —2) =0 = f(—2) = f(x) es continua en x = —2.

x—>—2* x—>—2"

f(=2%) = lim 2+ M= f=2) = lim (2+h+2 = lim 321
h—0* h h—0* h h—0* h
oy FE2EN =MD 2l —2 b

h—0~ h h—0~ h h—0~ h
Las derivadas laterales existen, pero no son iguales; por tanto,
f(x) no es derivable en x = —2.



SOLUCIONARIO

Q) lim(x+2)= lim(x+2)=5=1f(3) = f(x) es continua en x = 3.

x—3*+ x—37

f(3+ h)—£(3)

,m(3+h)+2—5 ji h

f(3*) = lim =i = RN
h—0* h h—0" h h—0" h

FE) = fip (BTN ZIO) oy BERF225 0 h
h—0" h h—0~ h h—0" h

Las derivadas laterales existen y son iguales; por tanto, f(x) es derivable en x = 3.

d) lim (=x—=2)= lim (=x —2) = 3 = f(=5) = f(x) es continua en x = —5.

x——5 X——5"
h—0* h h—0* h h—0*t  h
F57) = fim A5+ —f=5 _ . —=5+m-2-3 . —h _ |
h—0~ h h—0~ h h—0" h

Las derivadas laterales existen y son iguales; por tanto, f(x) es derivable en x = —5.

009 | Halla la funcién derivada de f(x) = 3x* + 1 aplicando la definicion.
A partir del resultado, calcula la derivada de f(x) en estos puntos.

a) x=1 b) x=2
) Cfx+h—fx) . 3x+h?P+1-03Bx*=1 . 6hx+3h°
f'(x) = lim = im = [im =
h—0 h h—0 h h—0 h

= é/'mo(6x + 3h) = 6x

a) (=6
b) f'(2)=12

010 | Utiliza la definicion para calcular la funcidn derivada de la funcion f(x) = x® + x*.
Calcula, después, las derivadas sucesivas.

{Existen todas hasta la derivada n-ésima?

f(x+h) —f(x) (X 4+ h)> + (x + h)> — (X + x?)

f(x) = lim = lim =
h—0 h h—0 h
— im 3hx? 4+ 3h°x + P + 2hx + h*
h—0 h

= ﬁ/’rré(sz +3hx 4+ h? + 2x + h) = 3x? + 2x

f(x 4+ h) —f'(x) 3(x + h)’ 4+ 2(x + h) — 3x” + 2x)

f"(x) = lim = [im =

h—0 h h—0 h

2
i XA A 2h 6t 3h+2) = 6x 42

h—0 h h—0
) = fm L XA =00 kM +2-(6x+2) . 6h _

h—0 h h—0 h h—0 h
() = fim XA = ) 66

h—0 h h—0 h

A partir de la cuarta derivada todas las funciones derivadas son iguales a 0.

303



304

Derivada de una funcién

011 | Calcula la derivada de estas funciones, y comprueba que se cumple que el resultado
es igual a la suma de las derivadas de las funciones que las forman.

a) fx)=x—x? b) f(x) =x3+ 2x
, fx+h —fx) . (x+h—(x+h?—(x—x?)
a) f'(x)=lm = lim =
h—0 h h—0 h
_ _ 2
m A= = 2 — by = 1— 2x
h—0 h h—0
_ 2,2 2
Fl) = m XD =X XA = B 2
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
=1—1ImQ2x+h)=1-2x
h—0
3 (3
b) Fx) = fim fx+h—fx) _ im (X+hP +2x+h) =0 +2x)
h—0 h h—0 h
2 2 3
g I AR e i ) =3k 42
h—0 h h—0
33 .
Flx) = fm XED =Xy AX R = 2X
h—0 h h—0 h
2 2 3
XA 2P G 4 3 B 2 = 3 42
h—0 h h—0 h h—0

012 | Halla las derivadas de f(x) = 6x*y g(x) = —x. ;Cual es la derivada de su producto?

f(x)
(Yde——?
gx)
— 2 a2 5
Fx) = im f(x 4+ h)—f(x) —im 6(x +h)’ —6x" _ im 12hx +6h°
h=0 h h—0 h h—0 h
= Im(12x + 6h) = 12x
g'(x) = fim gx+h -9l _ im (X+h)—(=x) _ i =h
h—0 h h—0 h h—=0 h

013 | Utiliza las definiciones de composicién de funciones y de derivada para comprobar
que se cumple la regla de la cadena.

(gof)x+h)—(gof)x) gf(x + h)) — g(f(x)

(goH)x)] = lim = lim =
h—0 h h—0 h
_ ] @O ) = g(f) X+ — ) | _
h—0 f(x 4+ h) —f(x) h
_ i SR GF0) PR ZFO)
h=0  f(x + h) — f(x) h—0 h



SOLUCIONARIO

014 | Hallala derivada de la funcién k(x) = v/2x 4+ 5 utilizando la definicion de derivada,
y comprueba que el resultado es el mismo que si aplicas la regla de la cadena.

Kx) = fim XXM =K ) V2x+m+5 —Vax+5 _

h—0 h h—0 h

i (V2 +m+5 —Vax+5)ax+m+5 +ax+5) _
h=0 M2+ M +5 +V2x +5)

im 2x4+2h+5-2x-5 — im 2 _
(2 M5 2+ 5) PO+ R +5 +2x+5
2 1

Wox+5  J2x+5

SiF(x) = 26+ 5 = F(x) = lim JCEN =100y, AxFN+5 =X+ _
h—0 h h—0 h
//m& 2
h—0 h

9(x+h)— () _ o x+ —J_:
(\/x+ —x)W{x+h +J—)

i x+h +x)

—im x+h—x iy 1 1

T h ) e el 2l

Como k(x) = (g o f)(x), aplicando la regla de la cadena:

Ko = — g ]

2W2x+5 J2x+5

Siglx \/_—>g //m

015 | Calcula la derivada de esta funcién, indicando los pasos que sigues para hallarla.
f(x) = 5x* + 3x?

Aplicamos la derivada de las funciones potenciales:
(x") = 4x° (x?)" = 2x

Teniendo en cuenta las operaciones con derivadas:
f(x)=5-4x4+3-2x =20x> + 6x

016 | Halla la derivada de la siguiente funcion:

x—2)
) [ x° ]
Fly) — x—2Y 1-x° —(x—2)5x" _ 4x—2 x*—5x"+10x*
(x) = X5 ' (x°)? - X5 ’ X1 -
(x — 2)*(=16x + 40)
- 2
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Derivada de una funcién

017 | Halla la derivada de las siguientes funciones.
a) f(x) =5Inx+e* b) f(x) =log; (—6x* Inx)

a) f’(x):S-i+e4X~4
X

—12><|r1)<—i-(—6x2)i N 1
b) f(x) = a X o Anxd
—6x°In xIn 3 xIn xIn 3

018 | Obtén la derivada de estas funciones.

a) f(x)=e"log,x’ b) f(x)=1In(3x* —x)~’
4
a) fi(x)=e"log, x> +e*- = e*log, x° + e -
o x°In 4 J xIn 4
b) Flx) = 73x" —x)"°(6x —1) _ 7(6x —1)
(3x2 —x)~’ 3x2 — x

019 | Decide de qué tipo son las siguientes funciones, y halla la derivada de cada una de ellas.

a) f(x) = cos (sen 2x) o) fix)=arctg~x®+2
b) f(x) =sen (In2x) d) f(x)=tg (x*+ 3x)
a) f'(x)= —sen(sen 2x)-cos 2x -2

b) f(x)= cos(In2x)- 2 = cos(in2x)
2x X

1
l()(3—0—2) 23x? 3
QO flx) =2 - ul

1+(\/x3+2)2 203 + 24X + 2

d) f(x)=(+1g* (x* +3x) (4x> + 3)

020 | Calcula la derivada de estas funciones.

a) f(x) = cos x>+ x o fix)=tg 1+ X
—Xx
b) f(x) =senx?+ 3cos®x d) fix) =arctg Jx

(2x + 1)sen(\/x2 + x )

2N X2+ x

1
a) fi(x)= fsen(\/xz + X )%(x2 X)X+ =

b) f(x) = cos x? - 2x + 6¢0s x(—sen x) = 2xcos x> — 6sen x cos X

1+x]1(1—x)—(1+x)(—1)

1+xJ 2
(1—x)?

f(x)=|1+1tg’ =[1+r2
9 1 [ J —X g T—x ) (1=x)?




SOLUCIONARIO

021 | Calcula la tasa de variacion media de la funcién f(x) = 1 en los intervalos [2, 3]
y[2,5]. X
A partir de ella, determina la derivada en el punto x = 2.

M= 8- _3 2 _ 1

3-2 1 6
TVUM. (2, 5] = f(5)—f(2) _5 2 _ 1
5-2 3 10
B
FO) = m 2t 2 2=2h g, 1 1
h—0 h h—0 2h(2 + h) h—0 2(2 + h) 4

022 | Halla las tasas de variacion media de la superficie de un circulo cuando su radio pasa
de medir 1 cm a medir 3 cm y de 3 cm a 5 cm. jPermanece constante si la variacion
del radio es la misma?

La funcién que mide la superficie de un circulo segun la longitud de su radio, x, es:

f(x) = wx?

TVM. ([, 3]) = f(3) —f(1) _ Or — T — 4n
3—1 2

TVM. (3.5) = f(5)—f(3) _ 257 — 9 —8n
5—3 2

Aunque la variacion del radio es la misma, la variacion de la superficie
no permanece constante.

023 | Galileo demostré que, cuando un objeto cae libremente, es decir, prescindiendo
de la resistencia del aire, la altura recorrida, en metros, y el tiempo transcurrido,

. . . 1 .
en segundos, se relacionan mediante la férmula: h = —gt?, o, aproximadamente,
h=5¢t% 2

a) Calcula las tasas de variacién media entre 1y 7 segundos y entre 1
y 5 segundos.

b) Halla la derivada de esta funcién en x = 1.

f7)—f() _ 245-5

a) TVM.([,7) = =40
71 6
TVM. ([, 5) = O - _ 1255 _ 30
51 4
_ 2 _ 2
by () = [ LA =D S0+ A =5 10h+5hY
h—0 h h—0 h h—0 h

= lim(10 4+ 5h) =10

h—0
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Derivada de una funcién

024 | Utilizando la definicion, calcula la derivada de las siguientes funciones

enel puntox=—1.
a) f(x) =3x b) gix) =x* Q) ix)=x3 d) jix) = |x]|
h—0 h h—0 h h—0 h
_ _ _ _ 2 _ 2
b) g(—])—//mg 1+h-g w://m( 1+ h) W?/,‘m 2h+h
h—0 h h—0 h h—0 h
= g‘mo(—z +h)=-2

025 | A partir de la definicién, halla la derivada de las siguientes funciones
enel puntox=0.

a) fx)=ax+0b o iX)=ax*+b
b) g(x) = ax? d) j(x) =ax*+ bx+c
3 Oy = i [OEM=FO _ ah+b=b _
h—0 h h—0 h
_ 2 J—
b) g(0) = fmZOFtN=90) _ a0 _ o
h—0 h h—0 h h—0
. B o
9 i0) = Im OEMN=1O " +b=b a0
h—0 h h—0 h h—0
, o . -
& (o) = im2OEN=JO) _y h Hbhrc=c by =b
h—0 h h—0 h—0

026 | Utilizando la definicion, calcula las derivadas laterales de estas funciones
enx=2.

a) f)=|2— x| b) gix) = |x*— 4|

—2+x Six>2
f(x) = =
3) 1) {fo Six <2

fof) = i [QENFD 2424k

h—0* h h—0*
Py =l JEED =MD g 22@ %Ny =0
h—0~ h h—0~ h h—0" h

Las derivadas laterales no son iguales — f(x) no es derivable en x = 2.



SOLUCIONARIO

X2 —4  six< =2
b) gx)=1-—x>+4 si—2<x<2
x> —4  six>2

— 2 _ 2
92" = Iim ge+h-9@ _ . C+h'—4 . 4h+h

h—0* h h—0* h h—0* h

=lm@A+h =4
h—0"

_ . 2 _ _ R2
9’0 ) = Iim 92+ h)—92) _ im 2+h"+4 _ im 4h—h _

h—0~ h h—0~ h h—0~ h

= lm(—4—h)=—4

h—0"

Las derivadas laterales no son iguales — g(x) no es derivable en x = 2.

027 | Mediante la definicién, halla las derivadas laterales de la siguiente funcién

enx=0.
fo=1- six=0
=1x
0 six=0
1_
F(0*) = lim FO+MN=1O) _ ), — fim - = 4o
h—0+ h h—0* h h—0* 2
F(O+ h H 0
f(07) = lim 0+h ():/im = lim — =4
h—0~ h—0~ h h—0~ h2
028 | Sea la funcién f: R — R definida por:
fx) = x*+3 six <1
2—x% six>1

Calcula, si es posible, las derivadas laterales de fen x = 1.

FO) = fim f(0+ h) f(1):/im2 14+ h) 4://,m h 2h 3:_00
h—0* h h—0* h h—0* h
_ 2 _ 2
F7) = fim f(14 h) —£(1) _ (1+h°+3-4 — i 2h+h _
h—0~ h h—0~ h h—0~ h
=ImQ2+h =2
h—0"
029 | Estudia si la funcion f(x) = Yx es continua y derivable en x = 0.
im Ix = lim x =0=F(0) = f(x) es continua en x = 0.
x—0% x—0"
_ 3
f'(0) = //‘mM = lim I = lim ] = 400 — f(x) no es derivable
h—0 h h—0 h h—0 %/hT enx = O
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030 | Demuestra que la siguiente funcion es continua en el puntox =1,
pero no es derivable en él.

—x+1 six <1
fog={ 1 XS
x*—1 six>1
a) ;Contradice este hecho alguno de los teoremas o propiedades estudiados
en la unidad?

b) Pon un ejemplo de una funcién que sea derivable y discontinua en un punto.

im (x> =)= lm(=x +1) =0 = f(1) = f(x) es continuaen x = 1.

x—T" x—>1"
_ 2 _ 2
h—0* h h—0* h h—0* h h—0*
7)) = lim M = im M = lim ;h = 1
h—0~ h h—0~ h h=0" h

Las derivadas laterales no son iguales, por tanto, f(x) no es derivable en x = 1.
a) No, ya que la continuidad no implica derivabilidad.

b) No existe, pues si una funcién es discontinua en un punto no puede ser
derivable en él.

031 | Estudia la continuidad y derivabilidad de la siguiente funcion:

X+1
fX) =1 x —1
—2X six >2

six <2

+ Six > 2:f(x) = —2x — Funcién polindmica; por tanto, continua en (2, 4-0).

1
¢ Six<2:f(x)= X+ — Funcién racional, continua en (—oo, 2), salvoen x = 1.
X —1
« Six=1:
) = lim X =
=X —> f(x) no es continua en x = 1; por tanto,
1) = fim X1 — 4| noesderivableenx=1.
x->1 x
« Six=2
f2) = fim XI5
x=27 x —1 — f(x) no es continua en x = 2, luego
f27) = lim (=2x) = —4 no es derivable en x = 2.
X—2
! — six <2
f(x) =1 (x =1
-2 Six > 2

Asi, la funcién es continua y derivable en R — {1, 2}.
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032 | Se considera la funcion f: R — R definida por:

—1 six <—4
flx) = );+2 si —4 <x<2
— si2 <x

X

Estudia la continuidad y derivabilidad de f(x).
« Six < —4:f(x) = —1— Funcién constante; por tanto, continua en (—oo, —4).

« Si—4 < x < 2: f(x) = x + 2 — Funcién polindbmica; por tanto, continua en (4, 2).

Six >2:f(x)= 8 — Funcién racional, por tanto, continua en (2, 40).

X
o Six=—4
f(=47) = lm (=) = -1
. o — f(x) no es continua en x = —4; por tanto,
f(=4") = im (x+2)==2| 5 es derivable en x = —4.
« Six=2:
fQ)=Im(x+2)=4
xX—2"
3 — lim f(x) = lim f(x) = 4 = f(2)
Q= lm—=4 e o2t
X2 X — f(x) es continua en x = 2.

Asi, la funciéon es continua en R — {—4}.

0 Six < —4
f(x)= |1 Si—4<x<2
,i Six > 2

XZ

fla)=1 } — Las derivadas laterales no son iguales; por tanto,
f(x) no es derivable en x = 2.

Luego la funcién es derivable en R — {—4, 2}.

033 | Considera la siguiente funcion:

x? six <0
fix)=1a+bx si0o<x<1
3 six >1

a) Determina ay b para que sea continua en R.
b) Para esos valores, estudia la derivabilidad de f(x).

a) « Six <0:f(x) = x> = Funcién polinémica; por tanto, continua en (—oe, 0).

« Si0 < x <1 f(x) = a+ bx — Funcién polinémica; por tanto, continua
en (0, 1).

+ Six > 1: f(x) = 3 = Funcién constante; por tanto, continua en (1, +0).

La funcién es continua en R si lo es en los puntos en los que cambia
su expresion algebraica.
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« Para que la funcion sea continua en x = 0, los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidir con (0) = 0:
f07)= limx*=0
=0 —f(07)=f0")=f(0)—>a=0
f(0")= lim(a+bx)=a
x—0%*
« Sia =0, para que la funcién sea continua en x = 1, los limites laterales tienen
que ser iguales y coincidir con f(1) = b:
f(7) = lim (bx) = b
e > f)=f0")=f)—>b=3

f0")= lIm3=3
x—T1"
2x six <0
fix)y=43 si0o<x<1
0 Six >1
oy =0 ivadas lateral iguales;
Fl0%) — 3 — Las derivadas laterales no son iguales; por tanto,
- f(x) no es derivable en x = 0.

Fae) i 3} — Las derivadas laterales no son iguales; por tanto,
- f(x) no es derivable en x = 1.

Luego la funcion es derivable en R — {0, 1}.

034 | Seaf la funciéon definida por:

x2—2x six>3
flx) = L=
2x4+a six<3

a) Encuentra el valor de a para que f sea continua.
b) Comprueba si es derivable en x = 3.

a)

« Six >3 f(x) = x> — 2x = Funcién polindmica, por tanto, continua en (3, 4+o0).

« Six < 3:f(x) = 2x 4+ a — Funcién polindmica, por tanto, continua en (—oo, 3).

« Para que la funcion sea continua en x = 3, los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidir con f(3) = 3:

f3)= Im(@2x+a)=6+a
et f37:f3+:f-3 6 =3 -3
F3H) = lim (x> —2x) =3 —>f37)=f3")=f3)>6+a=3—>a

x—3*
La funcion solo puede ser derivable si es continua, por lo que consideramos:

x> —2x six>3
f(x) = A
2x—3 six<3

— 2 _ _
) i TN =IO _ BN =23+ =3
h—0* h h—0* h
2 — — —
— im 946h+h*—6—2h 3://'m(4+h):4
h—0* h h—0*
3y — i [BEN =G 264+m-3-3 o
h—0~ h h—0~ h h—0" h

Las derivadas laterales existen, pero no son iguales; por tanto, f(x) no es
derivable en x = 3.
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035 | Considera la funcion definida por:

e” six <0
flx) = oz
2x+1 six>0

donde a es un nimero real.
a) Calcula lirrz) f(x) y comprueba que f(x) es continua en x = 0.
X—=

b) ;Para qué valor del pardmetro a la funcién f(x) es derivable en x = 0?

//‘m+(2>< +1)=1
a) — limf(x) =1

lim e™ =1 x—0

x—07"

f(0)=e™® =1

//'mof(x) = f(0) — f(x) es continua en x = 0.
b) Flx) = ae”™ six <0

2 six >0

Para que la funcion sea derivable en x = 0, las derivadas laterales tienen
que seriguales:

2 .
036 | Dada la funcion: f(x) = afﬁ +1 S! x <2
e 42 six>2
a) Calcula a para que fsea continua en x = 2.
b) Para el valor obtenido, ;es fderivable en x = 2?
a) Para que la funcién sea continua en x = 2, los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidir con f(2) = 3:

Q)= Im(@*+0)=4a+1 !
x—2" —)f(zi):f(ZJr):f(Z)—)40‘1‘1:3_)0:7

feH) = lm@Ee>*+2) =3 2
x—2+
1, . 4
— 1 2 2
b) Fx) = 2x +1 six< L) — X Six <

2—x i
) —e Six > 2
e 42 six>2

f(2)=2

Fo) — Las derivadas laterales no son iguales; por tanto,

f(x) no es derivable en x = 2.

037 | Sea la funcién:
—4x =3 six<-l
2x2 =1 si—1<x <1
k+2

X

f(x) =

si x >1

Calcule el valor que debe tomar el pardmetro k para que la funcién sea continua en R
y estudie su derivabilidad para el valor de k obtenido.
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038

« Six< —1:f(x) = —4x — 3 — Funcién polindmica; por tanto,
continua en (—oo, —1).

¢ Si—1<x<1:f(x) = 2x* —1— Funcién polinémica, luego, continua en (-1, 1).

k+2

X
continua en (1, +00).

o Six>1:f(x)=

— Funcién racional discontinua en x = 0; por tanto,

« Para que la funcién sea continua en x = —1, los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidir con f(—1) = 1:

f(=1)= lm (—=4x—=3) =1

o — lm f(x)= lim f(x)=1=f(=1)
f(=1)= Im (2)(2 -1 =1 x——1" x——1*
x——1%

— f(x) es continuaen x = —1.

« Para que la funcién sea continua en x = 1, los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidir con f(1) = k + 2:

)= lm@Q2x* =) =1

Xx—=1"
S =f0)=f) > k+2=1—>k=—1
) = fim X2 _ kg0

x—=1+ X

—4 six < —1
Sik=—1:f(x) = 4x Si—1<x <1

1 .
—— Six>1
XZ
f(=1")=—4 . ) .
1) = —4 — Las derivadas laterales existen y son iguales
- — f(x) es derivable en x = —1.
;,(];) =4 } — Las derivadas laterales no son iguales
()= -1 — f(x) no es derivable en x = 1.

Considera la funcién f: R — R definida por:

5 si x <0
foo={+1
ax+b sio<x<3
x—5 six>3
conaybeR.
a) Calcula ay b para que la funcién sea continua.
b) Para esos valores de ay b, calcula la derivada de f donde exista.

a) ¢ Six<0:f(x)=

— Funcioén racional; por tanto, continua en (—oo, 0).
x* 41

« Si0<x<3:f(x)=ax
continua en (0, 3).

+ b — Funcién polindmica; por tanto,

« Six>3:f(x) = x =5 — Funcién polinébmica; por tanto, continua en (3, +o0).
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Para que la funcién sea continua en x = 0, los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidir con f(0) = b:

f(07) = lim =1
20 X7 41 - f07)=f0")=f0) > b=1
f0T)= lim(ax+b)=0b
x—0*

Consideramos que b = 1, entonces para que la funcién sea continua
en x = 3 los limites laterales tienen que ser iguales y coincidir
conf(3)=3a+1

f37)= lm(ax+1) =3a+1

X3 - f3)=f3")=f3)>3a+1=-2—>a=-1
f3%) = lm(x =5 =-2
x—3"
—227)(“ six <0
Sia=—1yb=1entonces: f(x) = 1(X 0 i0<x<3
— Si X
1 Six >3
;(O;) =0 } — Las derivadas laterales no son iguales
07)=-1 — f(x) no es derivable en x = 0.
;(3;) - _1} — Las derivadas laterales no son iguales
39 =1 — f(x) no es derivable en x = 3.

039 | Calcula los valores de ay b para que la funcion:

3x 42 si x <0
f(x)={x*+2acos x si0<x<m
ax’> +b si x>

sea continua para cualquier valor de x.

Estudia la derivabilidad de f(x) para los valores de a y b obtenidos.

Si x < 0: f(x) = 3x 4+ 2 — Funcién polindmica, por tanto, continua en (—oo, 0).

Si0 < x < m: f(x) = x* 4+ 2acos x — Funcion polinémica y trigonomeétrica;
por tanto, continua en (0, ).

« Six > f(x) = ax’ + b — Funcién polindmica, por tanto, continua en (T, +oo).

Para que la funcion sea continua en x = 0, los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidir con f(0) = 2a:

fO7)= Im@Bx+2)=2

=07 S f0)=f0")=Ff0)>2a=2—>a=1

f(0*) = lim (x* 4 2acos x) = 2a

x—0%

Consideramos que a = 1, entonces para que la funcion sea continua en x = w
los Iimites laterales tienen que ser iguales y coincidir con f(w) = =2 + b:

fir) = lim (x> + 2cos x) = «° — 2

f(n*)

77“7 b 4 b —Sf(r7) = f(x") = f(x)
_XI?+(X+ =m0+ > -2=7m+b—>b=-2
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3 six <0
Sia=1yb=—2entonces: f(x) =12x —2senx si0<x <™
2X Six > T

f/(O;) - 3} — Las derivadas laterales no son iguales; por tanto,
f0T) =0 f(x) no es derivable en x = 0.

f(r™) =2
,(ﬁ ) ﬁ} — Las derivadas laterales existen y son iguales; por tanto,
flr") = 2w f(x) es derivable en x = .

x* six <1
2x six>1

040 | Decide sila funcién f(x) = { es derivableenx=1.

Para que una funcién sea derivable en un punto ha de ser continua, y para ser

continua los limites laterales tienen que ser iguales y coincidir con el valor

de la funcion en dicho punto; en este caso, con f(1) = 1:

f7) = lim x* =1
. = — f(x) no es continua en x = 1; por tanto,

F07) = lim 2x = 2 no es derivable en x = 1.

x—>1t

041 | Demuestra que la funcién f(x) = | x|* es derivable en x = 0.

lim f(x) = lim f(x) = 0 = f(0) — f(x) es continua en x = 0.

x—0* x—=0"
_ 3
FloH) = fim QN Q) _ AP e
h—0* h h—0* h h—o0*
_ 3
£(07) = fim LOEM=FO 1P ) ey = 0
h—0~ h h—0" h h—0~

Las derivadas laterales existen y son iguales, luego f(x) es derivable en x = 0.

042 | Razona si las siguientes funciones son derivables en los puntos x = —2,x =0y x = 1.

2
a) fx) == b) gix) =x|x+2|
X
a) » Six=-=2 lim f(x)= Ilim f(x)=—1=f(—2) — f(x) es continuaen x = —2.
x——2% X—=2"
//m+f(x) = 4w
¢ Six=0:""° — f(x) no es continua en x = 0; por tanto,

lim f(x) = —oo no es derivable en x = 0.

x—0"

« Six=1lim f(x) = lIim f(x) = 2 = f(1) = f(x) es continuaen x = 1.
x—=1t

x=1"

Estudiamos la derivabilidad en los puntos en los que la funcién es continua:
, 2
f(x)=——

XZ

o Six=-2:f(-2)= —% — f(x) es derivable en x = —2.

« Six=1:f(1) = -2 = f(x) es derivableen x = 1.
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_x(x+2) Six > —2
o) gbx) = {—X(X +2) six< =2

« Six=-=2 lim g(x)= lim g(x) =0 = g(—2) — g(x) es continuaen x = —2.
x—==2"

x—-2+

« Six=0: lim g(x) = lim g(x) =0 = g(0) — g(x) es continua en x = 0.
x—0"

x—0"
« Six=1:lim g(x) = lim g(x) = 3 = g(1) = g(x) es continuaen x = 1.
x—=1* x=1"

Estudiamos la derivabilidad en estos puntos:

oy |2x 42 six>=2
g(x)*{fzxfz Six < —2

« Six=-2 g’(—Z;) =2 } — Las derivadas laterales no son iguales;
9(=2") =~ por tanto, g(x) no es derivable en x = —2.

« Six=0:9(0)=2-0+2 =2 —gx) es derivable en x = 0.
+ Six=1g(1)=2-1+2=4 — g(x) es derivableen x = 1.

2x —3
043 | Se considera la funcion: f(x) =1 x +1
xX24+2x—3 six>0

si x <0

Estudie su derivabilidad en x = 0.

Una funcion solo puede ser derivable si es continua.

lim f(x) = lim f(x) = =3 = f(0) — f(x) es continua en x = 0.
x—0* x—0"

six <O
FOO=1(x+17

2x + 2 six >0

;Eg;)) i g} — Las derivadas laterales no son iguales — f(x) no es derivable en x = 0.
X2 —x+1 six<1

044 | Sea la funcién f definida mediante: f(x) = .
In x si x >1

Estudie la derivabilidad de fenx= —1yenx=1.

2x —1 six <1
fx)=11 4
— Six > 1
X
« Six< 1:f(x) = x> — x + 1 — Funcion polinémica; por tanto, continua en (—oo, 1)
— Es continuaenx = —1.

f'(=1) = —3 = f(x) es derivable en x = —1.
« Para que la funcion sea derivable en x = 1 ha de ser continua en este punto,

por lo que los limites laterales tienen que ser iguales y coincidir con f(1) = 0:

fO7) = lim (* =x+0 =1
N ! — f(17) = f(1*) > Noes continuaen x = 1
Fa7) = Jim Inx =0 — No es derivable enx = 1.

x—=1%
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045 | Determina el valor de g, si existe, para el cual la siguiente funcién es derivable en x = 0.
cos x six<O0
fx)=1", T
x“+a six>0
Para que la funcién sea derivable, en primer lugar, tiene que ser continua.

La funcién es continua en x = 0 si los limites laterales son iguales y coinciden
con f(0) =cos0=1:

f07)= lim cos x =1
x—07 fof :fo+ =f0 -1
f0T)= lIm(x*+a)=a = f(07)=1f(0")=1(0) > a
x—=0"

—~

(x) = C(;SX gxgo_)m): —sen x S!X<O
x“+1 six>0 2x six >0

Fo°) i O} — Las derivadas laterales existen y son iguales; por tanto,
0 f(x) es derivableenx=0sia=1.

046 | Sea la funcién definida por:

Flx) = {sen x six<0

ax+b six>0
Halla los valores que deben tener a y b para que sea derivable en x = 0.
Para que la funcion sea derivable en x = 0 ha de ser continua en este punto,
por lo que los limites laterales tienen que ser iguales y coincidir con f(0) = 0:
f(07)= limsenx =0
x—=0"

— f(07)=f(0")=f(0)—>b=0
f(ot) = /in&(ax +b)=0>b

Una vez que comprobamos que es continua en x = 0, para que la funcién sea

derivable en dicho punto las derivadas laterales tienen que existir y ser iguales:

f,(X):{cosx six<0 f(O)—1}%a1
a six >0 f(0f)=a

—x34+x? six <1
ax —b six >1
Obtén los valores de a y b para que sea derivable en todos los puntos.

047 | Considera la siguiente funcion: f(x) = {

Una funcién solo puede ser derivable en todos los puntos si es continua en ellos:
« Six < 1 f(x) = —x> 4+ x* = Funcion polindmica, por tanto, continua en (—oo, 1).
« Six > 1 f(x) = ax’ + b —Funcién polinémica, por tanto, continua en (1, o).
« Para que la funcién sea continua en x = 1, los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidircon f(1) =a — b:
fa7) = lIm(=x*+x*)=0
- S =f") =f)>a-b=0-a=b
f0*)= lim(ax—-b)=a—-"b
x—1t
La funcién es derivable en x = 1 si las derivadas laterales existen y son iguales:
2 : M=) — —
f,(X):{—&( +2x six<1 fa7) =1

. —»a=—-1—-b=-1
a Six >1 0"y =a
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048 | Determina los valores de a'y b para que la funcién sea derivable en todos los puntos.
bx* + ax six <—1
= si—1<x <1

xX2+ax+1
X+1

si x >1

. a - ) '
Si—1< x <1 f(x) = — — Funcién racional, no continua en x = 0; por tanto,
X noesderivable en x = 0.
Asi, no existen valores de a y b para los que la funcion sea derivable en todos
los puntos.

049 | Halla los valores que deben tener ay b para que la siguiente funcion sea derivable
enx=0.
In(e+ sen x) si x <0
fx)=1, )
xX*4+ax+b six>0

Para que la funcidn sea derivable en x = 0 ha de ser continua en este punto,
por lo que los limites laterales tienen que ser iguales y coincidir con f(0) = b:

f(07) = limIn (e 4 senx) =1

=0 = f(0)=f(0")=f0)—>b=1
fO) = ImOC+ax+b)=0b
x—0*
Para que la funcién sea derivable en x = 0, las derivadas laterales tienen que existir
y seriguales:
GX_ §ix<0

f(x)=1e+senx
3x* +a six >0

er—>ad=—
f(0%) =a

050 | Considera la funcién definida por:

5+ sen x si x <0
fx) = ) .
—x’+ax+b six>0

Determina los valores que deben tener ay b para que sea derivable en x = 0.

Para que la funcion sea derivable en x = 0 ha de ser continua en este punto,
por lo que los limites laterales tienen que ser iguales y coincidir con f(0) = 5:

f(07)= lim(5+senx)=5
=0 — f(0)=f(0")=f0—>b=5
f(0r) = /im+(f)<2 +ax+b)=>b

x—0

Para que la funcién sea derivable en x = 0, las derivadas laterales tienen que existir

y seriguales:
Flx) = | OS X six <0 f07) =1 NP
—2x4+a six>0 f(0")=a
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051 | Demuestra que la siguiente funcién es derivable para todos los valores de x.

1 .
x?sen — six=0
f(X) = X
0 six=0
La funcién es derivable para todos los valores de x solo si es continua en ellos.

Estudiamos la continuidad en x = 0:

seni funcion acotada — f(0) = //‘rrz)xzseni = 0 — f(x) es continua.
X X X
f'(x) = 2xser7i — Cosi six =0
X X
) 1
h’sen ; -0 :

f'(0) = lim ————— = limhsen— = 0 — f(x) es derivable.

h—0 h h—0 h

052 | Calcula razonadamente los valores de m y n para que la funcion sea derivable

enx=4.
f(x)z{\/zs—x2 i —5<x<4

X2+ mx+n six>4

Para que la funcion sea derivable en x = 4 ha de ser continua en este punto,
por lo que los limites laterales tienen que ser iguales y coincidir
con f(4) =16 +4m + n:

f(4)= lm 25— x* =3
x4 —f(47) = f(4%) =f(4)
f4)= Im (x> +mx+n=164+m+n S 164eman=3

x—4%

Para que la funcion sea derivable en x = 4, las derivadas laterales tienen que existir

y seriguales:
X §5<x<4
fx) =125 x?
2X+m six >4
Flay=—2 4 28
3 —=8+MmM=——->m=——
F(4")=8+m 3 3

Asf:16—§+n:3_>§+n:3_>n:_l
3 3 3

053 | Sea fla funcion definida por:

Fix) = a>2(2+1 s?x <1
x> 4+bx+3 six>1

Determine los valores que deben tener a y b para que f sea derivable.
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Una funcién solo puede ser derivable si es continua.
« Six< 1:f(x) = ax? + 1 — Funcién polinémica, por tanto, continua en (—oo, 1).

« Six>1:f(x) = x> + bx + 3 — Funcién polinémica, por tanto, continua
en (1, +o0).

« Para que la funcién sea continua en x = 1, los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidir con f(1) =4 + b:

f07) = lim(@ax’> +)=a-+1
=1 — f(17)=f(") = f(1)
f(1+)://f?+(X2+bX+3):4+b —>a+1:4+b—>a—b:3

, 2ax six <1
f'(x) = )
2Xx+b  six>1

La funcién es derivable en x = 1 si las derivadas laterales existen y son iguales:

f'(17) = 2a

20=2+0b 20—b=2
f’(1+)—2+b}_> aTerbm
a—b=3 N a=-—1
20—b=2 b=—4

054 | Utilizando la definicidn, halla la funcién derivada de las siguientes funciones.

a) f(x)=123 o fix)=x3

b) f(x) = 3x? d) f(x) =ax
a) f(x)=0 Q) fl(x)=3x?
b) f'(x)=6x d fix)=a

055 | A partir de la definicidn, calcula la funcién derivada de estas funciones.

a) flx)= 1 c) f(x)=senx
X
b) fx)=x d) f(x) =cosx

1 1

x+h_x _X—Xx-—h 1
fim

h—0 h - h—0 Xh(X + h) XZ

:/im\/x+h—& (Vx+h —Vx)x+h +Vx)

b) f'(x) = lim =

h—0 h hos0 h( [x+h _|_\/;)
— i X+h—x o
h—>°h(\/x+h +\/;) Ax
, . sen (x + h) —sen x . senx-cos h+ cos x - sen h — sen x

o f(x)=Ilm = lim = 05 X
h—0 h h—0 h

a4 ’U(X):ﬁ’né cos (X-i-:)—COSX :ﬁ’mo cosx~cosh—5e;x~senh—cosx — enx
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056 | Halle la funcién derivada de la funcion f(x) = In [
X+1

f(x)—ln[ ]:Inxln(er])

X +1

—>f’(><):i— !

X+1—x

] y simplifique el resultado.

1

X X—H_

057 | Calcula las tres primeras derivadas de las siguientes funciones.

a) f(x)=2x d) i(x) =cosx
b) g(x) =x? e) j(x) =senx
o hix)=x3 f) k(x)=tgx
a) fx)=2
f'(x)=0
f(x)=0
b) g'(x)=2x
g'(x)=2
g"(x)=0
Q) h'(x)=3x’
h"(x) = 6x
h"(x)=6
d) i'(x) = —senx
i"(x) = —cos x
i""(x) = sen x

e) j'(x)=cosx
J"(x) = —sen x

an,

j"(x) = —cos x

f) k) =141t9" x
k"(x) = 2tg x - (1+ tg* x)

k"(x) = 201+ tg* x)* + 2tg x - 2tg x -(14+tg* x) = (2 + 4tg* x)(1+ tg* x)

X(x +1)

x>+ x

058 | Halla los puntos en los que la funcién h(x) = In x es derivable, y calcula su primera

y segunda derivadas.
La funcion es continua en su dominio, esto es, en (0, +0).

h'(x) = i — h(x) es derivable en (0, +o0).
X

won ]
h (X)—*;
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SOLUCIONARIO

Obtén los puntos en los que las siguientes funciones son derivables, y calcula
las dos primeras derivadas de cada una de ellas.

P . .
a) fg={% SIXST O vix)={3X T4 sixsl
2x six>1 —2x =1 six>—1

b) gix) =x+ |x—2|

a) f(x) esta definida por funciones polindmicas; por tanto, son continuas
y derivables en R.
f07)= lim x> =1

x—=1"

— f(17) = f(17) = f(x) no es continua en x = 1; por tanto,
f0Y) = lim2x =2

no es derivableen x = 1.

x—=1t
Flx) = 2X s!x <1 F(x) = 2 s?x <1
2 Six > 1 0 six>1

Asf, f(x) es continua y derivable en R — {1}.

(x) = 2x—2 six>2
9= Six <2

g(x) estd definida por funciones polindmicas; por tanto, son continuas
y derivables en R.
g27)=1Im2=2

X—2"

g2*) = /im+(2x —2)=2

x—2

— g(27) = g(2") = g(2) = g(x) es continua en x = 2.

() = 2 six>2
o six<2

g2 = O} — Las derivadas laterales existen, pero son distintas;
por tanto, g(x) no es derivable en x = 2.

Asi, g(x) es continua en R y derivable en R — {2}.

"

g'(x)=0 six=2

Q) v(x) estd definida por funciones polindmicas; por tanto, son continuas
y derivables en R.

vi=1")= Im Bx+4)=1

x=1 S v)=vQ") =v(2)
V(=1 = lim (=2x =1 =1 )
X1+ — v(x) es continuaenx = —1.
. 3 six < —1
vi(x) = )
-2 six>—1

vi(=17) = ) . -
(=1)=3 } — Las derivadas laterales existen, pero son distintas;
o por tanto, v(x) no es derivable en x = —1.

Asf, v(x) es continua en R y derivableen R — {—1}.

"

v'i(x)=0 six=—1
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060 | Determina la derivada n-ésima de cada una de las siguientes funciones.

a) fix)= Ix

b) g(x) = cos 2x

c) hix)=e™*
(-
a) f(x)=—x 2
2
[t
f"(x) —X 2
4
5
(x) ix B
8
7
M(x) I X 2
16
2n—1
Sin > 4, laderivada n-ésima es: f"(x) = (=1)""- (2n— 3)(2;7 D -x 2
b) g'(x) = —2sen 2x

gx

g"(x) = —4cos 2x
g"(x) = 8sen 2x
g™ (x) = 16c0s 2x
9"

X) = —32sen 2x

Asi, la derivada n-ésima puede calcularse segun las expresiones:

2/< 1) k~2k—1
Mo )(x) = (—=)*2%"sen 2x k=123
I { B(x) = (=1)k2%cos 2x para 02,3, ...
) h'(x)=—e"*
h'(x)=e™*

La derivada n-ésima es: h™(x) = (—1)"e™*

061 | Halla la derivada n-ésima de estas funciones.
14+ x

a) fix)= 1 b) g(x) =sen’x ¢ h(x)=Inx
—X
3) Flx) = I=0-0+x=D _ 2
(1—x)? (1=x)
Flx) = ——2
(1—=x)
Fr(x) = —12
(1—=x)?
fi — 48
(—x)y
2-n!

La derivada n-ésima es: " (x) = (="' ————
(1 _ X)nﬂ
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b) g'(x) = 2sen x cos x = sen 2x

g"(x) = 2cos 2x

g"(x) = —4sen 2x
9" (x) = —8cos 2x
g"(x) = 16sen 2x

Asf, la derivada n-ésima puede calcularse segun las expresiones:
g”) _ {gku(X) _ (71)“122#256” Ix

arak=1,2,3, ...
9?7 (x) = (=12 cos 2x P

-1

o h'x)= il =X
X
h'(x) = —x7?
h"(x) = 2x73
AV (x) = —6x~*

La derivada n-ésima es: h™(x) = (=1)""- (n = )Ix™"

062 | ;Puede haber dos funciones distintas que tengan la misma funcién derivada?
Razona la respuesta y si es afirmativa, escribe un ejemplo.

Si, puede haber dos funciones distintas con la misma funcién derivada.

Por ejemplo:
fx) = x*+3 , :

= fl(x) = =2
glx) = x* — 2} ) =gx) x

063 | Utilizando la propiedad de la derivada de una sumay la del producto
de una constante por una funcién, obtén la derivada de estas funciones.

a) y=x*+x+3 d) y=>5senx — 10cos x
b) y=—12+8x3+i e) y=4x*—5x>+3
X
Q) y=3+5x2+8\/; f) y = cos®x + cos x*
a) y'=2x+1 d) y'= 5cos x + 10sen x
b) y':24x2—% e) y'=24x> —15x’
Q) y'=10><+i f) y'= —2cos x sen x — 2xsen x*
Ix

064 | A partir de la propiedad de la derivada de un producto de funciones,
halla la derivada de las siguientes funciones.

a) y=12x* o y=>5x’senx
b) y=3x*Inx d) y:\/;(x3+2x)
a) y'=48x° Q) y'=10xsen x + 5x?cos x
3
b) y' =9x%Inx + 3x* d) y'= ! (X +20)+VxB3x +2) = /x4 6x

NWx Wx
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065 | Utilizando la propiedad de la derivada de un cociente de funciones,
calcula la derivada de las siguientes funciones.

1 5x% —1 2
a) y=— b) y= c y=
Y x3 Y x4+ 2 Y x—=2
. =3x2 3
A Y =— T
o) y = 10x(x +2) — (5x> =1 5x° 4+ 20x + 1
(x 427 (x 427
-2
o vy =
g (x =2y
2 —
d) y,:(1+tg xix g x
X

066 | Derive las funciones.
_ 2x—2
X +1

a) f(x) b) g(x) = (2x —1%-In x

3) Flx) = 2x+1)—02x—=2) _ 4
(x + 1 (x + 1

b) g'(x)=402x—1)-Inx+ (2x =1’ A
X

067 | ;Cudl es la derivada de estas funciones?
14X 7 2—x
x —1 X X

12 4x% +1 1
b)y=7 d) y= X° 4+ X+
X

a) y

_ %

X4

2800
9 y=- o

Y= 8x* —(4x* +1) _ 4x* —1

x° x?

=X —2=x)3x> 22X’ —6x>  2x—6

x° x° x*

X —=(x+02x —x? —2x X+2
f) y = " — . - _ ;
X X X




SOLUCIONARIO

068 | Calcula la derivada de la funcién:

Flx) = [ x+2 ]
X
f’(X):z[x—kz Xx=x+2)  Ax+2)
X X X
069 | Calcula la derivada de las siguientes funciones trigonométricas.
a) y=4arctgx d) y=(1+ xdarctgx
b) y=(3x+ 1)arccosx e) y=(x*+ 8x+ 1)senx
C) y=2cosx+ tgx f) y=5(senx) (cos x)
4
a) y'=
y T+ x?

3x+1
NAEe

"= —2senx + 1+ 1tg° x

b) y'=3arc cos x —

y

d) y'=2xarctgx +1
y'= (2x 4 8)sen x + (x* + 8x + 1)cos x
y

"= 5cos? x — 5sen® x

070 | Halla la derivada de estas funciones logaritmicas.

a) y=In(9x°+7x+2) d) y=Invx®+2x
b) y = In x Q) _Inx
x? X
Q) y=log,3x* =7 f) y=In(4x+7)
2y X7

Y 9x° 4+ 7x +2

i-)(2—|r1)<~2)<

, X 1—2Inx
o) y'= x* - X
Q9 y= 6x
(3x*> =7)n 2
1
l()<3+2><) 2(3x2 4 2)
, 2 3x2 42
d) y'= = S
VG 4+ 2x 2(x° + 2x)
1
—-x—Inx
,X T—Inx
0 y= x° X
4
) ¥y =
4x +7
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071 | Calcula la derivada de la funcion: f(x) = In (x* + 1) (In representa la funcién logaritmo
neperiano).

2x

flx) =—
X° 41

072 | Calcule la derivada de las siguientes funciones.

2 g)=— > +In(—x) b) hix) = —&
(2x —5)° X341
oy 12
) g = (2x —=5° 1—x
b) Hx) = e’ N —e3xT (X’ =3x"+1)

(x> +1) (41

073 | Calcula la derivada de estas funciones.

a) y=4 f) y=135x?
8 X —2
b) y= g) y=2"2
Y x* —4 Y x—3
2
Q y=2X"] hy y=X(0=X
x —x? x? =1
d) y:7\/;+83/; i) y=x*senx — 5x
e) y=xe* j) y=2"+log,x
a) y'=4"In4
16X
b) y =
Y (x* —4)
O y= 2Ax —x7)—2x =N(1—2x) _ 2x* —2x +1
(x = x?) (x = x?y
1 1 2 7 8
d y=7-—x 248 - —x = +
2 3 wWx 3

e) y'=e"+xe =1+ x)e*

2

1 - 10x 10
f) y'=—(5x%) 210x= =
'3 33(x%)?  3/25x
9 y,:(x—3)—(x—2): 1
(x =3y (x =3y
_ 2 2 1y v2(1 4 2
Ny = 2x(1—=x) = x*)(x* = 1) = x*(1— x)2x _ =X +3x% —2x

(x* =1 (x* =1
)y '=2xsenx+ x’cos x—5

) oy =2In2+
xIn 2
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074 | Calcula sus derivadas y simplifica el resultado.

x> +1 X +2)
a) y= c) y:u
e* X+ 1
X x? —1
b) y=— d) y = -
In x e
L 2xe" — (X2 4 er —x2 4+ 2x—1
a) y' = - =
(e") e
Inxf)«i | ]
b) y,: X _ nx—
(In x)? In* x
9y = 2x + 2)(x + 1) — (x4 2)° _ x*+2x+8
(x+1° (x +1)?
L2k — (2 =Ne” - 2x  —2x% + 4x
(er) e

075 | Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) y=23"* f) y=arctg\x

b) y=0°—2)? g) y=+v2x*+1

o y=3Ix>—-2x h) y=e""7

d) y=5e~ i) y=sen’x
x+1 .

e) y — X3 J) y — 2$enx

a) y'=3"*In3.2x
b) y'=15x*(x> —2)

_2 2 _
O Y= 2 B )= =2
3 33(x* — 2x)?
d) y'=—10xe"
1
i(XJH) 2x3 —x+1-3x?
)y 2 —5x—6
o = =
x° 22X x +1
1
1
, 2 1
fy y' = =
T+x 204 xx
1 2x
9) y=—2x+1) 24x = ———
N2x2 41
hy y'=2xe"~’

i) y'=2senxcosx

)y '=2""%In2-cos x

SOLUCIONARIO
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076

077

Halla la derivada de estas funciones.

a) y:arcseni d) y=12v3x* + x
X

b) y =cos(x*+5x+1) e) y=arcsen(5x + 1)

0 y= cotg x f) y=In(senx?

1

b) y' = —sen(x’ + 5x + 1)(2x + 5)
1

tg x - x*

Q y=

) O+1g” X)x> +tgx-2x _ X+ xtg’” x + 2tg x

X
- x2\/X271_ xx? =1

(tg x - x?)? x*tg® x
1
d) y’:12-i(3x2+x) 2(6X—H):M
2 V3x3 4+ x
. 5 5
e) y' = =
Ji—Gx+17 J-25x2 —10x
2.
f) y’:M:Mcorgxz
sen x

9) y'=(B8x =53+ (4x’ —5x +1)3"In 3
6

h) y' = %(x4 +3x°) 7 (4x} 4 9x°) =

Calcula la derivada de estas funciones.

a) y=tg*(2x + 3) o y=+Ih3Bx-=5)

4% 4+ 9x?

77,()(4 + 3)(3)6

g) y=(@x*—5x+1)-3*

h) y = x*+3x°

e) y = 2xarcsenx

b) y=arctg (x* + 6) d) y=35x>+1 f) y=3(5x —2)?
a) y' =4t9(2x +3)(1+tg° (2x + 3))
2
b) y' = 3x
T+ (x* +6)?
1
9 y'= i Gx—5) T —— = ;
2 3x =5 2(3x — 54 In(3x — 5)
1 -2 15x7
d) y'=—0G3+1) 415 = ——tee
4 43 (5x° +1)°
1
e) y'=2arcsenx + 2x - ——
V1= x?
2 - 10
fy yy==05x-2) 35=——
3 35x =2
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078 | Determina la derivada de las siguientes funciones.

X sen x

a y= ”
e

b) y = arcz‘gl
X

Q y=Ih(1-2%

dy=+ve+x
o) y= 5+ 57
2
f) y = x%™
2 y= (sen x + xcos x)e* — xsen x - e* _ sen x 4 Xcos X — xsen x
(e*)? e*
, X x? 1
b) Vo= 2 202 = 2
1 x(x*+1) X+
T+|—
X
9y = —2%In 2
1—2%
! -~ e’ +1
d y'=—("+x) 2 +0)=—F—
2 /e + x
. 5In5-5"*In5
=T

f) y'=2xe™ —xe"=02x—x")e"

079 | Halla la derivada de estas funciones.
cos X

a y=—; o y=e™
X
b) y:seni+cosl d) y = Vsecx
X X
. —senx-x’—CosX-2x _ xsenx -+ 2cos x
a) y' = = = e
, 1 1
b) y'=cos—-|——|—sen—-|—
X x? X x?

d) y=
cos X
1
Y = 1[ 1 ]2 senx _ senxv cos x
2\ cos x cos’ x 2cos’ x
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080 | Calcula la derivada de las funciones.

a) y:|n X+1 d) y:3/2cosx
X —1
b) y:arcz‘gL e) y=log, X
x—1 X
c) y=arccos(In x) f) y=cos’x+ senx?

1[x+1];x—1—(x+1>

o 2Ux—1 (x —1)? 1 x—1 1
a) y' = = — . =
X+ (x=1" x+1 x? =1
x—1
X—1—x
, (x =17 1 1
b)y: 2: 2 2: 2
] [ X ] (x =1+ x 2x7 —2x +1
x—1
1
, X 1
QY =——=-

\/17(Inx)2 xN1—In? x
2 In 2 sen x3/ 2°*

d y'= i(2“’”)72“’””\2 (—senx) = —

3 3
1
e
. 2\x x? 1
e y' = =
] 2xIn 2
—In2
X
f) y'=—3cos’ x sen x + 2sen x cos x

081 | Halla las derivadas de las siguientes funciones, y simplifica el resultado.

Q) y= Inv/x+1
X
b) y =4sen(x*+1)

e) y:ln[ X ]
x+1

a) y =arc sen Ix

C) y:2x2+4+xz+4

{—.
—x 2
1

2
J1—x Wx—x?

'

a) y

3

2 3
b) y' = &(sen (x> 4+ 1) 4cos (x> +103x? = Sxos 4D

4y sen® (x* + 1)
Q y' =272 2x + 2x
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1 _
—(x+1) 2

2
—— x—InVx+1 X —Invx+1
, VX A+ 20x+1)
d) y'= . = 5 =
X X
_ox=2x+ 0N Inyx+1
2(x + Nx?
e) y=xIn
X+1
X+1—x
, X (x+17° [ X J 1
y'=1n +x- =In +
X+ 1 X X 4+1 X+ 1
X+1

082 | Parag(x) = €™ +In (x + 2), calcule g'(1).

X+ 2 3 3

083 | Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
1
1+ x

y1i=v4+42° +1In

y, = sen* (2x +1)°

1

L 1+ x)? 2%.In 2 1

y%:i(4+zx)72~2*~ln2+ = —
2 1 Wa+2 T+x

14+ x

yy =2 sen(2x + 17 - cos(2x +1°-32x + 1) -2 =
=1202x + 1% - sen(2x + 1*- cos(2x + 1)°

PREPARA TU SELECTIVIDAD

1 | Calcule g"(2) siendo g(x) = i —x.
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2 | Lacurvay = f(x) dela figura tiene
como dominio el conjunto de todos
los nimeros reales.

a) Determine los puntos donde la funcion
vale 0. Determine los valores de x

para los que la funcién sea positiva. 1 X

b) Diga en qué puntos se anula la derivada J[
y en qué puntos f'(x) < 0. T

a) A partir de la curva comprobamos que: f(x) =0 - x = —1, x =2
Por tanto, la funcion se anula en los puntos (—1,0) y (2, 0).
La funcion es positiva si x < —1, es decir, si x € (—o0, —1).

b) La derivada se anula en los puntos que tengan recta tangente horizontal,
esdecirenx=0yenx=2.

La primera derivada es negativa en (—, 0) U (2, + ), intervalos
donde la funcién es decreciente.

3 | Los beneficios (en miles de euros) por la venta de un producto en funcién de
la inversion realizada en promocién (en miles de euros) vienen dados por:
5x +15 sio<x<3
B(x) = ) .
—(x—=3)4+30 si3<x<8

¢{Es continua esta funcién? ;Es derivable?

« Si0 < x< 3:f(x)=5x+ 15— Funcion polindmica; por tanto, continua en (0, 3).

« Si3<x<8:f(x)=—(x—3)"+ 30 — Funcién polinébmica; por tanto,
continua en (3, 8).

« Para que la funcidn sea continua en x = 3, los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidir con f(3) = 30:

f(37)= lim (5x +15) =30
el —f(37)=f(3") =f(3)
f(3%) = lim (=(x —3)* 4+ 30) = 30 — f(x) es continua en x = 3.

xX—3

) 5 Si0<x<3
f'ix) = 4
—2(x—3) si3<x<8
;,(3;) i 5} — Las derivadas laterales no son iguales
(37)=0 — f(x) no es derivable en x = 3.

La funcion es derivable en (0, 3) U (3, 8).

x —k
4 | Sealafuncién: f(x) =1 x +1
x24+2x+1 six<0

six >0

Calcule el valor de k para que la funcion f sea continua en x = 0. Para ese valor de k,
;es derivable en x = 0?
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« Para que la funcién sea continua en x = 0, los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidir con f(0) = 1:

f0") = fim XK = ¢

0 XA = f(0")=f(0")=f(0) > —k=1—k=—1
f0)= lm(x*+2x+0) =1

x—0"

« Para que la funcion sea derivable en x = 0, las derivadas laterales tienen
que existir y seriguales:

, 0 six >0
f'(x) = .

2x+2 six<O0
f:(Oj) =0 — f(x) no es derivable en x = 0.
f(0)=2

Derive las funciones:
3

f)=>—8 gx) = x> h(x) = x> —e*

1
g(x)= i><2 = i\/;
2 2

h'(x)=2x —e*

Calcula las siguientes derivadas y simplifica en lo posible los resultados.

3 x—1
a) y:—lnaf
2 x+1

b) y = (5x —1)e* + sen’5x

Q y=+0—x?)

2

1[x—1]3.x+1—(x—1) 2
3 3\x+41d (x+1 1 x4
a) y=—- = =
2 X —1 2 x—1
3
X+ 1 x+1

1 1

(x=Dx+1  x*—=1

b) y' =5+ (5x —1)e** -3+ 2 sen 5x - cos 5x -5 =
= (15x 4+ 2)e** 4+ 10 sen 5x - cos 5x

q y= é(1 —x?)2 - (=2x) = =3x\1— X2

2
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