El escarabajo de oro

[Junto a los restos de un barco pirata, el protagonista encontré un
pergamino con un mensaje lleno de signos:

(53+++8305))6*:4826)4+.)4+);806*;48+876...

Sospechd que indicaria la posicion de un tesoro y se puso a desci-
frarlo.]

Conté todos los signos y formé esta tabla.
Signo 8! ;14 £ ) * 56 (/+/1/0/9/2:13|;|x|-
Frecuencia 33 26 19 16 16/13/12/11/11/ 8/ 8/ 6 5/5/4 4 32 11

La letra mas frecuente en un texto inglés es la e. Después, la serie es la
siguiente:aoidhnrstuycfglmwbkpqxz. Lae predomina has-
ta el punto de que es raro hallar una frase de alguna longitud de la que
no sea el caracter principal. Como el signo predominante es el 8, em-
pezaremos por asignarselo a la e del alfabeto natural. [...] Ahora, de
todas las palabras, the es la mas usual; por tanto, debemos ver si esta
repetida una combinacion de tres signos, siendo el tltimo de ellos el
8. [...] Hay nada menos que siete combinaciones de los signos ; 4 8.
Podemos, por tanto, suponer que ; representa t, 4 representa h, y 8
representa e.

Acabamos de fijar una sola palabra; pero ésta nos permite también des-
cubrir algunos comienzos y finales de otras. Veamos, por ejemplo, el
pentltimo caso en que aparece la combinacion ;48 casi al término del
mensaje. Sabemos que el ; que viene inmediatamente después es el co-

cemos, por lo menos, cinco. Sustituyamos, pues, esos signos por las
letras que representan, dejando un espacio para el desconocido:
t_eeth.

Probamos con el alfabeto completo para encontrar una letra que se
pueda adaptar a este hueco dando una palabra con sentido. Vemos que
' no existe. Por lo tanto debemos desechar el grupo th como parte de
esta palabra. Reduzcamos, pues, los signos a t_ee.

Utilizando el alfabeto, si es preciso, como antes, llegamos a la palabra

tree (arbol), como la unica inteligible. Obtenemos asi otra letra, la r
_ representada por (.

EDGAR ALLAN POE

mienzo de una palabra, y de los seis signos que siguen a ese the, cono-
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El escarabajo de oro Fd

Edgar Allan Poe Fﬂl
, B Allan Poe
A todos nos gustaria encontrar un tesoro que resolviera

nuestros problemas. A veces no sabemos exactamente I:“,i Cscjrab{ljo dc Qro

como deberia ser. Otras veces lo sabemos, pero nos
falta el plano; o tenemos el plano, aunque

las instrucciones estdn codificadas. Esto ultimo fue

lo que le sucedid a Legrand, el protagonista

de El escarabajo de oro. Ya habia encontrado

el pergamino junto a los restos de un barco pirata,

ya lo habifa puesto al fuego para que el mensaje escrito
con tinta invisible saliera a la luz, pero lo Unico

que aparecio fue la retahila de signos que vemos

en el parrafo seleccionado.

Por la firma, enseguida advirtié que este mensaje
ocultaba un texto en inglés. Descifrarlo era el precio
que debfa pagar Legrand por su tesoro. Y lo consiguié. En este parrafo le cuenta a un amigo
como empezd a desentrafar el mensaje que le llevarfa hasta el tesoro escondido

por los piratas. Su estrategia inicial consistié en comparar la frecuencia de los signos

en el mensaje con la frecuencia de cada letra en la lengua inglesa. El mensaje

descifrado en inglés puede encontrarse en cualquier edicion del relato y, traducido

al castellano, literalmente seria el siguiente:

«Un buen vaso en la hosteria del obispo en la silla del diablo cuarenta y un grados
y trece minutos Nordeste y desde el Norte principal rama séptimo vastago lado Este
solar cuarto del ojo izquierdo de la cabeza de muerto una linea recta desde el arbol
a través de la bala cincuenta pies hacia fuera».

Como se ve, el mensaje todavia tiene un aire misterioso e incomprensible, pero ahora

el problema consiste en interpretarlo. Con imaginacion, tesén y un poco de suerte,
Legrand consiguié entender lo que significa este aparente galimatias y logré desenterrar
un tesoro fabuloso. Saber cémo lo hizo exige terminar de leer este relato,

uno de los més extraordinarios de Edgar Allan Poe.

4 1 2 3 . lod triz. i
0o 1 7 2 1| ¢&sunejemplodematriz.Sirve para

codificar problemas o situaciones como este: «Una empresa de autobuses tiene tres
lineas: A, By C. El lunes salieron 4 autobuses en la linea A, 5 en By 3 en C. El martes
salieron 1en A, 7en By 3 en C. El miércoles, 4en A, 5 en By 6 en C. Representa en forma
de matriz el tréfico de esta empresa en los tres dias».

Una tabla numérica como [

PN
Ul N
()N VS ENUN]

En la matriz, las filas representan los dias de la semana, y las columnas cada una
de las lineas de autobus.
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ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Resuelve estos sistemas.

a) x4+ y+3z=0 b) —2y+ z=-1
2x =2y — z=4 2x+ y—3z=0
X —3y+2z=4 X —5y =7

a x4+ y+3z=0
2x =2y — z=4

X=-—y—37 2(*)/*32)*2)/*Z=4j>
X—=3y+2z=4

—y—=3z=-3y+2z=4
—4y—7z=4
_—4y— z=4
—6z=0
—z=0

z=0
4y —z=4———y=—1

—1,z=0
x+y+32—0—>x—1

La solucién del sistemaesx=1,y=—1yz=0.
b) 2y 4+ z=-1
—y— — —N= 2x —=5y= =3
2x+ y—3z=0 =7, y o1, x4y =32y =) O—>— Xy
. X75y27 X—Sy: 7
X — 5y =7 _—
X =-10
x=-10 17
X—=by=7"—>y=——
5
y=-7 34 39
z:2y—142:———1:——
5 5
La solucién del sistemaesx = —10, y = f% yz= f?
002 | Resuelve estos sistemas.
a) —x+2y=0 b) x— y=0
2x+ y=5 2x+ y=3
2x —3y =1 3x —4y = —1
_X_2y:_
a —x+2y=0 X =2y
- —>4 =5->y=1
2% + y:S} 2X+y—5} sy y
2
y= 1225 x=2
2,
2x—3y=1 ANy 3 = 1.En este caso, la solucion del sistema es valida.
b x—y=20
) y }
2X+y=3
3x =3-ox=1->y=1
W —dy= 1223 4o
x—y=—32EL o3

En este caso, la solucién del sistema es valida.
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SOLUCIONARIO

ACTIVIDADES

Escribe una matriz que cumpla las siguientes condiciones.
« Sudimensiénsea3 x 2.

* dp=—dn=4dy =1
* Gy =01y = —03 = —2
1 =2
Lamatrizes:| -1 —2
2 1

Se venden listones con dos calidades y de dos longitudes. Los listones grandes
de baja calidad cuestan 0,75 € y 1 € los de alta, mientras que los listones
pequenos de baja calidad cuestan 0,45 € y 0,60 € los de alta. Anota estos datos
en forma de matriz.

La matriz serd de dimension 2 x 2. Las filas indican la calidad; las columnas,
el tamano, y los elementos de la matriz, el precio.

0,45 0,75

0,60 1

Halla el valor de cada incégnita para que las dos matrices sean iguales.

x+1 3 0 2 y+1 0
z+1 x+2 z-1 y+2 3 y

Para que las matrices sean iguales deben tener la misma dimensién y ser iguales
todos sus elementos.

Las dos matrices son de dimensién 2 x 3.

X+1=2-x=1 Z+1=y+2->z=y+1—>2=3
3=y+1-oy=2 X+2=3->x=1
0=0 z—1=y—>z=1+2=3

Lasolucidnesx=1,y=2yz=3.

Escribe un ejemplo de las siguientes matrices.

a) Una matrizfila con cuatro columnas.
b) Una matriz columna con cuatro filas.
¢) Una matriz cuadrada de orden 4.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

a) A=(1 3 —=1 0)
1
b B=| 2
—4
1
12 =3 4
C)C:O -2 31
5 2 2 0
1 1 11
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005 | Escribe matrices que cumplan las siguientes condiciones.
a) Matriz diagonal de orden 4 que cumple que a; = 7.
b) Matriz identidad con tres filas.

0

a) A= b) B=|0 1 0
00 7 0 00 1
0 0 0 7

006 | Calcula (A - B), siendo Ay B las siguientes matrices:

! 4 4 1
A=]0 3 B=[_5 8]
5 —4
t t
b 4 1 4 1) O 4 5] (10 5 31 15 —40
o’ '[_5 8] :[_5 8] i R :[_1 8]'[7 3 4]:[57 24 _27]
5 —4 5 —4 - a
007 | Realiza la siguiente operacién con matrices:
—1 2 1) (=2 =2 3 n -1 4 0
0 —3 1 1 0 —1 2 21
—1 2.1 (=2 =2 3+—W4070 8 -2
0 -3 1 1T 0 -1 221 1 =1 3
008 | Averigua los elementos que faltansiA + B=C.
A— 3 435 B— 2 ¢ d c— f 76
5 a b e 3 —1 1 =10
345+26d:f 76%5 44c S+d|_[f 7 6
5 a b e 3 -1 T =10 5+e a+3 b-1 T =10
f=5 44+c=7—c=3 54d=6—->d=1
S5+e=1—-e=-4 a+3=—-1—-a=-4 b—1=0->b=1
009 | Haz la siguiente operacién con matrices:
3 3 1 4 0 4 -1 0 2
2:/]—=1 2 0]—=3:-1 1T =2|—| 2 3 1
-1 5 =2 0 -2 3 -1 10
33 1 4 0 4 -1 0 2 -5 6 =12
2:0=1 2 0|=3-|-1 T =2|—=| 2 3 1|=|-1 =2 5
-1 5 =2 0 -2 3 -1 10 -1 15 =13
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010 | Realiza las operaciones indicadas con estas matrices.
(13 (2 o (-2 3
R
a) 2(A—B)+3C
b) (—2)(A—C) —3(B+20)

_ 5 -1 3 12 3| _ -8 15
san-ss=2{) Jos(2 [ 1

[ 30 o (2 6 _[0 -8
b) (—2)(A—C)— 3B+ 20) = (=2) [72 4] 3 [71 75],[7 7]

011 | Calcula la siguiente operacién con matrices:

0 5
2-3 1 4)-5. 1M1—3-3 1 4)-[—1
-2 0
0 5 0 5
2:(3 1 4)-5-] 1|=3-3 1 4)|=1|=(6 2 8- 5|-(©9 3 12)-|-1|=
—2 0 —10 0
=6-0+2-5—-8-10—9-54+3:1-12-0=10—-80—-45+3=—112
012 | Halla el valor de x en esta igualdad de matrices.
3
(1 —1)-[’1(]—(1 x 9)-|—1l=0
0
3
(1 —1)‘[7]—(1 X 9| -1l=05x-1-3-x)=0>2x=4—>x=2
0

013 | Realiza los productos que sean posibles entre las matrices A, By C.

3 0
A:[ 1o 2] B=|-1 2 c:[_1 4]
2 1 -3 5 3 2
3 0 6
A B:[ / _6] B-A=|-5 2 -8
- 8 -3 13
31
B.C=| 7 0 C.A_[’9 4 ’M]
s 120

A - Cno se pueden multiplicar, ya que la dimension de Aes2 x 3ylade Ces 2 x 2.

C- B no se pueden multiplicar, pues la dimension de Ces2 x 2y ladeBes3 x 2.
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014 | Determina la dimension de la matriz resultante de esta operacién y, después,
compruébalo efectuando las operaciones.

5.2 =1 )52 1[4 50
3 0 1 3 0)12 1 3
La dimension de la matriz resultante es 2 x 3.
2.2—10_"_3.2—1.451_4—2 0_0_3‘6 9 -1 _
3 0 1 3 o) (2 1 3/ |6 0 2 12 15 3]

22 25 =3
42 45 11

015 | Comprueba si se cumple que A-(B+ C)=B-A+ C - A, siendo las matrices:

I I i

Si no es cierto, aplica correctamente la propiedad.
A3 N4 3 oo v nL(o T
2 =1 =1 1 (=2 311 o) (3 =2
-3 1 11 30 T 1 (-5 0 33 (-2 3
2 - '[—2 3]+[—1 1]'[—2 3]_[ 4 —1]+[—3 2]_[ 1 —1]
11 (-3 1 (N 300 (-1 o0 2 1 (1
-2 3]' 2 —1]+[—2 3]'[—1 1]*[12 —5]+[—9 3]*[3 —2]

016 | Realiza la operacion B - A + C - A, sacando previamente factor comun a la matriz A.

2 0 2 0 4 —1 3 2
A=|—-1 =3 B=|-1 3 =5 cC=] 2 0 -3
0 2 31 1 I 5

;Qué propiedad has aplicado al sacar factor comun?

Para sacar factor comun aplicamos la propiedad distributiva por la derecha.
B-A+C-A=B+0)-A

2 0 4 —1 3 2 2 0 —1 3
B+C)-A=||-1 3 =5|4+]| 2 0 =3|-|-1 =3|=|-1 =25
31 1 I 5 0 2 8 12

017 | Completa los elementos que faltan en la matriz para que sus filas sean linealmente

dependientes.
3 -1 b 2
-9 a 0 ¢
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Para que sus dos filas sean dependientes tienen que ser proporcionales, F, = \F,.

a=-\ a=3 3 -1 b6 2 3 -1 0 2
- - -
= - -9 30 -6

018 | Determina el rango de las siguientes matrices.

1T =1 3 0 1 -1 3
a) |2 I 1 b)[2 —2 6
0 -3 7 -1 3 -3 9

a) Ninguna de las tres filas es proporcional a otra.
Comprobamos si alguna fila es combinacion lineal de las otras dos:

N N

2 2
1=2\ oty ]
5:>\Fz+u5—>_1:>\+” - 2 - 2
3=-N+p 5oy, —

O=X-—p 2 2

1 1

0=——p _ L

2 =5

Como los valores de p son diferentes, el sistema no tiene solucion. Ninguna fila
es combinacion lineal de las otras dos, entonces las tres filas son linealmente
independientes y, por tanto, el rango de la matriz es 3.

[ 30
Rango |2 T =1 11=3
0 -3 7 -1

b) Como F, = 2F, y F3 = 3F,, todas las filas son proporcionales. Luego el nimero
de filas linealmente independientes es 1y, por tanto, el rango de la matriz es 1.

T -1 3
Rango |2 —2 6|=1
3 -3 9
3 2 7
019 | Calcula el rango utilizando el método de Gauss:{ 0 —1 2
—5 30
3 ) 7 3 2 7 3 2 7
0 -1 2 0 -1 2
0 -1 2|—— -
5 30 Fz=ﬁ+§ﬁ 0 E ﬁ FB:/ng%F2 0 0 /3
3 3

37



38

Matrices

1 -3 5 7
020 | Halla el rango mediante el método de Gauss:{8 —3 —2 14
2 1 —4 0
1 =3 5 7 1 =3 5 7 1 =3
8 -3 =2 4|——> |0 21 —42 42— [0 21
F, =F, —8F, F=F—LF
2 1 -4 OJf_f (0 7 —14 —1afR=h-3h o 0
1 =3 5 7
Rango |8 —3 —2 14|=2
2 1T -4 0

021 | Calcula, si es posible, la inversa de estas matrices utilizando la definicién.
1 2 3 =5
9 3 SR
a+2c=1 a+2c=1
o[V 2o b]_[1 O], b+2d=0  b+2d=0
2 4) |\c d 0 1 204+ 4c=0 2@+2)=0
2b+4d =1 2(b+2d) =1
El sistema no tiene solucion, luego no existe matriz inversa.
3 =5) (a b 1 0
b) . =
—1 2) \c d 0 1
3a—5c=1 3a—-5c=1
3b—-5d=0 ﬁSbed:O N 6¢c—5c=1 N
—a+2c=0 a=2c 6d—3—-5d=0
—b+2d=1 b=2d—-1
2 5 -
Comprobamos que [1 3] es la matriz inversa:
3 -5 (2 5 _(10
-1 2)71 3o 1
2 5 3 =5} (1 0
1 3) (-1 2] 10 1
2 =3 1
022 | Halla, si es posible, la inversa de esta matriz: |3 11
0 10
2 =3 1] |a b ¢ 170 0
3 1 1]-|d e fl=]0 1 0
0 1 0] g h i 0 0 1

5
—42
0

—42

0
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2a—3d+g=1
2b-3e+h=0 _, , _, _
2-3f + i=0| <9T9= a+tg= a=-
2b+h=0 3a+9g=0 b=1
3a4+ d +g=0 i
2c+i=3 2b+h=0 c=-4
—3b+e +h=1 -
34 f 4 i=0 30+g=0 3b+h=1 g=3
do| 3b+h=1 2+ =3 h=-2
R 3c+ i=-1 3c+ i=-1 =1
f=1
-1 1 -4
Comprobamos que| 0 0 1] es la matriz inversa:
3 =2 1
2 =3 1) (-1 1 —4 1 00
3 11 0 0 =10 1 0
0 10 3 =2 N 0 0 1
—1 1T —=4) (2 =3 1 1 00
0 0 1113 1T 11=|0 1 0
3 =2 11)10 10 0 0 1

023 | Calcula, por el método de Gauss-Jordan, la inversa de estas matrices.

2 [ 6 2] b) [—3 7]
12 5 2 —5

6 211 0 6 2 10 6 0 5 =2
a) —_— —_—
12 5|0 1)h=hK=-2f |0 1|=2 1) A=F-2 {0 1|2 1

] —
— 6 6
F=gsfilo =2
b)[—z 710] - :;O
2 5[0 Vpepse | 0 —5|
-3 015 21 ! ols _7
112 S
F=Ft2K | 0 ——|= 1| (__ 1 |0 1|-2 -3
313 R

F=—3,

024 | Halla, por el método de Gauss-Jordan, la inversa de la matriz:

—1
1
1

o N W
- W o
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30 <111 00 30 ’,; ;
2 3 10 1 0 —2> 0 3 g —g
F=F—%F
0 1 10 0 1 2=h=3 01 1 0
3 0 —1 1
03 2|2
— 3 3
k=H—-—F 0 0 41 2
9 9
30 0 i
2
— >0 3 0 —i
F=F+h 2
% 4| 2
A L C S
1 00 i
2
o 1ot
F=sF 2
31 0 0 1 !
h=3h o
5:%@
025 | Clasifica las matrices y determina su dimension.
0 0 —2 3
A=01 2 2 B=|1 C=|-4 31 D=
7 2 0 1
300 1T 1 1
F=10 1 0 Gz[_? (1) ;] H=|0 1 -3
0 1 1 00 2
A=(1 2 2)— Matrizfilade dimensiéon 1 x 3
0
B = | 1| — Matriz columna de dimensién 3 x 1
7
0 -2 3
C=|-4 3 1| — Matriz cuadrada de orden 3
2 0 1

D= [2 (2)] — Matriz diagonal de orden 2

E= [(1) (1)] — Matriz unidad de orden 2

o — O

| |
wl—nlon|w

srlens|ws|=

— O
- O O

w | —

o O

— L‘GA‘@

sonruns|w



300
F =10 1 0|— Matriz triangular inferior de orden 3
0 1 1
01 2 ) . .
G= 10 3™ Matriz rectangular de dimension 2 x 3

11 1
H=|0 1 —3|— Matriztriangular superior de orden 3
0 0 2

3 0
J= [ 78] — Matriz triangular inferior de orden 2

026 | Pon dos ejemplos de estas matrices:
a) Matriz columna c) Matriz diagonal
b) Matrizfila d) Matriz cuadrada
Respuesta abierta. Por ejemplo:

-8

2 00 4
a | 1 b) 3 =2 9 glo 50 d) [_o
0 0 0 7
027 | Halla los valores de a'y b para que las matrices sean iguales.
1 b 3 1 5 3
A=([3 1 0 B=|1—a 1 0
9 4 1 9 4 1
T b 3 T 53
3 1 0|=|1—a 1 0|—>b=5a=-2
9 4 1 9 4 1
028 | Calcula la matriz traspuesta de cada una de estas matrices:
0 5 —4 3
A=017 2) B=|1 C=|-4 31
7 2 8 9
D= 4 0 E— o1 7
0 4 -1 9 3
1 5 —4 2
A =\7 B'=(© 1 7) c'=|-4 3 8
2 3 19
40 o -
oo(t0) e s
7 3

SOLUCIONARIO
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029 | Una empresa de autobuses tiene
tres lineas: A, By C.
El lunes salieron 5 autobuses
enlalineaA,3enlaBy4enlaC
El martes salieron 2 autobuses
enlalineaA 1enlaBy4enlaC
El miércoles sali6 1 autobus
enlalineaA,3enlaBy5enlaC
Represéntalo en forma de matriz.

Lo representamos en una matriz de dimensién 3 x 3.

Las filas representan los dias de la semana: lunes, martes y miércoles.
Las columnas corresponden a las lineas A, By C, respectivamente.
Cada elemento de la matriz es el nimero de autobuses.

— N U
w — w
[Sp N SN

030 | Una fabrica elabora dos tipos de productos, X e Y, que vende a tres empresas A, By C.
Inicialmente distribuia 1.000 unidades de cada producto a cada una, pero en este
mes la empresa A recibié 600 unidades de X'y 300 de Y; la empresa B recibié 400
unidades de X'y 800 de Y, y la empresa C recibi6é 900 unidades de X'y 700 de Y.
Representa mediante una matriz las disminuciones porcentuales que se han
producido en la distribucion de los productos a estas empresas.

Las filas corresponden a cada tipo de empresa, A, By C, y las columnas
corresponden al tipo de producto, X e Y. Cada elemento de la matriz
es la disminucion porcentual de la produccion.

100—100-ﬂ:40 100—100~ﬂ:70
1.000 1.000
40 70
100f100~ﬂ:60 100fWOO~ﬂ:2O 60 20
1.000 1.000 10 30
1007100Aﬂ:10 100fWOO~ﬂ:3O
1.000 1.000

031 | Considera las matrices:

A:016 B:916
-1 4 3 18 =9

Comprueba con esas matrices la propiedad conmutativa de la suma.
0 16 91 6_(9 2 12
-1 4 3/ (1 8 -9/ (0 12 -6
9 1 6 n 0 1 6 _ 9 2 12
1 8 —9 -1 4 3 0 12 -6
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0 5 5 5
032 | Consideralas matricesA=|—4 1|yB=[|4 -2}
1 3 2 3

05 (5 5 (=50
A-B=|-4 1|-|4 —2|=|-8 3
13 12 3 (=10
5 5 05 (5 o0
B—A=|4 —2|—|-4 1|=|8 -3
2 3 13 1 o

A — By B — Ason matrices opuestas.

033 | Considera las matrices: A:[1 -1 4] B:[ 0 2] C:[_2 ! 2]
0 —1 3 -1 0 3 —1 4 3
Calcula.
a) A+B—-C ¢ —A—B+C e) A—(B—0Q)
b) A—B+C d —A+B+C fy C—(A+B)
3 -1 4 -3 30
A+B—C= —A =
D A+B-C [O - 3] d) —A+8+C [_2 : 3]
-1 =1 4 -1 -1 4
A— = A-—B-C)=A— =
b) B+C [O 3 3] e) (B—0C) B+C [o 3 3]
-3 1 -4 -3 _4
—A— = fy C—(A —A— =
@) B+C [ 0 5 _3] ) C—(A+8) B+C [ . _3]
. . . . —6 1 2
034 DetermlnaunamatrlzXqueverlflque:A+X:B,S|endoA=[ 10 4]
(o1 2
yB_[1 9 3]'

A+X:B—>X:B—A:[O ; 2]—[_?

—
w

035 | Considera las matrices:

3 0 2 1 1 41 =2
A=[4 8] B=[_1 0 3] c=|0 5 =3
- - 10 2

Realiza, si es posible, los siguientes productos.
a) AB b) BA c AC d) BC

3 0 (-2 1 1) (-6 3 3
3 AB:[4 —8]'[—1 0 3]:[ 0 4 —20]

b) No se pueden multiplicar By A, ya que la dimensién de Bes 2 x 3y lade A
es2 x 2.
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c) No se pueden multiplicar Ay C, pues la dimensién de Aes2 x 2y lade C
es3 X 3.

-2 1 1
-10 3

036 | Comprueba que, en general, el producto de matrices no cumple la propiedad
conmutativa multiplicando estas matrices:

d) BC =

2 0 =2 1 2 1
A=[1 5 =3 B=|5 1 =3
2 0 2 00 2
2 4 =2 6 10 -—
AB=126 7 -20 BA=|5 5 =19
2 4 6 4 0 4

037 | Comprueba que se cumple la propiedad distributiva del producto de matrices
con respecto de la suma utilizando estas matrices.

S RS Iy
A<B+C)=[f1 _g]'[_l ﬁHé —s]
e . R N

_ 9 3 n -6 3 _ 3 6
12 =12 0 4 12 -8
2 1 3 0 !
1 =2
1 =2 0 1 1
De las siguientes operaciones, algunas no se pueden realizar; razone por qué.

EfectUe las que se puedan realizar.
A+B A'+B AB AB

038 | Sean las matrices: A = [ B=

A + B no se puede hacer, porque el nimero de filas y columnas de Ay B

no coinciden.
2 1 2 1 0 1 2 2
Al=|1 =2 Al4+B=|1 =2|+|1 =2|=|2 -4
3 0 3 0 1 1 4 1

2 1 3 0 W 4 3
=1 o]'w 2 :[—2 5]
1 1
AB' no se puede realizar, ya que el nimero de columnas de A no coincide

con el nimero de filas de B".




SOLUCIONARIO

039 | Con las matrices: A = [; _1], B= [2 O] yC = [_‘1 0],ca|cu|a, si es posible:

—2 1 4 1
a) 2A—3B b) 2A.38 o AB+0Q) d) A—3B
—4 -2 4 -5
2A-3B = A =
a) 38 [ 3 —16] o AB+0C) [9 —10]
(6 —24 e [-5 —
SOEEEE PR L

-1 2
040 | Con las siguientes matrices: A = [(1) _; 2] B=] 0 5|yC= [0 _1],
calcula, si es posible: 3 8
a) ABC b) 2AB o AB—C) d) B-3C

3 A56:<A3>cz[—1 —3].[0 —1]:[—6 _17]
9 14

b) 2AB:[2 =2 O]

0 —4 6]

c) No se puede realizar esta operacion, ya que By C no se pueden restar
por no tener la misma dimension.

-1 2 0 _3 12 39
d B-3C=| 0 5-[6 ?8]: 30 90
3 8 48 135

041 | Con las matrices A = [(2) _l] y B= (3) _1] comprueba que se cumplen
las siguientes propiedades.

a) (A)
b) (A+B) A+ B
c) (AB)'=BA’

— (A+B) = A + 8
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042 | Realiza los calculos que se indican, si es posible.

2 1 =2 01 =2
A= 15 3 B:[(z) (2)] C=|-1 0 =3
-2 3 2 23 0
10
D=0 1 E=[_: 1]
11
a) A'C d) DD!
b) CD' e) AC!
Q (B+E) f) GE)
21 =2} (01 =2 (-5 -4 =7
a AC=| 1 5 3|-|-1 0 =3|=| 1 10 =17
-2 3 2|23 0 1T 4 =5

b) No es posible, porque C tiene 3 columnas y D' tiene 2 filas.

9 <B+E>f—([é g]+[,1 m:[? ;]:[? 7;}

R I A
d)DDf:O1-[O]1]:O1W
11 11 2
201 =2) (0 -1 2 5 4 7
e ACt=| 15 3| 1 0 3/=[=1 —10 17
23 2| |=2 =3 0] =1 -4 5
33 (3 -3
f) () = .
=[5 = )

043 | Responde a estas preguntas.

a) ¢El producto de dos matrices diagonales del mismo orden es también
una matriz diagonal? ;Por qué?

b) ;Existe siempre el producto AA, siendo A una matriz cualquiera? ;Por qué?

a) Si, escierto.

ap O 0 b‘H O O ambm O 0
0 ap . 0|0 by .o Of_| 0 auby 0
0 0 ..anl0O 0 ... b, 0 0 b

b) Siexiste, ya que el nimero de columnas de A’ siempre es igual al nimero
defilas de A.



SOLUCIONARIO

044 | Dadas las matrices:

10 3 2 0 —1
A= 2 1 0 B=|3 =2 0
calcule AB. -1 0 - oo
10 31 12 0 —1 5 0o 2
AB=| 2 1 0-13 =2 Of=| 7 =2 =2
-1 0 =1 | 0 1 -3 0 O
01 1 3 2
045 | Se consideran las matrices A=|—3 1 yB:[O 1 4].
Calcular ABy BA. 21
0 0 1T —4
A8 =|-3 1-[; ? i]: ~3 -8 -10
21 - 2 7 0

046 | Dadas las matrices A = [? _1] yB= [1 3]:

a) Calcule A% 4+ 2AB + B b) Calcule (A + B)>.

i R P
o7 =6 -6 -3

10 11
2 15

> >

> Il

==

—_—

N O
N
o~

ul — =

— X

—_

— o Il
—_—

[ N O

N

Il v —

—_—

5
5 29

an [0 2) (0 1) _[4 10
1 5/ 12 5/ |10 26
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048 | Con las matrices:
5 3 4 4 2 —1
comprobar la propiedad asociativa del producto de matrices.
2 =1 3 4 2 1 2 =11 (|5 5 4 7
AB+C)= . = . —
(B+C) [5 3] |[4 4]+[2 —1}] [5 3] [6 3] [43 34]
2 =1 [3 4 2 =1 (2 1 2 4 2 3
AB + AC = ) ) _ _
B Ac [5 3] [4 4]+[5 3] [2 —1] [27 32]+[16 2]

(4 7
43 34

049 | a) ConsideralamatrizD = ; escribe dos matrices de orden tres diferentes

o o w
o 1 O
v O O

y multiplica a cada una de ellas por D.
b) ;Cémo actua D al multiplicarla por una matriz cualquiera A?

a) T2 3)(5 00 510 15
21 0|0 5 0|=|10 5 0

-1 0 =110 0 5 -5 0 -5

2 =3 1} (500 10 =15 5
5 —4 2|-/0 5 0|=|25 =20 10

-1 0 3)10 0 5 -5 0 15

b) Actta igual que si multiplicdramos la matriz por el nimero 5, ya que D = 5I.

050 | Indique todos los productos de dos matrices distintas que se pueden hacer
con las siguientes matrices:

a b ab a b c a
= = = = E=(@ b
I i Il I
e f
Se puede realizar: AC, AD, BA, BC, BD, CB, DE, EA, EC, ED.
051 | Sean las matrices: 1 )
2 -1 0 21 -
A:[ ] B:[ ] c=| o 2
0 2 -1 2 2 _ 0

a) Determine la dimension de la matriz M para que pueda efectuarse el producto AMC.
b) Determine la dimensién de N para que C'N sea una matriz cuadrada.

a) La matriz M debe tener tantas filas como A columnas y tantas columnas
como Cfilas, por lo que seréd de dimensién 3 x 3.

b) Ces3 x2—C'es2 x 3,yentonces Nserd3 x 2.



SOLUCIONARIO

052 | Sean A una matriz de dimensién 5 X 3, B una matriz de dimensién m X n
y Cuna matriz de dimensién 4 x 7.Si sabemos que se puede obtener la matriz ABC,
icudles son las dimensiones de By de ABC?

Para poder obtener el producto, B ha de tener tantas filas como columnas tenga A
y tantas columnas como filas tenga C. Es decir, la dimension de Bes 3 x 4
y la dimension del producto ABCes 5 x 7.

053 | Sean Ay B dos matrices de tamafio 2 X 2. ;Es cierta la igualdad
(A + B)(A — B) = A> — B*? Pruébalo si es cierto o busca un contraejemplo
si es falso.

No es cierta, por no ser comutativo el producto.

- 3o

(A+B)A—B)= A2 — AB+ BA — B2 =
7 4[4 S 3 (-2 3|6 s
“le 7 20 1M 7 6 7] |25 2
w_g |7 A _[2 3|5 1
“le 7 6 7] 112 14

(A+B(A—B)= A — B

0 0 —2 0 1 1
054 | Conlas matricesA=|1 4 —1|yB=|5 1 —=3|,
2 0 0 00 2

calcula (A + B)*y A2 + 2A - B + B~ ;Por qué no coinciden los resultados?
¢Cual seria la formula correcta para el cuadrado de una suma de matrices?

01 —1)(0 1 =1 4 5 —6
(A+B?=|6 5 —4|-|6 5 —4|=]2 31 —34
20 2J12 0 2 4 2 2

—4 0 0] (0 0 =8] (5 1 —1 11 -9

A 4+2AB+B=| 2 16 —6|+|40 10 —26|+|5 6 —4|=[47 32 —36

0 0 -4 (o 4 4 loo 4 0 4 4

Como el producto de matrices no es conmutativo, el célculo correcto es:
(A+B) = A’ + AB+ BA+ B’
Lo comprobamos hallando de nuevo el segundo miembro:

-4 0 0 00 -4
A4+ AB+BA+B =] 2 16 —6|4+]20 5 —13|+
0 0 —4 0 2 2

34 - 51 -1 4 5 -6
+1-5 4 —-1|+|5 6 —4|=|22 31 -34
4 0 0 0 0 4 4 2 2
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055 | SealamatrizA = . Encuentra la regla del calculo de las potencias sucesivas

- O ©
o O —
o = O

de A, es decir, de A" para cualquier numero natural n.

010 0 1010 10 0 01
A=|0 0 1 A=|0 0 1|-]0 0 1|=[1 0 O
100 10 0)11 0O 010
00 1[0 10 100
A*=|1 0 0[]0 0 1 01 0|=1I At=TA=A
0 1 0/(1 00 00 1

Si dividimos n entre 3 tenemos n = 3p + g, donde g es el resto al dividir n entre 3,
y s un ndmero natural menor que 3.

A sig=1
AT = AT = APAT = TAT = ATy AT =A% sig=2
I sig=0
10 1
056 | DadalamatrizA=|0 1 0], hallaA’ A®yA".
0 0 1
T0 B((r o 1n (102 T 0 2)(1 0 1) (1 0 3
A?=]0 1 0|0 1 0|=[0 1 O A=]0 1 0f-{0 1 0|=[0 1 0
00 1)0 0 1) |00 1 00 110 0 1) (0 0 1
70 3)(1 0 1) (10 4 70 4 (1 0 1) (1 05
A*=|0 1 0[]0 1 0|=|0 1 O A=10 1 0{/0 1 0|=|0 1 0
00 100 1 001 00 100 1 (001
10 n
Engeneral: A" =[0 1 0
00 1
0 0 2
057 | Calcula A*®®, siendoA=|0 2 0
2 00
0 0 1 0 0 1 0 0 1 700
A=2-0 1 0 A2=2-0 1 0[-2:/0 1T 0[=2°-]0 1 0
1700 700 700 0 0 1
70 0 0 0 1 0 0 1
A =20 1 0[-2-/0 1 0|=2*-]0 1 0
0 0 1 1T 00 1700
En general:
E 700
« SinesunnUmero parresulta: A” =2"-10 1 0
0 0 1

0 0
+ Sinesunnumeroimpar resulta: A” =2" -0 1
10

o O —



SOLUCIONARIO

Asi, tenemos que: A" = 2200 .

o O —
o — O
— O O

058 | Dadala matriz A = [(1) ?] halle A%%%,

A2=1 0 %Az.m:(Az)w.oozzlw.om:] 0
0 1 0 1

059 | Sealamatriz1 x 3:
A= 2 a)
Calcula el valor de a sabiendo que AA* = 5.

M =T +22+a>=a>+5
M =530 +5=5>3a=0

060 | Sean las matrices A = | * ! yB= 0 1.
1T x+1 11

a) Encuentre el valor o valores de x de forma que B> = A.
b) Determine x para que AB = I,.

[y Ry L) [ E I N
2 1T x+1
b) AB = X T 0 _| x X4 1
1 ox+1) 1) x T x+2
AB=1 — 1o = x+1 — No tiene solucion.
0 1 X+1 x4+2

061 | Sealamatriz2 x 2: A= [a _3]
2 4

Calcula el valor de a sabiendo que AA' es una matriz diagonal.

|9 =3].[a 2|_ a+9 2a-12
2 4 |=3 4) |la—12 20
2
a+9 2a-12)_Ic O, 1h_05a=6
20—12 20 0 d
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062 SeaA:[X _1].
1T vy

a) Calcula A%

b) Calcula todos los valores de x e y para los que se verifica que A? = [X +1 _2].

2 —1

2 A2:x271 —X =y
X+y y =1
. X —1=x+1
X°=1 —x—y x+1 =2
= =2
]
yo—1=-1-y=0

X+y:2y—:0>x:2

063 | Determine los valores de x e y que hacen cierta la siguiente igualdad:
T =1 (x| x|.13
3 2y ly =1 |2
T =T X1 x| 3
1 71]. x| [ x—v
3 2 ly 3x + 2y

1 X] 3 34 2x
2) 3y -2

X
X—y=342x _)fxfy:3 N 4
3x+2y=3y -2 3X—y=-2

064 |seana=|"1 2 ] yB= —x dos matrices de orden 2 x 3,
y 35 3 z x4z

en las que x, y y zdenotan valores numéricos desconocidos.

a) Determine, razonadamente, los valores de x, yy z € R de manera que A=B.
b) ;Es posible el calculo de AB? Razénese la respuesta.

2=x Y=

a) [—w 2 1] [—w X ] y=3 B

= B N y:3

y 35 3z X4z 3= =3
X+ z=

b) No es posible, ya que el nimero de columnas de A no coincide con el nimero
de filas de B.
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065 | Sean las matrices:

a=[*Yl B=|9 c=|Y| b=|"¥
0 vy 1 ay 1—a
a) Consideramos x e y dos variables, y a un pardmetro. Obtén el sistema de dos
ecuaciones y dos incégnitas que resulta de plantear AB — C=D.

b) Estudia el sistema para los distintos valores de a.
c) Encuentra una solucién paraa = 2.

Q) AB—C=D— |tV |6~ o |6~
y ay 1—a y(1—a) 1—a
ax =6 —ay
y(l—a)=1—a
b) Es compatible indeterminado paraa = 1.

Es incompatible para a = 0.
Para el resto de valores de a es compatible determinado.

2X:6—2y} <{)(:2
—
—y =-1 y=1

066 | En cada una de las matrices, determina mentalmente cudl es el mayor nimero
de filas y de columnas linealmente independientes.

0 1 4 5
A=(1 2 3) B=11 c=|2 5 7
3 36 9
1 3 4

(20 [ 20 6
D‘[o 2] E_[—1 0 —3] F=10 00
2 6 8

A=(0 2 3)—1filay1columna

0
B=|1|—>1filay 1 columna
3

1 4 5
C=12 5 7|—2columnas(12y22)y 2filas
36 9
D= 20 — 2 columnas y 2 filas
0 2
2 0 6
E= i
[71 0 73] — 1filay 1 columna
1 3 4
F=10 0 0|—1columnay 1 fia
2 6 8
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067

068

Calcula el rango de las siguientes matrices.

1 =2 1 4 0 o1 =2
A=|-2 4 B=]—-1 3 2 C=|—-1 0 =3
3 6 2 20 2 3 0
2 10 1 2 3 405
D=|-1 0 1 E=[0 1 12 3
340 12 =1 3 4

Elrango de A es 2, porque la segunda columna es proporcional a la primera.

1 0 0
140 1 00 70
B=|~1 3 2| ——= |1 7 2|——— .
220 2 7277 2 -6 0 G=G-3G | 2 -6 -
Como esta matriz es escalonada por columnas, Rango (B) = 3.
01 =2 10 =2
C=[-10 =3|——> |0 =1 =3
G <G
23 0 3 2 0
1T 0 =2 1T 0 =2
:"—;:/:3—3/:. 0 -1 =3 W 0 -1 =3|—> RangO(C):2
0 2 6 0O 0 0
210 1 20 1 20
D:_]O]CCO_]1F7F4FO_11
340 270 30/ lo =50
1T 2 0
0 -1 1|—=Rango (D) =3
F,=F,+5F, 0 0 -5 9
1 2 3 45 1 2 3 4 5
12 =1 3 4/ "= 710 0 -4 -1 -

Como esta matriz es escalonada, Rango (F) = 3.

{Cudl es el mayor nimero de columnas linealmente independientes

1 0 2
delamatrizA=|0 1 10?
2 —1 3
1T 02 1T 00
2 =1 3] 2 "7 212 =10

Como el rango por columnas es 2, solo hay dos columnas linealmente
independientes.
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069 | Sabiendo que el rango de la siguiente matriz es 2, determina el valor de a.

1 0 1

A= 7 2 —1

11 —4 a
1T 0 1 1 0 0 10 0
-1 =4 a2 2 V|=-11 =4 ag+1] 2 = =1 -4 a-5

Para que el rango sea 2, como esta matriz es escalonada por columnas,
el término a — 5 debe ser cero, luego a = 5.

-3 1 6
070 | Halla el valor de k, si existe, para que el rangode lamatrizA=| 5 k —10|seal.
113 =2

La tercera columna es proporcional a la primera, luego el rango es, a lo mas, 2.
Para que el rango sea 1, la segunda columna debe ser proporcional a la primera,

) ) 1 1/3
pero esto es imposible porque: —3 = -

Luego no hay ningun valor de k para el cual el rango sea 1.

071 | Una matriz cuadrada de orden 3 tiene rango 2.
a) ¢Cual es el rango de la matriz que resulta al quitar una fila?
b) ;Cudl es el rango de la matriz que resulta al eliminar una columna?
c) ¢Qué sucederia en los casos anteriores si el rango de la matriz inicial fuera 3?

a) Elrango de la matriz es 2 si eliminamos una fila que depende linealmente
de las otras, y es 1 si las dos filas que quedan son proporcionales.

b) Elrango de la matriz es 2 si eliminamos una columna que depende linealmente
de las otras, y es 1 si las dos columnas que quedan son proporcionales.

c) Eneste caso, el rango siempre es 2, porque las dos lineas que quedan
son siempre linealmente independientes.

072 | Calcula la matriz inversa de las siguientes matrices:

10 0

A:; ﬁ] B:[_; _?] c:[_g ?] p=|—2 4 o

o o 0 1 =2
11 1 -2 1 1 -1 0
e=lo 2 —1| F=lo 4 =3] G6=[3 4 &
0 0 —2 1 -2 0 0 1 —2
10 o0 10 0 30 0
H=lo 2 o 1=lo 1 0 J=lo 3 o
00 —2 00 1 00 3
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o

1 01
0 110
Hﬁ—25[

—
F=—F,

i

1
0

0
-1

1
0

2110
=110 1) A=R+2F

1
0

|

0

—11

0

=11

)

0
1

=211
5

—11

-1
0

10
0 1) /=FK+5A

-2
—1

|

0
0
1

0 01
04 0]2
1 =210 0

0

F,—2F, [

0 1 0
4 0 0 -
1T =20 0 1)°2

1
2
0

4
0|0 2
-2|10 0

4
0 4
0 0
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073 | a) Sealamatrizz A= [i Z].gTieneinversa?

b) Calcule lainversa de la matriz: B = [; j]

a) No tiene inversa, ya que surango es 1, pues la sequnda fila es igual a la primera
multiplicada por 2.

b) 12110 1 20 10 1T 0|=21
3 4|0 1) E=£=-3R |0 =2|-3 1JA=A+FK |0 —2|-3 1
1 0|-2 1 -2 1
-1 _
G [ 3 = DA = 3 =
T 2 2 2 2
074 | Sea la siguiente matriz2 x 2:
A= 2 0
0 5
CalculaA'y A7,
L
AF[Z O] A2
05 o
5
075 | Dadas las matrices:
—1 0
12 3 _|1T
A= B=| 2 2 C—[ ]
[2 1 1] T 0
-1 =1
hallar:
a) C+AB b) C' 4 (AB)™! c) (C+AB)"
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076

Se considera la matriz:

A [2 1]
3 —1
Calcule A%y (A9,

0
| o 22
71 7 7
B 2
19 19
21
A=fi-igh o 2|2
7 7
4 3
Vol S T
19 19 L
SR PO I SRS et R - S 2
R=’b 19 19 19 19
19
. -1 2 0 —1\=1,, p—1
077 | Dadas las matrices A = 10 yB= 1 3’,calcula(A )"'yB™'B.
;Por qué se obtiene este resultado?
Por la definicion de matriz inversa: (A=) 'A™" = I multiplicando a la derecha
por A los dos miembros, se obtiene (A™) ' = A
Por la definicion de matrizinversa: B~'B = 1.
078

Sean las matrices:

a) Compruebaque (AB)"'=B""'A"".

b) Calcula (B%)™', de la manera mas rapida posible.
20 (12 0

-1 2 4

(v =2 (1 1) _[i2 0

o 1) s )

1/4 1/2

a) (AB)"'

BTA™

b) (8 = (88)" = B8~ :[

e
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079 | DadalamatrizA = [; i] calcula (A'A7")? A.

(AATV A= AATAATA = AATA
1 o‘ -2 1]

1 2[1 0 1 2] 10
_— R
3 4/0 1) AR=h-3r |0 —2|=3 1) A=A+K |0 —2|=3 1

1 0|=2 1) (-2 1
F__1p (0 1]32 =12 32 -1
2 22

A[A"Af:] 3112 VoY 3 52 —12) [ 3| (32 12
2 4) 132 =172) (2 4 2 0 )12 4 2 6

080 | Sean las matrices:

Y el

a) Halle el producto de A por B.
b) Calcule la matriz inversa del producto de A por B.

¢) Halle el producto de la inversa de B por la inversa de A. ;Qué relacion existe entre
esta matriz y la del apartado anterior? Justifique la respuesta.

21
L (1o 11l 1o
b) (AB)" —
) A8 %[2 1‘0 1]5:5725 [o —1‘—2 1]
10|11 o)1 1
— —
Aehii o —1]—2 1) B==h {0 1] 2 —1

2 =1
9 Ao T 211 0 T2 10
2 310 1)h=h=2"10 —-1|-2 1

[1 O‘—S 2] [1 O‘—S 2]
_
R=R+2H (0 —1

a3 gLt 110 1 0]1
2 —] 0 1l0 1) A=rr5"l0o 10

Son matrices iguales, ya que se verifica:
B7AT - (AB)=B'AT'AB=BTIB=B"B=1—B"A" = (AB)"'



SOLUCIONARIO

. 2 1 1T =2
081 I : A= B =
Sean las matrices [_2 0] [2 4]

Calcule A7'(B — AY).

. 2 1)1 0 2 1010 2 00 —1
AT > _ —_
-2 0[]0 1) R=R+A"(0 1|1 1) A=A=KR7{0 1|1 1
1 0fo -+ . L
== o 11 T

S E i

| e
o3 310 )
woar=(2 (5 34 )

((A'B — 21,)*)"" — No existe, porque su rango es 1.

083 | Dada la matriz: A = [ ! ;] calcula AA" — 547", siendo A’y A~ las matrices

traspuesta e inversa de A, respectivamente.

e I | B

1211 0 1 2110 5 0[3 =2
-1 3]0 1) B=K+A"{0 5|1 1] A=K-2K"10 5|1 1
1035 =2/5 o (35 =25
— - A =
F_holo s s /5 1/5
5
F
FZ:?Z
AN SAT 5 5 s 35 =2/5) (2 7
510 /5 1/5 4 9
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084 | Sealamatriz2 x 2:

=k

Calcula el valor de a sabiendo que no existe la matriz inversa de A.

Si no existe inversa el rango es 1, por lo que las dos filas son proporcionales,
y resulta que:

—=9 54=2
4

N | —

10
085 | Sean las matrices A=[2 k|yB= [k 0 _1].
1T 1 2
0 1
a) Estudia, en funcion de los valores reales de k, si la matriz BA tiene inversa.
b) Hazlo mismo para la matriz AB.

10
a)BA:kO1-2k=k 1
T 1 2 0 3 k+2

No tiene inversa cuando las filas son propocionales.
e 1 L eiu=350 +2k—3:0—>{k:_3
3 k+2 k=1

Para un valor de k distinto de 1y —3, la matriz tiene inversa.

1 PR k O 1
b) AB=|2 k.[] ] 2]: 3k k 242k
0 1 11 2
1 1
k0o 1 |1 00 —;—50 0
-
31kﬁ2+22k88)? F=F-(+0F |2k—1 —1 0|0 1
Fef_b 1 1 2]0 0
2
0 0ool1 =L KL
2 2
E:nggqu 1 0l0 1 —1—
2 1 1 2010 o0 1

Como el rango de la matriz es 2, la matriz AB nunca tiene inversa.

086 | SealamatrizB = [: 2] Calcule el valor de b para que B> = I,.



SOLUCIONARIO

. . 1
087 | Calcular los valores de a para los cuales la inversa de la matriz: A = g[ a4 2]

coincide con su traspuesta.

A:i- a 4 A‘:l- a —4
5 (-4 a 5 4 a

— 2
SiA":Af—>i[a 4].i[“ 4]:[1 O]_>La 6 0
54 a) sl4 a) (0 1) 250 0 a+76
_[(1 0], 216
Lo 25

=3
1—>az+1625eaz9%{a 3
a=-—

088 | Sealamatriz A= 2 X 1.
0 x+2

a) Halle los valores de x para los que se verifica A% = 2A.

b) Parax = —1, halle A~". Compruebe el resultado calculando AA™".
2 A2:4 x? + 4x 2A:4 2x
0 x*+4x+4 0 2x+ 4
A2=2A—>4 x> + 4x _[4 2x
0 xX*+4x+4 0 2x+4

X° 4+ 4x = 2x
%

X +Ax+4=2x+4
x=0

X =2

}%Xz-l-ZXO

x2+2x:0—>{

0
1
2 —1]1 0 2 0]1 1 1ol— —
0 1]0 1) A=ATR (0 1]0 1) K 2 2
> oo
L
Al=12 2
0 1
10

we g

089 | ¢Es posible que una matriz de tamafio 3 X 2 coincida con su traspuesta?
¢Y con suinversa?

No puede coincidir con su traspuesta, ya que no tienen el mismo ndmero de filas
y columnas.Y no puede coincidir con su inversa, porque no existe inversa,
solo tienen inversa las matrices cuadradas.
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090 | Sean las matrices:

[ e
11

a) Encuentre el valor o valores de x de forma que B> = A.
b) Igualmente paraque B+ C=A"".
c) Determine x paraque A + B+ C=3L.

1 x
x 0

Brc=a"o| ' XTho T T, 20
Xx—1 2 -1 2
0 A+B+C:[3 ;]

30
3, =
=69

3 x) (30

+B+C 32—>[X 3] [O 3]%)( 0

091 | Sean las matrices:

=0

a) Calcule, si existe, la matriz inversa de B.
b) SIAB=BA y A+ A'=3I, calculexey.

-1 0]1 0 -1 0]1 0 1o
1210 1) A=R+r |0 2|1 1) A==-A"|0 1
£ =2
2
-1 0 2
B'=|1 1
2 2
o (1o
Bg_[m]



092

093

094

SOLUCIONARIO

b) AB:7X+'V 2y
X+y 2x

pa=|"*"V
X =2y y+2x

AB:BA—>[*X+Y 2y]=[*X*y I ]—>y=0

X+y 2x X =2y y+2x
A+Af:Xy+X_y:2XO
-y X y X 0 2x
312:3 0
0 3
2x 0 30 3
A4 A =31 = - =
+ 2_>[o 2x] [o 3]_” >

Supongamos que A es una matriz 2 X 3y B una matriz3 X 2. jTiene sentido escribir
(AB)"'=B"'A""?

No tiene sentido, ya que aunque AB es una matriz cuadrada 2 x 2y si puede tener
inversa, las matrices Ay B no son cuadradas y no pueden tener inversa.

Dadas las matrices: A = [_(1) ?] y B= [ ? g],calcula una matriz X tal que
cumpla las siguientes igualdades.
a) A+X=8B Q 2A+X=8B e) A+ X=2B g A—X=-B
b) A—X=B d 2A—X=B fy A—X=2B h) —A—X=8B
a)x:B—A:[3_2] e)X:ZB—A:[5 _2]
-1 2 -2 5
O X=A—B=|" °2 fl x=pA-28=]"> 2
1T =2 2 =5
4 —4 12
X=B-2A= X=A+B=
; 57 a0

2 1
Dadas las matrices: A=12 0 11y B=]| 0 1 0}, resuelve las siguientes
3 -1 0 -1 2 0

ecuaciones matriciales.

1
a) —2A—X=B d) 2A+2X=8 g9) EA—X:B
b) A+2X=8 e) A+2X=28B
1 1
) A—2X=B f) A+EX=B h) EA+2X=B

65
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o 323
b 28— A ’ —21
) X=-2A-B=|-4 -1 =2 6 X= =l-1 1 =
-5 0 0 2 IR
— = 0
2 2
-t 1 1
soa |01 22 4
b) X = [ fy X=2B-A=| 4 2 =2
2 § -8 3 0
-2 — 0
2
L 1 1 -3 =3
2 2 2 2
o) X:AiB__] i i g)X:A—B: 1 -1 i
2 2 2 2 2
2 = o 2=
2 2
_ -1 3 3
-1, 3 P R
2 g—= 2 4 4
_ 2 -1 1 =
d)X:B 2A:—zi—1 h X= =l— - —
2 2 2 2 2 4
;7 2 0 ;5 i 0
2 4 4

Soax =13 _H]%X: 23 2

096 | Sea 6A + 2I = B una expresion matricial, donde B denota una matriz cuadrada
6

de orden 2 x 2,talque B = [3

1] e I, la matriz unidad de orden correspondiente.

a) ;Qué dimension tiene la matriz A?
b) Determine los elementos que integran la matriz A, esto es, a; € A, «q.
o) Calcule A+ 2I.



SOLUCIONARIO

a) La matriz A tiene dimension 2 x 2.

6 1]_{2 o]
_ 3 -1 lo 2
b) 6A+20=8—A=b—2L _

o —w
N"_‘O‘\‘a

2 0
A+ 2 = =
o A+ + [0 2]

N —w o
r\)‘l_‘O\‘—\
N|—wo

097 | Encontrar una matriz X que verifique X — B> = A - B, siendo:

T 21 10 —1
A=[1 3 1 B=1|2 2 2
0 0 2 0 0 6
Nota: A - B denota el producto de A por B.

X—B=AB—>X=AB+B - X=(A+B)B

2 20
A+B=|3 5 3
0 0 8
2 2 0] {1 0 -1 6 4 2
X=|3 5 3|2 2 2|=|13 10 25
0 0 810 0 6 0 0 48

098 | Resuelve los sistemas matriciales siguientes.

10
2X+Y =
a) + [_1 1]

x_y—| 3]
5 —4

4 2
3y —x=|72 8]

by X+v=| 2 4]

a) 2x+v:[ } O]

J’_
X_Y:[1 3]
5 4
2 3 (23 1
X [4 73]_’X*[4/3 71]

y_[¥3 (v 3)_(-3 -2
a3 = |5 -4 —-11/3 3
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2 4
b) X+ Y=
N + -4 2
(=2 8
(2
av=| O 12|, 1 0 12)_(o03
—16 4 —16 4 4 1

099 | Calcula dos matrices cuadradas Ay B sabiendo que 2A 4+ 3B = [_; 51]

(30
yqueA—B—[_1 2].
24+ 38 = ‘2‘ ?] . ]
_3 —>5A:[ ]—>A:[ 1]
A-—B=|" - B
~1 2]
A,[ 1 1]
A_p_[ 30 T e[ T30, (2
-1 2 -1 1 -1 2 0

100 | Determinar las matrices Ay B que verifican:

wA—g=|"2*1 7 A+28=3 2 4
6 0 —3 3

Justificar la respuesta.

e
L[5 010y, ,_[-10 2
a3 2 4 155 5 31 7
135 1
41 7A:[7?1?ﬂ 10 2 4
2A—B=|" S SNy G| -~
6 0 —3 31 7 6
Lg_[2 1 -3
0 2 5

512 7

1 25 0).
4 27

3A+28 = :
]yque + [20 10 35

101 | Sabiendo que 2A —B = [

a) ;Cudles son las dimensiones de Ay B?
b) Calcula las matrices Ay B.



SOLUCIONARIO

a) Ay Bson matrices de dimensién 3 x 2.

b) ZA_B:[EL 122 ;] 21 49 14 37 2
125 0 _)7A:[28 14 49]_”\:[4 2 7]
34 4 28 =
* [zo 10 35]
A:[s 72]
a5 127 s 27 (37 2) (5127
4 27 4 27) 4 27
a1 2 -3
42 7

102 | Despeja la matriz X de la ecuacién AX =By calculala siendo A = [1 2]

0 —1
1 23
B =
y [o -1 1]'

Se multiplican por la izquierda los dos miembros de la ecuacion por la inversa de A,

que existe por ser Rango (A) = 2.

ATAX=AB—-X=AB

v [ 27 (1 23 _(v 2y (1 23 _(10 5

0 -1 0 =1 10 =10 =1 1) {0 1 —1
103 | Calcula la matriz A que haga que:

e =

R B M N 0 A M R e BYSY

-1 5/

5 -3
] R
23, (9, a_[23 N _[13 13[(9) 4
15 28 —15) “28) |1 2] (28
1313
5 -3
. -
23 _ |13 13
15 |1 2
1313
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105 | Dadas las matrices:

) ek

averigua si existe una matriz C que verifique BC = A, y en su caso, calculese.

Si tiene solucion se verificaque: BC = A — C = B7'A

Esto no es posible, ya que B tiene rango 1, por lo que no existe su inversa
y no hay solucion.

106 | Obtener de forma razonada la matriz X que verifica AX = 2B — C, siendo:

=2 2 2]

O -
A= 2
2
5
8 —1
2B—-C=
ey
0 % 8 —1 30
X=A"26-0C)= . N X =
(26 -0 2 [—15 o]_> [2 —w]
5
107 | Se consideran las matrices:
A= 2 1 B= 4 20
3 —1 16 5
a) Despeje X de la ecuacion matricial A%X = B.
b) Calcule X.
a A= (A")'B
4 -
by A= Noswy =25 2
3 4 -3 7
25 25
4
X=()yBsx=|2 2|4 0_|0 3
=3 7106 5 (4 -

25 25



SOLUCIONARIO

108 | Sean las matrices:

a) Calcule A7'(2B + 3L,).
b) Determine la matriz X paraque XA=A + I,.

-1 =2

2 0 30 50
+3:=(5 3+l 3= 7

wes 3=\ )5 9)=(5 54

) A—w:[ 0 —1]

b) XA=A+ 1L —>X=(A+L)A"

0 -1 3 -1
-1 —
A —[_] _2] A+Iz—[_1 ]

. (3 =0 = (1=
vetramnox=[ 2 T2 ox=[ 7Y

109 | Encontrar una matriz X que verifique la igualdad: AX = B, con A = [; Z]

B= [2 ;] ¢Verifica también la matriz X la igualdad XA = B?

4
1 ;3
AX=B—X=AT8 A=l 2
—_— 1
2
1 ;3
. _ 2| (2 2 (=4 5
X=A B—)X_i 1 [4 _2]—>X_[ 3 3
2
—4 5\ (4 6) (-6 —4
XA’[ 3 —3]'[2 4]’[ 6 6]¢B
No verifica la segunda igualdad.
110 | Dadas las matrices:
3 X 4
A=2 1 =1) B=|-2 X=\y c=|-2
1 z 0

a) Calcular las matrices M = ABy N = BA.
b) Calcular P7', siendo P = (N — I), donde I representa la matriz identidad.
c) Resolver el sistema PX = C.
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72

3
a) M=@2 1 =1)-|-2(=3
1
3 6 3 =3
N=|-2]-2 1 =N)=|-4 -2 2
1 2 I
3 =3
53 -3 Rl
b) P=N—-I=|-4 -3 2|>pP'=|-2 -2 1
2 1 =2 ;13
2 2
3 =3
EEIIENE
O PX=CoX=PCoXx=|-2 —2 1] |=2|=|-4
. 1 -3 0 3
2 2
111 | Calcula la matriz X tal que AX = A + B, siendo:
A= 2 1 _[3 3
01 11

o= (5 4
Al=|> 2 /\-l—B—[1 5

s o4 2 1
2 7 3=x=[1 )

1
—_ A i
X=A"A+B)->X= (2) : - ]

112 | Se consideran las matrices:

=l e

.

Determinar la matriz X que verifica la ecuacion AX = BC. Justificar la respuesta.

AX = BC — X = A7BC
R

5 5 _
3 5 BC_[ =
5

31 95 3

>
I

16 5

5

X=ABC—X=

1
5| (80 28 (35 13
-2 [95 37) 7 =0 2
5

vlwou | =

5 2
3.1

-2

|

|



SOLUCIONARIO

113 | Sean las matrices:
1T =1
-2 =11
[—1 0 1]
a) Calcule la matrizC= BA — A'B".
b) Halle la matriz X que verifique ABX = [i]

-1 =1 0
a) BA=|-4 -2 2
32 -1
2 —1 -4 3
AB =|-1 0 [71 é _ﬂf -1 -2 2
. 0 2 -1
-1 =1 0 (-1 -4 3 03 -3
C=|-4 =2 2|—|-1 =2 -30 0
32 -1 0 2 -1 30 0

4
)
AB:[’6 3]—>(AB)”: ;!
32
B
=2 1 (2 8
212 6

0 2 2
114 | DadalamatrizA=1|2 0 2|, calcular:
2 2 0

a) A2—2A—8I
b) Xtal que AX =1 (I es la matrizidentidad 3 x 3).

8 4 4 0 4 4 8 0 0
a) A =|4 8 4|, 2A=|4 0 4|, 8=[0 8 0
4 4 8 4 4 0 0 0 8
0 0 0
A —2A—-8I=|0 0 O
0 0 0
by AX=1—-X=A"
-t 1 1
4 4 4
X:A”,i ;1 i
4 4 4
A1 =2
4 4 4
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115 | Encuentra una matriz X que verifique AX + B = I, siendo:
A= 0 —1 B— 1 2
1 0 3 4
e I la matriz identidad.

AX+B=1—-X=A"1-8)

S B L
=L S0 )

116 | Determina la matriz X de dimension 2 x 2 tal que:

g 3

117 | Hallar la matriz X que verifica la ecuacion matricial:

=2 1 1+_1_2-X=01215
10 —1 1 =3 12 11 10

-2 1 1+7172.X:O1215
1 0 =1 1T =3 12 11 10

-1
T 2] 2 4y (- 2] (2 14
1 -3 1o 1 =3

2
IRV I B R A N e
S B U A Y B et E R R
5 5 5 5



SOLUCIONARIO

PREPARA TU SELECTIVIDAD

En una clinica dental colocan tres tipos de prétesis, P;, P, y Ps;, en dos modelos
diferentes, M, y M,. El nimero de prétesis que tiene ya construidas viene dado
en la matriz A. El precio, en euros, de cada prétesis viene dado en la matriz B.

M, M
P 111 212 N
1
A=P|16 12 322441[12?8 123 ;;8]
ALY 14 b

Se pide:

a) Obtener, si es posible, las matricesC=A-ByD=B-A.

b) ;Qué informacion proporcionan los elementos c¢;, de la matriz C
y el elemento d,, de D?

¢) ;Qué elemento de Co D proporciona el valor total de todas las prétesis
del tipo P,?

1121 6.060 5.750 7.260
a) C=A-B=|16 12 [;?8 128 ;38]: 4920 4840 6480
9 14 4290 4.100 5.240
1 21
D_B. A= 150 160 240} 16 12— 6.370 8430
B ~ (210 190 220 9 14 17330 9770

b) Elelemento ¢, expresa el precio del total de prétesis de tipo P; si se vendieran
al precio de las protesis de tipo Ps.

El elemento d,, expresa el precio del total de prétesis del modelo M,.

c) Elvalor total de todas la protesis de tipo P, lo expresa el elemento ¢,,.

Los precios, en euros, de las entradas a un parque tematico para Adultos (AD)
y Niflos y Jubilados (NJ) en Temporada Alta (TA), Temporada Media (TM) y
Temporada Baja (TB) vienen dados por la matriz P. El nimero de asistentes,
en miles, a dicho parque a lo largo de un afo viene dado por la matriz N.

™M T8 TA(300 600
P:’?\E[;g fg 1‘7‘] N = TM|350 300
18125 100

Se pide:

a) Obtener, si es posible, las matricesRy, =P-NyR,=N-P.

b) ¢A cudntos euros asciende la recaudacion total correspondiente a los Nifios
y Jubilados? ;Y la correspondiente a la Temporada Baja?

c) ;Qué elemento de R, o de R, nos proporciona informacién sobre la recaudacion
total correspondiente a los Adultos?

d) ;A cuantos euros asciende la recaudacion total?
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25 20 14) [2%0 9O) 51250 22400
A R=P-N=130 15 9|30 391=\15375 17400
125 100 ' '
500 600) o Lo g,y (24500 19000 12400
Ri=N-P=1350 300|-|0 (o g|=|14750 11500 7.600
125 100 5125 4000 2650

b) Larecaudacion total correspondiente a los Nifios y Jubilados asciende a 17.400 €.
La recaudacion total correspondiente a la Temporada Baja asciende a 2.650 €.
¢) Estainformacién viene dada por el elemento a;, de la matriz R;.

d) Larecaudacion total asciende a 38650 €, que se corresponde con la suma de
los elementos de la diagonal principal de cualquiera de las dos matrices, R, o R,.

3 | Dadas las matrices A = [2 i] yB= [ ; ?] resuelva la ecuaciéon matricial

AX + B' = B, donde X es una matriz cuadrada de orden 2.

AX+B =B—>AX=B-B —-X=A"B-8"

Calculamos la matriz inversa de A:

3 2|10 32110 12 0] 6 =3
2 4|0 YR=3kR-2R (0 8|—-2 3] A=4r-K (0 8|2 3
1ol L L 1
— 2 4| p4=] 2 4
F=—~f 1 3 1 3
0= = - =
inéFz 4 8 4 8
1
_ 25 2 =3
E=8=x= 5 Sl s o
4 8
1
_| 2 4| 08 _|2 2
13 8 0 -3 =2
4 8
1 00 1 0 —1 1T 1 1
4 | Encontrar una matriz A que verifique:{0 2 0|-A=|0 0 0|+2-]12 3 0
10 3 9 3 -3 3 45
700 T 0 —1 T 11
0 2 0f-A=|0 0 O]+2-(2 3 O
70 3 9 3 -3 3 45

A
b=
Il
O —
o N O
w O O
o
w O O
o
+
N
N
w
o



Calculamos la matriz inversa:

SOLUCIONARIO

100|100 100|100
10300 1) 7 7 "loo0 3|-10 1
100 1 0 o0
—— 01 0] 0 LI
e D2
| 00 1|—— 0 —
B=—F 3 3
3
10 0 [[1 0o =1 11 1
A=lo 2 0 0 0 0]4+2:]2 3 ofl=
10 3 9 3 -3 3 4 5
! ? Ol o = 111 32 7
=l 0o — of/lo o ofl+2-]2 3 0||=]2 30
2 9 3 -3 34 5] (4 32
1 1
__— 0 =
3 3

4 3|1 0 4 011
0 110 1) r=F-=3r |0 110

1
X:(Az)"[i~(A+BC)]: o
0
il R
A N I | R R
1oy B
0 1 5 =
2

-1 3
SRS
6 2
43
0 1
-3 1ol 2
I 4 4
F=—f
Aolo1fo
= i,[z q+[ 1 13]._1 f _
S PT  CA T
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