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 1  Matrices 

ACTIVIDADES INICIALES 

1.I. Señala el número de filas y columnas que componen las tablas de cada uno de los siguientes ejemplos. 

a) Un tablero de ajedrez  b) Una quiniela de fútbol  c) El cuadro de un sudoku 

a) Ocho filas y ocho columnas b) Quince filas y tres columnas c) Nueve filas y nueve columnas 
 

1.II. Describe tres o cuatro situaciones de la vida cotidiana en las que manejemos tablas numéricas. 

Respuesta abierta 
 

1.III. En los cuadrados mágicos la suma de los elementos de sus filas, columnas o 
diagonales es siempre la misma. Completa este cuadrado para que sea mágico. 

Sumamos los términos de la diagonal que está completa. 
4 + 6 + 11 + 13 = 34 
Como el cuadrado debe ser mágico, todas las filas y columnas deben sumar 34.  
Con esta información hallamos los términos desconocidos. 
 

16 3 2 13 

5 10 11 8 

9 6 7 12 

4 15 14 1 
 

1.IV. Escribe el vector 1v


= (3,–2)  como combinación lineal de los vectores 2v


= (1, 3) y 3v


= (–1, 0). 

Hay que encontrar dos números reales, a y b, no simultáneamente nulos, tales que: 1v


= 2 3av bv+
 

 

Sustituyendo los vectores 1v


, 2v


 y 3v


en la expresión anterior, se obtiene: 

(3, –2)  = a (1, 3) + b (–1, 0) = (a, 3a) + (–b, 0) = (a – b, 3a)  
Igualando las componentes resulta:  

} 2 2 2 113 3 3
2 3 3 3 3 3

a b a b b
a

− − −= −  =  = −  = − − =− =  

Por tanto, el vector 1v


 es combinación lineal de los vectores 2v


 y 3v


del siguiente modo:  1v


 = 
2

3

−
2v
 11

3
− 3v


 

 

EJERCICIOS PROPUESTOS 

1.1. Pon un ejemplo de matriz en los siguientes casos. 

a) De dimensión 5 x 2           b) De dimensión 1 x 6        c) De orden 4 

Respuesta abierta, se trata únicamente de que la matriz A tenga 5 filas y 2 columnas, la B una fila y seis 
columnas y la C sea cuadrada con 4 filas y 4 columnas. Por ejemplo: 
 

a) A = 

2 1
3 0
4 2
5 7
6 4

− 
 
 
 
 − 

  b) B = ( )2 3 4 1 0 2−   c) C = 

2 1 3 0
2 0 3 5
5 0 1 3

0 6 4 4

− 
 −
 −
 
 
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1.2. Halla los valores que deben tener las letras para que las matrices M y N sean iguales.  

M = 











 −

4

16

z
yx        N = 














− c

ba

2
95  

a = 6; b = −1; x = 5; y = 9; z = −2; c = 4. 
 

1.3. Utilizando las matrices: A = 






−
−

6014
5231 ,  B = 







− 7934
2300  y C = 







−
−

8234
5642 .  

Comprueba que se cumplen las propiedades conmutativa y la asociativa de la suma de matrices. 

Veamos que se cumple la propiedad conmutativa: 

 A + B = 1 3 2 5
4 1 0 6
−  − 

 + 0 0 3 2
4 3 9 7
  − 

 = 1 3 5 7
8 4 9 1
−  − 

 

B + A = 0 0 3 2
4 3 9 7
  − 

 + 1 3 2 5
4 1 0 6
−  − 

 = 1 3 5 7
8 4 9 1
−  − 

 

Luego en efecto A + B =  B + A. 
Veamos que se cumple la propiedad asociativa: 

A + (B + C)   = 1 3 2 5
4 1 0 6
−  − 

 + 0 0 3 2 2 4 6 5
4 3 9 7 4 3 2 8

−    +    − −    
 = 

    = 1 3 2 5
4 1 0 6
−  − 

 + 2 4 9 7
8 0 7 15

−  − 
 = 1 1 11 12

12 1 7 9
−  − 

 

(A +  B) + C = 1 3 5 7
8 4 9 1
−  − 

 + 2 4 6 5
4 3 2 8

−  − 
 = 1 1 11 12

12 1 7 9
−  − 

 

Luego en efecto A + (B + C) =  (A + B) + C 

1.4. Halla la matriz opuesta de la matriz A + B, siendo A = 













−

−

683
974
235

 y B = 












−

688
561
452

. 

A + B = 
5 3 2
4 7 9
3 8 6

− 
 
 − 

 + 
2 5 4
1 6 5

8 8 6

 
 −
 
 

 = 
7 2 6
3 13 14
11 0 12

 
 
 
 

  −(A + B) = 
7 2 6
3 13 14
11 0 12

− − − 
 − − −
 − − 

 

1.5. Considera las matrices A y B del ejercicio resuelto anterior y calcula: 

a) 2At – 5Bt   b) – 3(A + B)   c) A
2

1
 

a) A = 3 2 4
1 5 3

  − 
   AT =

3 1
2 5
4 3

− 
 
 
 

;  B = 6 7 9
0 2 4
  − 

  BT = 
6 0
7 2
9 4

 
 −
 
 

 

   2AT – 5BT =
6 2
4 10
8 6

− 
 
 
 

–
30 0
35 10
45 20

 
 −
 
 

= 
24 2
31 20
37 14

− − 
 −
 − − 

 

b) – 3(A + B) = – 3 9 9 13
1 3 7

  − 
= 27 27 39

3 9 21
− − −  − − 

 

c) 
1

2
A =

1

2
3 2 4
1 5 3

  − 
=

3
1 2

2
1 5 3

2 2 2

 
 
 − 
 
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1.6. Dadas las matrices A y B y los números reales k = 2 y h = 5, comprueba que se verifican las propiedades 
distributivas.   

A = 






− 351
423                B = 







− 420
976  

Tenemos que comprobar que se cumple: 

Propiedad distributiva 1ª:   k(A + B) = kA + kB  

2(A + B) = 2 3 2 4 6 7 9
1 5 3 0 2 4

    +    − −    
= 2 9 9 13

1 3 7
  − 

= 18 18 26
2 6 14

  − 
 

2A + 2B =2 3 2 4
1 5 3

  − 
+ 2 6 7 9

0 2 4
  − 

= 6 4 8
2 10 6

  − 
+ 12 14 18

0 4 8
  − 

= 18 18 26
2 6 14

  − 
 

 
Propiedad distributiva 2ª: (k + h)A = kA + hA  

(2 + 5)A = 7A = 7 3 2 4
1 5 3

  − 
= 21 14 28

7 35 21
  − 

 

2A + 5A = 2 3 2 4
1 5 3

  − 
+ 5 3 2 4

1 5 3
  − 

= 6 4 8
2 10 6

  − 
+ 15 10 20

5 25 15
  − 

= 21 14 28
7 35 21

  − 
 

1.7. Dadas las matrices: A =  













2132
0112
0111

, B = 













101
023
012

. Explica razonadamente si puedes realizar los 

productos AB y BA. En caso afirmativo, halla los resultados.  

La matriz A tiene dimensión 3 x 4 y la matriz B es de orden 3, es decir tiene dimensión 3 x 3. 
No se puede realizar el producto AB pues no coincide el número de columnas de A con el de filas de B, pero si se 
puede realizar el producto BA pues coincide el número de columnas de B con el de filas de A, el resultado es una 
matriz de dimensión 3 x 4. 

BA = 
2 1 0
3 2 0
1 0 1

 
 
 
 

1 1 1 0
2 1 1 0
2 3 1 2

 
 
 
 

= 
4 3 3 0
7 5 5 0
3 4 2 2

 
 
 
 

 

1.8. Calcula A2  – 3A – I, siendo A = 






11
32 e I la matriz identidad de orden 2. 

A2 – 3A – I = 2 3
1 1
  
 

2 3
1 1
  
 

– 3 2 3
1 1
  
 

– 1 0
0 1
  
 

= 7 9
3 4
  
 

– 6 9
3 3
  
 

– 1 0
0 1
  
 

= 0 0
0 0
  
 

 

1.9. Dada la matriz A = 






− 23
12

54
31 , explica razonadamente si existe una matriz B tal que el producto AB 

sea una matriz de tres filas. 

La matriz A tiene dimensión 2 x 4.  

Para que pueda efectuarse el producto AB, la matriz B debe tener 4 filas ya que el número de columnas de A, 4, 
debe coincidir con el de filas de B.  

Si la dimensión de B es 4 x C siendo C el número de columnas, la matriz producto AB  tendrá dimensión 2 x C. 
Por tanto, la matriz producto AB tendrá 2 filas independientemente de cómo sea la matriz C.  

Por tanto, no existe ninguna matriz B tal que AB sea una matriz de 3 filas. 

1.10. Comprueba que la inversa de A = 






11
12  es A 

–1 = 






−
−
21
11 .  

Basta ver que A · A−1 = I2 A · A−1 = 2 1
1 1
  
 

1 1
1 2

−  − 
 = 1 0

0 1
  
 

 

Luego, en efecto, son inversas.
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1.11. Halla la matriz inversa de las matrices A y B y comprueba los resultados obtenidos.  

A =  






− 32
75       B = 





 −

54
23  

Sea A−1 = x y
z t
  
 

;      AA−1 = I2  
5 7
2 3

  − 
x y
z t
  
 

= 1 0
0 1
  
 

; 5 7 5 7
2 3 2 3
x z y t
x z y t
+ +  − + − + 

= 1 0
0 1
  
 

 

Identificando se obtiene:   

5 7 1

5 7 0

2 3 0

2 3 1

x z

y t

x z

y t

+ = 
+ = 
− + = 
− + = 

  x =
3

29
; y =

7

29

−
; z =

2

29
; t =

5

29
 

Por tanto, la matriz inversa de la matriz A es la matriz: A−1 = 

3 7

29 29
2 5

29 29

− 
 
 
 
 

. 

En efecto AA−1 = 5 7
2 3

  − 

3 7

29 29
2 5

29 29

− 
 
 
 
 

= 

15 14 35 35

29 29 29 29
6 6 14 15

29 29 29 29

− + + 
 − + +
 

= 1 0
0 1
  
 

 

 

Sea B−1 = x y
z t
  
 

; BB−1 = I2   3 2
4 5

−  
 

x y
z t
  
 

= 1 0
0 1
  
 

; 3 2 3 2
4 5 4 5

x z y t
x z y t

− −  + + 
= 1 0

0 1
  
 

   

Identificando se obtiene: 

3 2 1
4 5 3 24 5 0 ; ; ;

3 2 0 23 23 23 23
4 5 1

x z
x z z x t y
y t
y t

− = 
−+ =  = = = =− = + = 

 

Por tanto, la matriz inversa de la matriz B es la matriz: B−1 =

5 2

23 23
4 3

23 23

 
 
 − 
 

. 

En efecto BB−1 = 3 2
4 5

−  
 

5 2

23 23
4 3

23 23

 
 
 − 
 

=

15 8 6 6

23 23 23 23
20 20 8 15

23 23 23 23

− + + 
 − + +
 

= 1 0
0 1
  
 

 

 

1.12. Obtén razonadamente el rango de la matriz A = 













975
654
321

. 

La fila tercera es la suma de la primera y la segunda. 
Las filas primera y segunda no son proporcionales, luego rg(A) = 2. 
 
 

1.13. Comprueba que en la siguiente matriz el número de filas linealmente independientes coincide con el 
número de columnas linealmente independientes.  

B = 













1555
930
310

 

Por columnas: 
La columna tercera es igual al triple de la segunda.  
Las columnas primera y segunda no son proporcionales, luego rg(B) = 2. 
 
Por filas: 
La fila segunda es el triple de la primera. 
Las filas primera y tercera no son proporcionales, luego rg(B) = 2.
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1.14. Calcula el rango de las siguientes matrices aplicando el método de Gauss.  

A = 













987
654
321

             B = 













−
−
1264
632

011
 

rg(A) = rg 
1 2 3
4 5 6
7 8 9

 
 
 
  23

12
FF
FF

−
−
= rg 

1 2 3
3 3 3
3 3 3

 
 
 
  23

12 3
FF

FF
−
−
= rg 

1 2 3
0 3 6
0 0 0

 
 − −
 
 

= 2 

rg(B) = rg
1 1 0
2 3 6
4 6 12

 
 −
 −  22F

= rg
1 1 0
4 6 12
4 6 12

 
 −
 −  23

12 4
FF

FF
−
−
= rg 

1 1 0
0 2 12
0 0 0

 
 −
 
 

= 2 

1.15. Aplica el método de Gauss para calcular el rango de las matrices siguientes: 

A = 













71211
12311
31211

    B =
















−−−−
−

−−
−

81341
110552
31211
52130

 

rg(A) = rg
1 1 2 1 3
1 1 3 2 1
1 1 2 1 7

 
 
 
  13

12
FF
FF

−
−
=  rg

1 1 2 1 3
0 0 1 1 2
0 0 0 0 4

 
 −
 
 

 = 3 

rg(B) = rg

0 3 1 2 5
1 1 2 1 3
2 5 5 0 11
1 4 3 1 8

− 
 − −
 −
 − − − −  23

24
2FF
FF

−
+
= rg

0 3 1 2 5
1 1 2 1 3
0 3 1 2 5
0 3 1 2 5

− 
 − −
 −
 − − − 

⎯⎯⎯⎯ →⎯ ↔ 12 FF   

              rg

1 1 2 1 3
0 3 1 2 5
0 3 1 2 5
0 3 1 2 5

− − 
 −
 −
 − − −  23

24
FF
FF

−
+
= rg

1 1 2 1 3
0 3 1 2 5
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

− − 
 −
 
 
 

= 2 

1.16. Aplica el método de Gauss-Jordan para calcular las inversas de las siguientes matrices: 

A = 




−

32
41            B = 







11
32  

Construimos la matriz (A | I2)  = 1 4 1 0
2 3 0 1
−  
 

. 

Transformamos la matriz anterior hasta obtener una matriz de la forma (I2 | A
−1) del siguiente modo: 

(A | I2) = 1 4 1 0
2 3 0 1
−  
  2 12F F+⎯⎯⎯⎯→ 1 4 1 0

0 11 2 1
−  
 

⎯⎯⎯⎯ →⎯
− 1

11

4
2 FF

3 4
1 0

11 11
0 11 2 1

− − 
 
 

1( 1)F−⎯⎯⎯→  

     
3 4

1 0
11 11

0 11 2 1

− 
 
 
 

⎯⎯⎯ →⎯
2

11

1
F

3 4
1 0

11 11
2 1

0 1
11 11

− 
 
 
  
 

 = (I2 | A
−1) 

Por tanto, A–1 = 

3 4

11 11
2 1

11 11

− 
 
 
 
 

. En efecto, AA−1 = 1 4
2 3
−  
 

3 4

11 11
2 1

11 11

− 
 
 
 
 

= 

3 8 4 4

11 11 11 11
6 6 8 3

11 11 11 11

− + + 
 − + +
 

= 1 0
0 1
  
 

 

Construimos la matriz (B | I2)  = 2 3 1 0
1 1 0 1
  
 

. 

 (B | I2)  = 2 3 1 0
1 1 0 1
  
 

 
2 1F F↔⎯⎯⎯⎯→  1 1 0 1

2 3 1 0
  
 

 
2 12F F−⎯⎯⎯⎯→  1 1 0 1

0 1 1 2
  − 

 
1 2F F−⎯⎯⎯→  

    1 0 1 3
0 1 1 2

−  − 
   = (I2 | B

 −1).      B –1 = 1 3
1 2
−  − 

. En efecto, BB −1 = 2 3
1 1
  
 

1 3
1 2
−  − 

= 1 0
0 1
  
 
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1.17. (TIC) Halla la matriz inversa de las siguientes matrices por el método de Gauss - Jordan y comprueba los 
resultados. 

A = 












−

140
311
012

      B = 













−
−
−

202
711
513

 

1º Se construye la matriz (A | I3) = 
2 1 0 1 0 0
1 1 3 0 1 0

0 4 1 0 0 1

 
 −
 
 

. 

2º Se realizan transformaciones en la matriz anterior hasta obtener la matriz  (I3 | A
−1). 

     (A | I3) =
2 1 0 1 0 0
1 1 3 0 1 0

0 4 1 0 0 1

 
 −
 
 

1 1 22F F F→ +⎯⎯⎯⎯⎯→  
0 3 6 1 2 0
1 1 3 0 1 0

0 4 1 0 0 1

 
 −
 
 

2 2

1 2

F F
F F

→−
↔⎯⎯⎯⎯→

1 1 3 0 1 0
0 3 6 1 2 0
0 4 1 0 0 1

− − − 
 
 
 

 

2 2
1

3
F F→

⎯⎯⎯⎯→  

1 1 3 0 1 0
1 2

0 1 2 0
3 3

0 4 1 0 0 1

− − − 
 
 
 
 

3 3 24F F F→ −⎯⎯⎯⎯⎯→  

1 1 3 0 1 0
1 2

0 1 2 0
3 3
4 8

0 0 7 1
3 3

 
 − − −
 
 
 

− − − 
 

 

 
3 3

1 1 2

1
7

F F

F F F

→−

→ +⎯⎯⎯⎯→

1 1
1 0 1 0

3 3
1 2

0 1 2 0
3 3
4 8 1

0 0 1
21 21 7

 − − 
 
 
 
 − 
 

1 1 3

2 2 32

F F F

F F F

→ +
→ −⎯⎯⎯⎯⎯→  

11 1 1
1 0 0

21 21 7
1 2 2

0 1 0
21 21 7
4 8 1

0 0 1
21 21 7

 − 
 
 − −
 
 − 
 

= (I3 | A
−1) 

Por tanto, A−1 = 

11 1 1

21 21 7
1 2 2

21 21 7
4 8 1

21 21 7

 − 
 − − 
 
 − 
 

. Se puede comprobar que AA−1 =
2 1 0
1 1 3

0 4 1

 
 −
 
 

11 1 1

21 21 7
1 2 2

21 21 7
4 8 1

21 21 7

 − 
 − − 
 
 − 
 

= 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
 

= I3 

 
En el segundo caso, se comprueba que 3 2 1F F F= − , por lo que rg(B)=2 y B no tiene inversa. 

 

1.18. El grafo relaciona 4 puntos importantes de una ciudad: 

a) Formar la matriz M asociada al grafo. 

b) ¿Qué sentido tiene la matriz M²? 

a) Si denotamos por U a la universidad, E a la estación de autobuses, A al ayuntamiento y B a la biblioteca, 
tenemos que la matriz asociada al grafo es:                       
 
Hasta:    U  E   A  B 

Desde: 

U

E

A

B







 

0 0 0 1
1 0 1 0
1 0 0 0
1 0 0 0

 
 
 
 
 

 = M 

b) Formemos la matriz M²:  MM = 

0 0 0 1
1 0 1 0
1 0 0 0
1 0 0 0

 
 
 
 
 

0 0 0 1
1 0 1 0
1 0 0 0
1 0 0 0

 
 
 
 
 

 = 

1 0 0 0
1 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 1

 
 
 
 
 

 = C 

La matriz M² expresa en qué forma se pueden establecer comunicaciones entre los puntos importantes de la 
ciudad pasando por uno de ellos. 
Así, por ejemplo, el elemento c24 es igual a 1, eso significa que desde la estación de trenes se puede comunicar 
con la biblioteca a través de otro punto de la ciudad, en este caso, la Universidad: E → U → B.
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1.19. Las conexiones directas por avión entre cuatro ciudades se representan en la matriz: A =
















0001
1010
0101
1010

 

¿De cuántas formas se puede viajar de una ciudad a otra haciendo una escala? ¿Y haciendo dos 
escalas? 

 
 

La matriz A² expresa en qué forma se puede establecer comunicaciones 
entre las cuatro ciudades haciendo una escala.   

A2 = 

0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 0 0

 
 
 
 
 

0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 0 0

 
 
 
 
 

 = 

2 0 1 0
0 2 0 2
2 0 1 0
0 1 0 1

 
 
 
 
 

 

 
 
Por ejemplo: 
a11 = 2 indica que hay dos formas diferentes de comunicar la ciudad A consigo misma haciendo una escala. En 
efecto haciendo escala en B: A  B  A o haciendo escala en D: A  D  A. 

a12 = 0 indica que no hay ningún modo de ir desde A hasta B haciendo una escala. Podemos comprobarlo si 
observamos el grafo asociado a esta situación. 

a13 = 1 indica que hay un único modo de ir desde A hasta C haciendo escala en una ciudad. En efecto, ABC. 

a14 = 0 indica que no hay ningún modo de ir desde A hasta D haciendo una escala.  

 

Del mismo modo, la matriz A3 = 

0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 0 0

 
 
 
 
 

 

2 0 1 0
0 2 0 2
2 0 1 0
0 1 0 1

 
 
 
 
 

 = 

0 3 0 3
4 0 2 0
0 3 0 3
2 0 1 0

 
 
 
 
 

 da las formas que tienen de 

comunicarse por avión las cuatro ciudades haciendo dos escalas. 

Por ejemplo: 

a41 = 2 indica que hay dos formas diferentes de comunicar la ciudad D con la ciudad A haciendo dos escalas. En 
efecto haciendo escala en  A y B: D  A  B  A o haciendo escala en A y D: D  A  D  A. 

a42 = 0 indica que no hay ningún modo de ir desde D hasta B haciendo dos escalas. Podemos comprobarlo si 
observamos el grafo asociado a esta situación. 

a43 = 1 indica que hay un único modo de ir desde D hasta C haciendo dos escalas. En efecto, D  A  B  C. 

a44 = 0 indica que no hay ningún modo de ir desde D hasta D haciendo dos escalas.  

 

1.20. Dado el punto P(2, –1), halla su transformado mediante los siguientes movimientos: 

a) Una traslación de vector guía v


 = (1, 3) primero y un giro de centro el origen y amplitud 90° después. 

b) Un giro de centro el origen y amplitud 90º primero y  una traslación de vector guía v


 = (1, 3) después. 

c) ¿Has obtenido los mismos resultados? Trata de explicar a qué es debido. 

a) Traslación de vector (1, 3): (2, –1) + (1, 3) = (3, 2) 

 Giro de centro el origen y amplitud 90º: (3, 2) 







− 90ºcosº90sen
º90senº90cos = (3, 2) 0 1

1 0
  − 

= (–2, 3) 

b)  Giro de centro el origen y amplitud 90º: (2, –1) 







− 90ºcosº90sen
º90senº90cos = (2, –1) 0 1

1 0
  − 

 = (1, 2) 

Traslación de vector (1, 3): (1, 2) + (1, 3) = (2, 5) 

c) No se han obtenido los mismos resultados ya que como el producto de matrices no es conmutativo entonces, el 
producto de movimientos no es conmutativo. 
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EJERCICIOS 

Operaciones con matrices 

1.21. Dadas las matrices 






−
−= 43

21A  y 






−
−= 51

10B , halla las matrices: 

a) 2A + 3B          b) AB  c)   BA  d)   A3                  e)  AB – A2      f)   2B + BA2 

a) 2A + 3B = 2 4
6 8

−  − 
+ 0 3

3 15
−  − 

  = 2 1
9 23

−  − 
 

b) AB = 1 2
3 4

−  − 
0 1
1 5

−  − 
= 2 11

4 23
−  − 

 

c) BA = 0 1
1 5

−  − 
1 2
3 4

−  − 
= 3 4

14 18
−  − 

 

d) A3 = 1 2
3 4

−  − 
1 2
3 4

−  − 
1 2
3 4

−  − 
= 5 6

9 10
−  − 

1 2
3 4

−  − 
= 13 14

21 22
−  − 

 

e) AB – A2 = 2 11
4 23

−  − 
- 5 6

9 10
−  − 

= 3 5
5 13
  
 

 

f) 2B + BA2 = 2 0 1
1 5

−  − 
+ 0 1

1 5
−  − 

5 6
9 10

−  − 
= 0 2

2 10
−  − 

+ 9 10
40 44

−  − 
= 9 12

42 54
−  − 

 

1.22. Sean las matrices 






−
−= 241

201A  y 













−−
−=

513
240
062

B . Calcula: 

a)   AB b)   BA  c) BBt  d) AB2 

a) 1 0 2
1 4 2

AB − =  − 

2 6 0
0 4 2
3 1 5

 
 −
 − − 

= 8 4 10
8 20 2

  − − − 
 

b) No es posible realizar el producto BA ya que el número de columnas de la matriz B no coincide con el número 
de filas de la matriz A.  

c) BBt  = 
2 6 0
0 4 2
3 1 5

 
 −
 − − 

2 0 3
6 4 1
0 2 5

− 
 −
 − 

= 
40 24 0
24 20 14
0 14 35

− 
 − −
 − 

 

d) AB2 = 1 0 2
1 4 2

−  − 

2 6 0
0 4 2
3 1 5

 
 −
 − − 

2 6 0
0 4 2
3 1 5

 
 −
 − − 

= 1 0 2
1 4 2

−  − 

4 12 12
6 18 18

9 27 27

− 
 − −
 − 

= 14 42 42
10 30 30

− −  − − 
 

 

1.23. (PAU)  Dadas las matrices A = 






35
21  y  B = 














60
13
12

,  comprueba que (BA)t = At Bt . 

BA = 
2 1
3 1
0 6

 
 
 
 

 1 2
5 3
  
 

 = 
7 7
8 9
30 18

 
 
 
 

. Luego (BA)t = 7 8 30
7 9 18
  
 

 

Por otra parte: AtBt = 1 5
2 3
  
 

 2 3 0
1 1 6
  
 

 = 7 8 30
7 9 18
  
 

 

Luego, en efecto, se verifica que (BA)t =  AtBt.
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1.24. (PAU)  Dada la matriz A = 






b
a
1

0 , ¿qué relación deben guardar las constantes a y b para que se verifique 

que A2 = A? 

A² = 0
1
a

b
  
 

 0
1
a

b
  
 

 = ² 0
²

a
a b b
  + 

. Si se verifica que A² = A, entonces ² 0
²

a
a b b
  + 

 = 0
1
a

b
  
 

 

Igualando resulta: a² = a, b² = b, a + b = 1  a = 0 o a = 1; b = 0 o b =1 
También se ha de verificar que a + b = 1, por tanto, las soluciones posibles son a = 0, b = 1  o  a = 1, b = 0. 

 Es decir, hay dos soluciones: A1 = 0 0
1 1
  
 

; A2 = 1 0
1 0
  
 

. 

1.25.  (PAU) Encuentra las matrices X cuadradas de orden 2 que  verifican la siguiente relación. 













 −

30
21
12

X = 













−
−

−

153
121

13
 

Sea la matriz X = a b
c d
  
 

. Entonces: 
2 1
1 2
0 3

− 
 
 
 

 a b
c d
  
 

 = 
2 2

2 2
3 3

a c b d
a c b d

c d

− − 
 + +
 
 

 = 
3 1
1 12
3 15

− 
 −
 − 

 

Igualando ambas matrices se deducen las siguientes ecuaciones: 
2 3

2 1

3 3

a c

a c

c

− = 
+ = − 
= − 

  

2 1

2 12

3 15

b d

b d

d

− = − 
+ = 
= 

  cuyas soluciones son: a = 1;  b = 2; c = −1 y  d = 5 

Por lo tanto, la matriz buscada es X = a b
c d
  
 

 = 1 2
1 5

  − 
. 

1.26.  (PAU)   ¿Qué matrices conmutan con la matriz 






10
21 ? 

Sean las matrices de la forma x y
z t
  
 

. Si conmutan con la matriz 1 2
0 1
  
 

, entonces: 

1 2
0 1
  
 

 x y
z t
  
 

 = 2 2x z y t
z t

+ +  
 

 x y
z t
  
 

 1 2
0 1
  
 

 = 2
2

x x y
z z t

+  + 
 

Igualando los elementos uno a uno tenemos: x = t, z = 0. 

Por tanto, las matrices buscadas son de la forma 
0
x y

x
  
 

, cualesquiera que sean x e y. 

1.27. (PAU)  Dada la matriz A = 













010
001
000

: 

a) Encuentra todas las matrices B cuyo producto con A verifique la propiedad conmutativa, es decir:    
AB = BA 
b) Calcula An , con n cualquier número natural. 

a) Para que AB = BA, la matriz B tiene que ser de orden 3. Supongamos que B = 
a b c
d e f
g h i

 
 
 
 

, entonces:  

   
0 0 0
1 0 0
0 1 0

 
 
 
 

 
a b c
d e f
g h i

 
 
 
 

 = 
a b c
d e f
g h i

 
 
 
 

 
0 0 0
1 0 0
0 1 0

 
 
 
 


0 0 0
a b c
d e f

 
 
 
 

 = 
0
0
0

b c
e f
h i

 
 
 
 

 

Igualando se obtiene: a = e = i = α; b = c = f = 0; d = h = β y g = γ 

Por tanto, las matrices que verifican la igualdad dada son de la forma B = 
0 0

0
α 
 β α
 γ β α 

. 

b) A² = AA =
0 0 0
1 0 0
0 1 0

 
 
 
 

0 0 0
1 0 0
0 1 0

 
 
 
 

=
0 0 0
0 0 0
1 0 0

 
 
 
 

;  A³ = A²A =
0 0 0
0 0 0
1 0 0

 
 
 
 

0 0 0
1 0 0
0 1 0

 
 
 
 

=
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 
 
 
 

 

A4 = A³A = OA = O, ..., An = O, matriz nula para cada 2n > . 
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1.28. (PAU)  Sean las matrices A = 






−
−

31
12  y  B = 







−
−

11
30 . Resuelve el sistema 





=−
=+

BYX

AYX

22

3
 . 

3

2 2

X Y A

X Y B

+ =
 − =


3

3 6 6

X Y A

X Y B

+ = 
− = 
7Y = A − 6B 

Y = 
1

7
 (A − 6B) = 

1

7
2 1 0 18
1 3 6 6

− −    −    − −    
 = 

1

7
2 17
5 3

  − 
 = 

















−
7

3

7

5
7

17

7

2

 

X = 2B + 2Y = 0 6
2 2

−  − 
 + 

4 34

7 7
10 6

7 7

 
 
 − 
 

 = 
















−

−

7

8

7

4
7

8

7

4

 

Por tanto, las matrices buscadas son: X = 
















−

−

7

8

7

4
7

8

7

4

, Y = 
















−
7

3

7

5
7

17

7

2

 

 

1.29. (PAU)  Calcula la matriz A250 + A20 siendo A = 






11
01 . 

A² = 1 0
2 1
  
 

, A³ = 1 0
3 1
  
 

. Suponemos que An = 1 0
1n

  
 

 

An + 1 = AnA = 1 0
1n

  
 

 1 0
1 1
  
 

 = 1 0
1 1n

  + 
 

De este modo, queda probado por el método de inducción que An = 1 0
1n

  
 

. 

Por tanto, A250 + A20 = 1 0
250 1
  
 

 + 1 0
20 1
  
 

 = 2 0
270 2
  
 

 

 

1.30. (PAU)  Dada la matriz A = 






10
11 .  

a) Calcula A² y A³. 

b) Halla una ley general para calcular An. 

a) Calculamos las primeras potencias de la matriz A: 

A² =  AA = 1 1
0 1
  
 

 1 1
0 1
  
 

 = 1 2
0 1
  
 

      A³ = A²A = 1 2
0 1
  
 

 1 1
0 1
  
 

 = 1 3
0 1
  
 

. 

b) Aplicando el método de inducción, suponemos que An − 1 = 1 1
0 1

n −  
 

 

y calculamos An: An = An − 1A = 1 1
0 1

n −  
 

1 1
0 1
  
 

= 1
0 1

n  
 

 

 Luego la ley general para las potencias de A es An = 1
0 1

n  
 

.
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1.31. (PAU)  Se consideran las matrices: M = 













001
010
100

 y N = 













00
01
100

y
x . 

a) Determina x e y para que MN = NM.   

b) Calcula M1995 y M1996. 

a) Se tiene: MN = 
0 0 1
0 1 0
1 0 0

 
 
 
 

0 0 1
1 0
0 0

x
y

 
 
 
 

=
0 0
1 0

0 0 1

y
x

 
 
 
 

;  NM =
0 0 1

1 0
0 0

x
y

 
 
 
 

 
0 0 1
0 1 0
1 0 0

 
 
 
 

=
1 0 0
0 1
0 0

x
y

 
 
 
 

 

Igualando MN = NM se deduce x = 0 e y = 1. 

b) Calculamos M² = 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
 

 = I   Así: M³ = MM² = M I=M, M4 = M²M² = I... 

Si k es impar, Mk = M y si es par Mk = I. Por tanto, M1995 = M, M1996 = I. 
 

1.32.  (PAU)   Halla todas las matrices X de la forma X = 













c
b

a

00
10
01

 tales que X² = 













100
010
101

. 

Según el enunciado se ha de cumplir  
1 0

0 1
0 0

a
b

c

 
 
 
 

1 0
0 1
0 0

a
b

c

 
 
 
 

=
1 0 1
0 1 0
0 0 1

 
 
 
 

 

Operando: 
² 1

0 ²
0 0 ²

a a b
b b c

c

+ 
 +
 
 

=
1 0 1
0 1 0
0 0 1

 
 
 
 

 

Identificando los términos resultan las ecuaciones:    
² ² ² 1

0

a b c

a b b c

= = =
 + = + =

 

De estas ecuaciones se obtienen las dos siguientes posibilidades de valores:   
1, 1, 1

1, 1, 1

a b c

a b c

= = − =
 = − = = −

 

La matriz X puede tener una de estas dos formas: X = 
1 1 0
0 1 1
0 0 1

 
 −
 
 

 o X = 
1 1 0

0 1 1
0 0 1

− 
 
 − 

 

 

1.33. (PAU) Se consideran las matrices A = 













100
110
111

y  B = 













000
100
110

. Calcula B3 y A3 (Sugerencia: A = B + I). 

B² = BB = 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

 
 
 
 

0 1 1
0 0 1
0 0 0

 
 
 
 

=
0 0 1
0 0 0
0 0 0

 
 
 
 

;  B³ = B²B = 
0 0 1
0 0 0
0 0 0

 
 
 
 

0 1 1
0 0 1
0 0 0

 
 
 
 

=
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 
 
 
 

 

A³ = (B + I)³ = B³ + 3B² I + 3BI² + I³ = B³ + 3B² + 3B + I =
1 3 6
0 1 3
0 0 1

 
 
 
 

 

 

1.34. (PAU)  Prueba que An = 2n − 1 A, siendo A = 






11
11 . 

Calculamos las potencias sucesivas de la matriz A. 

A² = 1 1
1 1
  
 

 1 1
1 1
  
 

 = 2 2
2 2
  
 

 = 2 1 1
1 1
  
 

 = 2A. 

A³ = A²A = 2AA = 2A² = 2 ·2A = 4A = 2²A 
A4 = A³A = 4AA = 4A² = 8A = 2³A 
Suponemos que An−1 = 2n−2A, y vamos a demostrar que An = 2n−1A: 
An = An−1A = 2n−2AA = 2n−2 A² = 2n−2·2A = 2n−1A. Luego, en efecto, se verifica la igualdad dada.
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Matriz inversa 

1.35. Halla la inversa de las siguientes matrices aplicando la definición. 

A = 






41
03   B = 













−

121
312
201

 

Sea A−1 = x y
z t
  
 

  AA−1 = I2  3 0
1 4
  
 

x y
z t
  
 

= 1 0
0 1
  
 

 3 3
4 4
x y

x z y t
  + + 

= 1 0
0 1
  
 

 

 

3 1

3 0

4 0

4 1

x

y

x z

y t

= 
= 
+ = 
+ = 

 
1 1 1

, 0, ,
3 12 4

x y z t= = = − =  A−1 = 
















−
4

1

12

1

0
3

1

 

Sea B−1 = 
x y z
t u v
m n p

 
 
 
 

 BB−1 = I3 
1 0 2
2 1 3
1 2 1

 
 −
 
 

 
x y z
t u v
m n p

 
 
 
 

 = 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
 

 

2 2 2
2 3 2 3 2 3

2 2 2

x m y n z p
t x m u y n v z p
t x m u y n v z p

+ + + 
 − + + − + + − + +
 + + + + + + 

 = 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
 

  

Igualando resulta: 
2 1 2 0 2 0

2 3 0 2 3 1 2 3 0
2 0 2 0 2 1

x m y n z p
t x m u y n v z p
t x m u y n v z p

+ = + = + = − + + = − + + = − + + = 
+ + = + + = + + = 

  

De donde:   

7 4 2

3 3 3
1 1 1

3 3 3
5 2 1

3 3 3

x y z

t u v

m n p

−= = =

= = − =

= = − = −

. Por tanto, B−1 = 

7 4 2

3 3 3
1 1 1

3 3 3
5 2 1

3 3 3

− 
 
 − 
 

− − 
 
 

 

1.36.  (PAU) Dada la matriz A = 






010
012 . 

a) Razona si puede existir una matriz B tal que AB = I, siendo I la matriz identidad; en caso afirmativo, 
halla B.  

b) ¿Tiene inversa A? Razona la respuesta. 

a) Sea B = 
a b
c d
e f

 
 
 
 

. Entonces: AB = 2 1 0
0 1 0
  
 

a b
c d
e f

 
 
 
 

 = 2 2a c b d
c d
+ +  

 
 = 1 0

0 1
  
 

.  

Igualando las dos matrices resulta: c = 0; d = 1; b = − 1

2
; a = 

1

2
. Por tanto, B = 



















 −

fe
10
2

1

2

1

. 

b) La matriz A no tiene inversa, ya que no es cuadrada. 

1.37. (PAU)  Halla, por el método de Gauss, la matriz inversa de A = 






01
10 . 

Partimos del esquema (A | I2 ) = 0 1 1 0
1 0 0 1
  
 

  

Permutando las dos filas, la matriz dada se transforma directamente en la matriz unidad. El esquema final es 
entonces: 

1 0 0 1
0 1 1 0
  
 

 = (I2 |A
−1). La matriz inversa es, por tanto, ella misma; es decir, A = A−1.
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1.38. (PAU) Calcula por el método de Gauss la matriz inversa de las siguientes matrices: 

A = 













−−
−
016
102

211
      B = 














431
341
331

 

El esquema de partida es: (A | I3) =
1 1 2 1 0 0
2 0 1 0 1 0
6 1 0 0 0 1

 
 −
 − − 

. Se realizan transformaciones en las filas hasta 

obtener el la parte izquierda la matriz identidad, por lo que la parte derecha será la matriz inversa de A: A–1. 

1 1 2 1 0 0
2 0 1 0 1 0
6 1 0 0 0 1

 
 −
 − − 

⎯⎯⎯ →⎯
+
−

13
12

6
2

FF
FF

 
1 1 2 1 0 0
0 2 5 2 1 0
0 5 12 6 0 1

 
 − − −
 
 

⎯⎯⎯ →⎯
− 2

2

1
F 







−









106

0
2

1
1

001

1250
2

5
10

211

⎯⎯⎯ →⎯ − 23 5FF
 












−












−
1

2

5
1

0
2

1
1

001

2

1
00

2

5
10

211

⎯⎯⎯ →⎯

−
+
+

3
31
32

2
4
5

F
FF
FF

1 1 0 5 10 4
0 1 0 6 12 5
0 0 1 2 5 2

 
 
 − − − 

⎯⎯⎯ →⎯ − 21 FF

1 0 0 1 2 1
0 1 0 6 12 5
0 0 1 2 5 2

− − − 
 
 − − − 

= (I3 | A
-1) 

La matriz inversa es A–1 =
1 2 1

6 12 5
2 5 2

− − − 
 
 − − − 

 

El esquema de partida es: (B | I3) = 
1 3 3 1 0 0
1 4 3 0 1 0
1 3 4 0 0 1

 
 
 
 

 

1 3 3 1 0 0
1 4 3 0 1 0
1 3 4 0 0 1

 
 
 
 

⎯⎯⎯ →⎯
−
−

13
12

FF
FF

1 3 3 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 1 1 0 1

 
 −
 − 

⎯⎯⎯ →⎯ − 31 3FF
 

1 3 0 4 0 3
0 1 0 1 1 0
0 0 1 1 0 1

− 
 −
 − 

⎯⎯⎯ →⎯ − 21 3FF

1 0 0 7 3 3
0 1 0 1 1 0
0 0 1 1 0 1

− − 
 −
 − 

= (I3 | B
–1)  

La matriz inversa es, por tanto, B−1 = 
7 3 3
1 1 0
1 0 1

− − 
 −
 − 

. Se puede comprobar que su producto con la matriz B es I. 

1.39.  (PAU) a) Halla la matriz inversa de las siguientes: A = 













010
101
011

,  B = 













100
420
441

. 

b) Comprueba los resultados con una multiplicación.  

a) (A | I3) =
1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0
0 1 0 0 0 1

 
 
 
 

⎯⎯⎯ →⎯ − 12 FF

1 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 0
0 1 0 0 0 1

 
 − −
 
 

⎯⎯⎯ →⎯ + 23 FF

1 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 0
0 0 1 1 1 1

 
 − −
 − 

⎯⎯⎯ →⎯ − 32 FF
 

1 1 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1
0 0 1 1 1 1

 
 − −
 − 

⎯⎯⎯ →⎯
−

+
2
21

)1( F
FF

1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 0 1
0 0 1 1 1 1

− 
 
 − 

 = ( I3 | A
–1)  A –1 =

1 0 1
0 0 1
1 1 1

− 
 
 − 

. 

(B | I3) =
1 4 4 1 0 0
0 2 4 0 1 0
0 0 1 0 0 1

 
 
 
 

⎯⎯⎯ →⎯
−
−

31
32

4
4
FF
FF

1 4 0 1 0 4
0 2 0 0 1 4
0 0 1 0 0 1

− 
 −
 
 

⎯⎯⎯ →⎯ −

2

21

2

1
2

F

FF

− 
 

− 
 
 

1 0 0 1 2 4
1

0 1 0 0 2
2

0 0 1 0 0 1

 = ( I3 | B
–1) 

Luego, la matriz inversa es B–1 =

− 
 

− 
 
 

1 2 4
1

0 2
2

0 0 1

 

b) Multiplicando las matrices A y B por sus inversas se obtiene la matriz unidad: 

1 1 0
1 0 1
0 1 0

 
 
 
 

1 0 1
0 0 1
1 1 1

− 
 
 − 

=
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
 

     y     
1 4 4
0 2 4
0 0 1

 
 
 
 

− 
 

− 
 
 

1 2 4
1

0 2
2

0 0 1

 = 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
 

16 



 

                                                                   Solucionario  
  

 

Rango de una matriz 

1.40.  (PAU) Halla el rango de la matriz A = 
















−−
−−

−
−

94125
63113
31012
32101

 

La fila tercera es la suma de la primera y la segunda. 
La fila cuarta es la suma de la segunda y la tercera. 
Las filas primera y segunda no son proporcionales, luego rg(A) = 2. 

1.41. (PAU) Calcula, por el método de Gauss, el rango de la matriz 













0543
0321
0864

 

Puesto que la primera fila es suma de la segunda y tercera, podemos suprimir esta fila: 1 2 3 0
3 4 5 0
  
 

.  

El rango es 2, ya  que las dos filas no son proporcionales. 

1.42.  (PAU) Halla el rango de la matriz: 












−
2212
2231

0443
 

Puesto que la primera fila es suma de la segunda y tercera, podemos suprimir esta fila: 1 3 2 2
2 1 2 2

−  
 

. 

Restando a la segunda fila el doble de la primera se tiene una matriz escalonada de dos filas: 1 3 2 2
0 5 2 6

−  − − 
.  

El rango es 2. 

1.43.  (PAU) Utilizando el método de Gauss, calcula el rango de la matriz: B = 
















−−−
−
−

−

71311
23210
01032
70121

 

1 2 1 0 7
2 3 0 1 0
0 1 2 3 2
1 1 3 1 7

− 
 −
 −
 − − − 

⎯⎯⎯ →⎯ +− 212 FF

1 2 1 0 7
0 7 2 1 14
0 1 2 3 2
1 1 3 1 7

− 
 − − −
 −
 − − − 

⎯⎯⎯ →⎯ + 41 FF

1 2 1 0 7
0 7 2 1 14
0 1 2 3 2
0 3 4 1 14

− 
 − − −
 −
 − − 

⎯⎯⎯ →⎯ ↔ 32 FF

1 2 1 0 7
0 1 2 3 2
0 7 2 1 14
0 3 4 1 14

− 
 −
 − − −
 − − 

⎯⎯⎯ →⎯ − 23 7FF

1 2 1 0 7
0 1 2 3 2
0 0 16 20 28
0 3 4 1 14

− 
 −
 − −
 − − 

⎯⎯⎯ →⎯ + 24 3FF

1 2 1 0 7
0 1 2 3 2
0 0 16 20 28
0 0 10 10 20

− 
 −
 − −
 − 

⎯⎯ →⎯
10

4F

1 2 1 0 7
0 1 2 3 2
0 0 16 20 28
0 0 1 1 2

− 
 −
 − −
 − 

⎯⎯⎯ →⎯ ↔ 43 FF

1 2 1 0 7
0 1 2 3 2
0 0 1 1 2
0 0 16 20 28

− 
 −
 −
 − − 

⎯⎯⎯⎯ →⎯ +
4

16 34 FF

1 2 1 0 7
0 1 2 3 1
0 0 1 1 2
0 0 0 1 1

− 
 −
 −
 
 

 rg(B) = 4 

1.44. (PAU) Calcula los valores de t para los que el rango o característica de la siguiente matriz es 2: 

         













t33
222
111

 

Pasaremos esta matriz, por reducción, a una matriz escalonada: 

rg
1 1 1
2 2 2
3 3 t

 
 
 
  13

12
3
2

FF
FF

−
−
= rg

1 1 1
0 0 0
0 0 3t

 
 
 − 

= rg 1 1 1
0 0 3t
  − 

 

• Si t = 3 el rango es 1, ya que en este caso es una matriz con una fila nula: 1 1 1
0 0 0
  
 

 

• Si t ≠ 3, el rango es 2, ya que las filas no son proporcionales. 
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1.45.  (PAU) Calcula el rango de la siguiente matriz para los distintos valores de t: 











 −

12963
8642

121 t
 

Pasaremos esta matriz, por reducción, a una matriz escalonada: 

rg
1 2 3
2 4 6 8
3 6 9 12

t 
 
 
  13

12
3
2

FF
FF

−
−
= rg

1 2 3
0 0 0 8 2
0 0 0 12 3

t
t
t

 
 −
 −  32 23 FF =

= rg 1 2 3
0 0 0 8 2

t
t

  − 
 

• Si t = 4 el rango de la matriz es 1, ya que la segunda fila sería nula. 
• Si t ≠ 4, el rango de la matriz es 2, ya que las filas no son proporcionales. 

1.46. (PAU) Haz uso del método de Gauss y discute el rango de la matriz B según los valores del parámetro a: 

B = 
















−−

−

a

a

024
3311

111
2111

 

rg 

1 1 1 2
1 1 1

1 1 3 3
4 2 0

a

a

− 
 
 − −
 
 

⎯⎯⎯ →⎯

−
+
−

14
13
12

2FF
FF
FF

rg

1 1 1 2
1 0 2 1

2 0 2 1
2 0 2 4

a

a

− 
 − −
 −
 − 

⎯⎯⎯ →⎯
−
−

34
32

FF
FF

rg

1 1 1 2
3 0 0 0

2 0 2 1
0 0 0 3

a

a

− 
 −
 −
 − 

 

A partir de esta última matriz y simplemente intercambiando las columnas y las filas se obtiene la siguiente matriz 

escalonada:  

1 1 1 2
0 2 2 1
0 0 3 0
0 0 0 3

a
a

− 
 −
 −
 − 

.  

Si a = 3, hay 2 filas nulas, y se obtiene rg(B) = 2. Si a ≠ 3,  rg(B) = 4. 
 

1.47.  Dados los vectores fila. 

A = (2  –3  4)      B = (0    1  2)      C = ( 1  2  –3)      D = (–3  1  1) 

a) ¿Es el vector C combinación lineal de los vectores A y B? En caso afirmativo encuentra los 
coeficientes de la combinación lineal. 

b) Escribe el vector D como combinación lineal de los vectores A, B y C. 

a) Si el vector C es combinación lineal de los vectores A y B el rango de la matriz formada por los tres vectores 
debe ser dos. 

rg
1 2 3
0 1 2
2 3 4

− 
 
 − 

 3 12F F−⎯⎯⎯⎯→  rg
1 2 3
0 1 2
0 7 10

− 
 
 − 

3 27F F+⎯⎯⎯⎯→  rg
1 2 3
0 1 2
0 0 24

− 
 
 
 

= 3 

Por lo tanto, los vectores A, B y C son linealmente independientes. 

 

b) Hay que encontrar tres números reales, a, b y c, no simultáneamente nulos, tales que:  

D = aA + bB + cC 

Sustituyendo los vectores A, B y C en la expresión anterior, se obtiene: 

(-3, 1, 1)  = a (2, -3, 4) + b (0, 1, 2) + c (1, 2, -3) = (2a + c, –3a + b + 2c, 4a + 2b – 3c) 

Igualando las componentes resulta:  

3 2
1 3 2 3 2
1 4 2 3

a c
a b c c a

a b c

− = + = − + +  = − −
= + − 

 

Sustituyendo el valor de c en las otras dos ecuaciones: 

} } 11 7 147 71 3 2( 3 2 ) ; ;
1 4 2 3( 3 2 ) 10 2 8 12 12 12

a ba b a a b c
a b a a b

−− + == − + + − −   = = = −= + − − − + = −  

Por tanto, el vector D es combinación lineal de los vectores A, B y C del siguiente modo:  

11 7 14

12 12 12
D A B C

−= + −
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1.48. (PAU) En el espacio vectorial de las matrices de orden 2 sobre R, consideramos las siguientes matrices: 

A = 






11
11      B = 







10
01      C = 







00
11  

Determina si las matrices A, B  y C son linealmente independientes. 

Las matrices A, B, C son linealmente dependientes si existen tres escalares, x, y, z, no todos nulos, tales que 

 xA + yB + zC = 0 0
0 0
  
 

 

x 1 1
1 1
  
 

 + y 1 0
0 1
  
 

 + z 1 1
0 0
  
 

 = 0 0
0 0
  
 



0

0

0

0

x y z

x z

x

x y

+ + =
 + =
 =
 + =

 

La única solución es x = 0; y = 0, z = 0. Por tanto, las matrices A, B y C son linealmente independientes. 

Aplicaciones de las matrices 

1.49. Escribe la matriz asociada a cada uno de los siguientes grafos: 

a)  

A B
 

c)

A

B

C

 

A

B

C

D  

    

e) 
 

 
b) 

A

B

C  

d)

A

B

C

D  

f) 
 
 

A

B

C

D  
 

a)  

    M= 0 1
1 1
  
 

 

 
 

b) M=
0 1 0
0 0 1
1 0 0

 
 
 
 

 c) M=
1 1 1
1 0 0
0 1 1

 
 
 
 

 d) M=

0 0 0 1
1 0 1 1
0 0 1 0
0 0 1 0

 
 
 
 
 

       e) M=

0 0 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 1 0

 
 
 
 
 

  f) M=

1 0 1 0
0 1 1 0
0 1 1 0
1 0 0 0

 
 
 
 
 

 

1.50.  Dado el punto P de coordenadas (–4, 2), halla las coordenadas del punto transformado en los     
siguientes movimientos: 

a) Una traslación de vector guía v


 = (4, 1)       c) Una homotecia de centro el origen y razón 2 

b) Un giro de centro el origen y amplitud 30°       d) Una simetría respecto del origen 

a) P’ = (-4, 2) + (4, 1) = (0, 3) 

b) (p’1, p’2) = (–4, 2) cos30º sen30º
sen30º cos30º

  − 
 = (–4, 2) 

3 1

2 2
1 3

2 2

 
 
 
 − 
 

 = ( 2 3 1− − , 3 2− ) 

c) (p’1, p’2) = (–4, 2) 2 0
0 2
  
 

 = (–8, 4) 

d) (p’1, p’2) = (–4, 2) 1 0
0 1
−  − 

 = (4, −2)

  Hasta 
  A B 

A 0 1 
Desde B 1 1 
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1.51. (PAU) Dado el segmento de extremos A(1, 5) y B(3, 7), halla el segmento transformado en los siguientes 
movimientos: 

a) Una traslación de vector guía v


 = (2, 3)       c) Una homotecia de centro el origen y razón 4 

b) Un giro de centro el origen y amplitud 45°     d) Una simetría respecto del origen 

Calculamos los transformados de cada punto. 
 
a) A’ = (1, 5) + (2, 3) = (3, 8) 
B’ = (3, 7) + (2, 3) = (5, 10) 
El transformado del segmento AB es el segmento de extremos A’(3, 8) y B’(5, 10). 
 

b) (a’1, a’2) = (1, 5) cos 45 sen45
sen45 cos 45

° °  − ° ° 
 = (1, 5) 

2 2

2 2
2 2

2 2

 
 
 
 

− 
 

 = ( )2 2, 3 2−  

(b’1, b’2) = (3, 7) 

2 2

2 2
2 2

2 2

 
 
 
 

− 
 

 = ( )2 2, 5 2−  

El transformado del segmento AB es el segmento de extremos A’ ( )2 2, 3 2−  y B’ ( )2 2, 5 2− . 

 

c) (a’1, a’2) = (1, 5) 4 0
0 4
  
 

 = (4, 20); (b’1, b’2) = (3, 7) 4 0
0 4
  
 

 = (12, 28) 

El transformado del segmento AB es el segmento de extremos A’(4,20) y B’(12, 28). 
 

d) (a’1, a’2) = (1, 5) 1 0
0 1
−  − 

 = (−1, −5); (b’1, b’2) = (3, 7) 1 0
0 1
−  − 

 = (−3, −7) 

El transformado del segmento AB es el segmento de extremos A’(−1,−5) y B’(−3, −7). 
 

 

1.52. (PAU) Se dan los movimientos geométricos planos: T(x, y) = (x − y, x + y) , S(x, y) = (2x − y, x + y) 

a) Escribe las matrices asociadas a S y a T.  

b) Escribe la matriz asociada al movimiento compuesto S  T, que consiste en aplicar primero T y después 
S. 

a) T(x, y) = (x − y, x + y)  
'

'

x x y

y x y

= −
 = +

  (x’, y’) = (x, y) 1 1
1 1

  − 
 

 Por tanto, la matriz asociada a T es: M(T) = 1 1
1 1

  − 
 

 S(x, y) = (2x − y, x + y)  
' 2

'

x x y

y x y

= −
 = +

  (x’, y’) = (x, y) 2 1
1 1

  − 
 

 Por tanto, la matriz asociada a S es: M(S) = 2 1
1 1

  − 
 

 

b) La matriz asociada a la transformación compuesta S  T será = 1 1
1 1

  − 
 2 1

1 1
  − 

 = 1 2
3 0

  − 
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1.53. (PAU) Halla las ecuaciones de los siguientes movimientos: 

a) Una traslación de vector guía v


 = (2, 3) por un giro de centro el origen y amplitud 45° 

b) Un giro de centro el origen y amplitud 45° por una traslación de vector guía v


 = (2, 3). 

a) (x’, y’) = (x, y) + (2, 3) = (x + 2, y + 3) 

(x”,y”) = (x’, y’) cos 45 sen 45
sen 45 cos 45

° °  − ° ° 
= (x + 2, y + 3) 

2 2

2 2
2 2

2 2

 
 
 
 

− 
 

=
2 2

( 1), ( 5)
2 2

x y x y
 

− − − + +  
 

 

Es decir, 

2
" ( 1)

2

2
" ( 5)

2

x x y

y x y


= − − 


= + + 

 

b) (x’, y’) = (x, y) 

2 2

2 2
2 2

2 2

 
 
 
 

− 
 

 = 
2 2

( ), ( )
2 2

x y x y
 

− +  
 

 

(x”, y”) = (x’, y’) + (2, 3) = (x, y) 

2 2

2 2
2 2

2 2

 
 
 
 

− 
 

 + (2, 3) = 
2 2

( ) 2, ( ) 3
2 2

x y x y
 

− + + +  
 

 

Es decir: 

2
" ( ) 2

2

2
" ( ) 3

2

x x y

y x y


= − + 


= + + 

Lo que prueba que el producto de movimientos no es conmutativo. 

 

PROBLEMAS 

1.54. (PAU) Se considera el conjunto M de las matrices 3 x 3 tales que en cada fila y en cada columna tienen 
dos ceros y un uno. Escribe todas las matrices del conjunto M. 

Las matrices pedidas son: 

M1 = 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
 

; M2 = 
0 1 0
1 0 0
0 0 1

 
 
 
 

; M3 = 
0 0 1
0 1 0
1 0 0

 
 
 
 

; M4 = 
1 0 0
0 0 1
0 1 0

 
 
 
 

; M5 = 
0 1 0
0 0 1
1 0 0

 
 
 
 

; M6 = 
0 0 1
1 0 0
0 1 0

 
 
 
 

 

 

1.55.  a) Calcula todas las matrices diagonales de orden dos que coinciden con su inversa. 

  b) Si A es una de estas matrices, calcula su cuadrado. 

Sea A = 0
0
x

y
  
 

 la matriz diagonal que tratamos de encontrar. 

a) Como A = A−1 y por definición, AA−1 = I, se cumple que: 

0
0
x

y
  
 

 0
0
x

y
  
 

 = ² 0
0 ²
x

y
  
 

 = 1 0
0 1
  
 

 x = ± 1; y = ± 1 

Las matrices pedidas son: 1 0
0 1
  
 

; 1 0
0 1
−  
 

; 1 0
0 1
  − 

; 1 0
0 1
−  − 

 

b) De nuevo, como A = A−1, se cumple que A² = AA−1 = I.
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1.56. (PAU) Se dice que dos matrices cuadradas, A y B, de orden n x n, son semejantes si existe una matriz 
inversible, P, tal que B = P−1 A P, donde P−1 denota la matriz inversa de P. Determina si son semejantes 

las matrices A y B con: A = 






10
21   y B = 







− 10
01 . 

Si A y B son semejantes, entonces existe una matriz invertible, P, tal que B = P−1 A P. 

Multiplicando a izquierda por la matriz P a los  dos miembros de esta última igualdad resulta: 

PB = PP−1AP  PB = AP 

Si P = a b
c d
  
 

, entonces: a b
c d
  
 

 1 0
0 1
  − 

 = 1 2
0 1
  
 

 a b
c d
  
 

  a b
c d

−  − 
 = 2 2a c b d

c d
+ +  

 
 

Igualando:

2

2

a a c

b b d

c c

d d

= +
− = +
 =
− =

 b = c = d = 0  y a indeterminado.  

Por tanto, P = 0
0 0
a  
 

 

La matriz P no es inversible sea cual sea el valor de a. De este modo, las matrices dadas no son semejantes. 

 

1.57. (PAU) Señala para qué valores de a, b, c, d se verifica que 
2








dc
ba  = 







00
00 . 

2
a b
c d
  
 

 = 0 0
0 0
  
 

 a b
c d
  
 

 a b
c d
  
 

 = ²
²

a bc ab bd
ac dc cb d

+ +  + + 
 = 0 0

0 0
  
 

  

² 0

( ) 0

( ) 0

² 0

a bc

b a d

c a d

cb d

+ =
 + =
 + =
 + =

  

Se deduce de la segunda ecuación: b = 0 ó a = −d. 

Si b = 0  a = b = d = 0. Se obtiene la matriz  0 0
0c

  
 

 

Si a = −d, se deduce que c = − ²a

b
  y se obtiene la matriz ²

a b
a

a
b

 
 − − 
 

. 

 

1.58. (PAU) a) Si A y B son matrices diagonales de orden 2, demuestra que AB = BA. 

 b) Determina las matrices 2 x 2 diagonales A, tales que AA = 






10
01 . 

a) Si A y B son matrices diagonales de orden 2 x 2, entonces son de la forma: A = 0
0
a

b
  
 

 y B = 0
0
c

d
  
 

, por lo 

que: AB = 0
0
a

b
  
 

0
0
c

d
  
 

 = 0
0
ac

bd
  
 

; BA = 0
0
c

d
  
 

0
0
a

b
  
 

 = 0
0
ca

db
  
 

 

Luego AB = BA 
 

b) Si A es una matriz diagonal de orden 2 x 2, entonces es de la forma: A = 0
0
a

b
  
 

 

Luego: AA = 0
0
a

b
  
 

 0
0
a

b
  
 

 = ² 0
0 ²
a

b
  
 

 = 1 0
0 1
  
 

; de donde a = ±1 y b = ± 1. 

Las matrices que verifican la condición dada son: A1 = 1 0
0 1
  
 

; A2 = 1 0
0 1
  − 

; A3 = 1 0
0 1
−  
 

; A4 = 1 0
0 1
−  − 

.
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1.59. (PAU) a) Demuestra que la matriz A = 






21
12  verifica una ecuación del tipo A² + αA + βI = O, 

determinando α y β (I denota la matriz identidad).  

 b) Utiliza el apartado anterior para hallar la inversa de A. 

a) A² + αA + βI = 0  2 1
1 2
  
 

2 1
1 2
  
 

+ α 2 1
1 2
  
 

+ β 1 0
0 1
  
 

 = 0 0
0 0
  
 

 

 5 4
4 5
  
 

+ α 2 1
1 2
  
 

+ β 1 0
0 1
  
 

= 0 0
0 0
  
 

  
5 2 0

4 0

+ α + β =
 + α =

  α = −4,  β = 3 

Por tanto, se cumple que: A² − 4A + 3I = 0 

b) Para hallar la inversa procedemos del siguiente modo: 

A² − 4A + 3I = 0  A(A − 4I) + 3I = 0  A(4I − A) = 3I 

 Multiplicando por A−1, por la izquierda, se tiene: 

A−1 A(4I − A) = A−1 3I  4I − A = 3A−1  A−1 = 
1

3
 (4I − A) = 

1

3
 4 0 2 1

0 4 1 2
    −        

 = 
















−

−

3

2

3

1
3

1

3

2

  

1.60.  Consideremos la matriz  













−−
=

502
63
803

aA .   

a) Encuentra el valor de a tal que ( ) OIA =+ 2
3 .  

b) Calcula la inversa de A para el valor obtenido en el apartado anterior. 

a) ( ) ( )2 2

3

0 0 0
3 3 1 6 6

0 0 0
A I a a a

 
 + = + + +  
 

 así que si 1a = −  se tiene que ( )2

3A I O+ = . 

Desarrollando esta última expresión se obtiene fácilmente la inversa de la matriz A: 

( ) ( )2 2
3 3 3 32 2A I A A I O A A I I+ = + + =  − − = . 

b) A partir del apartado anterior, tenemos que 1
3

3 0 8 1 0 0 5 0 8
2 3 1 6 2 0 1 0 3 1 6

2 0 5 0 0 1 2 0 3
A A I−

− −     
     = − − = − − − = − − −
     − −     

. 

1.61. (PAU) Sea la matriz A = 






13
01 , y n un número natural cualquiera. Encuentra el valor de An para cada n y 

halla A360 − A250. 

Aplicaremos el método de inducción. Calculamos las primeras potencias de A 

A² = 1 0
3 1
  
 

 1 0
3 1
  
 

 = 1 0
6 1
  
 

 A³ = AA² = 1 0
3 1
  
 

 1 0
6 1
  
 

 = 1 0
9 1
  
 

 

Suponemos que An = 1 0
3 1n
  
 

, vemos: 

1. Se verifica para n = 1   
2. Si se cumple para n, también se cumple para n + 1, ya que: 

An + 1 = AAn = 1 0
3 1
  
 

 1 0
3 1n
  
 

 = 1 0
3 3 1n
  + 

 = 1 0
3( 1) 1n
  + 

 

En consecuencia nuestra suposición es cierta. Luego An = 1 0
3 1n
  
 

. 

Por tanto, A350 − A250 = 1 0
3·350 1
  
 

 − 1 0
3·250 1
  
 

 = 0 0
300 0
  
 
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1.62. (PAU) Una matriz cuadrada A tiene la propiedad de que A² = 2A + I, donde I es la matriz unidad. 

a) Demuestra que A admite matriz inversa, y obtenla en función de A. 

b) Dada la matriz B = 







−
+

m
m

11
11

, halla los valores de m para los que se verifica que 

B² = 2B + I, y escribe la matriz inversa de B para dichos valores. 

a) A² = 2A + IA² − 2A = I  A(A − 2I) = I. Luego A−1 = A − 2I 

b) B² = 1 1
1 1
m

m
+  − 

1 1
1 1
m

m
+  − 

= (1 )² 1 2
2 (1 )² 1

m
m

+ +  − + 
 

2B + I = 2 2 2
2 2 2

m
m

+  − 
+ 1 0

0 1
  
 

= 3 2 2
2 3 2

m
m

+  − 
 

B² = 2B + I  
(1 )² 1 3 2

(1 )² 1 3 2

m m

m m

+ + = +
 − + = −

  
² 1

² 1

m

m

=
 =

m = ±1 

• Para m = −1, B = 0 1
1 2
  
 

 B−1 = B − 2I = 0 1
1 2
  
 

 − 2 0
0 2
  
 

 = 2 1
1 0

−  
 

 

• Para m = 1, B = 2 1
1 0
  
 

 B−1 = B − 2I = 2 1
1 0
  
 

 − 2 0
0 2
  
 

 = 0 1
1 2
  − 

 

1.63.  (PAU) Sea A la matriz 













001
100
010

. 

a) Encuentra la regla del cálculo de las potencias sucesivas de A, es decir, de An, para cualquier número 
natural n. 

b) Resuelve la ecuación matricial X(A4 + A² − A) = 






111
234  

a) Hallamos las primeras potencias de la matriz A: 

A² = 
0 1 0
0 0 1
1 0 0

 
 
 
 

 
0 1 0
0 0 1
1 0 0

 
 
 
 

 = 
0 0 1
1 0 0
0 1 0

 
 
 
 

 

A³ = 
0 1 0
0 0 1
1 0 0

 
 
 
 

 
0 0 1
1 0 0
0 1 0

 
 
 
 

 = 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
 

= I  A4 = AA³ = A I = A 

En general: A3n + 1 = A; A3n + 2 = A², A3n = I 

b) X(A4 + A² − A) = 4 3 2
1 1 1

  
 

 X(A + A² − A) = 4 3 2
1 1 1

  
 

 XA² = 4 3 2
1 1 1
  
 

 

a b c
d e f
  
 

 
0 0 1
1 0 0
0 1 0

 
 
 
 

 = 4 3 2
1 1 1

  
 

 b c a
e f d
  
 

 = 4 3 2
1 1 1
  
 

 X = 2 4 3
1 1 1
  
 

 

1.64. (PAU)  Demuestra que en el conjunto T de las matrices de la forma M = 







− bxbx
bxbx

cossen
sencos

 donde b es un 

número real no nulo y x otro número real, el producto tiene las propiedades asociativa y conmutativa. 

M(x)M(y) = 







− bxbx
bxbx

cossen
sencos









− byby
byby

cossen
sencos  = 

= 







+−−−
+−

bybxbybxbybxbybx
bybxbybxbybxbybx

coscossensensencoscossen
cossensencossensencoscos = 








++−
++

)(cos)(sen
)(sen)(cos

yxbyxb
yxbyxb  = M(x + y) 

La propiedad asociativa es consecuencia de ser T un subconjunto de M2(R). 

M(x)M(y) = M(y)M(x) ya que M(x)M(y) = M(x + y) = M(y + x) = M(y)M(x)
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1.65. (PAU) Para cada número entero n, se considera la matriz: An = 







− nxnx
nxnx

cossen
sencos

, x ∈ R 

a) Comprueba que An Am = An + m.  b) Como aplicación de lo anterior, calcula An
−1 

a) Multiplicando, se tiene: An Am = 







− nxnx
nxnx

cossen
sencos









− mxmx
mxmx

cossen
sencos  =  

= 







+−−−
+−

mynxmynxmynxmynx
mynxmynxmynxmynx

coscossensensencoscossen
cossensencossensencoscos = 








++−
++

)(cos)(sen
)(sen)(cos

mnxmnx
mnxmnx = An + m 

b) Basta observar que An A–n = Ao = I  A n
 −1 = A–n. 

Por tanto, la matriz A n
−1 = ( ) ( )

( ) ( ) 







−−−
−−

xnxn
xnxn

cossen
sencos  

1.66. (PAU) a) Sean P y Q dos matrices cuadradas n x n.  ¿Bajo qué condiciones se verifica la siguiente 
igualdad? 

               (P + Q) (P – Q) = P2 – Q2 

b) Comprueba si se verifica la igualdad anterior para las matrices:  P = 




 −

12
11 y  Q = 







− 11
12 . 

a) Tiene que verificarse la propiedad conmutativa del producto, es decir, PQ = QP. 

b) PQ = 1 1
2 1

−  
 

2 1
1 1

  − 
 = 3 0

3 3
  
 

; QP = 2 1
1 1

  − 
1 1
2 1

−  
 

 = 4 1
1 2

−  
 

 

Como PQ ≠ QP, no se verifica la igualdad anterior. 

1.67. (PAU) Sabiendo que la matriz A = 
















−−
−−
−−
−−

7333
6233

12656
4223

 verifica A² = A (no es preciso comprobarlo),       

determina un valor no nulo del número real λ tal que (λ A − I)² = I, siendo I la matriz identidad. 

Desarrollamos la expresión (λ A − I)²: 
(λA − I)² = (λA − I) (λA − I) = (λA) (λA − I) − I(λA − I) = (λA) (λA) − λA − λA + I = λ²A² − 2λA + I. 
Tenemos que resolver la ecuación λ²A² − 2λA + I = I  λ²A² − 2λA = 0 
Como A² = A, sustituyendo resulta λ²A − 2λA = 0, es decir, (λ² − 2λ)A = 0 
Como A ≠ 0, entonces λ² − 2λ = 0 → λ(λ − 2) = 0  λ = 0, λ = 2.  Luego la solución pedida es  λ = 2. 

1.68. En la sala de un hospital dedicado al tratamiento de diabéticos se administra insulina de tres clases: 
semilenta, lenta y ultralenta. El número de unidades diarias que se aplica a cada paciente de los cinco 
ingresados viene dado por la siguiente tabla: 

 

 

Teniendo en cuenta que el número de días que ha estado internado cada uno de los pacientes es el 
siguiente: 
 

 

Calcula con ayuda del producto de matrices, cuántas unidades de cada clase fueron administradas. 

Obtenemos la matriz unidades diarias: A. Si representamos por D el vector columna que expresa el número de 
días que ha estado internado cada uno de los pacientes, se tiene que el número de unidades de cada clase que 
se administró a cada paciente se obtiene multiplicando la matriz A por la matriz D:   

A = 
15 15 20 30 10
20 20 15 5 20
10 5 10 10 15

 
 
 
 

; D =

3
7
5

12
20

 
 
 
 
 
 

 AD = 
810
735
535

 
 
 
 

 

Así pues, se necesitan: 810 unidades de insulina semilenta, 735 unidades de insulina lenta y 535 de ultralenta. 

 Pac. 1 Pac. 2 Pac. 3 Pac. 4 Pac. 5 
Semilenta 15 15 20 30 10 

Lenta 20 20 15 5 20 
Ultralenta 10 5 10 10 15 

 Pac. 1 Pac. 2 Pac. 3 Pac. 4 Pac. 5 
N.º de días 3 7 5 12 20 
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1.69. En el dibujo están representados los cuatro equipos de rescate de una región de montaña. Las flechas 
indican las direcciones posibles de comunicación por radio. Por ejemplo, el equipo de rescate D puede 
comunicar directamente con C pero no con A. El equipo D puede comunicar con A pero a través de C. 

a) Dibuja el grafo asociado a esta situación.  

b) Forma la matriz M asociada al grafo. 

c) Forma la matriz M² e interpreta sus elementos. 

d) Interpreta la matriz M + M². 

 

a) Si denotamos con A al equipo de rescate que lleva casco rojo, por B al 
equipo del casco naranja, por C al equipo del casco verde y por D al 
equipo del casco azul, entonces tenemos el grafo asociado de la derecha. 

 

b) Expresamos con: 
1  comunicar directamente

0  no comunicar directamente

=
 =

 

Al equipo: A   B  C  D 

Del equipo 

A

B

C

D







 

0 1 1 0
1 0 0 0
1 1 0 1
0 0 1 0

 
 
 
 
 

 = M  es la matriz asociada al grafo dado. 

c) Si hallamos la matriz M² = MM, obtenemos: M² =  MM = 

0 1 1 0
1 0 0 0
1 1 0 1
0 0 1 0

 
 
 
 
 

0 1 1 0
1 0 0 0
1 1 0 1
0 0 1 0

 
 
 
 
 

 = 

2 1 0 1
0 1 1 0
1 1 2 0
1 1 0 1

 
 
 
 
 

 

La matriz M² expresa en qué forma se pueden establecer comunicaciones entre los equipos a través de otro. 

Por ejemplo, vemos que: 

a11 = 2 significa que A puede comunicarse con A de dos formas distintas a través de otro equipo: 

A → B → A  y  A → C → A 

a12 = 1 significa que A puede comunicarse con B de una sola forma a través de otro equipo: A → C → B 

a13 = 0 significa que A no puede comunicarse con C a través de otro equipo: 

Análogamente para los demás elementos de la matriz A. 

d) La matriz T = M + M² = 

0 1 1 0
1 0 0 0
1 1 0 1
0 0 1 0

 
 
 
 
 

 + 

2 1 0 1
0 1 1 0
1 1 2 0
1 1 0 1

 
 
 
 
 

 = 

2 2 1 1
1 1 1 0
2 2 2 1
1 1 1 1

 
 
 
 
 

 da las formas que tienen de 

comunicarse por radio los cuatro equipos, bien directamente, bien a través de otro equipo. 

Por ejemplo, t24 = 0 significa que el equipo B no puede comunicarse con el equipo D ni directamente ni a través 
de un equipo. 

PROFUNDIZACIÓN 

1.70. (PAU) Discute razonadamente y en función de a y b el rango de la matriz A dada por: 













+ 8164
241
6123

ba
b
a

 

C3 = 4C2 y C4 =2C2, por tanto, las columnas tercera y cuarta dependen de la segunda y no aportan nada al rango 
de la matriz. Para estudiar su rango nos fijaremos, pues, solamente en las dos primeras columnas. 

Observamos que si a = 3b, la primera columna es 
3

4

b
b
b

 
 
 
 

 y, por tanto, proporcional a la segunda columna, 

entonces: si a = 3b    rg(A) = 1, y si a ≠ 3b   rg(A) = 2
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1.71. Comprueba que si M1 y M2 son las matrices asociadas a dos movimientos, no traslaciones, se cumple 

que:   




=
=

2

1

·)','()","(

·),()','(

Myxyx

Myxyx
  (x”, y”) = (x, y) M1M2 

La demostración es inmediata, basta sustituir la primera ecuación en la segunda: 
(x”, y”) = (x´, y´)M2 = (x, y) M1M2 

 

1.72.  Halla las matrices asociadas a los siguientes movimientos sucesivos: 

a) Primero un giro de centro el origen y amplitud 30º y a continuación una  simetría respecto el eje Y. 

b) Una simetría respecto el eje Y primero y a continuación un giro de centro el origen y amplitud 30º. 

¿Qué observas? Razona tu respuesta. 

a) (x´, y´) = (x, y) 







− º30cosº30sen
º30senº30cos  = (x, y) 

3 1

2 2
1 3

2 2

 
 
 
 − 
 

 = 
3 1 1 3

,
2 2 2 2

x y x y
 

− +  
 

 

(x”, y”) = (x’, y’) 1 0
0 1
−  
 

= 
3 1 1 3

,
2 2 2 2

x y x y
 

− +  
 

1 0
0 1
−  
 

= 
3 1 1 3

,
2 2 2 2

x y x y
 

− + +  
 

 

 Es decir, (x”, y”) = (x, y) 

3 1

2 2
1 3

2 2

 
− 
 
 
 
 

. La matriz asociada a estos movimientos sucesivos es:  

3 1

2 2
1 3

2 2

 
− 
 
 
 
 

   

b) (x´, y´) = (x, y) 1 0
0 1
−  
 

= (-x, y)  

 (x”, y”) = (x’, y’) 






− º30cosº30sen

º30senº30cos = (-x, y)

3 1

2 2
1 3

2 2

 
 
 
 − 
 

 = 
3 1 1 3

,
2 2 2 2

x y x y
 

− − − +  
 

 

Es decir, (x”, y”) = (x, y) 

3 1

2 2
1 3

2 2

 
− − 
 
 − 
 

. La matriz asociada a estos movimientos sucesivos es:  

3 1

2 2
1 3

2 2

 
− − 
 
 − 
 

   

c) No se obtiene el mismo resultado, y esto es debido a que como el producto de matrices no es conmutativo, el 
producto de movimientos tampoco lo es. De hecho la matriz asociada a cada uno corresponde con el producto de 
las matrices. 

3 1

2 2
1 3

2 2

 
 
 
 − 
 

1 0
0 1
−  
 

= 

3 1

2 2
1 3

2 2

 
− 
 
 
 
 

  y   1 0
0 1
−  
 

3 1

2 2
1 3

2 2

 
 
 
 − 
 

=

3 1

2 2
1 3

2 2

 
− − 
 
 − 
 

 

1.73. (PAU) En el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden 2 de coeficientes reales consideramos 

las matrices A = 




 −

12
11 , B = 







21
01  y C = 





 −

03
21 .  ¿Son linealmente independientes? 

Hemos de estudiar si alguna de ellas se puede poner como combinación lineal de las otras dos. Es decir, si 
existen x e y tales que: 

x 1 1
2 1

−  
 

 +  y 1 0
1 2
  
 

 = 1 2
3 0

−  
 



1

2

2 3

2 0

x y

x

x y

x y

+ = 
− = − 
+ = 
+ = 

  Solución: x = 2, y = −1 

Por tanto, no son linealmente independientes, pues:  2 1 1
2 1

−  
 

 − 1 1 0
1 2
  
 

 = 1 2
3 0

−  
 
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1.74. (PAU) Estudia las potencias sucesivas de una matriz antisimétrica viendo de qué tipo son. 

Sea A una matriz antisimétrica, veamos que A2 es una matriz simétrica: 
(A²)t = (AA)t = AtAt = (−A) (−A) = A², luego A² es una matriz simétrica. 

En general, veamos que la potencia de exponente par de una matriz antisimétrica es simétrica. Lo haremos por 
inducción. Suponemos que es cierto para el exponente 2n, entonces: 
(A2n + 2)t = (A2nA²)t = (A²)t (A2n)t = A²A2n = A2n + 2, luego A2n + 2 es simétrica. 

De una manera análoga se demuestra que las potencias de exponente impar de una matriz antisimétrica son 
matrices antisimétricas. 
En efecto:  (A³)t = (AAA)t = AtAtAt = (−A)(−A)(−A) = −A³ y, por tanto, A³ es antisimétrica. 
Supongamos que es cierto para el exponente 2n + 1, entonces: 
 (A2n + 3)t = (A2n + 1 A²)t = (A²)t (A2n + 1)t = A² (−A2n + 1) = −A2n + 3 y, por tanto, la matriz A2n + 3 es antisimétrica. 

1.75.  (PAU) Demuestra que toda matriz cuadrada se puede descomponer como suma de una matriz simétrica y 
otra antisimétrica. 

Sea M una matriz cuadrada que suponemos se puede descomponer en suma de una matriz simétrica S y otra 
antisimétrica o hemisimétrica H: M = S + H.  
Tomando traspuestas en los dos miembros: Mt = St + Ht. 

Como St = S  y  Ht = −H, se tiene 
t

M S H

M S H

= + 
= − 
 S = 

1

2
 (M + Mt); H = 

1

2
(M – Mt) 

Por tanto, acabamos de obtener las matrices A y H en que se puede descomponer toda matriz cuadrada M. 

1.76. (PAU) Halla las matrices simétricas de orden dos tales que A² = A. 

Consideremos la siguiente matriz: A = x y
y z
  
 

. A² = x y
y z
  
 

 x y
y z
  
 

 = ² ²
² ²

x y xy yz
yx zy y z

+ +  + + 
 = x y

y z
  
 

 

² ²

² ²

x y x

yx zy y

y z z

+ = 
+ = 
+ = 

 

² ²

( 1) 0

² ²

x y x

y x z

y z z

+ = 
+ − = 
+ = 

 
0

ó
1 0

y

x z

= 


+ − = 
  

0

1

y

z x

=
= −

 

Si z = 1 − x, sustituyendo este valor de z en la tercera ecuación, se obtiene: 
² ²

² (1 )² 1

x y x

y x x

+ = 
+ − = − 

  
² ²

² 1 2 ² 1

x y x

y x x x

+ = 
+ − + = − 

  
² ²

² ²

x y x

x y x

+ = 
+ = 

   ²y x x= ± −  

Por tanto, la matriz buscada será de la forma ²
² 1

x x x
x x x

 −
 

− − 
 o bien ²

² 1
x x x

x x x

 − −
 

− − − 
. 

Si y = 0, sustituyendo este valor de y en la primera y tercera ecuación, se obtiene: 
²

²

x x

z z

= 
= 

  




==
==

1,0
1,0

zz
xx   

Por tanto, las matrices buscadas son A1 = 0 0
0 0
  
 

; A2 = 1 0
0 1
  
 

; A3 = 1 0
0 0
  
 

; A4 = 0 0
0 1
  
 

 

Las matrices A3 y A4 son un caso particular de las soluciones generales obtenidas anteriormente para x = 1 y para 
x = 0. 
Por tanto, a las soluciones generales anteriores añadiremos la matriz nula y la matriz identidad de orden 2. 

1.77. (PAU) a) Demuestra que si A y B son matrices inversibles, se cumple que (AB)−1 = B−1A−1.  

b) Suponiendo que exista A−1:  ¿Se cumple que (A²)−1 = (A−1)²?  ¿Y que (A³)−1 = (A−1)³?  

(An, producto de A por sí misma n veces).  Justifica las respuestas. 

a) Veamos que (AB)−1 = B−1A−1 

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1) A−1 = A IA−1 = AA−1 = I 

Luego en efecto, (AB)−1 = B−1A−1 

 

b)  Veamos que (A²)−1 = (A−1)²:   (A²)−1 = (AA)−1 = A−1A−1 = (A−1)² Luego en efecto se verifica. 

Veamos que (A³)−1 = (A−1)³:   (A³)−1 = (A²A)−1 = A−1(A²) −1 = A−1(A−1)² = (A−1)³ 

Luego también es cierto.
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1.78. (PAU) Una matriz cuadrada A es ortogonal si verifica que AAt = I (At es la matriz transpuesta de A e I, es la 
matriz identidad). ¿Para qué valores de a y b es ortogonal la siguiente matriz? 















− bb
bb

a

cossen0
sencos0

00
 

A = 













− bb
bb

a

cossen0
sencos0

00
  At = 













−

bb
bb

a

cossen0
sencos0
00

 

AAt = 














+
+

bb
bb

a

22

22

2

sencos00
0sencos0
00

 = 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
 

 a² = 1 a = ± 1 

La matriz A es ortogonal si a = ± 1, cualquiera que sea el valor de b. 

1.79.  (PAU) Para una matriz cuadrada, se define su traza como la suma de los elementos de la diagonal 
principal. En lo que sigue A y B son matrices cuadradas de orden 2 x 2. 

a) Comprueba que se verifica Traza(A + B) = Traza(A) + Traza(B) 

b) Comprueba que Traza(AB) = Traza(BA) 

c) Utilizando los resultados anteriores, demuestra que es imposible tener AB − BA = I, donde I denota la 
matriz identidad. 

d) Encuentra dos matrices A y B para las que Traza(AB) ≠ Traza(A) Traza(B). 

a) Sea A = a b
c d
  
 

 y  B = e f
g h
  
 

 Traza(A) + Traza(B) = a + d + e + h. 

Se tiene A + B = a e b f
c g d h

+ +  + + 
 Traza(A + B) = a + e + d + h. 

Por tanto, Traza(A + B) = Traza(A) + Traza(B) 

b) AB = ae bg af bh
ce dg cf dh

+ +  + + 
 Traza(AB) = ae + bg + cf + dh. 

BA = ea fc eb fd
ga hc gb hd

+ +  + + 
 Traza(BA) = ea + fc + gb + hd. 

Por tanto, Traza(AB)  = Traza(BA) 
c) Si AB − BA = I Traza(AB − BA) = Traza(I) 
Pero Traza(AB – BA) = Traza(AB) − Traza(AB) = 0 y Traza(I) = 2.  
Por tanto, no se verifica que AB − BA = I 

d) Consideremos la siguientes matrices A = 0 1
1 0
  
 

 y B = 0 1
0 0
  
 

  AB = 0 0
0 1
  
 

 

Se verifica que Traza(AB) = 1,  Traza(A) = 0;  Traza(B) = 0. 
Por tanto, Traza(AB) ≠ Traza(A)Traza(B) 

1.80. (PAU) Si rg(A) es el rango de la matriz A, indica, razonando la respuesta, cuáles de las siguientes 
afirmaciones son ciertas:  

a) rg(A) = rg(−A)  (−A es la matriz opuesta de A)   c) rg(A + B) = rg(A) + rg(B) 

b) rg(A) = rg(At)   (At es la matriz traspuesta de A)  d) rg(A²) = (rg(A))² 

a) rg(A) = rg(−A). Es cierto ya que ambas matrices, A y −A, tienen el mismo número de vectores fila (o columna) 
linealmente independientes. 
b) rg(A) = rg(At). Es cierto ya que las filas de una matriz son las columnas de la otra. El rango es independiente de 
que se calcule por filas o por columnas. 
c) rg(A + B) = rg(A) + rg(B). Es falso. Basta con poner un contraejemplo: 

A = 0 1
1 5
  
 

 ;  B = 0 1
2 3

−  
 

 A + B = 0 0
3 8
  
 

 rg(A) = 2; rg(B) = 2; rg(A + B) = 1 por tener una fila nula. 

d) rg(A²) = (rg(A))² Es falso. Basta con poner el siguiente contraejemplo: 

A = 1 1
0 2
  
 

; A² = 1 3
0 4
  
 

   rg(A) = 2 y rg(A²) = 2.
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1.81. (PAU) Una matriz 3 x 3 de números reales A = (aij) se llama triangular superior si aij = 0 siempre que i > j 
(es decir, si todos los elementos situados por debajo de la diagonal principal son 0). Encuentra las 

matrices triangulares superiores A tales que verifiquen simultáneamente A 













1
1
1

 = 













0
0
0

 y A 













1
1
0

 = 













0
0
1

.  

¿Hay alguna que sea inversible (que tenga inversa)? 

Sea A = 0
0 0

a b c
d e

f

 
 
 
 

 una matriz triangular superior. Entonces: 

A
1
1
1

 
 
 
 

 = 
0
0
0

 
 
 
 

 0
0 0

a b c
d e

f

 
 
 
 

1
1
1

 
 
 
 

 = 
0
0
0

 
 
 
 


0

0

0

a b c

d e

f

+ + =
 + =
 =

; A
0
1
1

 
 
 
 

 = 
1
0
0

 
 
 
 

 0
0 0

a b c
d e

f

 
 
 
 

0
1
1

 
 
 
 

 = 
1
0
0

 
 
 
 


1

0

0

b c

d e

f

+ =
 + =
 =

 

Resolviendo ambos sistemas, se obtiene: a = −1;c = 1 − b; e = −d; f = 0. Luego, A = 
1 1

0
0 0 0

b b
d d

− − 
 −
 
 

 

Si d = 0  rg(A) = 1, entonces A no tiene inversa. Si d ≠ 0  rg(A) = 2, entonces A no tiene inversa. 
 

RELACIONA Y CONTESTA 

Elige la única respuesta correcta en cada caso: 

1.1. Las matrices A, B y C son cuadradas de igual orden, siempre se verifica: 

A) AB = BA     D) A − B = In  A = B 

B) A + C = B + C ⇔ A = B   E) AX = B  XA–1  = BA–1   

C) (A + B)A = (B + A)B 

B) La única respuesta correcta es A + C = B + C ⇔ A = B 
 

1.2. La inversa de la matriz A = 




 −

54
23  es la matriz: 

A) 
















−
23

3

23

4
23

2

23

5

 B) 




 −

32
45             C) Ninguna de ellas  D) 















 −

23

3

23

4
23

2

23

5

 E) 
















−
7

3

7

4
7

2

7

5

 

A) 

5 2

23 23
4 3

23 23

 
 
 
 − 
 

 

1.3. Dadas las matrices: A = 






− 2110
4321 , B =

















160
052
021
013

. 

¿Cuál de los siguientes productos se puede hallar? 

A) AB  B) AA  C) BB    D) BA   E) Ninguno de ellos 

A) Solo se puede realizar el producto AB, pues es necesario que el número de columnas de la primera coincida 
con el número de filas de la segunda. 
 
 

1.4. Las matrices A = 






75
31  y B = 





−

43
12  verifican: 

A) At = A  B) AB = At Bt       C) (A + B)t = −(At + B t)    D) (A B)t = Bt At         E) Ninguna de las anteriores 

D) Sólo es correcta (AB)t = BtAt
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1.5. Si B es la matriz B = 













000
100
110

, la matriz B3 es: 

A) B3 = 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

 
 
 
 

  B) B3 = 
0 0 1
0 0 0
0 0 0

 
 
 
 

  C) B3 = B   D) B3 = 0       E) B3 = I 

D) B2 = 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

 
 
 
 

 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

 
 
 
 

 = 
0 0 1
0 0 0
0 0 0

 
 
 
 

 B3 = 
0 0 1
0 0 0
0 0 0

 
 
 
 

 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

 
 
 
 

 = 
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 
 
 
 

 = 0 

Señala, en cada caso, las respuestas correctas: 

1.6. Sean A, B y C tres matrices cuadradas de orden n: 

A) AB = 0  A = 0 ó B = 0   D) (A − B)2 = A2 − 2AB + B2 

B) AB = AC  B = C    E) (A + B) (A− B) ≠ A2 − B2 

C) (A + B)2 ≠ A2 + 2AB + B2 

Son correctas A), C) y E) debido a la no conmutatividad del producto de matrices. 
 

1.7. Sea A = 













ba 0
010
001

  

A) rg(A) ≥ 2, para cualquier valor de a y b.   D) rg(A)  = 2, si b = 0 

B) rg(A) = 3, si b ≠ 0      E) rg(A)  = 3, si a b ≠ 0 

C) rg(A) = 3, si a ≠ 0 

Son correctas todas menos la C) 

Elige la relación correcta entre las dos afirmaciones dadas: 

1.8. a) Una matriz antisimétrica es una matriz cuadrada tal, que coincide con su opuesta: 

b) Una matriz antisimétrica es aquella en la que aij = −aji 

A) a  b, pero b   a    D) a   b y b   a 

B) b  a, pero a   b    E) Nada de lo anterior 

C) a ⇔ b 

C) Ambas afirmaciones son equivalentes. 

Señala el dato innecesario para contestar: 

1.9. Para que el producto AB tenga dimensión 2 x 3: 

a) La matriz A debe tener dos filas. 

b) La matriz B ha de tener tres columnas. 

c) El número de columnas de la matriz A es igual al número de filas de la matriz B. 

d) La matriz B tiene una fila de ceros. 

A) Puede eliminarse el dato a.   D) Puede eliminarse el dato d. 

B) Puede eliminarse el dato b.   E) Ninguna de las anteriores. 

C) Puede eliminarse el dato c. 

D) Es el único dato innecesario. 

Analiza si la información suministrada es suficiente para contestar la cuestión: 

1.10. Una fila F1 depende linealmente de las filas F2 y F3: 

a) Si existen dos números a2 y a3 tales que F1 = a2 F2 + a3 F3. b) Si rg (F1, F2, F3) = 3. 

A) Cada afirmación es suficiente por sí sola.   D) Son necesarias las dos juntas. 

B) a es suficiente por sí sola, pero b no.   E) Hacen falta más datos. 

C) b es suficiente por sí sola, pero a no. 

B) Es la respuesta correcta, ya que la afirmación b es incorrecta. 
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 2  Determinantes 

ACTIVIDADES INICIALES 

I. Enumera las inversiones que aparecen en las siguientes permutaciones y calcula su paridad, 
comparándolas con la permutación principal 1234. 

a)  1342   b)  3412 c) 4321  d) 2314 e)4123 f) 2341 

a) 3 2,4 2↔ ↔ , par    d) 2 1,3 1↔ ↔ , par 

b) 3 1,3 2,4 1,4 2↔ ↔ ↔ ↔ , par   e) 4 1,4 2,4 3↔ ↔ ↔ , impar 

c) 4 1,4 2,4 3,3 1,3 2,2 1↔ ↔ ↔ ↔ ↔ ↔ , par f) 2 1,3 1,4 1↔ ↔ ↔ , impar 

 

II. Para las siguientes matrices, forma todos los posibles productos en los que aparezca un único elemento 
de cada fila y columna. 

a) 11 12

21 22

a a
A a a

 =  
 

  b) 2 3
1 5B − =  

 
 c)

3 0 3
1 2 1

4 2 5
C

− 
 = −
 
 

 

a) 11 22 21 12,a a a a    b) ( )−2·5, 1 3    c) ( ) ( ) ( ) ( )− − − −3·2·5, 1 2 3 , 4·0·1, 3·2·1, 1 ·0·5, 4·2 3  

 

EJERCICIOS PROPUESTOS 

2.1. (TIC) Halla los siguientes determinantes. 

a) 2 3
2 7

−
−  b) 

3 4 6
2 1 5
3 1 1

−

−
 

a) 2 3
2 7

−
− = 2 · 7 − (−2) (−3) = 14 − 6 = 8 

b) 
3 4 6
2 1 5
3 1 1

−

−
 = 3 + 60 + 12 + 18 − 8 + 15 = 100 

2.2. Verifica que para las matrices de órdenes 2 y 3: 

a) El determinante de la matriz unidad es 1. 

b) El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos de la diagonal principal. 

c) Para el orden 3, la definición en términos de productos de elementos lleva a la regla de Sarrus. 

a) 1 0
0 1

= 1 · 1 − 0 · 0 = 1  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = 1 + 0 + 0 – 0 – 0 – 0 = 1 

b) 11

22

0
0

a
a

 = a11a22 
11

22

33

0 0
0 0
0 0

a
a

a
 = a11a22a33 

c) 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 – a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31

32 
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2.3.  (TIC) Desarrolla el siguiente determinante de orden 4 por la segunda fila y halla su valor. 

A = 

2 0 2 1
1 1 0 0
1 5 4 2

3 4 1 1

− 
 
 −
 − 

 

( ) ( )
2 0 2 1 0 2 1 2 2 1
1 1 0 0 5 4 2 1 4 2 0 5 16 16 10 0 8 1 12 12 4 2 26
1 5 4 2 4 1 1 3 1 1

3 4 1 1

− − −
= − + − = − − + + + + + − + + + − − = −− − −−  

2.4. (TIC) Calcula el determinante de la siguiente matriz de orden 5 explicando, razonadamente, cada uno de 
los pasos dados. 

B = 

1 1 2 0 1
1 1 1 1 0
0 2 1 0 0
1 2 3 4 0
1 2 0 0 0

− 
 −
 −
 
 − 

 

Desarrollamos por la última columna: 

|B| = 

1 1 2 0 1
1 1 1 1 0
0 2 1 0 0
1 2 3 4 0
1 2 0 0 0

−
−

−

−

 = 

1 1 1 1
0 2 1 0
1 2 3 4
1 2 0 0

−
−

−

 = − (−1) 
0 2 1
1 2 3
1 2 0

−

−
 − 4 

1 1 1
0 2 1
1 2 0

−
−

 = −10 − 4⋅5 = −30 

2.5. (PAU)  De una matriz cuadrada A se sabe que su determinante vale −1, y que el determinante de la matriz 
2A vale −8. ¿Cuál es el orden de la matriz? 

Si A es una matriz de dimensión n, se sabe que |kA| = kn |A|. Como |2A| = 8 |A| = 23 |A|, resulta que n = 3. 

2.6. Escribe una matriz genérica de orden 3 y comprueba que su determinante coincide con el de su matriz 
traspuesta. 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

= a11 a22 a33 + a12 a23 a31 + a13 a21 a32 – a11 a23 a32 − a12 a21 a33 − a13 a22 a31 

11 21 31

12 22 32

13 23 33

a a a
a a a
a a a

= a11 a22 a33 + a12 a23 a31 + a13 a21 a32 – a11 a23 a32 − a12 a21 a33 − a13 a22 a31 

Los determinantes coinciden. 

2.7. (PAU)  Obtén el valor del siguiente determinante explicando razonadamente las propiedades que aplicas 
en cada paso. 

²
² 2 ²

² ² ² 3

abc ab a
b c b ab

b c b c abc

−
− −

−
 

Sacando el factor b c de la primera columna, el factor b de la segunda columna y el factor a de la tercera 
columna, se tiene: 

²
² 2 ²

² ² ² 3

abc ab a
b c b ab

b c b c abc

−
− −

−
 = bc · b · a 2

3

a a a
b b b

bc bc bc

−
− −

−
 

Ahora sacamos el factor a de la primera fila, el factor b de la segunda y el factor bc de la tercera, y se obtiene: 

ab²c 2
3

a a a
b b b

bc bc bc

−
− −

−
 = ab²c · a · b  · bc 

1 1 1
1 2 1

1 1 3

−
− −

−
 = 2a² b4 c²
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2.8.  (TIC) Utiliza solo diferencia de filas (sin multiplicar por números), para comprobar que el siguiente 

determinante vale cero. 

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12

13 14 15 16

 

F1 = F2 + F3 – F4 . Por tanto, 

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12

13 14 15 16

 = 0. 

2.9. (TIC) Transforma el siguiente determinante en otro que tenga nulos todos los elementos de la primera fila 

salvo el primero y calcula después su valor.  

1 0 1 2
1 1 2 1

1 3 2 2
2 1 0 1

− −

−

 

↔ −
↔ −

− − −⎯⎯⎯⎯⎯→ = = − − + + + + =
− − −− − − −

3 3 1

4 4 12

1 0 1 2 1 0 0 0 1 3 1
1 1 2 1 1 1 3 1 3 1 0 3 6 0 1 0 27 19

1 3 2 2 1 3 1 0 1 2 3
2 1 0 1 2 1 2 3

C C C
C C C

 

2.10. (TIC) Calcula el siguiente determinante por el método de Gauss.

1 3 2 1
3 5 3 2
3 6 3 2
6 4 5 3

 

− ↔ +
− ↔− +
−

↔

− − −⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→− − − − − −
− − − − − −

⎯⎯⎯⎯→ − = −

2 1 2 4 3 2

3 1 2 2 4 2

4 1

3 4

3
3 3
6

1 3 2 1 1 3 2 1 1 1 2 3 1 1 2 3
3 5 3 2 0 4 3 1 0 1 3 4 0 1 3 4
3 6 3 2 0 3 3 1 0 1 3 3 0 0 0 1
6 4 5 3 0 14 7 3 0 3 7 14 0 0 2 2

1 1 2 3
0 1 3 4 2
0 0 2 2
0 0 0 1

F F C C F F
F F F F F F
F F

F F

 

2.11. (TIC) Transforma la siguiente matriz en una triangular y calcula su determinante. Explica razonadamente 

cada uno de los pasos dados. 

3 1 1 1
1 3 1 1
1 1 3 1
1 1 1 3

 

− ↔ + +
− ↔
−

− −⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ − =− −
− − − −

2 1 4 2 3 4

3 1 2 3

4 13

3 1 1 1 3 1 1 1 3 1 1 1
1 3 1 1 2 2 0 0 2 0 2 0 48
1 1 3 1 2 0 2 0 2 2 0 0
1 1 1 3 8 2 2 0 12 0 0 0

F F F F F F
F F F F
F F

 

2.12. Calcula las inversas de las siguientes matrices y comprueba los resultados obtenidos: 

A = 2 5
1 7

  − 
      B =  3 2

1 4
  
 

 

|A| = –19 ≠ 0. Adj(A) = 7 1
5 2

− −  − 
;  A−1 =

1

19−
7 5
1 2

− −  − 
 = 

7 5

19 19
1 2

19 19

 
 
 − 
 

; −

 
    = =    − −    
 

1

7 5
2 5 1 019 19
1 7 1 2 0 1

19 19

AA  

|B| = 10 ≠  0. Adj(B)= 4 1
2 3

−  − 
;  B−1 =

1

10
4 2
1 3

−  − 
 = 

2 1

5 5
1 3

10 10

− 
 
 − 
 

; −

− 
    = =    −    
 

1

2 1
3 2 1 05 5
1 4 1 3 0 1

10 10

BB

34 
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2.13.  (PAU) (TIC) Calcula la matriz inversa de I – A siendo I la matriz unidad de orden 3 y A = 
0 1 0
0 0 1
0 0 0

 
 
 
 

. 

1 1 0
0 1 1
0 0 1

B I A
− 

 = − = −
 
 

; det(B) = 1;  

( ) ( )( )− −
−       

       = = = = − =
       
       

1 1
1 0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1

Adj 1 1 0 ; Adj 0 1 1 ; 0 1 1 0 1 1
1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

t
B B B BB I  

2.14. (TIC) Calcula, si es posible, la matriz inversa de las siguientes matrices: B =
1 1 3
2 0 1
2 4 2

 
 −
 − 

, C =
1 1 0
1 0 1
1 1 1

 
 
 − 

. 

|B| = 26 ≠  0;  Adj(B) =
4 2 8

10 8 6
1 7 2

− 
 −
 − − 

; 1

2 5 1

13 13 264 10 11 1 4 7
2 8 7

26 13 13 268 6 2
4 3 1

13 13 13

B−

− 
 

−   −   = − =
   − −  − − 

 
 

 

|C| = –3 ≠  0; Adj(C ) =
1 2 1
1 1 2

1 1 1

− − 
 − −
 − − 

; 1

1 1 1

3 3 31 1 11 2 1 1
2 1 1

3 3 3 31 2 1
1 2 1

3 3 3

C−

 − 
− −   

   = − − = −
 −  − −   − 

 

 

2.15. (PAU) (TIC) Sean las matrices A = 
1 3
1 1
2 0

 
 
 
 

 y  B = 1 4 2
2 1 1
  
 

. 

Estudia, si existe, la matriz inversa de la matriz (AB) y, en caso afirmativo, calcúlala. 

AB = 
1 3
1 1
2 0

 
 
 
 

1 4 2
2 1 1
  
 

 = 
7 7 5
3 5 3
2 8 4

 
 
 
 

 

Como det (AB) = 0, la matriz AB es singular y, en consecuencia, no tiene inversa. 

2.16. (PAU) Calcula, utilizando el concepto de determinante, el rango de la matriz A = 

1 1 1
0 2 1
2 0 3
1 1 2

 
 
 −
 − 

. 

Como la matriz tiene dimensiones 4 x 3, el mayor rango posible es 3. 

El determinante 
1 1 1
0 2 1
2 0 3−

 = −8  ≠ 0, por tanto, el rango de la matriz es 3. 

2.17. (PAU) Se consideran los vectores de R4: 1u


 = (1, 0, −1, 2); 2u


 = (2, 1, −1, 0); 3u


 = (0, 1, 1, −1).               

 ¿Son linealmente independientes? ¿Por qué? 

Los vectores 


1u , 


2u  y 


3u  serán linealmente independientes si el rango de la matriz formada por sus 

coordenadas es tres. Sea la matriz M = 
1 0 1 2
2 1 1 0
0 1 1 1

− 
 −
 − 

. Como 
1 0 2
2 1 0
0 1 1−

 = 3 ≠ 0  rg(M) = 3, los vectores 

dados son linealmente independientes.
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2.18.  (PAU) Las matrices A  y B tienen 3 filas y 12 columnas, pero en el proceso de edición algunas de estas 
se han borrado: 

A = 
1 1 1 ... ... ...
3 1 0 ... ... ...
7 5 2 ... ... ...

− 
 −
 − − 

   B = 
2 1 3 ... ... ...
3 0 1 ... ... ...
5 4 0 ... ... ...

− 
 
 
 

 

a) ¿Se puede averiguar algo sobre los posibles valores de su rango? 

b) Si llamamos C a la matriz cuyas columnas son las 24 que forman las dos matrices A y B, ¿cuál será el 
rango de C? 

a) Como 
1 1 1
3 1 0
7 5 2

−
−

− −
 = 0 y 1 1

3 1−  = −4, el rango de A es, como mínimo, 2, podría ser 3, dependiendo de las 

otras columnas. 

Como 
2 1 3
3 0 1
5 4 0

−
 = 23 ≠ 0, el rango de B es 3. No puede ser mayor pues solo tiene tres filas. 

b) Esta matriz tiene 3 filas y 24 columnas y su rango, como máximo, será 3. Además podemos afirmar que el 

rango es 3, ya que podemos formar el determinante 
2 1 3
3 0 1
5 4 0

−
 ≠ 0. 

2.19. (PAU) Calcula el rango de la matriz A según los valores de k: A = 
1 1 1
2 1 2
1 1 1 1

k
k

k

− 
 −
 − − − 

 

De la matriz dada extraemos los siguientes determinantes: 

1 1
2 1
1 1 1

k
k

−
−

−
 = −(k − 2)(k + 1) = 0 

=
 = −

2

1

k

k
 

1 1
2 1 2
1 1 1

k

k− −
= −(k − 2)(2k − 1) = 0 

=

 =

2

1

2

k

k
 

• Si k = −1  A = 
1 1 1 1
2 1 1 2
1 1 1 2

− − 
 
 − − − 

. Como 
1 1 1
2 1 2
1 1 2

−

− −
 = 3 ≠ 0  rg(A) = 3 

• Si k = 2  A = 
1 2 1 1
2 1 2 2
1 1 1 1

− 
 −
 − − 

. Como C3 = −C1 y C4 = C1; 
1 2
2 1

 ≠ 0,  por tanto, rg(A) = 2 

• Si k = 
1

2
 A = 

1
1 1 1

2
1

2 1 2
2

1
1 1 1

2

 − 
 
 −
 
 − − − 
 

; como 

1
1 1

2
1

2 1
2

1 1 1

−

−

− −

 ≠ 0  rg(A) = 3 

En resumen, si k = 2, rg(A) = 2, y si k ≠ 2, rg(A) = 3 

2.20.  (PAU) Halla el rango de la siguiente matriz según los valores de α. A = 
1 1 2

2 ² 1
2 1 1 2

α 
 α α
 
 

 

Calculamos det (C1 C2 C3) =
1 1

2 ²
2 1 1

α
α α  = −α³ + 3α² − 2α, cuyas raíces son α1 = 0, α2 = 1, α3 = 2. 

• Si α = 0, obtenemos  M = 
0 1 1 2
2 0 0 1
2 1 1 2

 
 
 
 

 y como 
0 1 2
2 0 1
2 1 2

 = 2 ≠ 0  rg(M) = 3 

• Si α = 1, obtenemos  M = 
1 1 1 2
2 1 1 1
2 1 1 2

 
 
 
 

 y como 
1 1 2
2 1 1
2 1 2

 = −1 ≠ 0  rg(M) = 3 

• Si α = 2, obtenemos  M = 
2 1 1 2
2 2 4 1
2 1 1 2

 
 
 
 

 y como 1 3F F= , se deduce que rg(M) = 2 

En resumen: Si α = 2, rg(M) = 2, y si α ≠ 2, rg(M) = 3
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2.21.  (PAU) Dada la matriz A = 
1 0 1
0 3
4 1

a
a

− 
 
 − 

. 

a) Halla los valores de a para los cuales la matriz A tiene inversa. 

b) Para a = 2, calcula la inversa de A. 

a) La matriz no tiene inversa cuando su determinante es 0: 

|A| = −a² + 4a − 3 = −(a − 1) (a − 3). Esto ocurre cuando a = 1 ó a = 3. 

b) Para a = 2, A = 
1 0 1
0 2 3
4 1 2

− 
 
 − 

; |A| = 1; Adj(A) = 
7 12 8
1 2 1

2 3 2

− − 
 − −
 − 

; (Adj(A))t = 
7 1 2

12 2 3
8 1 2

− − 
 −
 − − 

 

Por tanto, A−1 = 
7 1 2

12 2 3
8 1 2

− − 
 −
 − − 

 

2.22.  (PAU) Halla para qué valores de m admite inversa la matriz siguiente y calcula dicha inversa para el 
menor valor entero positivo de m que hace que exista. 

A = 
0 1 2
1 0 1
5 5m

 
 
 
 

 

det(A) = 
0 1 2
1 0 1
5 5m

 = 2m,  2m ≠ 0  m ≠ 0. 

El menor valor entero positivo de m para que exista inversa es m = 1. Calculemos la inversa de A para m = 1. 

A = 
0 1 2
1 0 1
5 1 5

 
 
 
 

; |A| = 2; Adj(A) = 
1 0 1
3 10 5
1 2 1

− 
 − −
 − 

; (Adj(A))t = 
1 3 1

0 10 2
1 5 1

− − 
 −
 − 

; A−1 = 
1

2

1 3 1
0 10 2
1 5 1

− − 
 −
 − 

 

2.23.  (TIC) Resuelve las siguientes ecuaciones matriciales siendo A, B y C las siguientes matrices de orden 2: 

A = 1 1
3 4
  
 

             B = 2 1
1 1

  
 

         C = 1 2
1 3
  
 

 

 a) X A = B c)  X A + B = 2C  e) X A B − X C = 2C 

 b) A X + B = C d) A X + B X = C f) A X − B – C = 0 

a) −= =1X BA 2 1
1 1
  
 

4 1
3 1

−  − 
= 5 1

1 0
−  

 
 

b) ( )1X A C B−= − = 4 1
3 1

−  − 
1 1

0 2
−  
 

= 4 2
3 1

−  − 
 

c) ( ) −= − =12X C B A 0 3
1 5
  
 

4 1
3 1

−  − 
= 9 3

11 4
−  − 

 

d) ( ) 1

5 2 3 4
1 27 7 7 7

4 3 1 3 1 1

7 7 7 7

X A B C
−

−   
    = + = =    − −    
   

 

e) ( ) 1

7
1

22
23 3

4 2

X C AB C
−

− 
 

= − =  − 
 

  

f) ( )1 4 1 3 3 10 8
3 1 2 4 7 5

X A B C− −    = + = =    − − −    
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2.24.  (PAU) Halla la matriz X² + Y², siendo X e Y las soluciones del siguiente sistema matricial: 

1 42 2 0

1 1
1 0

X Y

X Y

  + =    
 −  − =    

 

1 42 2 12 0 2 3 1 11 23 3 33 0 1 01 1 1 0 0 0
1 0

X Y
X X Y X

X Y

  + =   −      −       =  =  = − =          −  − =       

 

2 2

13 2 14
2 2 1 1 1 2 0

1 1 2 2 9 3 9
3 3 3 3 9 32 2
1 0 1 0 0 0 0 0 0 01 1

3 3

X Y

   − − −                 + = + = + =                       

 

EJERCICIOS 

Cálculo y propiedades de los determinantes 

2.25. Calcula los siguientes determinantes de orden 2. 

a) 2 5
3 4

 c) 1 0
2 3− −           e) 2 1

0 1−                g) 0 0
1 25−             i) 10 60

1 6
 

b) 3 7
0 0

           d) 3 1
4 0

−               f) 1 5
0 3
−                  h) 8 7

6 5
 

a) 2 5 7
3 4

= −             c) 1 0 3
2 3

= −− −    e) 2 1 2
0 1

= −−  g) 0 0 0
1 25

=−       i) 10 60 0
1 6

=  

b) 3 7 0
0 0

=              d) 3 1 4
4 0

− = −  f) 1 5 3
0 3
− = −  h) 8 7 2

6 5
= −  

2.26.  (TIC) Calcula los siguientes determinantes de orden 3. 

a) 
1 2 3
1 1 1
2 0 5

−      c) 
1 2 3
7 0 0
0 2 1− −

     e) 
1 0 8
0 5 5
1 6 2

−
−

   

b) 
1 8 1
1 7 0
1 6 1−

     d) 
1 1 1
0 1 1
1 7 5

−
−

      f) 
3 3 3
0 0 1
5 3 2−

 

a) 
1 2 3
1 1 1 15
2 0 5

− = −      c) 
1 2 3
7 0 0 28
0 2 1

= −
− −

     e) 
1 0 8
0 5 5 60
1 6 2

− =
−

 

b) 
1 8 1
1 7 0 0
1 6 1

=
−

       d) 
1 1 1
0 1 1 4
1 7 5

− =
−

      f) 
3 3 3
0 0 1 24
5 3 2

=
−

 

2.27.  (TIC) Calcula los siguientes determinantes de orden 4. 

a) 

1 0 1 2
2 2 3 4
1 3 0 2
0 1 9 1

−

−  b) 

6 9 2 3
1 2 1 0
1 7 1 0
2 1 0 1

− −

−
− −

 

a) 

1 0 1 2
2 2 3 4 39
1 3 0 2
0 1 9 1

−
=−    b) 

− −

= −−
− −

6 9 2 3
1 2 1 0 14
1 7 1 0
2 1 0 1
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2.28. Calcula el valor del siguiente determinante: 

1 1
1 1

1 1
1 1

a b c d
a b c d

a b c d
a b c d

− +
+ −

+ −
− +

 

Como + = +1 3 2 4F F F F , el determinante vale 0. 

2.29. Sean A y B las matrices siguientes: 
2 2 3 2 3
2 5 y 1 4

10 6 5 5 6

x x x
A x B x

x x

+   
   = = .
   +   

 

Sabiendo que el determinante de B vale 7, utiliza las propiedades de los determinantes para calcular el 
valor del determinante de A. 

( )
2 2 3 2 3 2 3 2
2 5 2 1 4 1 2 1 4 1 1 2 7 0 14

10 6 5 5 6 5 5 6 5 6 5

x x x x x x x
A x x x x

x x x

+ +  
 = = + = + = + =
 + +  

 

2.30. (PAU) Sea A una matriz cuadrada de orden 2 verificando que 2A² = A. Calcula razonadamente los posibles 
valores del determinante de A. 

Si 2A² = A  |2A²| = |A| 

Al ser A una matriz de orden 2, |2A²| = 2² |A²| = |A|   4|A|² = |A|  |A| (4 |A| − 1) = 0  |A|= 0 ó |A| = 
1

4
 

Así pues, los valores posibles del determinante de A son 0 y 
1

4
. 

2.31.  (PAU) Si la matriz A = 
a b c
d e f
g h i

 
 
 
 

 tiene determinante n, averigua el valor del determinante de las                       

siguientes matrices: B = 
6 4 2
3 2
9 6 3

d e f
g h i
a b c

 
 
 
 

, C = 
d f e f e
a c b c b
g i h i h

+ + 
 + +
 + + 

. 

• Sacando factores comunes de filas y columnas e intercambiando dos veces las filas del determinante, se 
obtiene: 

|B| = 
6 4 2
3 2
9 6 3

d e f
g h i
a b c

 = 3 · 2 
2 2 2

3 3 3

d e f
g h i
a b c

 = 3 · 2 · 2 · 3
d e f
g h i
a b c

 = −(−36) 
a b c
d e f
g h i

 = 36n 

• A la columna primera se le suma la segunda y se le resta la tercera. 

|C| = 
d f e f e
a c b c b
g i h i h

+ +
+ +
+ +

 = 
d e f e
a b c b
g h i h

+
+
+

 = 
d e f
a b c
g h i

 + 
d e e
a b b
g h h

 = −
a b c
d e f
g h i

 + 0 = −n 

2.32.  (PAU) Supongamos que C1, C2, C3 y C4 son las cuatro columnas de una matriz cuadrada A, cuyo   
determinante vale 3. Calcula razonadamente: 

a) El determinante de la inversa de A 

b) El determinante de la matriz 2A 

c) El determinante de una matriz cuyas columnas son:   2C1 − C3, C4, 5C3 y C2. 

a) |A−1| = 
1

A
 = 

1

3
 

b) |2A| = |2c1, 2c2, 2c3, 2c4| = 24 |c1, c2, c3, c4| = 24 |A| = 16 · 3 = 48 

c) |2c1 − c3, c4, 5c3, c2| = 5 |2c1 − c3, c4, c3, c2| = −5 |2c1 − c3, c2, c3, c4| = (sumando la tercera columna a la 
primera) = −5 |2c1, c2, c3, c4| = −10 |c1, c2, c3, c4| = −30.
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2.33. (PAU) Utiliza las propiedades de los determinantes para desarrollar el siguiente:
2 1 3 2
2 3 3 4
2 5 3 6

x x x
x x x
x x x

+ +
+ +
+ +

. 

Enuncia las propiedades que has utilizado. 

2 1 3 2
2 3 3 4
2 5 3 6

x x x
x x x
x x x

+ +
+ +
+ +

 
(1)

 
2 1 3 2

0 2 2
0 4 4

x x x+ +
 
(2)

 0  

(1) A las filas segunda y tercera se le resta la fila primera. 

(2) Las filas segunda y tercera son proporcionales, en consecuencia, el valor del determinante es cero. 

2.34. (PAU) Dado el determinante: 

1 0 1 0
1 3 1 0

0 4 3 0
1 2 3 1

− . 

a) Halla su valor mediante el desarrollo por la primera fila. 

b) Calcula su valor mediante el desarrollo por la cuarta columna. 

c) Comprueba que los resultados obtenidos coinciden. 

a)  

1 0 1 0 3 1 0 1 3 0
1 3 1 0 4 3 0 0 4 0 5 4 1

0 4 3 0 2 3 1 1 2 1
1 2 3 1

−− = + = − =  b) − = − =

1 0 1 0 1 0 1
1 3 1 0 1 1 3 1 1

0 4 3 0 0 4 3
1 2 3 1

 

c) Los resultados coinciden. 

2.35.  (PAU) (TIC) Resuelve la ecuación 

2 1 1 1
1 2 1 1
1 1 2 1

3

x
x

x
x x x

+
+

+  = 0. 

Aplicando las propiedades de los determinantes, resulta: 

2 1 1 1
1 2 1 1
1 1 2 1

3

x
x

x
x x x

+
+

+ −
−
−

⎯⎯⎯⎯→
2 1

3 1

4 13

F F
F F
F F

2 1 1 1
( 1) 1 0 0
( 1) 0 1 0
2 6 3 3 0

x
x x
x x
x x x

+
− + +
− + +
− − − −

 = 0 

Extraemos el factor (x + 1) de la segunda y tercera fila y desarrollando por la cuarta columna, se obtiene: 

−(x + 1)² 
1 1 0
1 0 1

2 6 3 3x x x

−
−

− − − −
 = 0   12 (x + 1)² = 0, por tanto, la solución es x = −1. 

Cálculo del rango por determinantes 

2.36.  (TIC) Calcula, por determinantes, el rango de las siguientes matrices. 

a) A = 
1 1 2

1 1 0
2 1 1

− 
 
 
 

                 c) C = 
1 2 3 4 5
1 3 2 6 3

0 5 5 2 1

− − − − 
 −
 
 

 

b) B =

1 2 3
3 3 5
0 1 4
1 2 1

 
 
 
 − − − 

                d) D = 

2 1 1 2 2 3
0 1 1 1 8 9
0 0 1 1 4 6
0 0 0 1 8 9

− 
 
 
 
 

 

a) A = 
1 1 2

1 1 0
2 1 1

− 
 
 
 

; ( ) ( )≠  =det 0 rg 3A A   c) ( )
− −

− ≠  =
1 2 3
1 3 2 0 rg 3

0 5 5
C  

b) ( )≠  =
1 2 3
3 3 5 0 rg 3
0 1 4

B     d) ( )
−

= ≠  =

2 1 1 2
0 1 1 1 2 0 rg 4
0 0 1 1
0 0 0 1

D
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2.37.  (PAU) Dadas las matrices A = 
1 0
1 1
2 2

 
 −
 
 

 y B = 2 2 0
3 1 1

−  − 
, ¿es cierto que rg(AB) = rg(A) rg(B)? 

 Justifica la respuesta. 

rg(A) = 2, pues 1 0
1 1−  = −1 ≠ 0. rg(B) = 2, pues 2 2

3 1
−

−  = −4 ≠ 0. 

rg(AB) ≤ 3  ya que la matriz es de dimensión 3 × 3. 

Como rg(A) rg(B)= 2 · 2 = 4 y rg(AB) ≤ 3, se deduce que la igualdad rg (AB) = rg(A) rg(B) es falsa. 

2.38. (PAU) Halla el rango de la siguiente matriz:
cos sen 0
sen cos 0

0 0 1

α − α 
 α α
 
 

 

|A| = 
α − α
α α

cos sen 0
sen cos 0

0 0 1
 = 1(cos² α + sen² α) = 1 rg(A) =3 

 

Cálculo de la matriz inversa por determinantes 

2.39. (TIC) Calcula la inversa de las siguientes matrices. 

A = 1 4
1 6
  − 

             B = 
1 2 1
1 0 0
0 3 1

 
 
 
 

          C = 
1 1 0
0 1 1
0 0 6

 
 
 
 

         D = 

2 0 4 1
4 1 1 2
1 3 3 1
0 4 1 1

− 
 −
 
 − 

 

( ) ( )( )1

3 2
1 1 6 4 5 5Adj

1 1 1 1det 10
10 10

t
A A

A
−

 
 − − − = = =   − −   
 

 ( )( )−

 − 
−    −   = = − =

      
 
 

1

1
1 1

66 6 11 1 1
Adj 0 6 1 0 1

det( ) 6 60 0 1
1

0 0
6

t
C C

C
 

( )( )
( )

−
 
 = = −
 − − 

1
0 1 0Adj 1
1 1 1

det 1 3 3 2

t
B

B
B

     −

− − 
 
 − − 
 = − − 
 
 − − − 
 

1

21 19 31 28

149 149 149 149
17 13 18 27

149 149 149 149
35 18 2 3

149 149 149 149
33 34 70 44

149 149 149 149

D  

2.40. (PAU) Siendo las matrices A = 1 3 0 2
2 2 1 4

−  − 
 y B = 

1 0
2 1
0 3
1 1

 
 −
 
 − 

. 

a) ¿Es cierto que det (AB) = det (BA)? b) Calcula, si es posible, la inversa de AB. 

 

a) 

− 
 − − = =   − −   − − 

1 3 0 2
9 5 0 4 1 0,

10 3 6 6 3 12
1 1 1 2

AB BA ; ( ) ( )= =det 23, det 0AB BA . Son distintos. 

b) ( ) 1

3 5
1 3 5 23 23

10 9 10 923
23 23

AB
−

− 
 − = =   − −   
 
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2.41. (PAU) Sea A = 
sen cos 0
cos sen 0

sen cos sen cos 1

x x
x x

x x x x

− 
 
 + − 

 ¿Para qué valores de x existe la matriz inversa de A? 

Calcula dicha matriz inversa. 

Como |A| = sen² x + cos² x = 1 ≠ 0, la matriz A tiene inversa cualquiera que sea el valor de x. 

Adj (A) = 
− − 

 −
 
 

sen cos 1
cos sen 1

0 0 1

x x
x x .  La matriz inversa es: A−1 = 

 
 −
 − − 

sen cos 0
cos sen 0

1 1 1

x x
x x . 

2.42.  (PAU) Dadas las matrices A = 1 1
2 0
  
 

y B = 3 1
2 2
  
 

, halla para qué valores de m la matriz B + mA no tiene 

inversa. 

Calculamos la matriz B + mA: B + mA  =  3 1
2 2
  
 

 + m 1 1
2 0
  
 

 = 3 1
2 2 2

m m
m

+ +  + 
. 

Esta matriz no tiene inversa cuando su determinante es 0: |B + mA| = 3 1
2 2 2

m m
m

+ +
+  = −2m² − 2m + 4 = 0   

 m = −2 ó m = 1. Por tanto, la matriz B + mA no tiene inversa cuando m = −2 ó m = 1. 

Matrices con parámetros 

2.43.  (PAU) Calcula los valores de los parámetros a, b, c, para los cuales rg(B) = 1, donde B = 

1
2
1 1
3

a
b

c

 
 
 −
 − 

. 

Para que rg(B) = 1, las dos columnas de la matriz han de ser proporcionales, es decir: 
1

a
 = 

2

b
 = − 

1

1
 = − 

3

c
  a = –1, b = –2, c = 3   

2.44. (PAU) Encuentra, en función de los valores del parámetro a, el rango de la matriz: A = 
1 1

1 1
1 1

a a
a a

a a

 
 
 
 

 

Calculamos el determinante extraído de la matriz
1

1
1 1

a a
a a

a
 = a³ − a² − a + 1 = (a − 1)²(a + 1) 

• Si a ≠ −1 y a ≠ 1, el rango de esta matriz es 3. 

• Si a = 1, la matriz A queda: A =
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

 
 
 
 

 rg(A) = 1 

• Si a = −1, la matriz A queda: A = 
1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1

− − 
 − −
 − − 

  rg(A) = 2, pues F3 = −F1. 

2.45. (PAU) Estudia, según los valores de x ∈ R, el rango de la matriz: A = 

1 1 0
1 1

1 1 1
1 1 0

x
x x

x
x

− − 
 − −
 −
 − 

 

rg(A) = rg

1 1 0
1 1

1 1 1
1 1 0

x
x x

x
x

− − 
 − −
 −
 − 

 
+
=

1 2C C
rg

1 1 1 0
0 1 1
0 1 1
0 1 0

x
x

x
x

− − − 
 −
 −
 − 

 
34 FF −

=  rg

1 1 1 0
0 1 1
0 1 1
0 0 1

x
x

x
x x

− − − 
 −
 −
 − − 

 

det A = (x − 1) 
1 1

1 1
0 1

x
x
x x

−
−

− −
 = (x − 1) (x³ + 1)  det (A) = 0 si x = 1 ó x = −1. Si x ≠ 1 y x ≠ −1, rg(A) = 4. 

• Si x = 1, la matriz transformada es: 

0 1 1 0
0 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 0

− − 
 −
 −
 − 

, como 
1 1 1
1 1 1

0 1 0

−
−

−
 = 2    rg(A) = 3. 

• Si x = −1, la matriz es:

2 1 1 0
0 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 2

− − − 
 − −
 − −
 − 

, como 
2 1 0

0 1 1
0 1 2

− −
−

−
 = − 2   rg(A) = 3.
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2.46.  (PAU) Calcula el rango de la matriz A según los diferentes valores del parámetro real a: 

A = 
2 0 2
1 0 1 3

5 4 4 3

a

a

 
 − −
 + − − 

 

El rango, al menos, es 2 ya que 1 3
4 3

−
− −  = 15 ≠ 0. Veamos qué debe pasar para que sea 3. Para ello, 

calculamos los determinantes de orden 3 que contengan al que acabamos de calcular: 

2 2
1 1 3

5 4 3

a
− −

− −
 = 48 + 12a  = 0 si a = −4. 

0 2
0 1 3

4 4 3

a

a
−

+ − −
 = (a + 4) (3a + 2) = 0 si a = −4 o a = − 2

3
 

En consecuencia: Si a = −4 todos los determinantes de orden tres son nulos, y rg(A) = 2. Si a ≠ −4, rg(A) = 3. 

2.47. (PAU) Considera la matriz A = 2 3
3 0 4

a b c
a b c
a c

 
 −
 
 

 donde a, b y c son no nulos. 

a) Determina el número de columnas de A que son linealmente independientes. 

b) Calcula el rango de A y razona si la matriz tiene inversa. 

a) Es evidente que la tercera fila es suma de las otras dos: F3 = F1 + F2. por tanto, solo hay dos filas linealmente 
independientes. Consecuentemente, el número de columnas linealmente independientes será también dos, ya 
que rg (A) = 2. 

b) Como rg (A) = 2, la matriz A es singular y, por tanto, no tiene inversa. 

2.48. (PAU) a) Obtén λ para que sean linealmente dependientes los vectores 1u


= (3, 2, 5); 2u


= (2, 4, 7);  

3u


 = (1, −3, λ). 

b) Para λ = −3, expresa el vector v


 = (2, −5, −5) como combinación lineal de 1u


, 2u


 y 3u


. 

a) 
3 2 5 27
2 4 7 8 27 0

81 3

−= λ + =  λ =
− λ

 

b) 

= + +
= + +  − = + −  = = − =  = − +
− = + −

       
1 2 3 1 2 3

2 3 2

5 2 4 3 1, 1, 1

5 5 7 3

x y z

v xu yu zu x y z x y z v u u u

x y z

 

2.49. (PAU) a) Demuestra que la matriz A = 
1 0 1
1 1
1 1

a b
a

− 
 −
 − 

 tiene inversa si, y solo si, los parámetros  

a y b son no nulos. 

b) Calcula A−1 cuando a = b = 1. 

a) Para que una matriz cuadrada tenga inversa su determinante tiene que ser no nulo. Calculamos: 

|A| = 
1 0 1
1 1
1 1

a b
a

−
−

−
 = −a · b. Por tanto, A tiene inversa si a ≠ 0 y b ≠ 0 

b) Si a = b = 1  A = 
1 0 1
1 1 0
1 1 1

− 
 
 − 

; |A| = −1 

Adj (A) = 
1 1 0
1 0 1

1 1 1

− 
 − −
 − 

; (Adj (A))t = 
1 1 1

1 0 1
0 1 1

− − 
 −
 − 

;  A−1 = −
1 1 1

1 0 1
0 1 1

− − 
 −
 − 

 = 
1 1 1
1 0 1

0 1 1

− 
 −
 − 

.
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2.50. (PAU) a) Halla razonadamente los valores del parámetro p para los que la matriz A tiene inversa. 

A = 
0 0

1 1 1
1 0 1

p
p

p

 
 +
 − 

 

b) Halla la inversa para p = 2. 

a) Calculamos det A = p (p − 1) (p + 1). Por tanto, A no tiene inversa para p = 0, p = 1 y p = −1. Para los demás 
valores sí tiene inversa. 

b) Si p = 2, A = 
2 0 0
1 3 1
1 0 1

 
 
 
 

 y A−1 = 

1
0 0

2
1 1

0
3 3

1
0 1

2

 
 
 − 
 

− 
 
 

. 

2.51.  (PAU) Se consideran las matrices: A = 1 2
1 1 1

m  − − 
; B = 

1 3
0

0 2
m
 
 
 
 

 donde m es un número real. Encuentra 

los valores de m para los que AB es inversible. 

AB = 1 2
1 1 1

m  − − 

1 3
0

0 2
m
 
 
 
 

 = 1 2 3 2
1 1

m m
m

+ +  − 
. La matriz AB es inversible si su determinante es distinto de 

cero: |AB| = 1 2 3 2
1 1

m m
m

+ +
−  = 2m² + 3m − 2. La matriz AB será inversible si m ≠ −2  y  m ≠ 

1

2
. 

2.52. (PAU) ¿Tiene inversa siempre una matriz cuadrada diagonal de dimensión 4? Justifica la respuesta. 
¿Tiene inversa la matriz B? En caso de que la tenga, calcúlala.  

B = 

1 0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

a
b

c

 
 
 
 
 

, con a, b, c ∈ R. 

Para que una matriz tenga inversa, es condición necesaria y suficiente que su determinante sea no nulo. Por 
tanto, la matriz B tiene inversa cuando a ≠ 0, b ≠ 0 y c ≠ 0. 

La matriz inversa es: B−1 = 
1

a b c

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

abc
bc

ac
ab

 
 
 
 
 

 = 

1 0 0 0
1

0 0 0

1
0 0 0

1
0 0 0

a

b

c

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

2.53. (PAU) Se consideran las matrices A = 
1 0
2
0 1

k
 
 
 
 

 y B = 0 1
1 1 2
k −  
 

. 

a) Discute, en función de los valores que pueda tomar el parámetro real k, si la matriz AB tiene inversa. 

b) Discute, en función de los valores de k, si la matriz BA tiene inversa. 

a) Calculamos la matriz AB: AB = 
1 0
2
0 1

k
 
 
 
 

0 1
1 1 2
k −  
 

 = 
0 1

3 2 2
1 1 2

k
k k k

− 
 − +
 
 

 

Como |AB| = 0, independientemente del valor de k, la matriz AB nunca tiene inversa. 

b) Calculamos la matriz BA: BA = 0 1
1 1 2
k −  
 

1 0
2
0 1

k
 
 
 
 

 = 1
3 2
k

k
−  + 

 

Como |BA| = k² + 2k + 3 ≠ 0 para cualquier valor real de k, la matriz BA siempre tiene inversa.
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2.54. (PAU) Se consideran las matrices: A = 1 2
1 1 1

m  − − 
 y B = 

1 3
0

0 2
m
 
 
 
 

, donde m es un número real.  

Encuentra los valores de m para los que AB es inversible. 

AB = 1 2
1 1 1

m  − − 

1 3
0

0 2
m
 
 
 
 

 = 1 2 3 2
1 1

m m
m

+ +  − 
.  

La matriz AB es inversible si su determinante es distinto de cero: |AB| = 1 2 3 2
1 1

m m
m

+ +
−  = 2m² + 3m − 2.  

Como 2m² + 3m − 2 = 0 si m = –2 ó m = 
1

2
, la matriz AB será inversible para cualquier valor m ≠ −2   y  m ≠ 

1

2
. 

2.55. (PAU) Sea la matriz A = 

2
2

2
2

a a a a
a a a a
a a a a
a a a a

 
 
 
 
 

 

a) Calcula el valor de su determinante en función de a. 

b) Encuentra su inversa, si existe, cuando a = 1. 

a) Para calcular el determinante hacemos transformaciones elementales: 

|A| = 

2
2

2
2

a a a a
a a a a
a a a a
a a a a

 =
(1)

 

5
5 2
5 2
5 2

a a a a
a a a a
a a a a
a a a a

 =
(2)

 

5
0 0 0
0 0 0
0 0 0

a a a a
a

a
a

 = 5a4 

(1) Sumamos a la primera columna las otras tres.  (2) A cada fila se le resta la primera. 

b) Para a = 1 A = 

2 1 1 1
1 2 1 1
1 1 2 1
1 1 1 2

 
 
 
 
 

, y su determinante vale 5; por tanto, tiene inversa. 

Calculamos la matriz inversa A−1: Adj A = 

4 1 1 1
1 4 1 1
1 1 4 1
1 1 1 4

− − − 
 − − −
 − − −
 − − − 

 A−1 = 
1

5

4 1 1 1
1 4 1 1
1 1 4 1
1 1 1 4

− − − 
 − − −
 − − −
 − − − 

 

2.56.  (PAU) a) Demuestra que A² − A − 2I = 0, siendo: A = 
0 1 1
1 0 1
1 1 0

 
 
 
 

, I = 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
 

 

b) Calcula A−1 utilizando el apartado anterior o de cualquier otra forma. 

a) Calculamos separadamente los términos de la expresión A² − A − 2I 

A² = 
0 1 1
1 0 1
1 1 0

 
 
 
 

0 1 1
1 0 1
1 1 0

 
 
 
 

 = 
2 1 1
1 2 1
1 1 2

 
 
 
 

,  A² − A = 
2 0 0
0 2 0
0 0 2

 
 
 
 

 = 2I    A² − A − 2I = 0. 

b) Puesto que A² − A = 2I  A 
1

( )
2

A I −  
 = I  A−1 = 

1

2
 (A − I) = 

1

2

1 1 1
1 1 1
1 1 1

− 
 −
 − 

 

Ecuaciones matriciales 

2.57. (PAU) Resuelve la ecuación matricial AXB = C, siendo A = 1 0
0 1
  
 

, B = 1 2
1 3
  
 

 y C = 1 2
0 0
  
 

. 

Como A = I; la ecuación matricial es I X B = C; XB = C; XBB−1 = CB−1; X = CB−1, siempre que B admita inversa. 
Como |B| = 1, la matriz es regular. 

B−1 = 3 2
1 1

−  − 
. X = CB−1 = 1 2

0 0
  
 

3 2
1 1

−  − 
 = 1 0

0 0
  
 
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2.58. (PAU) Calcula la matriz A sabiendo que se verifica la igualdad: A
1 2 3
0 2 3
0 0 3

 
 
 
 

 = 
2 0 0
0 2 0
0 0 2

 
 
 
 

y explica el 

método seguido. 

La ecuación dada es: AB = C, multiplicando a la derecha por B−1 se obtiene A = CB−1. 

B−1: det(B) = 6; Adj(B) =
6 0 0
6 3 0

0 3 2

 
 −
 − 

; B−1 =

1 1 0
1 1

0
2 2

1
0 0

3

 
 −
 −
 
 
  
 

 A =
2 0 0
0 2 0
0 0 2

 
 
 
 

1 1 0
1 1

0
2 2

1
0 0

3

 
 −
 −
 
 
  
 

 = 
2 2 0
0 1 1

2
0 0

3

 
 −
 −
 
 
 

 

2.59. (PAU) Encuentra una matriz X que verifique la ecuación AX + B = C, siendo: 

A = 
1 0 0
1 2 0
1 2 4

 
 
 
 

;   B = 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
 

;   C = 
3 0 0
2 5 2
0 1 3

 
 
 
 

. 

Como A tiene inversa, ya que |A| ≠ 0, despejamos la matriz X: X = A−1 (C − B). 

La inversa de A es A−1 = 

1 0 0
1 1

0
2 2

1 1
0

4 4

 
 
 −
 
 −  
 

; y C − B = 
2 0 0
2 4 2
0 1 2

 
 
 
 

 X =

1 0 0
1 1

0
2 2

1 1
0

4 4

 
 
 −
 
 −  
 

2 0 0
2 4 2
0 1 2

 
 
 
 

=
2 0 0
0 2 1
1 3

0
2 4

 
 
 
 − − 
 

 

2.60. (PAU) Dadas las matrices: A = 
1 0 0
0 2 1
0 5 3

 
 
 
 

 y B = 
0 0 1
0 1 0
1 0 0

 
 
 
 

, halla la matriz X dada por AXA−1 = B. 

A−1AXA−1A = A−1BA  X = A−1BA. 

Como |A| ≠ 0, existe A−1, que es la siguiente: A−1 = 
1 0 0
0 3 1
0 5 2

 
 −
 − 

, entonces: 

X = A−1BA = 
1 0 0
0 3 1
0 5 2

 
 −
 − 

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 
 
 
 

1 0 0
0 2 1
0 5 3

 
 
 
 

=
0 0 1
1 3 0

2 5 0

 
 −
 − 

1 0 0
0 2 1
0 5 3

 
 
 
 

=
0 5 3
1 6 3

2 10 5

 
 −
 − − 

 

2.61. (PAU) Dadas las matrices A = 
1 1 3
1 0 3
1 2 1

− 
 − −
 − 

, B = 
1 0
1 2

0 1

 
 −
 
 

 y C = 0 1 2
2 1 1

−  − − 
. 

a) Halla la inversa de A − BC. 

b) Resuelve la ecuación matricial AX − BCX = A. 

a) BC = 
1 0
1 2

0 1

 
 −
 
 

0 1 2
2 1 1

−  − − 
 = 

0 1 2
4 3 4
2 1 1

− 
 − −
 − − 

 

A − BC = 
1 1 3
1 0 3
1 2 1

− 
 − −
 − 

 − 
0 1 2
4 3 4
2 1 1

− 
 − −
 − − 

 = 
1 0 1
3 3 1
1 1 2

 
 −
 
 

 

det (A − BC) = −1; Adj(A − BC) = 
7 5 6
1 1 1
3 2 3

− − 
 −
 − 

. Luego (A − BC)−1 = 
7 1 3
5 1 2
6 1 3

− − 
 − −
 − 

. 

b) AX − BCX = A  (A − BC)X = A  X = (A − BC)−1 A 

Esto es, X = 
7 1 3
5 1 2
6 1 3

− − 
 − −
 − 

1 1 3
1 0 3
1 2 1

− 
 − −
 − 

 = 
11 13 21
8 9 16
10 12 18

− 
 −
 − − 
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2.62. (PAU) Considera las matrices: A = 
1 1 0
1 0 1
1 1 1

 
 
 − 

y B = 
1 1 1
0 1 1
0 0 0

 
 
 
 

. 

a) Determina si A y B son inversibles y, si lo son, calcula la matriz inversa. 

b) Resuelve la ecuación matricial BA − A² = AB − X. 

a) |A| = −3 existe inversa. Calculamos  A−1 = 

1 1 1

3 3 3
2 1 1

3 3 3
1 2 1

3 3 3

 − 
 
 −
 
 − 
 

 

|B| = 0 y, por tanto, no existe inversa. 

b) De la ecuación BA − A² = AB − X, despejamos la matriz X: 

X = AB − BA + A² = 
1 2 2
1 1 1
1 0 0

 
 
 − 

 − 
1 2 2
0 1 2
0 0 0

 
 
 
 

 + 
2 1 1
0 2 1
1 0 2

 
 
 − 

 = 
2 1 1
1 2 0
2 0 2

 
 
 − 

 

2.63. (PAU) Resuelve la ecuación matricial  B(2A + I) = AXA + B, siendo: A = 
3 2 1
4 1 1

2 0 1

− − 
 − −
 
 

; B = 
1 1 2
1 0 1

0 1 1

− 
 − −
 − 

. 

De la ecuación B(2A + I) = AXA + B, despejamos la matriz X: 

Como B(2A + I) = 2BA + B, entonces, sustituyendo en la ecuación: 

2BA + B = AXA + B  2BA = AXA  2B = AX  X = A−1 (2B) 

Calculamos la matriz A−1: A−1 = 
1 2 3
2 5 7
2 4 5

 
 
 − − − 

 

X = A−1(2B) = 
1 2 3
2 5 7
2 4 5

 
 
 − − − 

 
2 2 4
2 0 2

0 2 2

− 
 − −
 − 

 = 
2 8 6
6 18 12
4 14 10

− − 
 − −
 − 

 

 

PROBLEMAS 

2.64. (TIC) Los números 20 604, 53 227, 25 755, 20 927 y 78 421 son divisibles por 17. Demuestra que también 
es divisible por 17 el determinante: 

2 0 6 0 4
5 3 2 2 7
2 5 7 5 5
2 0 9 2 7
7 8 4 2 1

 

 

2 0 6 0 4
5 3 2 2 7
2 5 7 5 5
2 0 9 2 7
7 8 4 2 1

 =
(1)

 

2 0 6 0 2·10000 0·1000 6·1000 0·10 4
5 3 2 2 5·10000 3·1000 2·1000 2·10 7
2 5 7 5 2·10000 5·1000 7·1000 5·10 5
2 0 9 2 2·10000 0·1000 9·1000 2·10 7
7 8 4 2 7·10000 8·1000 4·1000 2·10 1

+ + + +
+ + + +
+ + + +
+ + + +
+ + + +

 = 

2 0 6 0 20604
5 3 2 2 53227
2 5 7 5 25755
2 0 9 2 20927
7 8 4 2 78421

 

(1) A la quinta columna le sumamos 10 000 C1 + 1000 C2 + 100 C3 +10 C4, y este determinante es múltiplo de 17, 
porque lo son todos los elementos de la última columna.
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2.65. (PAU) Si la matriz A = a b
c d
  
 

 tiene rango 1 y la matriz B = x y
z w

  
 

 tiene rango 2, explica qué valores 

puede tener el rango de las matrices C, D y E. C =

0 0
0 0

0 0
0 0

a b
c d

x y
z w

 
 
 
 
 

, D =

0 0
0 0
0 0
0 0

a b
c d
x y
z w

 
 
 
 
 

 y E = 

0 0
0 0

0 0
0 0

a b
c d
x y
z w

 
 
 
 
 

. 

Si la matriz A = a b
c d
  
 

 tiene rango 1, la segunda fila es proporcional a la primera, además, a ≠ 0 ó b ≠ 0. 

Si la matriz B = x y
z w
  
 

 tiene rango 2, entonces x y
z w

 ≠ 0 

La matriz C tiene rango 3, pues se cumple alguna de las dos opciones siguientes: 
0 0

0
0

a
x y
z w

 = a x y
z w

 ≠ 0, si a ≠ 0; 
0 0

0
0

b
x y
z w

 = b x y
z w

 ≠ 0, si b ≠ 0. 

La matriz C no puede tener rango 4, ya que las filas primera y segunda son proporcionales. 

rg(D) = rg 

0 0
0 0
0 0
0 0

a b
c d
x y
z w

 
 
 
 
 

 = rg 

a b
c d
x y
z w

 
 
 
 
 

 = 2 

rg(E) = rg 

0 0
0 0

0 0
0 0

a b
c d
x y
z w

 
 
 
 
 

 = rg 

0
0

0
0

a b
c d
x y
z w

 
 
 
 
 

 = rg 
0

0
0

a b
x y
z w

 
 
 
 

. Si b ≠ 0  rg(E) = 3. Si b = 0  rg(E) = 2. 

2.66. (PAU) Halla los valores de x para los cuales la matriz A = 
1

2 2
x

x
 
 − 

 no tiene inversa. 

La matriz A no tiene inversa para los valores de x que anulen su determinante. 

det A = 2 |x| − |x − 2| = 0 ⇔ 2 |x| = |x − 2| ⇔ 
2 2 2

2
2 2

3

x x x

x x x

= −  = −
 = − +  =

 

Luego la matriz A tiene inversa para todo valor real de x, excepto para x = −2 y x = 
2

3
. 

2.67. (PAU) Sean A, B y X tres matrices cuadradas del mismo orden que verifican la relación A X B = I, siendo I 
la matriz unidad. 

a) Si el determinante de A vale −1 y el de B vale 1, calcula razonadamente el determinante de X. 

b) Calcula de forma razonada la matriz X si A = 2 3
3 4
  
 

 y B = 1 2
2 3

−  − 
. 

a) Como |AB| = |A| |B|, tomando determinantes en la igualdad A X B = I resulta: 
|A X B| = |I|  |A| |X| |B| = 1  −1 |X| · 1 = 1  |X| = −1 

b) A · X · B = I  X = A−1 B−1. A y B son inversibles, ya que |A| = −1 y |B| = 1. A−1 = 4 3
3 2

−  − 
; B−1 = 3 2

2 1
−  − 

 

De este modo, X = 4 3
3 2

−  − 
3 2
2 1

−  − 
 = 6 5

5 4
−  − 

 

2.68. (PAU) Se consideran las matrices cuadradas reales de orden 2, P = 1 2
2 3
  
 

 y Q = 2 0
0 3
  
 

. Calcula: 

a) La matriz P −1. 

b) La matriz real cuadrada X de orden 2, tal que P −1 XP = Q. 

c) La matriz (PQP −1)² 

a) Como |P| = −1, entonces existe la matriz inversa de P: P−1 = 3 2
2 1

−  − 
 

b) P−1 X P = Q  X = PQP−1  X = 1 2
2 3
  
 

2 0
0 3
  
 

3 2
2 1

−  − 
 = 2 6

4 9
  
 

3 2
2 1

−  − 
 = 6 2

6 1
−  − 

 

c) (PQP−1)² = X² = 6 2
6 1

−  − 
6 2
6 1

−  − 
 = 24 10

30 11
−  − 
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2.69. (PAU)  a) Sean P y Q dos matrices cuadradas de orden n que tienen inversa: P −1 y Q −1. ¿Tiene inversa la 
matriz PQ? Razona la respuesta. 

b) Calcula la matriz inversa de la matriz: P = 
1 1 2

2 0 1
1 3 1

− 
 
 − − 

 

a) La matriz inversa de PQ es 1 1Q P− − . En efecto, ( ) ( ) ( )− − − − −= = =1 1 1 1 1PQ Q P P QQ P PP I  

b) |P| = 16  P−1 = 
1

16

3 7 1
1 3 5
6 2 2

− 
 
 − 

 

 

2.70.  (PAU) Sea A una matriz cuadrada de orden 3 diagonal: 

a) ¿Qué condiciones deben cumplir los elementos de A para que admita inversa? 

b) ¿Y cuáles para que dicha inversa coincida con A? 

a) Sea la matriz A = 
0 0

0 0
0 0

a
b

c

 
 
 
 

. Para que A tenga inversa tiene que ocurrir que det A ≠ 0; abc ≠ 0 ,  es decir, 

para que exista A−1 tiene que ocurrir que ningún elemento de la diagonal principal sea nulo. 

b) Si A = 
0 0

0 0
0 0

a
b

c

 
 
 
 

 A−1 = 

1
0 0

1
0 0

1
0 0

a

b

c

 
 
 
 
 
 
 
 

. Para que A = A−1  

1

1

1

a
a

b
b

c
c

 =

 =

 =

  

² 1

² 1

² 1

a

b

c

=
 =
 =

  

1

1

1

a

b

c

= ±
 = ±
 = ±

 

Luego las matrices que cumplen estas condiciones son:  

A = 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
 

  D = 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 − 

  G = 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 −
 − 

 

B = 
1 0 0

0 1 0
0 0 1

− 
 
 
 

   E = 
1 0 0

0 1 0
0 0 1

− 
 −
 
 

  H = 
1 0 0

0 1 0
0 0 1

− 
 −
 − 

 

C =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 −
 
 

   F = 
1 0 0

0 1 0
0 0 1

− 
 
 − 

 

 

 

2.71. (PAU) Sean A, B y C matrices cuadradas del mismo orden con coeficientes en R. 

a) Prueba que de la igualdad AB = AC no puede, en general, deducirse que B = C, buscando dos matrices 

2 x 2 distintas B, C tales que AB = AC, siendo  A = 1 1
1 1
  
 

. 

b) Demuestra que, sin embargo, si det (A) ≠ 0 y  AB = AC, entonces B = C. 

a) Consideremos, por ejemplo, las matrices B = 0 3
0 3
  − 

 y C = 2 0
2 0

−  
 

 que, no son iguales, pero AB = AC. 

b) Si det (A) ≠ 0, existe A−1 y, multiplicando a la izquierda por A−1 la igualdad AB = AC, se obtiene: 

A−1 AB = A−1 AC; IB = IC; B = C.
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2.72. (PAU) Encuentra dos matrices, X e Y, de orden 2 x 2 con coeficientes en R, tales que  
AX BY C

AX Y

+ =
 =

, siendo: A = 1 2
1 0

  − 
, B = 1 4

2 1
−  − − 

 y C = 6 7
2 5

  − − 
. 

AX BY C

AX Y

+ = 
= 

     Y + BY = C  (I + B) Y = C; Y = (I + B)−1 C. 

Calculamos la matriz I + B: I + B = 1 0
0 1
  
 

 + 1 4
2 1

−  − − 
 = 2 4

2 0
−  − 

; (I + B)−1 = − 1

8
0 4
2 2
  
 

 

Sustituyendo en la expresión de Y: Y = − 1

8
 0 4

2 2
  
 

6 7
2 5

  − − 
 = − 

1

8
8 20

8 4
− −  
 

 = 1 2,5
1 0,5

  − − 
 

Calculamos X despejándola en la segunda ecuación: AX = Y → X = A−1 Y 

Hallamos la inversa de A: A = 1 2
1 0

  − 
  A−1 = 

1

2
 0 2

1 1
−  

 
 

Calculamos finalmente X: X = 
1

2
0 2
1 1

−  
 

1 2,5
1 0,5

  − − 
 = 

1

2
2 1
0 2
  
 

 = 1 0,5
0 1
  
 

 

Solución del sistema: X = 1 0,5
0 1
  
 

; Y = 1 2,5
1 0,5

  − − 
 

2.73.  (PAU) Dadas las matrices reales A = 5 8
9 4
  
 

, B = 1 1 1
2 3 2

−  − 
, C = 

2 1
3 2
1 4

− 
 −
 
 

 y D = 3 7
1 2

  
 

. 

a) Calcula la matriz M = A − 2BC. 

b) Justifica que existe la matriz D −1, inversa de D, y calcula tal matriz. 

c) Calcula las matrices X, Y que cumplan la siguiente relación: DX = M = YD. 

a) M = 5 8
9 4
  
 

 − 2 1 1 1
2 3 2

−  − 

2 1
3 2
1 4

− 
 −
 
 

 = 5 8
9 4
  
 

 − 2 2 2
4 6 4

−  − 

2 1
3 2
1 4

− 
 −
 
 

 = 9 14
21 4

  − 
. 

b) Como |D| = −1, la matriz D tiene inversa. D−1 = − 2 7
1 3

−  − 
 = 2 7

1 3
−  − 

. 

c) DX = M  X = D−1 M  X = 2 7
1 3

−  − 
9 14
21 4

  − 
 = 165 0

72 2
−  
 

 

M = YD   Y = MD−1  Y = 9 14
21 4

  − 
 2 7

1 3
−  − 

 = 4 21
46 159
−  − 

 

2.74. (PAU) Halla, si existe, una matriz A cuadrada 2 x 2 que cumpla las siguientes condiciones: 

1. Coincide con su traspuesta. 

2. Verifica la ecuación matricial: 1 1
1 1

  − − 
 A 1 1

0 1
−  

 
 = 3 3

3 3
− −  
 

. 

3. Su determinante vale 9. 

De 1 se deduce que la matriz A debe ser simétrica: A = a b
b d
  
 

. 

De 2 se deduce: 1 1
1 1

  − − 
a b
b d
  
 

1 1
0 1

−  
 

 = 3 3
3 3

− −  
 

 a b a d
a b a d
+ − +  − − − 

 = 3 3
3 3

− −  
 


3

3

a b

a d

+ = −
 − + = −

 

De 3 se deduce que: |A| = ad − b² = 9 

Resolviendo el sistema 

3

3

² 9

a b

a d

ad b

+ = −
 − + = −
 − =

,  se obtiene a = −2; b = −1; d= −5. Por tanto,  A = 2 1
1 5

− −  − − 
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2.75. (PAU) Se llama dimensión de un espacio vectorial generado por un grupo de vectores al rango de la 
matriz cuyas filas son las coordenadas de dichos vectores. 

Calcula la dimensión del espacio vectorial generado por los vectores (1, 2, 3, 123), (4, 5, 6 456),  
(7, 8, 9, 789) y (2, 4, 6, 246). 

rg 

1 2 3 123
4 5 6 456
7 8 9 789
2 4 6 246

 
 
 
 
 

 = rg 

1 2 3 123
2 1 0 210
4 2 0 420
0 0 0 0

 
 
 
 
 

 = rg 

1 2 3 123
2 1 0 210
0 0 0 0
0 0 0 0

 
 
 
 
 

 = 2 

Por tanto, la dimensión del espacio vectorial generado por esos vectores es 2. 

 

PROFUNDIZACIÓN 

2.76. Sean A y B dos matrices cuadradas regulares de igual orden. Demuestra: 

a) (A−1) −1 = A   b) (At)−1 = (A−1)t   c) (AB)−1 = B −1 A−1 

a) (A−1) (A−1)−1 = I; (A−1) A = I. Por ser A regular  (A−1)−1 = A 

b) Multiplicamos por la derecha los dos miembros de la igualdad por At 

(At)−1At = (A−1)t At  I = (A−1)t At  (A−1)t = (At)−1 

c) Multiplicamos por la derecha por la matriz AB. 

 (AB)−1 AB = (B−1 A−1) AB  (AB)−1 AB = B−1(A−1 A) B = B−1 I B = B−1 B = I, por tanto, la igualdad dada es cierta. 

2.77. (PAU) Se considera la función: f(x) =

2 3
1 0 0

0 1 0
0 0 1

a b a b
x

x
x

−
−

−
−

.  

Sabiendo que f(0) = −3 y f(1) = f(−1), determina a y b. 

Desarrollando el determinante, se tiene: f (x) = ax³ + bx² −2ax + 3b 

Como f (0) = −3  3b = −3  b = −1 

f (1) = f (−1)  a + b − 2a + 3b = −a + b + 2a + 3b  a = 0 

2.78. Se llama determinante de Vandermonde, a determinantes de la forma: 
1 1 1

² ² ²
a b c
a b c

, 

1 1 1 1

² ² ² ²
³ ³ ³ ³

a b c d
a b c d
a b c d

. 

a) Comprueba que si a, b y c son distintos entre sí, el determinante es distinto de 0. 

b) Desarrolla el primero y, a partir del resultado, halla el segundo. 

 
1 1 1

² ² ²
a b c
a b c

 
)1(

=  
1 1 1
0
0 ² ²

b a c a
b ba c ca

− −
− −

 = 
1 1 1
0
0 ( ) ( )

b a c a
b b a c c a

− −
− −

)2(

=
( ) ( )
b a c a

b b a c c a
− −
− −

)3(

=  

 = (b − a) (c − a) 1 1
b c

 = (b − a) (c − a) (c − b). 

1) A cada fila le restamos la anterior multiplicada por a. 

2) Desarrollamos por la primera columna. 

3) Sacamos factor común (b − a) de la primera columna y (c − a) de la segunda columna. 

Razonando de forma análoga, se obtiene: 

1 1 1 1

² ² ² ²
³ ³ ³ ³

a b c d
a b c d
a b c d

 = (b − a) (c − a) (d − a) (c − b) (d − b) (d − c) 

Si a, b, c y d son distintos entre sí, el valor del determinante es distinto de 0.
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2.79. (PAU) Resuelve la ecuación: 1 0
0 1

1 0

x x x x
x x
x x
x x

 = 0. 

Restamos a cada columna la primera: 1 0
0 1

1 0

x x x x
x x
x x
x x

 = 

0 0 0
1 0

0 1
0 1

x
x x x
x x x
x x x

− −
− −

− −

 = x 
1 0

0 1
0 1

x x
x x

x x

− −
− −

− −
 =  

= x(x³ −(1 − x)³) = 0  = − − =0 ó ³ (1 )³ 0x x x . x³ = (1 − x)³, tiene como solución real x = 
1

2
. 

Así, x³ −(1 − x)³ = 2x³ − 3x² + 3x − 1 se puede dividir por 
1

2
x − 

 
, y resulta 2x² − 2x + 2 = 0, cuyas raíces (no 

reales) son x = 
1 3

2

i±
. 

Las cuatro soluciones son: 
+ −1 1 3 1 3

0, , ,
2 2 2

i i
. 

2.80. (PAU)Averigua, según el valor de a, el número de raíces reales que tiene la ecuación

²
²

²
²

x a a a
a x a a
a a x a
a a a x

= 0. 

Sumamos a la primera columna las otras tres: 

²
²

²
²

x a a a
a x a a
a a x a
a a a x

 = 

² 3
² 3 ²
² 3 ²
² 3 ²

x a a a a
x a x a a
x a a x a
x a a a x

+
+
+
+

 = (x² + 3a)

1
1 ²
1 ²
1 ²

a a a
x a a
a x a
a a x

 = (x² + 3a)

1
0 ² 0 0
0 0 ² 0
0 0 0 ²

a a a
x a

x a
x a

−
−

−

 =  

= (x² + 3a)(x² − a)³ 

Por tanto, la ecuación es: (x² + 3a)(x² − a)³ = 0  y sus raíces reales son: 

• Si a = 0, una única raíz: x = 0. • Si a > 0, dos raíces: x = ± a   • Si a < 0, dos raíces: x = ± 3a−   

2.81. (PAU) Si A = 

0 0
1 0 0

0 1 0
0 0

a b
b a

b a
a b

 
 +
 +
 
 

 

a) Prueba que para cualquier valor de a y b, el rango de la matriz A es mayor o igual que 2. 

b) Determina un par de valores reales de a y b para los cuales sea rg A = 3 y otro par de valores de a y b 
de forma que rg A = 4. 

a) Calculamos los siguientes determinantes de segundo orden, extraídos de la matriz A: 

Δ 1 = 0
1

a
b a+  = a²; Δ 2 = 0b

a b
 = b²; Δ 3 = 1

0 1
b a

b
+

+  = (b + 1)² 

Si a ≠ 0, Δ 1 ≠ 0  rg(A) ≥ 2  Si a = 0, y b ≠ 0, Δ 2 ≠ 0  rg(A) ≥ 2 

Si a = 0 y b = 0, Δ 3 ≠ 0  rg(A) ≥ 2. Por tanto, el rango de A siempre es mayor o igual a 2. 

b) |A| = 

0 0
1 0 0

0 1 0
0 0

a b
b a

b a
a b

+
+  = −a4 + b² (b + 1)²; −a4 + b² (b + 1)² = 0  a4 = b² (b + 1)² 

• Para b = 1, sustituyendo se obtiene a = ± 2 .Para estos valores la matriz A es la siguiente: 

A = 

 
 
 
 
 
 

2 0 1 0
2 2 0 0
0 2 0 2
0 0 2 1

; rg(A) = 3 ya que 
2 0 1

2 2 0
0 2 0

 ≠ 0 y |A| = 0 

• Si hacemos a = 0 y b = 1 |A| ≠ 0 y en consecuencia rg(A) = 4.
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2.82. (PAU) Calcula la matriz X en la ecuación A3 X = B, siendo B = 1 2
0 3

−  
 

 y A = a b
c d
  
 

 con a + d = 1 y A = 1. 

Calculamos: A² = a b
c d
  
 

a b
c d
  
 

 = ²
²

a bc ab bd
ca dc cb d

+ +  + + 
 

Del enunciado se deduce: 
( ) = 


+ = 

det 1

1

A

a d
 

1

1

ad bc

a d

− = 
+ = 


− − = 
= − 

(1 ) 1

1

a a bc

d a
  a − a² − bc = 1;a² + bc = a − 1. 

Análogamente: 
( ) = 


+ = 

det 1

1

A

a d
  

1

1

ad bc

a d

− = 
+ = 

  
− − = 

= − 

(1 ) 1

1

d d bc

a d
  d − d² − bc = 1; d² + bc = d − 1. 

Por otro lado: ab + bd = b(a + d) = b; ca + dc = c(a + d) = c 

Sustituyendo en la expresión de A²:  A² = 1
1

a b
c d
−  − 

 = a b
c d
  
 

 − 1 0
0 1
  
 

 = A − I 

Calculamos A3:    A³ = A² · A = (A − I) · A = A² − A = A − I − A = −I. Luego:   A³ = −I,   (A³)−1 = (−I)−1 = −I 

De la expresión A³ X = B, despejando: (A³)−1 A³ X = (A³)−1 B;   X = (A³)−1 B = (−I) B = −B = − 1 2
0 3

−  
 

 = 1 2
0 3
−  − 

. 

2.83. (PAU) Calcula el valor del determinante: 
1 1 1

log3 log30 log300
(log3)² (log30)² (log300)²

 

Conviene recordar que: 

log 30 = log (3 · 10) = log 3 + log 10 = 1 + log 3           log 300 = log (3 · 100) = log 3 + log 100 = 2 + log 3 

1 1 1
log3 log30 log300

(log3)² (log30)² (log300)²
 = 

1 1 1
log3 1 log3 2 log3

(log3)² (1 log3)² (2 log3)²
+ +
+ +

 

Restamos a cada columna la anterior, y se obtiene: 

1 0 0
log3 1 1

(log3)² 1 2log3 3 2log3+ +
 = 1 1

1 2log3 3 2log3+ +  = 3 + 2 log 3 − 1 − 2 log 3 = 2 

RELACIONA Y CONTESTA 

Elige la única respuesta correcta en cada caso: 

2.1. El rango de la matriz A = 
 
 
 
 

a
b
0 2

0 1
0 0 5

 es: 

A) 1, si a = b    C) 3, si ab ≠ 0.    E) Ninguna de las anteriores 

B) 2, si a ≠ b y ab ≠ 0    D) 3, si a ≠ b    

C) Para que la matriz A tenga rango 3 se tiene que cumplir la siguiente condición     a · b ≠ 0. 

2.2.  La matriz adjunta de la matriz A = −  
 
2 1
3 4

 es la matriz: 

A) 4 3
1 2

− −  
 

                  C) 4 3
1 2

−  − 
                 E) 4 3

1 2
  − 

 

B) 2 3
1 4

  − 
                D) 4 3

1 2
−  

 
                    

D) La matriz adjunta es Adj (A) = 4 3
1 2

−  
 

. 
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2.3. Las soluciones de la ecuación 
x a b
b x a
b a x

 = 0 son: 

A) No tiene solución real.   C) x = −a − b    E) x = b, x = a, x = 0 

B) x = a    D) x = −a − b;  x = a;  x = b         

 

D) 
x a b
b x a
b a x

 = 
x a b a b
x a b x a
x a b a x

+ +
+ +
+ +

 = (x + a +b)
1
1
1

a b
x a
a x

 = (x + a + b)
1
0
0 0

a b
x a a b

x b
− −

−
 =  

= (x + a + b) (x − a) (x − b) = 0  x = −(a + b); x = a; x = b. 

 

2.4. Si una matriz es de orden 3 y |A| = −2, el determinante de 4A es: 

A)  −2             C) −128                E) Ninguno de los anteriores 

B) 16            D) 64                

 

C) det (4A) = 43 det A = 43 (−2) = −128 

 

2.5. Sabiendo que det (F1, F2, F3) = 4, el valor de det (−F3, 5F1 + F2, 2F1) es: 

A) 20        B) 8        C) 0          D) –8         E) 125 

B) det (−F3, 5F1 + F2, 2F1) = det (−F3, 5F1, 2F1) + det (−F3, F2, 2F1) = −2 det (F3, F2, F1) = 2 det (F3, F1, F2) = 

= −2 det (F1, F3, F2) = 2 det (F1, F2, F3) = 2 ·4 = 8 

 

Señala, en cada caso, las respuestas correctas: 

2.6. Sea A una matriz regular de orden 3, entonces se verifica: 

A)  |A−1| = 
1

| |A
     C) |2A| = 23 |A|       E)  |At| = −|A| 

B)  |A4| =  |A|4      D) |AA−1| = 1        

 

Son todas correctas, salvo la E: |At| = −|A| 

 

 

2.7. Dada la ecuación 
− −

− −
− −

x a b a b
c x b c b
c a x a c

 = 0 

A) x = 0 es una solución.          C) x = a + b + c es una solución.     E) Ninguna de las anteriores. 

B) x = a es una solución.          D) x = b − c es una solución. 

x a b a b
c x b c b
c a x a c

− −
− −

− −
 = 

x a b
x x b c b
x a x a c

− −
− −

 = x 
1
1
1

a b
x b c b

a x a c
− −

− −
 =  

= x
1
0 0
0 0

a b
x b c a

x a c b
− − −

− − −
 = x (x − a − b − c)2 = 0   x = 0  ó x = a +  b + c. Son correctas A y C.
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Elige la relación correcta entre las dos afirmaciones dadas: 

2.8. a) Una matriz cuadrada es inversible si su determinante es no nulo. 

b) Una matriz cuadrada es inversible si su rango coincide con su orden. 

 A) a b, pero b  a     D) a  b y b  a  

B) b a, pero a  b     E) Ninguna de las anteriores 

C) a ⇔ b     

C) a ⇔ b. Ambas proposiciones son equivalentes, en consecuencia, a  b y b  a. 

 

Señala el dato innecesario para contestar: 

2.9. Para resolver la ecuación matricial XAB − XC = 2C, donde X es la matriz incógnita, nos dan los siguientes 
datos: 

a) Las matrices A y B son equidimensionales.                         

b) Las matrices AB y la matriz C tienen el mismo orden.         

c) La matriz AB − C es regular. 

d) |AB − C| ≠ 0 

A) Puede eliminarse el dato a.     E) No puede eliminarse ninguno. 

B) Puede eliminarse el dato b.     D) Puede eliminarse el dato d.  

C) Puede eliminarse el dato c.     

A) Puede eliminarse el dato a ya que no solo es innecesario, sino que es posible resolver el ejercicio sin que las 
matrices A y B sean equidimensionales. Lo que es imprescindible es que AB tenga el mismo orden que la matriz 
C y además que la matriz AB − C será regular para que tenga inversa. 

 

Analiza si la información suministrada es suficiente para contestar la cuestión: 

2.10. La matriz dada por A = 
 
 
 
 

a

c

0 0
2 5 0
1 4

 tiene rango 2. 

a) Si ac = 0 y a ≠ 0 o c ≠ 0  b) Si a 0
2 5

 ≠ 0 

A) Cada afirmación es suficiente por sí sola.       D) Son necesarias las dos juntas. 

B) a es suficiente por sí sola, pero b no.             E) Hacen falta más datos. 

C) b es suficiente por sí sola, pero a no. 

 

B) La afirmación a es suficiente por sí sola, pero no b. Obsérvese que b es insuficiente pues  

0
2 5
a  ≠ 0 

0 0
2 5 0
1 4

a

c
 puede ser distinto de 0, bastaría que c ≠ 0.
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 3  Sistemas de ecuaciones 

ACTIVIDADES INICIALES 

3.I.  Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones: 

 a) 
2 5

4 2 2

x y

x y

+ =
 − = −

  b) 
2 0

6 3 0

x y

x y

+ =
− − =

  c) 
2 5

4 2 7

x y

x y

+ =
 + =

  d) 
2 0

5 3 0

x y

x y

+ =
 − =

 

 

a) 
2 5 4 2 10

8 8 1, 3
4 2 2 4 2 2

x y x y
x x y

x y x y

+ = + =   =  = = − = − − = − 
  

b) 
2 0

, 2
6 3 0

x y
x y

x y

+ =  = λ = − λ− − =
, ya que las dos ecuaciones son equivalentes. 

c) 
2 5

4 2 7

x y

x y

+ =
 + =

es incompatible. 

d) 
2 0 6 3 0

0, 0
5 3 0 5 3 0

x y x y
x y

x y x y

+ = + =   = = − = − = 
 

 

3.II.  En cada caso, escribe un sistema de ecuaciones cuya solución sea la señalada. 

 a)  x = 3, y = –2  b) 
1

2

x

y

= + λ
 = − − λ

  c) x = – 4, y = 5  d) 
4 3x

y

= − λ
 = −λ

 

Respuesta abierta. Por ejemplo: 

a) 
1

5

x y

x y

+ =
 − =

      b) 
1

2 2 2

x y

x y

+ = −
 + = −

      c) 
1

2 3 7

x y

x y

+ =
 + =     

  d) 
3 4

2 6 8

x y

x y

− =
 − =

 

 

 

EJERCICIOS PROPUESTOS 
 

3.1. Escribe los siguientes sistemas en notación matricial. 

a)
3 2 5 0

3 1

t r

t r

− + =
 + − =

      b) 

2 3 1

3 2 4

4 5 0

x y z

y z

x y

− + = −
 + =
− + =

 

a) 3 2 5
1 1 4

t
r

− −    =    
    

     b) 
2 1 3 1
0 3 2 4
4 5 0 0

x
y
z

− −     
     =
     −     

 

 

3.2. Escribe en notación ordinaria los sistemas de ecuaciones correspondientes a las siguientes ecuaciones 
matriciales. 

a) 
1 2 0 2
3 3 1 0
2 1 5 2

a
b
c

−     
     − =
     − −     

     b) 

3 0 2 3
1 1 4 2
1 3 2 1

0 2 5 0

x
y
z

−         =   − −      −   

 

a) 

2 2

3 3 0

2 5 2

a b

a b c

a b c

− =
 + − =
 − + = −

      b) 

3 2 3

4 2

3 2 1

2 5 0

x z

x y z

x y z

y z

− =
 + + =
− − + =
 − =
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3.3. Comprueba que los siguientes sistemas son equivalentes: 

a) 
2 4 5

3 7

x y

x y

− =
 + =

    b)

2 4 5

3 7

3 12

x y

x y

x y

− =
 + =
 − =

 

Basta observar en el segundo sistema que la tercera ecuación es suma de las otras dos. 
 

3.4. Considera el siguiente sistema de ecuaciones: 
2 3

4 3 1

x y

x y

+ =
 − =

. Añade una ecuación a este sistema de 

manera que resulte un sistema equivalente. 

Una ecuación posible puede ser la suma de las dos ecuaciones, es decir, 5x − y = 4. 

 

3.5. (PAU) Resuelve por el método de Gauss los siguientes sistemas: 

 a) 

2 1

2 2 2

1

x y z

x y z

x y z

+ + =
 + + =
 + + =

      b) 

3

2 3 6

2 2

x y z

x y z

x y

+ + =
 + + =
 + =

 

a) 

+ + =
 + + =
 + + =

2 1

2 2 2

1

x y z

x y z

x y z

 22 1
3 1

E E
E E

−
−

⎯⎯⎯⎯→  

+ + =
− =
− =

2 1

3 0

0

x y z

y

y

 →  
+ + =

 =

2 1

0

x y z

y
→

+ =
 =

1

0

x z

y
→

= −
 =

1

0

x z

y
 

Si a z le damos el valor λ, entonces x = 1 − λ, e y = 0. 

Por tanto, las soluciones son: x = 1 − λ, y = 0; z = λ. 

b) 

+ + =
 + + =
 + =

3

2 3 6

2 2

x y z

x y z

x y 1

2 1
23

E E
E E

−
−

⎯⎯⎯⎯→

+ + =
 + =
− − = −

3

2 3

2 4

x y z

y z

y z
3 2E E+⎯⎯⎯⎯→

+ + =
 + =
 = −

3

2 3

0 1

x y z

y z  

El sistema es incompatible. 

3.6. (PAU) Resuelve por el método de Gauss el siguiente sistema: 

0

2 3 3

2 3 1

4 3 9 7

x y z

x y z

x y z

x y z

− + =
 + + =
 − + =
 + + =

 

− + =
 + + =
 − + =
 + + =

0

2 3 3

2 3 1

4 3 9 7

x y z

x y z

x y z

x y z
1

2 1
23 1
44

E E
E E
E E

−
−
−

⎯⎯⎯⎯→

− + =
 + =
 + =
 + =

0

3 2 3

1

7 5 7

x y z

y z

y z

y z

32 3
74 3

E E
E E

−
−

⎯⎯⎯⎯→

− + =
− =
 + =
− =

0

0

1

2 0

x y z

z

y z

z

 

De la segunda ecuación obtenemos que z = 0, y sustituyendo en las demás se obtiene que y = 1, x = 1. 

 

3.7. Resuelve el siguiente sistema, utilizando el método de la matriz inversa:
2 4 5

3 7

x y

x y

− =
 + =

 

2 4
1 3

−  
 

x
y
  
 

 = 5
7
  
 

  AX = B  X = A −1B. X = 

3 2

10 5
1 1

10 5

 
 
 
 −
 

5
7
  
 

 = 

43

10
9

10

 
 
 
 
 

 

Por tanto, x = 
43

10
; y = 

9

10
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3.8.  Utiliza el método de la matriz inversa para resolver, en caso de que sea posible, el siguiente sistema:  

2 3 1

4 6 2

x y

x y

+ =
 + =

 

2 3
4 6

  
 

 x
y
  
 

 = 1
2
  
 

 AX = B. Como |A| = 0, no existe matriz inversa, y no se puede resolver por este método. 

+ =
 + =

2 3 1

4 6 2

x y

x y
 ⇔ 2x + 3y = 1 ⇔ 2x = 1 − 3y  ⇔ 

1
(1 3 )

2
x

y

 = − λ

 = λ

. El sistema tiene infinitas soluciones. 

 

3.9. (PAU) Resuelve, si es posible, por el método de la matriz inversa, el siguiente sistema: 

4

2 3 5

3 4 2

x y z

x y z

x y z

+ + =
 + − =
 + − =

 

1 1 1
2 3 1
3 4 1

− 
 −
 − 

x
y
z

 
 
 
 

 = 
4
5
2

 
 
 
 

  AX = B  X = A−1B   X = 
1 3 2
1 2 1
1 1 1

− 
 − −
 − − 

4
5
2

 
 
 
 

 = 
7
4
7

− 
 
 − 

 

Por tanto, x = −7; y = 4; z = −7. 

3.10. Resuelve, si es posible, por el método de la matriz inversa, el sistema  

2 3 5 4

1

3 2

x y z

x y z

y z

+ − =
 + − =
 − =

. 

2 3 5
1 1 1
0 1 3

− 
 −
 − 

x
y
z

 
 
 
 

 = 
4
1
2

 
 
 
 

. Como |A| =
2 3 5
1 1 1
0 1 3

−
−
−

= 0, no existe matriz inversa, y no se puede resolver por este 

método.  

El sistema dado es equivalente al sistema que se obtiene al eliminar, por ejemplo, la primera ecuación:  

1

2 3

x y z

y z

+ = +
 = +

 ⇔ 

1 2

2 3

x k

y k

z k

= − −
 = +
 =

 

Por tanto, las soluciones son x = −1−2k; y = 2 + 3k; z = k. 

 

3.11. Resuelve, por el método de Cramer, los siguientes sistemas: 

a)  {2 3 0
2 1

x y
x y

+ =
+ = −   b)  { 3 4

2 2 3
x y
x y

− =
− + =   c) { 5 4 2

5 2
x y x

y x
− + = −

+ = −  d) {7 8
3 2 5

x y
y x

+ = −
− =  

a) det (C1, C2) = 2 3
1 2

 = 4 − 3 = 1 ≠ 0; x = 

0 3
1 2

1

−
 = 3; y = 

2 0
1 1

1

−
 = −2 

b) det (C1, C2) = 3 1
2 2

−
−  = 4 ≠ 0; x = 

4 1
3 2 11

4 4

−

=  ; y = 

3 4
2 3 17

4 4

−
=  

c) det (C1, C2) = 1 5 6
1 1

=−  ≠ 0; x = 

4 5
7 1 13

6 2

−
=  ; y = 

1 4
1 7 1

6 2

− − −=  

d) det (C1, C2) = 7 1 23
2 3

=−  ≠ 0; x = 

8 1
5 3 29

23 23

−
−=  ; y = 

7 8
2 5 19

23 23

−
−

=
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3.12. (PAU) Averigua para qué valores del parámetro b el siguiente sistema es de Cramer. 

2 2 1

2 3

4 3 1 0

x by z

x y

x b

− + = −
 + =
 + − =

 

El sistema es de Cramer para cualquier valor de b, ya que 
2 2
2 1 0 8 0
4 0 0

b−
= − ≠ . 

2

1 2 2 1 2 2 1
3 1 0 2 3 0 2 1 3

1 3 0 0 4 1 3 0 4 0 1 31 3 3 5 3 8 3
, ,

8 4 8 2 8 4

b b

b b bb b b b
x x x

− − − − −

− − −− + + −= = = = = =
− − −

 

 

3.13. Encuentra la solución a los siguientes sistemas, utilizando la regla de Cramer. 

a)

2

2 1

2 0

x y z

x y z

x y z

− + + =
 + − =
 − + =

   c) 

2

2 2 1

3 3 1

x y z

x y z

x y z

− + + =
 + + = −
 + + =

   e) 

2 0

2 0

1

1

x y t

y z t

z t

z t

+ − =
 + + =
 + =
 − =

 

b) 

3 2 2 4

4 1

2 5 6 7

x y z

x z

x y z

− − =
− + = −
 − − = −

  d) 

2 3 1

3 2 0

4 4 1

x y z

x y z

x y z

− + =
 + + =
 + + =

   f) 1

1

x y a

y z a

x z a

+ =
 + = +
 + = −

 

a) 
1 1 1

1 2 1 9
2 1 1

−
− = −

−
; 

2 1 1 1 2 1 1 1 2
1 2 1 1 1 1 1 2 1
0 1 1 2 0 1 2 1 0

0, 1, 1
9 9 9

x y z

− −
− −

− −
= = = = = =

− − −
 

b) 
3 2 2
1 0 4 46

2 5 6

− −
− =

− −
; 

4 2 2 3 4 2 3 2 4
1 0 4 1 1 4 1 0 1
7 5 6 2 7 6 2 5 7 1

3, 2,
46 46 46 2

x y z

− − − −
− − − − −
− − − − − − −

= = = = = =  

c) 
1 1 1
2 2 1 0
3 3 1

= . No se puede utilizar la regla de Cramer. Como 
 
 − =
 
 

1 1 1 2
rg 2 2 1 1 3

3 3 1 1
, el sistema es 

incompatible. 

d) 
2 1 3
3 2 1 7
4 1 4

−
= ; 

1 1 3 2 1 3 2 1 1
0 2 1 3 0 1 3 2 0
1 1 4 4 1 4 4 1 11 2

0, ,
7 7 7 7 7

x y z

− −

−= = = = = =  

e) 

1 2 0 1
0 1 1 2 2
0 0 1 1
0 0 1 1

−
= −

−

; 

0 2 0 1 1 0 0 1 1 2 0 1 1 2 0 0
0 1 1 2 0 0 1 2 0 1 0 2 0 1 1 0
1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

2, 1, 1, 0
2 2 2 2

x y z t

− − −

− − −
= = = = − = = = =

− − − −
 

f) 
1 1 0
0 1 1 2
1 0 1

= ; 

1 0 1 0 1 1
1 1 1 0 1 1 0 1 1
1 0 1 1 1 1 1 0 13

, , 1
2 2 2 2 2 2

a a a
a a a
a a aa a a

x y z

+ + +
− − −−= = = = = = −
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3.14. Estudia la compatibilidad y resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones. 

a) 

3 5

2 2 0

3

x y z

x y z

y z

+ − =
 − + =
 + =

    b) 

2 1

2 3 4

4 3 7

x y z

x y z

x y z

− + =
 + + =
 − + =

   

a) Formamos la matriz de coeficientes M y la matriz ampliada M* y estudiamos sus rangos: 

M = 
3 1 1
2 1 2
0 1 1

− 
 −
 
 

, M* = 
3 1 1 5
2 1 2 0
0 1 1 3

− 
 −
 
 

;  

rg(M) = rg(M*) = 3, ya que  
3 1 1
2 1 2 13 0
0 1 1

−
− = − ≠ .  

El sistema es compatible determinado. 

5 1 1 3 5 1 3 1 5
0 1 2 2 0 2 2 1 0
3 1 1 0 3 1 0 1 312 34 5

, ,
13 13 13 13 13 13

x y z

− −
− −

= = = = = =
− − −

 

 

b) M = 
1 2 1
2 3 1
4 1 3

− 
 
 − 

, M* = 
1 2 1 1
2 3 1 4
4 1 3 7

− 
 
 − 

;  

rg(M) = 2, ya que  
1 2 1
2 3 1 0
4 1 3

−
=

−
 y 1 2 0

2 3
− ≠ ; rg(M*) = 3, ya que  

1 2 1
2 3 4 0
4 1 7

−
≠

−
. 

El sistema es incompatible. 

 

 

3.15. (PAU) Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones, estudiando previamente su compatibilidad. 

3 2 4 8

2 3 3 4

3 5 6

4 4 6 18

x y z

x y z

x y z

x y z

− + =
 + − =
 − − = −
 + + =

 

Formamos la matriz de coeficientes M y la matriz ampliada M* y estudiamos sus rangos. 

M = 

3 2 4
2 3 3
1 3 5
4 4 6

− 
 −
 − −
 
 

, M* = 

3 2 4 8
2 3 3 4
1 3 5 6
4 4 6 18

− 
 −
 − − −
 
 

;  

rg(M) = 3, ya que 
3 2 4
2 3 3
1 3 5

−
−

− −
 ≠ 0 y rg(M*) = 3, ya que |M*| = 0 

Como rg(M) = rg(M*) = número incógnitas, el sistema es compatible determinado y tiene solución única. 

Por otra parte, podemos eliminar la cuarta ecuación por depender linealmente de las otras tres anteriores ya que 

|M*| = 0, entonces el sistema dado es equivalente al sistema: 

3 2 4 8

2 3 3 4

3 5 6

x y z

x y z

x y z

− + =
 + − =
 − − = −

 

Resolviendo por Cramer: x = 2, y = 1, z = 1.
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3.16.  Resuelve el siguiente sistema: 

2 0

5 3 0

3 0

x y z

x y z

x y z

− + =
 + − =
 + − =

 

Como 
1 2 1
1 5 3
3 1 1

−
−
−

 = 0  y 1 2 0
1 5

− ≠ , entonces rg(M) = 2, así que el sistema es compatible indeterminado. 

Eliminamos la última ecuación y transformamos el sistema en el siguiente: 
2

5 3

x y z

x y z

− = −
 + =

. 

Resolviendo por Cramer, obtenemos la solución: x = 
1

7
λ ; y = 

4

7
λ ; z = λ . 

3.17. (PAU)  Resuelve el siguiente sistema:  

3 0

2 0

0

2 2 0

x y z t

x y z t

x z t

x z t

+ − + =
 + + − =
 + + =
 − + =

  

Sea M la matriz de coeficientes. Calculamos su rango, hallando su determinante. 

|M| = 

1 3 1 1
1 1 1 2
1 0 1 1
2 0 1 2

−
−

−
31 2F F−⎯⎯⎯⎯→

2 0 4 7
1 1 1 2
1 0 1 1
2 0 1 2

− −
−

−

 = 
2 4 7
1 1 1
2 1 2

− −

−
 = − 27 ≠ 0 

Por tanto, rg(M) = 4 = número de incógnitas. 

El sistema tiene solo la solución trivial  x = 0;  y = 0;  z = 0;  t = 0. 

 

3.18. Estudia la posición relativa de los siguientes pares de rectas en el plano. 

a)  
: 2 3 7

' : 4 7

r x y

r x y

+ =
 − =

       c) 
: 2 1

' : 2 4 2

t x y

t x y

+ =
 + =

 

b) 
: 2 1

' : 2 5

s x y

s x y

+ =
 + =

          d) 
: 7 2 7

' : 3 4 3

u x y

u x y

+ =
 − =

 

Para cada sistema formamos las matrices de coeficientes M y ampliada M* y estudiamos sus rangos: 

a) rg(M) = 2; rg(M*) = 2; el sistema es compatible determinado, las rectas son secantes, el punto de corte es la 
solución del sistema, x = 2; y = 1. Por tanto, el punto P(2, 1) es el único punto común a las dos rectas r y r’. 

b) rg(M) = 1; rg(M*)  = 2; el sistema es incompatible, no tiene solución; por tanto, no existe ningún punto común a 
las rectas s y s’. En consecuencia, las rectas son paralelas. 

c) rg(M) = 1; rg(M*) = 1; el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones, es decir, infinitos 
puntos comunes, por tanto, las rectas t y t’ son coincidentes. 

d) rg(M) = rg(M*) = 2; el sistema es compatible determinado, las rectas son secantes, se cortan en P(1, 0). 

 

3.19. Escribe los sistemas de ecuaciones correspondientes a las situaciones y las rectas representadas en las 
siguientes figuras: 

a)       b)  
 

 

 

 

 

 

a) 
2 0

2 3

x y

x y

− =
 − =

                                         b) 
2 1

5

x y

x y

− =
 + =
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3.20.  (PAU) Dado el sistema de ecuaciones lineales  
2

1

x ay

ax y a

− =
 − = +

 

a) Discute el sistema según los valores de a. 

b) Resuélvelo cuando la solución sea única. 

a)  21 1 0
1
aM a

a
−= = − =−    a = 1 ó a = −1 

1.er caso: ∀ a ∈ R − {1, −1}    rg(M)  = 2 = rg(M*), el sistema es compatible determinado. 

2.º caso: Para a = 1    rg(M)  = 1 = rg(M*), el sistema es compatible indeterminado. 

3.er caso: Para a = −1   rg(M)  = 1 ≠ rg(M*)  = 2, el sistema es incompatible. 

 Para a ∈ R − {1, −1} resolvemos este sistema por Cramer: x = 
2

2

2 2

11

a a a

aa

− − +=
+−

; y = 
2

1 1

11

a

aa

− + −=
+−

 

3.21. Considera el siguiente sistema de ecuaciones: 
2

2 3 2

2 5 4 1

3 3

x y z

x y z

x y a z a

 + + =
 + + = −
 + + =

. Determina para qué valores del 

parámetro real a es compatible y resuélvelo cuando tenga más de una solución. 

2

2

1 2 3
2 5 4 1
1 3

M a
a

= = −    a = 1 ó a = −1. 

1.er caso: ∀ a ∈ R − {1, −1}    rg(M) = 3 = rg(M*), el sistema es compatible determinado. 

2.º caso: Para a = 1    rg(M) = 2 ≠ rg(M*) = 3, el sistema es incompatible. 

3.er caso: Para a = −1   rg(M) = 2 = rg(M*), el sistema es compatible indeterminado. 

Resolvemos en el caso en que a = −1. Eliminando por ejemplo la segunda ecuación, obtenemos el 

sistema:
+ = −

 + = − −

2 2 3

3 3

x y z

x y z
. La solución es: x = 12 7− λ ; y = 5 2− + λ ; z = λ . 

3.22. Dado el siguiente sistema de ecuaciones: { 1
2 1

mx y
x my m

− =
− = −  

a) Discute el sistema, según los distintos valores del parámetro m. 

b) Interprétalo geométricamente. 

a) Sean 1 1 1, *
1 1 2 1
m mM M

m m m
− −   = =   − − −   

; ( ) = − = = ±2det 1 0  si 1M m m  

Si m =1, rg(M) = 2 ≠ rg(M*) = 3 =1 rg(M*), el sistema es compatible indeterminado. 

Si m =–1, rg(M) = 2 ≠ rg(M*) = 3 =1< rg(M*) =2, el sistema es incompatible. 

Para cualquier otro valor, el sistema es compatible determinado. 

b) Si { }1, 1m ≠ − : son dos rectas secantes. 

Si m = 1: son dos rectas coincidentes. 

Si m = –1: son dos rectas paralelas. 

3.23. (PAU) Discute y resuelve según los distintos valores del parámetro a, el siguiente sistema. 

1

2 2

x y az

x z

+ + =
 + =

 

   = =   
   
1 1 1 1 1rg 2 rg
2 0 1 2 0 1 2

a a . El sistema es compatible indeterminado, para cualquier valor de a. 

La solución es 
( )1 22

, ,
2 2

a
x y z

λ −− λ= = = λ
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EJERCICIOS 

 
Método de Gauss 

 

3.24. Resuelve por el método de Gauss los siguientes sistemas. 

a) 

2 1

2 2 2

1

x y z

x y z

x y z

+ + =
 + + =
 + + =

  b) 

2 3 1

2 0

3 1

x y z

y z

x y

+ + =
 + =
 + =

  c) 

1

1

1

x y z

x y z

x y z

+ − =
 − + =
− + + =

   d) 

3 2 4 8

2 3 3 4

3 5 6

4 4 6 18

x y z

x y z

x y z

x y z

− + =
 + − =
 − − = −
 + + =

  

a) 

+ + =
 + + =
 + + =

2 1

2 2 2

1

x y z

x y z

x y z
22 1

3 1

E E
E E

−
−

⎯⎯⎯⎯→  

2 1
2 1

3 0
0

0

x y z
x y z

y
y

y

+ + =
+ + =− = → − =− =

   

Vemos que el número de ecuaciones no triviales es 2 y que el número de incógnitas es 3, por tanto, el sistema 
es compatible indeterminado. 

Si a z le damos el valor λ, entonces x = 1 − λ, e y = 0. Por tanto, las soluciones son: x = 1 − λ; y = 0; z = λ. 

b) 

2 3 1 2 3 1 2 3 1

2 0 2 0 2 0

3 1 3 0 0

x y z x y z x y z

y z y z y z

x y y z z

+ + = + + = + + =  
  + = → + = → + =  
  + = − = =  

 

El sistema es compatible determinado.  Solución: x = 1; y  = 0; z = 0 

c) 

1 1

1 2 2 0

1 2 2

x y z x y z

x y z y z

x y z y

+ − = + − = 
 − + = → − = 
 − + + = = 

 

El sistema es compatible determinado. Solución: x =1, y =1, z =1 

d)
21 3 2 1 4 2 3
3 9 73 1 3 2
44 1

3 5 63 2 4 8 3 5 6 3 5 6
9 7 162 3 3 4 2 3 3 4 9

3 5 6 3 2 4 8 7 19 26
4 4 6 18 4 4 6 18 16 26 42

F F F F F F F

F F F F

F F

x y zx y z x y z x y z
y zx y z x y z y

x y z x y z y z
x y z x y z y z

↔ − = +
− −
−

− − = −− + = − − = −  − − = − + =  + − = + − =⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→  − − = − − + = + =  + + = + + =   + =

7 16

122 122

z

z


 + =
 =

  

El sistema es compatible determinado. La solución es x = 2; y = 1; z = 1 

3.25. (PAU) De los siguientes sistemas, analiza la compatibilidad y resuelve por el método de Gauss los que 
sean determinados: 

a) 

8 4 9

5 2 4 6

1

x y z

x y z

x y

+ + =
 − + =
 + =

   b) 

6 3 6

6 8 10

2 5 5 4

x y z

x y

x y z

− + =
− + = −
 − − =

  c) 

1

3 4 5

7 3 8

x y z

x y

x y z

+ + =
 − =
 − − =

 

a) 

8 4 9 8 4 9

5 2 4 6 3 3 3

1 1

x y z x y z

x y z x y

x y x y

+ + = + + = 
 − + = → + = 
 + = + = 

, restando 1 2F F− .  

Como la segunda ecuación y la tercera son equivalentes, el sistema es compatible indeterminado. 

b) 

6 3 6 6 3 6 6 3 6

6 8 10 7 3 4 7 3 4

2 5 5 4 14 18 6 12 2

x y z x y z x y z

x y y z y z

x y z y z z

− + = − + = − + =  
  − + = − → + = − → + = −  
  − − = + = − =  

 

El sistema es compatible determinado. La solución es 
17 9 1

, ,
21 14 6

x y z
−= = = . 

c) 

1 1 1

3 4 5 3 4 5 3 4 5

7 3 8 10 2 11 23 27

x y z x y z x y z

x y x y x y

x y z x y x

+ + = + + = + + =  
  − = → − = → − =  
  − − = + = =  

 

El sistema es compatible determinado. La solución es 
27 17 9

, ,
23 46 46

x y z
−= = = .
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3.26. (PAU) Resuelve, por el método de Gauss, el siguiente sistema, dejando como parámetros libres las 
incógnitas de mayor subíndice. 

1 2 3 4 5

1 3 5

1 2 4 5

1 2 3 4

0

0

3 2 0

2 0

x x x x x

x x x

x x x x

x x x x

+ − + − =
 + − =
 + + − =
− + − + =

 

1 2 3 4 5

1 3 5

1 2 4 5

1 2 3 4

0

0

3 2 0

2 0

x x x x x

x x x

x x x x

x x x x

+ − + − =
 + − = → + + − =
− + − + =

1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

2 3 4
2 3 4 3 5 2 5 4 1

2 3 4 5
3 5

2 3 4 5

0
0

2 0
2 0 , 2 , 0

2 3 2 0
0

2 3 2 0

x x x x x
x x x x x

x x x
x x x x x x x x x

x x x x
x x

x x x x

+ − + − =
+ − + − = − + = → − + = → = = − = − + − = − + = − + − =

 

Solución: 1 2 3 4 50, 2 , , ,x x x x x= = μ − λ = μ = λ = μ  

 
Método de la matriz inversa 

3.27. (PAU) Resuelve por el método de la matriz inversa los siguientes sistemas: 

a) 
2 4

3 4 1

x y

x y

− =
 + =

   c)  

0

2 3 0

1

x y z

x y z

x y z

+ + =
 − − =
 + − =

    e) 

2 3 1

2 0

2 3

x y z

x y z

x y z

− − =
 − + =
 + + =

 

b) 

1

2 3 2 2

3

x y z

x y z

x y z

− + =
 − + =
 + + =

     d) 
5 2 6

2

x y

x y

− =
 + =

       f) 

4 5 3 0

1

1

x y z

x y z

x y

− + =
 − + =
 + =

 

a) 1 12 1 4 1;
3 4 3 211

A A−−   = =   −   
. 1

17
14 4 4 1 4 11

1 1 3 2 1 1011
11

x xA A
y y

−

 
           =  = = =            − −            
 

 

b) 
1 1 1 1
2 3 2 2
1 1 1 3

x
y
z

−    
    − =
    
    

. La matriz 
1 1 1
2 3 2
1 1 1

− 
 −
 
 

no tiene inversa. Por tanto, el sistema no puede resolverse por 

este método. 

Utilizando el método de Gauss: 

1 1

2 3 2 0 0

3 2 2

x y z x y z

x y z y

x y z y

− + = − + = 
 − + = → − = 
 + + = = 

. El sistema es incompatible. 

c) 1
1 1 1 4 2 21
2 1 3 ; 1 2 5

61 1 1 3 0 3
A A−

−   
   = − − = − − 
   − −   

1

34 2 2 01 5
1 2 5 0

6 63 0 3 1
1

2

x
y
z

− 
 

−      
      = − − =
      −     − 

 
 

 

d) 1 15 2 1 2;
1 1 1 57

A A−−   = =   −   
. 1

10
16 6 1 2 6 7

2 2 1 5 2 47
7

x xA A
y y

−

 
           =  = = =            −            
 

 

e) 1
1 2 3 3 1 71
1 1 2 ; 3 7 5

182 1 1 3 5 1
A A−

− − − − −   
   = − = − 
   − −   

4

33 1 7 11 2
3 7 5 0

18 33 5 1 3
1

3

x
y
z

 
 

− − −      
      = − =
    −  −     − 

 
 

 

f) 1
4 5 3 1 3 21
1 1 1 ; 1 3 1

31 1 0 2 9 1
A A−

− − −   
   = − = − − 
   − −   

1

31 3 2 01 4
1 3 1 1

3 32 9 1 1
8

3

x
y
z

− 
 

− −       
       = − − =
     −  −       

 
 
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3.28.  (PAU) Resuelve los siguientes sistemas por el método de Cramer: 

a) 

3

7

1

x y z

x y z

x y z

− + + =
 − + =
 + − =

        f) 

4 8 8

4 8 76

8 4 110

x y z

x y z

x y z

+ − = −
 + − =
 − − =

 

b) 

11

2 5

3 2 24

x y z

x y z

x y z

+ + =
 − + =
 + + =

     g) 

2

2 3 5 11

5 6 29

x y z

x y z

x y z

+ + =
 + + =
 − + =

 

c) 

6

4

5

x y z

x z

y z

+ + =
 + =
 + =

      h) 

12

11

29

x y

y z

x z

+ =
 + =
 + =

 

d) 

3

2 3 15

3 12

x y z

y z

x y

− + =
 + =
 + =

      i) 

2 15

5 5 16

4 20

x y z

x y z

x y z

+ − =
 − + =
 + + =

 

e) 

2 3 16

3 2 10

2 3 4

x y z

x y z

x y z

+ − = −
 + − = −
 − + = −

     j) 

2 9

2 4 4

2 6 1

x y z

x y z

x y z

+ − =
 − + =
 − + = −

 

Resolvemos el primer sistema siguiendo todos los pasos. En los demás, por ser análogo el proceso, daremos 
únicamente la solución. 

a) 
1 1 1

1 1 1 4
1 1 1

−
− =

−
; 

3 1 1 1 3 1 1 1 3
7 1 1 1 7 1 1 1 7
1 1 1 1 1 1 1 1 116 8 20

4; 2; 5
4 4 4 4 4 4

x y z

− −
− −

− −
= = = = = = = = =  

b) x = 4; y = 5,  z = 2      

c) x = 1; y = 2,  z = 3      

d) x = 3 y = 3,  z = 3      

e) x = 1; y = 5,  z = 9      

f) x = 16; y = 2,  z = 4  

g) x = 1; y = -2,  z = 3 

h) x = 15; y = -3,  z = 14  

i) x = 5; y = 4,  z = –1  

j) x = 6; y = −2,  z = − 5

2
 

 

Teorema de Rouché − Fröbenius 
 

3.29. (PAU) Estudia la compatibilidad y el número de soluciones del siguiente sistema aplicando el teorema de 
Rouché. 

2 1

2 2 2

3 3 3 3

x y z

x y z

x y z

+ + =
 + + =
 + + =

 

La tercera ecuación se puede suprimir, ya que es la suma de las dos anteriores. 

1 2 1 1 2 1 1, *
2 1 2 2 1 2 2

M M   = =   
   

. Como rg M = rg M* = 2, el sistema es compatible indeterminado. 

La solución es 1 , 0,x t y z t= − = = .
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3.30. (PAU) Estudia la compatibilidad y el número de soluciones del siguiente sistema aplicando el teorema de 
Rouché. 

2 1

2 2 2

3 3 3 4

x y z

x y z

z y z

+ + =
 + + =
 + + =

 

 

La matriz de los coeficientes, M, y la ampliada, M*, son: 

M = 
1 2 1
2 1 2
3 3 3

 
 
 
 

, M* = 
1 2 1 1
2 1 2 2
3 3 3 4

 
 
 
 

 

rg(M) = 2, ya que la columna C3 es igual que C1 y las dos primeras columnas no son proporcionales. 

rg(M*) = 3, pues det (C1, C2, B) ≠ 0 

El sistema es incompatible, ya que rg (M) ≠ rg (M*). 

 

3.31.  (PAU) Sean S y S’ dos sistemas de ecuaciones lineales con la misma matriz de coeficientes. Se pide: 

a) Justifica con un ejemplo que uno de los sistemas puede ser compatible y el otro incompatible. 

b) Si ambos sistemas son compatibles, ¿puede ser uno determinado y el otro indeterminado? Razona tu 
respuesta. 

a) 

+ + =
 − + =
 + + =

2 5

1

2 2 6

x y z

x y z

z y z

 es compatible indeterminado ya que E3 = E1 + E2. 

    

+ + =
 − + =
 + + =

2 5

1

2 2 3

x y z

x y z

z y z

 es incompatible y, en cambio, tiene la misma matriz de coeficiente. 

b) Si un sistema es compatible determinado: rg(M) = rg(M*) = n siendo M la matriz de los coeficientes, M* la 
matriz ampliada y n el número de incógnitas; mientras que si es indeterminado: rg(M) = rg(M*) < n. 

Por tanto, como la matriz M es la misma para los dos sistemas, no es posible que uno sea determinado y otro 
indeterminado. 

 

3.32. (PAU) Aplica el teorema de Rouché−Fröbenius para decir cómo es el siguiente sistema. 

ax by cz a b c

bx cy az a b c

cz ay bz a b c

+ + = + +
 + + = + +
 + + = + +

 

 

Hallamos el rango de la matriz ampliada M*: 

M*=
a b c a b c
b c a a b c
c a b a b c

+ + 
 + +
 + + 

4 1 2 3C C C C− − −⎯⎯⎯⎯⎯→
0
0
0

a b c
b c a
c a b

 
 
 
 

 

 

Se verifica que rg(M) = rg(M*). Por tanto, el sistema es compatible. 

Una solución evidente es x = 1, y = 1, z = 1. 

Según como sean a, b y c, habrá más soluciones o no. 

Si |M| ≠ 0, esta es la única solución. 

Si |M| = 0, habrá más soluciones distintas de la dada
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3.33.  Para cada uno de los siguientes sistemas: 

I. 
3 1

2 3

x y z

x y

− + = −
 + =

       II. 
2 1

3 4

x z

x z

+ = −
 + =

        III. 
3 2 0

2 2

x y z

y z

− − − =
 − = −

       IV. 

2 1

3 2

3 2 5 1

x y z t

x y t

x y z

+ + − =
 − + =
 − + = −

  

a) Añade una ecuación de forma que el sistema resultante sea incompatible. 

b) Añade una ecuación de forma que el sistema resultante sea compatible indeterminado. 

a) Añadimos a cada sistema la ecuación resultante de la suma de las otras, sumando 1 al término independiente. 
Por ejemplo, en el primer sistema la suma de ambas ecuaciones sería 2 2x y z− + = , por lo que la ecuación que 

añadiremos será 2 3x y z− + = . 

b) Añadimos a cada sistema la ecuación resultante de la suma de las otras. 

 

Sistemas homogéneos 

3.34. (PAU) Discute y resuelve el siguiente sistema: 

3 14 0

2 2 3 0

3 3 5 6 0

x y z t

x y z t

x y z t

− + + =
 − + + =
 − + + =

 

1 1 3 14 0
2 2 3 1 0
3 3 5 6 0

− 
 −
 − 

 22 1
33 1

F F
F F

−
−

⎯⎯⎯⎯→
1 1 3 14 0
0 0 3 27 0
0 0 4 36 0

− 
 − −
 − − 

 1
23

1
34

F

F

−

−

⎯⎯⎯→  
1 1 3 14 0
0 0 1 9 0
0 0 1 9 0

− 
 
 
 

3 2F F−⎯⎯⎯⎯→
1 1 3 14 0
0 0 1 9 0
0 0 0 0 0

− 
 
 
 

 

El sistema dado es equivalente a 
− + + =

 + =

3 14 0

9 0

x y z t

z t
. Sistema compatible indeterminado. 

Haciendo 
t

y

= μ
 = λ

, se obtiene la solución 

13

9

x

y

z

t

= λ + μ
 = λ
 = − μ
 = μ

 

3.35. (PAU) Discute y resuelve los siguientes sistemas: 

a) 

2 3 2

2 4

4 12 5

x y z z

x y z x

x y z y

+ + =
 − + =
 + − =

     b) 

0

0

3 0

0

x y z t

y z

x t

x y z

− + − =
 + =
 + =
 + + =

 

a) Operando en las ecuaciones, y colocando la segunda ecuación en primer lugar se obtiene el sistema: 

− + =
 + + =
 + − =

4 0

2 3 0

4 11 5 0

x y z

x y z

x y z

 

1 1 4 0
2 3 1 0
4 11 5 0

− 
 
 − 

22 1F F−⎯⎯⎯⎯→
1 1 4 0
0 5 7 0
4 11 5 0

− 
 −
 − 

3 14F F−⎯⎯⎯⎯→
1 1 4 0
0 5 7 0
0 15 21 0

− 
 −
 − 

33 2F F−⎯⎯⎯⎯→
1 1 4 0
0 5 7 0
0 0 0 0

− 
 −
 
 

 

El sistema es compatible indeterminado. Su solución es x = − 
13

5

λ
; y = 

7

5

λ
;  z = λ . 

b) 

1 1 1 1 0
0 1 1 0 0
3 0 0 1 0
1 1 1 0 0

− − 
 
 
 
 

33 1
4 1

F F
F F

−
−

⎯⎯⎯⎯→

1 1 1 1 0
0 1 1 0 0
0 3 3 4 0
0 2 0 1 0

− − 
 
 −
 
 

33 2
24 2

F F
F F

−
−

⎯⎯⎯⎯→

1 1 1 1 0
0 1 1 0 0
0 0 6 4 0
0 0 2 1 0

− − 
 
 −
 − 

1
4 33

F F−
⎯⎯⎯⎯→

1 1 1 1 0
0 1 1 0 0
0 0 6 4 0

1
0 0 0 0

3

− − 
 
 −
 − 
 

 

rg (M) = 4 = número de incógnitas, luego el sistema lineal homogéneo no tiene más solución que la trivial:  
x = 0; y = 0; z = 0; t = 0.
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Interpretación geométrica de sistemas de dos ecuaciones con dos incógnitas 
 

3.36. (PAU) Estudia las posiciones relativas de los siguientes pares de rectas: 

a)  
: 2 4

' : 2 1

r x y

r x y

− =
 − =

       e) 
: 5 3

' : 3 2

s x y

s x y

+ =
 − =

 

b) 
: 2 1

' : 4 2 2

t x y

t x y

− =
 − =

       f) 
: 2 2

' : 2 6

k x y

k x y

− =
 − =

 

c) 
3

: 4
2

' : 2 3 4

l x y

l x y

 − =

 − =

       g) 
: 2 5

' : 3 2

m x

m y

=
 =

 

d) 
:

' :

n y x

n y x

=
 = −

      h) 
: 6 3 4

' : 3 3 4

p x y

p x y

− =
 − =

 

Para cada sistema formamos las matrices de coeficientes M y ampliada M*: 

a) rg(M) = 2; rg(M*) = 2, el sistema es compatible determinado, las rectas son secantes, el punto de corte es la 

solución del sistema, 
2 7

,
3 3

x y
− −= = . 

b) rg(M) = 1; rg(M*) = 1, el sistema es compatible indeterminado, las rectas son coincidentes. 

c) rg(M) = 1; rg(M*) = 2, el sistema es incompatible y las rectas son paralelas. 

d) rg(M) = 2; rg(M*) = 2, el sistema es compatible determinado, las rectas son secantes, el punto de corte es la 
solución del sistema, x = 0, y = 0. 

e) rg(M) = 2; rg(M*) = 2, el sistema es compatible determinado, las rectas son secantes, el punto de corte es la 

solución del sistema, 
19 1

,
8 8

x y= = . 

f) rg(M) = 1; rg(M*) = 2, el sistema es incompatible y las rectas son paralelas. 

g) rg(M) = 2; rg(M*) = 2, el sistema es compatible determinado, las rectas son secantes, el punto de corte es la 

solución del sistema, 
5 2

,
2 3

x y= = . 

h) rg(M) = 2; rg(M*) = 2, el sistema es compatible determinado, las rectas son secantes, el punto de corte es la 

solución del sistema, 
4

0,
3

x y
−= = . 

 

3.37. En cada caso, escribe un sistema de ecuaciones lineales que se corresponda con las situaciones 
descritas en las figuras. 

a)                                      b)                                      c)                                         d) 

 

 

 

a) 
3 4 6

2 8

x y

x y

− = −
 + =

  b)
2 4 6

2 3

x y

x y

− = −
 − = −

  c) 
1

3

x y

x y

+ =
 + =

   d) 
2 4

2

x y

x y

− = −
 + =
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Sistemas que dependen de parámetros 

3.38. (PAU) Discute y resuelve, según los valores del parámetro, los siguientes sistemas: 

a) 

2

3 4

3 2

x y a

ax y

x y

− =
 + =
 − =

  e)

1

2 2

1

x ay z

x y az

x y z a

+ − =
 + − =
 − − = −

  i) 

2 2

2 3 2

5 6

x y z

x y z

x y az

+ + =
 − + =
 − + =

   m)

0

2 0

3 10 4 0

ax y z

x y z

x y z

+ − =
 + + =
 + + =

 

b) 
2 2

2

1

0

a x a y az

x a y z

 + + =


+ + =
 f)

1

2 2

3

x y z

x y z

x y z

+ λ + =
 − + λ =
 + + λ =

  j) 1

1

ax y z a

x ay z

x y az

+ + =
 + + =
 + + =

   n) 

2

2 3

4 1

x z

ax y z

x ay z

− + =
 + + =
 + − =

 

c) 

2 5

3

5 7

x y

x ay a

x ay

+ =
 − =
 + =

  g) 

4 0

1 0

1 0

ax y z

x y z

x ay z

+ + − =
 + + + =
 − + − =

 k) 
2

1ax y z

x ay z a

x y az a

 + + =
 + + =
 + + =

   ñ) 

2 3 5

2 1

3

x y

x y

ax y

+ =
 + =
 + =

 

d)

2 3 2 0

0

8 4 0

a x y z

ax y z

x y z

 + + =
 − + =
 + + =

 h) 

1

3

x y z

ax y z a

x ay z a

+ − =
 − + =
 − + =

  l)

2

3

3

x y z

x y z

x y z

+ α + = α +
 + + α =
 + + = α

  o) 

23 3

5 1

4 2

x y z

x y z

x y z

 + − = λ
 − + =
λ − − = λ

 

a) M = 
2 1

3
3 1
a

− 
 
 − 

, M* = 
2 1

3 4
3 1 2

a
a

− 
 
 − 

; rg(M) =2,  rg(M*) =2 si |M*| = 0, es decir, si a = 1 ó a = –8. 

Si a = 1, la solución es x = 1, y = 1. Si a = –8, es x = 10, y = 28. Si a ∈ R − {1, −8}, el sistema es incompatible. 

b) M = 
2²

1 ² 1
a a a

a
 
 
 

;  M* = 
2² 1

1 ² 1 0
a a a

a
 
 
 

. Para a = 0 ó para a = 1, rg(M) = 1. Para cualquier a, rg(M*) = 2. 

• ∀ a ∈ R − {0, 1}, rg(M) = 2 = rg(M*). El sistema es compatible indeterminado. Aplicando la regla de Cramer, se 

obtiene: x =
( )
( )

2 1 1

1

a k a

a a

− +
−

;  y = k; z = 
( )
( )

2 2 1 1

1

a k a

a a

− +
−

. 

• Si a = 0, a = 1, el sistema es incompatible. 

c) |M*| = −a² + 43a − 42  = 0  a = 1; a = 42. 

• ∀ a ∈ R − {1, 42}; |M*| ≠ 0, rg(M*) = 3; como rg(M) = 2, el sistema es incompatible. 

• Para a = 1, rg(M)  = rg(M*) = 2, el sistema es compatible determinado; y tiene solución única: x = 1, y = 2. 

• Para a = 42, rg(M)  = rg(M*) = 2, el sistema es compatible determinado: 
49 9

.
8 16

x y= = − . 

d) |M*| = − 5a² − 10a + 40 = −5(a − 2) (a + 4) = 0  a = 2; a = −4. 

• ∀ a ∈ R − {2, −4} , rg(M) = 3. El sistema únicamente tiene la solución trivial, x = 0; y = 0; z = 0 

• Para a = 2, 

4 3 2 0
4 3 2

2 0
2

8 4 0

x y z
x y z

x y z
x y z

x y z

+ + =
+ = − − + = → →  − = − + + =

, 0,
2

k
x y z k= − = =  

• Para a = −4, 

16 3 2 0
4

4 0
8 4

8 4 0

x y z
x y z

x y z
x y z

x y z

+ + =
− − = −− − + = → →  + = − + + =

5
, 6 ,

4

k
x y k z k= − = =  

e) |M| = −a² + a + 2;   |M| = 0 ⇔ a = 2, a = −1 

• Si a ≠ 2 y a ≠ −1. En este caso, |M| ≠ 0; rg(M)  = 3 = rg(M*). El sistema es compatible determinado.  

Por Cramer se obtiene: x = a; y = 
2

1

a

a

−
+

; z = 
2 1

1

a

a

−
+

. 

• Si a = −1: rg(M)  = 2 < rg(M*)  = 3. El sistema es incompatible. 

• Si a = 2: rg(M)  = rg(M*) =2, el sistema es compatible indeterminado 1, 0,x y z = λ + = = λ  

f) |M| = −(λ − 1) (λ + 3) = 0  1, 3λ = λ = −  

• Si λ ≠ 1 y λ ≠ −3. Sistema compatible determinado: x = 
2 2 5

² 2 3

k k

k k

− +−
+ −

; y = 
2( 2)

² 2 3

k

k k

−
+ −

; z = 
2(2 1)

² 2 3

k

k k

+
+ −

 

• Si λ = 1 ó λ = −3   rg(M) = 2; rg(M*) = 3. Sistema incompatible. 
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g) |M| = (a − 1) (a + 1) = 0  a = 1 ó a = –1. 

• Si a ≠ 1 y a ≠ −1, rg(M) = 3 = rg(M*). Sistema compatible determinado. x = 
5

1a −
; y = 

2

1a

−
+

; z = 
( ² 3 6)

( 1)( 1)

a a

a a

− + +
+ −

. 

• Si a = 1 ó a = –1, rg(M)  = 2 < rg(M*) = 3. Sistema incompatible. 

h) |M| = (a + 1)(a – 3) = 0  a = –1, a = 3 

• Si a ≠ –1 y a ≠ 3,  rg(M) = 3 = rg(M*). Sistema compatible determinado: x =1; y = 
1

3

a

a

−
−

; z =
1

3

a

a

−
−

. 

• Si a = –1, el sistema es compatible indeterminado. 
1 1

, ,
2 2

x y z= λ = − λ = −  

• Si a =3, rg(M) = 2 < rg(M*) = 3. Sistema incompatible 

i) |M|= 36 − 5a = 0  a = 
36

5
 

• Si a ≠ 36

5
, rg(M) = 3 = rg(M*). El sistema es compatible determinado: x = 

2(3 23)

5 36

a

a

−
−

, y = 
2 14

5 36

a

a

−
−

, z = 
2

5 36a −
 

• Si a = 
36

5
, rg(M) = 2 < rg(M*) =3. El sistema es incompatible. 

j) |M| = (a − 1)² (a + 2) = 0  a = 1, a =–2 

• Si a ≠ 1 y a ≠ –2, rg(M)  = 3 = rg(M*). Sistema compatible determinado. Solución x = 1; y = 0; z = 0. 

• Si a = 1. Sistema compatible indeterminado, cuya solución es , , 1x y z= λ = μ = − λ − μ  

• Si a = −2. rg(M) = 2; rg(M*) = 2. Sistema compatible indeterminado. , 1 , 1x y z= λ = − + λ = − + λ  

k) |M| = (a − 1)² (a + 2) = 0  a = 1, a = –2 

• Si a ≠ 1 y a ≠ –2, rg(M)  = 3 = rg(M*). Sistema compatible determinado: x = − 1

2

a

a

+
+

; y = 
1

2a +
; z = 

( 1)²

2

a

a

+
+

 

• Si a = 1. Sistema compatible indeterminado, cuya solución es , , 1x y z= λ = μ = − λ − μ . 

• Si a = −2. rg(M) = 2<  rg(M*) = 3. Sistema incompatible. 

l) |M| = (α − 1)² = 0  α = 1. 

• Si α  ≠ 1, el sistema es compatible determinado. Por Cramer se obtiene x = 3α + 5; y = −2; z = −3. 

• Si α = 1, es un sistema compatible indeterminado. Solución: , , 3x y z= λ = μ = − λ − μ . 

m) |M| = −2a − 5 = 0  a = − 5

2
 

• Si a ≠ − 5

2
  |M| ≠ 0. El sistema solo tiene la solución trivial: x = 0; y = 0; z = 0. 

• Si a = − 5

2
, el sistema se reduce a 

2

3 10 4

x y z

x y z

+ = −
 + =

. Solución: 2 , , 4x y z= λ = λ = − λ  

n) |M| = a² + 2a − 3 = 0  a =1, a = –3 

• Si a ∈ R − {1, −3} rg(M)  = 3 = rg(M*). Sistema compatible determinado:  x = 
1

1a

−
−

; y = 
3

1a −
; z = 

2 3

1

a

a

−
−

. 

• Si a = 1  rg(M)  = 2; rg(M*) = 3. Sistema incompatible. 

• Si a = −3  rg(M)  = 2; rg(M*) = 2. Sistema compatible indeterminado: 2, 3,x y z= λ − = λ − = λ  

ñ) El sistema solo tendrá solución si |M*| = 0  
6

7
a = , x = 7, y = –3. 

o) |M| = 12λ + 24;  |M| = 0       λ = −2 

• Si λ  ≠ −2, rg(M)  = 3, rg(M*) = 3. El sistema es compatible determinado. 

 x = 
3 ² 8 5

4( 2)

λ + λ +
λ +

;     y =
5 ³ 4 ² 13 4

12( 2)

λ + λ − λ −
λ +

;      z = 
³ ² 5 1

12( 2)

λ − λ − λ +
λ +

. 

• Si λ = −2  rg(M)  =2; rg(M*) = 3, el sistema es incompatible.
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3.39. (PAU) Discute y resuelve, según los valores del parámetro, los siguientes sistemas: 

a) 

( )

4 12 4 0

2 13 2 0

2 12 12 0

x y z

x y z

a x y z

 + + =
 − + =
 + − + =

    d) ( )
( )

2

2 3 0

1 1

y az a

a x y z

a y a

 + =
 − + + =
 − = −

 

b) ( )
( )

2 4

6 3 0

1 2 3

x y z a

a y z

a x y

 + − = −
 − + =
 + + =

      e) 

1

0

( 1) 1

x y

ay z

x a y az a

+ =
 + =
 + + + = +

 

c) ( )
0

2 2 5 0

4 0

x ay z

a x y z

x y

− − =
 − + + =
 + =

  

a) Para que un sistema lineal homogéneo tenga soluciones distintas de la trivial tiene que ocurrir que rg(M) < 3 

|M| = 76 (a − 10) = 0 si a = 10. 

1.er caso: ∀ a ∈ R − {10}, |M| ≠ 0, de donde rg(M) = 3; solo existe la solución trivial: x = 0, y = 0, z = 0. 

2.º caso: Si a = 10, 

4 12 4 0 3 0 2 2 0

2 13 2 0 2 13 2 0 0

12 12 12 0 0 0

x y z x y z x z

x y z x y z x z

x y z x y z y

+ + = + + = + =  
  − + = → − + = → + = →  
  − + = − + = =  

0

x k

y

z k

=
 =
 = −

 

El sistema es compatible indeterminado; existen infinitas soluciones que dependen de un parámetro. 

 

b) | M | = a² − 2a − 15 = (a − 5) (a + 3) = 0  a = 5; a = −3. 

1.er caso: ∀ a ∈ R − {−3, 5}, | M |≠ 0  rg(M) = 3 = rg(M*). El sistema es compatible determinado, tiene solución 

única para cada valor de a.   x = − 
3

3a +
; y = 

3( 2)

3

a

a

+
+

; z = 
(6 )( 2)

3

a a

a

− +
+

 

2.º caso: Para a = −3, rg(M) = 2 < rg(M*)= 3, el sistema es incompatible. 

3.er caso: Para a = 5, rg(M) = 2 = rg(M*):
1 2

, 3 ,
2

x y z
− λ= = λ = λ . El sistema es compatible indeterminado. 

c) | M | = 17 − 2a = 0  a = 
17

2
 

1.er caso: ∀ a ∈ R − 
17

2
 
 
 

  | M |≠ 0  rg(M) = 3. La solución es única, la trivial: x = 0, y = 0, z = 0. 

2.º caso: Para a = 
17

2
, el sistema es compatible indeterminado: , 4 , 35x k y k z k= = − = . 

d) | M |= a(a − 2) (a − 1) = 0  a = 0; a = 1; a = 2. 

1.er caso: ∀ a ∈ R − {0, 1, 2}, | M |≠ 0 y rg(M) = 3 = rg(M*). El sistema es compatible determinado; existe una 

única solución para cada valor del parámetro a.  x = − 2( 3)

( 2)

a

a a

+
−

 ; y = −1;  z = 
2a

a

+
 

2.º caso: Para a = 0 y a = 2, rg(M) = 2 < rg(M*)= 3. El sistema es incompatible (no existe solución). 

3.er caso: Para a = 1, rg(M) = rg(M*)= 2. El sistema es compatible indeterminado:
3 2 1

, ,
5 5

k k
x k y z

− −= = − =  

e) | M | = a² − a = a (a − 1) = 0  a = 0; a = 1. 

1.er caso: ∀ a ∈ R − {0, 1}; | M |≠ 0, rg(M) = 3 = rg(M*). El sistema es compatible determinado. Para cada valor de 

a existe una solución única: x = 
1

a

a −
; y = − 1

1a −
; z = 

1

a

a −
 

2.º caso: Para a = 0, rg(M) = rg(M*)= 2. El sistema es compatible indeterminado: , 1 , 0x y z= λ = − λ = . 

3.er caso: Para a = 1, rg(M) = 2 < rg(M*)= 3. El sistema es incompatible (no existe solución).
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3.40.  (PAU) Discute y resuelve, según los valores del parámetro, los siguientes sistemas: 

a) 

( )
2

2

2 1

2

x y a

x a z a

x y a a z a

 − =


+ = +
 − + − =

    f) 

1

4 2

8 4 2 2

x y z

x y z

x y z

λ + + =
 + λ + = λ
 + + λ = λ

   k) ( ) ( )
( )

2

2 1

1 1 1

2 1

x y z

x z

y

λ + + =


− λ − + λ = − − λ
 + λ = −

 

b) 

( )1 3

2 4

2 2

m x y z

x y mz

x my z

+ + + =
 + + =
 + + =

    g) 

( )
( )

1 1

1 0

1

x t y tz t

x t y z

x y

+ + + = +
 + + + =
 + =

  l) 

( )
( )
( )

3 4 5 4

2 1 2

5 5 5 5

x y z

x y

x y z

+ λ + + = + λ
 + − λ =
 + − λ + =

 

c) 

( )
( )

( )

1 0

1 0

1 0

a x y z

x a y z

x y a z

+ + + =
 + + + =
 + + + =

    h) 

( )
( )

( )

1 2 2

2 1 3

1 2 2

a x y z

x y a z

x a y z

+ + + = −
 + + + =
 + + + = −

  m) 

( )

0

2 0

2 2 3 0

x z

x my mz

x my m z

 + =
 + + =
 + + + =

 

d) 

( )1 1

0

1

ax ay a z a

ax z

ax az a

+ + − = −
 − =
 − = − +

   i) 2

3

4 4

2

x y z

x mz m

mx y z

+ + =
 + = +
 − − = −

  n) 

( )
( )

1 0

1 0

2 1

mx y m z

my m z

x z

+ + + =
 + + =
 + =

 

e) 

2 0

2 0

2 2 0

x y z

y z t

x y t

+ + =
 + + =
 + λ − =

      j) 

( )
( )

( )

4 0

6 9 0

5 0

a x y

x a y

y a z

− − =
 + − =
 + − =

  

     
    
a) | M | = a(a − 1) = 0  a = 0; a = 1. 

• ∀ a ∈ R − {0, 1}, rg(M) = 3 = rg(M*). El sistema es compatible determinado: x = 
² 1

1

a a

a

− −
−

; y = 
1

1a

−
−

; z = 
1

1a −
. 

• Para a = 0, rg(M) = 2 = rg(M*). El sistema es compatible indeterminado: 1, 1,x y z k= = = . 

• Para a = 1, rg(M) = 2 < rg(M*) = 3. El sistema es incompatible; no existe solución. 
 

b) |M| = −m (m − 2) (m + 3) = 0  m = 0, m = 2, m = –3 

• Si m = 0: rg(M) = rg(M*) = 2. Sistema compatible indeterminado: 4 2 , , 1x y z= − λ = λ = − + λ  

• Si m = 2: rg(M) = 2; rg(M*) = 3. Sistema incompatible. 

• Si m = −3. rg(M) = 2 < rg(M*) = 3. Sistema incompatible. 

• En el resto, rg(M) = 3 = rg(M*). Sistema compatible determinado:
3

3
x

m
=

+
; 

2

2 9

6

m
y

m m

−=
+ −

; 
2

4 3

6

m
z

m m

−=
+ −

. 

 

c) |M| = a²(a + 3) = 0  a = 0, a = –3 

• Si a = 0, solo hay una ecuación libre: x + y + z = 1. Sistema compatible indeterminado: , ,x y z= λ = μ = −λ − μ . 

• Si a = −3  rg(M) = 2 = rg(M*) Sistema compatible indeterminado: x y z= = = λ . 

• Si a ≠ 0 y a ≠ −3, rg(M) = 3. Solo existe la solución trivial: x = 0; y = 0;z = 0. 

 

d) |M| = a²(a − 1) = 0  a = 0, a = 1 

• Si a = 0, el sistema es incompatible. 

• Si a = 1, es un sistema compatible indeterminado. Solución: , ,x y z= λ = −λ = λ  

• Si a ≠ 0 y a ≠ 1, rg(M) = 3 = rg(M*). Sistema compatible determinado: x = 
1

a
; y = − 1

a
; z = 1. 

e) rg M ≥ 2 (con independencia del valor de λ) 
1 1 0
0 2 1
2 0 1−

 = −2 + 2 = 0;   
2 1 0
1 2 1

2 0 1λ −
 = −4 + 2λ + 1 = 2λ − 3 

• Si λ ≠ 
3

2
, rg (M) = 3.   Sistema compatible indeterminado: y = 0; z = − x; t = 2x. 

• Si λ = 
3

2
  rg(M) = 2. Compatible indeterminado: 3 2 , 2 , ,x a b y a b z a t b= + = − − = =
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f) |M| = 2(λ − 2)² (λ + 4); |M| = 0  2, 4λ = λ = −  

• Si λ ≠ 2 y λ ≠ −4, rg(M) = 3, rg (M*) = 3. Sistema compatible determinado:
1

4
x = −

λ +
; 

2

4
y

λ +=
λ +

; 
2

4
z

λ +=
λ +

. 

• Si λ = 2. rg(M) = 1, rg (M*)= 1. , , 1 2x y z= λ = μ = − λ − μ  

• Si λ = −4. rg(M) = 2; rg (M*) = 3. Sistema incompatible. 

 

g) |M| = −t (t − 1); |M| = 0    t = 0, t = 1 

• Si t ≠ 0 y t ≠ 1, rg(M) = 3, rg (M*) = 3. Sistema compatible determinado: 
1

1

t
x

t

+=
−

; 
2

1
y

t
= −

−
;  

1

1

t
z

t

+=
−

. 

• Si t = 1: El sistema no tiene solución. 

• Si t = 0: El sistema es compatible indeterminado: , 1 , 1x y z= λ = − λ = − . 

 

h) |M| = –a (a − 1) (a + 4); |M| = 0  a = 0, a = 1, a = –4 

• Si a = 0   rg(M) = 2, rg (M*) = 2. Sistema compatible indeterminado: 5 , 7 3 ,x y z= + λ = − − λ = λ . 

• Si a = 1  rg(M) = 2, rg (M*) = 3. El sistema es incompatible. 

• Si a = −4  rg(M) = 2; rg (M*) = 2. Sistema compatible indeterminado: x = 1+ λ ; y = 1+ λ ; z = λ 

• Si a ∈ R − {0, 1, −4}  rg(M) = 3 = rg (M*). Sistema compatible determinado: x = 
2

1a

−
−

; y = 
2

1a

−
−

; z = 
3

1a −
. 

 

i) |M| = m (m + 1); |M| = 0  0, 1m m= = −  

• Si m = 0  rg(M) = 2; rg M* = 2. Sistema compatible indeterminado: 1, , 2x y z= = λ = − λ  

• Si m = 1  rg(M) = 2; rg M* = 3. Sistema incompatible. 

• Si m ≠ 0 y m ≠ −1  rg(M) = 3 = rg(M*). Compatible determinado: x = 
1

1m +
; y = 

2 2 2

1

m m

m

− + −
+

; z = 
² 4

1

m m

m

+ +
+

 

 
j) |M| = −(a − 5) (a − 6) (a − 7) |M| = 0  a = 5, a = 6, a = 7 

• Si a = 5, rg(M) = 2, rg (M*) = 2. Sistema compatible indeterminado: 0, 0,x y z= = = λ  

• Si a = 6  rg(M) = 2, rg (M*) = 2. Sistema compatible indeterminado: , 2 , 2x y z= −λ = λ = λ  

• Si a = 7  rg(M) = 2; rg (M*) = 2. Sistema compatible indeterminado: 2 , 6 , 3x y z= − λ = λ = λ  

• Si a ∈ R − {5, 6, 7}, rg(M) = 3, rg (M*) = 3. Sistema compatible determinado: x = 0; y = 0; z = 0. 

 

k) |M| = (λ + 2) (λ + 1); |M| = 0  1, 2λ = − λ = −  

• Si λ ≠ −2 y λ ≠ −1, rg(M) = 3, rg (M*) = 3. Sistema compatible determinado: 
2

2
x =

λ +
; 

1

2
y = −

λ +
; 

4

2
z

−λ +=
λ +

. 

• Si λ = −2. rg(M) = 2; rg (M*) = 3. Sistema incompatible. 

• Si λ = −1. rg(M) = 2; rg (M*) = 2. Sistema compatible indeterminado: , 1, 3x y z= λ = − = + λ  

 

l) |M| = 5 (1 − λ) λ; |M| = 0  0, 1λ = λ =  

• Si λ ≠ 1 y λ ≠ 0, rg (M)= 3 = rg (M*)= 3. Compatible determinado: x = 
1λ +

λ
; y = 

2

( 1)λ λ −
; z = 

3 5

5 ( 1)

λ +−
λ λ −

 

• Si λ = 0  rg(M) = 2, rg (M*)= 3. Sistema incompatible. 

• Si λ = 1  rg(M) = 2; rg (M*)= 3. Sistema incompatible. 

 

m) | M | = 2m = 0 si m = 0 

• Si m ≠ 0 solo existe la solución trivial: x = 0; y = 0; z = 0. 

• Si m = 0. rg(M) = 2; el sistema es compatible indeterminado:   0, , 0x y z= = λ =  

 

n) |M| = m² + 1. Como |M| no se anula para ningún valor de m, rg(M) = 3 = rg (M*). El sistema es compatible 

determinado cualquiera que sea m: x = − ² 1

² 1

m

m

−
+

; y = − ( 1)

² 1

m m

m

+
+

; z = 
²

² 1

m

m +
.
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3.41. (PAU) Discute y resuelve, según los valores del parámetro, los siguientes sistemas: 

a) 

2

2

0

ax y z x

x ay az y

x ay z

− + =
 + − =
 + − =

     

b) ( )1 1

1

x y

z

y z

λ = λ + λ
λ + = − λ
λ − = +

    

c) 

( )
( ) ( )

2 1

2 1 2

a x y z

ax a y a z a

x ay z a

− + − = −
− + − + − + =
− + + =

  

d) 

( )
( ) ( )

2

2

2

1 1

1 1 0

0

x a y az

a y a z

x a z

 + − + =
 − + − =


+ =

 

a) |M| = (a − 1)² (a − 2); |M| = 0  a =1, a =2 

• Si a = 1: rg(M) = 1 = rg(M*). Sistema compatible indeterminado: , ,x y z= λ = μ = λ + μ  

• Si a = 2: rg(M) = 2 = rg(M*). Sistema compatible indeterminado: , ,x y z= −λ = λ = λ  

• Si a ≠ 1 y a ≠ 2, rg(M) = 3 = rg(M*). El sistema es compatible determinado: x = 0; y = 0; z = 0. 

 

b) |M| = (λ − 1) λ. |M| = 0  0, 1λ = λ =  

• Si λ = 0. rg(M) = 2 = rg(M*). Sistema compatible indeterminado: , 2, 1x y z= μ = − =  

• Si λ = 1. rg(M) = 2 < rg(M*) = 3. Sistema incompatible. 

• Si λ ≠ 0 y λ ≠ 1, rg(M) = 3, rg(M*) = 3. Compatible determinado: x =
² 2 3

1

λ − λ +−
λ −

; y = 
² 2

1

λ − λ +
λ −

; z =
1

1

λ +−
λ −

. 

 

c) |M| = (a − 1)² (a + 1); |M| = 0 1, 1a a= = −  

• Si a = 1. rg(M) = 2 = rg(M*). Sistema compatible indeterminado: , , 1x y z= λ = λ =  

• Si a = −1. rg(M) = 2 = rg(M*). Sistema compatible indeterminado: 
1 1

, ,
2 2

x y z= = λ + = λ  

• Si a ≠ 1 y a ≠ −1, rg(M) = 3 = rg(M*). Compatible determinado:  x = 
1

1a
−

−
; y = 

2

1

a

a

−
−

; z = 1. 

 

d) |M| = a4 − 2a² + 1; |M| = 0   a = ± 1 

• Si a = 1. rg(M) = 1, rg(M*) = 2. El sistema es incompatible. 

• Si a = −1. rg(M) = 2; rg(M*)= 3. El sistema es incompatible. 

• Si a ≠ 1 y a ≠ −1, rg(M) = rg(M*) = 3. El sistema es compatible determinado, tiene una única solución. 

Por Cramer se obtiene: x = 
2

² 1

a

a −
;  y = 

1

( 1)( ² 1)a a+ −
; z = 

1

² 1a

−
−

.
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3.42. (PAU) Discute y resuelve, según los valores del parámetro, los siguientes sistemas: 

a) 

2

2 4

3 6

2 0

x y z

x y z

kx y z

x z

− + =
 + − =
 + + =
 − =

       d) 

1

2 2

3 4

7 3

x y z

x y z

kx y z

kx y z

+ + =
 − − =
 + + =
 + − =

  g) 

2

1

3 1

6 3

x y z

x y z

x y z

x y z

α + + = α
 − + =
 − − =
 − + = α

   i) 

2

2

3 2 4

2 3

x y z k

x y z

x y z

x y z

− − =
 + + =
 − − =
 − + =

 

b) 

7

2 4

1

3

x y z

x my z m

x y z

x y z

− + =
 + − =
− + − =
− + − =

     e) 

2

2 3 8

1

2

x y z

x y z

kx y z

x y z

+ + =
 + − =
 − − =
 − + = −

  h) 

0

4

1

2

x y

x t

y z

y t

z t k

+ =
 + = + =
 + =

+ =

    j) 

2

3 0

5 0

2 1

kx ky z

x ky

x ky

x z

+ − =
 − =
 + =
 + =

 

c) 

1

1

2 2

0

ax z t

ay z t

ay z t

az t

+ + =
 + − =
 + − =
 − =

    f) 

2 3 1

3 3

0

3 2

x y z

x ky z

y z

y z

+ + =
 + + =
 − =
 − =

   

 
a) |M*| = 12 (1-k); 12 (1-k) = 0   k = 1. Si k ≠ 1  rg(M) = 3, rg (M*) = 4. Sistema incompatible. 
Si k = 1  rg(M) = 3, rg(M*) = 3. Sistema compatible determinado: x = 2; y = 1; z = 1. 
b) El sistema es incompatible, al serlo las dos últimas ecuaciones. 

c) 

0 1 1 1
0 1 1 1
0 1 2 2
0 0 1 0

a
a
a

a

 
 −
 −
 − 

 
3 2F F−⎯⎯⎯→

0 1 1 1
0 1 1 1
0 0 0 1 1
0 0 1 0

a
a

a

 
 −
 −
 − 

 
4 3F F−⎯⎯⎯→

0 1 1 1
0 1 1 1
0 0 0 1 1
0 0 0 1

a
a

a

 
 −
 −
 − 

 

Si a = 0, el sistema es incompatible. Si a ≠ 0, es compatible determinado: x = 
2 1

²

a

a

+
; y = 

1

²a
, z = − 1

a
; t = −1. 

d) |M*| = 30k – 144; |M*| = 0  k = 
19

5
. Si k ≠ 

19

5
, rg(M) = 3, rg(M*) = 4. Sistema incompatible 

Si k = 
19

5
, rg(M) = rg(M*) = 3. Sistema compatible determinado:  x = 1; y = − 1

10
; z = 

1

10
. 

e) |M*| = 16 − 8k; |M*| = 0  k = 2 
Si k ≠ 2, rg(M) = 3, rg(M*) = 4. Sistema incompatible. Si k = 2, es compatible determinado: x = 1; y = 2; z = −1. 
f) La solución del sistema formado por las ecuaciones que no dependen de k es x = −4; y = 1; z = 1. 
Si 3 3 4x ky z k+ + =  = , el sistema es compatible determinado. En los demás casos, es incompatible. 

g) |M*| = −4 (α − 2)²; |M*| = 0  α = 2. Si α ≠ 2, rg(M) = 3, rg(M*) = 4. El sistema es incompatible. 
Si α = 2, rg(M) = 3, rg(M*) = 3, el sistema es compatible determinado: x = 1; y = 1; z = 1. 
h) La solución del sistema formado por las 4 primeras ecuaciones es x = 1; y = −1; z = 2; t = 3. 
El sistema será compatible determinado si k = z + t =5, e incompatible en los demás casos. 

i) La solución del sistema formado por las 3 últimas ecuaciones es x = 
19

13
; y = 

2

13

−
; z = 

9

13
.El sistema será 

compatible determinado si k = 2x – y – z = 
31

13
, e incompatible en los demás casos. 

j) |M*| = –40k; |M*| = 0  k = 0 
Si k ≠ 0, rg(M) = 3, rg(M*) = 4. Sistema incompatible. Si k = 0, rg(M) = 2, rg(M*) = 3. Sistema incompatible 
 
 

3.43. (PAU) Discute y resuelve, según los valores del parámetro, los siguientes sistemas: 

a) 

2 3 0

3 1 0

2 2 0

5 0

x z

x y z

y z

x y mz

+ − =
 + + + =
 − + =
 − + + =

    b) 

2 3

3 1

5 3 2 4

2 2

x y t

x y z t

x y z t

x y z t

+ + =
 + + − =
 − + − = α
 + + + =

  

 
a) |M*| = −18 (m + 2); |M*| = 0  m = −2. Si m ≠ −2, rg M = 3, rg M* = 4. Sistema incompatible. 
Si m = −2, rg M = 3, rg M* = 3. Sistema compatible determinado: x = −1; y = 0; z = 2. 
 
b) |M|=16 , rg M = 4 = rg M*. El sistema es compatible determinado para cualquier valor de α. 

La solución del sistema es: x =
9

8

α +
; y = 

1

4

α +− ; z =
17

16

α +− ; t =
17

16

α +
. 
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3.44. (PAU) Discute y resuelve, según los valores de los parámetros, los siguientes sistemas: 

a) 

2 4

2

2

x y z

x z

x y z

− λ + μ =
 + =
 + + =

   c) 

1

1

x y az

x y bz a

x ay z

+ + =
 + + =
 + + =

   e) 

0

0

0

ax ay az

ax by bz

ax by z

+ + =
 + + =
 + + =

  

b) 2

2

x y z

x y z

x y z

λ + + = μ
 + + λ =
 + + λ = μ

   d) 

4 4 2 2

4 4 9

x y z

x y z

x y z

+ λ + =
λ + + λ = μ
 λ + + λ = μ

   f) 

1

2

3

4 2

x y

x y a

x y b

x y a

+ =
 + =
 + =
 + =

 

a) |M| = μ −2; |M| = 0  μ = 2 
• Si μ ≠ 2, rg (M) = 3, rg(M*)= 3. Sistema compatible determinado: x = 2; y = 0; z = 0. 
• Si μ = 2, rg (M) = 2, y rg(M*) = 2, el sistema es compatible indeterminado: x = t; y = 0; z = 2 – t. 

b) |M| = λ − 1 = 0  λ = 1. Por otro lado,  
1

1 1 2
2 1

λ μ

μ
 = (λ − 2) (μ − 2) 

• Si λ ≠ 1, rg (M) = 3 = rg(M*). Compatible determinado: x = μ − 2; y = 
2

1

μ −
λ −

 − λ (μ − 2) + 2; z = 
( 2) ( 2)

1

λ − μ −
λ −

. 

• Si λ = 1 y μ = 2, rg (M) = 2; rg(M*)= 2. Sistema compatible indeterminado: x = 0; y = −t + 2; z =t. 
• Si λ = 1 y μ ≠ 2. rg (M) = 2; rg(M*)= 3. Sistema incompatible. 

c) 
1 1 1
1 1
1 1 1

a
b a

a

 
 
 
 

 
2 1

3 1

F F
F F

−
−

⎯⎯⎯→
1 1 1
0 0 1
0 1 1 0

a
b a a

a a

 
 − −
 − − 

 El sistema es incompatible si b = a ≠ 1. 

• Si b = a = 1, el sistema es compatible indeterminado: , , 1x y z= λ = μ = − λ − μ . 

• Si b ≠ a = 1, el sistema es compatible indeterminado: , 1 , 0x y z= λ = − λ = . 

• Si b ≠ a y a ≠ 1, el sistema es compatible determinado: x = 1 − 
² 1a

b a

−
−

, y = 
1a

b a

−
−

, z = 
1a

b a

−
−

. 

d) |M| = 12λ(λ2 – 1) = 0  λ = 0, λ = 1, λ = 1.   
• Si λ ≠ 0, λ ≠ 1 y  λ ≠ 1, |M| ≠ 0. El sistema es compatible determinado:  

( )
( )

2

2

13 10 6

12 1
x

μ λ + − λ
=

λ λ −
; ( )2

6 23

12 1
y

λ − μ=
λ −

; 
5

3
z

μ=
λ

. 

• Si λ = 0,  como 
4 0 2
0 1 20
0 4 9

μ = μ
μ

, si μ ≠ 0, rg (M) = 2; rg(M*) = 3, sistema incompatible.  

Si 0μ = , rg (M) = rg(M*) = 2, sistema compatible indeterminado: 
1

2

t
x

−= ; 0y = ; z t= . 

• Si λ = 1 ,  como 
4 2 2
1 1 22 6
4 1 9

μ = μ −
μ

, si μ ≠ 
3

11
, rg (M) = 2; rg(M*) = 3, sistema incompatible.  

Si 
3

11
μ = , rg (M) = rg(M*) = 2, sistema compatible indeterminado: 

8

11
x t= − ; y t= ; 

5

11
z

−= . 

• Si λ = –1 ,  como 
4 2 2
1 1 22 6
4 1 9

− − μ = − μ −
− − μ

, si μ ≠ 
3

11
− , rg (M) = 2; rg(M*) = 3, sistema incompatible.  

Si 
3

11
μ = − , rg (M) = rg(M*) = 2, sistema compatible indeterminado: 

8

11
x t= − − ; y t= ; 

5

11
z = . 

e) |M| = a (b − a) (1 − b); |M| = 0  0, , 1a a b b= = =  

• Si a = 0 y b = 0 ó b = 1, solo hay una ecuación independiente. El sistema es C. indeterminado biparamétrico. 
• Si a = 0 y si b ≠ 0 y b ≠ 1, hay dos ecuaciones independientes. El sistema es C. indeterminado uniparamétrico. 
• Si a = b = 1, el sistema es compatible indeterminado biparamétrico. 
• Si a = b ≠ 1,  el sistema es compatible indeterminado uniparamétrico. 
• Si b = 1 y  si a ≠ 0. El sistema es compatible indeterminado uniparamétrico. 
• Si a ≠ 0, b ≠ 1 y a ≠ b el sistema es compatible determinado y su solución es la trivial. 

f) 

1 1 1
1 2
1 3
1 4 2

a
b
a

 
 
 
 
 

2 1

3 1

4 1

F F
F F
F F

−
−
−

⎯⎯⎯→

1 1 1
0 1 1
0 2 1
0 3 2 1

a
b
a

 
 −
 −
 − 

3 2

3 2

2
3

F F
F F

−
−

⎯⎯⎯⎯→

1 1 1
0 1 1
0 0 2 1
0 0 2

a
b a

a

 
 −
 − +
 − + 

 

Si a = 2 y b = 3, rg(M) = 2, rg(M*)= 2, el sistema es compatible determinado. La solución es x = 0; y = 1. 
En cualquier otro caso el sistema es incompatible.
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3.45. (PAU) Discute y resuelve, según los valores de los parámetros, los siguientes sistemas: 

a) 

2 2

5

4 5 10

x y z b

x y z

x y az

− − =
 + + =
 − + = −

     c) 

( )1

2

x y z

y z

x y z

+ λ + + μ = λ
λ + μ = λ + μ
 + + = μ

 

b) 

3 3

2 3 3 1

2 2 5 8

x y a

x y z a b

x y z a b

+ = +
 + − = + +
 − + = − + −

 

 

a) 
2 1 2
1 1 1 5
4 5 10

b

a

− − 
 
 − − 

 
1 2

3 25
F F
F F

+
+

⎯⎯⎯⎯→
3 0 1 5
1 1 1 5
9 0 5 15

b

a

− + 
 
 + 

 
3 13F F−⎯⎯⎯⎯→

3 0 1 5
1 1 1 5
0 0 8 3

b

a b

− + 
 
 + − 

 

• Si a = −8 y b = 0. Sistema compatible indeterminado: x = 
5

3

+ λ
; y = 

2(2 5)

3

− λ −
; z = λ 

• Si a = −8 y b ≠ 0, rg(M) = 2, rg(M*) = 3. Sistema incompatible. 

• Si a ≠ −8, rg(M) = 3, rg(M*) = 3. Compatible determinado: x = 
8

b

a

−
+

 + 
5

3

b +
; y = 

4

8

b

a +
 + 

10

3

b−
; z = 

3

8

b

a

−
+

. 

 

b) Como |M| = 4 ≠ 0, el sistema es compatible determinado independientemente de los valores de a y b. 

Las soluciones son x = a + 2b − 1; y = 2a − 2b + 4; z = a − b + 1. 

 

c) |M| = λ − μ; | M| = 0  λ = μ. 

Veamos cuál es el rango de la matriz ampliada M*, cuando λ = μ. Para ello calculemos el determinante de la 
matriz formada por las columnas primera y tercera de M y la columna de los términos independientes: 

1
0 2
1 1

λ λ
λ λ

λ
 = 2λ² − 2λ = 2λ (λ − 1), que se anula para λ = 0 y para λ = 1. Por tanto: 

• Si λ = μ = 0 ó λ = μ = 1, rg(M) = 2; rg(M*) = 2. El sistema es compatible indeterminado. 

• Si λ = μ ≠ 0 y λ = μ ≠ 1, rg(M) = 2; rg(M*) = 3. El sistema es incompatible. 

• Si λ ≠ μ, rg(M) = 3; rg(M*)= 3. Compatible determinado: 
23

x
λμ + λ + μ − μ= −

λ − μ
; 

22
y

λ + μ − μ=
λ − μ

; 
2

z
λμ − λ − μ=

λ − μ
. 

 

3.46. (PAU) Se considera el sistema de ecuaciones 

1x y

y z r

x z s

λ + μ =
λ + μ =
μ + λ =

 donde λ, μ, r y s son números reales 

arbitrarios. 

Estudia el sistema, según los valores de los parámetros, sabiendo que λ + μ ≠ 0. 

 

Se trata de un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incógnitas que dependen de cuatro parámetros. 

Formamos la matriz de coeficientes y la matriz ampliada: M = 
0

0
0

λ μ 
 λ μ
 μ λ 

 M* = 
0 1

0
0

r
s

λ μ 
 λ μ
 μ λ 

 

|M| = λ³ + μ³ = (λ + μ) (λ² − λ μ + μ²). Como λ + μ ≠ 0, se sigue que λ² − λ μ + μ² = 0.λ = 
3

2

μ ± μ −
 

Por tanto, vemos que las raíces son complejas, luego no existe ningún valor real de λ o μ que haga |M| = 0. 

rg(M) = 3 y rg(M*) = 3 cualesquiera que sean r y s y, en consecuencia, el sistema es compatible determinado y 
tiene solución única independientemente del valor de los parámetros λ, μ, r y s. 

Podemos obtener la solución por Cramer: 
2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3
, ,

r s r s s r
x y z

λ − λμ + μ λ − λμ + μ λ − λμ + μ= = =
λ + μ λ + μ λ + μ
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3.47.  (PAU) Consideremos los sistemas de ecuaciones lineales 

( )
( )

2 3 2 0

3 0

x y z

x y z

+ − + λ =
 − + − λ =

  
( )

( ) ( )
1 0

1 1 0

x z

x y z

+ + μ =
 μ − + + μ μ − =

 

Obtén los conjuntos de soluciones de ambos sistemas y calcula los valores de λ y μ que hacen que los 
sistemas sean equivalentes, es decir, con las mismas soluciones. 

Resolvemos el primer sistema: 

( )
( ) ( )2 3 2

3 3 , 3 2 2 3
3

x y z
x z x z y z z z

x y z
+ = + λ  = λ  = λ = + λ − λ = − = λ −

 

Resolvemos el segundo sistema: 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
1 1 1 1 , 1

1 1

x z
z y z y z x z

x y z

= − + μ  − μ − + μ + = −μ μ −  = μ − = − + μ μ − + = −μ μ −
 

Hacemos coincidir ambas soluciones: { (1 )
1 3

− + μ = λ
μ − =   

5

4

λ = −
 μ =

 

Se obtiene como solución común para los sistemas dados: 5 , 3 ,x k y k z k= − = = . 
 

3.48.  (PAU) Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales (en él, a, b, c son datos; las incógnitas son 
x, y, z): 

ay bx c

cx az b

bz cy a

+ =
 + =
 + =

 

Si a, b y c son no nulos, el sistema tiene solución única. Halla dicha solución. 

0
0 2 0

0

b a
c a abc

c b
= − ≠ . Se puede resolver el sistema usando la regla de Cramer: 

2 2 2

0
0

2 2

c a
b a
a c b a b c

x
abc bc

− + += =
−

, 
2 2 2

2

a b c
y

ac

− += ,
2 2 2

2

a b c
z

ab

+ −=  

 

PROBLEMAS 

3.49. (PAU) Juan y Pedro invierten 20 000 € cada uno. Juan coloca una cantidad A al 4% de interés, una 
cantidad B al 5% y el resto al 6%. Pedro invierte la misma cantidad A al 5%, la B al 6% y el resto al 4%. 
Determina la cantidad B, sabiendo que Juan obtiene unos intereses de 1050 € y Pedro de 950 €. 

20000

4 5 6
1050

100 100 100
5 6 4

950
100 100 100

A B C

A B C

A B C


 + + =

 + + =

 + + =

 equivalente a 

20000

4 5 6 105000

5 6 4 95000

A B C

A B C

A B C

+ + =
 + + =
 + + =

 

Solución: 5000 € cantidad A, 5000 € cantidad B, 10 000 € cantidad C. 

3.50. (PAU) Una tienda vende una clase de calcetines a 12 € el par. Al llegar las rebajas, durante el primer mes 
realiza un 30% de descuento sobre el precio inicial y en el segundo mes un 40% también sobre el precio 
inicial. Sabiendo que vende un total de 600 pares de calcetines por 5976 € y que en las rebajas ha 
vendido la mitad de dicho total, ¿a cuántos pares de calcetines se les ha aplicado el descuento del 40%? 

Llamamos x, y, z, al número de pares de calcetines que se han vendido sin descuento, con un 30% y un 40% de 
descuento, respectivamente. A partir de los datos del enunciado se obtiene el siguiente sistema: 

600

300

12 0,7·12 0,6·12 5976

x y z

y z

x y z

+ + =
 + =
 + + =

, de donde: x = 300; y = 180; z = 120. 

Se han vendido 300 pares de calcetines sin rebaja, y 180 y 120 pares de calcetines con rebajas de un 30% y un 
40% respectivamente.
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3.51. (PAU) Un número capicúa de cinco cifras verifica: 

a) La suma de sus cifras es 9. 

b) La cifra de las centenas es igual a la suma de la de las unidades y de la de las decenas. 

c) Si se intercambian las cifras de las unidades y de las decenas, el número resultante disminuye en 9. 

Encuentra el número. 

Tomamos el número capicúa xyzyx donde x, y, z son sus cifras. Del enunciado se deduce el siguiente sistema: 

4 3 2 4 3 2

9

0

10 10 10 10 10 10 10 10 9

x y z y x

x y z

x y z y x x y z x y

+ + + + =
 + − =
 + + + + = + + + + +

2 2 9

0

1

x y z

x y z

x y

+ + =
→ + − =
 − = −

 

Por Cramer, se obtiene: x = 1;  y = 2;  z = 3. El número pedido es 12 321. 

3.52. (PAU) Roberto quiere hacer una gran fiesta e invitar a sus amigos a unas tortillas, así que va a la tienda y 
compra una docena de huevos, una bolsa de patatas y una botella de aceite. Dado el éxito obtenido, 
decide repetir la fiesta, y vuelve a comprar una docena de huevos, y dos botellas de aceite. Cuando llega 
a casa se acuerda de que no tiene patatas, vuelve a la tienda para comprar una bolsa de patatas y decide 
comprar también otra docena de huevos. En la primera ocasión se gastó 6 €; en la segunda ocasión se 
gastó 6,50 € y en la última 3,5 €. Calcula, si es posible, el precio de los huevos, de las patatas y del aceite. 

Si llamamos x, y, z al precio de una docena de huevos, una bolsa de patatas y una botella de aceite, 
respectivamente, resulta el siguiente sistema de tres ecuaciones: 

6

2 6,50

3,50

x y z

x z

x y

+ + =
 + =
 + =

 x = 1,50; y = 2; z = 2,50. 

Por tanto, una docena de huevos cuesta 1,50 €, una bolsa de patatas 2 € y una botella de aceite 2,50 € 

3.53. (PAU) En un supermercado se ofrecen dos lotes formados por distintas cantidades de los mismos 
productos: 

• El primer lote está compuesto por una botella de refresco, tres bolsas de cacahuetes y siete vasos, y su 
precio es de 5,65 €. 

• El segundo lote está compuesto por una botella de refresco, cuatro bolsas de cacahuetes y diez vasos, 
y su precio es de 7,40 €. 

Con estos datos, ¿podrías averiguar cuánto debería valer un lote formado por una botella de refresco, 
una bolsa de cacahuetes y un vaso? Justifica la respuesta. 

Si llamamos x, y, z al precio en euros de la botella de refresco, de la bolsa de cacahuetes y del vaso, 

respectivamente, tenemos:
3 7 5,65

4 10 7,40

x y z

x y z

+ + =
 + + =

 

El sistema es compatible uniparamétrico; hallamos la solución: x = 0,4 + 2λ; y = 1,75 –3λ; z = λ. 

Entonces: x + y + z = 0,4 + 2λ + 1,75 –3λ + λ = 2,15 €. 

Luego el lote formado por una botella de refresco, una bolsa de cacahuetes y un vaso valdrá 2,15 € 

3.54. (PAU) Un grupo de personas se reúne para ir de excursión, juntándose un total de 20 entre hombres, 
mujeres y niños. Contando hombres y mujeres juntos, su número resulta ser el triple del número de 
niños. Además, si hubiera acudido una mujer más, su número se igualaría al de hombres. 

a) Plantea un sistema para averiguar cuántos hombres, mujeres y niños han ido de excursión. 

b) Resuelve el problema. 

Sean x, y, z el número de hombres, mujeres y niños, respectivamente. Del enunciado se deduce: 

20 20

3 3 0

1 1

x y z x y z

x y z x y z

x y x y

+ + = + + = 
 + = → + − = → 
 = + − = 

 

8

7

5

x

y

z

=
 =
 =

 

Por tanto, en la excursión hay: 8 hombres, 7 mujeres y 5 niños.
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3.55. (PAU) Si la altura de Carlos aumentase el triple de la diferencia entre las alturas de Toni y de Abel, Carlos 
sería igual de alto que Abel. Las alturas de los tres suman 515 cm. Ocho veces la altura de Toni es lo 
mismo que nueve veces la de Carlos. Halla las tres alturas. 

Supongamos que las alturas de Carlos, Toni y Abel son x, y, z, respectivamente. Del enunciado se deduce: 
( )3

515

8 9

x y z z

x y z

y x

+ − =
 + + =
 =

3 4 0

515

9 8 0

x y z

x y z

x y

+ − =
→ + + = →
− + =

x = 160 cm; y = 180 cm; z = 175 cm. 

3.56.  (PAU) Calcula las edades actuales de una madre y sus dos hijos sabiendo que hace 14 años la edad de 
la madre era 5 veces la suma de las edades de los hijos, pero que dentro de 10 años la edad de la madre 
será la suma de las edades que los hijos tengan en ese momento y teniendo en cuenta que cuando el hijo 
mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor tendrá 42 años. 

Del enunciado se deduce: 

( )14 5 14 14 5 5 126

10 10 10 10

42 42

x y z x y y

x y z x y z

z x y x y z

− = − + − − − = −
 + = + + + → − − = 
 + − = − + =

   x = 44; y = 18; z = 16. 

La madre tiene actualmente 44 años, el hijo mayor 18 años y el hijo menor 16 años. 

3.57.  (PAU) Un pescadero compra el martes de una semana 96 kg de merluza y 130 kg de anchoas y paga por 
ello un total de 1836 €. El lunes siguiente, el precio de la merluza ha subido un 20% y el de las anchoas 
un 30%. Ese día compra 40 kg de merluza y 50 kg de anchoas, y paga un total de 918 €. 

¿Hay datos suficientes para calcular el precio de la merluza y las anchoas el martes? Si la contestación 
es afirmativa calcula dichos precios, si es negativa razona por qué no se puede hacer dicho cálculo. 

Martes: merluza = x  € ; anchoas = y  € 

Lunes:  merluza = 1,20x  €; anchoas = 1,30y € 

Del enunciado se deduce el sistema: 
96 130 1836 96 130 1836

40·1,20 50·1,30 918 48 65 918

x y x y

x y x y

+ = + = → + = + = 
 

La primera ecuación es el doble de la segunda. El sistema es compatible indeterminado, no se pueden hallar los 
precios pedidos. 

3.58. Un supermercado hace el mismo pedido a tres proveedores diferentes A, B y C. El pedido consiste en 
diferentes cantidades de leche, aceite y vino, expresadas en litros. Cada proveedor marca para cada 
producto los precios recogidos en la siguiente tabla (expresados en € por litro): 

 

 

El pedido que envía el proveedor A cuesta 2000 €, el que recibe de B cuesta 60 € más que el anterior y, 
por último, el que recibe de C le supone 60 € más que el de B. 

a) Formula el problema y determina la composición del pedido. 

b) El sistema de ecuaciones obtenido, ¿de qué tipo es? 

a) Sean x, y, z los litros de leche, aceite y vino que pide a cada proveedor.

0,8 4 3 2000

1,2 4 2,5 2060

1,2 4 3 2120

x y z

x y z

x y z

+ + =
 + + =
 + + =

 

b) El sistema es compatible determinado. La solución es x = 300, y = 350, z = 120. 

3.59. (PAU) Luis, Marta y Óscar son tres amigos. Luis le dice a Marta: Si yo te doy la tercera parte del dinero 
que tengo, los tres tendremos la misma cantidad. Calcula lo que tiene cada uno de ellos sabiendo que 
entre los tres reúnen 60 €. 

Sean x, y, z las cantidades de dinero que tienen Luis, Juan y Óscar, respectivamente. 

Del enunciado se deduce: 
60

2 1

3 3

x y z

x y x z

+ + =

 = + =

 x = 30;  y = 10; z = 20.  

Por tanto, Luis tiene 30 €, Marta 10 € y Óscar 20 €.

Proveedor Leche Aceite Vino 
A 0,8 4 3 
B 1,2 4 2,5 
C 1,2 4 3 
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3.60.  Halla un número de 3* cifras que verifique las siguientes condiciones: 

• La suma de sus cifras es 8*. 

• La cifra de las centenas es igual a la suma de la cifra de las unidades y la de las decenas. 

• Si se intercambian las cifras de las unidades y de las decenas, el número resultante disminuye en 18. 

Si las cifras son x, y, z, el sistema que se obtiene es 

8

100 10 100 10 18

x y z

x y z

x y z x z y

+ + =
 = +
 + + = + + +

 

La solución es el número 431. 
(* Estos datos han sido cambiados respecto del enunciado original.) 

3.61. El sistema 
0
1
0

x y z
x y z
x y z

+ + = − + =
+ − =

 es compatible determinado. 

a) Si se suprime una de las ecuaciones, ¿cómo es el sistema resultante? ¿Depende la respuesta de cuál 
sea la ecuación suprimida? 

b) Si se añade al sistema una nueva ecuación, ¿puede el sistema resultante ser compatible determinado? 
¿Y compatible indeterminado? ¿Puede ser incompatible? Pon un ejemplo de cada uno de los casos 
posibles. 

a) El sistema resultante será compatible indeterminado, independientemente de qué ecuación se suprima. 

b) Será compatible determinado si se añade una combinación de las ecuaciones del sistema, como 2x + 2z = 1, 
suma de las dos primeras. 

No se puede obtener un sistema compatible indeterminado, ya que el rango de la matriz de coeficientes seguirá 
siendo igual al número de incógnitas. 

Se obtiene un sistema incompatible añadiendo, por ejemplo, x+y+z = 1, incompatible con la primera ecuación. 

3.62. Se tienen tres lingotes, A, B y C, con la siguiente composición: 

A: 20 g de oro, 30 g de plata y 40 g de cobre. 

B: 30 g de oro, 40 g de plata y 50 g de cobre. 

C: 40 g de oro, 50 g de plata y 90 g de cobre. 

¿Qué peso habrá que tomar de cada uno de estos lingotes si se quiere fabricar un nuevo lingote que 
tenga 34 g de oro, 46 g de plata y 65* g de cobre? 

Sean x, y, z los gramos que se toman de cada lingote.

2 3 4
34

9 12 18
3 4 5

46
9 12 18
4 5 9

65
9 12 18

x y z

x y z

x y z

 + + =

 + + =

 + + =

, x = 39, y = 64, z = 42 

(* Este dato ha sido cambiado respecto del enunciado original.) 

3.63. En una bodega han preparado 10 l de mezcla de vino y gaseosa. Al probarla, el bodeguero comprueba 
que lleva demasiado vino, por lo que decide añadir una cierta cantidad de gaseosa extra. Tras añadirla, la 
cantidad de gaseosa en la mezcla es igual al 30% del total. Como aún sigue estando demasiado fuerte, 
vuelve a añadir la misma cantidad de gaseosa que antes, con lo que consigue que el vino suponga el 
60% de la mezcla. 

¿Cuántos litros de gaseosa se añaden en cada ocasión? 

¿Cuántos litros de vino hay en la mezcla? 

Llamaremos x a los litros de vino, y a los litros de gaseosa que había al principio y z a la gaseosa añadida en 
cada ocasión. 

( )
( )

10

0,3 8,4; 1,6; 2

0,6 2

x y

y z x y z x y z

x x y z

 + =
 + = + + → = = =
 = + +

.  

Inicialmente había 8,4 l de vino y 1,6 l de gaseosa, y en cada ocasión se añaden 2 l de gaseosa. 
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PROFUNDIZACIÓN 

3.64. (PAU) Considera las matrices A = 
1 1 2
2 1 1
2 3 9

− 
 
 
 

, C1 = 
1
2

 
 
 α 

, C2 = 
6
11

− 
 −
 β 

, X = 
x
y
z

 
 
 
 

 

a) Determina el valor o valores de α para los que el sistema AX = C1 es incompatible. 

b) Determina el valor o valores de β para los que el sistema AX = C2  es compatible y, para cada uno de 
estos valores, resuelve dicho sistema. 

c) Para α = 3 y β = −13, estudia el sistema AX = C1 + C2. Si es posible, resuélvelo, y si no es posible, indica 
por qué. 

a) |A| = –18. El sistema es compatible determinado para cualquier valor del parámetro. 

b) 
43 5 47 13

, ,
6 18 18

x y z
−β − β + β += = =  

c) 
25 13 1

, ,
6 18 18

x y z
− −= = =  

3.65. (PAU) Se considera el sistema de ecuaciones 1
1
α  β 

x
y

  
 

 = 1− β  α 
 

a) Calcula los valores de α y β sabiendo que el punto P (2, −1) satisface la primera ecuación y el punto 
Q (2, 0) satisface la segunda. 

b) ¿Es compatible determinado el sistema que resulta al sustituir los valores de α y β calculados? 
Justifica la respuesta. 

a) 1
1
α  β 

 x
y
  
 

 = 1− β  α 
   

1x y

x y

+ α = − β
β + = α

 

Por satisfacer el punto P(2, −1), la primera ecuación se verifica: 2 − α = 1 − β. 

Por satisfacer el punto Q(2, 0), la segunda ecuación se verifica: 2β = α. 

Resolviendo el sistema 
2 1

2

− α = − β
 β = α

  
2

1

α =
 β =

 

b) El sistema resultante es: 
2 0

2

x y

x y

+ =
 + =

 que es compatible determinado. 

Su solución es: x = 4, y = −2. 

 

3.66.  PAU Sea el sistema de ecuaciones 
cos sen 1

sen cos 1

x a y a

x a y a

+ =
 − =

 

a) Resuélvelo determinando x e y en función de a. 

b) Calcula a para que x + y = 1. 

a) 
cos sen 1

sen cos 1

x a y a

x a y a

+ =
 − =

 ⇔ 
2

2

cos sen cos cos

sen cos sen sen

x a y a a a

x a y a a a

 + =


− =
 

Sumando miembro a miembro, se obtiene: x (sen² a + cos² a) = sen a + cos a. 

x = sen a + cos a,     y = sen a − cos a 

b) x + y = 1; sen a + cos a + sen a − cos a = 1 

2 sen a = 1  sen a = 
1

2
  

2
6
5

2
6

a k

a k

π = + π
 π = + π


 k = 0, 1, 2 …
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3.67. Se sabe que existen números x e y que verifican el sistema:
2

( ² 1) 3 0

(2 1) 2 0

1

m x my

mn x ny

x y

 − + =
 − + =
 + =

 

¿Qué relación existe entre los parámetros m y n? 

El sistema no es lineal debido a la tercera ecuación, que es cuadrática. Además, la última ecuación no puede 
verificar la solución x = 0; y = 0, que sí satisfacen las ecuaciones primera y segunda. 

² 1 3
2 1 2

m m
mn n

−
−  = −4m² n − 2n + 3m 

Dado que el sistema tiene solución, −4m² n − 2n + 3m = 0, o lo que es lo mismo, n = 
3

4 ² 2

m

m +
. 

3.68. Se considera el sistema de ecuaciones: 

2ax by cz a b

bx cz b

ay cz a

+ + = +
 − =
 − =

, donde a, b, y c son números reales 

arbitrarios. Demuestra que el sistema es compatible determinado si y solo si c ≠ 0 y a ≠ −b, y resuélvelo. 

Como |M| = ( )2
c a b+  =0 ⇔  c =0 ó a = –b, el sistema será compatible determinado si y solo si no se verifican 

estas dos condiciones. La solución del sistema la obtenemos mediante la regla de Cramer: x =1; y =1; z =0. 

 

3.69. (PAU) Tres amigos acuerdan jugar tres partidas de dados de forma que cuando uno pierda una partida 
entregará a cada uno de los otros dos una cantidad igual a la que cada uno de ellos posea en ese 
momento. Cada uno perdió una partida y al final cada uno tenía 24 €. ¿Cuánto dinero tenía cada jugador 
al comenzar el juego? 

Sean x, y, z las cantidades del primero, segundo y tercer jugador, respectivamente, al principio del juego. Es 
evidente que se juegan tres partidas, ya que cada uno pierde una. 

Supongamos que la primera partida la pierde el primer jugador; el saldo de cada uno en ese instante será: 

1.º: x − y − z  2.º: 2y     3.º: 2z 

Supongamos que la segunda partida la pierde el segundo jugador; el saldo de cada uno en ese instante será: 

1.º: 2(x − y − z)  2.º: 2y − (x − y − z) − 2z = 3y − x − z 3.º: 4z 

Supongamos que la tercera partida la pierde el tercer jugador; el saldo de cada uno en ese instante será: 

1.º: 4(x − y − z)  2.º: 2(3y − x − z)    3.º: 4z − 2(x − y − z) − (3y − x − z). 

Como todos terminan con la misma cantidad de dinero, 24 €, se tienen las siguientes ecuaciones: 

4( ) 24

2(3 ) 24

7 24

x y z

y x z

x y z

− − =
 − − =
− − + =

, equivalente a:  

6

3 12

7 24

x y z

x y z

x y z

− − =
− + − =
− − + =

 

Resolviendo: x = 39; y = 21; z = 12. Los tres amigos tenían 39 €, 21 € y 12 € antes de la partida. 

3.70. (PAU) Dado el sistema    

1 4

2 3

2

x a b

y a b

z a b

− = +
 − = −
 = − +

  elimina los parámetros a y b. 

(Eliminar parámetros en un sistema es encontrar un sistema equivalente en el que no aparecen dichos 
parámetros y en el que sus ecuaciones se expresen solo en función de las incógnitas) 

Eliminamos el parámetro b. 

Sumando E1 y E2, se tiene:  x + y − 3 = 7a. 

Sumando E3 + 2E2, se tiene: 2y + z − 4 = 5a 

Ahora eliminamos el parámetro a haciendo 5E1 − 7E2: 

5x + 5y  − 15 = 35a 

  −14y − 7z + 28 = −35a 

5x − 9y − 7z + 13 = 0 

con lo que los parámetros a y b quedan eliminados.
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3.71. Elimina los parámetros a y b en el siguiente sistema: 

3 3

2 3 3 1

2 2 5 8

x y a

x y z a b

x y z a b

+ = +
 + − = + +
 − + = − + −

 

Estudiamos el determinante de la matriz de los coeficientes: |M|= 
1 1 0
2 1 1
1 2 1

−
−

 ≠ 0 

Entonces el sistema tiene solución única cualquiera que sean los valores de a y b. 

Eliminamos los parámetros a y b; primero eliminamos el parámetro b entre las ecuaciones segunda y tercera. 

2 3 3 1

2 2 5 8

x y z a b

x y z a b

+ − = + + → − + = − + −
 

10 5 5 15 15 5

3 6 3 6 15 24

x y z a b

x y z a b

+ − = + +
 − + = − + −

 

Restando miembro a miembro, se obtiene:7x + 11y − 8z = 21a + 29. 

Ahora eliminamos el parámetro a entre la primera ecuación y la que acabamos de obtener: 

3 3

7 11 8 21 29

x y a

x y z a

+ = + → + − = +
 

7 7 21 21

7 11 8 21 29

x y a

x y z a

+ = +
 + − = +

 

Restando miembro a miembro, se obtiene: 4y − 8z = 8 

Y simplificando, resulta: y − 2z = 2. 

3.72. Se sabe que en el plano, la ecuación de una recta viene dada por una expresión del tipo ax + by + c = 0. 
De forma análoga, en el espacio tridimensional, una ecuación de la forma ax + by + cz + d = 0 representa 
un plano. Con esta información, determina la ecuación del plano que pasa por los puntos A (–1, 3, 2), 
B (0, 4, 3) y C (1, 0, –1), (Los números en cada paréntesis representan, respectivamente, las coordenadas 
x, y y z del punto. 

Sustituyendo las coordenadas de cada punto, se obtiene el sistema 

3 2 0

4 3 0 0, ,

0

a b c d

b c d a b d c d

a c d

− + + + =
 + + =  = = − =
 − + =

 

La ecuación del plano es : 1 0y zπ − + + =  

 

3.73. En el espacio, la ecuación de un plano viene dada por la expresión x – 3y + z + 3 = 0. Demuestra que esta 
ecuación equivale a un sistema compatible indeterminado y biparamétrico (con dos grados de libertad) y 
encuentra la solución de dicho sistema. 

La solución es 3 3, ,x a b y a z b= − − = =  

 

3.74. Una recta en el espacio tridimensional se puede definir como el lugar 
geométrico de los puntos de intersección de dos planos, tal y como se ilustra 
en la figura. 

De esta forma se observa que, en tres dimensiones, son necesarias dos 
ecuaciones independientes para determinar una recta. 

Encuentra las ecuaciones paramétricas de la recta definida por la intersección 
de los planos: 

π: x + y – z – 3 = 0,  π’: 2x + 3z + 1 = 0 

(Indicación: resuelve el sistema indeterminado que forman las ecuaciones de los dos planos). 

1 3

2 2
3 0 1 3 5 7 7 5

, ,
2 3 1 0 2 2 2 2

x

x y z
z x y y

x z
z

− = − λ
+ − − = − − λ λ +  = λ = =  = + λ + + = 

= λ

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RELACIONA Y CONTESTA 

 

 

Elige la única respuesta correcta en cada caso: 

 

3.1. La solución del sistema 

2 3 5

6

2 1

x y z

x y z

x z

+ − = −
 + + =
 − = −

 es: 

A) x = 2; y = 1; z = 3    

B) x = 1; y = 2; z = 3    

C) x = 3; y = 1; z = 2  

D) x = −3; y = 1; z = 2  

E) Ninguna de las anteriores 

B) El sistema es compatible determinado, la solución es x = 1; y = 2; z = 3 

 

 

3.2. Halla un número de tres cifras, tal que la suma de sus cifras sea 9, la cifra de las decenas sea la media 
aritmética de las otras dos cifras, y que si se invierte el orden de las cifras, la diferencia entre el número 
obtenido y el inicial sea 396. 

A) 432   B) 126   C) 234   D) 531   E) 630 

D) El sistema correspondiente es 

( )

9

2
100 10 100 10 396

x y z

x z
y

x y z z y z

+ + =
 + =

 + + − + + =

 x = 5, y = 3, z = 1 

 

 

3.3. El sistema de ecuaciones 

1

2 5

3 2 2

ax y

x y

x y

+ =
 + =
− + =

 

A) Tiene solución única si a = 
2

3
      

B) Tiene infinitas soluciones para a = − 2

3
     

C) Tiene solución única si a = −
3

2
  

D) Tiene solución única para cualquier valor de a.  

E) Ninguna de las anteriores. 

C) La solución del sistema formado por las dos últimas ecuaciones es 
3 17

,
4 8

x y= = . Para que el sistema tenga 

solución, a debe valer 
3

2
− . 
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3.4.  Dadas las rectas r y s de ecuaciones  
: 2 3

: 5

r ax y

s x by

+ =
 + =

: 

A) Si a · b = 2, r y s son paralelas. 

B) Son secantes para cualquier valor de a y b. 

C) Si a · b ≠ 2, r y s son secantes. 

D) No existe ningún valor de a y b para que r y s sean coincidentes. 

E) Ninguna de las anteriores. 

C) 2 2 0
1
a ab

b
= − = solo si ab =2. En los demás casos, la solución es única, las rectas son secantes.  

 

 

3.5.  Un sistema de tres ecuaciones, con tres incógnitas, se puede resolver mediante la matriz inversa: 

A) Siempre.        

B) Siempre que no sea homogéneo.     

C) Siempre que no tenga dos filas proporcionales.  

D) Cuando el rango de la matriz de coeficientes sea 3.  

E) Ninguna de las anteriores. 

D) El determinante de la matriz será distinto de 0, luego tendrá inversa. 

 

 

Señala, en cada caso, las respuestas correctas: 

 

3.6.  Un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas: 

A) Puede tener solución única. 

B) Puede tener infinitas soluciones. 

C) Puede ser incompatible. 

D) Para poder resolverlo le falta una ecuación. 

E) Si los coeficientes de las ecuaciones son proporcionales, las soluciones dependen de dos parámetros. 

A), B), C) son correctas. 

 

 

3.7.  Un sistema de ecuaciones lineales homogéneo: 

A) Siempre tiene solución. 

B) Solo tiene la solución trivial. 

C) Para que tenga solución distinta de la trivial, el rango de la matriz de coeficientes ha de ser igual que 
el rango de la matriz ampliada. 

D) Si tiene solución distinta de la trivial, entonces tiene infinitas soluciones. 

E) Los rangos de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada siempre son iguales. 

A), D), E) son correctas. 
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Elige la relación correcta entre las dos afirmaciones dadas: 

 

3.8.  En un sistema de ecuaciones lineales: 

a) Los rangos de las matrices de coeficientes y de las ampliadas son iguales. 

b) El sistema tiene infinitas soluciones. 

A) a ⇔ b      

B) a  b, pero b   a    

C) b  a, pero a  b  

D) a y b son excluyentes entre sí 

E) Ninguna de las  anteriores 

 

C) es la relación correcta. 

 
 

Señala el dato innecesario para contestar: 

3.9. Consideremos un sistema de cinco ecuaciones lineales con tres incógnitas. Sea A la matriz de 
coeficientes y A* la matriz ampliada. Para que el sistema sea compatible determinado: 

a) rg(A) = rg(A*) = 3 = número de incógnitas 

b) rg(A) = 3; rg(A*) = 3 

c) Solo hay tres ecuaciones linealmente independientes y, además, rg(A) = rg(A*). 

d) rg(A) = rg(A*);  |A| ≠ 0, rg(A*) = 3 

A) En a no hay un dato innecesario.     

B) En b no hay un dato innecesario.     

C) En c no hay un dato innecesario.  

D) En d no hay un dato innecesario.  

E) Todos los datos son necesarios. 

B) No hay un dato innecesario en b. 

 

 
Analiza si la información suministrada es suficiente para contestar la cuestión: 

10.  Un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas es de Cramer si se verifica: 

a) Si A es la matriz de coeficientes rg(A) = min(m, n). 

b) m = n  y  |A | ≠ 0 

A) Cada afirmación es suficiente por sí sola.    

B) a es suficiente por sí sola, pero b no.     

C) b es suficiente por sí sola, pero a no.  

D) Las dos son equivalentes.  

E) Hacen falta más datos. 

C) b es suficiente por sí sola, pero a no. 
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 4   Vectores en el espacio 

ACTIVIDADES INICIALES 

4.I. Efectúa las siguientes operaciones en R³ 

a)    − + −   
   

1 1
5, , 4 , 7, 2

2 3
  b) 3  − 

 
3

2, 1,
4

  c) 6(2, 3, −1) + 4(1, −5, 2) 

 

a) 





 −

6,
2

15
,

3

16
      b) 






 −

4

9
,3,6       c) (16, –2, 2) 

 

4.II. Calcula los valores de a, b y c para que sean ciertas las siguientes igualdades: 

  a) (a, b + 2, 7) = (5, 1, 8) – (a, –3, 1)    

  b) 







+−
5

2
,3,4   bab  = 2(a + 2b, –1, c)  

c) (a + b, b + c, c + a) = (–2, 3, 1) 

 

a) a =
2

5
, b = 2         

b) a =
13

14−
,  b = 

13

16
,  c =

1

5
  

c) a = –2, b = 0, c = 3 

EJERCICIOS PROPUESTOS 

 

4.1 Dados los vectores de la figura derecha, dibuja los correspondientes a 
las siguientes operaciones. 

a) a


 + b


 c) –2 b


 e) a


 + b


 + c


 

b) 3 a


 d) 3 a


 – 2 b


 f) 3 a


 – 2 b


 – c


 

a)                                      c)                                                       e)                           

 

 

 

 

 

b) d)       f) 

a

b

c

O X

Y

1

1

b

a + ba

O X

Y

1

1 a

3a

O X

Y

2

2 b–2b

O X

Y

2

2

3a – 2b

–2b

3a

O X

Y

1

1

a + b + c

b
c

a

4

O X

Y

2

2

3a – 2b – c

3a
–2b

–c



 

                                                                     Solucionario    
  

 

4.2 Estudia la dependencia lineal de los siguientes conjuntos de vectores, dados por sus coordenadas en 
una base B de V3. 

a) a


= (1, 2, 3), b


= (2, 1, 3), c


= (1, 0, 1)   

b) a


= (2, 0, 1), b


= (0, 1, 0), c


= (3, 1, 2) 

a) Son linealmente independientes si no es posible expresar ninguno de ellos como combinación lineal de los 
otros dos.  

(1, 2, 3) = a(2, 1, 3) + b(1, 0, 1) 

1 2

2

3 3

a b

a

a b

= +
 =
 = +

1 4

2

3 6

b

a

b

= +
→ = →
 = +

3

2

3

b

a

b

= −
 =
 = −

 

Luego a


 se puede expresar como combinación lineal de b


 y c


 ya que a


 = 2 b


 − 3 c


. 

De otro modo, 
101
312
321

 = 1 + 6 − 3 − 4 = 0  los vectores son linealmente dependientes. 

b) Ninguno de ellos puede expresarse como combinación lineal de los otros, ya que el determinante 
2 0 1
0 1 0 1 0
3 1 2

= ≠  

 

4.3 Comprueba si forman base de V³ los vectores 1u


 = (1, 0, −3); 2u


 = (1, −1, 1);  3u


 = (0, 2, −8) expresados 

por sus coordenadas en una base de V³. 

No forman base porque no son linealmente independientes, pues 
1 0 3
1 1 1 0
0 2 8

−
− =

−
. 

 

4.4 a) Comprueba que los vectores 1u


 = (2, 1, 0); 2u


 = (3, −1, 0); 3u


 = (1, 1, 1) expresados en una base B de 

V3, constituyen a su vez otra base de dicho espacio. 

b) Halla las coordenadas del vector v


 = (3, 1, 7), dado en función de la base B, respecto de la nueva base 
B' = { 1u


, 2u


, 3u


}. 

a) Tres vectores forman base si son linealmente independientes. En este caso, el determinante de la matriz 
formada con sus componentes es no nulo. 

b) (3, 1, 7) = a(2, 1, 0) + b(3, –1, 0) + c(1, 1, 1) y resolviendo el sistema se obtiene que 321 7
5

8

5

22
uuuv


++−= . 

 

4.5 Sean los vectores a


= (2, –3, 0), b


= (1, 2, 4) y c


= (0, –5, –2). Haz las siguientes operaciones.   

a) 3 a


 – 2 b


 e) ( a


+ b


)·( a


– b


)  

b) 2 a


 – 3 c


 + 5 b


 f) (2 a


+ 4 c


)·( c


– b


)     

c) a


· b


 g) a


· b


 + b


· c


 + c


· a


 

d) a ⋅


( b


 + c


)  h) ( c


– a


)2 + ( b


– a


)2 

 

a) (4, –13, –8)      e) –8    

b) (9, 19, 26)      f) 226     

c) –4        g) –7 

d) 11        h) 54

5
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4.6 Calcula el valor de m para que el módulo de la proyección del vector a


= (m, 1, 1) sobre la dirección del 

vector b


 = (5, 0 –2) sea igual a 2. 

El módulo de la proyección es 
 · 5 2

2
29

a b m

b

−
= =



 . 

Despejando, se comprueba que m = 
2 2 29

5

±
. 

 

 

4.7 Halla, en cada caso, el valor de b para que los vectores dados sean perpendiculares entre sí. 

a) u


 = (6, 0, –7);  v


 = (b, 1 + b, 3) 

b) u


 = (5 + b, –4, 2b);  v


 = (0, 2 – b, 4) 

c) u


 = (b, –1 + b, –3);  v


 = (b, 2, b) 

 

En todos los casos debe ocurrir que su producto escalar sea nulo, por tanto: 

a) b =
2

7
 

b) b =
3

2
 

c) b = 2, b = –1 

 

 

4.8 Las coordenadas de los vectores u


 y v


 respecto de una base ortonormal son las siguientes: 

u


 = (0, 3, 1)        v


 = (1, 0, −2) 

a) Halla u


· v


. 

b) Halla |u


| y | v


|. 

 

a) u


· v


 = (0, 3, 1) · (1, 0, −2) = −2 

b) | u


| = ²1²3 +  = 10 ; | v


| = ²2²1 +  = 5  

 

 

4.9 Dados los vectores u


 y v


, cuyas coordenadas respecto de una base ortonormal son las siguientes: 

u


 = (2, 3, 1)           v


 = (−2, 1, 4) 

Demuestra que | u


 + v


| ≤ |u


| + |v


|. 

 

u


 + v


 = (2, 3, 1) + (−2, 1, 4) = (0, 4, 5) 

| u


 + v


| = ²5²4 +  = 41  

| u


| = 1²3²2 ++  = 14  

| v


| = ²4²1²2 ++  = 21  

Por tanto, se verifica que  | u


 + v


| ≤ | u


| + |v


| ya que 41  ≤ 14 + 21

6
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4.10 Se tienen los vectores u


 = (1, 1, 0); v


 = (2, 0, –1); w


 = (2, −1, −1), dados respecto de una base ortonormal 
B. Calcula: 

a) Ángulo entre u


 y v


. c) Ángulo entre v


 y w


. 

b) Ángulo entre u


 y w


. d) Ángulo entre u


 y v


 + w


. 

 

a) cos (,u v
 

) = 
52

1)(·00·12·1 −++
 = 

10

2
  (,u v

 
) = arccos 

10

2
 = 50° 46’ 6,53” 

b) cos (,u w
 

) = 
62

1)(·01)(·12·1 −+−+
 = 

12

1
  (,u w

 
) = arccos 

12

1
 = 73° 13’ 16,84” 

c) cos (,v w
 

) = 
65

1)(·1)(1)(·02·2 −−+−+
 = 

30

5
  (,v w

 
) = arccos 

30

5
 = 24° 5’ 41,43” 

d) cos (,u v w+
  

) = 
212

2)(·01)(·14·1 −+−+
 = 

42

3
  (,u v w+

  
) = arccos 

42

3
 = 62° 25’ 29,83” 

 

4.11 Sean los vectores u


 = (2, 0, 4) y v


 = (m, 0, 3) referidos a una base ortonormal B. 

a) Calcula m para que el ángulo que formen los vectores u


 y v


 sea 60°. 

b) Para este valor de m, halla u


· v


, | u


|, |v


| y los ángulos que forman u


 y v


 con los vectores de la base. 

 

a) cos 60° = 
2

1
 = 

2 12

2² 4² ² 3²

m

m

+


+ +
20 ²9 m+  = 4m +24  20 (9 + m²) = 16m² + 192m + 576  

 4m² − 192m – 396 = 0  m = 31524 ±  

b) Para m = 31524 ± , resulta: 33060· ±=vu


  , 52|| = u


, 37201260|| ±= v


 

Los ángulos que forman u


 y v


 con los vectores de la base son, respectivamente: 

28,562º63 ′′′=αu , 90uβ = , 26º 33 54,18uγ ′ ′′=  

28,562º3 ′′′=αv , 90vβ = , 86º 33 54,18vγ ′ ′′= ; ' 123º 26 5,82vα ′ ′′= , ' 90vβ = , ' 33º  26'5,82"vγ =  

 

4.12 Encuentra un vector ortogonal a los vectores u


 y v


 cuyas coordenadas respecto de una base 

ortonormal son u


 = (−1, 3, 5) y v


 = (4, 0 −5). 

u


× v


 = 
504

531
−

−
kji


 = −15 i


 + 15 j


 − 12 k


, es decir, el vector (−15, 15, −12) y todos los que tengan sus 

coordenadas proporcionales. 

 

4.13 Halla el área del paralelogramo que tiene por lados los vectores AB  y AD  de la 

figura, sabiendo que AD


= 4 cm. 

AD


× AB


 = 4 0 0
4 3 0

i j k
  

 = 12 k


 

Calculando el módulo del producto vectorial, el área pedida es 12 cm2.

DA

B

7
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4.14 Si los vectores u


 y v


 tienen la misma dirección: 

a) ¿Cómo será su producto escalar? b) ¿Cómo será su producto vectorial? 

 

a) u


 y v


 mismo sentido: u


· v


 = | u


| | v


| cos 0° = | u


| | v


| 

u


 y v


 sentido opuesto: u


 · v


 = | u


| | v


| cos 180° = −| u


| | v


| 

b) Si u


 y v


 tienen el misma dirección, sus coordenadas son proporcionales. Entonces u


× v


 = (0, 0, 0). 
 

 

4.15 Calcula las coordenadas de un vector a


 de módulo 5 que sea perpendicular al mismo tiempo a los 

vectores b


 = (2, –3, 0) y c


 = (1, –4, 1), expresados respecto de la misma base ortonormal que el vector a


. 

5
| |

b c
a

b c

×= ±
×

 
  

38

385±=a


(3, 2, 5) 

 

 

4.16 Halla el volumen del paralelepípedo determinado por los vectores u


 = (3, 0, −2), v


 = (1, 1, 3) y  

w


 = (−1, 3, 2). 

V = |[ u


, v


, w


]| =
3 0 2
1 1 3
1 3 2

−

−
 = 29 u3 

 

 

4.17 a) Determina el producto mixto de los vectores u


 = (2, 5, 6), v


 = (1, 3, 4) y w


 = (0, 0, 1). 

b) Halla el volumen del paralelepípedo determinado por los vectores u


, v


 y w


 

 

a) [ u


, v


, w


] = 
100
431
652

 = 1    

b) V = |[ u


, v


, w


]| = 1 u3 

 

 

4.18 Halla el producto mixto de los vectores u


, v


 y w


 cuyas coordenadas respecto de una base ortonormal 

son u


 = (7, 0, 1), v


 = (−1, 2, 5) y w


 = (2, 2, 4). 

[ u


, v


, w


] = 
422
521
107

−  = −20 

 

 

4.19 a) Calcula el producto mixto de los vectores u


 = (1, 2, 3), v


 = (4, 5, 6) y w


 = (7, 8, 9). 

b) A partir del resultado obtenido anteriormente ¿se puede afirmar algo sobre la dependencia e 
independencia lineal de u


, v


 y w


? 

a) [ u


, v


, w


] = 
987
654
321

 = 0    

b) Son linealmente dependientes.
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EJERCICIOS 

Operaciones con vectores 

4.20 Dados los vectores u


, v


 y w


 cuyas coordenadas respecto de una base ortonormal son las siguientes: 

u


 = (1, 3, 4); v


 = (5, 1, 3); w


 = (0, 1, 2), calcula la expresión de los siguientes vectores referida a la misma 
base: 

a) u


 + v


, u


 + w


 y v


 + w


 d) 2 u


 + 3v


 + 5w


 

b) (u


 + v


) + w


 e) )32(63 wvu


−−  

c) 2 u


, 3 v


, 5 w


 

 

a) u


 + v


 = (1, 3, 4) + (5, 1, 3) = (6, 4, 7) 

u


 + w


 = (1, 3, 4) + (0, 1, 2) = (1, 4, 6) 

v


 + w


 = (5, 1, 3) + (0, 1, 2) = (5, 2, 5) 

b) u


+ v


 = (1, 3, 4) + (5, 1, 3) = (6, 4, 7)   

( u


+ v


) + w


 = (6, 4, 7) + (0, 1, 2) = (6, 5, 9) 

c) 2 u


 = 2(1, 3, 4) = (2, 6, 8)  

3 v


 = 3(5, 1, 3) = (15, 3, 9)  

5 w


 = 5(0, 1, 2) = (0, 5, 10) 

d) 2 u


 + 3 v


 + 5w


 = (2, 6, 8) + (15, 3, 9) + (0, 5, 10) = (17, 14, 27) 

e) Primero se calcula 2 v


 – 3 w


= (10, 2, 6) – (0, 3, 6) = (10, –1, 0) 

)32(63 wvu


−− = (3, 9, 12) – 6(10, –1, 0) = (3, 9, 12) – (60, –6, 0) = (–57, 15, 12) 

 

 

4.21 Con los vectores del ejercicio anterior comprueba la propiedad asociativa de la suma de vectores. 

Hay que calcular las coordenadas del vector ( u


 + v


) + w


 y las del vector u


 + (v


 + w


) y comprobar que son 
las mismas. 

( u


 + v


) + w


 = [(1, 3, 4) + (5, 1, 3)] + (0, 1, 2) = (6, 4, 7) + (0, 1, 2) = (6, 5, 9) 

u


 + (v


 + w


) = (1, 3, 4) + [(5, 1, 3) + (0, 1, 2) = (1, 3, 4) + (5, 2, 5) = (6, 5, 9) 

Luego, en efecto, se verifica la propiedad asociativa de la suma ( u


 + v


) + w


 = u


 + (v


 + w


) 

 

 

4.22 Halla las coordenadas m y n del vector u


 = (2, m, n) de manera que u


 = v


 − w


, siendo v


 = (1, 1, 5) y 

w


 = (–1, 0, 1). 

u


 = v


 − w


  (2, m, n) = (1, 1, 5) − (–1, 0, 1) 

Igualando componente a componente, se obtienen las siguientes igualdades. 

2 1 1

1 0

5 1

m

n

= +
 = + 
 = −

 m = 1; n = 4
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Dependencia e independencia lineal. Bases y coordenadas 

4.23 Estudia la dependencia lineal del conjunto de vectores {(1, 2, 3); (2, 1, 3); (1, 0, 1)}. 

Escribe un vector como combinación lineal de los restantes: (1, 2, 3) = k(2, 1, 3) + h(1, 0, 1) 

Identificando las componentes, se obtiene el sistema: 






+=
=

+=

hk

k

hk

33

2

21

    

El sistema tiene solución, ya que k = 2 y h = −3. Luego el vector (1, 2, 3) es combinación lineal de los otros dos; 
en consecuencia, los vectores dados son linealmente dependientes. 

 

4.24 Demuestra que el conjunto de vectores {(1, 0, 0); (0, 1, 0); (0, 0, 1)} es linealmente independiente. 

Si k1(1, 0, 0) + k2(0, 1, 0) + k3(0, 0, 1) = (0, 0, 0), entonces k1 = k2 = k3 = 0. Por consiguiente, son linealmente 
independientes. 

 

4.25 (PAU) a) Determina los valores de a para los que resulten linealmente dependientes los vectores (−2, a, a), 
(a, −2, a) y (a, a, −2). 

b) Obtén en esos casos una relación de dependencia entre los vectores. 

 

a) 
2

2
2

−
−

−

aa
aa
aa

 = −8 + 2a³ + 6a² = 2(a − 1) (a + 2)² 

Cuando a = 1 ó a = −2 los vectores son linealmente dependientes. 

b) Si a = 1: (−2, 1, 1) = x(1, −2, 1) + y(1, 1, −2) 

2

2 1

2 1

x y

x y

x y

+ = −
− + = →
 − =

1

1

x

y

= −
 = −

. Por tanto: (−2, 1, 1) = −1 (1, −2, 1) −1 (1, 1, −2) 

Si a = −2: La dependencia lineal es obvia, pues los tres son el mismo vector (−2, −2, −2). 

 

4.26 Si tres vectores 1e


, 2e


, 3e


 son linealmente independientes: 

a) ¿También serán independientes los vectores 1e


 + 2e


 − 2 3e


, 1e


 + 2 2e


 − 3e


, 1e


 + 3 2e


? 

b) ¿Y los vectores 1e


 + 2e


, 1e


 − 2 2e


? 

 

a) Si 1e


, 2e


, 3e


 son linealmente independientes, se pueden tomar como base. Por tanto, para ver si: 

1v


 = 1e


 + 2e


 − 2 3e


;  2v


 = 1e


 + 2 2e


 − 3e


;  3v


 = 1e


 + 3 2e


 

son linealmente independientes, se calcula el determinante de la matriz formada con sus coordenadas respecto 
de la base B = { 1e


, 2e


, 3e


} 

1

2

3

(1, 1, 2)

(1, 2, 1)

(1, 3, 0)

v

v

v

= −
= −
=





  
031
121
211

−
−

 = 0  1v


, 2v


 y 3v


 son linealmente dependientes. 

 

b) Los vectores 1w


 = 1e


 + 2e


 y 2w


 = 1e


 − 2 2e


 tienen las siguientes coordenadas respecto de la base B: 

1w


 = (1, 1, 0); 2w


 = (1, −2, 0). Son linealmente independientes ya que sus coordenadas no son proporcionales.
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4.27 Dada la base del espacio vectorial V3, B = 





















 −









 −










0,

5

1
,

5

2
,

5

1
,

5

2
,0,

5

2
,0,

5

1
, referida a una 

base ortonormal, comprueba si es normada, ortogonal u ortonormal. 

| 1u


| = 
5

4
0

5

1 ++  = 1;  | 2u


| = 
5

1

5

4
0 ++  = 1;  | 3u


| = 0

5

1

5

4 ++  =1 

1u


 · 2u


 = 
5

1
· 0 + 0 · 









 −
5

2
 + 

5

2
·

5

1
 ≠ 0  1u


 y 2u


 no son ortogonales. 

Luego los vectores dados no son ortogonales y sí unitarios. En consecuencia, la base B es normada. 

 

4.28 Encuentra una base ortonormal de V3 que contenga un vector paralelo a (1, −1, 2). 

Se busca un vector ortogonal al dado, por ejemplo, v


 = (1, 1, 0) ya que (1, 1, 0) · (1, −1, 2) = 1 − 1 = 0. 

Para obtener un vector ortogonal a u


 = (1, −1, 2) y v


 = (1, 1, 0) basta con hallar el producto vectorial de u


 y v


. 

w


 = u


× v


 = (1, −1, 2) ×  (1, 1, 0) = 
011
211 −
kji


 = (−2, 2, 2). 

Luego los vectores u


 = (1, −1, 2), v


 = (1, 1, 0), w


 = (−2, 2, 2) constituyen una base ortogonal. Para que sea 
ortonormal se dividen las coordenadas de cada vector por su módulo. 

| u


| = |(1, −1, 2)| = ²2²1²1 ++  = 6   1u


 = 









 −

6

2
,

6

1
,

6

1
 

| v


| = |(1, 1, 0)| = ²1²1 +  = 2    2u


 = 









0,

2

1
,

2

1
 

| w


| = |(−2, 2, 2)| = ²2²2²2 ++  = 2 3   3u


 = 









 −

3

1
,

3

1
,

3

1
 

La base buscada es B = { 1u


, 2u


, 3u


} 

 

4.29 Si los vectores 1v


, 2v


, 3v


 constituyen una base de V3, ¿formarán base los siguientes conjuntos de 

vectores? 

a) 1v


 − 2v


, − 2v


 + 2 1v


, 3v


 − 1v


 + 2v


  

b) 1v


 + 2v


 − 3v


, 1v


 − 2v


 + 3v


, 2 1v


 + 3 2v


 + 3 3v


 

 

a) Las coordenadas de 1v


 − 2v


, − 2v


 + 2 1v


 y 3v


 − 1v


 + 2v


 respecto de la base B = { 1v


, 2v


, 3v


} son 

1v


 − 2v


= (1, –1, 0); − 2v


 + 2 1v


= (2, –1, 0) y 3v


 − 1v


 + 2v


= (–1, 1, 1).  

Como 
111
012
011

−
−
−

 = 1 ≠ 0, los vectores son linealmente independientes y, por tanto, forman una base de V3. 

 

b) Del mismo modo: 1v


+ 2v


– 3v


= (1, 1, –1); 1v


– 2v


+ 3v


= (1, –1, 1) y 2 1v


+ 3 2v


+ 3 3v


= (2, 3, 3).  

Como  
1 1 1
1 1 1 12 0
2 3 3

−
− = − ≠ , estos tres vectores son linealmente independientes. Por tanto, constituyen una 

base de V3.
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4.30 Siendo 1b


 = 
2

)3( ji


+
, 2b


 = 
2

)3( ji


−
 y 3b


 = k


: 

a) Comprueba que forman una base ortonormal de V3, siendo i


, j


, k


 la base canónica de V3.  

b) Halla las coordenadas del vector i


 + j


 + k


 respecto de la base B = { 1b


, 2b


, 3b


}. 

 

a) La base B = { 1b


, 2b


, 3b


} es ortonormal ya que | 1b


| = 1; | 2b


| = 1; | 3b


| = 1. 

1b


· 2b


 = 










0,

2

3
,

2

1
·











− 0,

2

1
,

2

3
 = 0; 1b


· 3b


 = 0; 2b


· 3b


 = 0 

b) Si las coordenadas del vector i


 + j


 + k


 respecto de B son (a, b, c) entonces: 

(1, 1, 1) = a










0,

2

3
,

2

1
+ b











− 0,

2

1
,

2

3
+ c(0, 0, 1) 

31
1

2 2

3 1
1

2 2
1

a b

a b

c


+ =


 − = →


=



 

3 3
3

2 2

3 1
1

2 2

a b

a b


+ = →

 − =

3 1

2

3 1

2

b

a

 −
=


+ =

 

Por tanto, las coordenadas del vector i


 + j


 + k


 son: 
3 1 3 1

, , 1
2 2

 + −
  
 

 

 

 

4.31  (PAU) Se consideran los vectores de V3, u


= (0, 0, 1) y v


= (sen t, cos t, 0) (t es un número real arbitrario). 
Encuentra, si es posible, un tercer vector que forme junto con ellos una base ortonormal. 

Los vectores u


 y v


 son unitarios y ortogonales. Por tanto, el tercer vector puede ser w


 = u


× v


. 

w


 = u


× v


 = 
0cossen
100

tt

kji


 = − cos t i


 + sen t j


 = (− cos t, sen t, 0). 

Este vector es unitario, por consiguente la base B = { u


, v


, w


} es ortonormal. También lo es B’ = { u


, v


, − w


}. 

 

 

4.32 (PAU) En un espacio vectorial E sean 1u


, 2u


, 3u


 vectores linealmente independientes. Comprueba si los 

vectores: 1v


 = 1u


 − 2u


, 2v


 = 2u


 − 3u


 y 3v


 = 3u


 − 1u


 son linealmente dependientes o independientes y, 

en caso de dependencia lineal, encuentra la relación entre ellos. Razona la respuesta. 

1v


 = (1, −1, 0), 2v


 = (0, 1, −1), 3v


 = (−1, 0, 1) respecto de la base B = { 1u


, 2u


, 3u


}. 

Como 
101
110

011

−
−

−
 = 0, los vectores 1v


, 2v


 y 3v


 son linealmente dependientes. 

Para hallar la relación que existe entre ellos, se expresa uno como combinación lineal de los otros dos. 

(1, −1, 0) = a(0, 1, −1) + b(−1, 0, 1)  

1

1

0

b

a

a b

= −
− =
 = − +

. Por tanto, 1v


 = − 2v


 − 3v


 o 1v


 +  2v


 + 3v


 = 0

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4.33 (PAU) Dados los vectores u


 = (1, 1, 1); v


 = (0, 1, −1) y w


 = (1, 1, 0) de V3 

a) ¿Son linealmente independientes? 

b) Halla un vector z


 tal que u


, v


, w


 y z


 sean linealmente dependientes. 

c) Halla, si es posible, un vector t


 tal que {u


, v


, t


} sea una base de V3. 

a) Como det( u


, v


, w


) ≠ 0 entonces u


, v


, w


 son linealmente independientes. 

b) Basta que z


 sea un vector cualquiera que se obtenga como combinación lineal de u


, v


, w


, como por 

ejemplo: z


 = u


 + v


 + w


, para que este vector sea linealmente dependiente de u


, v


 y w


. 

Nota: Dado que los vectores u


, v


, w


 son linealmente independientes, cualquier vector que se añada de R³ 
dependerá linealmente de ellos. 

c) t


 será cualquier vector cuyas coordenadas hagan que det( u


, v


, t


) ≠ 0. Sea, por ejemplo:  

t


= (0, 0, 1) ya que 
100
110

111
−  ≠ 0 

 

4.34 (PAU) a) Estudia si los vectores 1v


 = (2, 1, −1) y 2v


 = (1, −1, 1) son linealmente independientes. 

b) Escribe la relación que deben verificar las coordenadas de un vector v


 = (a, b, c) para que sea 
combinación lineal de 1v


 y 2v


. 

a) Son linealmente independientes al ser sus coordenadas no proporcionales. 

b) Sea la combinación lineal: (a, b, c) = λ (2, 1, −1) + μ (1, −1, 1). Operando e igualando se obtiene: 

a = 2 λ + μ; b = λ − μ; c = −λ + μ. 

Se verifica para cualquier a, siempre que c = –b, por lo tanto ( ), , ,v a b b a b= − ∀ ∈


R ya que 
2 1 1
1 1 1
a b b

−
−

−
=0. 

4.35  (PAU) ¿Son a


 = (1, 2, 3) y b


 = (3, 2, 1) linealmente independientes? Da un vector, c


, de modo que a


, b


 

y c


 sea una base de V3. 

Los vectores a


 y b


 son linealmente independientes ya que sus coordenadas no son proporcionales. 

Para hallar un vector c


 que junto con a


  y  b


  sean una base de V³, basta con que c


 sea un vector tal que a


, 

b


, c


 sean linealmente independientes o, lo que es lo mismo, que det( a


, b


, c


) ≠ 0. Por ejemplo, el vector  

c


 = (0, 0, 1) hace que B = { a


, b


, c


} sea una base de V³. 

 

Producto escalar 

4.36 Calcula el trabajo realizado por la fuerza f


 = (2, 3, 1) N al producir en un móvil un desplazamiento dado 

por el vector d


 = (3, 4, 5) m, estando los vectores referidos a una base ortonormal. 

T = f


· d


 = (2 N, 3 N, 1 N)·(3 m, 4 m, 5 m) = 2 · 3 J + 3 · 4 J + 1 · 5 J = 23 J 

 

4.37 Dos fuerzas 1f


 y 2f


 tienen 5 y 2 Newton de intensidad, respectivamente; el ángulo que forman es igual  

a 60°. Halla el producto escalar de ambas fuerzas. 

1f


 · 2f


 = | 1f


 | | 2f


| cos (

1 2,f f
 

) = | 1f


| | 2f


| cos 60° = 5 · 2 · 0,5 = 5

13
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4.38 Halla el ángulo que forman las fuerzas 1f


 = (2, 3, 4) N y 2f


 = (1, 5, 2) N. Calcula el trabajo que realiza la 

fuerza 1f


 + 2f


 al producir en un cuerpo un desplazamiento dado por el vector d


 = (2, 3, 6) m. 

cos (

1 2,f f
 

) = 
||·||

·

21

21

ff

ff 


 = 
²2²5²1²4²3²2

8152

++++
++

 = 
870

25
 

(

1 2,f f
 

) = arccos 
870

25
 = 32° 3’ 2,3” 

1f


 + 2f


 = (2, 3, 4) + (1, 5, 2) = (3, 8, 6) 

T = ( 1f


 + 2f


) · d


 = (3, 8, 6) · (2, 3, 6) = (3 · 2 + 8 · 3 + 6 · 6) Nm = 66 J 

 

4.39 Calcula el trabajo realizado por la resultante de las 
fuerzas aplicadas sobre el punto A de la figura, cuando 

provocan un desplazamiento dado por el vector AB . 

 

Teniendo en cuenta que cada cuadrado equivale a 2 N y 1 m: 

((–6, 0)+ (8, 6)+ (10, –6))·(6, 0) = (12, 0)·(6, 0) = 72 Nm = 72 J 

 

 

 

 

4.40 En una base ortonormal los vectores u


 y v


 tienen las siguientes coordenadas: u


 = (1, 2, 3) y  

v


 = (2, −1, 4). Calcula: 

a) Su producto escalar. 

b) El módulo de cada vector. 

c) El ángulo que forman u


 y v


. 

d) El valor de m para que el vector w


 = (0, 3, m) sea ortogonal al vector v


. 

a) u


· v


 = (1, 2, 3) · (2, −1, 4) = 1 · 2 + 2 (−1) + 3 · 4 = 12 

b) | u


| = )3,2,1(·)3,2,1(  = ²3²2²1 ++  = 14 ; |v


| = )4,1,2(·)4,1,2( −−  = ²4)²1(²2 +−+  = 21  

c) cos (,u v
 

) = 
||·||

·

vu

vu



 = 
2114

12
 de donde ( ,u v

 
) = arccos 

2114

12
 = 45° 35’ 5” 

d) Para que los vectores w


 y v


 sean ortogonales su producto escalar tiene que ser cero: 

v


 · w


 = 0   (2, −1, 4) · (0, 3, m) = 0  −3 + 4m = 0  m = 
4

3
 

4.41 Halla los valores x e y para que el vector (x, y, 1) sea ortogonal a los vectores (3, 2, 0) y (2, 1, −1). 

(x, y, 1) ⊥ (3, 2, 0)  3x + 2y = 0; (x, y, 1) ⊥ (2, 1, −1)  2x + y − 1 = 0 

Resolviendo el sistema, se obtiene:  x = 2; y = −3. 

 

4.42 Comprueba si son unitarios los vectores, a


 = 





 −

5

4
,

5

3
,0  y b


 = (2, 1, 3), estando referidos a una base 

ortonormal. 

| a


| = 
22

5

4

5

3
²0 






+






 −+  = 1  a


 es unitario. | b


| = ²3²1²2 ++  = 14  ≠ 1  b


 no es unitario.

F2

F1 BA

F3

2N

6 m
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4.43 Halla la proyección del vector u


 = (2, 1, 3) sobre el vector v


 = (−3, 4, 2), dados respecto de una base 
ortonormal. 

Proyección de u


 sobre v


 = 
u v

v

⋅
 
  = 

2( 3) 1 4 3 2

( 3)² 4² 2²

− + ⋅ + ⋅

− + +
 = 

29

4
 

 

4.44 Sea B = ( 1u


, 2u


, 3u


) una base tal que | 1u


| = 2, | 2u


| = 3, | 3u


| = 1 y 1u


· 2u


 = 4, 1u


 · 3u


 = 1, 2u


 · 3u


 = 2. 

Calcula el valor de m para que los vectores u


 = 11 1u


 + m 2u


 + 3 3u


 y v


 = 1u


 + 2 2u


 + 3u


 sean 

ortogonales. 

u


 ⊥ v


 ⇔ u


· v


 = 0 ⇔ (11 1u


 + m 2u


 + 3 3u


)· ( 1u


 + 2 2u


 + 3u


) = 0 ⇔  

11 2
1u


 + 22 1u


· 2u


 + 11 1u


· 3u


 + m 2u


· 1u


 + 2m 2
2u


 + m 2u


· 3u


 + 3 3u


· 1u


 + 6 3u


· 2u


 + 3 2
3u


 = 

= 11 2
1u


 + 2m 2
2u


 + 3 2
3u


 + (22 + m) 1u


· 2u


 + 14 1u


· 3u


 + (m + 6) 2u


· 3u


 = 

= 11·2² + 2m ·3² + 3 + (22 + m)·4 + 14·1 + (m + 6)·2 = 161 + 24m = 0  m = − 
161

24
 

 

4.45 Dados los vectores 1u


 = (2, 0, 0); 2u


 = (0, 1, −3) y 3u


 = a 1u


 + b 2u


 ¿qué relación deben satisfacer a y b 

para que el módulo de 3u


 sea la unidad? 

3u


 = a 1u


 + b 2u


 = a(2, 0, 0) + b(0, 1, −3) = (2a, 0, 0) + (0, b, −3b) = (2a, b, −3b) 

| 3u


| = )²3(²)²2( bba −++  = 1  4a² + b² + 9b² = 1  4a² + 10b² = 1 

Para que 3u


 sea unitario, los parámetros a y b deben satisfacer la siguiente relación: 4a² + 10b² = 1. 

 

 

4.46 Dos vectores a


 y b


 son tales que | a


| = 10, | b


| = 10 3  y | a


 + b


| = 20. Halla el ángulo que forman los 

vectores a


 y b


. 

Los vectores a


 y b


 determinan un triángulo, y por el teorema del coseno: 

c² = a² + b² − 2 ab cos Ĉ   400 = 100 + 300 − 2 · 10 3 cos Ĉ   0 = cos Ĉ   
( ),a b


= 90° 

Nota: téngase en cuenta que 
( ) ˆ, 180a b C= −


. 

 

4.47 Pon un contraejemplo para demostrar que de la igualdad u


· v


 = u


· w


 no se deduce que v


 = w


. 

Sean u


 = (4, −1, 2); v


 = (1, 2, −1) y w


 = (0, 2, 1). Se cumple que u


· v


 = u


· w


 = 0 y, en cambio, v


 ≠ w


. 

 

 

4.48 Sean u


 y v


 dos vectores tales que (u


 + v


)2 = 25 y ( u


 − v


)2 = 9. Calcula el producto escalar u


· v


. 

Desarrollando los cuadrados: 
2

2

25 ( ) ² ² 2  · 

9 ( ) ² ² 2  · 

u v u v u v

u v u v u v

 = + = + +


= − = + −

     
        

Restando ambas igualdades, se obtiene que 16 = 4 u


· v


  u


· v


 = 4

15
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4.49 (PAU) Demuestra que si e


 y 'e


 son dos vectores del mismo módulo, los vectores e


 + 'e


 y e


 − 'e


 son 
ortogonales. 

Para que los vectores u


 = e


 + 'e


 y v


 = e


 − 'e


 sean ortogonales, su producto escalar tiene que ser nulo: 

u


 ⊥ v


 ⇔ u


· v


 = 0 ⇔ ( e


 + 'e


) · ( e


 − 'e


) = e


· e


 − e


· 'e


 + 'e


· e


 − 'e


· 'e


= 0  

             ⇔ e


· e


 − 'e


· 'e


 = | e


|² − | 'e


|² = 0 

Por tanto, es cierto que los vectores e


 + 'e


 y e


 − 'e


 son ortogonales. 

 

4.50 Simplifica las siguientes expresiones: 

a) ( u


 − v


)2 c) (2 u


 + 3 v


) ( u


 + v


)  

b) 2 u


· ( u


 – 3 v


) d) (u


 + v


) ( u


 − v


) 

a) ( u


 − v


)2 = ( u


 − v


) · ( u


 − v


) = u


· u


 − u


· v


 − v


· u


 + v


· v


 = u
 2 − 2 u


· v


 + v
 2 

b) 2 u


· ( u


 – 3 v


) = 2 u


· u


– 6 u


· v


= 2 2u


 – 6 u


· v


 

c) (2 u


 + 3v


) · ( u


 + v


) = 2 u


· u


 + 2 u


· v


 + 3v


· u


 + 3v


· v


 = 2 u


² + 5 u


· v


 + 3 v


² 

d) ( u


 + v


) · ( u


 − v


) = u


· u


 − u


· v


 + v


· u


 − v


· v


 = u
 2 − v

 2 

 

4.51 Dados los vectores u


 = (2, 4, 5) y v


 = (3, 1, 2), halla el módulo del vector u


 − v


. 

u


 − v


 = (2, 4, 5) − (3, 1, 2) = (−1, 3, 3)  | u


 − v


| = ²3²3²1 ++  = 19  

 

4.52 Sean u


 y v


 dos vectores tales que |u


| = 9 y ( u


 + v


)·( u


 − v


) = 17. Calcula el módulo del vector v


. 

17 = ( u


 + v


) · ( u


 − v


) = u


² − v


²  |v


|² = | u


|² − 17 = 9² − 17 = 64; | v


| = 64  = 8 

 

4.53 Sea B = { 1u


, 2u


, 3u


} una base tal que | 1u


| = | 2u


| = | 3u


| = 2 y ( )1 2,u u
 

 = ( )1 3,u u
 

 = ( )2 3,u u
 

 = 60°. Calcula el 

módulo del vector u


 = 1u


 + 2u


 + 3u


. 

| u


|² = u


· u


 = ( 1u


+ 2u


+ 3u


)·( 1u


+ 2u


+ 3u


) =  2
1u


+ 1u


· 2u


+ 1u


· 3u


+ 2u


· 1u


+ 2
2u


+ 2u


· 3u


+ 3u


· 1u


+ 3u


· 2u


+ 2
3u


=  

        = 2
1u


+ 2
2u


+ 2
3u


+ 2 1u


· 2u


+ 2 1u


· 3u


+ 2 2u


· 3u


= 4 + 4 + 4 + 2 · 2 · 2 ·
2

1
 + 2 · 2 · 2 ·

2

1
 + 2 · 2 · 2 ·

2

1
 = 24 

Por tanto: | u


| = 24  = 2 6  

 

4.54 (PAU) a)¿Puede haber dos vectores u


, v


 tales que u


· v


 = −3, | u


| = 1, |v


| = 2? 

b) ¿Qué se puede decir del ángulo de dos vectores que verifican | x


· y


| = | x


|| y


|? Justifica las 
respuestas. 

a) Sustituyendo los valores dados por el enunciado en la igualdad u


· v


 = | u


| | v


| cos ( ,u v
 

), se tiene: 

−3 = 1 · 2 cos(,u v
 

)  cos( ,u v
 

) = −
2

3
 = −1,5 

No es posible ya que el coseno de un ángulo está acotado entre −1 y 1. Luego no existen vectores u


 y v


 que 
cumplan esas condiciones. 

b) Se sabe que x


· y


 = | x


| | y


| cos( ,x y
 

) tomando valores absolutos resulta: | x


 · y


| = | x


| | y


| |cos( ,x y
 

)| 

Como x


 e y


 verifican | x


· y


| = | x


| | y


|, entonces se deduce que |cos( ,x y
 

)| = 1. 

Por lo que el ángulo que forman los vectores x


 e y


 será 0° ó 180°.

16
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4.55 (PAU) Dados los vectores a


, b


 y c


 tales que | a


| = 3, | b


| = 1 y | c


| = 4 y a


 + b


 + c


 = 0


, calcula la 

siguiente suma de productos escalares: a


· b


 + b


· c


 + a


· c


. 

( a


 + b


 + c


) · ( a


 + b


 + c


) = a


· a


 + b


· b


 + c


· c


 + 2 a


· b


 + 2 a


· c


 + 2 b


· c


=  

      = | a


|² + | b


|2 + | c


|2 + 2 a


· b


 + 2 a


· c


 + 2 b


· c


 

Ahora bien, como a


 + b


 + c


 = 0


, el producto anterior es cero. Además, | a


|² = 9, | b


|2 = 1 y | c


|2 = 16. 

Sustituyendo estos resultados en la igualdad anterior, se obtiene 0 = 9 + 1 + 16 + 2 ( a


· b


 + a


· c


 + b


· c


). 

Despejando, se obtiene: a


· b


 + a


· c


 + b


· c


 = −13. 

 

4.56 ¿Puede ser el módulo de la suma de dos vectores de módulos 10 y 5 mayor que 15? ¿Y menor que 4? 

Sean | a


| = 5 y | b


| = 10 y | c


| = | a


 + b


|. 

Aplicando el teorema del coseno, se tiene: 

c2 = a2 + b2 − 2ab cos Ĉ  = 25 + 100 − 2 · 5 · 10 · cos Ĉ  = 125 − 100 cos Ĉ  

Si Ĉ  = 180°  c2 = 225  | c


| = 15. Si Ĉ  = 0°  c2 = 25  | c


| = 5. 

Por tanto, el módulo del vector suma, a


 + b


, tomará valores en el intervalo [5, 15]. Luego, no puede ser mayor 
que 15 ni menor que 5. 

 

4.57 Demuestra las siguientes igualdades entre vectores: 

a) ( u


 + v


 − w


) · (u


 + v


 + w


) = ( u


 + v


)² − w
 2 b) (u


 − v


 − w


) · (u


 + v


 + w


) = u


² − ( v


 + w


)² 

a) ( u


 + v


 − w


) · ( u


 + v


 + w


) = ( u


 + v


)2 + ( u


 + v


) · w


 − w


· ( u


+ v


) − w
 2 = ( u


 + v


)² − w
 2 

b) ( u


 − v


 − w


) · ( u


 + v


 + w


) = u
 2 + u


· ( v


 + w


) + (− v


 − w


) · u


 + (− v


 − w


) · ( v


 + w


) = u


² − ( v


 + w


)2 

 

4.58 Demuestra que el vector a


 = ( b


· c


) d


 − ( b


· d


) c


 es ortogonal al vector b


. 

a


 ⊥ b


 ⇔ a


· b


 = 0 ⇔ [( b


· c


) d


 − ( b


· d


) c


] · b


 = 0 

[( b


· c


) d


]· b


 − [( b


· d


) c


]· b


 = ( c


· b


) ( d


· b


) − ( d


· b


) ( c


· b


) = 0 

 

4.59 Dados u


 = (2, −3, 5) y v


 = (6, −1, 0), halla: 

a) Los módulos de u


 y v


. d) La proyección del vector u


 sobre v


. 

b) El producto escalar de u


 y v


. e) La proyección del vector v


 sobre u


. 

c) El ángulo que forman. f) El valor de m para que el vector (m, 2, 3) sea ortogonal a u


. 

a) | u


| = 2 2 22 ( 3) 5+ − +  = 38 ;   | v


| = 2 26 ( 1)+ −  = 37  

b)  u


· v


 = 2 · 6 + (−3) · (−1) + 5 · 0 = 15 

c) cos( ,u v
 

) =
3738

51
 = 0,4  (,u v

 
) = 66° 25’ 11” 

d) Proyección de u


 sobre v


 = 
·u v

v

 
  = 

37

15
 

e)  Proyección de v


 sobre u


 = 
·u v

u

 
  = 

38

15
 

f) 2m − 6 + 15 = 0  m = −4,5
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Producto vectorial y producto mixto 

4.60 Dados los vectores u


 = (3, 1, −1) y v


 = (2, 3, 4), determina: 

a) Los módulos de u


 y v


. c) Un vector unitario ortogonal a u


 y v


. 

b) El producto vectorial de u


 y v


. d) El área del paralelogramo que tiene por lados los vectores u


 y v


. 

a) | u


| = 11 , | v


| = 29     c) 
7 14 7 1 2 1

, , , ,
294 294 294 6 6 6

u v

u v

× − −   = =   ×    

 
   

b) u


× v


 = 
432
113 −

kji


 = 7 i


 − 14 j


 + 7 k


 d) A = | u


× v


| = 294 u2 

 

4.61 Dados los vectores u


 = (1, 2, 3), v


 = (2, 0, 1) y w


 = (−1, 3, 0), halla: 

a) u


· v


, u


· w


, v


 · w


, v


 · u


 d) |u


|, |v


|, | w


| 

b) u


× v


, v


× u


, u


× w


, v


× w


 e) cos( ,u v
 

), cos(,v w
 

) 

c) ( u


× v


) · w


, ( v


× w


) · u


 

a) u


· v


 = (1, 2, 3) · (2, 0, 1) = 1 · 2 + 2 · 0 + 3 · 1 = 5 

u


· w


 = (1, 2, 3) · (−1, 3, 0) = 1 (−1) + 2 · 3 + 3 · 0 = 5 

v


· w


 = (2, 0, 1) · (−1, 3, 0) = 2 (−1) + 0 · 3 + 1 · 0 = −2 

v


 · u


 = (2, 0, 1) · (1, 2, 3) = 2 · 1 + 0· 2 + 1 · 3 = 5 

b) u


× v


 = 
102
321
kji


 = (2, 5, −4),   v


× u


 = 
321
102
kji


 = (−2, −5, 4), 

u


× w


 = 
031
321

−

kji


 = (−9, −3, 5),  v


× w


 = 
031
102

−

kji


 = (−3, −1, 6) 

c) ( u


× v


) · w


 = (2, 5, −4) (−1, 3, 0) = 13, ( v


× w


) · u


 = (−3, −1, 6) (1, 2, 3) = 13 

d) | u


| = ²3²2²1 ++  = 14 , | v


| = ²1²2 +  = 5 , | w


| = ²3²1 +  = 10  

e) cos(,u v
 

) = 
||·||

·

vu

vu



 = 
514

5
 = 0,6; cos( ,u w

 
) = 

||·||

·

wv

wv



 = 
105

2−
 = −0,28 

 

4.62 Calcula razonadamente un vector unitario en el espacio euclídeo, que sea perpendicular 
simultáneamente a los vectores v


 = (1, 2, 3), w


 = (1, 1, −2) y u


 = (0, 1, 5). 

Como 
510
211

321
−  = 0, los vectores v


, w


 y u


 son coplanarios. 

Los vectores v


 y w


 son linealmente independientes pues sus coordenadas no son proporcionales. 

m


 = v


× w


 = (1, 2, 3) ×  (1, 1, −2) = 
211

321
−

kji


 = (−7, 5, −1). 

Este vector es ortogonal a u


, v


 y w


, por serlo a v


 y w


 y ser u


 coplanario con estos.  

Como | m


| = 75 , los vectores buscados son 









−−

75

1
,

75

5
,

75

7
 y 










−

75

1
,

75

5
,

75

7
.
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4.63 Dados los vectores u


 = 3 i


 − j


 + k


 y v


 = i


 + j


 + k


, halla su producto vectorial y comprueba que el 

vector hallado es ortogonal a u


 y a v


. 

u


× v


 = 
111
113 −
kji


 = −2 i


 − 2 j


 + 4 k


 

u


× v


 ⊥ u


, ya que (−2, −2, 4) · (3, −1, 1) = −6 + 2 + 4 = 0 

u


× v


 ⊥ v


, ya que (−2, −2, 4) · (1, 1, 1) = −2 − 2 + 4 = 0 

 

4.64 Determina dos vectores de módulo la unidad y ortogonales a (2, −2, 3) y (3, −3, 2). 

w


 = (2, –2, 3) × (3, –3, 2) =
233
322

−
−

kji


= 5 i


 + 5 j


;  |w


| = ²5²5 + = 5 2  

Los vectores pedidos son u


 = 









0,

25

5
,

25

5
 = 










0,

2

1
,

2

1
 y v


 = 








 −−
0,

25

5
,

25

5
 = 









 −−
0,

2

1
,

2

1
. 

 

4.65 Halla un vector perpendicular a u


 = (2, 3, 4) y v


 = (−1, 3, −5) y que tenga por módulo 5. 

u


× v


 = 
531

432
−−

kji


 = −27 i


 + 6 j


 + 9 k


;  | u


× v


| = ²9²6²27 ++  = 846  

El vector pedido es: 








 −
846

9
,

846

6
,

846

27
5  

 

4.66 Dados los vectores u


 = 3 i


 − j


 + k


 y v


 = 2 i


 − 3 j


 + k


, halla el producto u


× v


 y comprueba que este 

vector es ortogonal a u


 y a v


. Halla el vector v


× u


 y compáralo con u


× v


. 

u


× v


 = 
132
113

−
−

kji


 = 2 i


 − j


 − 7 k


 

( u


× v


) ⊥ u


 ⇔ ( u


× v


) · u


 = 0 ⇔ (2, −1, −7) · (3, −1, 1) = 6 + 1 − 7 = 0 

( u


× v


) ⊥ v


 ⇔ ( u


× v


) · v


 = 0 ⇔  (2, −1, −7) · (2, −3, 1) = 4 + 3 − 7 = 0 

v


× u


 = 
113
132

−
−

kji


 = −2 i


 + j


 + 7 k


 

v


× u


 = −( u


× v


). Los vectores v


× u


 y u


× v


 son opuestos. 

 

4.67 Dados los vectores u


 y v


 de la figura, calcula: 

a) u


 · v


 c) v


× u


 

b) u


× v


 d) [u


, v


, u


× v


] 

 

Las coordenadas de los vectores son: u


= (2, 3, 0), v


= (–5, 2, 0). 

a) u


 · v


= 2 · (–5) + 3 · 2 = –4   c) v


× u


= – u


× v


= (0, 0, –19)  

b) u


× v


=
025
032

−

kji


= (0, 0, 19)   d) [ u


, v


, u


× v


] = 
2 3 0
5 2 0

0 0 19
− = 19 · 19 = 361

u

v
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4.68 Dados los vectores u


 = (2, 1, 3), v


 = (1, 2, 3) y w


 = (−1, −1, 0), calcula el producto mixto [ u


, v


, w


]. Halla 
el volumen del paralelepípedo que tiene por aristas los vectores dados. 

[ u


, v


, w


] = det( u


, v


, w


) = 
011
321
312

−−
 = 6  

El volumen del paralelepípedo de aristas los vectores u


, v


 y w


 es el valor absoluto de su producto mixto. 

Entonces V = |6| = 6 u3 

 

 

4.69 Dados los vectores i


 = (1, 0, 0), j


 = (0, 1, 0) y k


 = (0, 0, 1), halla el producto mixto [ i


, j


, k


]. 

[ i


, j


, k


] = det( i


, j


, k


) =
100
010
001

= 1 

De otra forma, [ i


, j


, k


] = i


· ( j


× k


) = i


· i


= 1 

 

 

4.70 Halla el volumen del paralelepípedo cuyas aristas son los vectores 

u


 = (2, 1, 0), j


 = (0, 1, 0) y v


 = (3, 2, 1). 

El volumen del paralelepípedo de aristas los vectores u


, j


 y v


es el valor absoluto de su producto mixto. 

|[ u


, j


, v


]| = |det( u


, j


, v


)| = 
2 1 0
0 1 0
3 2 1

 = 2 u3 

 

 

4.71 Si los módulos de los vectores u


, v


 y w


 son 3, 4 y 5, respectivamente, ¿entre qué valores estará 
comprendido el valor absoluto de su producto mixto? 

[ u


, v


, w


] = u


· ( v


× w


) = | u


| · |v


× w


| · cos(,u v w×
  

) = | u


| · |v


| · |w


| sen( ,v w
 

) cos(,u v w×
  

) 

El valor máximo absoluto del producto mixto [ u


, v


, w


] se obtiene cuando sen(,u v
 

) y cos(,u v w×
  

) toman su 

valor absoluto máximo, es decir, cuando sen(,u v
 

) = 1±  y cos(,u v w×
  

) = 1± : 

[ u


, v


, w


]= | u


| · |v


| · |w


| = 3 · 4 · 5 = 60. 

El valor mínimo absoluto se obtiene cuando sen(,u v
 

) = 0 ó bien cuando cos(,u v w×
  

) = 0: 

[ u


, v


, w


] = 0 

 

 

4.72 Dados dos vectores u


, v


, calcula los siguientes vectores: 

a) u


× ( u


+ v


) + v


× ( v


+ u


) 

b) (u


+ v


) × ( u


– v


) 

 

a) u


× ( u


+ v


) + v


× ( v


+ u


) = u


× u


+ u


× v


+ v


× v


+ v


× u


 = 0


, pues u


× u


= v


× v


= 0


 y u


× v


= –v


× u


. 

b) ( u


+ v


) × ( u


– v


) = u


× u


– u


× v


+ v


× u


– v


× v


= –2 u


× v


, pues u


× u


= v


× v


= 0


 y u


× v


= –v


× u


.
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PROBLEMAS 

4.73 (PAU) Considera los vectores de R3: u


 = (1, 0, −1), v


 = ( λ , −1, 0), w


 = (0, λ , −1)  

a) ¿Para qué valores de λ  son linealmente dependientes? 

b)  Determina, en este caso, x e y de forma que sea w


 = x u


 + y v


. 

 

a) Son linealmente dependientes si 
10

01
101

−λ
−λ

−
 = 0 ⇔ 1 − λ 2 = 0 ⇔

1

1

λ
λ

=
 = −

 

b) • Si λ = 1  (0, 1, −1) = x(1, 0, −1) + y(1, −1, 0)  
1

1

x

y

=
 = −

 

    • Si λ = −1  (0, −1, −1) = x(1, 0, −1) + y(−1, −1, 0)  
1

1

x

y

=
 =

 

 

4.74  (PAU) En un vértice de un cubo se aplican tres fuerzas dirigidas según las diagonales de las tres caras 
que pasan por dichos vértices. Los módulos o magnitudes de estas fuerzas son 1, 2 y 3.  

Halla el módulo de la fuerza resultante de aquellas tres. 

 

Se toman vectores unitarios en las direcciones de u


, v


 y w


: 
2

1
u


, 
2

1
v


, 
2

1
w


 

La suma de las tres fuerzas es: 

Sea m


 = 
2

1
u


 + 2
2

1
v


 + 3
2

1
w


 =
2

1
(1, 1, 0) +

2

1
(2, 0, 2) +

2

1
(0, 3, 3) =

2

1
(3, 4, 5) 

Entonces, su módulo es: | m


| =
2

1
25169 ++ =

2

50
= 5 

 

4.75 Determina el área de las siguientes figuras, teniendo en cuenta que, en todos los casos, los módulos de 
los vectores son: |u


| = |v


| = 2; |w


| = 3.  

a)  b) c) d) 

 

 

 

 

 

 

a) | u


× v


| = 2 · 2 · sen 45º = 2 · 2 ·
2

2
= 22 u2 

b) 
2

1
| u


× w


| = 
2

1
· 2 · 3 · sen 80º = 3sen 80º ≈  2,95 u2 

c) Sea a


 el vector proyección de v


 sobre w


.  a


= w
w

wv 



2||

·  
=

2

2 · 3cos60º

3
w


= w


3

1
  | a


| = 1 

2| v


× w


| + | v


× a


| = 2 · 2 · 3 · sen 60º + 2 · 1 · sen 60º = 14 ·
2

3
= 37 u2 

d) | u


× v


| + 
2

1
| w


× (- u


)| = 2 · 2 · sen 60º + 
2

1
· 2 · 3 · sen 30º = 2 · 2 · 

2

3
+

2

1
· 2 · 3 ·

2

1
= 






 +

2

3
32 u2

u

v
45º

u

w

80º

w

v

120º

u

v

w

60º

30º
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4.76 Las torres de la llamada Puerta de Europa en Madrid tienen forma de prisma 
cuadrangular oblicuo. Calcula el volumen y la altura de cada torre teniendo en 
cuenta los datos de la figura. 

 

El volumen del paralelepípedo será |[(–35, 0, 0), (0, 35, 0), (0, 35, 114)]| = 139 650 m3. 

La altura será el cociente entre el volumen y el área de la base, esto es 

114
35

139650

)0,35,0()0,0,35(

139650
2

==
×−

m 

 

4.77 Dos remolcadores arrastran hacia puerto un petrolero según el esquema de la 
figura. Si cada uno tira del barco remolcado con una fuerza de 105 N, calcula el 
ángulo que forman los dos cables entre sí si la resultante tiene un valor de  
1,5 · 105 N. 

 

Llamando α  al ángulo formado por la resultante y uno de los dos remolcadores, y 
utilizando el teorema del coseno, se obtiene 

α⋅⋅⋅⋅−⋅+= cos105.1102105.11010 551021010 , operando resulta cos 0,75α = , esto 

es, '24º41=α  y multiplicando por 2 se obtiene el ángulo entre los dos remolcadores: 82º48’. 

 

PROFUNDIZACIÓN 

4.78  (PAU) Sean a


, b


 y c


, tres vectores linealmente independientes. Indica cuál o cuáles de los siguientes 
productos mixtos valen 0. 

a) [ a


 + c


, a


 − c


, a


 + b


 + c


] b) [ a


 + c


, b


, a


 + b


] c) [ a


 − c


, b


 − c


, c


 − a


] 

En cada caso, razona tu respuesta. 

 

Si a


, b


 y c


 son tres vectores linealmente independientes constituyen una base. Los vectores de los productos 
mixtos respecto de esta base tienen las siguientes coordenadas: 

[ a


 + c


, a


 − c


, a


 + b


 + c


] = [(1, 0, 1), (1, 0, −1), (1, 1, 1)] 

[ a


 + c


, b


, a


 + b


] = [(1, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 1, 0)] 

[ a


 − c


, b


 − c


, c


 − a


] = [(1, 0, −1), (0, 1, −1), (−1, 0, 1)] 

Se calculan los productos mixtos pedidos: 

111
101

101
−  = 2 ≠ 0 

011
010
101

 = −1 ≠ 0 
101
110
101

−
−
−

 = 0, pues las filas primera y tercera son proporcionales. 

Solo el tercero de los productos mixtos indicados es nulo. 

 

4.79 Sean A, B, C y D cuatro puntos arbitrarios del espacio que son coplanarios. Demuestra que se verifica:  

[ AB ] · [CD ] + [ AC ] · [ DB ] + [ AD ] · [ BC ] = 0 

Llamamos u


 = [ AB ], v


 = [ AC ] y w


 = [ AD ]. Entonces, [CD ] = w


 − v


, [ DB ] = u


 − w


 y [ BC ] = v


 − u


. 

[ AB ] · [CD ] + [ AC ] · [ DB ] + [ AD ] · [ BC ] = u


 · ( w


 − v


) + v


 · ( u


 − w


) + w


· ( v


 − u


) = 

= u


· w


 − u


· v


 + v


· u


 − v


· w


 + w


· v


 − w


· u


 = 0

R1

P

105N

1,5 . 105N

105N
R2

22

(0, 35, 0) m

(–35, 0, 0) m

(0, 35, 114) m



 

                                                                     Solucionario    
  

 

4.80 Demuestra vectorialmente que las tres alturas de un triángulo concurren en un punto. 

Sea H el punto de intersección de las alturas que parten de los vértices A y B. 

Por lo expuesto en el ejercicio anterior, se cumple: 

[ AB ] · [CH ] + [ AC ] · [ HB ] + [ AH ] · [ BC ] = 0 

Por ser ortogonales los vectores AH  y BC  y los vectores HB  y AC , resulta [ AB ] · [CH ]= 0, lo que indica que 

los vectores AB  y CH  son también ortogonales; es decir, la altura del vértice C pasa también por el punto H 
(ortocentro del triángulo). 

 

 

4.81 Demuestra vectorialmente que las diagonales de un rombo se cortan perpendicularmente. 

Sean a


 y b


 dos lados no paralelos del rombo. 

| a


| = | b


|, ya que un rombo tiene sus cuatro lados iguales. 

Los vectores de las diagonales son m


 = a


 + b


 y n


 = a


 − b


. 

Para ver que son ortogonales, se calcula su producto escalar: m


· n


 = ( a


 + b


) · ( a


 − b


) = | a


|2 − | b


|2 = 0 

Luego las diagonales de un rombo se cortan perpendicularmente. 

 

 

4.82 Demuestra vectorialmente que el ángulo inscrito en una semicircunferencia es recto. 

Sea O el centro de la circunferencia y sean A, B y C tres puntos distintos de la misma, de modo que A y C sean 
extremos de un mismo diámetro. Entonces el ángulo ABC está inscrito en la circunferencia. 

Sean u


 = [OB ] y v


 = [ AO ] = [OC ], entonces: 

[ AB ] = v


 + u


 y [ BC ] = v


 − u


 

[ AB ]·[ BC ] = ( v


 + u


) ( v


 − u


) = | v


|2 − | u


|2 = r2 − r2 = 0, donde r es el radio. 

Luego los vectores [ AB ] y [ BC ] son ortogonales. 

 

4.83 Demuestra el teorema del coseno utilizando el producto escalar y la 

relación entre los vectores asociados al triángulo de la figura, c


= a


– b


. 

 

 

| c


|2 = ( a


– b


) · ( a


– b


) = | a


|2 + | b


|2 – 2 a


· b


= | a


|2 + | b


|2 – 2cos(

,a b


) 

 

 

4.84 (PAU) Dados los vectores u


 = (1, −1, 2) y v


 = (3, 1, −1), halla el conjunto de vectores que siendo 

perpendiculares a u


 se pueden escribir como combinación lineal de u


 y v


. 

Sea w


 = (x, y, z) un vector cualquiera perpendicular a u


. Entonces w


 ⊥ u


 ⇔ w


 · u


 = 0 ⇔ x − y + 2z = 0. 

Por otra parte, el plano generado por u


 y v


 es el conjunto de vectores que son combinación lineal de u


 y v


, es 

decir, son vectores de la forma a u


 + b v


 = a(1, −1, 2) + b(3, 1, −1) = (a + 3b, −a + b, 2a − b). 

Para que w


 pertenezca al plano generado por u


 y v


 se tiene que verificar que  

a + 3b − (−a + b) + 2(2a − b) = 0  6a = 0  a = 0 

Luego los vectores pedidos son de la forma (3b, b, −b) con b ∈ R.

b
c

a
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4.85 (PAU) Dados los vectores del espacio vectorial V3 a


 = (1, 0, −1), b


 = (0, 2, −1) y c


 = (2, −2, −1). 

a) Halla una base del espacio S engendrado por a


, b


, c


. 

b) Encuentra, si existe, el valor de α para que el vector (α, α, −6) pertenezca a S. 

c) Halla un vector de V3 que, junto con la base de S obtenida anteriormente, sea una base de R3.  

Razona la respuesta. 

 

a) Los vectores a


, b


 y c


 son linealmente dependientes ya que det( a


, b


, c


) = 0. 

Los vectores a


 y b


 son linealmente independientes, pues sus coordenadas no son proporcionales. 

El espacio S engendrado por a


 y b


 es el conjunto formado por todas las combinaciones lineales que se pueden 

hacer con los vectores a


 y b


, es decir, S = {k(1, 0, −1) + h(0, 2, −1) / k, h ∈ R} 

Una base de S puede ser la formada por los vectores a


 y b


 ya que son linealmente independientes y además 
generan S. 

Por tanto, B(S) = { a


, b


} = {(1, 0, −1), (0, 2, −1)} 

b) (α, α, −6) = k(1, 0, −1) + h(0, 2, –1)  2

6

k

h

k h

α
α

=
 =
− = − −


2

6

k h

k h

=
− = − −


4

2

k

h

=
 =

 

Por tanto, α = 4. 

c) Hay que añadir un vector d


 que sea linealmente independiente con a


 y b


 para que sea una base de V3. 

Servirá cualquier vector que cumpla que det( a


, b


, d


) ≠ 0 

Sea, por ejemplo, d


= (0, 0, 1). Entonces, 'B  = { a


, b


, d


} es una base de V3. 

 

RELACIONA Y CONTESTA  

Elige la única respuesta correcta en cada caso:      

4.1 Los vectores u


 = (1, 2, 3) y v


 = (−4, 5, 6) están referidos a una base ortonormal. El ángulo que forman es: 

A) 136º 58’ 5,16’’  D) 46º 58’ 5,16’’ 

B) 43º 1’ 54,8’’  E) Ninguna de las anteriores. 

C) 223º 1’ 54,8’’ 

B) | u


| = 14 ; | v


| = 77 ; u


· v


 = 24  cos ( ,u v
 

) = 
77·14

24
 = 0,731  ( ,u v

 
) = 43º 1’ 54,8” 

 

4.2 Dado el vector u


 =  (2, −3, 4), un vector unitario en la dirección de u


 será: 

A) (–2, 3, –4)  D) 








 −
4

29
,

3

29
,

2

29
 

B) 






 −
10

4
,

10

3
,

10

2
  E) Ninguna de las anteriores. 

C) 






 −
29

4
,

29

3
,

29

2
 

E) | u


| = 29 , por tanto, el vector pedido es 








 −
29

4
,

29

3
,

29

2
, es decir, ninguno de los anteriores.
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4.3 El área del paralelogramo que tiene por lados los vectores u


 = (−1, 0, 2) y v


 = (3, 1, 4) es: 

A) S = 5 unidades cuadradas. 

B) S = 105 unidades cuadradas. 

C) S = 124  unidades cuadradas. 

D) S = 107 unidades cuadradas. 

E) Con los datos dados no se puede hallar el área. 
 

 

B) u


x v


 = 
413
201−
kji


 = −2 i


 + 10 j


 − k


   | u


 x v


| = 2 2 22 10 1+ + = 105  u2 

 

 

 

4.4 El volumen del paralelepípedo cuyas aristas son los vectores u


 = (1, −1, 3), v


 = (2, 0, 1) y w


 = (0, 0, 3) es: 

A) V = 2 unidades cúbicas. 

B) V = 5 unidades cúbicas. 

C) V = 7 unidades cúbicas. 

D) V = 4 unidades cúbicas. 

E) Ninguna de las anteriores. 

 

E) V = |det( u


, v


, w


)| =
1 1 3
2 0 1
0 0 3

−
 = 6 u3 

 

 

 

4.5 Halla las coordenadas del vector u


 =  (2, 4, 5) respecto de la base B = {(0, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1)}. 

A) Los vectores de B no forman base. 

B) 
7 1 3

, ,
2 2 2

− − 
 
 

 

C) 
7 1 3

, ,
2 2 2

 
 
 

 

D) (7, 1, 3) 

E) Ninguna de las anteriores. 

C) (2, 4, 5) = a (0, 1, 1) + b (1, 1, 0) + c (1, 0, 1)  






+=
+=
+=

ca

ba

cb

5

4

2

  

7

2
1

2
3

2

a

b

c

 =

 =

 =

.  

Por tanto, las coordenadas de u


 respecto de la nueva base son 
7 1 3

, ,
2 2 2

 
 
 

.
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Señala, en cada caso, las respuestas correctas:       

  

4.6 Los vectores u


 = (2, −1, 4), v


 = (0, 0, 1) y w


 = (−4, 2, −8): 

A) Forman una base. 

B) Son linealmente dependientes. 

C) Son linealmente independientes. 

D) El vector w


 se puede expresar como combinación lineal de u


 y v


. 

E) det (u


, v


, w


 ) = 0 

 

Son correctas las respuestas B, D y E. 

 

 

 

4.7 Las propiedades del producto escalar son: 

A) u


· v


 = –v


· u


 

B) u


· u


 ≥  0 

C) u


· (v


+ w


) = u


· v


+ u


· w


 

D) u


·( v


· w


) = (u


· v


)· w


 

E) t u


· v


 = t (u


· v


) = u


· (t v


) 
 

 

Son correctas las respuestas B, C y E. 

 

 

 

Elige la relación correcta entre las dos afirmaciones dadas:        

4.8 Para que tres vectores u


, v


, w


 formen una base se ha de cumplir: 

a) [ u


, v


, w


] ≠ 0 

b) u


, v


 y w


 han de ser no nulos y no coplanarios. 

A) a ⇔ b 

B) a  b, pero b  a 

C) b  a, pero a  b 

D) a y b son excluyentes entre sí. 

E) Nada de lo anterior. 
 

 

A) Las dos afirmaciones son equivalentes.

26



 

                                                                     Solucionario    
  

 

Señala el dato innecesario para contestar:       

4.9 Tres vectores no nulos u


, v


 y w


 forman una base ortogonal. 

a) Si los vectores son ortogonales dos a dos. 

b) Si los vectores son unitarios y perpendiculares. 

c) Si u


 · v


 = 0, u


 · w


 = 0 y v


 · w


 = 0 

d) Si (,u v
 

) = 90°; (,u w
 

) = 90°; (,v w
 

) = 90° 

A) Puede eliminarse el dato a. 

B) Puede eliminarse el dato b. 

C) Puede eliminarse el dato c. 

D) Puede eliminarse el dato d. 

E) No puede eliminarse ningún dato. 
 

 

B) No es necesario que los vectores sean unitarios. 

 

 

Analiza si la información suministrada es suficiente para contestar la cuestión:       

4.10 Sean u


 y v


 dos vectores referidos a una base ortonormal. Su producto escalar es nulo si: 

a) Son ortogonales. 

b) Si uno de los dos es el vector nulo. 

A) Cada afirmación es suficiente por sí sola. 

B) a es suficiente por sí sola, pero b no. 

C) b es suficiente por sí sola, pero a no. 

D) Son necesarias las dos juntas. 

E) Hacen falta más datos. 

 

A) Cada afirmación es suficiente por sí sola para que el producto escalar sea nulo. 
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 5 . Planos y rectas en el espacio 

ACTIVIDADES INICIALES 

5.I Calcula el valor de los siguientes determinantes: 

  a) 2 5
3 1

−   b) 
5 2 3
0 1 2
1 1 4

−
−

− −
 c) 

2 3 1
2 2
1 2 2

x
y

z

−

− +
  d) 

1 0 1
0 2 3
1 3 3

x
y
z

+
− −

− +
 

 

a) 2 5
3 1

−  = 2 · 1 + 5 · 3 = 2 + 15 = 17 

b) 
5 2 3
0 1 2
1 1 4

−
−

− −
 = ─20 + 4 ─ 3 ─ 10 = ─29 

c) 
2 3 1
2 2
1 2 2

x
y

z

−

− +
 = 4z + 8 + 4x ─ 4 ─ 3y + 2x ─ 2 ─ 4y ─ 6z ─ 12 = 6x ─ 7y ─ 2z ─ 10 

d) 
1 0 1
0 2 3
1 3 3

x
y
z

+
− −

− +
 = ─2z ─ 6 ─ 2x ─ 2 ─ 3y + 9 = ─2x ─ 3y ─ 2z + 1 

 

5.II Estudia la compatibilidad de los siguientes sistemas y resuélvelos en los casos en los que sea posible: 

  a) 






=−−
=++

−=−+

55

44

232

zyx

zyx

zyx

 c) 






=−
=++

−=−−

13

1

222

zx

zyx

zyx

 

  b) 






−=−+
=++

=−+

1325

12

023

zyx

zyx

zyx

 d) 




=−−
=−+

722

242

zyx

zyx
 

 

a) 













−−

−
=

115
114
132

M ; 
2 3 1 2

* 4 1 1 4
5 1 1 5

M
− − 

 =
 − − 

 rg(M) = rg(M*) = 3. El sistema es compatible determinado. 

2 3 1
4 1 1
5 1 1 36

1
36 36

x

− −

− −
= = = ; 

2 2 1
4 4 1
5 5 1 36

1
36 36

y

− −

− −= = = − ; 

2 3 2
4 1 4
5 1 5 36

1
36 36

z

−

−
= = =  

b) 













−

−
=

325
121
123

M ; 













−−

−
=

1325
1121
0123

'M  rg(M) = rg(M*) = 2. El sistema es compatible indeterminado. 

Soluciones: x = λ ─
2

1
; y = ─ λ +

4

3
; z = λ  

c) 













−

−−
=

103
111
212

M ; 
2 1 2 2

* 1 1 1 1
3 0 1 1

M
− − 

 =
 − 

 rg(M) = 2; rg(M*) = 3. El sistema es incompatible. 

d) 






−−
−=

212
412M ; 2 1 4 2*

2 1 2 7
M − =  − − 

 rg(M) = rg(M*) = 2. El sistema es compatible indeterminado. 

Soluciones: x = λ+
2

3

4

9
; y = λ+−

2

5
; z = λ  
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EJERCICIOS PROPUESTOS 

5.1 Representa los puntos del espacio de tres dimensiones A(2, 2, 3) y B(–1, 2, 1) tomando { };  , ,  O i j k
  

 como 

referencia. 

1

1

X

O

Z

BA

Y

 
 

5.2 En el cubo de la figura se toma la referencia:{ }; , ,A AB AD AE
  

. Calcula las 

coordenadas de los puntos F, G, C, M y N. 

 

+= AEABAF F(1, 0, 1) 

++=++=+= AEADABCGBCABCGACAG G(1, 1, 1) 

+=+= ADABBCABAC C(1, 1, 0) 

++=++=+=+= AEADABCGBCABCGACCMACAM
2

1

2

1

2

1 1
1,  1,

2
M
 
 
 

 

++=−++=−+=+= AEADABADAEADABADCGACMNAMAN
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1 1 1
1,  ,  

2 2
N
 
 
 

 

 

5.3 Las coordenadas de un vector son (4, 0, −2) y las de su origen (−3, 2, −1). Calcula las coordenadas de su 
extremo. 

AB  = (4, 0, −2), A (−3, 2, −1), B (b1, b2, b3) 

Teniendo en cuenta que OAOBAB −= , tenemos que: 










−=
=
=










−=+
=−
=+

3

2

1

21

02

43

3

2

1

3

2

1

b

b

b

b

b

b

B(1, 2, –3) 

 

5.4 Calcula las coordenadas de los puntos medios de los lados del triángulo de vértices A(2, 2, −1),  
B(−1, 3, 2) y C(0, −2, 4). 

Aplicando la fórmula para el cálculo de las coordenadas del punto medio de un segmento: 

M punto medio de AB
2 1 2 3 1 2 1 5 1

, , , ,
2 2 2 2 2 2

M M
− + − +    =   

   
 

N punto medio de AC
2 0 2 2 1 4 3

, , 1, 0,
2 2 2 2

N N
+ − − +    =   

   
 

P punto medio de BC
1 0 3 2 2 4 1 1

, , , , 3
2 2 2 2 2

P P
− + − +    = −   

   

C

M
N

D

BA

FE

H G

29 



 Solucionario 

                             
Solucionario

 

 
5.5 (PAU) Dado el segmento AB, donde A (–5, 4, –2) y B (–2, 1, –2): 

a) Calcula las coordenadas del punto M tal que ABAM
3

4
= . 

b) Calcula las coordenadas del punto N tal que ABAN
3

2
= . 

c) Calcula las coordenadas del punto medio de MN. 

a) M(m1, m2, m3), = ABAM
3

4 ( ) ( ) ( )−=−=+−+ 0,4,40,3,3
3

4
2,4,5 321 mmm  

145 11 −==+ mm ; 044 22 =−=− mm ; 202 33 −==+ mm . Entonces M(−1, 0,–2) 

b) N(n1, n2, n3), = ABAN
3

2 ( ) ( ) ( )−=−=+−+ 0,2,20,3,3
3

2
2,4,5 321 nnn  

325 11 −==+ nn ; 224 22 =−=− nn ; 202 33 −==+ nn . Entonces N(−3, 2, –2) 

c) P punto medio de MN ( )1 3 0 2 2 2
, , 2, 1, 2

2 2 2
P P B

− − + − −  = − − = 
 

 

 

 

5.6 Indica qué tipo de elemento geométrico (curva, recta, plano o superficie) representan, en cada caso, las 
siguientes ecuaciones. Indica su dimensión y calcula las coordenadas de uno de sus puntos. 

a) 
2 1

2 0

x y z

x z

+ + =
 + =

  b) x + 2y – z = 0  c) 








=
=

=

0

2

z

ty

tx

 d) 






=
=

+=

sz

ty

stx

 

a) Como la dimensión es 1 y es lineal, es una recta. Si 100 === yzx , entonces un punto es A(0, 1, 0). 

b) La dimensión es 2 y es lineal, por lo que es un plano. Si x = 0, z = 0  y = 0, entonces un punto es O(0, 0, 0). 

c) La dimensión es 1 y no es lineal, por lo que es una curva. Si = 0t O(0, 0, 0). 

d) La dimensión es 2 y es lineal, por lo que es un plano. Si t = 1, s = –1  A(0, 1, –1). 

 

 

5.7 Comprueba si los puntos A(−3, 1 3), B(3, 1, 5) y C(1, −1, 2) pertenecen o no a la recta que pasa por 
P(−1, 1, −1) y tiene como vector director v


 = (−2, 0, −3). Calcula dos puntos más de esta recta. 

Las ecuaciones paramétricas son 

1 2

: 1

1 3

x

r y

z

= − − λ
 =
 = − − λ

 

A(−3, 1 3)

1
3 1 2

1 1 1 1
3 1 3 4

3

A r

λ =
− = − − λ   =   ∉= 

 = − − λ − λ =


 

B(3, 1, 5) rB ∈






−=λ
=

−=λ








λ−−=
=

λ−−=


2

11

2

315

11

213

 

C(1, –1, 2) rC ∉






λ−−=
≠−

λ−−=


312

11

211

 

Dos puntos de esta recta se obtienen sustituyendo λ por dos valores distintos: 

λ = 0   P1(–1, 1, –1);  λ = 1   P2(–3, 1, –4)
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5.8 Considera la recta que pasa por el punto S(1, –2, 5) y lleva la dirección del vector v


 = (–2, 2, 0). 

a) Calcula su ecuación vectorial. 

b) Halla sus ecuaciones paramétricas. 

 

a) Ecuación vectorial: p =


(1, –2, 5) + λ (–2, 2, 0) 

b) Ecuaciones paramétricas:  






=
λ+−=

λ−=

5

22

21

z

y

x

 

 

 

5.9 Calcula, en cada caso, unas ecuaciones implícitas de la recta que cumple las siguientes condiciones: 

a) Pasa por el punto A(–1, 1, 3) y lleva la dirección del vector u


 = (–1, –2, 4). 

b) Pasa por los puntos A(2, 2, –1) y B(2, –4, 2). 

c) Pasa por el punto A(–1, –2, 0) y es paralela al segmento de extremos B(0, –3, 1) y C(1, 1, 0). 

d) Pasa por el punto A(2, –2, –3) y es paralela al eje Y. 

 

a) 

1

: 1 2

3 4

x

r y

z

= − − λ
 = − λ
 = + λ


1 1 3

:
1 2 4

x y z
r

+ − −= =
− −






=++
=+−






+−=+
+−=−−

014

032

344

122

zx

yx

zx

yx
 

b) 

2

: 2 2

1

x

r y

z

=
 = − λ
 = − + λ


2 2 1

:
0 2 1

x y z
r

− − += =
−






=+
=−






−−=−
=+−

02

02

222

042

zy

x

zy

x
 

c) 

1

: 2 4

x

r y

z

= − + λ
 = − + λ
 = −λ


1 2

:
1 4 1

x y z
r

+ += =
−






=++
=+−






=−−
+=+

01

024

1

244

zx

yx

zx

yx
 

d) 

2

: 2

3

x

r y

z

=
 = − + λ
 = −


2 2 3

:
0 1 0

x y z
r

− + += = 




−=
=

3

2

z

x
 

 

 

5.10 Halla las ecuaciones implícitas de las rectas sobre las que descansan los lados del triángulo de vértices 
A(1, –1, 1), B(0, 1, 2) y C(1, 2, –3). 

1

: 1 2

1

x

AB y

z

= − λ
 = − + λ
 = + λ


1 1 1

:
1 2 1

x y z
AB

− + −= =
−






=−+
=−+






+−=−
−−=−

02

012

11

122

zx

yx

zx

yx
 

1

: 1 3

1 4

x

AC y

z

=
 = − + λ
 = − λ


1 1 1

:
0 3 4

x y z
AC

− + −= =
−






=++
=−






−=−−
=−

0134

01

3344

033

zy

x

zy

x
 

: 1

2 5

x

BC y

z

= λ
 = + λ
 = − λ


1 2

:
1 1 5

x y z
BC

− −= =
−






=−+
=+−






−=−
−=

025

01

25

1

zx

yx

zx

yx
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5.11 Halla unas ecuaciones paramétricas para las rectas de ecuaciones implícitas: 

a) 




=+−
=+

02

0
:

zyx

yx
r  b) 





=−++
=−−

03

023
:

zyx

zyx
s  

a) 
0

:
2 0

3

x
x y

r y
x y z

z

= λ
+ =  = −λ − + =  = − λ

   b) 
3 2 0

:
3 0

x y z
s

x y z

− − =  + + − =
A(1, 1, 1)  y  B(0, –3, 6)







λ+=
λ−=

λ−=


51

41

1

z

y

x

 

 

5.12 (PAU) Dada la recta 




=+
=

0
:

zx

yx
r  

a) Calcula dos puntos de ella. 

b) Calcula los puntos simétricos de los hallados en el apartado anterior respecto del origen de 
coordenadas. 

c) Calcula la recta simétrica de r respecto del origen de coordenadas. 

 

a) O(0, 0, 0) y A(1, 1, –1) 

b) El simétrico de O respecto de O es él mismo. Sea A'(a, b, c)
1 1 1

0; 0; 0
2 2 2

a b c+ + − +
 = = =  A'(–1, –1, 1) 

c) La recta simétrica de r respecto de O es ella misma. 

 

5.13 Comprueba si los puntos A(3, –2, –2), B(1, 0, 1) y C(2, 1, –1) pertenecen o no al plano de ecuaciones 

paramétricas 






μ−λ−=
μ−λ=

μ+λ−=
π

2

1

:

z

y

x

 

A(3, –2, –2)  







−=μ−λ−
−=μ−λ
=μ+λ−

22

2

31

λ  = 1, μ = 3. Compatible   A ∈ π  

B(1, 0, 1)  







=μ−λ−
=μ−λ

=μ+λ−

12

0

11

2

1=λ , 
2

1=μ . Compatible   B ∈ π  

C(2, 1, –1)  







−=μ−λ−
=μ−λ

=μ+λ−

12

1

21

Sumando las dos primeras ecuaciones se obtiene 1 = 3 Incompatible  C∉ π 

 

5.14 Calcula las ecuaciones paramétricas y la ecuación implícita del plano que cumple las siguientes 
condiciones. 

a) Pasa por A(2, 2, 2) y lleva la dirección de u


 = (0, –2, 1) y v


 = (3, –1, 2). 

b) Pasa por A(2, 2, 2) y tiene como vectores de dirección u


 = (–3, –2, 1) y AB


, donde B(1, 2, –1). 

a) 
0 3 2
2 1 2 0
1 2 2

x
y
z

−
− − − = 

−
–4x + 8 + 3y – 6 + x – 2 + 6z – 12 = 0 –3x + 3y + 6z – 12 = 0 : π  x – y – 2z + 4 = 0 

b) 

( )2,  2,  2
1 3 2

( 1,  0,  3) 0 2 2 0
3 1 2( 3,  2,  1)

A
x

AB y
zu

 − − − − −  − − = 
− − − −




2z – 4 + 9y – 18 – 6x + 12 + y – 2 = 0  :π  3x – 5y – z + 6 = 0
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5.15 Calcula unas ecuaciones paramétricas del plano de ecuación implícita x + y + z = 3 e indica uno de sus 

puntos y dos vectores de dirección independientes. 

Haciendo x = λ , y = μ : 

3

x

y

z

= λ
 = μ
 = − λ − μ

 

Un punto sería el A(0, 0, 3) y dos vectores de dirección independientes u


 = (1, 0, –1) y v


 = (0, 1, –1). 

 

5.16 Comprueba que las siguientes ecuaciones paramétricas representan el mismo plano. Para ello: 

a) Obtén tres puntos no alineados del primero. 

b) Comprueba que los puntos obtenidos también pertenecen al segundo plano. 







μ+λ−=
μ−=

μ+λ+=
π

2

2

:

z

y

x

 






+−=
−=

=
π

stz

sty

sx

24

:'  

a) λ = 0, μ = 0   A(2, 0, 2); λ  = 0, μ  = 1  B(3, −1, 3); λ  = 1, μ  = 0  C(3, 0, 1) 

b) A(2, 0, 2)  







=+−
=−

=

224

0

2

st

st

s

 Compatible t = s = 2  A ∈ 'π  

B(3, −1, 3)  







=+−
−=−

=

324

1

3

st

st

s

 Compatible t = 2, s =3  B ∈ 'π  

C(3, 0, 1)  







=+−
=−

=

124

0

3

st

st

s

 Compatible t = 3, s = 3  C ∈ 'π  

 

5.17  Halla la ecuación del plano que pasa por los puntos A(2, –2, 1), B(1, –2, –1) y C(0, –1, 2). 

( )
=

−−
+
−−−










−

−−

−

0
112
210
221

)1,1,2(

)2,0,1(

1,2,2

z
y
x

AC

AB

A

  

  

  

 –z + 1 + 4y + 8 + 2x – 4 + y + 2 = 0 :π  2x + 5y – z + 7 = 0 

 

5.18 Halla las ecuaciones de los siguientes planos: 

a) Paralelo a XOY y que pasa por A(−1, 2, −2). 

b) Paralelo a XOZ y que pasa por B(3, −2, 0). 

c) Paralelo a YOZ y que pasa por C(0, −2, −2). 

a) z = −2           b) y = −2    c) x = 0 

 

5.19 En la figura aparece un tetraedro de vértices los puntos O, A, B y C. Calcula las 
ecuaciones de los planos que contienen a las cuatro caras del tetraedro. 

Los puntos son O(0, 0, 0), A(2, 0, 0), B(0, 3, 0) y C(0, 0, 5). 

Las ecuaciones de las caras son: 

OAB: z = 0  OBC: x = 0  OAC: y = 0 

ABC: =
−−−

0
50
03

222

z
y

x
15x − 30 + 10y + 6z = 0 15x + 10y + 6z – 30 = 0

O

Z

X

Y

C

B

A
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5.20 Indica un vector director y otro normal del plano de ecuación −2x + 2y + z = 0. 

Dos puntos del plano: x = 0, y = 0  z = 0  O(0, 0, 0); x = 0, y = 1 2 + z = 0  z = −2  A(0, 1, −2). 

Un vector de dirección es OA  = (0, 1, −2). 

Un vector normal es n


 = (−2, 2, 1). 

5.21 Halla un vector director y otro normal del plano que pasa por los puntos A 





−

3

1
,2,1  y B 






 − 0,1,

2

1
, y 

por el origen de coordenadas. 

La ecuación del plano es 

1
1

2
2 1 0
1

0
3

x

y

z

−

− = 
1 1

0 : 2 0
6 3

z y x z x y+ + − =  π + =  

Un vector de dirección es el OA  = 
1

1, 2,
3

 − 
 

 paralelo a (–3, 6, 1). 

Un vector normal es n


 = (2, 1, 0). 

 

5.22 Un plano tiene como vector normal el n


 = (2, –3, 2) y pasa por el punto A(–1, 2, –5). Escribe su ecuación 
normal, su ecuación implícita y sus ecuaciones paramétricas. 

El plano es 2(x + 1) − 3(y − 2) + 2(z + 5) = 0  2x + 2 − 3y + 6 + 2z + 10 = 0 2x − 3y + 2z + 18 = 0 

3
9

2

x

y

z


 = λ
 = μ

 = − − λ + μ


 

 

5.23 Halla la recta perpendicular al plano x + z = 2 y que pasa por el punto A(1, 2, 0). 

Vector normal del plano: n


 = (1, 0, 1) 

Este vector n


 será un vector de dirección de la recta r buscada. Por tanto: 

1

: 2

x

r y

z

= + λ
 = 
 = λ

=−=−
1

z

0

2y

1

1x





=−
=

1

2

zx

y
 

5.24 Halla el plano perpendicular a la recta 
2 1

x y
z= =  y que pasa por el origen de coordenadas. 

El vector (2, 1, 1) es de dirección de la recta y, por tanto, normal del plano. En consecuencia, la ecuación del 
plano será :π  2x + y + z = 0. 

 

5.25 Halla el plano perpendicular a la recta 




=+
=++
32

3

yx

zyx
 y que pasa por el punto A(1, 0, 1). 

Dos puntos de la recta: x = 0, y = 3, z = 0  A(0, 3, 0); x = 1, y = 1, z = 1  B(1, 1, 1) 

Entonces AB


= (1, −2, 1) es normal al plano buscado: :π  x – 1 – 2y + z – 1 = 0 x – 2y + z – 2 = 0
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5.26 Estudia la posición relativa de la recta r y el plano π en los siguientes casos: 

a) r : 






λ+−=
λ=

λ+=

42

2

32

z

y

x

       π : 3x − y + 2z + 1 = 0 

b) r : 






+=
−=

+=

2

1

32

tz

ty

tx

          π : x − 3y + z − 8 = 0 

a) 3(2 + 3 λ ) – 2 λ + 2(−2 + 4 λ ) + 1 = 0  15 λ + 3 = 0  λ =
5

1−   Se cortan en el punto 





 −−

5

14
,

5

2
,

5

7
P . 

b) 2t + 3 – 3t + 3 + t + 2 – 8 = 0  0t = 0  La recta está contenida en el plano. 

 

5.27 Estudia la posición relativa del plano x – 2y – z + 2 = 0 y la recta 




=+−
=−

073

2

yx

zy
 

Dos puntos de la recta son, por ejemplo, A(–1, 2, 0) y B(−4, 1, −1). 

Unas posibles ecuaciones paramétricas de la recta son 







λ−=
λ−=

λ−−=

z

y

x

2

31

 

–1 – 3 λ – 4 + 2 λ + λ + 2 = 0  0 λ = 3  La recta es paralela al plano. 

 

5.28 (PAU) Calcula el valor de k para que la recta 




=+
=+
kzx

yx 02
 esté contenida en el plano x + y − z − 1 = 0. 

Dos puntos de la recta son, por ejemplo, A(0, 0, k) y B(1, −2, k − 1). 

Unas posibles ecuaciones paramétricas de la recta son 







λ−=
λ−=

λ=

kz

y

x

2  

x + y − z − 1 = λ – 2 λ – k + λ – 1 = 0  0 λ = k + 1  k = −1 

 

5.29 Estudia la posición relativa de los planos π  y 'π  en los siguientes casos: 

a) π : 2x − y – z = 0 'π : −6x + 3y + 3z − 3 = 0 

b) π : x − y − 2z + 
2

1
 = 0 'π : −

2

1
x + 

2

1
y + z −

4

1
 = 0 

c) π : 2x − y − z = 0 'π : 2x + y − z − 3 = 0 

 

a) 






−
−−=
336
112M  y 







−−
−−=

3336
0112'M . rg(M) = 1; rg ( )'M = 2  Los planos son paralelos. 

b) 













−

−−
= 1

2

1

2

1
211

M  y 
















−−

−−
=

4

1
1

2

1

2

1
2

1
211

'M . rg(M) = 1; rg ( )'M = 1  Los planos son coincidentes. 

c) 






−
−−=

112
112M . rg(M) = 2  rg ( )'M = 2  Los planos se cortan en una recta.
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5.30 Estudia la posición relativa de los planos π  y 'π : 

a) π : 

1

2

3

x

y

z

= + λ + μ
 = −λ + μ
 =

 'π : z = 3 

b) π : 






−μ+λ=
μ=
λ=

12z

y

x

 'π : 






μ=
−λ=

μ+λ−=

z

y

x

1

23

 

a) Se halla la ecuación implícita del primer plano: 
1 1 1
1 2 0

0 0 3

x
y

z

−
− =

−
 z − 3 = 0  Los planos son 

coincidentes. 

b) Se halla la ecuación implícita de cada plano: 

1 0
0 1 0
1 2 1

x
y

z
=

+
 z + 1 − x − 2y = 0  x + 2y − z = 1        

2 1 3
1 0 1 0
0 1

x
y

z

− −
+ =  x − 3 + 2y + 2 − z = 0  x + 2y − z = 1 

Los planos son coincidentes. 

 

5.31 (PAU) Dados los puntos A(1, 2, 3), B(−1, 1, 0), C(2, 1, −1) y D(4, 2, 2), estudia la posición de los planos 
determinados por A, B y C y por A, B y D. ¿Cómo son los puntos A, B, C y D? 

Ecuación del plano que pasa por A, B y C: 
2 1 1
1 1 2 0
3 4 3

x
y
z

− −
− − − =
− − −

012311 =++− zyx  

Ecuación del plano que pasa por A, B y D: 
2 3 1
1 0 2 0
3 1 3

x
y
z

− −
− − =
− − −

012311 =++− zyx  

Los planos son coincidentes. Los puntos A, B, C y D son coplanarios. 

 

 

5.32 Estudia la posición relativa de los planos siguientes 

π : x − 3y − 2z = 2 'π : −2x + 6y + 4z = −4 ''π : 3x − 9y − 6z = 6 

 















−−
−

−−
=

693
462
231

M  y 













−−
−−

−−
=

6693
4462

2231
'M . rg(M) = 1  rg ( )'M = 1  El sistema es compatible 

indeterminado con dos parámetros. Entonces los tres planos son coincidentes. 

 

 

5.33 Estudia la posición relativa de los planos: 

π : x − y − 3z = 1 'π : −2x + 2y + 6z = −2 ''π : x + y + z = 0 

 














−

−−
=

111
622
311

M  y 












−

−−−
=

0111
2622
1311

'M . rg(M) = 2  rg ( )'M = 2  

El sistema es compatible indeterminado con un parámetro. Además, los dos primeros planos son coincidentes. 
Se trata, por tanto, de dos planos coincidentes y otro que los corta.
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5.34 Estudia la posición relativa de los planos que se indican a continuación. 

π : 2x + 4y − 2z = 0 'π : x + 2y − z = 0 ''π : 
2

1
− x − y + 

2

1
z = 0 

 

La primera ecuación es el doble de la segunda, la tercera la mitad de la segunda y cambiada de signo. Por 
consiguiente, los tres planos son coincidentes. 

 

 

5.35 Estudia la posición relativa de los siguientes planos. 

π : x − y − 2z = 1 'π : 2x − 3y + z = 15 ''π : x + z = −4 

 














−

−−
=

101
132
211

M  y 
1 1 2 1

' 2 3 1 15
1 0 1 4

M
− − 

 = −
 − 

. rg(M) = 3  rg ( )'M = 3  El sistema es compatible 

determinado. Los planos forman triedro. Para hallar el punto común a los tres planos, se resuelve el sistema: 

x = 

1 1 2
15 3 1

4 0 1

8

− −
−

−
−

= 
8

40

−
= −5; y = 

1 1 2
2 15 1
1 4 1

8

−

−
−

= 8
8

64 −=
−

; z = 

1 1 1
2 3 15
1 0 4

8

−
−

−
−

= 
8

8

−
−

= 1 P(−5, −8, 1) 

 

 

5.36 (PAU) Calcula el valor de k para que los siguientes planos formen un prisma. 

π : x − 3y − 2z = 2 π ': −2x + y − z = −3 π '': 5y + 5z = k 

 

Para que formen prisma debe verificarse que rg(M) = 2, rg( 'M ) = 3 y que no haya dos planos paralelos. 

Fácilmente se observa que ningún par de planos son paralelos y que rg(M) = 2, ya que: 
1 3 2
2 1 1 0

0 5 5

− −
− − =  

Por tanto, a lo único que hay que obligar es a que 
1 3 2
2 1 3 0

0 5 k

−
− − ≠  k – 20 + 15 – 6k ≠ 0  k ≠  –1. 

 

 

5.37 (PAU) Calcula el valor de k para que los siguientes planos se corten en una recta. 

π : x − y  = 2 π ': 2x + y − z = −3 π '': 5x + y – kz = −4 

 

Para que se corten en una recta debe verificarse que rg(M) = 2, rg( 'M ) = 2. 

Para que rg(M) = 2, se debe obligar a que: 

1 1 0
2 1 1 0
5 1 k

−
− = 
−

−k + 5 + 1 – 2k = 0 k = 2 

Para este valor de k, el rango de 'M  es 2, ya que 
1 1 0
2 1 1 0
5 1 2

−
− =
−

 y  
1 1 2
2 1 3 0
5 1 4

−
− =
−

 

Por tanto, para k = 2, los tres planos se cortan en una recta.
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5.38 Estudia la posición relativa de las rectas:   







λ+=
λ−=
λ−=

1

3

22

:

z

y

x

r                                         






λ−=
λ+−=

λ=

37

21:

z

y

x

s  

Punto de r: A(2, 3, 1); vector de r: u (−2, −1, 1); punto de s: B(0, −1, 7); vector de s: v


(1, 2, −3) 

Se calcula el rango de las matrices ( ) 













−
−
−

==
31

21
12

vuM


 y ( ) 













−
−−
−−

==
631
421
212

' ABvuM


 

Como rg(M) = 2 y 
2 1 2
1 2 4

1 3 6

− −
− − =

−
0  rg ( )'M = 2  Las rectas se cortan en un punto. 

2 2

: 3

1

x

r y

z

= − λ
 = −λ
 = +λ

  y : 1 2

7 3

x

s y

z

= μ
 = − + μ
 = − μ

 




μ+−=λ−
μ=λ−

213

22
 3 – λ = –1 + 4 – 4 λ  λ = 0  P(2, 3, 1) 

 

5.39 Estudia la posición relativa de las rectas siguientes. 





=−
=−+

02

12
:

yx

zyx
r                     







λ+=
λ+−=

λ+−=

51

1

22

:

z

y

x

s  

4 4 1 1 5 1 0 7

2 2 2 2 0 0 0

− + λ − + λ − − λ = λ =   − + λ + − λ = λ = 
 No hay ningún punto común a las dos rectas. 

Además, tienen el mismo vector de dirección (2, 1, 5), por lo que las rectas son paralelas. 
 

5.40 Dadas las siguientes rectas, estudia su posición relativa en el espacio. 





=−
=−+

32

2
:

zx

zyx
r

                           



=−
=−−

032

322
:

yx

zyx
s  

Puntos de r: A (2, 1, 1) y B (0, −1, −3); vector de r: u


 = (−2, −2, −4) 

Puntos de s: C (3, 2, -2) y D
3

0, 0,
2

 − 
 

; vector de s: v


 = 
1

3, 2,
2

 − − 
 

 

Si ( )


















−
−−
−−

==

2

1
4

22
32

vuM


 y ( )


















−−
−−
−−

==
3

2

1
4

122
132

' ACvuM


, rg(M) = 2 y rg ( )'M = 3  se cruzan. 

 

5.41 (PAU) Calcula el valor de k para que las rectas r y s se corten en un punto. Halla las coordenadas de ese 
punto de corte. 







λ=
λ+=
λ−=

3

2

2

:

z

y

x

r                         






λ−=
λ+−=
λ+−=

3

1

21

:

kz

y

x

s  

Punto de r: A(2, 2, 0); vector de r: u


 = (−1, 1, 3); punto de s: B(–1, −1, k); vector de s: v


 = (2, 1, −3) 

El rango de ( ) 













−

−
==

33
11
21

vuM


 es 2. Para cortarse, ( ) 













−
−
−−

==
k

ABvuM
33

311
321

'


 debe tener rango 2. 

 det ( )'M = –k + 9 – 18 + 9 + 9 – 2k = 0  –3k + 9 = 0  k = 3 








λ=
λ+=
λ−=

3

2

2

:

z

y

x

r  y 

1 2

: 1

3 3

x

s y

z

= − + μ
 = − +μ
 = − μ

=μ




μ+−=λ+
μ+−=λ−

 2
12

212
El punto de corte es P(3, 1, −3).
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5.42 Escribe las ecuaciones de los siguientes haces de planos: 

a) Paralelos al plano π : 3x + 3y − z − 3 = 0. d) Paralelos al plano coordenado XZ. 

b) Que tienen como vector normal el n


 = (−1, 2, −3). e) Que contienen al eje de coordenadas Y. 

c) Que contienen a la recta 




=+−
=+−

02

0
:

zyx

zyx
r . 

a) 3x + 3y − z + D = 0 

b) −x + 2y − 3z + D = 0 

c) x − y + z + λ (2x − y + z) = 0 y además el plano 2x − y + z = 0  

d) y + D = 0  

e) x + λ z = 0 y además el plano z = 0 

 

5.43 Escribe la ecuación del haz de planos secantes que contienen a la bisectriz del ángulo formado por 
los ejes X e Y. 

La bisectriz de XOY  tiene por ecuaciones 
0

:
0

x y
r

z

− =
 =

 

La ecuación del haz que contiene a r será 0=λ+− zyx  añadiendo el plano z = 0. 

 

5.44 Escribe la ecuación del haz de planos que contiene a la recta que pasa por los puntos A(1, −1, 3) y 
B(0, −2, 1). 

Las ecuaciones en forma continua de AB son 




=+−
=−−






−=−
+=−


−
−=

−
+=

−
−

012

02

322

11

2

3

1

1

1

1
zx

yx

zx

yxzyx
 

La ecuación del haz es x − y − 2 + λ (2x − z + 1) = 0 añadiendo 2x − z + 1 = 0. 

 

5.45 Escribe la ecuación del haz de planos que contiene a la recta de ecuaciones paramétricas: 






+=
+−=

+=

tz

ty

tx

r

22

2

1

:  

Las ecuaciones en forma continua de AB son 




=−
=−−






−=−
+=−


−=+=−

02

03

222

21

2

2

1

2

1

1
zx

yx

zx

yxzyx
 

La ecuación del haz es x − y − 3 + λ (2x − z) = 0 añadiendo 2x − z = 0. 

 

5.46 (PAU) Halla la recta que está contenida en todos los planos de la forma π : x − 2y + zλ = 0, siendo λ  
cualquier número real. 

:π  x − 2y + λ z = 0   
2 0

:
0

x y
r

z

− =
 =

 

 

5.47 Calcula la ecuación de la recta perpendicular al plano π : 2x + 2y − 3z = 6 y que pasa por el punto 
A( −2, 3, 4). 

La recta buscada r tiene como vector de dirección a n


 = (2, 2, −3) normal del plano π  y pasa por A(−2, 3, 4). 

Por tanto, 

2 2
2 3 4

: 3 2
2 2 3

4 3

x
x y z

r y

z

= − + λ
+ − − = + λ  = = − = − λ

 




=−+
=+−

0223

05

zx

yx
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5.48 Calcula la ecuación del plano perpendicular a π : x – y + 3z = 4 y que contiene a la recta de ecuaciones 

paramétricas 






+=
−=
+=

tz

ty

tx

r

23

2

1

:  

El plano 'π  buscado tiene como vectores de dirección u


 = (1, −1, 2) de la recta r y el normal n


 = (1, −1, 3) del 
plano π . Además, pasa por el punto (1, 2, 3) de la recta r. 

Por tanto, 
1 1 1

' : 1 1 2 0
2 3 3

x
y
z

−
π − − − =

−
  x + y −3 = 0 

 

 

5.49 (PAU) Verifica si los puntos A, B y C están o no alineados: 

a) A(2, 2, −1), B(1, 3, 1), C(0, 4, 3) 

b) A(1, −2, 3), B(4, 3, −1), C(7, 8, −4) 

a) AB = (−1, 1, 2); AC = (−2, 2, 4). Como = ABAC 2 A, B y C están alineados. 

b) AB = (3, 5, −4); AC = (6, 10, −7). AB  y AC  son linealmente independientes y, por tanto, A, B y C no están 
alineados. 

 

 

5.50 (PAU) Verifica si los puntos A, B, C y D son o no coplanarios: 

a) A(2, 1, 0), B(4, 2, 0), C(1, −2, 0), D(1, 2, 0) 

b) A(1, 1, 1), B(2, 2, −1), C(−1, 2, 2), D(2, 1, 2) 

a) Todos los puntos pertenecen al plano z = 0. Son, por tanto, coplanarios. 

b) Se calcula la ecuación del plano que pasa por los puntos A, B y C: 

AB  = (1, 1, −2); AC  = (−2, 1, 1)
1 2 1
1 1 1 0
2 1 1

x
y
z

− −
 − = 

− −
 :π  x + y + z = 3 

El punto D no pertenece a π  ya que 2 + 1 + 2 – 3 ≠ 0  A, B, C y D no son coplanarios. 

 

 

5.51 Calcula la ecuación del plano que contiene a la recta r y al punto A en los siguientes casos: 

a)




=
=+−

zy

zyx
r

632
:      A(2, 2, −2) b)







λ−=
λ=

λ+−=

z

y

x

r

1

:

    

  A(2, 2, 2) 

a) x − 2y + 3z – 6 + λ (y − z) = 0   2 − 4 − 6 − 6 + λ (2 + 2) = 0  λ =
2

7
 

x − 2y + 3z – 6 +
2

7
(y − z) = 0  :π  2x + 3y − z − 12 = 0 

b) El plano π  buscado quedará determinado por P (−1, 0, 0) y los vectores u


 = (1, 1, –1) y PA  = (3, 2, 2). 

1 3 1
1 2 0
1 2

x
y
z

+
= 

−
2z + 2x + 2 − 3y + 2x + 2 − 2y − 3z = 0  :π  4x – 5y − z + 4 = 0
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EJERCICIOS 

Coordenadas de un vector 

5.52 Para cada uno de los siguientes casos calcula las coordenadas del vector de origen el punto A y de 
extremo el punto B. 

a) A(2, 0, −3), B(0, −3, 5) b) A 





 −

2

2
,2,

2

1
, B 






− 2,

5

3
,1  

a) AB  = (−2, −3, 8)     b) AB  = 
3 13

, , 1
2 5

− 
 
 

 

 

 

5.53 Del vector PQ  = (−2, 0, 3) se sabe que el origen tiene coordenadas P(1, –2, 3). Calcula las coordenadas 
del extremo Q. 

( ) ( ) ( )1, 2, 3 2, 0, 3 1, 2, 6q p PQ= + = − + − = − − 
 

Q = (−1, −2, 6) 

 

 

5.54 Del vector PQ  = (4, –1, 2) se sabe que el extremo tiene coordenadas Q(2, –3, –4). Calcula las 
coordenadas del origen P. 

p q PQ= − =
 

(2, −3, −4) − (4, −1, 2) = (−2, −2, −6)   P = (−2, −2, −6) 

 

 

Coordenadas del punto medio. División de un segmento 

5.55 Calcula las coordenadas del punto medio del segmento de extremos A y B para cada uno de los 
siguientes casos: 

a) A(−3, 2, −3), B(1, −2, −1) b) A 





 −−

3

4
,3,

3

1
, B 






− 2,

3

2
,2  

a) M(−1, 0, −2)     b) M
5 7 1

, ,
6 6 3

− − 
 
 

 

 

 

5.56 Calcula las coordenadas de dos puntos A y B que dividan al segmento de extremos P(2, 2, −1) y  
Q(5, –4, –7) en tres segmentos de la misma longitud. 

PAPQ 3=  (3, –6, –6) = 3(a1 – 2, a2 – 2, a3 + 1) 








−=+=−
=−=−

=−=


3336

0636

3633

33

22

11

aa

aa

aa

 A(3, 0, –3) 

PBPQ
2

3=  (3, –6, –6) =
2

3
(b1 – 2, b2 – 2, b3 + 1) 

1 1

2 2

3 3

3
3 3 4

2
3

6 3 2
2
3 3

6 5
2 2

b b

b b

b b

 = −  =

 − = −  = −

− = +  = −

 B(4, –2, –5)
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5.57 (PAU) Calcula las coordenadas de tres puntos A, B y C que dividan al segmento de extremos 

P 





 −

3

2
,

2

1
,1  y Q 






−

3

2
,

2

3
,3  en cuatro segmentos de la misma longitud. 

PAPQ 4=  1 2 3

4 1 2
4, 1, 4 1, ,

3 2 3
a a a   − = − − +   

   















−=+=

=−=

=−=−



3

1

3

8
4

3

4
4

3
241

0444

33

22

11

aa

aa

aa

 A
3 1

0, ,
4 3

 − 
 

 

PBPQ 2=  1 2 3

4 1 2
4, 1, 2 1, ,

3 2 3
b b b

   − = − − +   
   













=+=

=−=
−=−=−



0
3

4
2

3

4

1121

1224

33

22

11

bb

bb

bb

 B(−1, 1, 0) 

PCPQ
3

4=  1 2 3

4 4 1 2
4, 1, 1, ,

3 3 2 3
c c c

   − = − − +   
   

1 1

2 2

3 3

4 4
4 2

3 3
4 2 5

1
3 3 4

4 4 8 1

3 3 9 3

c c

c c

c c

− = −  = −

 = −  =

 = +  =

 C
5 1

2, ,
4 3

 − 
 

 

 

5.58 Dado el segmento de extremos A(2, 1, −1) y B(5, −2, 8): 

a) Calcula las coordenadas del punto C de forma que B sea el punto medio del segmento AC. 

b) Calcula las coordenadas de dos puntos P y Q pertenecientes al segmento AB y tales que dividan a 
este en tres segmentos de igual longitud. 

a) 
2 1 1

, , (5, 2, 8)
2 2 2

x y z+ + − +  = −  
 

x = 8; y = –5; z = 17  El punto buscado es C(8, –5, 17). 

b) =AP (p1 – 2, p2 –1, p3 + 1) = AB
3

1
 = (1, –1, 3)  P(3, 0, 2); ( )−== 6,2,2

3

2
ABAQ Q(4, −1, 5) 

Ecuaciones de la recta 

5.59 Escribe las ecuaciones paramétricas, la ecuación en forma continua y las ecuaciones implícitas de la 
recta: 

a) Que pasa por los puntos A(1, −2, 0) y B(2, −3, −1). 

b) Que pasa por el punto A(–2, –2, 0) y lleva la dirección del vector u


 = (–1, –1, 4). 

c) Que pasa por el punto A 





 −−

2

1
,2,

3

2
 y lleva la dirección del vector u


 = 








2

1
,0,

3

1
. 

a) 

1

: 2

x

AB y

z

= + λ
 = − − λ
 = −λ


1 2

:
1 1 1

x y z
AB

− += =
− −






=−+
=++






=+−
+=+−

01

01

1

21

zx

yx

zx

yx
 

b) 

2

: 2

4

x

r y

z

= − − λ
 = − − λ
 = λ


2 2

:
1 1 4

x y z
r

+ += =
− −






=++
=−






−=+
+=+

084

0

84

22

zx

yx

zx

yx
 

c) 

2 1

3 3
: 2

1 1

2 2

x

r y

z

 = − + λ


= −

 = + λ




2 1
23 2:

1 10
3 2

x zy
r

+ −+= = 




=+−
=+








−=+

=+

0323

02

6

1

3

1

3

1

2

1

02

zx

y

zx

y

42 
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5.60 Dados los puntos A(1, −1, 2) y B(−1, −2, 0), calcula unas ecuaciones implícitas para la recta que pasa por 

el origen de coordenadas y lleva la dirección del vector AB


. 

 

:
2 1 2

x y z
r = =

− − −






=−
=−






=
=

0

022

zx

yx

zx

yx
 

 

5.61 Calcula dos puntos de cada una de las siguientes rectas. 

a) 






λ+−=
λ+−=

λ+−=

21

1

22

:

z

y

x

r  b) 
22

2

1

1
:

−
=

+
=

−
− zyx

r  c) 




=−−
=+−

02

02
:

zyx

zyx
r  

a) λ = 0  A(−2, −1, −1); λ  = 1  B(0, 0, 1)   

b) A(1, −2, 0); B(0, 0, −2)       

c) x = 0  0;0
0

02
==





=−−
=+−

zy
zy

zy
 A(0, 0, 0).  x = 1  1;1

2

12
==





−=−−
−=+−

zy
zy

zy
 B(1, 1, 1) 

 

5.62 Calcula un punto y un vector de dirección de cada una de las siguientes rectas: 

a) 






λ−=
λ+−=

λ−=

41

32

3

:

z

y

x

r  b) 
3

2

1

2

2
:

+
=

−
=

−
zyx

r  c) 




=−
=+

12

32
:

zx

yx
r  

a) P(0, −2, 1); u


= (−3, 3, −4) 

b) P(0, 2, −2); u


= (−2, 1, 3) 

c)







λ+−=
λ−=

λ=

21

23

z

y

x

 P(0, 3, −1); u


= (1, −2, 2) 

 

5.63 Calcula la ecuación en forma continua y las ecuaciones implícitas de la recta de ecuaciones 
paramétricas: 







λ−=
λ+=

λ−=

33

22

1

:

z

y

x

r  

Forma continua: 
3

3

2

2

1

1

−
−=−=

−
− zyx

  Implícitas: 




=−
=−+

03

042

zx

yx
 

 

5.64 Calcula las ecuaciones paramétricas y la ecuación en forma continua de la recta de ecuaciones 

implícitas: 




=−−+
=−−−
03

013
:

zyx

zyx
r  

1
0 2; 1

3

y z
x z y

y z

− − ==   = − = − =
 A(0, 1, −2); 

2
1 0; 2

2

y z
x z y

y z

− − = −=   = = − =
 B(1, 2, 0) 

Vector de dirección: AB  = (1, 1, 2)  Paramétricas: 







λ+−=
λ+=

λ=

22

1

z

y

x

. Forma continua: 
2

2

1

1

1

+=−= zyx
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5.65 Escribe las ecuaciones de cada una de las siguientes rectas. 

a) b) c)  

 

 

 

 

 

 

a) 




=
=

0

0

z

y
         b) 





=
=

2

3

z

x
        c) 





=
=

yx

z 0
 

 

5.66 Escribe la ecuación en forma continua de las rectas que se indican a continuación. Ten en cuenta que las 
ecuaciones dadas no están en forma continua. 

a) 
3

1

3

22

2
:

−
−

=
−

=
zyx

r  b) 
4

23

2

42

3

1
:

−
−

=
−

=
+− zyx

r  

 

a)
2 2 1 1 1

:
32 3 3 2 3
2

x y z x y z
r

− − − −= =  = =
− −

  

b)

2
1 2 4 3 2 1 2 3:

43 2 4 3 1
3

zx y z x y
r

−− + − − − −= =  = =
− − −

 

 

5.67 Se considera la recta que pasa por el punto A(−1, 2, –3) y tiene como dirección la del vector u


 = (2, −1, 2). 

a) Escribe las ecuaciones paramétricas y las ecuaciones continuas de la recta. 

b) Decide cuáles de los siguientes puntos pertenecen a la recta y cuáles no: P(5, −1, 3), Q(–3, 3, –4),  

R
3

0, , 2
2

 − 
 

 

c) Escribe dos puntos más de dicha recta. 

a) Ecuaciones paramétricas: 







λ+−=
λ−=

λ+−=

23

2

21

z

y

x

           Ecuación en forma continua: 
2

3

1

2

2

1 +=
−
−=+ zyx

 

b) P sí pertenece ( λ = 3); Q no pertenece (no existe ningún valor de λ ); R sí pertenece (
2

1=λ ). 

c) S(−5, 4, −7) para λ = −2 y T(3, 0, 1) para λ = 2. 

 

5.68 Verifica si los siguientes puntos pertenecen o no a una misma recta. En caso afirmativo, calcula sus 
ecuaciones paramétricas. 

a) A(2, −1, 2), B(3, 0, 3) y C(4, 1, 4) b) A(1, −1, 1), B(−1, −2, 1) y C(3, −1, 1) 

a) AB  = (1, 1, 1); AC  = (2, 2, 2). Como ABAC 2= , entonces A, B y C están alineados: 







λ+=
λ+−=

λ+=

2

1

2

z

y

x

 

b) AB  = (−2, −1, 0); AC = (2, 0, 0). Como no son proporcionales, A, B y C no están alineados.

O

Z

X

Y
1

1

1 O

Z

X

Y1

1

1
O

Z

X

Y1

1

1
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Ecuaciones del plano 

5.69 Escribe las ecuaciones paramétricas y la ecuación implícita del plano: 

a) Que pasa por el punto A(−1, 3, 1) y lleva la dirección de los vectores u


 = (1, −1, 3) y v


 = (−1, −1, 4). 

b) Que pasa por los puntos A(1, −1, 2), B(2, 0, −1) y C(−3, 1, 0). 

c) Que pasa por el punto A 





−

2

1
,2,

2

3
 y lleva la dirección de los vectores 






=

2

1
,0,

3

1
u


 y 







 −=

2

3
,

2

1
,

2

1
v


. 

d) Que contiene al triángulo de vértices A(1, 0, 0), B(0, 1, 0) y C(0, 0, 1). 

a) 

1 1 1 1
3 1 1 3 0

3 4 11 3 4

x x
y y

zz

= − + λ − μ − + = − λ − μ  − − − = 
− = + λ + μ

x + 7y + 2z − 22 = 0 

b) AB = (1, 1, −3); AC = (−4, 2, −2) || (−2, 1, −1) 
1 2 1 2 1

1 1 1 1 0
3 1 22 3

x x
y y

zz

= + λ − μ − − = − + λ + μ  + = 
− − − = − λ − μ

2x + 7y + 3z –1 = 0 

c) 

3 32 2 12 2
2 0 1 2 0

11 3 33 3 22

x x

y y

zz

 = − + λ + μ +


= − μ  − − = 
 − = + λ + μ


6x − 6y − 4z + 23 = 0 

d) AB = (−1, 1, 0); AC = (−1, 0, 1)  







μ=
λ=

μ−λ−=

z

y

x 1

 x + y + z −1 = 0 

 

5.70 Dados los puntos A(1, 1, −2), B(−1, −2, −3) y C(1, 1, 0), calcula la ecuación implícita del plano que pasa por 

el origen de coordenadas y tiene como vectores directores AB  y AC . 

AB  = (−2, −3, −1); AC  = (0, 0, 2) 
2 2 0
3 3 0 0

1 22

x x
y y

zz

= λ
 = λ  = 
 = λ + μ

 3x − 2y = 0 

 

5.71 Calcula dos puntos de cada uno de los siguientes planos. 

a)






μ−λ−=
μ−λ+=

μ+λ−=
π

233

22

1

:

z

y

x

 b) π : 2x + y − 3z = 1 

a) 
0

0

λ =
μ =

 A(1, 2, 3); 
1

0

λ =
μ =

  B(0, 4, 0) b) 
0

0

x

z

=
 =

 y = 1  A(0, 1, 0); 
0

1

x

z

=
 =

 y = 4  B(0, 4, 1) 

5.72 Calcula un punto, dos vectores de dirección linealmente independientes y un vector normal de cada uno 
de los siguientes planos. 

a)






μ−λ−=
μ−λ=

λ−−=
π

21

23

1

:

z

y

x

 b) π : 3x – y −2z = 0 

a) P(−1, 0, 1); u


 = (−1, 3, −2), v


 = (0, −2, −1); 
1 0 1

3 2 0
2 1 1

x
y

z

− +
=

− −
 7x + y −2z + 9 = 0  n


 = (7, 1, −2) 

b) n


 = (3, −1, −2); 







μ=
μ−λ=

λ=

z

y

x

23  O(0, 0, 0); u


 = (1, 3, 0), v


 = (0, −2, 1)
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5.73 Escribe unas ecuaciones paramétricas para el plano de ecuación implícita π  : x – 2y + 3z = 1. 








μ=
λ=

μ−λ+=

z

y

x 321

 

 

5.74 Escribe las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por A(1, 3, −2) y tiene como vector normal  
n


 = (1, −2, 0). 

x −2y + D = 0. Como A(1, 3, −2)  1 − 6 + D = 0  D = 5   x − 2y + 5 = 0  Paramétricas: 







μ=
λ=

λ+−=

z

y

x 25

 

 

5.75 Escribe la ecuación implícita del plano de ecuaciones paramétricas: 






μ−λ+=
μ−λ−=

μ+λ−−=
π

221

221

322

:

z

y

x

 

Ecuación implícita: 
2 3 2
2 2 1 0

2 2 1

x
y
z

− +
− − − =

− −
  4x + y + 5z + 2 = 0 

 

5.76 Comprueba si los puntos P(−1, 3, 5) y Q(2, −1, −1) pertenecen o no a los siguientes planos. 

a)






μ+λ+=
μ−λ−=

μ+λ+−=
π

321

32

21

:

z

y

x

 b) π : x – 2y + 3z = 1 

a) 







=μ+λ
−=μ+λ

=μ+λ









μ+λ+=
μ−λ−=

μ+λ+−=−

432

13

02

3215

323

211

 S.C.D. π∈ P ;  







−=μ+λ
=μ+λ
=μ+λ









μ+λ+=−
μ−λ−=−
μ+λ+−=

232

33

32

3211

321

212

S.I. π∉ Q  

b) P no verifica la ecuación: −1 − 6 + 15 ≠ 1 π∉ P ; Q sí verifica la ecuación: 2 + 2 − 3 = 1 π∈ Q . 

 

5.77 Verifica si los siguientes puntos pertenecen o no a un mismo plano. En caso afirmativo, calcula su 
ecuación. 

a) A(2, 1, 1), B(1, 0, −2), C(−1, 2, 0) y D(−2, 0, 5) b) A(1, 1, 1), B(−1, 2, 1), C(2, −1, 1) y D(−2, 2, 2) 

Si rg ( ), ,AB AC AD
  

 = 3  no coplanarios. Si rg ( ), ,AB AC AD
  

 < 3  coplanarios 

a) rg
1 3 4
1 1 1 2
3 1 4

− − − 
 − − = 
 − − 

coplanarios: x + 2y − z − 3 = 0        b) rg
2 1 3
1 2 1 3
0 0 1

− − 
 − = 
 
 

no coplanarios 

 

5.78 Escribe las ecuaciones de cada uno de los siguientes planos: 

a) b) c)  

O

Z

X

Y

  

b
O

Z

X

Y

   

b

c

a

O

Z

X

Y

 
 

a) z = 0    b) y = b     c) 1=++
c

z

b

y

a

x
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Posiciones relativas de recta y plano 

5.79 (TIC) En cada uno de los siguientes casos, estudia la posición relativa del plano π  : x – y + 2z = 1 y las 
rectas siguientes. 

a) 






=
−=
+=

tz
ty
tx

r
3
2

1
:  b) 

1

1

42
:

−
==

zyx
s  c) 







=
=

+=

tz
ty

tx
t 4

21
:  

a) 1 + t + 2t + 6t = 1   t =0  La recta corta al plano en el punto P(1, 0, 0). 

b) 

2 1 1 1 2 1 1 2 1
4 2 0 4 2 0 ' 4 2 0 0

1 0 2 1 0 2 22 2

x y z

x y M M

x z

− + = − −       − = = − = −     − − −   − = −

; rg(M) = 2; rg ( ')M = 3. Recta paralela al plano. 

c) 1 + 2t – 4t + 2t = 1   0t = 0  La recta está contenida en el plano. 

 

 

5.80 (TIC) En los siguientes casos, calcula el punto de intersección de la recta r con el plano π . 

a) 
111

:
zyx

r =
−

=            02: =−+π zyx   

b) 






+−=
+−=
−=

tz

ty

tx

r

1

27

310

:            0123: =+−+π zyx  

 

a) Escribiendo la recta r en paramétricas y sustituyendo en el plano se obtiene: 

=⋅=−− 0002 tttt  La recta está contenida en el plano. 

b) 3(10 3 ) 2( 7 2 ) 1 1 0 6 18 3t t t t t− + − + + − + =  − = −  =   La recta corta al plano en el punto P(1, −1, 2). 

 

Posiciones relativas de tres planos 

5.81 (TIC) Estudia la posición relativa de los dos planos π  y π ' en los siguientes casos: 

a)
 

: 2 0

': 2 1

x y z

x y z

π − + =
π − + + =

  
d)

 
02336:'

022:
=−−+−π

=−+−π
zyx

zyx
  

b)
 

1224:'

02:

=−+−π
=+−π

zyx

zyx
 

  e)
 

02:'
01:

=−+π
=−+π

zx
yx  

c)
 

0224:'

02:

=−+−π
=+−π

zyx

zyx
 

 

a) rg(M) = 2; rg ( ')M = 2  se cortan en una recta.   

b) rg(M) = 1; rg ( ')M = 2  planos paralelos.   

c) rg(M) = 1; rg ( ')M = 1 planos coincidentes. 

d) rg(M) = 1; rg ( ')M = 2  planos paralelos.  

e) rg(M) = 2; rg ( ')M = 2  se cortan en una recta.

47 



 Solucionario 

                             
Solucionario

 

 

Posiciones relativas de tres planos 

5.82 (TIC) Estudia la posición relativa de los tres planos π , π ' y π '' en los siguientes casos: 

a)
 

3:''

043:'

02:

=−+π
=++π

=+−π

zyx

zyx

zyx

 
d)

 

0132:''

02:'

01642:

=−+−π
=++π

=++−π

zyx

zyx

zyx

 
g)

 

1515510:''

9936:'

332:

=+−−π
−=−+π

=+−−π

zyx

zyx

zyx

 

b)
 

1433:''

132:'

02:

=+−π
=+−π

=+−π

zyx

zyx

zyx

 
e)

 

012:''

0123:'

0:

=++π
=++π

=−+π

zx

yx

zyx

 
h)

 

1015510:''

9936:'

332:

=+−−π
−=−+π

=+−−π

zyx

zyx

zyx

 

c)
 

12:''

0:'

02:

=+π
=−+π
=++π

zx

zyx

zyx

 
 f)

 

22:''

72:'

432:

=−+−π
−=−−π

=+−π

zyx

zyx

zyx

 
i)

 

0:''

0:'

0:

=π
=+−π
=−+π

x

zyx

zyx

 

a) rg(M) = 3; rg ( ')M = 3  Se cortan en un punto. 

b) rg(M) = 2; rg ( ')M = 2  Se cortan en una recta sin que haya ninguna pareja de planos coincidentes. 

c) rg(M) = 2; rg ( ')M = 3  No existe ninguna pareja de planos paralelos, los tres planos forman un prisma. 

d) rg(M) = 2; rg ( ')M = 3  Como π  y ''π  son paralelos, son dos planos paralelos y uno que los corta. 

e) rg(M) = 2; rg ( ')M = 2   Se cortan en una recta sin que haya ninguna pareja de planos coincidentes. 

f) rg(M) = 3; rg ( ')M = 3  Se cortan en un punto. 

g) rg(M) = 1; rg ( ')M = 1  Los tres planos son coincidentes. 

h) rg(M) = 1; rg ( ')M = 2  Dos planos coincidentes y uno paralelo a ellos. 

i) rg(M) = 2; rg ( ')M = 2   Se cortan en una recta sin que haya ninguna pareja de planos coincidentes. 

Posiciones relativas de dos rectas 

5.83 (TIC) Estudia la posición relativa de las rectas r y s en los siguientes casos: 

a) 1
21

2
: +==

−
−

z
yx

r     5
2

8

1

2
: +=

+
=

+
z

yx
s   d)

321
:

zyx
r ==  

12

1

3

1
:

zyx
s =

−
=

−
 

b)
32

1

2
:

zyx
r =

+
=

−
    







−=
−=

=

tz
ty

tx
s

3
2

2
:   e)

4

5

2

2

3
:

−
=

−
=

zyx
r  







+=
−−=
+−=

tz

ty

tx

s

36

5

3

:  

c) zyxr =−=:      






−=
=

−=

tz
ty

tx
s :   f)

32

2

2
:

zyx
r =

−
=  







+=
+=
+=

tz

ty

tx

s

65

45

45

:  

a) Recta r: u


 = (−1, 2, 1); P(2, 0, −1) Recta s: v


 = (1, 2, 1); Q(−2, −8, −5)  PQ  = (−4, −8, −4) || (1, 2, 1) 

rg(M) = rg( u


, v


) = 2; rg ( ')M = rg( u


, v


, PQ ) = 2  Rectas secantes. 

b) Recta r: u


 = (−2, 2, 3); P(0, −1, 0). Recta s: v


 = (2, −2, −3); Q(0, 0, 0)  PQ  = (0, 1, 0) 

rg(M) = rg( u


, v


) =1; rg ( ')M = rg( u


, v


, PQ ) = 2  Rectas paralelas. 

c) Recta r: u


 = (1, −1, 1); P(0, 0, 0).  Recta s: v


 = (−1, 1, −1); Q(0, 0, 0)  PQ  = (0, 0, 0) 

rg(M) = rg( u


, v


)=1; rg ( ')M = rg( u


, v


, PQ ) = 1  Rectas coincidentes. 

d) Recta r: u


 = (1, 2, 3); P(0, 0, 0).  Recta s: v


 = (3, 2, 1); Q(1, 1, 0)  PQ  = (1, 1, 0) 

rg(M) = rg( u


, v


) = 2; rg ( ')M = rg( u


, v


, PQ ) = 3  Rectas que se cruzan. 

e) Recta r: u


 = (3, 2, 4); P(0, 2, 5).  Recta s: v


 = (1, −1, 3); Q(−3, −5, 6)  PQ  = (−3, −7, 1) 

rg(M) = rg( u


, v


) = 2; rg ( ')M = rg( u


, v


, PQ ) = 2  Rectas secantes. 

f) Recta r: u


 = (2, 2, 3); P(0, 2, 0).  Recta s: v


 = (4, 4, 6); Q(5, 5, 5)  PQ  = (5, 3, 5) 

rg(M) = rg( u


, v


) = 1; rg ( ')M = rg( u


, v


, PQ ) = 2  Rectas paralelas.
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Haces de planos 

5.84 Escribe la ecuación del haz de planos paralelos, tal que uno de ellos pase por los puntos: 

A(−2, 1, 1)       B(3, 0, −3)       C(−2, 1, 4) 

Plano que pasa por A, B y C: 
5 0 2
1 0 1 0
4 3 1

x
y
z

+
− − = 
− −

:π  x + 5y − 3 = 0 Haz: x + 5y + D = 0. 

 

5.85 Escribe la ecuación del haz de planos secantes en las rectas: 

a) 






λ−=
λ+−=

λ−=

21

2

1

:

z

y

x

r  b) 
31

2

2

1
:

zyx
s =

−
+

=
−

 c) 




=+−
=++

122

332
:

zyx

zyx
t  

a) 
1 01 2 1

:
2 1 01 1 2

x yx y z
r

x z

+ + =− + − = =   − − =− − 
 Haz: x + y + 1 + λ (2x − z − 1) = 0 υ 2x − z − 1 = 0 

b) 
2 3 01 2

:
3 2 3 02 1 3

x yx y z
s

x z

+ + =− + = =   − − =− 
 Haz: x + 2y + 3 + λ (3x − 2z − 3) = 0 υ 3x − 2z − 3 = 0 

c) Haz: 2x + y + 3z − 3 + λ (2x − 2y + z − 1) = 0 υ 2x − 2y + z − 1 = 0 

PROBLEMAS 

5.86 (PAU) Dados los puntos A(−1, 2, 0) y B(5, −2, 4), calcula las coordenadas del punto C que está situado 
en el interior del segmento de extremos A y B, tal que la distancia de C a B sea el triple que la distancia 
de C a A. 

Equivale a partir el segmento en cuatro partes iguales, luego buscamos C tal que 
1

4
AC AB=
 

.  

Tomando coordenadas, tenemos 1 2 3 1 2 3

1 1 1
( 1, 2, ) (6, 4, 4) , 1, 1 , 1, 1

4 2 2
c c c c c c C  + − = −  = = =   

 
 

 

5.87 (PAU) Calcula el valor de a para que los puntos A(2, 0, −1), B(1, 2, −2) y C(1, a, a) pertenezcan a una 
misma recta. 

AB || AC  (–1, 2, –1) || (–1, a, 1 + a) 
1 2 1

1 1a a

− −
 = = 

− +
 Incompatible, no existe ningún valor de a. 

 

5.88 Calcula todos los valores de m que hacen que los puntos del espacio A(0, 2, 2), B(1, 1, m2 – 1) y  
C(2, 0, 2m) pertenezcan a una misma recta. Escribe unas ecuaciones implícitas para esa recta. 

AB  = (1, −1, m2 − 3); AC  = (2, −2, 2m − 2)  2(m2 − 3) = 2m − 2  2m2 − 2m − 4 = 0 




−=
=

1

2

m

m
 

m = 2: 
22 2
21 1 1

x yx y z
x z

+ =− − = =   − = −− 
          m = −1: 

22 2
2 21 1 2

x yx y z
x z

+ =− − = =   + =− − 
 

 

5.89 (PAU) Calcula el valor de m para que los puntos del espacio A(0, 1, 2), B(1, 0, 3), C(1, m, 1) y  
D(m, –1, 2m) pertenezcan a un mismo plano. 

Para que A, B, C y D sean coplanarios se debe verificar que el rango de la matriz cuyas filas son los vectores 

AB , AC  y AD  sea 2. Por tanto: 

rg
1 1 1
1 1 1 2

2 2 2
m

m m

− 
 − − = 
 − − 

 m2 – 4 = 0   m = 2, m = –2
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5.90 (PAU) Dado el plano π : 6x + 4y − 3z − d = 0: 

a) Calcula el valor de d para que el plano pase por el punto P(2, 0, 0). 

b) Calcula las coordenadas de A, B y C, que son los puntos de corte de los ejes de coordenadas con el 
plano π . 

c) Calcula las coordenadas del baricentro del triángulo de vértices A, B y C. 

a) 6 · 2 + 4 · 0 − 3 · 0 − d = 0  d = 12  :π  6x + 4y − 3z − 12 = 0. 

b) 




=
=

0

0

y

x
z = −4; 





=
=

0

0

z

x
y = 3; 





=
=

0

0

z

y
 x = 2   A(0, 0, −4), B(0, 3, 0), C(2, 0, 0) 

c) G
2 4

,  1,  
3 3

− 
 
 

 

 

5.91 (PAU) Calcula el valor de a para que los puntos A(3, 0, 2), B(0, a, a), C(1, 2, 2) y D(−1, −1, 0) sean 
coplanarios. Para este valor hallado, calcula la ecuación del plano que contiene a los cuatro puntos. 

Ecuación del plano que pasa por A, C  y D: 
2 4 3
2 1 0 : 2 2 5 3 0
0 2 2

x
y x y z

z

− − −
− =  π + − + =
− −

 

Para que B pertenezca a π , se debe verificar: 2a – 5a + 4 = 0   a = 
4

3
. 

 

5.92 Dos de los vértices de un triángulo son los puntos  A(−2, 1, 3) y B(2, −1, 4). El baricentro está situado en 

el punto G 





 − 3,

3

1
,

3

1
. Calcula las coordenadas del tercer vértice C. 

Sea C(a, b, c) el vértice buscado. Entonces 
2 2 1 1 1 1 3 4

, , 3
3 3 3 3 3

a b c− + + − + + += = − =  C(1, −1, 2) 

 

5.93 (PAU) Escribe la ecuación del plano que pasa por los puntos A(3, 1, −1) y B(2, 0, 3), y es paralelo a la 

recta de ecuaciones: 
4

3

3

1

1

2
:

−
=

+
=

− zyx
r . 

( 1, 1, 4); (1, 3, 4)rAB u= − − = 
  1 1 3

1 3 1 0 :
4 4 1

x
y
z

− −
− − =  π

+
 8x – 4y + z – 19 = 0 

 

5.94 (PAU) Determina la ecuación del plano que pasa por el punto P(−2, −3, 2) y es paralelo a las rectas: 

4

3

3

1

1

2
:

−
−=−=

−
+ zyx

r          






−−=
=

+=

tz

ty

tx

s

1

32

:  

( 1, 3, 4); (3, 1, 1)r su u= − − = − 
  1 3 2

3 1 3 0 :
4 1 2

x
y
z

− +
+ =  π

− − −
x – 13y – 10z – 17 = 0 

 

5.95 (PAU) Halla la ecuación de la recta que pasa por el punto A(2, −3, 0) y es paralela a la recta determinada 

por la intersección de los planos π  : 2x – 3y + z = 0 y 






++=
−=

++=
π

stz

sty

stx

22

1

:'  

1 1 1
' : 1 1 0

2 1 2

x
y

z

−
π − =

−
 ' :π  3x + y − 2z + 1 = 0  r || s: 





=+−
=+−+

032

0123

zyx

zyx
 

Dos puntos de s: P
1 3

0, ,
5 5

 
 
 

, Q
1 2

, 0,
7 7

− 
 
 


1 1 11

, ,
7 5 35

PQ  − − − 
 


|| (5, 7, 11)  r: 









λ=
λ+−=

λ+=

11z

73y

52x

50 



 

                                                                     Solucionario    
  

 

5.96 Halla la ecuación del plano que pasa por el punto P(−1, 1, −2) y es perpendicular a la recta 





=+−
=++
0

12
:

zyx

zyx
r  

u


 = (2, −1, −3) es normal a π    2x − y − 3z + D = 0  −2 − 1 + 6 + D = 0  D = −3  :π  2x − y −3z −3 = 0 

 

 

5.97 Halla la ecuación de la recta perpendicular al plano π : 2x – y + 2z – 1 = 0 y que pasa por el punto  
P(–1, 0, 3). 

El vector normal del plano es de dirección de la recta buscada. Por tanto: r : 







λ+=
λ−=

λ+−=

23

21

z

y

x

 

 

5.98 Halla la ecuación del plano paralelo a π  : −x + 2y + 3z – 4 = 0 y que pasa por el punto medio del segmento 
de extremos A(1, −2, 3) y B(−3, 4, −3). 

Punto medio de A y B: M(−1, 1, 0). Todos los planos paralelos a π  son −x + 2y + 3z + D = 0. 

De ellos, el que pasa por M cumplirá: 1 + 2 +D = 0  D = −3  ' :π  −x + 2y + 3z −3 =0 

 

5.99 Determina el plano perpendicular al segmento de extremos A(2, −1, 0) y B(−2, 2, −1) y que pasa por su 
punto medio. 

M
1 1

0, ,
2 2

− 
 
 

. El vector normal al plano será AB  = (−4, 3, −1). El plano será −4x + 3y − z + D = 0 

 =++ 0
2

1

2

3
D D = −2  −4x + 3y − z − 2 = 0 

 

 

5.100 (PAU) Determina la ecuación del plano que pasa por los puntos A(1, −1, 1) y B(0, 3, −2) y es paralelo al 
eje Z. 

Vectores de dirección: AB = (−1, 4, −3) y (0, 0, 1)      
1 0 1

4 0 1 0 :
3 1 1

x
y
z

− −
+ =  π

− −
 4x + y – 3 = 0 

 

5.101 (PAU) Determina la ecuación del plano paralelo a los ejes de coordenadas X e Y, y que pasa por el punto 

de intersección de la recta 






=
−=
+=

tz

ty

tx

r

3

1

2

:  con el plano π : x + 2y – 2z + 3 = 0. 

Punto de intersección de r con el plano: 2 + t + 2 − 2t − 6t + 3 = 0  −7t = −7  t = 1  P(3, 0, 3) : π  z = 3. 

 

 

5.102 Halla la ecuación de la recta paralela a los planos coordenados XY y XZ y que pasa por el punto  
P(1, −1, 3). 

0

3

0

1

1

1 −=+=− zyx
   





=
−=
3

1

z

y
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5.103  (PAU) Dadas las rectas 




−=−
=−

3

2
:

zy

kzx
r  y zy

x
s =+=

−
1

2

1
: , ¿existe algún valor de k que haga que 

estas rectas sean secantes? 










−=−
=−
−=−

=−

1

12

3

2

zy

zx

zy

kzx

 con 
















−−
−

−−
−

=
















−
−
−
−

=

1110
1201
3110

201

'

110
201
110

01 k

M

k

M     ; 20' =⇔= kM  

Para k = 2, rg(M) = 2 y rg ( ')M = 3; para ≠k 2, rg(M) = 3 y rg ( ')M = 4 

En cualquier caso, el sistema es incompatible. Por tanto, no existe ningún valor de k para el cual las rectas se 
corten en un punto. 

 

5.104 Escribe la ecuación del plano que contiene a la recta r y es paralelo a la recta s, donde: 

z
yx

r =
−

=
+

22

1
:              







−=
+=

=

1

1

2

:

tz

ty

tx

s  

( 2, 2, 1), (2, 1, 1), ( 1, 0, 0)r s ru u P= − = −
 


2 2 1
2 1 0 : 2 1 0
1 1

x
y x z
z

+
− =  π − + =  

 

5.105 Calcula la ecuación de la recta que pasa por el punto P(0, 1, 3) y corta a las rectas siguientes. Para ello, 
estudia previamente la posición relativa que ocupan las dos rectas. 

a)
1

2

23
:

−
−

==
zyx

r      




−=−−
−=−

222

12
:

zyx

yx
s  b)







+=
+=

=

tz

ty

tx

r

2

1:      




=++
=+−

82

2
:

zyx

zyx
s  

a) ru


 = (3, 2, −1); su


 = (2, 1, 2); punto de r: A(0, 0, 2); punto de s: B(−1, 0, 0)  AB  = (–1, 0, −2) 

Como rg( ru


, su


) = 2 y rg( ru


, su


, AB ) = 3  Las rectas r y s se cruzan. 

El plano π que pasa por P y tiene como vectores ru


 y PA : 
1 3

0 1 1 0
3 2 1

x y z− −
− − =

−
  x − y + z = 2 

El plano 'π  que pasa por P y tiene como vectores su


 y PB : 
1 3

1 1 3 0
2 1 2

x y z− −
− − − =  x − 4y + z = −1 

La recta buscada será 
2

:
4 1

x y z
t

x y z

− + =
 − + = −

 

b) ru


 = (1, 1, 1); su


 = (−1, 0, 1); punto de r: A(0, 1, 2); punto de s: B(4, 2, 0)  AB (4, 1, −2) 

Como rg( ru


, su


) = 2 y rg( ru


, su


, AB ) = 2  Las rectas r y s se cortan. El punto de corte es: 





=
=






=++++
=++−−

1

1

8222

221

t

t

ttt

ttt
 Q(1, 2, 3). La recta t buscada pasa por P y Q. PQ = (1, 1, 0)  t: 








=
λ+=

λ=

3

1

z

y

x

 

 

5.106 (PAU) Calcula la ecuación de la recta que pasa por el punto P(−1, 2, 3) y que toca a los ejes de 

coordenadas X y Z. 

Obviamente, la recta buscada es la que pasa por O(0, 0, 0) y por P(−1, 2, 3). Por tanto: : 2

3

x

t y

z

= −λ
 = λ
 = λ

52 



 

                                                                     Solucionario    
  

 
5.107 (PAU) Se considera la recta r que pasa por el punto A(3, 0, 0) y 

tiene como dirección la del vector n


 = (1, 1, −1).   

 

Se consideran, también, los planos paralelos de ecuaciones  
π : 2x + y = 0, π ' : 2x + y + 3 = 0. 
 
La recta r determina un segmento PQ interior a los planos π  y π ’. 
Calcula las coordenadas del puntomedio M de dicho segmento. 
 
 
 

3

:

x t

r y t

z t

= +
 =
 = −

2 (3 ) 0 2 (1, 2, 2)

' 2 (3 ) 3 0 3 (0, 3, 3)

P r t t t P

Q r t t t Q

= ∩ π → ⋅ + + =  = −  −  = ∩ π → ⋅ + + + =  = −  −
 El punto medio es M

1 5 5
, ,

2 2 2

− 
 
 

. 

 

5.108 Escribe una expresión algebraica que determine todos los planos que contienen a la recta  

212

1
:

zyx
r =

−
=

−
 

De todos los planos anteriores, escribe la ecuación del que pasa por el punto B(−1, 0, 4). 

Haz de planos secantes en la recta r: x + 2y − 1+ λ (2y + z) = 0 υ 2y + z = 0 

Si pasa por B, verifica que −1 − 1 + 4 λ = 0  λ =
2

1
  x + 2y − 1 + 

2

1
(2y + z) = 0  :π  2x + 6y + z −2=0 

 

5.109 (PAU) Dadas las rectas 




−=−
−=−+

22

6
:

zx

zyx
r    

2

12

2

2
:

+
=

−
=

+ z

m

yx
s  

Estudia sus posiciones relativas según los valores de m. 

ru


 = (1, 1, 2); su


 = (2, m, 2); punto de r: A (−1, −5, 0); punto de s: B (−2, 2, −1)  AB (−1, 7, −1) 















−−
=





=

171
22
211

'
22
211 mM

m
M ; rg(M) = 2        

1 1 2
2 2 0
1 7 1

m =
− −

 m = −14 

Si m = −14, rg ( ')M = 2 y las rectas se cortan. Si m ≠ –14, rg( 'M ) = 3 y las rectas se cruzan. 

 

5.110 En la figura aparece representado un prisma recto de base cuadrada 
de lado 3 unidades y de altura 4 unidades. 

a) Calcula las coordenadas de los vértices. 

b) Calcula las ecuaciones paramétricas de las rectas a las que 
pertenecen las aristas GF y AE. 

c) Calcula las ecuaciones de los planos CBFG y BAEF. 

d) Calcula unas ecuaciones implícitas para la diagonal DA de la cara 
OAED. 

e) Calcula unas ecuaciones implícitas para la diagonal GA del prisma. 

f) Calcula la ecuación implícita del plano GEAC. 

a) A(0, 3, 0); B(3, 3, 0); C(3, 0, 0); O(0, 0, 0);   d) DA: 
43

3

0

zyx =−= 




=−
=

1234

0

zy

x
 

D(0, 0, −4); E(0, 3, −4); F(3, 3, −4); G(3, 0, −4) 

b) 
3

:
4

x
GF

z

=
 = −

; 
0

:
3

x
AE

y

=
 =

     e) GA: 
43

3

3

zyx =−=
−






=−
=+

1234

034

zy

zx
 

c) CBFG: x = 3; BAEF: y = 3     f) 
3 1
3 1 3 0
4 0

x
y

z
− − − =
−

 GEAC: x + y −3 = 0

A

BC

D E

G F

O

Z

X

Y
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5.111  (PAU) Del paralelogramo ABCD se conocen los vértices A(−2, 0, 1), B(1, –1, 2) y C(4, 2, −3). 

a) Calcula las coordenadas del cuarto vértice, D. 

b) Calcula la ecuación del plano que contiene al paralelogramo. 

c) Calcula las ecuaciones de las diagonales del paralelogramo. 

a) En un paralelogramo, las diagonales se cortan en su punto medio. 

El punto medio de estas diagonales es M, que es el punto medio de AC, es decir, M(1, 1, −1). 

( )
( )
( )















−=−=+

==+−

==+









−

−

41
2

2

31
2

1

11
2

1

111

211

c
c

b
b

a
a

M

cbaD

B

 D(1, 3, −4) 

b) La ecuación del plano que contiene a A, B, C y D es: 

3 3 2
1 1 0

1 2 1

x
y

z

+
− =

− −
 ABCD : x + 9y + 6z − 4 = 0 

c) Diagonal AC: 
2

1

13

2

−
−==+ zyx

; Diagonal BD: 
3

2

2

1

0

1

−
−=+=− zyx

 

 

5.112 Dado el tetraedro de vértices A(0, −1, 2), B(1, 1, −1), C(−1, 1, 2)  
y D(−1, 0, 1): 

a) Calcula las coordenadas de los puntos medios M, N, P y Q de sus 
aristas AB, AC, DC y DB. 

b) Comprueba que los puntos M, N, P y Q son coplanarios. 

c) Estudia la posición relativa de la recta que contiene a la arista AD y 
del plano que contiene a M, N, P y Q. 

a) 
1 1

, 0,
2 2

M  
 
 

; 
1

, 0, 2
2

N  − 
 

; 
1 3

1, ,
2 2

P  − 
 

; 
1

0, , 0
2

Q  
 
 

 

b) Plano que pasa por M, N y P: 

3 1
1

2 2
1

0 0 : 6 10 4 5 0
2

3 1
1

2 2

x

y x y z

z

− − −

=  π + + − =

−

     

Se comprueba fácilmente que π∈Q . 

c) La recta es paralela al plano. 

 

5.113 Tres vértices de una de las caras de un paralelepípedo 
ABCDA'B'C'D' son los puntos A(1, 2, −1), B(0, 2,1) y C(3, 2, −5). 

a) Calcula las coordenadas del cuarto vértice D de la cara 
considerada, sabiendo que A y C son vértices opuestos. 

b) Sabiendo que todas las diagonales del paralelepípedo se cortan 
en el punto M (1, 4, 1), calcula las coordenadas de los otros cuatro 
vértices de la figura. 

a) El punto )3,2,2( −N , punto medio del segmento AC , deberá ser también punto medio del segmento BD . 
Por tanto, las coordenadas del vértice D serán D(4, 2, –7). 

b) M es el punto medio de ', ', 'AA BB CC  y 'DD . Por tanto: A'(1, 6, 3), B'(2, 6, 1), C'(–1, 6, 7), D'(–2, 6, 9)

A

M

C’

B’

A’

D’
B

C

D
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5.114 Dados los puntos A(1 2, −3) y B(0, −2, 1), y el plano π : 4x − 3y − 2z − 1 = 0: 

a) Escribe la expresión del haz de planos que contienen a la recta que pasa por los puntos A y B. 

b) Comprueba si entre todos esos planos se encuentra π . 

Recta que pasa por A y B: 
4

3

4

2

1

1 +=
−
−=

−
− zyx

  




=++
=−−
01

024

zy

yx
 

a) Haz de planos que contienen a la recta AB: 4x – y – 2 + λ (y + z + 1) = 0 υ y + z + 1 = 0 

b) El plano π  no pertenece a este haz ya que, por ejemplo, el punto A no pertenece a él. 

 

5.115 Se consideran los puntos A(2, 1, 0), B(0, 2, 1), C(1, 0, 2) y  
D(3, 0, 0), vértices de un cuadrilátero. 

a) Comprueba que pertenecen a un mismo plano y calcula su 
ecuación. 

b) Comprueba que entre los cuatro puntos no hay tres que estén 
alineados. 

c) Calcula las coordenadas del punto donde se cortan las 
diagonales del cuadrilátero. 

d) Calcula las coordenadas de M, N, P y Q, puntos medios de los 
lados AB, BC, CD y DA. 

e) Comprueba que MNPQ es un paralelogramo. 

 f) Calcula las coordenadas del punto donde se cortan las diagonales del paralelogramo MNPQ. 

a) AB  = (−2, 1, 1), AC  = (–1, −1, 2) y AD  = (1, −1, 0), BC  = (1, −2, 1), BD  = (3, −2, −1) 

Plano que pasa por A, B, C y D: x + y + z − 3 = 0. 

b) Entre ACAB  ,  y AD no hay dos paralelos. BC  y BD  tampoco lo son   no hay tres puntos alineados. 

c) Diagonal AC:




=−+
=−−

042

01

zx

yx
; diagonal BD:





=−
=−+

02

0632

zy

yx
 punto de corte: 










=−
=−+

=−+
=−−

02

0632

042

01

zy

yx

zx

yx

   

 R
9 4 2

, ,
5 5 5

 
 
 

 

d) Puntos medios de los lados: M
3 1

1, ,
2 2

 
 
 

; N
1 3

, 1,
2 2

 
 
 

; P(2, 0, 1); Q
5 1

, , 0
2 2

 
 
 

 

e) MN  = 
1 1

, , 1
2 2

− − 
 
 

; QP  = 
1 1

, , 1
2 2

− − 
 
 

. Como MN  = QP , MNPQ es un paralelogramo. 

f) Las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio. Por tanto, S
3 3 3

, ,
2 4 4

 
 
 

 

5.116 Se consideran los puntos A(1, 1, 1), B(0, 2, 1), C(2, 0, 1) y D(2, 1, 0). 

a) Verifica si de esos cuatro puntos hay tres que están alineados. ¿Forman un cuadrilátero? 

b) Comprueba que pertenecen a un mismo plano y calcula su ecuación. 

a) Se consideran los vectores AB  = (−1, 1, 0), AC  = (1, −1, 0) y AD  = (1, 0, −1). 

Se observa que A, B y C están alineados y, por tanto, ABCD no es un cuadrilátero. 

b) Plano que pasa por A, B y D: 
1 1 2

1 0 1 0
0 1

x
y

z

− −
− =

−
 ABCD: x + y + z − 3 = 0.
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PROFUNDIZACIÓN 

5.117 En el paralelepípedo de la figura se toma como referencia el 

origen A y los vectores AB , AD  y AE . 

a) Calcula las coordenadas de los puntos A, B, C, D, E, F, G y H. 

b) Calcula las ecuaciones de los planos HGC y BCD. 

c) Calcula las ecuaciones de las rectas que contienen a las 
diagonales DB y DG. 

d) Calcula las coordenadas de: 

P: punto medio del segmento HG 

M: punto tal que EMMF 2=  

N: punto tal que NCDN 2=  

e) Calcula las coordenadas del baricentro del triángulo MPN. 

f) Calcula la ecuación del plano determinado por los puntos M, P y N. 

g) Calcula las ecuaciones de la recta que contiene al segmento MN. 

 

a) A(0, 0, 0), B(1, 0, 0), C(1, 1, 0), D(0, 1, 0), E(0, 0, 1), F(1, 0, 1), G(1, 1, 1), H(0, 1, 1) 

b) HGC : y = 1; BCD : z = 0 

c) 
0

:
1

z
DB

x y

=
 + =

    DG: 
1

x z

y

=
 =

 

d) P
1

, 1, 1
2

 
 
 

; M
1

, 0, 1
3

 
 
 

; N
2

, 1, 0
3

 
 
 

 

e) G
1 2 2

, ,
2 3 3

 
 
 

 

f) 

1 1 1

6 6 3
0 1 0
1 0 1

x

y
z

− −

− =
− −

PMN : 6x – y + z − 3 = 0 

g) MN : 

1
13

1 3 3

x y z− −= =
−

 

 

 

5.118 Dada la familia de los planos que tienen por ecuación: (2 + λ )x + y + ( λ  – 1)z = 0. 

a) Calcula dos de ellos. 

b) Comprueba que los planos elegidos pasan por el punto P(1, –3, –1). 

c) ¿Hay alguna recta que esté contenida en todos los planos considerados? En caso afirmativo, escribe 
su ecuación. 

 

a) λ = 0  2x + y − z = 0; λ = 1   3x + y = 0 

b) (2 + λ ) − 3 + ( λ  – 1) · (–1) = 2 + λ  – 3 – λ  + 1 = 0  P pertenece a todos los planos. 

c) 2x + y − z + λ (x + z) = 0  
2 0

:
0

x y z
r

x z

+ − =
 + =

E

D

H

N

M

GP

F

C

BA
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5.119 En el prisma triangular de la figura se toma como referencia el origen A y los vectores AB , AF  y AD . 

a) Calcula las coordenadas de los puntos A, B, C, D, E y F. 

b) Calcula la ecuación del plano CBE. 

c) Calcula las ecuaciones de la recta que contiene a la diagonal BE. 

d) Calcula las coordenadas de: 

M: punto tal que AMMB 2=  

N: punto tal que NEDN 2=  

e) Calcula las ecuaciones de la recta que contiene al segmento MN. 

 

a) A(0, 0, 0); B(1, 0, 0); C(1, 0, 1); D(0, 0, 1); E(0, 1, 1); F(0, 1, 0) 

b) CBE : x + y = 1     

c) BE : 
111

1 zyx ==
−
−






=+
=

1yx

zy
    

d) M
1

, 0, 0
3

 
 
 

; N
2

0, , 1
3

 
 
 

  

e) MN : 
321

3

1
zyx

==
−

−






=+
=−

236

023

yx

zy
 

 

 

5.120 Se llama baricentro de un tetraedro al punto en el que cada coordenada es la media aritmética de las 
cuatro coordenadas correspondientes a los vértices. Dado el tetraedro de vértices O(0, 0, 0), A(1, 1, 1), 
B(0, −1, 2) y C(−1 0, 1): 

a) Calcula el baricentro G del tetraedro. 

b) Calcula los baricentros GO, GA, GB y GC de las cuatro caras. 

c) Elige un vértice del tetraedro y el baricentro de la cara opuesta y 
comprueba que la recta que une estos dos puntos contiene al baricentro del 
tetraedro. 

d) Comprueba que  AGAGA 3

4
= . 

e) Calcula las coordenadas del baricentro del tetraedro determinado por los puntos GO, GA, GB y GC,  
e interpreta los resultados. 

 

a) Baricentro: G(0, 0, 1) 

b) Baricentro de las cuatro caras: ABC: Go
4

0, 0,
3

 
 
 

; OAB: GC
1

, 0, 1
3

 
 
 

; OAC: GB
1 2

0, ,
3 3

 
 
 

;  

OBC: GA
1 1

, , 1
3 3

 − − 
 

 

c) Recta que pasa por O(0, 0, 0) y Go
4

0, 0,
3

 
 
 

: 




=
=

0

0

y

x
  Obviamente (0, 0, 1), pertenece a esta recta OGo. 

d) AAG  = 
4 4

, , 0
3 3

 − − 
 

; AG  = (−1, −1, 0)   y, por tanto, AGAGA 3

4=  

e) 

1 1 1 1 4 2
0 0 0 0 1 1

3 3 3 3 3 3, ,
4 4 4

 + + − + + − + + + 
 
  
 

 = (0, 0, 1) = G

A

C

BM

D

N
E

F
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5.121 Considera la recta 




−=−−
=+−

85

72
:

zyx

zyx
r  y el plano π : ax + 2y + z = b. 

a) Calcula los valores de a y de b para que la recta sea paralela al plano. 

b) Calcula los valores de a y de b para que la recta corte al plano. 

c) Calcula los valores de a y de b para que la recta esté contenida en el plano. 

a) 
1 1 2 1 1 2 7
1 1 5 , ' 1 1 5 8

2 1 2 1
M M

a a b

− −   
   = − − = − − −
   
   

 

7 14 0 2M a a= + = ⇔ = − ; 
1 2 7 23
1 5 8 23 7 0

72 1
b b

b

−
− − − = + = ⇔ = −  

Para a = –2 y 
7

23−≠b , rg(M) = 2, rg ( )'M = 3   La recta es paralela al plano. 

b) Para a ≠ 2, rg(M) = rg ( )'M = 3   La recta corta al plano. 

c) Para a = –2 y 
7

23−=b , rg(M) = rg ( )'M = 2   La recta está contenida en el plano. 

 

5.122 Escribe la condición que deben verificar a, b y c para que los puntos A(1, 0, a), B(1, b, 0) y C(c, 0, 1) 
estén alineados. 

AB  = (0, b, −a); AC  = (c – 1, 0, 1 − a) 

Para que A, B y C estén alineados, AB  y AC  deben ser proporcionales: c = 1, b = 0 y cualquier valor de a. 

 

5.123 Escribe la condición que deben verificar a, b y c para que los puntos A(1, 0, a), B(1, b, 0), C(c, 0, 1) y 
D(1, 1, 1) sean coplanarios. 

AB  = (0, b, −a); AC  = (c – 1, 0, 1 − a); AD  = (0, 1, 1 – a) 

Para que A, B y C sean coplanarios, debe verificarse que rg( AB , AC , AD ) < 3 

Por tanto: 
0 1 0

0 1 0
1 1

c
b
a a a

−
=

− − −
 (1 – c)a + b(1 - c)(1 - a) = 0  (1 – c)(a + b – ab) = 0  

1c

a b a b

=
 + = ⋅

 

 

5.124 Estudia la posición relativa de los siguientes planos según los diferentes valores de m: 

π : mx + y + z = 1 'π : x + my + z = 1 ''π : x + y + mz = 1 

( ) ( )2
1 1

1 1 2 1
1 1

m
M m M m m

m

 
 =  = + −
 
 

 

Si m ≠ –2, m ≠ –1, los tres planos forman triedro y se cortan en el punto P
1 1 1

, ,
2 2 2m m m

 
 + + + 

 

Si m = –2, los tres planos forman prisma. 
Si m = 1, los tres planos son coincidentes. 

 

5.125 Calcula los valores de los parámetros a y b que hacen que los siguientes planos se corten todos en una 
misma recta: 

π : x + 2y − z = 0 'π : x +2y – 2z + 1 = 0 ''π : ax + 2y + bz – 1 = 0 














−−

−
=













−
−

=
12
1221

0121
'

2
221
121

ba
M

ba
M     

Para que los planos se corten en una recta, el sistema debe ser compatible indeterminado con un grado de 
libertad. Por tanto, se debe verificar que rg(M) = rg ( )'M = 2. 

1 2 1
1 2 2 0

2a b

−
− =  2 – 2a = 0  a = 1; 

2 1 0
2 2 1 0
2 1b

−
− − =  2b = 0  b = 0
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5.126 Estudia la posición relativa de los siguientes planos según los diferentes valores de m y n: 

π : x + y + z = 1 'π : x + 2y + 3z = 1 ''π : y + mz = n 

Si m ≠ 2, los tres planos forman triedro y se cortan en el punto P
2

1 , ,
2 2 2

n n n

m m m
 + − − − 

 

Si m = 2, los tres planos forman prisma. 

 

RELACIONA Y CONTESTA 

Elige la única respuesta correcta en cada caso:      

5.1 Se considera el plano 1π : 2x + y – mz + 1 = 0 y la recta r :






λ+=
λ=

λ+=

31

2

z

y

x

. Calcula el valor de m para que la 

recta sea paralela al plano. 

A) m = 2  

B) m = −1  

C) m = 1  

D) En ningún caso la recta es paralela al plano.  

E) La recta siempre es paralela al plano. 

C. Un vector de dirección de la recta es (1, 1, 3). Un vector normal del plano es (2, 1, −m). Para que la recta sea 
paralela al plano, los dos vectores deben ser perpendiculares y, por tanto, su producto escalar nulo: 

(1, 1, 3) · (2, 1, −m) = 2 + 1 – 3m = 0   m = 1 

 

 

5.2 Dados los puntos A(–3, 2, 5) y B(1, 2, –m) y el plano π :  2x + y – z = 3, se sabe que el segmento de 
extremos A y B no contiene ningún punto en común con π. En estas condiciones, se puede afirmar que: 

A) m ≤ −1 D) m ≥ −2 

B) m < −1 E) Ninguna de las anteriores. 

C) m = −2 

B. Si el segmento de extremos A y B no contiene ningún punto común con el plano, es debido a que los dos 
puntos están a un mismo lado del plano. Al sustituir las coordenadas de A en π se obtiene −6 + 2 − 5 − 3 < 0. 

Por tanto, al sustituir las condenadas de B también se debe obtener un número negativo: 

2 + 2 + m − 3 = 1 + m < 0    m < −1 

 

 

5.3 Dados los puntos A(1, −1, 2), B(5, 3, −6) y C 





 −

+
2

,,
n

nmm , los valores de m y n para que el baricentro del 

triángulo ABC sea el punto G(2, 2, 2) son: 

A) m = 4   n = 0 D) m = 0   n = −4 

B) m = −4   n = 0 E) Ninguna de las anteriores respuestas es correcta. 

C) m = 0   n = 4 

E. El baricentro es ( )
02 61 5 1 3 2, , 2, 2, 2 4

3 3 3
20

n m
m m n

m n

n

  =− − + + − + + + =  + =  
   = − 

.  

El sistema no tiene solución.
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5.4 Dada la recta 
2 6

: 1
4

x
r y z

−
= − = − , un punto P y un vector de dirección u


 de ella son: 

A) P(−6, −1, 0) u


 = (4, 0, 0) D) P(3, 1, 0) u


 = (2, 1, −1) 

B) P(6, 1, 0) u


 = (4, 0, 0) E) P(3, 1, 0) u


 = (2, 1, 1) 

C) P(6, 1, 0) u


 = (4, 1, 1) 

D. 
3

: 1
2 1

x z
r y

−
= − =

−
. Se observa que el punto y el vector de dirección son los indicados en la respuesta D. 

 

Señala, en cada caso, las respuestas correctas:     

5.5 Sean los planos 1π : x + y – 2z + 3 = 0; y  2π  3y + z – 4 = 0. Entonces: 

A) Los planos son paralelos. 

B) La recta intersección de ambos planos tiene por vector director a d


 = (–7, 1, –3). 

C) El plano –x + 5y + 4z – 11 = 0 pertenece al haz definido por 1π  y 2π . 

D) Los planos forman un ángulo de 90º. 

E) El punto (–2, 1, 1) pertenece a la recta definida por los dos planos. 

B, C y E. Un vector normal de 1π  es (1, 1, −2). Un vector normal de 2π  es (0, 3, 1). No son paralelos y, por tanto, 

los planos no son paralelos. Un vector de la recta determinada por los planos es (7, –1, 3). El plano de C 
pertenece al haz determinado por 1π  y 2π , ya que es − 1π  + 2 2π = 0. Los planos no son perpendiculares, ya que 

el producto escalar de sus vectores no es nulo. (−2, 1, 1) sí pertenece a la recta ya que verifica sus ecuaciones. 

 

5.6 Si A y B son dos puntos diferentes del espacio y el vector n


 = (2, 1, −3) es un vector normal del plano π . 

A) Si A y B son puntos del plano π   n


 y AB  son perpendiculares. 

B) n


 y AB  son perpendiculares  A y B son puntos del plano π . 

C) Si al menos uno de los dos puntos A y B pertenece a π   n


 y AB  son perpendiculares. 

D) n


 y AB  no son perpendiculares  Al menos uno de los dos puntos A y B no pertenecen a π . 

E) Si ninguno de los puntos pertenece al plano π   n


 y AB  no son perpendiculares. 

A y D. A es cierta ya que n


 es perpendicular a cualquier vector de dirección del plano y al AB . D es cierta ya 

que si A y B pertenecen al plano, entonces n


 es perpendicular a AB . 

B no es cierta ya que A y B pueden ser exteriores a π  y determinar un vector de dirección de dicho plano. C no 

es cierta ya que si uno de los puntos pertenece al plano para que AB  sea perpendicular a n


, el otro también 
debe pertenecer. E no es cierta pues equivale a B. 

 

5.7 Se consideran los puntos del espacio A(a, 0, 0), B(0, b, 0), C(0, 0, c) y O(0, 0, 0). 

A) Si A, B, C y O son coplanarios ⇔ a = b = c = 0. 

B) Si A, B, C y O son coplanarios ⇔ a · b · c = 0. 

C) Si alguno de los valores a, b y c es no nulo  el volumen del tetraedro es diferente de 0. 

D) El volumen del tetraedro de vértices A, B, C y D es abc. 

E) Suponiendo que los valores de a, b y c son todos no nulos, la ecuación del plano que pasa por A, B y 

C es 1=++
c

z

b

y

a

x
. 

B y E. El plano que pasa por los puntos A, B y C es bcx + acy + abz = abc. Para que O pertenezca a este plano 

es suficiente con que uno de los valores a, b o c sea igual a 0. El volumen del tetraedro ABCO es abc
6

1
.
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Elige la relación correcta entre las dos afirmaciones dadas:     

5.8 Se consideran los planos π1: Ax + By + Cz + D = 0 π2: A'x + B'y + C'z + D' = 0 y π3: A''x + B''y + C''z + D'' = 0 

y la matriz 












=

''''''
'''

CBA
CBA
CBA

M  

a) El rango de la matriz M es 2.  

b) Los planos se cortan en una recta. 

A) a es equivalente a b.  

B) a implica b, pero b no implica a.   

C) b implica a, pero a no implica b.  

D) a y b no se pueden dar a la vez.  

E) Ninguna de las dos afirmaciones se puede verificar. 

C. La respuesta a no implica la b, ya que el rango de la matriz 













''''''''
''''

DCBA
DCBA
DCBA

 puede ser 3. 

 

Señala el dato innecesario para contestar:       

5.9 Para calcular las ecuaciones de las rectas donde descansan los lados del cuadrilátero ABCD se dan los 
siguientes datos: 

a) Las coordenadas de los vértices opuestos A y C 

b) Las coordenadas del vértice B 

c) Las coordenadas del punto donde se cortan las diagonales 

d) El hecho de que el cuadrilátero es un paralelogramo 

A) Puede eliminarse el dato a.  

B) Puede eliminarse el dato b.  

C) Puede eliminarse el dato c.  

D) Puede eliminarse el dato d.  

E) No puede eliminarse ningún dato. 

C. Las diagonales se cortan en el punto medio; es decir, en el punto medio de A y C. 

 

Analiza si la información suministrada es suficiente para contestar la cuestión:     

5.10 Demuestra que si u


 es un vector director de la recta r y n


 es perpendicular al plano π, la recta r está 
contenida en el plano π siempre que: 

a) u


⋅ n


 = 0  

b) Existe un punto P que pertenece a r y a π. 

A) Cada afirmación es suficiente por sí sola.  

B) a es suficiente por sí sola, pero b no.  

C) b es suficiente por sí sola, pero a no.  

D) Son necesarias las dos juntas.  

E) Hacen falta más datos. 

D. Se debe cumplir a la vez que los vectores sean perpendiculares (su producto escalar sea nulo) y que por lo 
menos un punto de r esté contenido en la recta ya que si se diera solo la primera condición, la recta podría ser 
paralela al plano. 
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 6  Propiedades métricas 

ACTIVIDADES INICIALES 

6.I Dados los puntos P(–1, 3) y Q(2, –5), y la recta r : 2x – y = 2, calcula: 

a) d(P, Q)  b) d(P, r) c) d(Q, r) 

a) 73     b) 5
5

7
     c) 5

5

7
 

 

6.II Se tienen las rectas r : x – y = 10, s :
41

3 yx
=

−
+

 y  t : 3x – 3y = 1. Halla: 

a) d(r, s) b) d(r, t) c) ( ,r s ) d) (,s t ) 

a) 0   b)
6

229
   c) 

3
arccos 59º 2' 10,48 ''

34
≈   d) 

3
arccos 59º 2'10,48 ''

34
≈  

 

EJERCICIOS PROPUESTOS 

6.1 Calcula el ángulo que forman entre sí las siguientes rectas, a partir de sus vectores directores. 

r : 
1−

x
 = 

2

1+y
 = 

4

3−z
      s : 

3

2−x
 = 

1

y
 = 

2

5

−
+z

 

9
arccos 58º 20 ' 20,82 ''

7 6
≈  

 

6.2 Halla  el ángulo que forman entre sí las rectas: 

r : 




−=++
=−−

13

02

zyx

zyx
          s : 





−=
=

2
1

z
x  

4
arccos 55º 33 ' 0,35 ''

5 2
≈  

 

6.3 Calcula el ángulo que forman las siguientes parejas de planos. 

a)  π : x + y + z = 0     'π : 3x – z = –2  

b)  π : –x + 4y + 2z = 3     'π : y = 5  

a) 
2

arccos 68º 34 ' 59,83 ''
30

≈     

b) 
4

arccos 29º 12 ' 21,35 ''
21

≈  

 

6.4 Determina el valor de k para que el plano que pasa por los puntos A(1, –2, 3), B(0, 0, 0) y C(k, –1, k) sea 
perpendicular al plano π  : 2x + y = 3. 

BA = (1, –2, 3) y BC = (k, –1, k) 1 2 3
1

i j k

k k
 −

−

  

 = (3 – 2k, 2k, 2k –1) es perpendicular a (2, 1, 0)   k = 3
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6.5 Halla el ángulo formado por los siguientes planos y rectas. 

a) π : x + y – 2z  = –1,  r : 
1

1

1

2

2

1 +
=

−
+

=
− zyx

 b) π : –3x + 2y  + z  = 3,  r : 




=+
−=

12
3

zx
y

 

a) 
1

arcsen 9º 35 ' 38,64 ''
6

≈     b) 
7

arcsen 56º 47 ' 20,72 ''
70

≈  

 

6.6 Halla los valores de m para que la recta r : 
2 0

5 0

x y z

y z

+ − + =
− + + =

 y el plano π : 2x + y – mz  = 1. 

a) Formen un ángulo de 30º. b) Sean perpendiculares. c) Sean paralelos. 

a) m = 2 7±     b) No es posible.   c) m = 1 

 

6.7 El triángulo de vértices A(2, 0, 3), B(–1, 1, 1) y C(0, 1, 2) se proyecta ortogonalmente sobre el plano de 
ecuación π : x + 2y – z – 2 = 0. Halla los vértices del triángulo proyectado. 

5 5
' , 1,

2 2
A
 
 
 

, 
2 5 2

' , ,
3 3 3

B
− 

 
 

 y 
1 5 5

' , ,
3 3 3

C
 
 
 

 

 

6.8 Halla la proyección ortogonal de la recta r sobre el plano π: x + y + z = 0, donde r : 
2

4−x
= 

2

1−y
 = 

2

z
. 

7 2 5
, ,

3 3 3
P

− − 
 
 

 

 

6.9 Determina la proyección ortogonal de la recta r de ecuación r: 
1

3 2 0

x y

x y z

+ = −
 − + =

 sobre el plano de 

ecuación π: 4x – 3y + z + 3 = 0. Calcula, si existe, el punto de intersección entre la recta r y su proyectada. 





=++−
=+−+

0334

01721814
:'

zyx

zyx
r . El punto de intersección es 

11 1 17
, ,

10 10 10

− 
 
 

. 

 

6.10 Sean A, B y C tres puntos del espacio dados por sus coordenadas A(1, 2, 4), B(−1, 3, 1) y C(4, 5, 2). 
Comprueba la desigualdad triangular. 

Vamos a ver que d(B, C) ≤ d(A, B) + d(A, C). 

d(A, C) = | AC | = 2 2 23 3 2+ +  = 22  

d(A, B) = | AB | = 2 2 22 1 3+ +  = 14  

d(B, C) = | BC | = 2 2 25 2 1+ +  = 30  

Evidentemente d(B, C) ≤ d(A, B) + d(A, C), por lo que se verifica la desigualdad triangular. 
 

6.11 Halla la ecuación del plano mediador del segmento de extremos A(1, 3, −1) y B(4, 6, 0). 

Sea M el punto medio del segmento de extremos A y B. Entonces M 





 +−++

2

01
,

2

36
,

2

41
 = 

5 9 1
, ,

2 2 2
 − 
 

 

Como AB = (3, 3, 1), la ecuación del plano será: 3 





 −

2

5
x  + 3 






 −

2

9
y + 






 +

2

1
z = 0  3x + 3y + z −

2

41
= 0.
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6.12 Halla la distancia entre el plano π que pasa por el origen de coordenadas y los puntos A(1, 2, 0) y  
B(−1, 1, 3) y el plano paralelo a π que pasa por el punto (1, 1, 1). 

Ecuación del plano π: det(OX , OA , OB ) = 0  
311
021

−

zyx
= 0  π : 2x − y + z = 0 

d(P, π) = 
²1²1²2

111·2

++

+−
=

6

2
=

6

62
=

3

6
 u 

 

6.13 Determina el punto del plano de ecuación π : x − z = 3 que está más cerca del punto P(3, 1, 4), así como la 
distancia entre el punto P y el plano π. 

Hallamos la recta r perpendicular al plano π que pasa por P. r : 
1

3−x
 =

0

1−y
  = 

1

4

−
−z

 

El punto pedido es la intersección de π y r, para ello expresamos la recta r en paramétricas y sustituimos estos 
valores en la ecuación del plano: 

r : 







+−=
=

+=

4

1

3

tz

y

tx

  t + 3 – (−t + 4) = 3; 2t = 4  4  t = 2 

Por tanto, el punto Q pedido es Q(5, 1, 2). d(P, π) = d(P, Q) = )²42()²11()²35( −+−+− = 2 2  u. 

 

6.14 Calcula la distancia del punto P(3, 4, 5) a la recta r : 
1

1+x
 = 

2

2+y
 = 

1

5

−
+z

. 

Un punto de la recta es Ar (–1, –2, –5) y el vector de dirección es ru


 = (1, 2, −1). Por tanto: 

d(P, r) = 
r

rr

u

uPA



×

=
)1,2,1(

)1,2,1()10,6,4(

−
−×

=
)1,2,1(

)2,14,26(

−
−

=
6

876
 = 146  u 

 

6.15 Halla la distancia del punto P(1, 3, −1) y la recta r : 




=−+
=−

0

0

zyx

yx
 

Un punto de la recta es Ar (0, 0, 0) y el vector direccional ru


 = (1, −1, 0) × (1, 1, −1) = (1, 1, 2). 

Por tanto, d(P, r) = 
r

rr

u

uPA



×

 = 
)2,1,1(

)2,1,1()1,3,1( ×−
 = 

)2,1,1(

)2,3,7( −−
=

6

62
 u 

 

6.16 Determina la posición relativa y la distancia entre las siguientes rectas. 

r : 




−=−
=+−

12

23

zy

zyx
     s : 







+=
+−=

−=

tz

ty

tx

24

1

53
 

Son paralelas y la distancia es 
2

74
u. 

 

6.17 Halla la posición relativa y la distancia entre las rectas: 

r : 
3

1

2

3

1

−
=

+
=

−
zyx

     s : 




=+−
=+−
013

0232

yx

yx
 

 

Se cruzan y su distancia es 
35

523
u.
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6.18 Determina la posición relativa y la distancia entre las rectas: 

r : 






λ−=
λ−=

λ+=

75

21

1

z

y

x

     s : 1
2

5

3

4
+=

−
−

=
+

z
yx

 

Se cruzan con distancia 
32 16 21

63756
=  u. 

 

6.19 (PAU) Halla la distancia entre las rectas r y s de ecuaciones: 

r : 




=−
=−+

1

12

yx

zyx
     s : 

1

1−x
 = 

2

y
 = 

3

1

−
+z

 

ru


 = (1, 2, −1) × (1, −1, 0) = (−1, −1, −3) || (1, 1, 3); Ar (1, 0, 0) 

Se determina el plano que contiene a r y es paralelo a s: 

πn


 = (1, 1, 3) ×  (1, 2, −3) = (−9, 6, 1);  π : −9(x − 1) + 6y + z = 0   −9x + 6y + z + 9 = 0 

d(r, s) = d((1, 0, −1), π) =
13681

9109

++

+−+−
=

118

1
=

118

118
 u 

 

6.20 (PAU) Obtén la ecuación de la recta perpendicular común a las rectas r y s, siendo las ecuaciones de r  

y s las siguientes: r : 




=
=

0

0

z

x
     s : 





=
=

3

0

y

x
 

Al estudiar la posición relativa vemos que las rectas r y s se cortan perpendicularmente: 

( )
( )
( ) ( )

0, 3, 0

0, 1, 0
1, 0, 0

0, 0, 1
r

r s
s

r s P

u
u u

u

∩ =

=  × == 


 


 

La recta buscada viene determinada por P y r su u×
 

: t : 3

0

x t

y

z

=
 =
 =

 

 

6.21 Calcula el área de la figura. 

 

 

 

 

 

 

 

Es un trapecio de bases 7 y 4 y de altura 2, por lo que el área es 11 u2. 

 

6.22 Determina la ecuación del plano que pasa por los puntos A(0, 2, 0) y B(0, 0, 2) y corta al eje X en un punto 
C tal que el área del triángulo ABC es igual a 4. 

El punto C es ( )6, 0, 0±  y la ecuación buscada es 0)2(624 =−+± zyx

Y

X

O

Z

(6, 1, 2)

(6, 8, 2)

(4, 6, 2)(4, 2, 2)
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6.23 Calcula el volumen del paralelepípedo de la figura: 

 

 

 

 

 

 

Calculando el producto mixto, el volumen es 11 u3. 

 

6.24 Suponiendo que los vértices de un tetraedro son los puntos A(1, 1, –2), B(0, 2, 1), C(3, 2, –2) y  
D(3, 0, –6), calcula el volumen de dicha figura e interpreta el resultado obtenido. 

El volumen es 0 pues el producto mixto es 0. Los puntos son coplanarios. 

 

6.25 Halla la ecuación del plano que pasa por el punto P(1, 2, 3) sabiendo que el triángulo formado por las 
rectas en que corta a los planos cartesianos es equilátero. Calcula el volumen determinado por dicho 
plano y los planos coordenados. 

El plano es de la forma 1=++
a

z

a

y

a

x
. Como pasa por P, el plano es x + y + z – 6 = 0 y el volumen, 36 u3. 

 

EJERCICIOS 

Ángulo entre dos rectas 

6.26 (PAU) Estudia la posición relativa de las rectas r y s y obtén, si es posible, el ángulo que forman, siendo: 

r : 

1 2

0

2 2

x

y

z

= + λ
 =
 = λ +

         s : 




+=
=

2

1

yz

x
 

s : 






λ+=
λ=

=

2

1

z

y

x

. Como ru


 = (2, 0, 2) y su


 = (0, 1, 1) no son proporcionales y tienen en común el punto P(1, 0, 2), 

las rectas son secantes. 

cos( ,r s ) = cos ( ),r su u
 

= 
1144

)1,1,0(·)2,0,2(

++
=

28

2
=

2

1
   (,r s ) = 60° 

 

6.27 (PAU) Considera las rectas r : 




=−−−
=+++

01

03

zyx

zyx
, s :

2

1+x
= y + 1 = 

2−
+ dz

. Halla el valor de d para que las 

rectas sean secantes. Para ese valor de d, determina el ángulo que forman r y s. 

Como Pr (−1, 0, −2) y ru


 = (1, 1, 1) × (1, −1, −1) = (0, 2, −2) || (0, 1, −1)  r :

1

2

x

y

z

= −
 = λ
 = − − λ

; s :

1 2

1

2

x

y

z d

= − + μ
 = − + μ
 = − − μ

 

Para que r y s se corten, el siguiente sistema ha de tener solución única: 

1 1 2

1

2 2d

− = − + μ
λ = − + μ
− − λ = − − μ


0

1

1 1d d

μ =
λ = −
− = − → =

 Si d = 1, las rectas se cortan. 

cos( ,r s ) = cos ( ),r su u
 

 = 
(0, 1, 1) (2, 1, 2)

(0, 1, 1) (2, 1, 2)

− ⋅ −
− ⋅ −

=
92

21+
=

2

1
= 

2

2
  (,r s ) = 45°

Y
X

O

Z

(0, 1, 1)

(3, 4, –1)

(4, 5, 2)
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6.28 (PAU) Estudia la posición relativa de las siguientes rectas. Razona la respuesta. 

r1 : 




=−+−
=+−+

012

012

zyx

zyx
              r2 : 





=+−−
=−−+

012

012

zyx

zyx
 

Calcula el coseno del ángulo que determinan las direcciones de las dos rectas. 

r1 : 
1

1

 (1, 1, 2) (2, 1, 1) ( 1, 5, 3)

  0 0, 1 (0, 1, 0)

u

z x y R

= − × − = − − −
 = → = = − → −


 

r2 : 




→==→=
−−=−−×−=

)0,1,0(1,00

)3,3,3()2,1,1()1,1,2(

2

2

Ryxz

u

  

 


 

21 RR = (0, 2, 0); rg( 1u


, 2u


, 21 RR ) = 3 ya que 
020
333
351

−−
−−−

 ≠ 0. Entonces las rectas se cruzan. 

cos( 1 2,r r ) = cos ( )1 2,u u
 

 = 
( 1, 5, 3) ( 3, 3, 3)

1² 5² 3² 3² 3² 3²

− − − ⋅ − −

+ + + +
=

105

1
  ( 1 2,r r ) = arccos 

105

1
 = 84° 23’ 58,53” 

 

6.29 (PAU) Estudia la posición relativa de las rectas r y s, y calcula el ángulo que forman: 

r: 
2

1−x
=

3

y
=

4

z
           s: 







λ+=
λ+=

λ+=

34

23

3

z

y

x

 

Buscamos un punto y el vector director de cada recta. 

Ar (1, 0, 0); ru


 = (2, 3, 4); As (3, 3, 4); Su


 = (1, 2, 3)  sr AA  = (2, 3, 4) 

Como rg( sr AA , ru


, su


) = 2 ya que det( sr AA , ru


, su


) = 0, las rectas r y s son coplanarias; como no son 

paralelas pues sus vectores directores no son paralelos, se deduce, por consiguiente, que las rectas son 
secantes. 

cos( 1 2,r r ) = cos ( ),r su u
 

= 
2 1 3 2 4 3

2² 3² 4² 1² 2² 3²

⋅ + ⋅ + ⋅
+ + + +

=
406

20
  ( 1 2,r r ) = arccos 









406

20
 = 6° 58’ 56,99’’ 

 

Ángulos entre dos planos 

6.30 (PAU) Calcula el ángulo que forman los planos π : x + y + z = 1 y 'π : x − 2y + z = 2. 

πn


 = (1, 1, 1); 'πn


 = (1, −2, 1)  cos ( ), ′π π  = cos ( )',n nπ π

 
 = 

63

121 +−
 = 0  los planos dados son ortogonales. 

 

6.31 (PAU) Halla el ángulo que forman los planos π1 y π2, donde π1 es el plano determinado por los puntos  

(0, 0, 8), (−5, 1, 2) y (0, −2, 0) y π2 es el plano perpendicular a la recta: x – 1 = y – 2 =
6

z
 que pasa por el 

punto (0, 0, 1). 

A(0, 0, 8), B(–5, 1, 2), C(0, –2, 0) AB = (−5, 1, −6); AC = (0, −2, −8) AB × AC = (−20, −40, 10) || 
1πn


 = (2, 4, −1) 

2πn


= ru


 = (1, 1, 6) 

cos ( )1 2,π π = cos ( )1 2
,n nπ π  = 

²6²1²1²1²4²2

)6,1,1(·)1,4,2(

++++
−

=
2 4 6

21 · 38

+ −
 = 0, entonces ( )1 2,π π = 90°
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6.32 (PAU) Halla el ángulo que forman el plano determinado por las rectas r : x = 
3

y
 = 

2

3 z−
 y s : 







λ−=
−λ=

λ+=

3

1

1

z

y

x

 

con el plano de ecuación 2x – y + z = 1. 

Las rectas r y s determinan un plano porque se cortan en el punto P(–1, –3, 5). 

Sea α el plano determinado por r y s: 
111
231
3

−
−
−zyx

 = 0  α : −x − y − 2z + 6 = 0  αn


 = (1, 1, 2) 

β: 2x – y + z = 1  βn


= (2, −1, 1)  cos ( ),α β = 
66

)1,1,2()2,1,1( −⋅
=

6

3
=

2
1

  ( ),α β = 60° 

 

Ángulo de recta y plano 

6.33 (PAU) Calcula el ángulo que forma la recta 
2

1−x
 = 

1

3−y
 = 

1

z
 con el plano x + z = 17. 

ru


= (2, 1, 1); αn


= (1, 0, 1) sen ( ),r α  = cos ( ),ru nα


=

·r

r

u n

u n
α

α


 =

(1, 0, 1)(2, 1, 1)

1 1 4 1 1+ + +
=

3

2 6
=

2

3
 ( ),r α = 60° 

 

6.34 (PAU) Dados los puntos A(3, 0, 0), B(0, 0, 0), C(0, 2, 0) y D(1, 1, 2), determina el ángulo formado por el 
plano que pasa por los puntos A, B y C y la recta que pasa por C y D. 

BA  = (3, 0, 0); BC  = (0, 2, 0)  αn


 = BA × BC  = (3, 0, 0) × (0, 2, 0) = (0, 0, 6); ru


=CD  = (1, −1, 2) 

sen ( ),r α = cos ( ),ru nα


= 

)2,1,1()6,0,0(

)2,1,1()6,0,0(

−
−⋅

=
66

12
=

6

2
=

6

62
=

3

6
  ( ),r α = 54° 44’ 8,2” 

 

6.35 (PAU) Para qué valores de λ son el plano π: x + λy – z + 1 = 0 y la recta r : 




=++−
=+−

0122

012

zyx

yx
 

a) Paralelos  b) Perpendiculares 

Calcula, en función del parámetro λ, el ángulo que forman la recta r y el plano π. 

πn


= (1, λ, −1); ru


= (1, −2, 0) × (2, −2, 1) = (–2, –1, 2) || (2, 1, −2) 

a) r || π ⇔ ru


⊥ πn


 ⇔ ru


· πn


 = 0   (2, 1, −2) · (1, λ, −1) = 0  λ = −4 

b) r ⊥ π ⇔ ru


|| πn


 ⇔ 
2
1

=
1

λ
=

2
1

−
−

 λ = 
2
1

 

sen ( ),r π = cos ( ),ru nπ


=

π

π

nu

nu

r

r 


·
=

2²3

4

+λ

+λ
 ( ),r π = arcsen

2²3

4

+λ

+λ
       

 

6.36 (PAU) Halla el ángulo que forman la recta r de ecuación r : 




=
−=
0y

zx
 con el plano que contiene a la recta 

s : –x = y – 2 = 1 – z, y al punto A(3, 1, 6). 

r :






λ=
=

λ−=

z

y

x

0  ru


= (−1, 0, 1). El plano α que contiene a s y a r es:
111
513
120

−−
−

−−− zyx
 = −4x − 2y + 2z + 2 = 0 

Por tanto, αn


= (−2, −1, 1); sen ( ),r α  = cos ( ),ru nα


= 

α

α

nu

nu

r

r 


·

=
32

3
=

2

3
  ( ),r α  = 60°
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Proyección ortogonal 

 

6.37 (PAU) Calcula la proyección ortogonal del punto P(0, 0, 0) sobre el plano π : x + y + z = 1. 

La ecuación de la recta r que pasa por P y es perpendicular al plano π es: r : 






λ=
λ=
λ=

z

y

x

 

Intersección de r y π: λ + λ + λ = 1  λ =
3

1
. Por tanto, la proyección de P sobre π es Q 








3

1
,

3

1
,

3

1
 

 

6.38 (PAU) Dados la recta r :
2

1−x
=

1

1+y
=

1

z
 y el plano π : x + y + z − 4 = 0, halla la ecuación de la recta s, 

proyección ortogonal de r sobre π. 

Ar (1, −1, 0); ru


= (2, 1, 1); πn


 = (1, 1, 1) 

El plano α que contiene a r y es perpendicular a π: 
111
112

11 zyx +−
 = 0  α : y − z + 1 = 0 

La recta s proyección ortogonal de r sobre π es s : 




=−++
=+−

04

01

zyx

zy
 

 

6.39 (PAU) Halla la ecuación continua de la proyección ortogonal de la recta (x, y, z) = (2, 1, 1) + t (−1, 0, 2) 
sobre el plano 2x + y – z = 0. 

Llamemos r a la recta dada y π al plano dado. 

El plano α que pasa por r y es perpendicular a π:
112
201
112

−
−

−−− zyx
= 0  α : 2x – 3y + z – 2 = 0 

s : 




=+−
=−+

232

02

zyx

zyx
 su


= πn


× αn


 = (2, 1, −1) × (2, −3, 1) = (−2, −4, −8) || (1, 2, 4);  As ( )0, 1, 1− −  

Por tanto, s : x = 
1

2

y +
 = 

1

4

z +
 

 

6.40 (PAU) Halla la ecuación de la proyección ortogonal r' de la recta r : 
2

1−x
 = 

1

1−y
 = 

2

2−z
 sobre el plano 

α : x − 3y + 2z + 12 = 0. 

Ar (1, 1, 2); ru


 = (2, 1, 2); αn


 = (1, −3, 2) 

El plano β que contiene a r y es perpendicular a α es β:
231
212

211

−

−−− zyx
 = 0  β: 8x − 2y − 7z + 8 = 0 

La ecuación de la recta r' se obtiene como intersección de los planos α y β, por tanto, r' : 




=+−−
=++−

08728

01223

zyx

zyx
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Distancia entre dos puntos 

6.41 (PAU) Halla el punto del plano π : x + y + z = 1, que equidista de los puntos A(1, −1, 2), B(3, 1, 2) y  
C(1, 1, 0). 

Sea Pπ(x0, y0, z0) un punto genérico del plano π. Entonces se verifica x0 + y0 + z0 = 1 

d(Pπ, A) = d(Pπ, B) = d(Pπ, C)  

)²2()²1()²1( 000 −+++− zyx = )²2()²1()²3( 000 −+−+− zyx = )²0()²1()²1( 000 −+−+− zyx  









−+−+−=−+−+−

−+−+−=−+++−

=++

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

000

)0()1()1()2()1()3(

)2()1()3()2()1()1(

1

zyxzyx

zyxzyx

zyx










=+
=+

=++

3

2

1

00

00

000

zx

yx

zyx


0

0

0

4

2

1

x

y

z

=
 = −
 = −

 

Por tanto, la solución es Pπ(4, −2, −1). 

 

6.42 (PAU) Calcula razonadamente la ecuación que han de cumplir los puntos del espacio que equidistan de 
A(6, 10, −6) y B(−4, 8, 6). 

Sea P(x, y, z) un punto cualquiera del espacio. 

d(P, A) = d(P, B)  )²6()²10()²6( ++−+− zyx = )²6()²8()²4( −+−++ zyx  

Elevando al cuadrado y desarrollando, se obtiene 5x + y − 6z − 14 = 0. 

5x + y − 6z − 14 = 0 es la ecuación del plano mediador del segmento de extremos A y B. 

 

6.43 (PAU) Calcula los puntos de la recta r que pasa por los puntos P y Q de coordenadas P(–1, 2, 3)  
y Q(3, 5, 0) cuya distancia al punto C(−1, 0, 1) es de 12 unidades. 

La recta PQ es r : 







−=
+=
+−=

tz

ty

tx

33

32

41

  un punto genérico de la recta es Ar (−1 + 4t, 2 + 3t, 3 − 3t). 

d(Ar,C) = 12  2 2 2(4 ) (2 3 ) (2 3 )t t t+ + + − = 12  16t2 + 4 + 9t2 − 12t + 4 +  9t2 – 12t = 144  34t2 = 136  t = ±2 

Para t = 2  Ar (−1 + 8, 2 + 6, 3 − 6)  Ar (7, 8, −3) 

Para t = −2  Ar (−1 − 8, 2 − 6, 3 + 6)  Ar (−9, −4, 9) 

 

6.44 (PAU) La distancia del punto P(1, 2, 3) a otro A del eje de abscisas es 7. Halla las coordenadas del punto A. 

El punto A, por pertenecer al eje de abscisas, tiene por coordenadas A(x, 0, 0). Luego: 

d(P, A) = )²3()²2()²1( −+−+−x  = 7 (x − 1)2 = 36 ⇔ x − 1 = ± 6 ⇔ x = 7 ó x = −5 

Los puntos posibles son A(7, 0, 0) y A(−5, 0, 0). 
 

Distancia de un punto a un plano 

6.45 Determina la distancia que hay desde el origen de coordenadas al plano que contiene a las rectas: 

r : 
2

1−x
= 2 – y =

4

62 −z
     s : 





−=
−=

22

23

yz

yx
 

Veamos si r y s con coplanarias: ru


 = (2, −1, 2); Ar (1, 2, 3); su


 = (1, 2, 0) × (0, −2, 1) = (2, –1, –2); As (3, 0, −2)  

rg( sr AA , ru


, su


) = 3 ya que 
212
212
522

−
−

−−
 ≠ 0 

Por tanto, las rectas r y s no son coplanarias y no existe el plano que las contiene, en consecuencia, no se puede 
hallar la distancia pedida.
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6.46 (PAU) Calcula los puntos de la recta r : 




=+
=−

2

1

yx

zx
 que equidistan de los planos: 

α : 2x + y − 2z = 0             β : x − 2y + 2z − 1 = 0 

r : 







λ+−=
λ−=

λ=

1

2

z

y

x

 Pr (λ, 2 − λ, −1 + λ) es un punto genérico de r. 

( )

2 2 2( 1 ) 4
( , )

3 3
2(2 ) 2( 1 ) 1 5 7

( , )
3 3

r

r

d P

d P

λ + − λ − − + λ − λ
α = =

 λ − − λ + − + λ − λ − β = =


3

4 λ−
= ±

3

75 −λ


11 11 1 5
4 5 7 , ,

6 6 6 6

3 3 5 1
4 5 7 ' , ,

4 4 4 4

r

r

P

P

  − λ = λ −  λ =     
 −  − λ = − λ +  λ =     

 

Los puntos pedidos son: Pr 







6

5
,

6

1
,

6

11
 y P 'r 






 −

4

1
,

4

5
,

4

3
. 

 

6.47 (PAU) Determina la distancia entre el plano de ecuación π : 9 = 2x + y + 2z y el plano que contiene a los 
puntos A(1, 0, −1), B(−2, 2, 1) y al origen de coordenadas O. 

Ecuación del plano α que pasa por A, B, O:
122
101

−
−

zyx
 = 0  α : 2x + y + 2z = 0  αn


= (2, 1, 2); πn


= (2, 1, 2) 

Entonces los planos α y π son paralelos, y d(α, π) = 
²2²1²2

09

++

−
=

9

9
 = 3 u. 

 

6.48 (PAU) Estudia la posición relativa de los siguientes planos α : 






−=
−=

++=

stz

ty

stx

2

31

 y  β : x + 2y + z + 3 = 0. 

Calcula la distancia entre ambos planos. 

αn


 = (3, −2, 1) × (1, 0, −1) = (2, 4, 2); βn


 = (1, 2, 1); Aα(1, 0, 0) 

Como los vectores normales son proporcionales, los planos α y β son paralelos. 

d(α, β) = d(Aα, β) = 
1 3

1² 2² 1²

+

+ +
=

4

6
=

2 6

3
 u 

 

6.49 (PAU) Encuentra la distancia del origen al plano determinado por las rectas  

r : 






+=
+=

=

tz

ty

x

1

2

1

  y  s :




=−
=+−

0

01

zx

yx
 

Como rg ( ), ,r s r sA A u u
  

= 2 las rectas determinan un plano. 

ru


 = (0, 1, 1); Ar (1, 2, 1); su


 = (1, −1, 0) × (1, 0, −1) = (1, 1, 1); As (0, 1, 0) 

El plano α determinado por r y s:
111
110

121 −−− zyx
 = 0  α : y − z − 1 = 0 

Entonces d(O, α) = 
0 0 1

1² 1²

− −

+
=

2

1
=

2

2
 u
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Distancia de un punto a una recta 

6.50 (PAU) Dada la recta r: 




=−++
=+−+

01253

032

zyx

zyx
, calcula la distancia entre el punto P(0, 1, 6) y la recta anterior. 

Calcula la ecuación del plano perpendicular a la recta y que contiene al punto P. 

ru


 = (1, 2, −1)×  (3, 5, 2) = (9, −5, −1); Pr (−1, 0, 2)  r : 






λ−=
λ−=

λ+−=

2

5

91

z

y

x

 

d(P, r) = 
r

rr

u

PPu



×

=
(9, 5, 1) (1, 1, 4)

9² 5² 1²

− − ×

+ +
=

107

9261
= 18 = 3 2  u 

El plano perpendicular a r que pasa por P: 9(x − 0) − 5(y − 1) − 1(z − 6) = 0   9x − 5y − z + 11 = 0 
  

6.51 (PAU) Encuentra la distancia del origen a la recta determinada por los planos π1 y π2 donde  
π1 : x + 2y + z + 4 = 0 y π2 es el plano que pasa por los puntos (1, 1, 1), (1, 2, 3) y (2, 0, 0). 

π2:
111
210
111

−−

−−− zyx
 = 0  x + 2y − z − 2 = 0 

r = π1 ∩ π2:




=−−+
=+++

022

042

zyx

zyx
  Ar (−1, 0, −3); ru


=

121
121

−

kji


 = −4 î + 2 ĵ  ru


 = (−4, 2, 0) 

d(O, r) = 
r

r

u

uOA



×

=
²2²4

)0,2,4()3,0,1(

+

−×−−
=

5

46
 u 

 

6.52 (PAU) Calcula la distancia del punto P(1, 0, 3) a la recta r :




=−
=+

02

0

zx

yx
. 

ru


 = (1, 1, 0) × (2, 0, −1) = (−1, 1, −2); 

El π plano que pasa por P y es perpendicular a r es: −(x − 1) + (y − 0) − 2(z − 3) = 0   x − y + 2z − 7 = 0 















=

−=

=









=−+−
=−

=+

3

7
6

7
6

7

072

02

0

z

y

x

zyx

zx

yx

  r y π se cortan en el punto Q 





 −

3

7
,

6

7
,

6

7
. 

d(P, r) = d(P, Q) = 
222

3

2

6

7

6

1






+






+






 =

6

66
 u 

 

6.53 (PAU) Determina la distancia del punto (1, 1, 1) a la recta r : 






=
−=
+=

4

1

2

z

ty

tx

 

Sea π el plano que pasa por P y es perpendicular a r : (x − 1) − (y − 1) + 0(z − 1) = 0  x − y = 0 

Intersección de π y r: (2 + t) − (1 − t) = 0   2t + 1 = 0  t = −
2

1
 r y π se cortan en el punto Q 






 4,

2

3
,

2

3
. 

d(P, r) = d(P, Q) = 2
22

3
2

1

2

1 +





+






 =

2

19
 u
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Distancia entre rectas. Perpendicular común 

6.54 (PAU) En el espacio euclídeo, halla la distancia entre la recta que pasa por los puntos A(1, 0, 0) y  
B(0, 1, 1) y la recta correspondiente al eje Y. 

AB  = (–1, 1, 1); OC  = (0, 1, 0)  AB × OC  = (−1, 0, −1) || (1, 0, 1) 

El plano π que contiene a r y es paralelo a s: 1(x − 1) + 0(y − 0) + 1(z − 0) = 0  π : x + z − 1 = 0 

d(O, π) = 
2

1−
=

2

1
=

2

2
 u 

 

6.55 (PAU) En cada caso, estudia si las rectas dadas se cruzan y, en caso afirmativo, calcula su distancia. 

a) L1 : 






+=
−=

=

tz

ty

tx

21

1  y L2 : 




=−+
=−

03

02

zx

yx
  

b) L1 : 






=
+=
−=

tx

ty

tx

1

1

 y L2 : 




=−
=−

023

02

zy

yx
 

 

a) 1u


 = (1, −1, 2); P1(0, 1, 1); 2u


 = (2, −1, 0) × (1, 0, 1) = (−1, −2, 1); P2(0, 0, 3)  21 PP  = (0, −1, 2) 

L1 y L2 se cruzan, pues det( 1u


, 2u


, 21 PP ) ≠ 0, ya que 
210
121
211

−
−−
−

 = −3 ≠ 0 

 

• Cálculo de la distancia de L1 a L2. 

El determinante anterior es el producto mixto de 1u


, 2u


 y 21 PP . Su valor absoluto, 3, es el volumen del 

paralelepípedo determinado por 1u


, 2u


 y 21 PP . 

Si se divide el volumen del paralelepípedo por la superficie del paralelogramo de la base, obtenemos la distancia 
entre las caras opuestas, que coincide con la distancia entre las dos rectas: 

Área base = | 1u


× 2u


| = |(1, −1, 2) × (−1, −2, 1)| = |(3, −3, −3)| = 999 ++  = 3 3  

d(L1, L2) =
21

2121 ],,[

uu

PPuu




×
=

33

3
=

3

1
=

3

3
 u 

 

b) 1u


= (1, 1, 1); P (−1, 1, 0); (2, −1, 0) × (0, 3, −2) = (2, 4, 6) || 2u


= (1, 2, 3); Q(0,0,0)  PQ  = (1, −1, 0) 

Como det( 1u


, 2u


, PQ ) ≠ 0 las rectas L1 y L2 se cruzan. 

 

• Cálculo de la distancia entre L1 y L2: 

πn


= 1u


× 2u


= (1, 1, 1) × (1, 2, 3) = (1, −2, 1) 

Plano π que contiene a L1 y es paralelo a L2: 1(x + 1) − 2(y − 1) + z = 0   π : x − 2 y + z + 3 = 0 

d(L1, L2) = d(Q, π) = 
141

3

++
=

6

3
=

6

63
=

2

6
 u
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6.56 (PAU) Dadas las rectas r : 




=−
=−+

04

023

zy

zx
 y s : 





=−+
=−−
03

012

zy

zx
: 

a) Determina su posición relativa. b) Calcula la distancia entre ambas. 

 

a) ru


 = (1, 0, 3) × (0, 1, –4) = (–3, 4, 1); su


 = (1, 0, –2) × (0, 1, 1) = (2, –1, 1) 

No son paralelas. Para ver si se cruzan o se cortan, se halla el rango de la siguiente matriz: 

















−
−−

−
−

3110
1201

0410
2301

3 1

4 2

F F
F F

−
−

⎯⎯⎯→
















−
−
−

−

3500
1500
0410
2301

4 3F F+⎯⎯⎯→
















−
−
−

−

2000
1500
0410
2301

 incompatible. Las rectas se 

cruzan. 

b) r : 






λ=
λ=

λ−=

z

y

x

4

32

;  s : 






μ=
μ−=
μ+=

z

y

x

3

21

  Pr (2, 0, 0), Ps(1, 3, 0), sr PP  = (−1, 3, 0) 

d(r, s) = 
sr

srsr

uu

PPuu




×

],,[
=

)1,1,2()1,4,3(

031
112
143

−×−
−

−
−

=
)5,5,5(

10

−
=

75

10
=

3

32
 u 

  

6.57 (PAU) Determina la perpendicular común a las rectas: r  : 




=+
+=+
72

4

yx

zyx
 y s : 





=+
=−

03

02

y

x
 

r : 






λ=
λ−=
λ+=

z

y

x

3

21

 
(2, 1, 1)

(1 2 , 3 , )
r

r

u

P

= −
 + λ − λ λ


  

s : 






μ=
−=

=

z

y

x

3

2

 
(0, 0, 1)

(2, 3, )
s

s

u

P

=
 − μ


  sr PP  = (1 − 2λ, −6 + λ, μ − λ) 

· 6 8 0

· 0

r s r

r s s

P P u

P P u

 = − λ + μ + =


= μ − λ =

 
  

5

8=μ=λ   Pr 







5

8
,

5

7
,

5

21
; Ps 






 −

5

8
,3,2  sr PP = 






 0,

5

22
,

5

11
 || tu


 = (1, 2, 0) 

La recta perpendicular común pasa por Ps y lleva la dirección (1, 2, 0), entonces es 
1

2−x
 = 

2

3+y
 = 

0
5

8−z
. 

 

6.58 (PAU) Demuestra que las rectas r: 




=
=

0

0

z

y
 y s: 





=
=−

5

0

z

ayx
 se cruzan, cualquiera que sea el valor del 

parámetro a. Calcula la recta perpendicular común a r y r'. 

r : 






=
=

λ=

0

0

z

y

x

  
(1, 0, 0)

(0, 0, 0)
r

r

u

P

=




;  s : 







=
μ=

μ=

5z

y

ax

  
( , 1, 0)

(0, 0, 5)
s

s

u a

P

=




 

El det( ru


, su


, sr PP ) = 
500
01
001

a  ≠ 0, por lo que las rectas se cruzan. 

r es el eje X y s es una recta perpendicular al eje Z en el punto (0, 0, 5), por tanto, la recta perpendicular común 

es el eje Z de ecuación: 






π=
=
=

z

y

x

0

0

.
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Cálculo de áreas y volúmenes 

6.59 (PAU) a) Determina el plano π que pasa por los puntos de coordenadas A(0, 0, 3), B(2, 0, −3) y C(2, −2, 0). 

b) Calcula el área del triángulo que forman los puntos en que el plano π corta a los tres ejes de 
coordenadas. 

a) AB  = (2, 0, –6); AC  = (2, –2, –3)  AB × AC  = (−12, −6, −4)  πn


 = (6, 3, 2) 

π : 6(x − 0) + 3(y − 0) + 2(z − 3) = 0  π : 6x + 3y + 2z − 6 = 0 

b) Puntos de corte de π con los ejes de coordenadas: 

Eje X: X0 (1, 0, 0)   Eje Y: Y0 (0, 2, 0)   Eje Z: Z0 (0, 0, 3) 

00 YX  = (–1, 2, 0); 00ZX  = (–1, 0, 3)  00 YX × 00 ZX  = (6, 3, 2) 

El área del triángulo X0 Y0 Z0 es 
2

1
 | 00 YX × 00 ZX | = 

2

1
|(6, 3, 2)| = 

2

4936 ++
 = 

2

7
 u2 

  

6.60 (PAU) Sean A(−3, 4, 0), B(3, 6, 3) y C(−1, 2, 1) los tres vértices de un triángulo. Se pide: 

a) Calcular la ecuación del plano que contiene al triángulo. 

b) Calcular el coseno de cada uno de los tres ángulos del triángulo. 

c) Calcular el área del triángulo. 

a) AB  = (6, 2, 3); AC  = (2, −2, 1); AB × AC  = (8, 0, −16)  πn


 = (1, 0, −2) 

π : 1(x + 3) + 0(y − 4) − 2(z − 0) = 0   π : x − 2z+ 3 = 0 

b) cos( AB , AC ) = 
949

)1,2,2(·)3,2,6( −
=

21

11
 

cos( BA , BC ) = 
3649

)2,4,4(·)3,2,6( −−−−−−
=

42

38
=

21

19
; cos(CA , CB ) = 

369

)2,4,4(·)1,2,2( −−
=

18

2−
 = −

9

1
 

c) SABC = 
2

1
| AB × AC | = 

2

1
|(8, 0, −16)| = 4 5  u2 

 

6.61 (PAU) Los planos π : x + y + z = 4, π': x − z = 0, π'': x + y = 3 tienen un único punto en común. Se pide: 

a) Determinarlo. 

b) Hallar las ecuaciones de las rectas en que cada uno de esos planos corta a x = 0. 

c) Volumen del tetraedro limitado por esos tres planos y el plano x = 0. 

a) Para hallar el punto de corte de los tres planos, se resuelve el sistema formado por sus ecuaciones. 














−

3011
0101
4111

 
1 2 3F F F+ −⎯⎯⎯⎯→  













−

3011
0101
1001

  → x = 1; y = 2; z = 1  Punto de corte: P(1, 2, 1) 

b) Intersección de los planos π, π', π'' con el plano α : x = 0 

α ∩ π  
0

4

x

x y z

=
 + + =

 r : 






λ−=
λ=

=

4

0

z

y

x

; α ∩ π' 




=−
=

0

0

zx

x
s: 







=
μ=

=

0

0

z

y

x

; α ∩ π''  




=+
=

3

0

yx

x
 t :







β=
=
=

z

y

x

3

0

 

c) La base está en el plano α : x = 0. Los vectores del triángulo de la base se obtienen del siguiente modo: 

r ∩ s

0 0

0 4

=
 μ = λ 
 = − λ

A(0, 4, 0); r ∩ t

0 0

3

4

=
 λ = 
 − λ = β

B(0, 3, 1); s ∩ t

0 0

3

0

=
 μ = 
 = β

C(0, 3, 0)  
(0, 1, 1)

(0, 1, 0)

AB

AC

 = −


= −


  

AB × AC  = (1, 0, 0)   SABC = 
2

1
| AB × AC | = 

2

1
 u2 

El vértice opuesto es P(1, 2, 1). La altura del tetraedro es d(P, α) = 
1

1
 = 1 V = 

3

1
Sb · h = 

3

1
·

2

1
· 1 = 

6

1
 u3
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6.62 (PAU) a) Calcula la distancia del origen al plano que contiene a los puntos A(−1, 0, 3), B(2, 1, −1)  
y C(−3, 2, 0). 

b) Calcula el volumen del tetraedro de vértices en estos tres puntos y el origen. 

a) Ecuación del plano π que pasa por A, B y C: AB  = (3, 1, –4); AC  = (–2, 2, –3) πn


= AB × AC = (5, 17, 8) 

π pasa por A(−1, 0, 3)  5(x + 1) + 17(y − 0) + 8(z − 3) = 0  5x +17y + 8z − 19 = 0 

d(O, π) =
²8²17²5

19

++

−
=

378

19
=

126

4219
 u 

b) Vtetraedro = 
6

1

023
112
301

−
−

−
=

6

1
·19 = 

6

19
 u3 

 

PROBLEMAS 

6.63 (PAU) Considera un cuadrado cuyo centro es el punto C(1, 1, −1) y tiene uno de sus lados en la recta: 

r : 
1

2−x
=

1

1−y
=

0

1−z
 

a) Calcula la ecuación del plano en el que se encuentra el cuadrado. 

b) Calcula la longitud del lado del cuadrado. 

a) Se tiene que hallar la ecuación de un plano determinado por una recta y un punto exterior a ella, ya que el 
punto no verifica la ecuación de la recta. 

ru


 = (1, 1, 0);  X(x, y, z); A(2, 1, 1) 

det( AX , ru


, AC ) = 0  
201

011
112

−−

−−− zyx
 = 0  −2(x − 2) + (z − 1) + 2(y − 1) = 0  2x − 2y − z − 1 = 0 

b) La distancia del punto C a la recta r es la mitad del lado l: 

2

1
l = d(C, r) = 

r

r

u

uAC



×

=
0²1²1

011
201

++

−−
kji


=
2

3
  l =

2

6
 = 3 2  u 

 

 

6.64 (PAU) Halla el punto P' simétrico de P(3, 4, 0) respecto al plano π : x + y + z = 0. Indica los pasos que se 
den al resolver el problema. 

Se halla la ecuación de la recta r que pasa por P y es perpendicular a π  r : 






λ=
λ+=
λ+=

z

y

x

4

3

 

Se halla la intersección de r y π: (3 + λ) + (4 + λ) + λ = 0  λ = −
3

7
  M 






 −

3

7
,

3

5
,

3

2
 

Simétrico de P respecto de M  















−=−=+

−==+

−==+

3

14
'

3

7

2

'0
3

2
'

3

5

2

'4
3

5
'

3

2

2

'3

z
z

y
y

x
x

  P' 





 −−−

3

14
,

3

2
,

3

5
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6.65 (PAU) Halla las coordenadas del punto simétrico de A(−2, −2, −3) respecto del plano de ecuación 
general 2x + y + z − 3 = 0. 

Se halla la ecuación de la recta r que pasa por A y es perpendicular a π r : 






λ+−=
λ+−=

λ+−=

3

2

22

z

y

x

 

Intersección de r y π: 2(−2 + 2λ) + (−2 + λ) + (−3 + λ) − 3 = 0   6λ − 12 = 0   λ = 2   M(2, 0, −1) 

Simétrico de A respecto de M: A'(x', y', z')  















−=−

=−

=−

1
2

3'

0
2

2'

2
2

2'

z

y

x

 
' 6

' 2

' 1

x

y

z

=
 =
 =

 A'(6, 2, 1) 

 

6.66  (PAU) En un cubo, calcula el ángulo que forma la recta BC con la recta que une B 
con el punto medio del lado EH. 

 

Se elige como origen de coordenadas el punto D. Como nos piden un ángulo, la arista 
del cubo es indiferente. Si tomamos como arista 2, B(2, 2, 0); C(0, 2, 0); M(1, 0, 2);  

BC  = (–2, 0, 0); BM = (–1, –2, 2)  

cos ϕ = 
BMBC

BMBC ·
=

94

2
=

3

1
  ϕ = arccos 








3

1
 = 70° 31’ 43,6’’ 

 

6.67  (PAU) Se consideran las rectas r: 




=−+
=−

012

01

zy

x
, s: 





=−−
=−−

02

02

zy

zx
 y el plano π, que pasa por los puntos 

A(1, 0, 2), B(2, 1, 2) y C(1, 0, 1). 

a) Da la ecuación general o implícita de π. 

b) Una de las dos rectas corta a π. Determínala y halla el punto de corte con π. 

c) Calcula el seno del ángulo que forman dicha recta y el plano π. 

d) Comprueba que la otra recta es paralela a π y calcula la ecuación general del plano que la contiene y 
es paralelo a π. 

 

a) AB  = (1, 1, 0); AC  = (0, 0, –1) πn


= AB × AC  = (−1, 1, 0) 

π : −1(x − 1) + 1(y − 0) + 0(z − 2) = 0  π : x − y − 1 = 0 

b) ru


 = (1, 0, 0) × (0, 2, 1) = (0, −1, 2); su


 = (1, 0, −1) × (0, 1, −1) = (1, 1, 1) 

ru


 no es paralelo a π ya que ru


· πn


 = 1 ≠ 0, por tanto, r corta a π. 

r: 






λ+=
λ−=

=

21

1

z

y

x

. Sustituyendo las coordenadas de r en π: 1 −(−λ) − 1 = 0  λ = 0 El punto de corte es (1, 0, 1). 

c) sen( ,r π ) = cos(,ru nπ ) = 
(0, 1, 2)( 1, 1, 0)

(0, 1, 2) ( 1, 1, 0)

− −
− −

=
10

1
  ( ,r π ) = arcsen

10

1
 = 18° 26’ 5,82” 

d) su


· πn


 = (1, 1, 1)·(−1, 1, 0) = 0, por tanto, s es paralela a π o está contenida en π. 

Ps (2, 2, 0). Como Ps no pertenece a π, entonces la recta s es paralela a π. 

Ecuación del plano π' que pasa por s y es paralelo a π: (x − 2) − (y − 2) = 0   x − y = 0

H

A B

G

D

F

C

E
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6.68 (PAU) a) Demuestra que los planos π : 2x + 3y − 4z = 6 y π': −3x + 4y − 2z = −2 no son paralelos y calcula 
sus planos bisectores. 

b) Calcula el ángulo que forman entre sí ambos planos bisectores. 

a) π y π' se cortan, pues sus vectores normales πn


 = (2, 3, −4) y 'πn


 = (−3, 4, −2), no son paralelos. 

Planos bisectores: d((x, y, z), π) = d((x, y, z), π')  
1694

6432

++

−−+ zyx
 = 

4169

2243

++

+−+− zyx
 

2x + 3y − 4z − 6 = ± (−3x + 4y − 2z + 2). Los planos bisectores son: 




=−−+−α
=−−−α

0467:'

0825:

zyx

zyx
 

b) Como αn


· 'αn


 = (5, −1, −2) · (−1, 7, −6) = −5 − 7 + 12 = 0, entonces ( ), 'α α  = 90º 

 

6.69 (PAU) Sean P1(1, 2, 1), P2(2, 3, 1), P3(−1, 4, 3) y P4(0, 5, 3). 

a) Demuestra que los cuatro puntos están en el mismo plano. Da la ecuación de ese plano. 

b) Verifica que el polígono que tiene como vértice esos cuatro puntos es un rectángulo. 

c) Calcula el área de ese rectángulo. 

a) El plano α que pasa por P1, P2 y P3: 
222
011

121

−

−−− zyx
 = 0  2x − 2y + 4z − 2 = 0  x − y + 2z − 1 = 0 

Como P4(0, 5, 3) verifica la ecuación de α, ya que 0 − 5 + 6 − 1 = 0, P4 ∈ α  P1, P2, P3 y P4 son coplanarios. 

b) 21 PP  = (1, 1, 0), 31 PP  = (−2, 2, 2), 42 PP  = (−2, 2, 2), 43 PP  = (1, 1, 0); 21 PP · 31 PP  = 0 

Luego los vectores son paralelos dos a dos y perpendiculares dos a dos, por tanto, forman un rectángulo. 

c) 21 PP × 31 PP =
222
011

−

kji


 = 2 i


 − 2 j


 + 4 k

 S = |(2, −2, 4)| = ²4)²2(²2 +−+ = 24 = 2 6  u2 

 

6.70 (PAU) Considérese la recta r de R3 de vector director (1, 1, 0) que pasa por el origen. Escribe las 
ecuaciones paramétricas de todas las rectas que pasan por el origen, que están contenidas en el plano  
x − y = 0 y que forman, además, un ángulo de 60° con r. 

Para hallar el vector director de la recta que queremos encontrar, hemos de tener en cuenta que es 
perpendicular al vector normal al plano (1, −1, 0). Por tanto, será de la forma (1, 1, c). 

También debe cumplir que cos((1, 1, c), (1, 1, 0)) = 
2

1
 

cos((1, 1, c), (1, 1, 0)) =
2

(1, 1, )·(1, 1, 0)

1 1 2

c

c+ +
=

2

2

2 2c+
=

2

1
 22(2 )c+ = 4 2(2 + c2) = 16   c2 = 6  c = ± 6  

Luego hay dos rectas que cumplen las condiciones pedidas y cuyas ecuaciones son: 

r1 :
1

x
=

1

y
=

6

z
 y r2 :

1

x
=

1

y
=

6−
z

 

6.71 (PAU) a) Calcula la distancia entre las rectas r y s, siendo r :
0

x
=

1

1−y
=

2

3+z  y s :
1

1−x
=

1

1

−
+y

=
3

z
 

b) Obtén la ecuación de la recta perpendicular común a ambas. 

a) Vector normal al plano π que contiene a r y es paralelo a s: (0, 1, 2) × (1, −1, 3) = (5, 2, −1) 
Ecuación del plano: 5(x − 0) +2(y − 1) − 1(z + 3) = 0   π: 5x + 2y − z − 5 = 0 

d(r, s) = d((1, −1, 0), π) = 
)²1(²2²5

50)1(21·5

−++

−−−+
=

30

2
 u 

b) α1: (5, 2, −1) × (0, 1, 2) = (5, −10, 5) || 
1αn


= (1, −2, 1) 1(x − 0) − 2(y − 1) + 1(z + 3) = 0  α1: x − 2y + z + 5 = 0 

α2: 2αn


= (5, 2, −1) × (1, −1, 3) = (5, −16, −7)   5(x − 1) − 16(y + 1) − 7(z) = 0  α2: 5x − 16y −7z − 21 = 0 

La perpendicular común se obtiene como intersección de los planos de ecuaciones: 




=−−−
=++−

0217165

052

zyx

zyx
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6.72 (PAU) Halla los vértices del triángulo formado por las rectas r1:




=−
=+

1

0

zx

yx
, r2:





−=+
=−

22

064

zy

yx
,  

r3:




−=+
=+

353

353

zy

zx
 

a) ¿Es un triángulo rectángulo? ¿Qué vértice corresponde al ángulo recto? 

b) Halla el área del triángulo. 

a) Vértices: 










−=+
=−

=−
=+

22

064

1

0

zy

yx

zx

yx

 A(0, 0, −1); 










−=+
=+

=−
=+

353

353

1

0

zy

zx

zx

yx

 B(1, −1, 0); 










−=+
=+
−=+
=−

353

353

22

064

zy

zx

zy

yx

 C(6, 4, −3) 

AB  = (1, −1, 1); AC  = (6, 4, −2); BC  = (5, 5, −3)  AB · AC  = 0  el ángulo recto corresponde al vértice A. 

b) AB × AC =
246

111
−

−
kji


 = −2 i


 + 8 j


 + 10 k


 S = 
2

1
|(−2, 8, 10)| = 

2

1
100644 ++ = 42  u2 

 

6.73 (PAU) Sea el plano π de ecuación x + 2y + 3z = 5. 

a) Encuentra la ecuación de un plano paralelo a π y cuya distancia al origen sea 3. ¿Cuántas soluciones 
hay? 

b) Calcula el punto P del plano π que está más próximo del origen. 

c) Sea Q el punto (1, 1, 1). Se sabe que los segmentos OP y OQ son dos lados de un paralelogramo. 
Halla los vértices y el área de dicho paralelogramo. 

a) Sea π’ el plano pedido. π' : x + 2y + 3z + k = 0   d(O, π’) = 
²3²2²1 ++

k
 = 3 |k| = 3 14 ; k = ±3 14  

Hay dos soluciones, a ambos lados del punto O: 






=−++

=+++

014332

014332

zyx

zyx
 

b) Recta que pasa por O y es perpendicular a π. Su vector dirección es πn


 = (1, 2, 3) r :






λ=
λ=

λ=

3

2

z

y

x

 

Intersección de r y π:  λ + 2(2λ) + 3(3λ) = 5  14λ = 5   λ = 
14

5   Intersección es P 







14

15
,

14

10
,

14

5
 

c) OR =OP +OQ = 







14

15
,

14

10
,

14

5
+ (1, 1, 1) = 








14

29
,

14

24
,

14

19 Estas son las coordenadas del punto R. 

S = |OP × OQ | = 
5 10 15

, , (1, 1, 1)
14 14 14
 × 
 

= 





 −−

14

5
,

14

10
,

14

5
=

14

5
6  u2 

 

6.74 (PAU) Dados los puntos A(1, 5, −2), B(4, 0, 1) y C(−3, 2, 0): 

a) Prueba que son los vértices de un triángulo. 

b) Halla la longitud del segmento que determina el punto B y su proyección sobre el lado AC. 

a) AB  = (3, –5, 3) y AC  = (–4, –3, 2) no son paralelos. Luego los tres puntos son los vértices de un triángulo. 

b) | AB × AC | = |(−1, −18, −29)| = 1166  u2 es el área del paralelogramo determinado por AB  y AC . 

Longitud de la base del paralelogramo = | AC | = 29  u   Altura = 
1166

29
=

33814

29
 u
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6.75 (PAU) Halla el lugar geométrico de los puntos P que determinan con A(1, 0, 0), B(0, 1, 0) y C(0, 0, 1) un 

tetraedro de volumen 
6

1
. 

Sea P un punto cualquiera del espacio P(x, y, z). Entonces AB  = (−1, 1, 0); AC  = (−1, 0, 1) y AP  = (x − 1, y, z) 

Como Vtetraedro = 
6

1
|det( AB , AC , AP | entonces |det ( AB , AC , AP )| = 1 

det( AB , AC , AP ) = 
zyx 1
101
011

−
−
−

 = x − 1 + y + z 

Habrá dos soluciones: 

det( AB , AC , AP ) = −1   x − 1 + y + z = −1   α : x + y + z = 0 

det( AB , AC , AP ) = 1   x − 1 + y + z = 1   α ' : x + y + z = 2 

El lugar geométrico de los puntos P es un par de planos α y α' paralelos al plano π determinado por A, B y C. 

 

6.76 (PAU)  ¿Son coplanarios los puntos A(1, 1, 0), B(1, 0, −1), C(3, 2, −1) y D(0, 1, 1)? Justifica la respuesta. Da 
la ecuación del plano que determinan los tres primeros puntos. ¿Contiene este plano alguna recta que 
pase por el origen? Calcula los ángulos que forma tal plano con los ejes coordenados. 

• AB  = (0, −1, –1); AC  = (2, 1, −1); el plano que pasa por A, B y C: 
112
110

11

−
−−

−− zyx
 = 0  α : x − y + z = 0 

Como el punto D(0, 1, 1) verifica la ecuación anterior, los puntos A, B, C y D son coplanarios. 

 

• El plano α pasa por el origen, entonces existen infinitas rectas de α que pasan por O. Por ejemplo, cualquier 

recta perpendicular al vector αn


 = (1, −1, 1) que pase por O cumple las condiciones 
0

x
=

1

y
=

1−
z

. 

 

• cos(90º − α) = 
13

)1,0,0(·)1,1,1( −
=

3

1
; cos(90º − β) = 

13

)1,0,0(·)1,1,1( −
=

3

1
;  

cos(90º −γ) =
13

)1,0,0(·)1,1,1( −
=

3

1
 

α = β = γ = 35° 15’ 51,8” 

 

6.77 Halla el plano de la familia mx + y + z – (m + 1) = 0 que está situado a distancia 1 del origen. 

d(O, π ) = 
2

1
1

1 1

m

m

− −
=

+ +
2 2 1

1 2 2
2

m m m m⇔ + + = + ⇔ = , luego el plano buscado es 
1 3

0
2 2

x y z+ + − = . 

 

6.78 Un cuadrado tiene un lado sobre la recta r, donde r : 
4

3

2

2

4

1 −=+=+ zyx
 y un vértice en el punto  

P(3, 0, 1). Calcula el área del cuadrado. 

Como P no pertenece a la recta dada, para calcular el lado del cuadrado bastará calcular la distancia entre el 
punto P y la recta r. 

Por tanto, sea el punto A(–1, –2, 3) de la recta r y sea (4, 2, 4) su vector director. 

d(P, r) = 
(4, 2, 2) (4, 2, 4) (12, 24, 0)

2 5
616 4 16

− × −
= =

+ +
 u mide el lado del cuadrado, entonces A = 20 u2.
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6.79 Dadas las rectas r: 
1

1

12

3 −
==

− zyx
 y s: 







λ−=
λ−=

λ=

z

y

x

 halla los puntos que dan la mínima distancia y 

determina la ecuación de la perpendicular común a ambas rectas. 

 

Un punto genérico de la recta r será P(3 + 2a, a, 1 + a) y un punto genérico de s será Q(b, –b, –b). 

PQ ·(2, 1, 1) = 2(3 + 2a – b) + a + b + 1 + a + b = 0;  

PQ ·(1, –1, 1) = 3 + 2a – b – a – b + 1+ a + b = 0 

Entonces 6a = –7 y 2a – b = –4   a = 
6

7−
 y b = 

3

5
 






 −−

6

1
,

6

7
,

3

2
  P  y 






 −−

3

5
,

3

5
,

3

5
  Q















λ−−=

λ−−=

λ+=



2

3

6

1
2

1

6

7
3

2

z

y

x

 

 

 

 

6.80 (PAU) Dados los planos 







=−+α
=−+α
=−+α

1233:

02:

12:

3

2

1

zyx

zyx

zyx

 

a) Analiza su posición relativa. 

b) Halla el punto simétrico del origen de coordenadas respecto a la recta intersección de los dos 
primeros planos. 

c) Halla la proyección ortogonal del origen sobre el plano x + 2y − z = 1. 

 

a) Como rg(M)= rg(M') = 2, los planos se cortan en una recta.  

Resolviendo el sistema   r : 






λ+−=
λ=

λ+−=

32

1

z

y

x

 

b) Plano π perpendicular a r desde O:  

x + y + 3z = 0   (–1 + λ) + λ + 3(−2 + 3λ) = 0   λ = 
11

7 M
4 7 1

, ,
11 11 11

− − 
 

 

Simétrico de O(0, 0, 0) respecto de M: O' 





 −−

11

2
,

11

14
,

11

8
 

c) Ecuaciones de la recta s que pasa por O y es perpendicular a α1: 






λ−=
λ=

λ=

z

y

x

2  

Intersección de s y α1: λ + 2(2λ) −(−λ) = 1  6λ = 1  λ = 
6

1
 S 






 −

6

1
,

3

1
,

6

1
 es la proyección de O sobre α1. 
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6.81 (PAU) Dado el plano π : 2x + 4 = 0 y la recta r :




=
=−

0

3

y

zx
 

a) Determina su posición en el espacio. 

b) Calcula, si existe, el punto P intersección de π y r. 

c) Halla el ángulo que forman π y r. 

d) Dado el punto Q(2, 0, −1) de r, halla su simétrico respecto del plano π y la ecuación de la recta 
simétrica a r respecto de π. 

 

a) πn


 = (2, 0, 0); ru


 = (1, 0, −1) × (0, 1, 0) = (1, 0, 1) 

ru


· πn


 = (1, 0, 1) · (2, 0, 0) ≠ 0, entonces r y α no son paralelos. Por tanto, la recta y el plano se cortan. 

b) Para hallar la intersección de r y π resolveremos el sistema 






=
=−
−=

0

3

42

y

zx

x







−=
=

−=


5

0

2

z

y

x

  P(−2, 0, −5) 

c) sen( ,r α ) = cos(,ru nα


) = 

(2, 0, 0)·(1, 0, 1)

(2, 0, 0) (1, 0, 1)
=

24

2
=

2

1
=

2

2
 entonces ( ,r α ) = 45°. 

d) Recta que pasa por Q y es perpendicular a π,  s: 






−=
=

λ+=

1

0

2

z

y

x

 

Intersección de s y π:  2(2 + λ) + 4 = 0   λ = −4   M(−2, 0, −1) 

El simétrico de Q respecto de M es Q'(−6, 0, –1). 

La recta r’ simétrica de r respecto a π es la que pasa por Q' y por P. 

'PQ


 = (−4, 0, 4) || (1, 0, –1)   r : 

2

0

5

x

y

z

= − + λ
 =
 = − − λ

 

  

6.82 (PAU) Determina λ para que el triangulo formado por los puntos de coordenadas (–λ, 0, λ), (0, 1, λ + 1) y 
(2 − λ, −λ, 0) tenga área mínima. 

Llamamos A, B, C, respectivamente, a los tres puntos: A(−λ, 0, λ), B(0, 1, λ + 1), C(2 − λ, −λ, 0) 

AB  = (λ, 1, 1); AC  = (2, −λ, −λ)  AB × AC  = (0, 2 +λ2, −λ2 − 2) 

SABC = 
2

1
| AB × AC | = 

2

1 2 2 2 2(2 ) ( 2 )+ λ + − − λ =
2

1 2 22(2 )+ λ  

Es evidente que la expresión anterior es mínima cuando λ = 0, y sustituyendo se obtiene: 

SABC = 
2

1 22 · 2 = 2  u2 

 

6.83 (PAU) Calcula el volumen de un cubo del que se sabe que tiene una arista sobre cada una de las rectas: 

r : 

1 2

2 6

1

x

y

z

= + λ
 = − − λ
 = − − λ

     s : 
13

x
=

2

8−y
=

14

6−z
 

La arista del cubo será la distancia entre ambas rectas. ru


 = (2, −6, −1); su


= (13, 2, 14); As (0, 8, 6) 

Plano α que contiene a r y es paralelo a s:  (2, −6, −1) × (13, 2, 14) = (−82, −41, 82) || αn


 = (2, 1, −2) 

Ecuación del plano α: 2 (x − 1) + 1(y + 2) − 2(z + 1) = 0  2x + y − 2z − 2 = 0 

Arista = d(r, s) = d(As, α) = 
414

26·280·2

++

−−+
=

3

6
= 2   Vcubo = 23 = 8 u3
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PROFUNDIZACIÓN 

6.84 (PAU) Sean A, B y C los puntos de la recta x − 12 =
2

6+y
=

3

6−z
 que están en los planos coordenados  

x = 0, y = 0 y z = 0, respectivamente. 

a) Determina razonadamente cuál de los tres puntos se encuentra entre los otros dos. 

b) Siendo D un punto exterior a la recta, indica, razonadamente, cuál de los triángulos DAB, DAC o DBC 
tiene mayor área. 

a) Se determinan los puntos A, B y C hallando las intersecciones de la recta con los planos x = 0, y = 0 y z = 0. 







=

−=+=−

0
3

6

2

6
12

x

zy
x

; 






=

−=+=−

0
3

6

2

6
12

y

zy
x

; 






=

−=+=−

0
3

6

2

6
12

z

zy
x

 






−

−−

)0,10,10(

)15,0,15(

)30,30,0(

  

  

  

C

B

A

 

AB  = (15, 30, 45); AC  = (10, 20, 30); BC  = (−5, −10, −15) 

Los puntos A, B y C pertenecen a la recta r y, por tanto, están alineados. Calculamos las distancias entre ellos: 

( , ) 15² 30² 45² 3150

( , ) 10² 20² 30² 1400

( , ) 5² 10² 15² 350

d A B

d A C

d B C

 = + + =
 = + + =


= + + =

 




>
>

),(),(

),(),(

CBdBAd

CAdBAd
 

Se deduce que los puntos A y B son los más distantes y, en consecuencia, el punto C se encuentra entre ellos. 

b) Los tres triángulos DAB, DAC y DCB tienen todos la misma altura desde D, por tanto, el de mayor área será el 
que tiene mayor base. En consecuencia, el triángulo de mayor área es el DAB. 
 

6.85 (PAU) Un rayo luminoso que está en el plano determinado por el punto A(1, 1, 1) y la recta  

r: 
1

1−x
=

1

2−y
=

2

1+z
 parte del punto A y se refleja en la recta r, incidiendo en ella en el punto P(2, 3, 1). 

Se pregunta si el rayo reflejado ilumina el punto Q(2, 2, 3). Justifíca la respuesta. 

Q' es el simétrico de Q respecto r. Si Q' está alineado con A y P, entonces el reflejo del rayo AP pasará por Q. 

El plano α que pasa por Q y es perpendicular a r: (x − 2) + (y − 2) + 2(z − 3) = 0  α : x + y + 2z = 10 

Se halla la intersección de r  y α: (1 + λ) + (2 + λ) + 2(−1 + 2λ) = 10  λ = 
2

3
 M 






 2,

2

7
,

2

5
 

Simétrico de Q respecto de M: =+=+=+
2

2

'3
;

2

7

2

'2
;

2

5

2

'2 zyx
  Q'(3, 5, 1) 

Como los vectores AP  = (1, 2, 0) y 'AQ  = (2, 4, 0) son paralelos, los puntos A, P y Q' están alineados. En 
consecuencia, el rayo que parte de A y se refleja sobre la recta r en el punto P se comprueba que pasa por Q. 

  

6.86 (PAU) De un plano se sabe que contiene los puntos A(0, 0, 0) y B(0, 0, 2). Además se sabe que el plano 

contiene el punto C, que está en la recta r : 




=−−
=−

012

01

yx

x
 y equidista de A y de B. Encuentra la ecuación 

del plano. 

Se halla el punto C de r que equidista de A y de B. En paramétricas, r : 







λ=
=
=

z

y

x

1

1

 

Sea α el plano mediador de A y de B. P(x, y, z)  d(P, A) = d(P, B)  2 2 2x y z+ + = 2 2 2( 2)x y z+ + −   z = 1 

La intersección de α y r es: x = 1, y = 1, z = 1   C(1, 1, 1) 

Sea β el plano que pasa por A(0, 0, 0), B(0, 0, 2) y C(1, 1, 1). 

AB  = (0, 0, 2); AC  = (1, 1, 1)  AB × AC  = (−2, 2, 0) || (1, −1, 0) = βn


, entonces la ecuación del plano β es: 

β : 1(x − 0) − 1(y − 0) + 0(z − 0) = 0, es decir,  β : x − y = 0
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6.87 (PAU) Halla de forma razonada un punto P del plano determinado por los puntos A(2, 0, 0), B(0, 4, 0) y 
C(0, 0, 6) que esté a igual distancia de los tres (P se llama circuncentro del triángulo cuyos vértices son 
A, B y C). 

Sea P(x, y, z) el punto buscado. 

d(P, A) = d(P, B)  (x − 2)2 + y2 + z2 = x2 + (y − 4) 2 + z2   α: x − 2y + 3 = 0 

d(P, A) = d(P, C)  (x − 2)2 + y2 + z2 = x2 + y + (z − 6) 2   β: x − 3z + 8 = 0 

Sea π el plano que contiene a A, B y C: 

AB  = (–2, 4, 0); AC  = (–2, 0, 6)  AB × AC  = (24, 12, 8) || (6, 3, 2) = πn


 

π : 6(x − 2) + 3y + 2z = 0   6x + 3y + 2z − 12 = 0 

El punto P pertenece a los planos  α, β y π. Resolvemos el sistema formado por sus ecuaciones: 








=−++
=+−
=+−

012236

083

032

zyx

zx

yx
13 80 135

, ,
49 49 49

x y z = = =  El circuncentro es el punto P 







49

135
,

49

80
,

49

13
. 

 

6.88 (PAU) Calcula la longitud del segmento de la recta r comprendido entre los planos π y π’, donde: 

r : 




=−
=−
0

02

zx

yx
     π : 3x + z = 5     π' : x − y − z = 0 

P1 = r ∩ π  












−

−

5103
0101
0012

→ 












−

−

5004
0101
0012

 P1 







4

5
,

2

5
,

4

5
 

P2 = r ∩ π'  













−−
−

−

0111
0101
0012

→ 













−
−

−

0200
0101
0012

   P2(0, 0, 0). d(P1, P2) = 
16

25

4

25

16

25 ++ =
4

65
 u 

 

6.89 (PAU) Considérese la recta r de ecuaciones 




=−+
=+−
34

322

zyx

zyx
. Halla todos los puntos de dicha recta tales 

que su distancia al origen de coordenadas es 14 . 

Ecuaciones paramétricas de la recta r: 







λ=
λ=

λ+=

z

y

x

2

23

. Sea Pr (3 + 2λ, 2λ, λ) un punto genérico de la recta r. 

d(Pr, O) = 14   d(Pr, O)2 = 14   (3 + 2λ − 0)2 + (2λ − 0)2 + (λ − 0)2 = 14   9 + 12λ + 4λ2 + 4λ2 + λ2 = 14 

9λ2 + 12λ − 5 = 0 λ =
18

18014412 +±−
=








−
3

5
3

1

. Si λ = 
3

1   P1 







3

1
,

3

2
,

3

11
; si λ = −

3

5   P2 





 −−−

3

5
,

3

10
,

3

1
 

6.90 (PAU) Sea el tetraedro de vértices A(0, 0, 0), B(1, 1, 1), C(3, 0, 0) y D(0, 3, 0). 

a) Calcula la ecuación del plano que contiene la cara BCD y la del plano que contiene la cara ACD. 

b) Calcula las ecuaciones de dos de las alturas del tetraedro, la que pasa por el vértice A y la que pasa 
por el vértice B, respectivamente. (Nota: la altura de un tetraedro es la recta que pasa por un vértice y es 
perpendicular al plano que determina la cara opuesta). 

c) Comprueba que las dos alturas anteriores se cortan en un punto P. 

d) Comprueba si la recta que une cualquier vértice del tetraedro con el punto P es perpendicular a la cara 
opuesta, es decir, es una altura del tetraedro. 

a) BC  = (2, −1, −1); BD  = (−1, 2, −1). Plano α que contiene a BCD 
121
112
111

−−
−−
−−− zyx

 = 0  α : x + y + z = 3 

AC  = (3, 0, 0); AD  = (0, 3, 0). Plano β que contiene a ACD 
030
003
zyx

 = 0  z = 0 
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b) BC × BD = (2, −1, −1) × (−1, 2, −1) = (3, 3, 3) || BCDn


 = (1, 1, 1)  La altura que pasa por A es hA:
1

x
 = 

1

y
 = 

1

z
. 

AC × AD  = (3, 0, 0)× (0, 3, 0) = (0, 0, 9) || ACDn


 = (0, 0, 1)  La altura que pasa por B es hB:
0

1−x
 = 

0

1−y
 = 

1

1−z
. 

c) hA :







=
=
=

tz

ty

tx

; hB :







+=
=
=

kz

y

x

1

1

1

   Igualando, t = 1 y k = 0. Entonces, se cortan en el punto P(1, 1, 1) = B. 

d) AP  = (1, 1, 1); BCDn


 = (3, 3, 3). Como AP || BCDn


 la recta y el plano son perpendiculares. 

CP  = (−2, 1, 1); ABDn


 = AB × AD  = (1, 1, 1) × (0, 3, 0) = (−3, 0, 3)  

Como CP  no es paralelo al vector ABDn


, recta y plano no son perpendiculares; por tanto, CP no es una altura. 

DP  = (1, −2, 1); ABCn


 = AB × AC  = (1, 1, 1) × (3, 0, 0) = (0, 3, −3) 

Como DP  no es paralelo al vector ABCn


, recta y plano no son perpendiculares, por tanto, DP no es una altura. 

 

6.91 (PAU) Halla los puntos cuya distancia al origen es el triple que su distancia a la recta r : 




=
=−

2

0

z

yx
 

ru


 = (1, −1, 0) × (0, 0, 1) = (−1, −1, 0); Ar (0, 0, 2); P(x, y, z) un punto genérico. 

PAr  = (x, y, z − 2); PAr × ru


 = (x, y, z − 2) × (−1, −1, 0) = (z − 2, −z + 2, −x + y) 

d(P, r) = 
r r

r

A P x u

u

 

 =
2

)²()²2()²2( yxzz +−++−+−
; d(O, P) = ²²² zyx ++  

d(O, P) = 3 (P, r); ²²² zyx ++  = 3
2

)²()²2()²2( yxzz +−++−+−
  

 x2 + y2 + z2 = 
2

9
(x2 − 2xy + y2 + 2z2 − 8z + 8) 

Simplificando, se obtiene: 7x2 + 7y2 + 16z2 − 18xy − 72z + 72 = 0 

 

 

6.92 (PAU) Dada la recta r : x − 1 = 2y = 2z + 2 y los puntos P(−1, 2, 0) y Q(5, b, c), se pide: 

a) Halla b y c sabiendo que la recta PQ es paralela a r. 

b) Halla la distancia entre los puntos P y Q. 

c) Halla el volumen del cilindro obtenido al girar el segmento PQ en torno a r. 

r :
2

1−x
=

1

y
=

1

1+z
  ru


 = (2, 1, 1) 

a) PQ  = (6, b − 2, c). Para que PQ  sea paralelo a r, las coordenadas de PQ  han de ser proporcionales a las de ru


: 

2

6
=

1

2−b
=

1

c
   b = 5 y c = 3 

b) d(P, Q) = | PQ | = ²3²3²6 ++  = 3 6  u 

c) Hemos de hallar el radio de la base del cilindro, que es la distancia de P a r. 

d(P, r) = 
r

r

u AP

u

×


 =
)1,1,2(

)6,4,1( −−
=

6

53
 u.  

V = π
2

6

53










·3 6  = 

2

6·53·π ≈  203,925 u3 
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RELACIONA Y CONTESTA 

Elige la única respuesta correcta en cada caso: 

6.1 El ángulo formado por los planos π  : 2x + y − z = 4 y 'π  : x − 3z = 2 es: 

A) 229º 47 ’49,32’’ D) 40º 12’ 10,68’’ 

B) 49º 47’ 49,32’’ E) Ninguna de las anteriores es correcta. 

C) 139º 47’ 49,32’’ 

B) n


α = (2, 1, −1); n


β = (1, 0, −3); | n


α| = 6 ; | n


β| = 10   cos ( ),α β = 
60

5
  ( ),α β = 49° 47’ 49,32” 

 

6.2 El ángulo formado por el plano π  : x + y + z = 2 y la recta r :
1

2−x
=

2

1+y
=

3

z
 es: 

A) 22º 12’ 27,56’’  D) 37º 47’ 32,44’’ 

B) 157º 47’ 32,44’’   E) Ninguna de las anteriores es correcta. 

C) 67º 47’ 32,44’’ 

C. n


α = (1, 1, 1); u


r = (1, 2, 3); | n


α| = 3 ; | u


r| = 14 ; sen ( ),r α = 
3·14

6
  ( ),r α = 67° 47’ 32,44” 

 

6.3 La distancia entre los planos π : 2x − y + z = 4  y ''π : 4x − 2y + 2z = 6: 

A) d(π, 'π ) = 2 C) d(π, 'π ) = 
6

4
 E) Ninguna de las anteriores es correcta. 

B) d(π, 'π ) = 
6

2
 D) d(π, 'π ) = 

6

1
 

D. α : 2x – y + z = 4; β : 2x – y + z = 3   d(α, β) = 
²1²1²2

34

++
−

=
6

1
=

6

6
 u 

 

6.4 Halla el volumen del tetraedro de vértices A(2, 1, 3), B(0, 1, 3), C(4, 2, 1) y D(3, 2, 1). 

A) 2 unidades cúbicas. C) 1 unidad cúbica. E) 5 unidades cúbicas. 

B) Los puntos no forman un tetraedro. D) 3 unidades cúbicas. 

B. AB  = (–2, 0, 0); AC  = (2, 1, –2); AD  = (1, 1, –2)  det( AB , AC , AD ) = 0  A, B, C y D no forman un 
tetraedro. 
 

6.5 Los puntos A(1, 5, 4), B(2, 1, −3) y C(7, 4, 1) son vértices consecutivos del paralelogramo ABCD. Las 
coordenadas de D son: 

A) D(3, 4, 4)          B) D(1, 2, 1)          C) D(1, 8, 8)          D) D(6, 8, 4)          E) D(6, 8, 8) 

E. OD  = OC  + CD  = OC  + BA  = (7, 4, 1) + (−1, 4, 7) = (6, 8, 8). Luego, las coordenadas de D son D(6, 8, 8). 

 

Señala, en cada caso, las respuestas correctas: 

6.6 Dos planos π y 'π  son ortogonales: 

A) Si πn


· 'πn


= 0 

B) Si cos(π, 'π ) = 0 

C) Si πn


 y 'πn


son linealmente dependientes. 

D) Si el vector normal de π es ortogonal a cualquier recta contenida en π’. 

E) Si cos(π, 'π ) = 1 

Son correctas las respuestas A, B y D. 
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6.7 Para hallar la distancia entre dos rectas paralelas r y s se hace: 

A) Se toma un punto P de r y otro Q de s, entonces d(r, s) = d(P, Q). 

B) Si son paralelas sr uu


=  entonces d(r, s) = | ru


|. 

C) Se toma un punto A de r y se calcula la distancia de A a la recta s, entonces d(r, s) = d(A, s). 

D) Se halla un plano π  perpendicular a r y a s. Sea Ar = r∩π  y As = s∩π , entonces d(r, s) = d(Ar, As). 

E) Se toma un punto As  de s y se calcula la distancia de As a la recta r, entonces d(r, s) = d(As, r). 

Son correctas las respuestas C, D y E. 

 

Elige la relación correcta entre las dos afirmaciones dadas: 

6.8 Sean dos puntos distintos P y P ' y un plano π. 

a) d(P, π) = d(P ', π) b) P y P ' son simétricos respecto de π. 

A) a ⇔ b D) a y b son excluyentes. 

B) a b, pero b  a E) Ninguna de las anteriores es correcta. 

C) b a, pero a  b 

 

C. b  a, pero a   b 

 

Señala el dato innecesario para contestar: 

6.9 Para hallar la proyección sobre el plano π de la recta r:  

A) π y r se cortan en el punto (0, 2, 0). D) El punto B(4, 0, 0) pertenece al plano π. 

B) r tiene por vector director a ru


 = (2, 0, –1). E) No puede eliminarse ninguno. 

C) El vector normal a π es πn


 = (1, 2, –3). 

 

D. Para determinar el plano π basta con un punto y su vector normal. 

 

Analiza si la información suministrada es suficiente para contestar la cuestión: 

6.10 Demuestra que si u


r es el vector director de la recta r y n


 es perpendicular al plano π, la recta r está 
contenida en el plano π siempre que: 

a) u


r · n


 = 0 b) Existe un punto P que pertenece a r y a π. 

A) Cada afirmación es suficiente por sí sola. D) Son necesarias las dos juntas. 

B) a es suficiente por sí sola, pero b no. E) Hacen falta más datos. 

C) b es suficiente por sí sola, pero a no. 

D. Son necesarias las dos juntas. 
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 7  Lugares geométricos en el espacio 

 

ACTIVIDADES INICIALES 

7.I Escribe unas ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos A(1, 2, −3) y B(−2, −1, 1). 
Calcula, además, un par de ecuaciones implícitas que la determinen. 

 

AB = (−3, −3, 4)  







+−=
−=
−=

tz

ty

tx

43

32

31

 




=++
=+−


+=

−
−=

−
−

0534

01

4

3

3

2

3

1

zx

yxzyx
 

 

7.II Indica si las siguientes ecuaciones paramétricas determinan o no la misma recta: 







+=
−−=

−=

tz

ty

tx

22

1

2

             















+−=

−=

−=

sz

sy

sx

2
2

1
1

2

1
4

 

Para que representaran la misma recta, debería verificarse que: 








+=
+=
+=

















+−=+

−=−−

−=−

ts

ts

ts

st

st

st

24

24

24

222
2

1
11

2

1
42

  

Como en los tres casos se obtiene la misma relación entre t y s, las ecuaciones representan a la misma recta. 

 

 

7.III Escribe unas ecuaciones paramétricas para el plano que pasa por los puntos A(−1, −2, 0), B(2, −1, 1) y 
C(0, −3, 2). Calcula su ecuación implícita. 

 

AB = (3, 1, 1) y AC = (1, −1, 2)  






+=
−+−=
++−=

stz

sty

stx

2

2

31

  


3 1 1
1 1 2 0
1 2

x
y

z

+
− + =  3x − 5y − 4z − 7 = 0 

 

7.IV Indica si las siguientes ecuaciones paramétricas determinan el mismo plano: 







+−=
−=

−=

stz

sty

sx

22

2

3

         






μ−λ+=
μ+λ+=

λ−=

2

1

1

z

y

x

 

 

El punto (3, 0, 0) pertenece al primer plano t = s = 0 y sin embargo no pertenece al segundo, ya que: 







=−=μ
=+−=μ

−=λ








μ−λ+=
μ+λ+=

λ−=

022

121

2

20

10

13

  el sistema es incompatible. Por tanto, representan diferentes planos.
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EJERCICIOS PROPUESTOS 

7.1 Calcula las ecuaciones de los siguientes lugares geométricos e identifícalos indicando sus elementos 
más importantes. 

a) Puntos del plano que equidistan de los puntos A(3, –1) y B (–5, 3). 

b) Puntos del plano que equidistan de las rectas r : x – y = 0 y s : 2x + y = 0. 

c) Puntos del plano tales que su distancia al eje de abscisas es el doble de su distancia al origen de 
coordenadas. 

d) Puntos del plano cuya distancia al origen de coordenadas es la mitad de su distancia al punto (0, 2). 

a) Sea P(x, y) un punto cualquiera del lugar. 

d(P, A) = d(P, B)  2222 )3()5()1()3( −++=++− yxyx   

 x2 − 6x + 9 + y2 + 2y + 1 = x2 + 10x + 25 + y2 − 6y + 9  16x − 8y + 24 = 0  2x − y + 3 = 0 

Se trata de la mediatriz del segmento de extremos A y B. 

b) El lugar pedido está formado por las dos bisectrices de las rectas r y s. Sea P(x, y) un punto de las bisectrices. 

d(P, r) = d(P, s) 
2222 12

2

11 +

+±=
+

−


yxyx

5

2

2

yxyx +±=−
   

( 5 2 2) ( 5 2) 0x y − − + = ; 0)25()225( =−−+ yx  

c) Sea P(x, y) un punto cualquiera del lugar. 

d(P, OX) = y ; d(P, O) = 22 yx +  034442 2222222 =++=+= yxyxyyxy  

El único punto que verifica esta ecuación es el origen de coordenadas. El lugar geométrico es este único punto. 

d) Sea P(x, y) un punto cualquiera del lugar. 

−+=+ 2222 )2(
2

1
yxyx 4x2 + 4y2 = x2 + y2 – 4y + 4  3x2 + 3y2 + 4y – 4 = 0  0

3

4

3

422 =−++ yyx  

Se trata de una circunferencia de centro C
2

, 0,
2 2 3

A B− − −   =   
   

 y de radio r = 
3

4

3

4

36

16

44

22

=+=−+ C
BA

 

 

7.2 Calcula las ecuaciones de las siguientes cónicas e identifícalas indicando sus elementos más 
importantes: 

a) Puntos del plano que distan 3 unidades del punto P(2, –2). 

b) Puntos del plano cuya diferencia de distancias a los puntos F  (0, 4) y F '(0, –4) es 2. 

c) Puntos del plano que equidistan de la recta y = 2 y del punto (0, –2). 

d) Puntos del plano cuya suma de distancias a los puntos F  (3, 0) y F '(–3, 0) es 10. 

 

a) Circunferencia de centro P(2, −2) y radio 3: (x − 2)2 + (y + 2)2 = 9  x2 + y2 − 4x + 4y − 1 = 0 

b) Hipérbola centrada en el origen y con ejes sobre los ejes de coordenadas: 
2 2

1
1 15

y x− =  

c) Parábola de foco F(0, −2) y directriz y = 2: yxyyxyyyxy 84444)2(2 222222 −=+++=−+++=−  

d) Elipse centrada en el origen y con ejes sobre los ejes de coordenadas: 1
1625

22

=+ yx
 

 

7.3 Escribe las ecuaciones paramétricas de la circunferencia con centro en el origen de coordenadas  
y radio r. 

cos

sen

x r t

y r t

=
 =
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7.4 (TIC) Para la curva de ecuaciones paramétricas 




−=

=
21 ty

tx
, completa la tabla y dibuja de forma 

aproximada su gráfica. 

 

 

 

 

 

 

 

 

7.5 Comprueba que unas posibles ecuaciones paramétricas para la elipse 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
 pueden ser: 





=
=

tby

tax

sen

cos
 

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2

( cos ) ( sen ) cos sen
cos sen 1

x y a t b t a t b t
t t

a b a b a b
+ = + = + = + =  

 
7.6  Escribe las ecuaciones implícita y explícita de las curvas cuyas ecuaciones paramétricas son: 

a) 










+=

=

ty

t
x

2
2

1

2

 b) 






+=

+=
2

3

1 ty

ttx
 

a) 
x

y
x

y
x

t
ty

t
x

4

2

12
2

2

12

2
2

1

2

+=⋅+==










+=

=
    

Ecuación implícita: 0
4

2

1 =−−
x

y . Ecuación explícita: 
x

y
4

2

1 +=  

b) 01)1(
1

223223
2

2
2

2

3

=−−+=+===+⋅=






+=
+=

xyyxyy
y

x
y

y

x
ttyttx

ty

ttx
 

Ecuación implícita: y3 – y2 – x2 = 0 con (x, y) ≠  (0, 0). No existe la ecuación explícita. 

 

7.7 Pasa a coordenadas polares los siguientes puntos dados en cartesianas: A(3, 3); B ( )2,2− ; C(−1, 0); 

D ( )3,3 − . 

A (3, 3):

2 2 2 2 23 3 18 18 3 2
3 2,

4tg 1 arctg(1)
4

r x y r
Ay

x

 = + = + = = = π       πθ = =  θ = =  

 

B (− 2 , 2 ):

2 2
2 2 2 22 2 4 3

2,3
arctg( 1) 4tg 1 4

rr x y
By

x

 == + = + = π    π   θ = − =  θ = = − 

 

C (−1, 0): ( )
2 2 2 1 1

1,
arctg(0)tg 0

r x y r
Cy

x

 = + = =   π θ = = πθ = = 

 

D(3, − 3 ):

2
2 2 2 2 12 2 33 3 12

11
2 3,3 113 6arctgtg

3 63

rr x y
Dx

y

 = == + = + =  π      π  θ = − =   θ = = −      

t –2 –1 –0,5 0 0,5 1 2 

x        

y        

t −2 −1 −0,5 0 0,5 1 2 
x −2 −1 −0,5 0 0,5 1 2 
y −3 0 0,75 1 0,75 0 –3 

O X

Y

1

1
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7.8 Pasa a coordenadas cartesianas los puntos que tienen por coordenadas polares:  

A(2, π ); B 





 π

3

2
,1 ; C(0, 0); D 






 π

2

3
,3 . 

A(2, π ): ( )cos 2cos 2
2, 0

sen 2sen 0

x r
A

y r

= θ = π = −  − = θ = π =
   C(0, 0): C(0, 0) 

B 





 π

3

2
,1 :

2 1
cos cos

1 33 2
,

2 22 3
sen sen

3 2

x r

B

y r

π = θ = = −    −   π  = θ = =

  D 





 π

2

3
,3 : ( )

3
cos 3cos 0

2 0, 3
3

sen 3sen 3
2

x r
P

y r

π = θ = =  − π = θ = = −


 

 

7.9 Escribe la ecuación implícita en coordenadas polares de: 

a) La recta que pasa por el origen de coordenadas y por el punto (–1, –1). 

b) La circunferencia que pasa por los puntos A (2, 0); B (–2, 0) y C (0, –2). 

a) Se trata de la bisectriz del primer y tercer cuadrante cuya ecuación en coordenadas cartesianas es y = x. 

Por tanto, r cosθ = r senθ
sen

1
cos

r

r

θ = =
θ

 tg θ = 1 










π=θ

π=θ

4

5
4  

b) La circunferencia que pasa por A(2, 0), B(−2, 0) y C(0, −2) tiene por ecuación implícita en coordenadas 
cartesianas x2 + y2 = 4 de centro el origen y radio 2. Por tanto, su ecuación en coordenadas polares es r = 2. 

 

7.10 (PAU) Calcula la ecuación del plano mediador del segmento de extremos A(1, –2, 3) y B(5, 0, 3). 

d(P, A) = d(P, B)  222222 )3()5()3()2()1( −++−=−+++− zyxzyx   

 x2 − 2x + 1 + y2 + 4y + 4 + z2 − 6z + 9 = x2 − 10x + 25 + y2 + z2 − 6z +9   8x + 4y − 20 = 0 

La ecuación del plano mediador es π : 2x + y − 5 = 0. 

 

7.11 (PAU) Calcula las ecuaciones de los planos bisectores de los planos π , que pasa por los puntos  
A(1, 1, 2), B(2, 2, 0) y C(–1, 3, 2), y π ', de ecuación 2x + 2y − z + 5 = 0. 

Plano π :
1 1 2
1 1 2 0
2 0

x
y

z

− −
− =

−
 z + 2y − 4 + 2x − 4 + z = 0  x + y + z = 4 

d(P, π) = d(P, π') 
3

522

3

4

)1(22

522

111

4
222222

+−+±=−++


−++

+−+±=
++

−++ zyxzyxzyxzyx
 

Los planos bisectores serán: 

3( 4) 2 2 5 : (2 3 ) (2 3 ) (1 3 ) 5 4 3 0

3( 4) 2 2 5 : (2 3 ) (2 3 ) ( 3 1) 5 4 3 0

x y z x y z x y z

x y z x y z x y z

 + + − = + − + α − + − − + + + =  
+ + − = − − + − β + + + + − + − =  

 

 

7.12  (PAU) Calcula los siguientes lugares geométricos: 

a) Puntos del espacio que distan 3 unidades de la recta r :




=
=

0
0

z
y

 

b) Puntos del espacio que distan 3 unidades del plano π : x + y = 0. 

a) La recta r es el eje X. Si P(x, y, z)  d(P, r) = 22 zy +   y2 + z2= 9 

Se trata de una superficie cilíndrica de eje el eje X. 

b) Se trata de dos planos paralelos a π : x + y = 0. P(x, y, z)  d(P, π) =
: 3 2

3
2 : 3 2

x yx y

x y

α + =+ = ±  
β + = −
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7.13 Indica cuáles de las siguientes expresiones determinan una superficie y, en caso afirmativo, cuáles 

representan un plano. 

a) 

2

2

x t ts

y t s

z t

= +
 = −
 = +

  c) 













+=
+=

+
+−=

1

1
2

2
)1(2

sz

ty

s
tx

 

b) x + 2y + 
2

z
 = 3  d) y + z + senx = 0 

a) Representan una superficie ya que son tres ecuaciones dependientes de dos parámetros. Pero no determinan 
un plano, puesto que no todas las expresiones son de primer grado (hay un factor t s). 

b) Representa una superficie que es un plano ya que es una ecuación de primer grado. 

c) Representan una superficie que, además, es un plano. 

d) Es una superficie pero no un plano. El sumando senx no es polinómico. 
 

7.14 Halla dos puntos y la ecuación implícita de la superficie: 









+=
+=

+=

tz

sty

sx

1

2
22  

Si s = 0, t = 0  A(2, 0 1). Si s = −1, t = 2  B(1, 5, 3) 

y = (z − 1)2 + (x − 2)2  y = z2 − 2z + 1 + x2 − 4x + 4   y = x2 + z2 − 4x − 2z + 5   x2 – y + z2 − 4x − 2z + 5 = 0 

 
 

7.15 Di qué tipo de curva representan las siguientes ecuaciones implícitas: 






=−++

=++

04

4
222

222

zzyx

zyx
 

Halla unas ecuaciones paramétricas para la misma. 

La primera ecuación representa una superficie esférica de centro el origen y radio 2. La segunda representa otra 
superficie esférica de centro el punto (0, 0, 2) y radio 2. 

Se cortan en la circunferencia contenida en el plano z = 1 de centro (0, 0, 1) y radio r = 312 22 =−  

Luego las ecuaciones paramétricas son 










=
=

=

1

sen3

cos3

z

ty

tx

 

 
7.16 (PAU)  Escribe la ecuación de las superficies esféricas cuyas características son las siguientes: 

a) De centro, el punto C(–2, 1, 2), y de radio, r = 4. 

b) Uno de sus diámetros es el segmento de extremos A(2, –1, 3) y B(4, –1, 1). 

a) (x + 2)2 + (y − 1)2 + (z −2)2 = 42  x2 + y2 + z2 + 4x − 2y − 4z − 7 = 0 

b) El centro estará situado en el punto medio de AB: M(3, −1, 2). 

El radio será d(M, A) = r = 2101 =++  

La esfera es: (x − 3)2 + (y + 1)2 + (z − 2)2 = 2 2  x2 + y2 + z2 − 6x + 2y − 4z + 12 = 0 

 

7.17 Escribe unas ecuaciones paramétricas para la superficie esférica que tiene por ecuación                          
x2 + y2 + z2 – 2x + 4y – 6z + 11 = 0. 

C(1, −2, 3) y 311
4

36

4

16

4

4 =−++=r    Las ecuaciones paramétricas son: 

1 3 cos sen

2 3 cos cos

3 3 sen

x

y

z

 = + ⋅ α ⋅ β
 = − + ⋅ α ⋅ β
 = + ⋅ α
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7.18 (PAU) Halla la ecuación de la superficie esférica cuyo centro es P(2, –2, 0) y tal que el plano que pasa por 
los puntos A(0, 1, –1), B(–1, 0, –1) y C(1, 1, 1) es tangente a ella. Calcula las coordenadas del punto de 
tangencia. 

Plano π que pasa por A, B y C: 
1 1
1 0 1 0

0 2 1

x
y
z

−
− − =

+
  2x − 2y − z + 1 = 0 

Radio de la esfera: r = d(P, π) =
4 4 1

3
9

+ +
=  La ecuación de la esfera es: (x − 2)2 + (y + 2)2 + z2 = 9 

=−++=+−++




+−=+−
=−+−++





=+−−
=+++−

0)1(012
2244

0144

0122

9)2()2( 222222
222222

zyxzzyx
zyx

yxzyx

zyx

zyx
 

  x = 0, y = 0, z = 1.  El punto de tangencia es el Q(0, 0, 1). 

 
 

7.19 (PAU) Halla la ecuación de la superficie esférica de radio r = 4, tangente a los planos XY e YZ, y que pasa  

por el punto A(1, 2, 4 + 7 ). Calcula los puntos de tangencia con estos planos coordenados. 

Como r = 4 y es tangente a XOY y YOZ, el centro es de la forma C(4, b, 4). 

Por tanto, d(C, A) = 4  47)2(9 2 =+−+ b  (b – 2)2 = 0  b = 2 C(4, 2, 4) 

La ecuación de la esfera es: (x − 4)2 + (y − 2)2 + (z − 4)2 = 16, y los puntos de tangencia son: (4, 2,0) y (0,2,4). 

 

 

7.20 (PAU) Estudia la posición relativa de la esfera y el plano en los siguientes casos: 

a) σ : x2 + y2 + z2 + 2x – 8 = 0; π  : x + 2y + 2z – 8 = 0 

b) σ  : x2 + y2 + z2 – 2y + 4z – 4 = 0; π : y – 3 = 0 

c) Esfera de centro el origen de coordenadas y radio 3, y plano π  : x + 2y + 2z + 10 = 0. 

a) C(–1, 0, 0); r = 3; d(C, π ) = 3
3

9

441

81
==

++

−−
. r = d(C, π )  El plano es tangente a la esfera. 

b) C(0, 1, −2); r = 3; d(C, π ) = 2
1

31
=

−
. r > d(C, π )  El plano corta a la esfera en una circunferencia. 

c) C(0, 0, 0); r = 3; d(C, π ) = 
10 10

39
= . r < d(C, π )  El plano es exterior a la esfera. 

 

7.21 (PAU) Estudia la posición relativa de la esfera y la recta en los siguientes casos: 

a) Esfera de centro C(0, 0, 0) y r = 6, y recta s :




=
−=+

0

182

z

yx
 

b) σ : x2 + y2 + z2 + 2x – 35 = 0;  r :




=
=+

4

7

z

zx
 

a) 028872536)182(

0

182

36
222

222

=++=++








=
−−=

=++
yyyy

z

yx

zyx

; 05765760518442 <−=−=−=Δ acb  

No hay soluciones reales, por lo que la recta es exterior a la esfera. 

b) 




−
==−+++









=
=

=−+++

)4,2,3(

)4,2,3(
40356169

4

3

0352
22

222

B

A
yy

z

x

xzyx

. La recta corta a la esfera.
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7.22 Pasa a coordenadas cartesianas los siguientes puntos determinados por sus coordenadas cilíndricas y 
esféricas: 

a) A(r, θ , z) = 





 π

3,
3

2
,3 ; B(r, θ , z) = (4, π , –4) b) A(r, α , β ) = (3, π , 0); B(r, α , β ) = 






 ππ

6
,

4
,4  

a) 
2

3

2

1
3

3

2
cos3cos −=






−⋅=π=θ= rx ; 

2 3 3 3
sen 3sen 3

3 2 2
y r

π= θ = = ⋅ = ; z = 3 A 








 −
3,

2

33
,

2

3
 

( ) 414cos4cos −=−⋅=π=θ= rx ; sen 3sen 3 0 0y r= θ = π = ⋅ = ; z = –4  B(−4, 0, −4) 

b) x = r cos α  sen β = 3cos π  sen 0 = 0; y = r sen α  sen β = 3sen π  sen0 = 0; z = r cos β = 3cos 0 = 3  A(0, 0, 3) 

x = 4cos
4

π
 sen

6

π
= 2 ; y = 4sen

4

π
 sen

6

π
= 2 ; z = 4cos

6

π
= 32   B( 2 , 2 , 32 ) 

 

7.23 Pasa a coordenadas cilíndricas los siguientes puntos: A (x, y, z) = (0, 2, 2), B (x, y, z) = 





 −

2

1
2,4,  

2 2 4 2

2
tg

0 2
2

r x y

y

x
z z

 = + = =


π θ = =  θ =


= =


  A 





 π

2,
2

,2       

2 2 20 2 5

2 1
tg 0,46 rad

4 2
1

2

r x y

z z


 = + = =

 θ = − = −  θ = −

 = =

 B
1

2 5; 0,46;  
2

 − 
 

 

 

7.24 Pasa a coordenadas esféricas los siguientes puntos: A(x, y, z) = (0, 3, 3), B(x, y, z) = 





 −

−
4

1
,

2

1
,1  

2 2 2r x y z= + + ; tg
y

x
α = ; 

2 2 2
cos

z

x y z
β =

+ +
 

18 3 2r = = ; 
3

tg
0 2

πα =  α = ; 
3 2

cos
2 43 2

πβ = =  β =  A 





 ππ

4
,

2
,23    

21

4
r = ; 

1
tg 0,39

2
α =  α = ; 

1
14cos 1,35

21 21
4

β = =  β =  B
21

;   0,39;   1,35
4

 
  
 

 

 

7.25 Halla las ecuaciones paramétricas de la superficie cónica de vértice V(1, 4, –1) y de directriz la curva: 









−=

+=

=

3

2

)1(

)2(

tz

ty

tx

 

( )
( )

2 2

3 3 2

1 ( 1) 1 ( 1)

4 ( 2) 4 4 4

1 ( 1) 1 1 3 3

x s t x s t

y s t y s t t

z s t z s t t t

 = + − = + −
   = + + −  = + +  
 

 = − + − + = − + − +   

 

 

7.26 Halla las ecuaciones paramétricas de la superficie cilíndrica de directriz 






=
=
=

tz

ty

x

sen

cos2

1

 y tal que sus 

generatrices son paralelas al eje X. 

La dirección de las generatrices será (1, 0, 0). Las ecuaciones serán: 

1

2cos

sen

x s

y t

z t

= +
 =
 =
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7.27 Halla las ecuaciones paramétricas de la superficie de traslación de directriz 






−=
=

+=

tz

y

tx

0

1

 y generatriz el eje 

de coordenadas Z. 

El punto de corte de las dos curvas es P(0, 0, 1). Una generatriz es OZ: 







=
=
=

sz

y

x

0

0

 

Por tanto: 0

1

0

1

1

00

01

=







−+−=
=

+=









−+−=
+=

++=
y

stz

y

tx

stz

y

tx

. Se trata del plano coordenado OXZ: y = 0 

 

7.28 Halla las ecuaciones paramétricas de la superficie de revolución que se engendra al girar, alrededor del 
eje Z, la recta que pasa por los puntos O(0, 0, 0) y A(1, 1, 1). 

La recta que pasa por O(0, 0, 0) y A(1, 1, 1) es 







=
=
=

tz

ty

tx

. Las ecuaciones paramétricas serán :

cos sen

sen cos

x t s t s

y t s t s

z t

= −
 = +
 =

 

 

7.29 (TIC) Identifica las siguientes cuádricas: 

a) 1
1649

222

=−−
zyx

 b) 12 222 =++ zyx  c) zy
x

22
2

2
2

=+  d) zyx 42 22 =−   

a) 1
1649

222

=−− zyx
  1

1649

222

−=++− zyx
 Hiperboloide de dos hojas 

b) 12 222 =++ zyx   1

2

111

222

=++ zyx
 Elipsoide 

c) zy
x

22
2

2
2

=+   
14

22 yx
z +=  Paraboloide elíptico 

d) zyx 42 22 =−   
24

22 yx
z −=  Paraboloide hiperbólico 

 

7.30 a) Di qué tipo de cuádrica representa la ecuación: 1449436 222 =−− zyx  

b) Indica el tipo y elementos de la cónica que se obtiene al cortar la cuádrica por los planos x = 1, y = 1  
y z = 1. 

a) Dividiendo por 144: 1
16364

1
16364

222222

−=++−=−− zyxzyx
 Se trata de un hiperboloide de dos hojas. 

b) Intersección con x = 1: 
4

3

1636

22

−=+ zy
 Intersección vacía 

Intersección con y = 1: 1

9

148

9

3736

37

16436

37

164

222222

=−=−−=+− zxzxzx
  Hipérbola contenida en y = 1 

Intersección con z = 1: 1

4

153

4

1716

17

36436

17

364

222222

=−=−−=+− yxyxyx
 Hipérbola contenida en z =1
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EJERCICIOS 

Lugares geométricos en el plano 

7.31 Representa y halla la ecuación de la mediatriz del segmento de extremos A(3, 2) y B(−1, 4). 

d(P, A) = d(P, B)  2222 )4()1()2()3( −++=−+− yxyx   

x2 − 6x + 9 + y2 −4y + 4 = x2 + 2x +1 + y2 − 8y + 16   

8x − 4y + 4 = 0  2x − y + 1 = 0 

 

 

 

7.32 Halla la ecuación de las bisectrices de las rectas r : x – 2y = 0 y s : x + 3y = 0. 

Represéntalas y comprueba que son perpendiculares. 

d(P, r) = d(P, s) 
10

3

5

2 yxyx +±=−
  

Las ecuaciones de las bisectrices serán: 

0)322()12(:3222 =+−−+=− yxayxyx  

0)223()12(:3222 =−++−−=− yxbyxyx  

Las bisectrices a y b son perpendiculares ya que: 

0891)223()223()12()12( =+−=−⋅+−+⋅−  

 

7.33 Halla el lugar geométrico de los puntos del plano tales que sus distancias a la recta r : 2x + y – 3 = 0 son 
iguales a una unidad. Identifica el lugar. 

d(P, r) = 1  






−=+

+=+
=

−+

532:

532:
1

5

32

yxb

yxayx
. Son dos rectas paralelas a r. 

 

7.34 Halla el lugar geométrico de los puntos del plano tales que su mínima distancia a la circunferencia de 
centro el origen de coordenadas, y de radio 2, sea igual a una unidad. Representa e identifica el lugar. 

 

Como la mínima distancia de un punto P a una circunferencia de centro C es la 
distancia entre el punto P y el punto intersección de la circunferencia con PC, se 
trata de dos circunferencias concéntricas con la dada y de radios 1 y 3 
respectivamente. 

 

 

 

7.35 Halla el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de distancias a los ejes de coordenadas 
coincida con el cuadrado de su distancia al origen. Representa e identifica el lugar. 

d(P, OX) + d(P, OY) = d(P, O)2 

y + x = 
2

22 




 + yx  y + x = x2 + y2  x2 + y2 − x − y = 0 

Se trata de una circunferencia de centro C 







2

1
,

2

1
  y radio r = 

2

2

2

1

4

1

4

1 ==+

O X

A

B
Y

1

1

O X

s r

Y

1

1

O X

Y

1

1

O X

P

x

y

Y

1

1
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7.36 Halla el lugar geométrico de los puntos del plano tales que: 

a) Su distancia al punto fijo A(1, –3) sea igual a 2. 

b) La suma de distancias a los puntos fijos A(–3, 0) y B(3, 0) sea igual a 10. 

c) La diferencia de distancias a los puntos fijos A(0, –5) y B(0, 5) sea igual a 8. 

d) Equidisten del punto F(0, 2) y de la recta y + 2 = 0. 

Identifica cada uno de estos lugares. 

a) Circunferencia de centro A(1, −3) y radio 2 : (x − 1)2 + (y + 3)2 = 4  x2 + y2 – 2x + 6y + 6 = 0 

b) Elipse de focos A(−3, 0) y B(3, 0) y semieje mayor 5: 1
1625

1
92525

2222

=+=
−

+ yxyx
 

c) Hipérbola de focos A(0, −5) y B(0, 5) y semieje real en OY y con longitud 4: 1
916

1
162516

2222

=−=
−

− xyxy
 

d) Parábola: x2  = 8y 

 

7.37 Halla la ecuación de cada una de las siguientes cónicas: 

a) Circunferencia de centro C(1, –4) y radio r = 3. 

b) Elipse de focos F '(0, –2) y F(0, 2) y semieje mayor 3. 

c) Hipérbola de focos F '(–3, 0) y F(3, 0) y semieje real 2. 

d) Parábola de foco F(–2, 0) y directriz x − 2 = 0. 

a) (x − 1)2 + (y + 4)2 = 9  x2 + y2 – 2x + 8y + 8 = 0 

b) 1
59

1
499

2222

=+=
−

+ xyxy
 

c) 1
54

1
494

2222

=−=
−

− yxyx
 

d) xyyxx 8)2(2 222 −=++=−  

 

7.38  (TIC) Halla el lugar geométrico de los puntos del plano tales que equidisten de la bisectriz del primer y 
tercer cuadrantes y del punto (0, 4). Representa e identifica el lugar. 

d(P, y = x) = d(P, (0,4))  −++=−+−+=−
yyxxyyxyx

yx
1632222)4(

2

222222  

03216222 =+−++ yxyyx  Se trata de una parábola de foco F(0, 4) y directriz y = x.

O X

d
F

Y

1

1
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Ecuaciones paramétricas de una curva 

7.39 Identifica y escribe unas ecuaciones paramétricas de las siguientes curvas del plano: 

a) 2x – 3y + 4 = 0 c) y2 – y – x – 2 = 0 e) 2x2 + 2y2 – 3 = 0 g) x2 – y2 – 4 = 0 

b) x2 + y2 – y = 0 d) x + y – xy = 0 f) x2 + 2y2 – 2 = 0 h) y2ex = 1 

a) Recta: 






+=

=

3

42t
y

tx
 

b) Circunferencia centro C 







2

1
,0  y radio 

2

1
: 










+=

=

ty

tx

sen
2

1

2

1

cos
2

1

 

c) 
2

2

1






 −y = x +

4

9
. Parábola:









=

−





 −=

ty

tx
4

9

2

1
2

  

d) Hipérbola de asíntotas x = 1, y = 1:






−
=

=

1t

t
y

tx
 

e) Circunferencia centro C(0, 0) y radio 
2

3
: 











=

=

ty

tx

sen
2

3

cos
2

3

 

f) 1
2

2
2

=+ y
x

. Elipse centrada en (0, 0) y de semiejes a = 2 , b = 1: 2 cos

sen

x t

y t

 =


=
 

g) 1
44

22

=− yx
. Hipérbola:

2

cos
2tg

x
t

y t

 =

 =

 

h) 2

x

y e
−

= . Exponencial decreciente: 
2
t

x t

y e

= −
 =

 

 

7.40 Escribe las ecuaciones paramétricas para la curva x3 + y3 = xy  utilizando el parámetro t =
x

y
. 

Como y = tx  ( )









+
=

+
=


+

==+=⋅+⋅=⋅=+

1

1

1
1

3

2

3

3
332333

t

t
y

t

t
x

t

t
xttxttxxtxtxxxtx  

 

7.41 Escribe la ecuación implícita de cada una de las siguientes curvas determinadas por unas ecuaciones 
paramétricas, e identifícalas. 

a) 
2cos

2 sen

x t

y t

=
 =

 b) 




+−=
=

124

2
2 tty

tx
 c) 

3

cos
6 tg

x
t

y t

 =

 =

 d) 




=
=

ty

tx

sen

cos2
 

a) 2 2 2 2 2 24(cos sen ) 4 4x y t t x y+ = + =  + =   c) 
2 2 2 2

2
2

1
tg 1 1

3 6 cos 3 6

x y x y
t

t
− = − =  − =  

Circunferencia C(0, 0) y r = 2.    Hipérbola 

b) 111
2

2
2

4 22
2

+−=+−=+⋅−





= xxyxx

xx
y  d) 

2 2
2 2 2 2cos sen 1 1

2 4

x x
y t t y  + = + =  + = 

 
 

Parábola       Elipse
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7.42 Eliminando t en las ecuaciones paramétricas:










+
=

+
=

3

2

3

1

2

1

2

t

t
y

t

t
x

, calcula la ecuación implícita de la curva que 

determinan. Observa que y = tx. 

yxyx
x

y

x

y
x

x

y
x

y

x
x

y
txt

t

t
ty

t

t
y

t

t
x

2
2

1

2

1

2

1

2

1

2

33
2

3

3

33

3

2

3

=+=+
+

==⋅=
+

⋅=










+
=

+
=

 

 

7.43  (TIC) Con la ayuda de una tabla de valores, representa de forma aproximada las siguientes curvas, dadas 
por ecuaciones paramétricas: 

a) 






+=

+=

1

1
3

2

ty

tx
  b) 










−=

+=

t
ty

t
tx

1

1

 

a)  

 

 

 

 

 

b)  

 

 

 

 

Coordenadas polares en el plano 

7.44 Pasa a coordenadas polares los puntos dados en coordenadas cartesianas A(–1, 3 ) y B(–2, –2). 

2
2( 1) 3 2 2

( , ) : 2,
3 2 3arctg
1 3

r
A r A


= − + = π  θ   π  θ = =

 −

; 

2 2( 2) ( 2) 2 2 5
( , ) : 2 2,2 5 4arctg

2 4

r
B r B

 = − + − = π  θ   − π  θ = =
 −

 

 

7.45 Pasa a coordenadas cartesianas los puntos dados en coordenadas polares A
3

2,
4

π 
 
 

 y B
5

1,
3

π 
 
 

. 

( )
3

2cos 2
4( , ) : 2, 2
3

2sen 2
4

x
A x y A

y

π = = −  − π = =


; 

5 1
cos

1 33 2
( , ) : ,

2 25 3
sen

3 2

x

B x y B

y

π = =    −   π  = = −

 

 

7.46 Determina la ecuación en coordenadas polares de la curva de ecuación yyxyx =−−+ 2222 . 

2 sen 1 senr r r r− = θ  − = θ

t –3 –2 –1 0 1 2 3 4 

x 10 5 2 1 2 5 10 17 

y –26 –7 0 1 2 9 28 65 

t –2 –1 
1

2
−  0 

1

2
 1 2 

x 
5

2
−  −2 

5

2
−  − 

5

2
 2 

5

2
 

y 
3

2
−  0 

3

2
 − 

3

2
− 0 

3

2
 

O X

Y

1

1

99 

O X

Y

2

2



 Solucionario 

                           
Solucionario

 
 

 

7.47 Determina la ecuación implícita de la curva cuya ecuación en coordenadas polares es 
θ−

=
cos1

3
r . 

¿Qué tipo de curva es? 

 

22

22

2

2

22

1

3

1

1
1

3

yx

x
yx

x

y

yx

+
−

=+

+
−

=+ 963 222 +==−+ xyxyx  

Se trata de una parábola de eje el eje X y abierta hacia la derecha. 

 

 

7.48 Calcula la ecuación en coordenadas cartesianas de la curva cuya ecuación en coordenadas polares es 
r = 7cos θ . Identifícala. 

22 2 2

2

1 1
tg cos

1 tg
1

y x

yx x y
x

θ =  θ = = =
+ α ++

;  r = 22 yx +  

En coordenadas rectangulares será: 
4

49

2

7
07

7 2
2

22

22

22 =+





 −=−+

+
=+ yxxyx

yx

x
yx  

Es una circunferencia de centro 
7

,  0
2

 
 
 

 y radio 
2

7
. 

 

Lugares geométricos en el espacio 

7.49 (PAU) Calcula la ecuación del lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los puntos 
A(–1, –1, 4) y B(3, –3, 0). Identifica este lugar geométrico. 

 

d(P, A) = d(P, B)  222222 )3()3()4()1()1( zyxzyx +++−=−++++   

 x2 + 2x + 1 + y2 +2y + 1 + z2  − 8z + 16 = x2 − 6x + 9 + y2 + 6y + 9 + z2  8x − 4y − 8z = 0  2x − y − 2z = 0 

Se trata del plano mediador del segmento de extremos A y B, es decir, el plano perpendicular al segmento AB 
que pasa por su punto medio. 

 

 

7.50 (PAU) Calcula la ecuación del lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los planos: 

π  :






+=
=
=

stz

sy

tx

                          π ': x – y = 0. 

Identifica este lugar geométrico. 

 

La ecuación implícita del plano π  es x + y − z = 0. 

d(P, π ) = d(P, π ')  






=−−−+

=++−−


−±=−+

02)23()23(:

02)23()23(:

23 zyxb

zyxayxzyx
 

Se trata de los planos a y b bisectores del diedro que forman π  y π ', es decir, los planos perpendiculares que 
dividen al diedro que forman π  y π ' en cuatro partes iguales.
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7.51 Dados los puntos del espacio A(–5, 0, 0) y B(5, 0, 0): 

a) Calcula la distancia d que los separa. 

b) Halla la ecuación del lugar geométrico de los puntos del espacio que distan d unidades de A y de B  
a la vez. 

c) Identifica el lugar hallado. 

a) d(A, B)= 10102 =  unidades 

b) d(P, A) = d(P, B) = 10




=
=−+++







=−−++
=−+++








=++−

=+++
0

07510

07510

07510

10)5(

10)5( 222

222

222

222

222

x

xzyx

xzyx

xzyx

zyx

zyx
 

c) Se trata de la circunferencia que se obtiene al cortar la esfera de centro C(–5, 0, 0) y radio 10 con el plano  

x = 0. Esta circunferencia tiene centro en O(0, 0, 0) y radio 75 . 

 

7.52 Calcula la ecuación del lugar geométrico de los puntos del espacio que distan 5 unidades de la recta  

r : 




=
=

4

3

y

x
. 

d(P, r) = | PQ |, con Q(3, 4, λ) tal que PQ = (3 − x, 4 − y, λ − z) ⊥ ru


 = (0, 0, 1)  λ − z = 0  λ = z. 

Por tanto, d(P, r) = ( ) ( ) 5043 222 =+−+− yx   La ecuación del lugar geométrico es (x − 3)2 + (y − 4)2 = 25. 

Se trata de un cilindro de eje r y tal que el corte con planos paralelos a XOY son circunferencias de radio 5. 

Obviamente, los puntos del eje Z, que son de la forma (0, 0, t), verifican la ecuación del lugar. 

Ecuación de una superficie 

7.53 Indica si las siguientes ecuaciones dependientes de parámetros representan alguna superficie y, en caso 
afirmativo, indica si la superficie es un plano. 

a) 








=
λ−=

λ+λ+=

3

2

1 2

z

y

x

  b) 






λ−=
λ−=
λ+=

3

2

1

z

y

x

 c) 








=
μ−=

μ+λ+=

3

2

1 2

z

y

x

 d) 






λ−=
λ−=

μ+λ+=

3

2

1

z

y

x

 

a) Al aparecer un único parámetro, se trata de una curva y no de una superficie. 

b) Al aparecer un único parámetro y ser todas las expresiones de primer grado, se trata de una recta. 

c) Se trata de una superficie pero no es un plano ya que las expresiones no son todas de primer grado. 

d) Se trata de una superficie. Es un plano ya que las expresiones son todas de primer grado. 

 

7.54 Calcula, en cada caso, la ecuación implícita de las superficies cuyas ecuaciones paramétricas son: 

a) 






=
+−−=

++=

sz

sty

stx

2

1

  b) 








=
+−=
+=

sz

sty

stx 22

 

a) 







=
+−−=

++=

sz

sty

stx

2

1

  01221
2

1
=+−+−−=−−=





+−−=
++=

zyxyzzxt
zty

ztx
 

b) ( ) 022 2222

22

=−−++−=




−=−=
=










=
+−=
+=

xyzzyzyzx
yzyst

zs

sz

sty

stx

 

7.55 Escribe las ecuaciones paramétricas de la superficie que tiene por ecuación implícita: 1
144169

22

=+
yx

. 

Ecuaciones paramétricas: 







=
=
=

sz

ty

tx

sen12

cos13

101 



 Solucionario 

                           
Solucionario

 
 

 

Coordenadas cilíndricas y esféricas 

7.56 Determina las coordenadas cilíndricas del punto: P(x, y, z) = (3, 3 , 3). 

( )2
2 2 23 3 12 2 3

3
arctg arctg rad

3 6
3

r x y

y

x
z


= + = + = =


 πθ = = =


=



 2 3, , 3
6

P
π   

 
 

7.57 Determina las coordenadas cartesianas de un punto cuyas coordenadas cilíndricas son P 2, , 3
6

π − 
 

. 

 cos 2cos 3
6

x r
π= θ = = ; sen 2sen 1

6
y r

π= θ = = ;  3z z= = − ( 3, 1, 3)P −  

 

7.58 Determina las coordenadas esféricas del punto: P(x, y, z) = (0, 1, 1). 

 2 2 2 2 2 20 1 1 2r x y z= + + = + + = ; 
1

arctg arctg
0 2

y

x

πα = = = ;  
2 2 2

1
arccos arccos

42

z

x y z

πβ = = =
+ +

; 

 2, ,
2 4

P
π π   

 
 

7.59 Determina las coordenadas cartesianas de un punto cuyas coordenadas esféricas son P
3 3

2 2, ,
2 4

π π 
 
 

. 

 

3 3
sen cos 2 2 sen cos 0

4 2
3 3

sen sen 2 2 sen sen 2 (0, 2, 2)
4 2

3
cos 2 2 cos 2

4

x r

y r P

z r

π π = β α = =


π π = β α = = −  − −


π = β = = −

 

 

7.60 Calcula la longitud del segmento OA, sabiendo que las coordenadas cilíndricas de A son 
7

2, , 2
4

π 
 
 

. 

1
4

7
cos2cos =π=θ= rx ; 1

4

7
sen2sen −=π=θ= ry ; z = 2 (1, 1, 2)A −  62)1(1 222 =+−+=OA  

La superficie esférica 

7.61 En cada uno de los siguientes casos, calcula las coordenadas del centro y la medida del radio de las 
esferas: 

a) x2 + y2 + z2 – 2x + 4y – 6z – 2 = 0 b) 4x2 + 4y2 + 4z2 – 4x – 8y – 4z + 5 = 0 

a) Sea C(a, b, c) el centro de la esfera y r el radio. Se verifica: 

===−==











−++=−=

−=−=
−==

−=−=

 416,3,2,1

2

26

24

22

2222

rcba

rcbaG

cF

bE

aD

Centro C(1, −2, 3), radio r = 42
4

36

4

16

4

4 =+++  

b) La ecuación de la esfera se puede escribir como 0
4

5
2222 =+−−−++ zyxzyx . 

=====













−++==

−=−=
−=−=
−=−=

2

1

4

1
,

2

1
,1,

2

1

4

5

21

22

21

2222

rcba

rcbaG

cF

bE

aD

Centro C 







2

1
,1,

2

1
  , radio r =

2

1

4

5

4

1

4

4

4

1 =−++
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7.62 (PAU) Dada la esfera de ecuación x2 + y2 + z2 – 2z − 3 = 0. 

a) Calcula las coordenadas de su centro y la medida de su radio. 

b) Calcula la ecuación del plano tangente a la esfera en el punto P(0, 0, 3). 

a) C(0, 0, 1), r = 243
4

4 ==+  

b) CP  = (0, 0, 2) || n


 = (0, 0, 1)   z + D = 0. El plano debe pasar por P  3 + D = 0  D = −3  z – 3 = 0. 

 

7.63 (PAU) Determina la posición relativa de los planos: π : 3y + 5z = 22, π ' : y + 2z = 3, π '' : z = 4 respecto de 
la superficie esférica de ecuación: x2 + y2 + z2 – 4x + 2y – 4z + 5 = 0. 

El centro de la esfera es el punto C(2, −1, 2) y el radio mide r = 245
4

16

4

4

4

16 ==−++  u. 

22 53

15
),(

+
=πCd > r = 2  El plano π  es exterior a la esfera. 

22 21

0
)',(

+
=πCd < r = 2  El plano π ' es secante a la esfera. La corta en una circunferencia. 

21

2
)'',( =πCd  = r = 2  El plano π '' es tangente a la esfera en el punto P(2, –1, 4). 

 

7.64 (PAU) a) Calcula la ecuación de la superficie esférica que tiene por diámetro el segmento de extremos  
A(–2, 0, 3) y B(0, 2, 1). 

b) Calcula el valor, o los valores, de k para que la recta r :






=
=

+=

tz

ty

tkx

sea tangente a la esfera del apartado 

anterior. 

a) El centro de la esfera será el punto medio del segmento. Por tanto, C(−1, 1, 2).  

El radio medirá la mitad del diámetro. Por tanto, 3)2(22
2

1 222 =−++=r . 

La ecuación de la superficie esférica será: 3)2()1()1( 222 =−+−++ zyx 03422222 =+−−+++ zyxzyx . 

b) Se sustituye x = k + t; y = t; z = t en la superficie y se obtiene la ecuación 032)42(3 22 =+++−+ kktkt . 

Para que la recta sea tangente, la ecuación anterior deberá tener una única solución. Entonces: 

2 5 15 5 15
8 40 20 0 ;

2 2
k k k k

− + − −Δ = − − − =  = =  

 

7.65 Se considera la esfera de centro C(1, 1, 1) y tangente al plano de ecuación 9x – 2y + 6z = 2: 

a) Calcula la medida del radio de la esfera. 

b) Halla la ecuación de la esfera. 

c) Escribe la ecuación del plano tangente a la esfera y que pasa por el punto P(1, 2, 1). 

 

a) 1
36481

2629
)02629,( =

++

−+−
==−+−= zyxCdr  

b) La ecuación de la esfera será: 022221)1()1()1( 222222 =+−−−++=−+−+− zyxzyxzyx . 

c) Un vector normal del plano buscado es el )0,1,0(=CP . Además, el plano tangente debe contener a P. Por 
tanto: y + D = 0, entonces 2 + D = 0, luego D = –2 e y – 2 = 0.
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7.66 Escribe la ecuación de la esfera, del plano π  y de la circunferencia C que aparece en la figura. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Esfera: x2 + y2 + z2 = 9    Plano π : z = 2  Circunferencia C :
2 2 2 9

2

x y z

z

 + + =


=
 

 

7.67 Halla la ecuación de la esfera concéntrica con la esfera de ecuación 4x2 + 4y2 + 4z2 – 4x + 16y + 1 = 0, y 
que tenga por radio la unidad. 

4x2 + 4y2 + 4z2 – 4x + 16y + 1 = 0  x2 + y2 + z2 − x + 4y +
4

1
= 0  Centro C 






 − 0,2,

2

1
, radio r = 2

4

1

4

16

4

1 =−+  

La esfera concéntrica de radio 1 será: 
2

2

1






 −x + (y + 2)2 + z2 = 12  x2 + y2 + z2 − x + 4y +

4

13
= 0  4x2 + 4y2 + 4z2 − 4x +16y + 13 = 0 

 

Curvas en el espacio 

7.68 Halla la ecuación implícita que determina los puntos de la curva que tiene por ecuaciones paramétricas: 









=

=

+=

3

2

1

tz

ty

tx

 

( ) ( ) 





=−

+−=








====

−==










=
=

+=

0

12)1(
1

23

2

2323326

22

3

2

zy

xxy

zyttt

xyt

tz

ty

tx

 

 

7.69 Identifica cada una de las siguientes curvas del espacio: 

a) 






=
=
=

tz

ty

tx

  b) 






=
=
=

tz

ty

tx

sen

cos

 c) 










=

=++

4

1
4

1222

z

zyx
 d) 





=
=+

3

122

z

yx
 

a) Recta que pasa por el origen de coordenadas y tiene como dirección la del vector u


 = (1, 1, 1). 

b) Hélice. 

c) Circunferencia que se obtiene al cortar la esfera de centro el origen y radio 
2

1
 con el plano 

4

1=z . 

d) Circunferencia que se obtiene al cortar el superficie cilíndrica x2 + y2 = 1 con el plano z = 3. Tiene su centro en 
C(0, 0, 3), radio 1 y está contenida en el plano z = 3.

X

O

Z

C

Y

π

1 1

2
1
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Superficies cónicas, cilíndricas, de traslación y de revolución 

7.70 Halla las ecuaciones paramétricas y la ecuación implícita de la superficie cónica cuyo vértice es el punto 
V(0, 0, 4) y cuya directriz es la circunferencia contenida en el plano XY, con centro el origen de 
coordenadas y cuyo radio mide 3 unidades. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La circunferencia es:







=
=
=

0

sen3

cos3

z

ty

tx

.       La superficie es:







−=
⋅=
⋅=

sz

tsy

tsx

44

sen3

cos3

⇔ 222 )4(91616 zyx −=+ . 

 
 

7.71 Calcula la ecuación implícita de la superficie cilíndrica cuya directriz es D :




=
=+

1

922

z

yx
y cuyas 

generatrices son paralelas a la recta r : 




=
=

0

0

y

x
. 

 

D :







=
=
=

1

sen3

cos3

z

ty

tx

. El vector director de las generatrices es v


= (0, 0, 1). La superficie es:







+=
=
=

sz

ty

tx

1

sen3

cos3

⇔  x2 + y2= 9. 

 

 

7.72 Dadas las curvas C : 








=

−=
+=

2

2

2

tz

ty

tx

 y D : 






=
=
=

0z

sy

sx

, halla la ecuación implícita de la superficie de traslación 

engendrada por C cuando se mueve sobre D. 
 

El punto común es A(2, 2, 0). 
( )

4
2

00

22

22 2

22

yx
zyxt

tz

tsy

tsx

tz

sty

stx
−=−=









=

−=
+=










−+=

−+−=
−++=

 

 

 

7.73 Calcula la ecuación implícita y unas ecuaciones paramétricas de la superficie de revolución engendrada 

por la curva de ecuaciones 




=+
=

2

0

zx

y
 al girar alrededor del eje Z. 

 

2 2 2 2

cos 0sen cos

sen 0cos sen (2 )

2 2

x t s s x t s

y t s s y t s x y t z

z t z t

= − = 
 = +  =  + = = − 
 = − = − 

X

O

Z

Yr

V
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Superficies cuádricas 

7.74 (TIC) Identifica las siguientes cuádricas: 

a) 2x2 + y2 – z2 = 1          d) 2x2 + y2 – z2 = –1       

b) 
2

1
x2 + y2 + z2 = 1          e) 

2

1
x2 + y2 – z = 0 

c) 
2

1
x2 – y2 – z = 0        

a) 1
11

2

1
2

2

2

2

2

2

=−+










zyx
  Hiperboloide de una hoja  d) 1

11

2

1
2

2

2

2

2

2

−=−+










zyx
 Hiperboloide de dos hojas 

b) 
( )

2 2 2

2 2 2
1

1 12

x y z+ + =   Elipsoide    e) z = ( )
2

2

2

2
y

x +   Paraboloide elíptico  

c) z = ( )
2

2

2

2
y

x −   Paraboloide hiperbólico 

 

7.75 (TIC) Di el tipo de cuádrica que representan las siguientes ecuaciones, e indica el tipo y elementos de las 
cónicas que se obtienen al cortar por los planos x = 2, y = –1 y z = 3: 

a) 22 zxy +=   b) 22 zxy −=  

a) 22 zxy +=  Paraboloide elíptico. 





=
+=





=
+=

2

4

2

222

x

zy

x

zxy  Parábola contenida en el plano x = 2, vértice (2, 4, 0) y eje paralelo al eje Y. 





−=
+=−





−=
+=

1

1

1

2222

y

zx

y

zxy  Conjunto vacío 





=
+=





=
+=

3

9

3

222

z

xy

z

zxy  Parábola contenida en el plano z = 3, vértice (0, 9, 3) y eje paralelo al eje Y. 

b) 22 zxy −=  Paraboloide hiperbólico. 





=
−=





=
−=

2

4

2

222

x

zy

x

zxy  Parábola contenida en el plano x = 2, vértice (2, 4, 0) y eje paralelo al eje Y. 





−=
−=−





−=
−=

1

1

1

2222

y

zx

y

zxy  Hipérbola contenida en el plano y = –1. 





=
−=





=
−=

3

9

3

222

z

xy

z

zxy  Parábola contenida en el plano z = 3, vértice (0, −9, 3) y eje paralelo al eje Y. 

 

7.76 (TIC) Mediante el estudio de las diferentes secciones que se obtienen al cortar las siguientes superficies 
por planos paralelos a los planos de coordenadas, indica qué tipo de cuádrica corresponde a cada una 
de ellas: 

a) 1
22

2
22

=−+ z
yx

      c) 1
22

2
22

=++ z
yx

      e) 0
22

22

=−+ z
yx

  

b) 0
22

22

=−− z
yx

      d) 1
22

2
22

=−− z
yx

      

a) XY: circunferencias; XZ: hipérbolas; YZ: hipérbolas   Hiperboloide de una hoja. 

b) XY: hipérbolas para z ≠ 0 y dos rectas para z = 0; XZ: parábolas; YZ: parábolas   Paraboloide hiperbólico. 

c) XY: circunferencias; XZ: elipses; YZ: elipses   Elipsoide. 

d) XY: hipérbolas; XZ: hipérbolas; YZ: elipses   Hiperboloide de una hoja. 

e) XY: circunferencias; XZ: parábolas; YZ: parábolas   Paraboloide elíptico.
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PROBLEMAS 

7.77 Calcula la longitud del segmento que tiene por extremos los puntos cuyas coordenadas polares son 

A 





 π

4

3
,3  y B 






 π

2

3
,2 . 

( )

2 2

3 3 18 18 3 3
3cos ,3sen , ; 2cos ,2sen 0, 2

4 4 2 2 2 2

18 4 18 18 4 18
, 13 2 18

2 2 2 2

A B

AB AB

 π π π π   = − = −          

     + +
 = −  = + − = +          

     

 
 

 

7.78 Calcula las coordenadas polares y rectangulares del vértice A del triángulo equilátero AOC, sabiendo que 
el punto A pertenece al primer cuadrante y que las coordenadas cartesianas de O y de C son O(0, 0)  
y C(6, 0). 

Las coordenadas polares del punto C son (6, 0). Por tanto, las coordenadas polares de A serán: ( ), 6,
3

A r
π θ =  

 
. 

Las coordenadas rectangulares de A serán: ( )
6cos 3

3 3, 3 3

6sen 3 3
3

x
A

y

π = =  π = =


. 

 

7.79 Dada la ecuación en coordenadas polares θ= cos4r . 

a) Escribe dicha ecuación en coordenadas cartesianas. 

b) Estudia la figura geométrica que representa, e indica los elementos más importantes que la 
determinan. 

a) 
22

cos
yx

x

+
=θ , por tanto: 04

4 22

22

22 =−+
+

=+ xyx
yx

x
yx  

b) Circunferencia de centro C(2, 0) y radio r = 2
4

16 = . 

 

7.80 Demuestra que la ecuación en coordenadas polares r = sen θ  representa una circunferencia. 

Calcula el centro y el radio de la misma. 

2 2
sen

y

x y
θ = 

+
022

22

22 =−+
+

=+ yyx
yx

y
yx  Circunferencia de centro C

1
0,

2
 
 
 

y radio r =
2

1

4

1 =  

 

7.81 Dados los puntos del espacio A(2, –2, 5), B(2, –4, 3) y C(2, –2, 1), y el plano de ecuación π : x + y + z = 3: 

a) Halla las coordenadas del centro de la superficie esférica que pasa por los puntos A, B y C y tal que 
dicho centro está situado en el plano dado. 

b) Halla la medida del radio de la esfera anterior. 

c) Escribe la ecuación de la superficie esférica. 

Plano mediador del segmento AB : 01=−+ zy ; plano mediador del segmento AC : 03 =−z  
a) El centro estará situado en la intersección de los planos mediadores calculados con el plano proporcionado: 

1

3 2, 2, 3 (2, 2, 3)

3

y z

z x y z C

x y z

+ =
 =  = = − =  −
 + + =

 

b) Radio: 24),( === ACdr  

c) 4)3()2()2( 222 =−+++− zyx
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7.82 (PAU) Dados los puntos del espacio: A(1, 0, 0),  B(1, 1, 0), C(1, 0, 1) y D(2, 0, 0): 

a) Calcula la ecuación de la única esfera que pasa por los cuatro puntos. 

b) Halla las coordenadas del centro y del radio de la esfera. 

c) Calcula la superficie de la esfera. 

d) Calcula el volumen de la esfera. 

 

a) La ecuación de la esfera es x2 + y2 + z2 + Ax + By + Cz + D = 0 












=++
=++++
=++++

=++

024

011

011

01

DA

DCA

DBA

DA

A = −3, B = −1, C = −1, D = 2 

La esfera es x2 + y2 + z2 − 3x − y − z + 2 = 0 

b) 
2

3
1 =c , 

2

1
2 =c , 3

1

2
c =   C

3 1 1
, ,

2 2 2
 
 
 

; 
2

3
2

4

1

4

1

4

9 =−++=r  

c) Superficie: S = 4 π r2 = 3 π  u2 

d) Volumen: π=π=π=
2

3

8

33

3

4

3

4 3rV  u3 

 

 

7.83 Un objeto se lanza con una velocidad inicial v0, formando esta un ángulo α  con la horizontal. La posición 
del objeto, con respecto al tiempo t, viene dada por las ecuaciones paramétricas 

0

2
0

( cos )

1
( sen )

2

x v t

y v t gt

= α

 = α −

 

siendo g el valor de la aceleración de la gravedad. 

a) Calcula la ecuación implícita de la trayectoria del móvil. 

b) Interpreta la forma de dicha trayectoria. 

c) Suponiendo que α  = 30º, v0 = 500 m/s y g = 9,8 m/s2; calcula la distancia horizontal recorrida por el 
objeto y la duración del movimiento. 

 

a) ( )
2

2
2 2

0 0 0 0

1
sen tg

cos cos 2 cos 2 coso

x x x g
t y v g x x

v v v v

 
=  = α ⋅ − = α − α α α α 

 

b) ( ) 2
2 2

0

tg
2 cos

g
y x x

v
= α −

α
 es una parábola de eje paralelo al eje de ordenadas y abierta hacia abajo. 

c) 
2 2

(500cos30 ) 250 3

(500sen30 ) 4,9 250 4,9

x t t

y t t t t

 = =


= − = −




 

Para y = 0  t = 0, es decir, momento inicial, o 
250

51 s
4,9

t = ≈ , es decir, momento final. 

=⋅= 513250x 22 092,5 m 

El alcance es de aproximadamente 22 093 m y la duración del movimiento de aproximadamente 51 s.
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7.84 Dada la recta r :




=−
−=−
723

12

zy

yx
 y los puntos A(0, 1, –1) y B(1, 1, –2): 

a) Calcula las coordenadas del punto de intersección del plano mediador del segmento de extremos A y 
B con la recta r. 

b) Se considera la esfera que pasa por A y B y que tiene su centro situado en la recta r. Calcula las 
coordenadas del centro de la esfera y la medida de su radio. 

c) Calcula la ecuación de la superficie esférica anterior. 

 

a) Punto medio de 
1 3

: , 1,
2 2

AB M  − 
 

 

El vector normal del plano buscado será el AB  y además deberá contener al punto M. 

0220
2

3

2

1
0)1,0,1( =−−−==++=+−−= zxDDDzxAB  

)2,1,0(02: −∩=−− CrzxC  

b) El centro será el punto C y el radio será la distancia que separa a C de A: 1)1(),( 2 =−== ACdr  

c) La ecuación de la esfera será: 04421)2()1( 222222 =++−++=++−+ zyzyxzyx  

 

7.85 La circunferencia de la figura está determinada por la intersección de la esfera cuya ecuación es 
x2 + y2 + z2 – 4z – 6 = 0 con el plano de ecuación π  : 2x – y – 2z + 13 = 0. 

a) Calcula el centro C y el radio R de la esfera. 

b) Halla las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por C 
y por el centro T de la circunferencia. 

c) Calcula las coordenadas del punto T. 

d) Calcula la medida del radio r de la circunferencia. 

 

 

a) Centro de la esfera: 
0 0 4

, , (0,0,2)
2 2 2

C C
− − − −  

 
; Radio de la esfera: 10)6(200 222 =−−++=R  

b) El vector normal al plano tiene la misma dirección que la recta buscada. 

Entonces: 

2

:

2 2

x t

CT y t

z t

=
 = −
 = −

 

c) 2(2 ) ( ) 2(2 2 ) 13 0 1 ( 2,1,4)T CT t t t t T= ∩ π  − − − − + =  = −  −  

d) Sea r el radio de la circunferencia: ( ) 191021)2(10),(
2

222222 =−=




 ++−−==+ rRrTCd  

 

PROFUNDIZACIÓN 

7.86 Halla el lugar geométrico de los puntos del plano que describe el punto medio de un segmento de 10 
unidades de longitud, y cuyos extremos se apoyan constantemente uno en el eje de ordenadas y el otro 
en el eje de abscisas. Identifica dicho lugar. 

 

Sean A(0, a) y B(b, 0): a2 + b2 = 100. Sea (x, y) un punto genérico




=
=







=

ya

xbab
yx

2

2

2
,

2
),(   . 

Como a2 + b2 = 100, sustituyendo, x2 + y2 = 25 que es una circunferencia de centro el origen y radio 5.

T

C
R

r

π

109 



 Solucionario 

                           
Solucionario

 
 

 

7.87 Calcula la ecuación del lugar geométrico de los puntos C del espacio tales que el área del triángulo ABC 
es 1, siendo A(0, –1, 0) y B(0, 1, 0). Identifica el lugar. 

La mitad del módulo del producto vectorial de AB  = (0, 2, 0) y AP  = (x, y + 1, z) es el área del triángulo  

0 2 0 (2 ,  0,  2 )
1

i j k
z x

x y z
= −

+

  

  244 22 =+ xz   4x2 + 4z2 = 4  x2 + z2 = 1. Se trata de una superficie 

cilíndrica. 

 

7.88 (TIC) Identifica y halla la ecuación implícita de la curva cuyas ecuaciones paramétricas son: 










+
=

+
=

2

2

1

1

1

t

t
y

t
x

 

2
2 2 2 2

2 2 2 2

2

1 1
0

11

y x
t x x x x y x x y x

yx x yy
xx

=  =  =  =  + =  + − =
+  ++  

 

 

Circunferencia de C
1

,0
2

 
 
 

 y r = 
2

1

4

1 =  

 

7.89 Halla la ecuación implícita en coordenadas esféricas de la esfera cuya ecuación es: x2 + y2 + z2 – 2x = 0. 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

cos sen

sen sen 2 cos sen sen sen cos 2 cos sen 0

cos

sen cos 2 cos sen 0 2 cos sen 0 2cos sen

x r

y r x y z x r r r r

z r

r r r r r r

= α β
 = α β  + + − = α β + α β + β − α β = 
 = β

β + β − α β =  − α β =  = α β

 

 

7.90 Dada la superficie de ecuaciones paramétricas: 






=
=
=

sz

ty

tx

sen2

cos2

 

a) Calcula su ecuación implícita en coordenadas cartesianas, e identifícala. 

b) Calcula su ecuación implícita en coordenadas cilíndricas. 

 

a) 4cos4sen4 2222 =+=+ ttyx   x2 + y2 = 4  Superficie cilíndrica 

b) ==θ+θ 44sencos 22222 rrr  Ecuación de la superficie r = 2 

 

7.91 Dados el plano de ecuación π  : x + 2y – 2z + 18 = 0 y la esfera x2 + y2 + z2 – 2x + 4y – 4 = 0: 

a) Calcula el haz de planos paralelos a π . 

b) Calcula las ecuaciones de los planos tangentes a la esfera y que son 
paralelos a π . 

 

a) Haz de planos paralelos a π : 022 =+−+ Dzyx  

b) Los planos buscados deben pertenecer al haz anterior y además deben 
verificar que la distancia del centro de la esfera a ellos coincida con la medida del radio. Centro: C(1, –2, 0); 

Radio: 3441 =++=r  





=−−+π−=
=+−+π=

=
++

+−
=π

0622:'6

01222:12
3

441

41
),(

zyxD

zyxDD
Cd  

π’’π’π

C
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7.92 (TIC) Considera la curva C :




=
=+

0

44 22

x

zy
. 

a) Di qué tipo de curva es e indica sus elementos más importantes. 

b) Escribe las ecuaciones paramétricas de dicha curva. 

c) Escribe la ecuación implícita de la superficie que se genera al girar la curva C alrededor del eje Z. 

a) 






=

=+

0

1
2: 2

2
2

x

z
y

C   La curva es una elipse contenida en el plano YOZ y de semiejes 1 y 2 respectivamente. 

b) Ecuaciones paramétricas






=
=
=

tz

ty

x

C

sen2

cos

0

:    

c) 1
4

1

4
1

cos
cossen

sen2

coscos

sencos
2

22
2

22

2

22
22 =++=

−

+=+=+







=
=

−=
z

yx
z

yx

t

yx
ss

tz

sty

stx

   Elipsoide 

 

7.93 Dadas las rectas r :




=
=+

0

7

x

zy
 y s :







−=
=
=

tz

y

tx

7

0

2

 y la esfera x2 + y2 + z2 – 2x – 6y + 2z + 2 = 0, calcula las 

ecuaciones de los planos tangentes a la esfera y que sean paralelos a las rectas r y s. 

El vector n


 normal de los planos buscados debe ser perpendicular a los vectores: 

ru


 = (0, 1, –1) y su


 = (2, 0, –1) de dirección de las rectas r y s. 

Por tanto, )2,2,1( −−−=×= sr uun


. Los planos tendrán por ecuación x + 2y + 2z + D = 0 

Centro de la esfera: C(1, 3, –1); Radio: 32191 =−++=r  





=−++π−=
=+++π=

=
++

+−+
=π

01422:'14

0422:4
3

441

261
),(

zyxD

zyxDD
Cd  

RELACIONA Y CONTESTA 

Elige la única respuesta correcta en cada caso:             

7.1 El centro y el radio de la esfera de ecuación x2 + y2 + z2 − 4x + 2z + 1 = 0 son: 

A) Centro (2, 1, −1) y radio r = 4.  D) Centro (2, 1, −1) y radio r = 2. 

B) Centro (2, 0, −1) y radio r = 4.  E) La ecuación no representa una esfera. 

C) Centro (2, 0, −1) y radio r = 2. 

C. La ecuación de la esfera es (x − 2)2 − 4 + y2 + (z + 1)2 − 1 + 1 = 0  (x − 2)2 +y2 + (z + 1)2 = 4. Por tanto, el 
centro es (2, 0, −1) y el radio 2. 

7.2 Las ecuaciones paramétricas 




=
+−=
ty

tx

cos

sen2
 representan: 

A) Una esfera de centro el origen de coordenadas.  D) Una esfera de radio 1.  

B) Una recta en el plano de dirección (1, 1).  E) Ninguna de las opciones anteriores.  

C) Una circunferencia en el plano de centro (−2, 0) y radio 1. 

C. Como sent = x + 2, entonces: sen2t + cos2t = (x + 2)2 + y2 = 1 

Se trata, por tanto, de una circunferencia con centro (−2, 0) y radio 1. 
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7.3 El lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los puntos A(1, 0, 2) y B(–1, 2, –2) es: 

A) La recta que pasa por el punto M(0, 1, 0) y tiene dirección perpendicular al vector AB . 

B) El plano que contiene a los puntos A y B y tiene como uno de sus vectores de dirección el AB . 

C) El plano π : x − y + 2z + 1 = 0. 

D) El plano π : −x + y − 2z = 0. 

E) Ninguna de las anteriores opciones es cierta. 

C. Sea X(x, y) un punto genérico del plano.  

d(X, A) = d(X, B) → 222222 )2()2()1()2()1( ++−++=−++− zyxzyx  

 x2 + 1 − 2x + y2 + z2 + 4 − 4z = x2 + 1 + 2x + y2 + 4 − 4y + z2 + 4 + 4z  π : x − y + 2z + 1 = 0 

 

7.4 La posición relativa de la esfera x2 + y2 + z2 − 2x − 3 = 0 y el plano π : 2x − y − z + 3 = 0 es: 

A) El plano corta a la esfera en una circunferencia de centro C(1, 1, 1) y radio 1. 

B) El plano corta a la esfera en una circunferencia de centro C(−2, 1, 1) y radio 2 . 

C) El plano es tangente a la esfera en el punto P(1, 0, 2). 

D) El plano es tangente a la esfera en el punto P(−1, 0, 1). 

E) Ninguna de las anteriores opciones es cierta. 

E. La esfera tiene centro O(1, 0, 0) y radio 2. d(O, π ) = 2
6

5

114

32 >=
++

+
. El plano es exterior a la esfera. 

 

7.5 La ecuación de la superficie cilíndrica de directriz la circunferencia contenida en el plano XOY y con 
centro en el origen y radio 1 y de generatrices paralelas al eje Z es: 

A) 122 =+ yx                C) 1;122 ==+ zyx               E) 0222 =++ zyx  

B) 0;122 ==+ zyx    D) 1222 =++ zyx  

A. Las ecuaciones implícitas de la circunferencia directriz son 




=
=+

0

122

z

yx
 

Las ecuaciones paramétricas de la superficie cilíndrica son 







=
=
=

sz

ty

tx

sen

cos

 La implícita es x2 + y2 = 1. 

Señala, en cada caso, las respuestas correctas:             

7.6 La circunferencia de centro C(1, −1) y radio 2=r  verifica que: 

A) Su ecuación en coordenadas cartesianas carece de término independiente. 

B) Sus ecuaciones paramétricas son 




+−=
+=

ty

tx

sen21

cos21
   

C) Sus ecuaciones paramétricas son 






+−=

+=

ty

tx

sen21

cos21
  

D) Su ecuación en coordenadas polares es 2=r . 

E) Ninguna de las anteriores opciones es cierta. 

A. La ecuación de la circunferencia es x2 + y2 − 2x + 2y = 0 y carece de término independiente. 

C. Las ecuaciones paramétricas son 






+−=

+=

ty

tx

sen21

cos21
 

La respuesta D no es cierta, pues la ecuación polar 2=r  representa una circunferencia de radio 2  pero 
centrada en el origen de coordenadas. 
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7.7 Se considera la superficie cuádrica de ecuación 4x2 + y2 + z2 = 4. 

A) Al cortarla, por planos paralelos, al plano coordenado XOY se obtiene siempre una elipse o una 
circunferencia. 

B) Al cortarla por el plano z = 2, se obtiene una elipse. 

C) Al cortarla por el plano z = 1, se obtiene una elipse. 

D) Al cortarla por el plano x = 1, se obtiene el punto (1, 0, 0). 

E) Se trata de un elipsoide de semiejes 1, 2 y 2. 

C, D y E: 1
221

1
441

44
2

2

2

22222
222 =++=++=++ zyxzyx

zyx  

La respuesta A no es cierta, ya que muchos de los planos indicados son exteriores a la elipse. 

La respuesta B no es cierta, ya que al cortarla por z = 2, se obtiene el punto (0, 0 2). 

 

Elige la relación correcta entre las dos afirmaciones dadas:             

7.8 Se considera un punto P del plano cuyas coordenadas polares son P(r, θ ) con r > 0. 

a) Se verifica que tg θ  es real y negativa. b) Se verifica que el punto pertenece al tercer cuadrante. 

A) a es equivalente a b.  D) a y b no se pueden dar a la vez. 

B) a implica b, pero b no implica a.  E) Ninguna de las dos afirmaciones se puede verificar. 

C) b implica a, pero a no implica b.  

D. Si la tangente es real y negativa, el ángulo θ  pertenece al segundo o cuarto cuadrante. Por tanto, no pueden 
darse las dos condiciones a la vez. 

 

Señala el dato innecesario para contestar:                 

7.9 Para calcular la ecuación de una elipse en el plano se dan los siguientes datos: 

a) Los ejes son paralelos a los ejes de coordenadas.  c) La semidistancia focal es c = 3. 

b) El centro de la elipse es el punto P(−1, 2).  d) Pasa por el punto Q(4, 2). 

A) Puede eliminarse el dato a.  D) Puede eliminarse el dato d. 

B) Puede eliminarse el dato b.  E)  No puede eliminarse ningún dato. 

C) Puede eliminarse el dato c. 

E. Si los ejes son paralelos a los ejes de coordenadas y el centro es (−1, 2), la elipse es 1
)2()1(

2

2

2

2

=−++
b

y

a

x
. 

Para calcular a y b se necesitan las dos condiciones c = 3  y  1
025
22

=+
ba

: 
2 2

2

3 5, 4
25

a b a b
a

 − =  = =
=

 

 

Analiza si la información suministrada es suficiente para contestar la cuestión: 

7.10 Al cortar la esfera de ecuación x2 + y2 + z2 = 1 mediante el plano π  se obtiene una circunferencia. Se 
pretende hallar el radio de dicha circunferencia y, para ello, se proporciona: 

a) La ecuación del plano π .  b) La distancia del plano π  al origen de coordenadas. 

A) Cada dato es suficiente por sí solo para poder hallar la 
solución. 

B) a es suficiente por sí solo, pero b no. 

C) b es suficiente por sí solo, pero a no. 

D) Son necesarios los dos datos juntos. 

E) Hacen falta más datos. 

A. Si se conoce la ecuación del plano, se puede obtener la ecuación de 
la circunferencia y, por tanto, su centro y su radio. 

Si se conoce la distancia d del plano al origen de coordenadas, el radio de la circunferencia se puede obtener 

mediante 22 dRr −= , siendo R = 1 el radio de la esfera. 

 

C
rd

π
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 8  Límites de sucesiones y de funciones 

 

ACTIVIDADES INICIALES  

8.I. Calcula el término general, el término que ocupa el octavo lugar y la suma de los ocho primeros términos 
para las sucesiones siguientes. 

 a) 2, 6, 10, 14, ... b) 2, 6, 18, 54, ... c) 
1 2 4

, , 1, , ...
3 3 3

 

 

a) Progresión aritmética: a1 = 2, d = 4  244)1(2 −=⋅−+= nnan , 308 =a , 
( )

128
2

8302
8 =⋅+=S  

b) Progresión geométrica: a1 = 2 , r = 3  132 −⋅= n
na , 437432 7

8 =⋅=a , 
8

8

2 3 2
6560

3 1
S

⋅ −= =
−

 

c) Progresión aritmética: a1 = 
3

1
, d = 

3

1


33

1
)1(

3

1 n
nan =⋅−+= , 

3

8
8 =a , 12

2

8
3

8

3

1

8 =
⋅





 +

=S  

 

8.II. En una región, la población crece anualmente en un 2%. 
a) Escribe la sucesión del número de habitantes según el número de años transcurridos desde 2008,   
sabiendo que en ese año eran 3 500 000. 

b) Calcula en qué año se alcanzará una población de 4 000 000 de habitantes. 

c) Calcula en qué año se doblará la población inicial. 

 

a) a2008 = 3 500 000, a2009 = 3 500 000 · 1,02 = 3 570 000, ... , an = 3 500 000 · 1,02n −2008 

b) an = 4 000 000 = 3 500 000 · 1,02n −2008  1,02n −2008 = 1,142857  n − 2008 =
log1,142857

6,74
log1,02

= años 

c) 1,02n −2008 = 2
0005003

00050032 =⋅
  

  
  n − 2008 = 35

02,1log

2log = . Cuando pasen 35 años. 

 

EJERCICIOS PROPUESTOS  

8.1. Dada la sucesión de término general 
1

1

+
−

=
n

n
an : 

a) Calcula sus tres primeros términos. 

b) Halla el lugar que ocupa el término 
17

15
=sa . 

c) Demuestra que es creciente. 

d) Halla, si es que existen, una cota superior y una cota inferior. 
 

a) 
2

1

4

2

3

1
0

2

0
321 ===== aaa  

b) ( ) ( ) 16117115
1

1

17

15 =−⋅=+⋅
+
−== sss

s

s
as . Es el término que ocupa el lugar 16°. 

c) 
23

2

1

1

2 21 ++
=

+
−−

+
=−+

nnn

n

n

n
aa nn > 0. Por tanto, nn aa >+1  y la sucesión es creciente. 

d) 
1

2
1

+
−=

n
an . Una cota superior es 1 y una cota inferior es 0. 
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8.2. Se considera la siguiente sucesión definida por recurrencia: nn aaa 2;3 11 == + . 

a) Calcula sus cuatro primeros términos y di de qué tipo es. 

b) Halla su término general. 

c) Demuestra que es monótona creciente. 

d) Demuestra que no está acotada superiormente. 

 

a) a1 = 3, a2 = 6, a3 = 12, a4 = 24. Es una progresión geométrica. 

b) 111
1 2323 −−− ⋅=⋅=⋅= n

n
nn

n araa  

c) ( ) >>⋅=−⋅⋅=⋅−⋅=− +
−−−−

+ nn
nnnnn

nn aaaa 1
1111

1 02322232323  Es creciente. 

d) Dado el número real M, se puede encontrar un término mayor que él: 

1
2ln
3

ln

3
ln2ln)1(

3
ln)2ln(

3
223 111 +









>





>−






>>>⋅ −−−

M

n
M

n
MM

M nnn  

 

8.3. Demuestra que los términos de la siguiente sucesión tienden a 2. 

an = 
10

12

+
+

n

n
 

ε<
+

=−
10

19
2

n
an  para n > 10

19 −
ε

 

 

8.4. Calcula el límite de las siguientes sucesiones. 

a) 
∞→n

lim (7 – n2) b) 
102

123
lim

2

3

++
++−

∞→ nn

nn
n

 

a) −∞  b) −∞  

 

8.5. (TIC) Calcula los límites: 

a) 






 −
∞→ 3

82
lim

3 nn
n

  

b) 
)5(

)653)(532(
lim

3

22

nnn

nnnn
n −

−+++
∞→

 

a) +∞=






 −
∞→ 3

82
lim

3 nn
n

  

b) 
5

6

5

32

)5(

)653)(532(
lim

3

22

=⋅=
−

−+++
∞→ nnn

nnnn
n

 

 

8.6. (TIC) Halla los límites siguientes. 

a) 
16

)232)(233(
lim

6

223

+
+−−+

∞→ n

nnnn
n

 b) 
nn

n n

n +

∞→








−
+

22

32

32
lim  

a)
5 4 3 2

6

6 3 3 2 6 4
lim 0

6 1n

n n n n n

n→∞

− − + + − =
+

  

b) 
2 22 3 6

lim (2 ) 1 lim (2 )
2 3 2 31 n n

n
n n n n

n nl e e e→∞ →∞

+   + − +   ∞ +∞− −     → = = = = +∞   
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8.7. (PAU)(TIC) Estudia el dominio de las siguientes funciones: 

a) 
8

623
)(

24 +−
=

xx
xf  c) 

x
xf

ln

1
)( =   e) ( )43 log)( 2 −+= xxxf  

b) 
5

6
32)( −+= xxxf  d) 

23

2

3

32
)(

xx

x
xf

−
−

=   f) 
xe

xf
−

=
1

1
)(  

a) D(f) = R ya que se trata de una función polinómica. 

b) ≥≥−
5

2
0

5

6
3 xx D(f) = 

2
,

5
 +∞  

  

c) >> 10ln xx  D(f) = (1, +∞ ) 

d) ===−=− 3,00)3(03 223 xxxxxx D(f) = ( −∞ , 0) ∪ (0, 3) ∪ (3 , +∞ ) 

e) >+−>−+ 0)4)(1(0432 xxxx  D(f) = ( −∞ , –4) ∪ (1, +∞ )  

f) ===− 0101 xee xx  D(f) = ( −∞ , 0) ∪ (0, +∞ ) 

 

8.8. (TIC) Estudia el dominio de las funciones siguientes: 

a) 231)( xxxxf −+⋅=   c) xxxf cos2)( +=  

b) 
1

( )
1

x x
f x

x x

+ +
=

+ −
 d) 

x

x
xf

sen1

2
)(

+
=  

a) D(f) = R 

b) 
1 0 si 1

1 0
1 0 si 1

x x x
x x

x x x

+ − =  ≥ −+ − =  − − − = < −
 No tiene solución. D(f) = R 

c) D(f) = R 

d) 1 + senx = 0  senx = −1  La función existe en todo R excepto en x =
3

2
2

k
π + π , con k∈ Z. 

 

8.9. (TIC) Encuentra el dominio y el recorrido de las funciones: 

a) 3)( 2 += xxf  b) 12)( ++= xxf  

a) D(f) =R; R(f) = [3, + ∞ ) b) D(f) = [–1, + ∞ ); R(f) = [2, + ∞ ) 
 

8.10.  Dada la gráfica de f(x): 

 Calcula: )(lim
2

xf
x +→

, )(lim
2

xf
x −→

, )(lim
2

xf
x →

, )(lim
5

xf
x +−→

, 

)(lim
5

xf
x −−→

, )(lim
5

xf
x −→

, )(lim
0

xf
x +→

, )(lim
0

xf
x −→

, )(lim
0

xf
x →

 

 

6)(lim
2

=
+→

xf
x

, 2)(lim
2

=
−→

xf
x

,  no existe )(lim
2

xf
x→

, 

6)(lim
5

=
+−→

xf
x

, 6)(lim
5

=
−−→

xf
x

,  6)(lim
5

=
−→

xf
x

, 
0

22
lim ( ) 3

7x
f x

+→
= ≈ , 

0

22
lim ( ) 3

7x
f x

−→
= ≈ , 

0

22
lim ( ) 3

7x
f x

→
= ≈  

 

8.11.  Dada la gráfica de g(x): 

 Calcula: )(lim
2

xg
x +−→

, )(lim
2

xg
x −−→

, )(lim
2

xg
x −→

, )(lim
1

xg
x +→

, )(lim
1

xg
x −→

, 

)(lim
1

xg
x →

, )(lim
2

xg
x +→

, )(lim
2

xg
x −→

, )(lim
2

xg
x →

 

3)(lim
2

−=
+−→

xg
x

, 2)(lim
2

=
−−→

xg
x

, no existe )(lim
2

xg
x→

, 1)(lim
1

=
+→

xg
x

, 

0)(lim
1

=
−→

xg
x

, no existe )(lim
1

xg
x→

, 0)(lim
2

=
+→

xg
x

, 0)(lim
2

=
−→

xg
x

,  0)(lim
2

=
→

xg
x

1

1

O X

f
Y

1

1O X
g

Y



 
 

                                                                        Solucionario    
  7 

 
8.12.  Dada la grafica de f(x), calcula: 

 a) )(lim
1

xf
x →

  

 b) )(lim
0

xf
x →

 

 

 

 

a) +∞=
+→

)(lim
1

xf
x

, −∞=
−→

)(lim
1

xf
x

. No existe. 
1

lim ( )
x

f x
→

 b) 0)(lim
0

=
+→

xf
x

. No existe )(lim
0

xf
x −→

, ni )(lim
0

xf
x→

 

 

8.13.  Dada la grafica de g(x), calcula: 

 a) )(lim
1

xg
x −→

  

 b) )(lim
1

xg
x →

 

 

 

 

a) +∞=
−−→

)(lim
1

xg
x

, +∞=
+−→

)(lim
1

xg
x

, +∞=
−→

)(lim
1

xg
x

 b) −∞=
−→

)(lim
1

xg
x

, −∞=
+→

)(lim
1

xg
x

, −∞=
→

)(lim
1

xg
x

 

 

8.14.  Dibuja la función f(x) = lnx y calcula sus límites en el infinito. 

   

  +∞=
+∞→

)(lim xf
x

  

  lim ( )
x

f x
→−∞

no existe, porque el logaritmo no está definido en         

   ( −∞ ,0]. 
  

 

 

8.15.  Dada la grafica de f(x), calcula: 

a) )(lim xf
x +∞→

 b) )(lim xf
x −∞→

 

 

a) 0)(lim =
+∞→

xf
x

 b) 0)(lim =
−∞→

xf
x

 

 

8.16.  Dada la grafica de g(x), halla los siguientes límites: 

 a) )(lim xg
x +∞→

  

 b) )(lim xg
x −∞→

 

 

 

a) +∞=
+∞→

)(lim xg
x

 b) 0)(lim =
−∞→

xg
x

1

1

O X

f

Y

1

1

O

g

X

Y

O
X

f

Y

2π–π–2π π 3π

O X

g

Y

1

1

O X

f

Y

1

1
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8.17.  (TIC) Calcula el valor de los siguientes límites. 

a) 
1

693
lim

23

1 +
+−

→ x

xx
x

  c) 





 −

→ x
x

x

5
lim

0
  e) ( )xx

x
eex −

−∞→
+−−1lim  

b) 
2

83
lim

2

2 +
−

−→ x

x
x

  d) 




 +++

+∞→
11lim 2 xx

x
 

a) 0
2

0

1

693
lim

23

1
==

+
+−

→ x

xx
x

  

b) 
2

2

3 8 2
lim

2 0x

x

x→−

−  = = ∞ +  
, 

2

2

3 8 2
lim

2 0x

x

x+ +→−

−  = = +∞ +  
, 

2

2

3 8 2
lim

2 0x

x

x− −→−

−  = = −∞ +  
 

c) ∞=



 −=






 −

→ 0

5
0

5
lim

0 x
x

x
, −∞=



 −=






 − +

+

→ + 0

5
0

5
lim

0 x
x

x
, +∞=



 −=






 − −

−

→ − 0

5
0

5
lim

0 x
x

x
 

d) [ ] +∞=∞+∞+=




 +++

+∞→
11lim 2 xx

x
 

e) ( ) [ ] +∞=∞+−∞+=+−− −

−∞→
01lim xx

x
eex  

 
8.18.  Sabiendo que 2)(lim −=

→
xf

ax
, 2)(lim =

→
xg

ax
 y 2)(lim =

→
xh

ax
, calcula los siguientes límites. 

a) ( )lim 2 ( ) 2 ( ) ( )
x a

f x g x h x
→

− +   c) 
)()(

12
lim

xgxfax +→
 

b) ( ) ( )2 2
lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

 + 
 

 d) 
2

( ) ( ) ( )
lim

( ) ( )x

f x f x g x

g x h x→

 +
− 

 
 

a) ( ) ( )lim 2 ( ) 2 ( ) ( ) 2 2 2 2 2 6
x a

f x g x h x
→

− + = ⋅ − − ⋅ + = −   c) ∞=





+−
=

+→ 22

12

)()(

12
lim

xgxfax
 

b) ( ) ( )2 2 2 2lim ( ) ( ) ( 2) 2 8 2 2
x a

f x g x
→

 + = − + = = 
 

 d)
2

( ) ( ) ( ) 2 2 2
lim 1 0 1

( ) ( ) 2 2x

f x f x g x

g x h x→

 + − − +− = − = − − = − 
 

 

8.19.  (PAU)(TIC) Halla el valor de los siguientes límites. 

a) ( )254lim 2 −+−
+∞→

xx
x

 c) 
12

23
lim

34

2

−+

−+
+∞→ xx

xx
x

 e) 
2

2
lim

2

2

0 −+
+

→ xx

xx
x

 g) 
2

1

2 2

1
lim

−

→






 − x

x

x
 

b) 
3 2

2

6 3 1
lim

3 2 5x

x x

x x→−∞

− − +
− +

 d) ( )2 4lim 2 4 1
x

x x
→+∞

− −  f) 
9

3
lim 23 −

+
−→ x

x
x

 h) 
2

1

2 32

1
lim

−

→








−
− x

x x

x
 

a) ( ) −∞=−=−+−
+∞→+∞→

22 4lim254lim xxx
xx

 

b)
3 2 3 2 3

2 2 2

6 3 1 6 3 1 6
lim lim = lim

3 2 5 3 2 5 3x x x

x x x x x
l

x x x x x→−∞ →+∞ →+∞

− − + − + +∞ = = →  = +∞ +∞− + + +  
 

c)
2 2

4 3 4

3 2 3 3 3 2
lim lim

222 1 2x x

x x x
l

x x x→+∞ →+∞

+ − +∞ = → = = = +∞ + −
    

d) ( ) [ ]
( ) ( )2 4 2 4

2 4

2 4 2 4

2 4 1 2 4 1 1 1
lim 2 4 1 lim lim 0

2 4 1 2 4 1x x x

x x x x
x x l

x x x x→+∞ →+∞ →+∞

− − + −  − − = ∞−∞ → = = = = +∞ + − + −
 

e) 0
2

0

2

2
lim

2

2

0
=

−
=

−+
+

→ xx

xx
x

  

f) 
23 3 3

3 0 3 1 1
lim lim lim

0 ( 3)( 3) 3 69x x x

x x
l

x x xx→− →− →−

+ + = → = = = −  − + −−  
 

g) 

1 1

2 0

2

1 1 1
lim 0

2 2 2

x

x

x
l

+

+

 
+∞ −  

→

 −     = = → =      
       

, +∞=

















=






=






 − ∞−








−

→

−

− 2

1

2

1

2

1
lim 0

1

2

1

2

x

x

x
, ∃

2

1

2 2

1
lim

−

→






 − x

x

x
 

h) ( )( )
1

2
22 2

1 21 1limlim 1 lim2 2 3 2 12 3 2 3

2

1 1
lim 1

2 3

x
xx x

xx
x x xx x

x

x
l e e e e

x e

− →→ →

−−  −− − − −∞ −−  −
→

−   = → = = = = =   − 
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8.20.  (TIC) Calcula los siguientes límites: 

a) 
( )

30

cos1tg
lim

x

xx
x

−
→

   d) 
( )

2

8sen
lim

3

2 −
−

→ x

x
x

  

b) 
x

x
x

2sen
lim

0→
  e) 

x

x
x 2tg

5tg
lim

0→
  

c) 
1

)1(sen
lim

21 −
−

→ x

x
x

  f) 
1

lim
2

0 −→ xx e

x
 

a) 
( )

2

3

3 3 30 0 0

2tg 1 cos 0 1
lim lim lim

0 22x x x

x
x

x x x
l

x x x→ → →

 
  −    = → = = =  

 

b) 2
2

lim
2sen

lim
00

==
→→ x

x

x

x
xx

 

c) 
2

1

1

1
lim

1

1
lim

1

)1sen(
lim

12121
=

+
=

−
−

=
−

−
→→→ xx

x

x

x
xxx

 

d) 
( )

12
2

)42)(2(
lim

2

8
lim

2

8sen
lim

2

2

3

2

3

2
=

−
++−=

−
−=

−
−

→→→ x

xxx

x

x

x

x
xxx

 

e) 
2

5

2

5
lim

2tg

5tg
lim

00
==

→→ x

x

x

x
xx

 

f) 0lim
1

lim
2

0

2

0
==

− →→ x

x

e

x
xxx

 

 

EJERCICIOS 

Sucesiones. Límites de sucesiones 

8.21.  Halla el término general de las siguientes sucesiones. 

a) 10, 7, 4, 1, –2, ...  d) 1, 8, 27, 64, 125, ... 

b) ... ,
11

10
 ,

9

8
 ,

7

6
 ,

5

4
 ,

3

2
  e) 0, 7, 26, 63, 124, ... 

c) ... ,
6

5
 ,

5

4
 ,

4

3
 ,

3

2
 

a) ( ) 133)3(110 +−=−⋅−+= nnan  d) 3nan =  

b) 
2

2 1n
n

a
n

=
+

  e) 13 −= nan  

c) 
2

1

13

12

+
+=

−+
−+=

n

n

n

n
an  

 

8.22.  Halla el lugar que ocupa el término que vale 
400

401
 en la sucesión  ... ,

25

26
 ,

16

17
 ,

9

10
 ,

4

5
 ,

1

2
 

 

El término general de la sucesión es 
2

2 1

n

n
an

+= . Por tanto: 

=+=
+== 400400400401

1

400

401 222
2

2

sss
s

s
as 20400 ==s  

 Se trata del vigésimo término.
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8.23. (PAU) Estudia la monotonía y la acotación de las siguientes sucesiones:  

2

32

n

n
an

+
= ,  2

2 32

n

n
bn

−= ,  
nn

n
c

2

32 +
=  

2

1 2 2 2 2

2( 1) 3 2 3 2 8 3
0

( 1) ( 1)
n n

n n n n
a a

n n n n
+

+ + + + +− = − = − <
+ +

 Es decreciente. 

0
32

2
>+=

n

n
an  Acotada superiormente por a1 = 5 e inferiormente por 0. 

0
)1(

)12(332

)1(

14232

)1(

3)1(2
222

2

2

2

2

2

2

2

1 >
+
+=−−

+
−+=−−

+
−+=−+

nn

n

n

n

n

nn

n

n

n

n
bb nn  Es creciente. 

2
3

2
32

22

2

<−=−=
nn

n
bn  Acotada superiormente por 2 e inferiormente por b1 = −1. 

0
2

12

2

6452

2

32

2

3)1(2
1111 <+−=−−+=+−++=− ++++ nnnnnn

nnnnn
cc  Es decreciente. 

0
2

32 >+=
nn

n
c  Acotada superiormente por c1 =

2

5
 e inferiormente por 0. 

 

8.24. Dada la sucesión 
n

an
1

3 += : 

a) Demuestra que es decreciente y acotada inferiormente. 

b) Calcula su límite. 

c) Averigua a partir de qué término los siguientes se aproximan a 3, con un error menor de ε = 0,001. 

a) 
nnnn

aa nn +
−=−−

+
+=−+ 21

11
3

1

1
3 < 0. La sucesión es decreciente. Una cota inferior de la sucesión es 3. 

b) 
1 1

lim 3 3 3 0 3
n

l
n→∞

   + = + → = + =   +∞   
 

c) <<−+<− 001,0
1

001,03
1

3001,03
nn

an 1001≥n . A partir del término 1001. 

 

8.25. Calcula los límites de las siguientes sucesiones. 

a) 23

2 322
lim

nn

nn
n +

−+
∞→

 d) 
( )( )

72

32332
lim

2 +−
++−+

∞→ nn

nn
n

 g) 
( )( )

3
2 63

338
lim

+−
+−+

∞→ nn

nn
n

 

b) 
32

322
lim 2

23

+−
−+

∞→ nn

nn
n

 e)   2

2 3 1
lim ·

51n

n n

n→∞

+ + 
 − 

 h) 
12

13

7

52
lim

+
+

∞→








−
+ n

n

n n

n
 

c) 
533

322
lim 2

2

+−
−+

∞→ nn

nn
n

 f) 
34

3
lim

+
+

∞→ n

n
n

 i) 
2

2 33

2

12
lim

n

n

n n

nn

+

∞→ 













+
+

 

a) 
2 3

2 2 3
0

lim 0
1 11

n

n n nl

n
→∞

+ −∞  → = = = ∞  +
  f) 

3 1 1
lim

4 3 4 2n

n
l

n→∞

+ ∞ = → = = + ∞ 
 

b) 
3

2 3

2 3
2 2

lim
1 2 3 0n

n nl

n n n

→∞

+ −∞   → = = = +∞   ∞   − +
  g)

2
3

2

8 21 9
lim

3 6n

n n

n n→∞

− + +
− +

33 8 2l
∞ = → = − = − ∞ 

 

c) 
2

2

2 3
2 2

lim
3 5 33

n

n nl

n n

→∞

+ −∞  → = = ∞  − +
  h) 

12

13
lim

7

52
lim

+
+

∞→

∞→








−
+ n

n

n

n

n

n
822 32

3

===  
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d) 
2

2

6 5 9
lim

2 7n

n n
l

n n→∞

− − + ∞ = → = ∞− +  

6
3

2

− = −   i) 
8

1

2

1
3

=





  

e) 
nn

nn
n 55

352
lim

2

2

−
++

∞→

2

5 3
2 2

lim
5 55

n

n nl

n
→∞

+ +∞ = → = = ∞  −
 

 

8.26. Calcula los límites de las siguientes sucesiones. 

a) 




 −+

∞→
nn

n
12lim 2  b) 





 +−+

∞→
112lim 22 nn

n
 c) 





 ++−

∞→
1lim 242 nnn

n
 

a) ( ) [ ]2lim 2 1
n

n n
→∞

+ − = ∞ − ∞ →  

( ) ( )2 2

2

2 1 2 1
lim

2 1n

n n n n
l

n n→∞

+ − + +
→ = =

+ +

2 2 2

2

2 4

1
12 1 1

lim lim
0 02 1 12 1n n

n n n

n n
n n n

→∞ →∞

++ −  = = = +∞ + + + + +
 

b) [ ] ∞=





+
=

+++
=∞−∞=





 +−+

∞→∞→ 00

1

112
lim112lim

22

2
22

nn

n
nn

n
ind

n
 

c) ( ) [ ]
( ) ( )

( )
2 4 2 2 4 2

2 4 2

2 4 2

1 1
lim 1 lim

1n n

n n n n n n
n n n l

n n n→∞ →∞

− + + + + +
− + + = ∞ − ∞ → = =

+ + +
 

2

2 2 2

2 4 2 2 4 2

2 4 4 4

1
1 1 1

lim lim
1 1 21 1n n

n
n n nl

n n n n n n

n n n n

→∞ →∞

− −− − −∞ − = = → = = = − ∞ + + − + + − +

 

  

8.27. Halla los límites de las sucesiones siguientes. 

a) 
12

32

32
lim

+

∞→








+
− n

n n

n
 b) 

3

1
3

2

2

32

32
lim

+

∞→ 








−−
−+

n

n nn

nn
 c) 

12

2

2
2

1
lim

++

∞→ 








+
−

nn

n n

nn
 

a) 
( ) ( )2 3 6 12 62 1 lim 2 1 1 lim 2 1 lim

62 3 2 3 2 32 3
lim [1 ]

2 3
n n n

n nn n n
n n n

n

n
l e e e e

n
→∞ →∞ →∞

− −    − −+ + − +   ∞ −+ +    +
→∞

−  = → = = = = + 
 

b)

22

2 2 2

21 61 2 3 1 23 3lim 3 12 lim 3 lim3 3 32 3 32 3 2 3
2

2 3
lim [1 ]

2 3

n n n

n nn n nn n n
n n n n n n

n

n n
l e e e e

n n

→∞ →∞ →∞

+ + −   +   + − +       − −∞   − −    − +
→∞

 + − = → = = = =  − − 
 

c) 
( ) ( )

22 2 2
2 2

2 1 1lim 2 1 12 lim 2 1
1 1

2
lim [1 ]

1

n n

n nn n nn n n n
n n

n

n n
l e e

n

→∞ →∞

 −  + + − − + + − + +   +∞    + 
→∞

 − = → = = =  + 
[ ] 01

...133
lim

2

23

== ∞−+

−−−−
∞→ ee n

nnn

n  

 

8.28. a) Escribe una sucesión monótona creciente, acotada superiormente, con todos sus términos negativos. 

b) Escribe una sucesión que no sea creciente ni decreciente, y que sea acotada superiormente y acotada 
inferiormente. 

c) Escribe una sucesión que sea creciente y decreciente a la vez. 

d) Escribe una sucesión acotada superiormente, decreciente y no convergente. 

a) 
n

an
1−=  →  ...,

5

1
,

4

1
,

3

1
,

2

1
,1      −−−−−  

b) ( )nna 1−=  →  −1, 1, −1, 1, −1, ... Es oscilante. Además solo toma dos valores, por lo que está acotada. 

c) an = 1 →  1, 1, 1, 1, ... Las funciones constantes son crecientes y decrecientes a la vez. 

d) an = −n →  −1, −2, −3, ... 
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Dominio y recorrido de una función 

8.29. Halla el dominio y recorrido de las funciones cuyas gráficas se muestran a continuación. 

a)  b) c) 

 

a) Dominio: R. Recorrido: [−3, + ∞ ) 

b) Dominio: [–2 π , 2 π ]. Recorrido: [−1,75; 1,75] 

c) Dominio: (−∞ , −1)∪(1, + ∞ ). Recorrido: R 

 

8.30. (PAU)(TIC) Halla el dominio de las siguientes funciones. 

a) 
202

12
)(

23

3

−+
−−

=
xx

xx
xf  e) ( )xxxf −−= ln1)(  

b) 
1

1
)(

2 −

+
=

x

x
xf  f) 

x

x
xf

cos

sen1
)(

−
=  

c) 
4

log1
)(

2 −
+

=
x

x
xf  g) xxf 2tg1)( +=  

d) 
3

)(
12 +

= −x

x

e

e
xf  

 

a) 20)1052)(2(0202 223 ==++−=−+ xxxxxx   D(f) = (−∞ , 2)∪(2, + ∞ ) 

b) 




>
≥






>−
≥

1

0

01

0
22 x

x

x

x
D(f) = (1, + ∞ ) 

c) 




≠
>

4

0
2x

x
D(f) = (0, 2)∪(2, + ∞ ) 

d) x ≥ 0  D(f) = [0, + ∞ )  

e) La función no existe ni para los x positivos ni para los negativos. D(f) = ∅  

f) cosx = 0  la función existe en todo R excepto en los x = π+π
k

2
 con k∈ Z. 

g) La función existe en todo R excepto en los x = π+π
k

2
 con k∈ Z. 

 

8.31. Halla el dominio y el recorrido de las siguientes funciones. 

           a) 
2

1
)(

−
=

x
xf  b) 

x
xf

1
)( =  

 

a) D(f) = (−∞ , 2)∪(2, + ∞ ); R(f) = (−∞ , 0)∪(0, + ∞ )  

b) D(f) = (0, + ∞ ); R(f) = (0, + ∞ ) 

O

Y

X

f

1

1
O

Y

X

g

1

1

π–π 2π–2π O

h

Y

X1
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8.32. (TIC) Halla el dominio de las funciones siguientes. 

a) 
11

1
)(

++−
=

x
xf  b) 21)( +++= xxxf  c) 1)( 2 −= xxf  d) 

11

1
)(

−−
=

x
xf  

a) 




≠
−≥






≠++−

≥+
0

1

011

01

x

x

x

x
 D(f) = [ ) ( )∞+∪− ,00,1  

b) 




−≥
−≥






≥+
≥+

2

1

02

01

x

x

x

x
 D(f) = [ )∞+− ,1  

c) Todos los valores del radicando son positivos. Por tanto, el dominio de la función es todo R. 

d) 




<
≥






<−
≥






<−

≥






>−−

≥−
2

1

11

1

11

1

011

01

x

x

x

x

x

x

x

x
D(f) = [1, 2) 

 

Límites de funciones 

8.33. Dada la gráfica de la función y = f(x), indica, si existen, los valores 
de los siguientes límites. En caso de que no existan, indica los 
valores de los límites laterales. 

a) )(lim xf
x −∞→

 c) )(lim xf
x +∞→

  e) )(lim
0

xf
x →

 

b) )(lim
1

xf
x −→

 d) )(lim
2

xf
x →

  

 

a) 2                   c) 5                   d) 5                   

b) 2)(lim
1

=
+−→

xf
x

, −∞=
−−→

)(lim
1

xf
x

 No existe              e) 1 

 

 

8.34. Dada la gráfica de la función y = f(x), indica, si existen, los valores 
de los siguientes límites. En caso de que no existan, indica los 
valores de los límites laterales. 

a) )(lim xf
x −∞→

 c) )(lim xf
x +∞→

  e) )(lim
2

xf
x →

 

b) )(lim
2

xf
x −→

 d) )(lim
0

xf
x →

 

 

a) −∞                   b) 0)(lim
2

=
−−→

xf
x

, 1)(lim
2

−=
+−→

xf
x

  No existe.             

c) 0                  d)0                  e) 1 

 

8.35. Dada la gráfica de la función y = f(x), indica, si 
existen, los valores de los siguientes límites. En caso 
de que no existan, indica los valores de los límites 
laterales. 

a) )(lim xf
x −∞→

 c) )(lim xf
x +∞→

  e) )(lim
2

xf
x →

 

b) )(lim
2

xf
x −→

 d) )(lim
0

xf
x →

  

 

a) –1  b) )(lim
2

xf
x −−→

 = 0; )(lim
2

xf
x +−→

 no existe. 

c) 1  d) No existe; no existen los laterales.  

e) No existe; +∞=
+→

)(lim
2

xf
x

; )(lim
2

xf
x −→

 no existe. 

O

Y

X

f

1

1

O

Y

X

f

1

1

O

Y

X

f

1

1
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8.36. Dada la gráfica de las siguientes funciones halla, si existen, los valores de los límites que se indican a 
continuación. En caso de que no existan, indica los valores de los límites laterales. 

)(lim xf
x −∞→

 )(lim xf
x +∞→

 )(lim
0

xf
x →

 

a)  b)  

a) 1, 1 y 0, respectivamente  b) 0)(lim =
−∞→

xf
x

, 0)(lim =
+∞→

xf
x

, no existe )(lim
0

xf
x→

. 

 

8.37. Calcula los límites siguientes. 

a) 
20

1
lim

xx →
 b) 

30

1
lim

xx →
 c) 

20

1
lim

xx

−
→

 d) 
30

1
lim

xx

−
→

 

a) +∞=



= +→ + 0

11
lim

2
0 xx

, +∞=



= +→ − 0

11
lim

2
0 xx

, +∞=
→ 20

1
lim

xx
 

b) +∞=



= +→ + 0

11
lim

3
0 xx

, −∞=



= −→ − 0

11
lim

3
0 xx

, ∞=
→ 30

1
lim

xx
 

c) −∞=



 −=−

+→ + 0

11
lim

2
0 xx

, −∞=



 −=−

+→ − 0

11
lim

2
0 xx

, −∞=
→ 20

1
lim

xx
 

d) −∞=



 −=−

+→ + 0

11
lim

3
0 xx

, +∞=



−=−

−→ − 0

11
lim

3
0 xx

, ∞=−
→ 30

1
lim

xx
 

 

8.38. Halla los siguientes límites. 

a) 
4 42 16

1
lim

−+→ xx
  b) 

4 42 16

1
lim

−−→ xx
 c) 

4 42 16

1
lim

−→ xx
 

a) +∞=



=

−
+→ + 0

1

16

1
lim

4 42 xx
     

b) 
4 42 16

1
lim

−
−→ xx

 no existe, ya que no están definidas las raíces de índice par de los números negativos. 

c) 
4 42 16

1
lim

−→ xx
 no existe al no existir 

4 42 16

1
lim

−
−→ xx

. 

 

8.39. (TIC) Halla los límites siguientes. 

a) 
x

x

x ln
lim

0+→
 b) 

x

x

x ln
lim

0−→
 c) 

x

x
x ln
lim

0→
 d) 

x

x

x

ln
lim

0+→
 e) 

x

x

x

ln
lim

0−→
 f) 

x

x
x

ln
lim

0→
 

a) 0 b) No existe. c) No existe. d) −∞=



−∞

+0  
 e) No existe. f) No existe. 

 

8.40. (TIC) Calcula los siguientes límites: 

a)
x

x

x
cos

tg1
lim

2

+
+π

→

 b)
x

x

x
cos

tg1
lim

2

+
−π

→

 c)
x

x

x cos

tg1
lim

2

+
π

→
 

a) +∞=



−∞

=
+

−π→
+ 0cos

tg1
lim

2

x

x

x

 b) +∞=



+∞

=
+

+π→
− 0cos

tg1
lim

2

x

x

x

 c) +∞=
+

π→ x

x

x cos

tg1
lim

2

O

Y

X

f

1

1

O

Y

X

f

1

1
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8.41. (TIC) Halla los límites que se indican a continuación. 

a) 
4

353
lim

2 −+
+∞→

xx
x

 e) x

x
2lim

−∞→
 i) 

353

4
lim

2 −++∞→ xxx
  m) 

x

x

−

+∞→








2

1
lim  

b) 
4

353
lim

2 −+
+∞→

xx
x

 f) 
x

x








+∞→ 2

1
lim  j) ( )x

x
ex −

−∞→
−lim   n) 

x

x

−

−∞→








2

1
lim  

c) ( )x

x
ex +

+∞→
lim  g) 

x

x








−∞→ 2

1
lim  k) x

x

−

+∞→
2lim   

d) x

x
2lim

+∞→
 h) 

353

4
lim

2 −++∞→ xxx
 l) x

x

−

−∞→
2lim   

 

a) +∞=−+
+∞→ 4

353
lim

2 xx
x

 f) 0
2

1

2

1
lim =


















=








+∞

+∞→

x

x
 k) [ ] 022lim == −∞−

+∞→

x

x
    

b) +∞=−+
+∞→ 4

353
lim

2 xx
x

 g) +∞=





=








−

+∞→−∞→

x

x

x

x 2

1
lim

2

1
lim   l) +∞==

+∞→

−

−∞→

x

x

x

x
2lim2lim  

c) ( ) [ ] +∞=∞+∞+=+
+∞→

x

x
exlim  h) 0

353

4
lim

2
=

−++∞→ xxx
  m) +∞=


















=








−∞−

+∞→ 2

1

2

1
lim

x

x
 

d) [ ] +∞== +∞

+∞→
22lim x

x
    i) 0

353

4
lim

2
=

−++∞→ xxx
  n) 0

2

1
lim

2

1
lim =






=








+∞→

−

−∞→

x

x

x

x
 

e) 02lim2lim == −

+∞→−∞→

x

x

x

x
    j) ( ) [ ] −∞=∞−∞−=− −

−∞→

x

x
exlim   

  

8.42. Calcula los límites: 

a) ( )354lim 23 −−
+∞→

xx
x

 c) ( )1lim 23 −+−
−∞→

xxx
x

 e) )122(lim 24 +−+
+∞→

xxx
x

 g) ( )522lim 2 +−
−∞→

xx
x

 

b) ( )652lim 5 −+−
+∞→

xx
x

 d) 





 −−

−∞→

25

3

1

2

1
lim xx

x
 f) )2

3

2
(lim 56 −+−

+∞→
xx

x
 h) 






 −−

−∞→
xx

x 3

1
3lim 4  

 

a) +∞  c) −∞  e) +∞  g) +∞  

b) −∞  d) +∞  f) −∞  h) −∞  

8.43. Halla los límites: 

a) 
3

12
lim

3

23

+−
−+

+∞→ x

xx
x

 d) 
3

24

3

4
lim

x

xx
x +

+−
−∞→

 g) 
33

232
lim

2

2

+−
++

−∞→ x

xx
x

  j) 
3

12
lim

2

+
+

−∞→ x

x
x

 

b) 
xx

xx
x 3

322
lim

2

3

+−
++

+∞→
 e) 

2

32
lim

x

x
x

+−
+∞→

  h) 
53

234
lim

23

+−
−+

−∞→ x

xx
x

  k) 
xx

x
x +

+−
−∞→ 3

2 14
lim  

c) 
x

x
x −

+−
+∞→ 1

32
lim

3

  f) 
33

12
lim

4

4

+−
+−

−∞→ x

x
x

  i) 
2

5

5

14
lim

x

x
x −

+−
−∞→

  l) 
33

2
lim

2

6

+
+

−∞→ x

xx
x

 

  

 a) 2−  d) 
4

3

4
lim

x

x

x→+∞

− = +∞
−

 g) 
2

3
−   j) 

22
lim

x

x

x→+∞
= −∞

−
 

 b) −∞   e) 0
32

lim
2

=+−
+∞→ x

x
x

  h) 
34

lim
3x

x

x→+∞

− = −∞   k) 0  

 c) +∞   f) 
2

3
    i) 

5

2

4
lim

x

x

x→+∞
= −∞

−
 l) 

6

2

2
lim

3x

x

x→+∞
= +∞
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8.44. (TIC) Determina los siguientes límites de funciones. 

a) 
32

322
lim

2

+
++

+∞→ x

xx
x

 d) 
3 26

2

14

532
lim

−+

+−
+∞→ xx

xx
x

  g) 
xx

x
x 2

12
lim

3 +−

−−
−∞→

  i) 
3 32

32
lim

−
−

−∞→ x

x
x

 

b) 
13

12
lim

3

2

−+

+
+∞→ xx

x
x

 e) 
52

lim
2 +−+∞→ x

x
x

  h) 
42

22
lim

2

26

−+−
−

−∞→ xx

xx
x

 j) 
2

3

2

32
lim

x

xx
x

+−
−∞→

 

c) 
12

2
lim

2

26

+−
+

+∞→ x

xx
x

 f) 
33

13
lim

2

+
+

−∞→ x

x
x

  

a) 
2

2

2

2
lim

32

322
lim

22

==
+

++
+∞→+∞→ x

x

x

xx
xx

 f) 
3

3

3

3
lim

3

3
lim

33

13
lim

222

−=
−

==
+

+
+∞→−∞→−∞→ x

x

x

x

x

x
xxx

 

b) +∞  g) 0 

c) – ∞  h) – ∞  

d) 
3 2

3

3

2 4
2

24
= =  i) + ∞  

e) No existe. j) 0 
 

8.45. (PAU)(TIC) Halla los límites: 

a) 
2 2

lim
1 2x

x x

x x→+∞

 
−  − − 

  c) 
2 2

2 2
lim

1 1x x x→+∞

 
−  − + 

 

b) 
3 2 3 2

2 2

2 2
lim

1 1x

x x x x

x x→+∞

 − +
−  − + 

  d) 
2 22 2 2

lim
3 2x

x x x x

x x→−∞

 + + − +
−  − + 

 

a) [ ]
2

2
lim 1

3 2x

x
l

x x→+∞

 −∞ − ∞ → = = − − + 
  c) 

2 2
0 0 0

 − = − = +∞ +∞ 
 

b) [ ]
4 3

4

4 2
lim 4

1x

x x
l

x→+∞

 − +∞ − ∞ → = = − − 
  d) [ ]

2

2

8 4 10
lim 8

6x

x x
l

x x→+∞

 − +−∞ + ∞ → = = − − 
 

 

8.46. (PAU)(TIC) Calcula los siguientes límites. 

a) ( )2lim 2 3
x

x x x
→+∞

− + −  c) ( )2 2lim 2 5 5
x

x x x x
→−∞

− + − + +  

b) ( )2 2lim 2 3 5 2 1
x

x x x x
→+∞

− + − + +  d) 2 1
lim 3

2 3x

x
x x

→+∞

 
− + −  

 
 

a) =
−++






 −++




 −+−

+∞→ 32

3232
lim

2

22

xxx

xxxxxx

x
+∞=

−++

+−=
−++

+−−
+∞→+∞→ 32

33
lim

32

34
lim

2

2

2

22

xxx

xx

xxx

xxx
xx

 

b) =
++++−






 ++++−




 ++−+−

+∞→ 12532

1253212532
lim

22

2222

xxxx

xxxxxxxx

x

2 2

4 4 4
lim 2

2 22 3 5 2 1x

x

x x x x→+∞

− += = − = −
− + + + +

 

c) 
( ) ( )2 2 2 2

2 2 2 2

2 5 5 2 5 5 3 3
lim lim

22 5 5 2 5 5x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x→−∞ →−∞

− + − + + − + + + + −= =
− + + + + − + + + +

 

d) =
++−











++−










−+−

+∞→

3
3

2

1

3
3

2

1

3
3

2

1

lim
2

22

x
xx

x
xx

x
xx

x
+∞=

++−

+−
=

++−

−+−

+∞→+∞→

3
3

2

1

3
2

1

9

8

lim

3
3

2

1
9

3
2

1

lim
2

2

2

2
2

x
xx

x
x

x
xx

x
xx

xx
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8.47. (TIC) Calcula los siguientes límites de funciones distinguiendo, si es necesario, los dos límites laterales. 

a) 
1

1
lim

21 +
−

→ x

x
x

  f) 
1

1
lim

2

1 −
+

→ x

x
x

 

b) 
x

x
x −

+
→ 3

12
lim

3
 g) 

3

12
lim

3 +
+

−→ x

x
x

 

c) 
242

167
lim

2

2

4 −−
+−

−→ xx

xx
x

 h) 
4

9
lim

2

2

3 −
−

→ x

x
x

 

d) 
125255

152
lim

23

2

5 +−−
−+

→ xxx

xx
x

  i) 
12

1464
lim

2

24

2

3

++
++++

−→ xx

xxxx
x

 

e) 
22

22

lim
ax

ax
ax +

−
→

  j) 
22

22

lim
ax

ax
ax −

+
→

 

 

a) 0
2

0

1

1
lim

21
==

+
−

→ x

x
x

 

b) 
3

3 3

3

2 1 7
lim

32 1 7 2 10
lim ; lim no existe

3 0 32 1 7
lim

3 0

x

x x

x

x

xx x

x xx

x

+

−

−→

→ →

+→

 +  = = −∞  −+ +    =     − −+     = = +∞  −  

 

c) 

2

2 22
4

2 224 4

2
4

7 16 60
lim

7 16 60 7 162 24 0
lim ; lim no existe

02 24 2 247 16 60
lim

2 24 0

x

x x

x

x x

x x x xx x

x x x xx x

x x

+

−

−→−

→− →−

+→−

 − +  = = −∞  − + − +− −    =  − − − −  − +   = = +∞  − −  

 

d) 

2

2 3 2
5

3 2 25

3 2
5

2 5 1 74
lim

2 5 1 74 5 25 125 0
lim ;

05 25 125 2 5 1 74
lim

5 25 125 0

x

x

x

x x

x x x x x

x x x x x

x x x

+

−

+→

→

+→

 + −  = = +∞  + − − − +    =  − − +   + −   = = +∞  − − +  

 

    +∞=
+−−

−+
→ 125255

152
lim

23

2

5 xxx

xx
x

 

e) 0
2

0
lim

222

22

==
+
−

→ aax

ax
ax

  si a ≠ 0      11limlimlim
02

2

022

22

===
+
−

→→→ xxax x

x

ax

ax
   si a = 0 

f) 

2

2 2
1

21 1

1

1 2
lim

11 2 10
lim ; lim no existe

1 0 11 2
lim

1 0

x

x x

x

x

xx x

x xx

x

+

−

+→

→ →

−→

 +  = = +∞  −+ +    =    − −  +   = = −∞  −  

 

g) 
3

3 3

3

2 1 5
lim

32 1 5 2 10
lim ; lim no existe

3 0 32 1 5
lim

3 0

x

x x

x

x

xx x

x xx

x

+

−

+→−

→− →−

−→−

 + − = = −∞  ++ − +    =    + ++ −    = = +∞  +  

 

h) 0
5

0

4

9
lim

2

2

3
==

−
−

→ x

x
x

 

i) 0
1

0

12

1464
lim

2

24

2

3

==
++

++++
−→ xx

xxxx
x

 

j) 
2 2 2

2 2

2
lim no existe

0x a

x a a

x a→

 + =    
−  
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8.48. (PAU)(TIC) Calcula los siguientes límites. 

a) 
214

6
lim

2

2

3 −+
−−

→ xx

xx
x

 c) 
128

103
lim

23

2

2 +−−
−+

→ xxx

xx
x

 e) 
22

22
lim

23

34

2 −−+
−−+

−→ xxx

xxx
x

 g) 
4 3 2

21

3 5 2
lim

2 1x

x x x x

x x→−

− − + −
− +

 

b) 
27

183
lim

3

2

3 −
−+

→ x

xx
x

 d) 
253

12
lim

234

2

1 −+−−
+−

→ xxxx

xx
x

 f) 
12

80243
lim

2

23

4 −+
−−+

−→ xx

xxx
x

 h) 3 21

3 2
lim ( 1)
x

x
x

x x→−

+ + + 
 

  

a) 
2

23 3 3

6 0 ( 3)( 2) ( 2) 1
lim lim lim

0 ( 3)( 7) ( 7) 24 21x x x

x x x x x
l

x x xx x→ → →

− − − + + = → = = =  − + ++ −  
 

b) 
2

3 23 3

3 18 0 ( 3)( 6) 9 1
lim lim

0 27 327 ( 3)( 3 9)x x

x x x x
l

x x x x→ →

+ − − + = → = = = − − + + 
 

c) 
2

3 2 22 2 2

3 10 0 ( 2)( 5) 5 7
lim lim lim ;

0 ( 2)( 3) 08 12 ( 2) ( 3)x x x

x x x x x
l

x xx x x x x→ → →

+ − − + +   = → = = =   − +− − + − +   
 

2
2

3 22

2

5 7
lim

( 2)( 3) 3 100
lim no existe

5 7 8 12
lim

( 2)( 3) 0

x

x

x

x

x x x x
l

x x x x

x x

+

−

+→

→

−→

 +  = = +∞  − + + −  =    
+ − − +  = = −∞  − +  

 

d) 
2 2

4 3 2 31 1 1

si 12 1 0 ( 1) 1 1
lim lim lim

0 ( 1)( 2) 03 5 2 ( 1) ( 2) si 1x x x

xx x x
l

x xx x x x x x x

+

−→ → →

+∞ →− + −    = → = = = =    − +− − + − − +    −∞ →
 

e) 
4 3 3 3

3 2 2 22 2 2

2 2 0 ( 2)( 1) 1 8 1
lim lim lim 3

0 4 12 2 ( 2)( 1) 1x x x

x x x x x x
l

x x x x x x→− →− →−

+ − − + − − − − = → = = = = −  −+ − − + − − 
 

 f) 
3 2 2

24 4 4

3 24 80 0 ( 4) ( 5) ( 4)( 5) 0
lim lim lim 0

0 ( 4)( 3) 3 712x x x

x x x x x x x
l

x x xx x→− →− →−

+ − − + − + − = → = = = =  + − − −+ −  
 

g) 
4 3 2

21

3 5 2 8
lim 2

42 1x

x x x x

x x→−

− − + − −= = −
− +

 

h) [ ]3 2 3 2 2 21 1 1 1

3 2 ( 1)(3 2) 0 ( 1)(3 2) 3 2 1
lim ( 1) 0 lim lim lim 1

0 1( 1)x x x x

x x x x x x
x l l

x x x x x x x→− →− →− →−

 + + + + + + −       + = ⋅∞ → = = → = = = = −       + + +        
 

8.49.  (TIC) Calcula: 

a) 
3

21
lim

3 −
−+

→ x

x
x

 c) 
53

2
lim

4 +−
−

→ x

x
x

 e) 
134

36
lim

3 +−
−+

→ x

x
x

  

b) 
73

4
lim

2

2 +−
−

→ x

x
x

 d) 
32

1
lim

1 +−
−

→ x

x
x

  f) 
ax

aax
ax −

−+
→

23
lim

22

, a > 0 

 

a)
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3

1 2 1 21 2 0 3 1 1
lim lim lim lim

3 0 43 1 2 3 1 2 1 2x x x x

x xx x
l

x x x x x x→ → → →

+ − + ++ − − = → = = = = −   − + + − + + + +
 

b)
( )

( ) ( )
( )2

2 2 2

( 2)( 2) 3 7 ( 2)( 2) 3 74 0
lim  lim lim

0 23 7 3 7 3 7x x x

x x x x x xx
l

xx x x→ → →

− + + + − + + +−  = → = = =  − − + − + + +
 

( )
2

lim ( 2) 3 7 24
x

x x
→

= − + + + = −  

c)
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )4 4 4

2 2 3 5 4 3 52 0
lim lim lim

03 5 3 5 2 3 5 4 2x x x

x x x x xx
l

x x x x x x→ → →

− + + + − + +−  = → = = =  − + − + + + + − +
 

2

3

4

6

2

53
lim

4
==

+
++=

→ x

x
x
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d)

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 2 3 1 2 3 1 2 31 0
lim lim lim lim

0 4 3 12 3 2 3 2 3x x x x

x x x x x xx
l

x xx x x→ → → →

− + + − + + − + +−  = → = = = =  − − − − + − + + +  

( ) 432lim
1

−=++−=
→

x
x

 

e)
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )3 3 3

6 3 6 3 4 13 3 4 136 3 0
lim lim lim

04 13 4 13 6 3 4 13 3 6 3x x x

x x x x xx
l

x x x x x x→ → →

+ − + + + + − + ++ −  = → = = =  − + − + + + + + − + +
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )3 3

3 4 13 4 13 8 4
lim lim

6 33 6 3 6 3x x

x x x

x x x→ →

− + + + += = = = −
−− − + + − + +

 

f)
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

3 2 3 23 2 0
lim lim lim

0 3 2 3 2x a x a x a

x a a x a ax a a x a
l

x a x a x a a x a x a a→ → →

+ − + ++ − − = → = = = −   − + + − + +
 

( ) ( ) 2 22 2

( )( ) 2 1
lim lim

4 23 23 2x a x a

x a x a x a a

ax a ax a x a a→ →

− + += = = =
+ +− + +

 

 

8.50. (TIC) Halla los límites siguientes. 

a) 
3

21 1

23
lim

+

−→








+
− x

x

x x

x
  f) 

12

2

2
1 1

4
lim

+

−→








−
−

−

x

x

x x

x
 

b) 
422

2

2

2

1
lim

−

→ 








−
+

+

x

x

x x

x
 g) 

x

x

x x

x
12

2

2

32

1
lim

+

+∞→ 








+
+

 

c) 
x

x x

x 2

2 53

3
lim 








+
+

+∞→
 h) 

12

2

2

4

32
lim

+

−∞→








−
− x

x x

x
 

d) 
x

x

x x

x sen

0 1

sen1
lim 








+
+

→
  i) 

x

x xx

x 2cos

20 coscos

cos
lim 








+→
 

e) 
x

x x

x ln

1

1 1

ln1
lim 








−
+

+→   j) 
xxx

x

ee







 +
→ 3

lim
2

0
 

 

a)
5

10

5

2

5

2

2

5

1

23
lim

2

1

2

1

3

21
==






=






=








+
− −

+

−→

x

x

x x

x
 f) +∞=


















=








−
−

+

+

−→ −

2
12

2

21 0

5

1

4
lim

x

x

x x

x
 

b) [ ] +∞=∞+=





















=









−
+ ∞+

+

−

→

+

+

0

4
422

2 0

5

2

1
lim

2

x

x

x x

x
 g)

4

1

2

1

32

1
lim

2
12

2

2

=





=









+
+

+

+∞→

x

x

x x

x
 

c) [ ] 00
53

3
lim

2

2
==








+
+ ∞+

+∞→

x

x x

x
 h) [ ] 00

4

23
lim

4

32
lim

12

2

12

2

22

==







−
+

=







−
− ∞+

+

+∞→

+

−∞→

x

x

x

x x

x

x

x
 

d) 11
1

sen1
lim 1sen

0
==








+
+

→

x

x

x x

x
 i)

2

1

2

1

coscos

cos
lim

12cos

20
=






=








+→

x

x xx

x
 

e) [ ] +∞=∞+=





















=








−
+ ∞+

+→

+

+

0

1

ln

1

1 0

1

1

ln1
lim

x

x x

x
  j) 1

3

2

3
lim

02

0
=






=







 +
→

xxx

x

ee
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8.51. (PAU)(TIC) Halla los límites siguientes. 

a) 
3

3

4
lim

+

+∞→








+
+ x

x x

x
  c) 

32

32

32
lim

+

−∞→








−
+ x

x x

x
 e) 

42

3

3

2

4
lim

−

+∞→ 








+
+

x

x x

xx
 g) 

x

x x

x
−

−∞→ 










−
+− 1

lim  

b) 
xx

x xx

xx
2

2

2
2

32

52
lim

+

+∞→ 








+
+

  d) 
xe

xx

x

ee
1

2

0 2
lim 







 +
→

 f) 

x

x xx

xx
2

lim 










−
+

+∞→
 h) 

x

x

x

x e

e









− −

−

→ 2
lim

0
 

 

a)
4 13 lim ( 3) 1 lim ( 3)

13 34
lim 1

3
x x

xx x x
x x

x

x
l e e e e

x
→+∞ →+∞

+ + + − + ⋅ ∞ +  +
→+∞

+   = → = = = =   + 
 

b)

22 2 2
2 2

2 5 22 lim ( 2 ) 12 lim ( 2 )
2 3 2 3

2

2 5
lim 1

2 3

x x

x x xx x x x x x
x x x x

x

x x
l e e e

x x

→+∞ →+∞

 +  +  + − +   +∞ +∞+   
→+∞

 +  = → = = = = +∞    + 
 

c)

2 2 2 22 3 63 3 lim ( 3) 1 lim ( 3)
2 3 2 32 3 2 3

lim lim 1 0
2 3 2 3

x x

xx x x x
x x

x x

x x
l e e e

x x
→+∞ →+∞

− +   + + + − +   ∞ −∞− − − −   
→−∞ →+∞

+ − +     = = → = = = =     − − −   
 

d) ==






 +
→

1

1
2

0
1

2
lim

xexx

x

ee
1 

e)

3 2

3 3 3

42 4 4 2 8 20 8lim (2 4) 13 lim (2 4) lim
2 02 2

3

4
lim 1 1

2

x x x

x xx x x xx x
x x x

x

x x
l e e e e

x

→+∞ →+∞ →+∞

 +  − − − + − − −   +∞    +  +
→+∞

 +  = → = = = = =    + 
 

f)

2 4lim (2 ) 1 lim
4lim 1

x x

x xx xx
x x x x

x

x x
l e e e

x x

→+∞ →+∞

 + −  −∞   −
→+∞

 +  = → = = =    − 
 

g)

1 1lim ( ) 1 lim ( )
11 1

lim lim 1
x x

xx x
x x

x x

x x

x x
l e e e e

x x

→+∞ →+∞

 +−  +−    ∞    
→−∞ →+∞

   − + +  = = → = = = =        −   
 

h) 0

0
lim 1 1

2

xx

xx

e

e

−

−→

 
= =  − 

 

 

8.52. (TIC) Halla los siguientes límites. 

a) 
12

sen
lim

2

2

0 −→ x

x
x

  c) 
)1ln(

4
lim

0 x

x
x +→

  e) ( ) x
x

x

1

sen1lim
0

+
→

  g) 2 2

0
lim 2 cotg
x

x x
→

⋅   i) 
x

x

x
1

0 2

cos
lim 








+→
 

b) 
52

2tg
lim

2

2

0 ++→ xx

x
x

  d) 
x

x

x
1

0 2

sen1
lim 






 +

−→
  f) 

2

2

0

cos1
lim

x

x
x

−
→

 h) 
( )

2

20

1
lim

ln(1 )x

x

x→

+
+

  j) ( )
2

1

coslim
0

x
x

x →
 

 

a) 0
1

0

12

sen
lim

2

2

0
=

−
=

−→ x

x
x

  

b) 0
5

0

52

2tg
lim

2

2

0
==

++→ xx

x
x

  

c)
0 0

4 0 4
lim lim 4

ln(1 ) 0x x

x x
l

x x→ →

 = → = = +  
 

d) [ ] +∞==

















=






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2
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e) ( ) ( )
1

0 0

1 sen
lim 1 sen 1 lim

1

0
lim 1 sen 1

x
x x

x
x

x x

x
x l e e e e→ →

+ −∞

→
 + = → = = = =   

f)

2

2

2 2 20 0 0 0

(1 cos )1 cos 0 (1 cos )(1 cos ) 1 cos 22lim lim lim lim 1
0 2 2x x x x

x
xx x x x

l
x x x→ → → →

+− − + + = → = = = = =  
 

g) [ ]
2 2

2 2
2 20 0 0

2 2
lim 2 cotg 0 lim lim 2

tgx x x

x x
x x l

x x→ → →
⋅ = ⋅ ∞ → = = =  

h)
( )

2

20

1 1
lim

0ln(1 )x

x

x
+→

+  = = +∞  +
 

i) 0
2

1

2
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lim

1

0
=


















=








∞+

→ +

x

x

x
 

j) ( )
( )

2
1
2

2 2 20 0 0

1 cos 1 2 1lim cos 1 lim lim
2

0

1
lim cos 1

x
x x x

x
x

x
x x x

x
x l e e e e

e
→ → →

−−− −∞

→
 = → = = = = =   

 

PROBLEMAS 

8.53. Dada la sucesión 
n

n
an

1+
= : 

a) Comprueba que su límite es 1. 

b) Encuentra un término a partir del cual todos los siguientes pertenezcan al intervalo de centro 1 y radio 
ε = 0,01. 

c) Encuentra un término a partir del cual todos los siguientes pertenezcan al intervalo de centro 1 y radio 
ε = 0,0015. 

 

a) 

1 1
11 1

lim lim lim 1
1 1n n n

n
n n n nl

nn
n

→∞ →∞ →∞

+ ++ +∞ = → = = = = +∞ 
 

b) 100
01,0

1
01,0

1
01,0

1
01,01

1
01,01 =><<<−

+
<− n

nnn

n
an  El término buscado es n = 100. 

c) 67,666
0015,0

1
0015,0

1
0015,0

1
0015,01

1
0015,01 =><<<−

+
<− n

nnn

n
an  

El término buscado es el n = 666. 

 

8.54. (PAU) Calcula el valor de a para que el límite de la sucesión de término general 
n

n
nn

ann
a 









++
++

=
2

2
2

2

 sea 2. 

 
2

2

2
lim 12

2
2

2
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2

n

n ann n
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n

n an
l e

n n

→∞

 + + − + ++∞  
→∞

 + +  = → =    + + 
 

Calculamos el límite del exponente: 
2 2

2 2 2

2 ( 1) ( 1)
lim 1 lim lim 1

2 2 2n n n

n an a n a n
n n a

n n n n n n→∞ →∞ →∞

 + + − − − = = = −    + + + + + +  
 

Entonces == −

∞→
2lim 1a

n
n

ea 2ln12ln1 +==− aa  
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8.55. En el año 2008, y en una cierta zona de bosque mediterráneo, hay 1000 unidades de árboles de una 
determinada especie. Si se supone que cada año la cantidad de árboles crece en un 4%: 

a) Escribe los primeros términos de la sucesión que indica el número de árboles que habrá según los 
años transcurridos. 

b) Escribe el término general de dicha sucesión. 

c) ¿Cuántos árboles habría en el año 2016 si se siguieran dando estas mismas condiciones? 

d) A partir del año 2016, y debido a un plan de regeneración, se espera que el crecimiento se modifique 

según el modelo 

2

6
)7(1369

−
−⋅

=
n

n
bn , donde n es el número de años transcurridos desde 2008. 

¿En qué porcentaje crecerá el número de unidades en 2017 respecto de 2016? 

e) Realiza un gráfico que represente el número de árboles entre los años 2008 y 2020. 

f) ¿Se estabilizará el número de árboles? ¿En qué cantidad? 

 

a) 1000, 1040, 1082, 1125, ... 

b) an = 1000 · 1,04n, siendo n el número de años transcurridos desde 2008. 

c) a8 = 1000 · 1,048 = 1369 árboles 

d) b9 = =
3

5476

2

3
2·1369

= 3,1
1369

3

5476


un 3,33


% 

e)  

 

 

 

 

 

 

 

 

f) 273813692

2

6
)7(1369

lim =⋅=
−

−
∞→ n

n
n

 árboles 

 

8.56. (PAU) Calcula los valores de a y b para que se verifiquen las siguientes igualdades. 

a) 
2 1

lim 0
1n

n
an b

n→∞

 +
+ + =  + 

  

b) 
2 2 3

lim 0
2 1n

n n
an b

n→∞

 + +
+ + =  + 
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2 2 2 21 1 (1 ) ( ) 1

lim lim lim 0
1 1 1n n n

n n an bn an b a n a b n b
an b

n n n→∞ →∞ →∞
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a
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2
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0
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2
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8.57. Se forma un cubo de lado n con cubos de lado 1 unidad, y se pintan las caras del cubo grande. Después, 
se cuentan los cubos pequeños que tienen tres caras pintadas, los que tienen dos y los que tienen una. 

a) Forma la sucesión del número de cubos con tres caras pintadas, según que el lado del cubo grande 
sea 1, 2, 3, etc., unidades. Escribe el término general. 

b) Forma la sucesión del número de cubos con dos caras pintadas, según que el lado del cubo grande 
sea 1, 2, 3, etc., unidades. Escribe el término general. 

c) Forma la sucesión del número de cubos con una cara pintada, según que el lado del cubo grande sea 
1, 2, 3, etc., unidades. Escribe el término general. 

 

Si la medida es 1, solo tiene un cubo con las seis caras pintadas, por lo que el primer término de las tres 
sucesiones es 0. Consideremos, por tanto, n > 1. 

a) Tres caras pintadas: 8, 8, 8, 8, ...,  an = 8 

b) Dos caras pintadas: 0, 12, 24, 36, ..., an = 12(n – 2) 

c) Una cara pintada: 0, 6, 24, 54, ..., an = 6(n – 2)2 

 

 

8.58. Un cuadrado tiene 20 cm de lado. En él se inscribe una circunferencia, dentro de ella otro cuadrado, 
después otra circunferencia, y así sucesivamente. 

a) Halla los primeros términos correspondientes a las sucesiones de los perímetros y de las áreas de los 
cuadrados, por un lado, y de las circunferencias, por otro. 

b) Calcula los términos generales de las sucesiones anteriores. 

c) Calcula el límite, si es que existe, de las sucesiones anteriores. 

 

a) Cuadrados: Perímetros: 80, 40 2 , 40, 20 2 , ...; Áreas: 400, 200, 100, 50, ... 

Círculos: Perímetros: 20 π , 10 2 π , 10 π , 5 2 π , ...; Áreas: 100 π , 50 π , 25 π , π
2

25
, ... 

b) Cuadrados: Perímetros: 

1

2

2
80

−











⋅

n

; Áreas: 
12

400
−n

 

Círculos: Perímetros: 

1

2

2
20

−











π

n

; Áreas: 
12

100
−
π

n
 

c) Todas las sucesiones tienen límite 0. 

 

 

8.59. (PAU) Calcula el valor de k para que se verifique que: 

a) ( )2 2 5
lim 3 3 5

2x
x kx x x

→+∞
+ − − − + =  b) 2

1

3
lim

23

23

1
=

+−−
+++

→ xxx

kxxx
x

 

 

a) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 2

2 2

3 3 5 3 3 5
lim 3 3 5 lim

3 3 5x x

x kx x x x kx x x
x kx x x

x kx x x→+∞ →+∞

+ − − − + + − + − +
+ − − − + = =

+ − + − +
 

2 2

( 3) 8 3 3 5
lim 2

2 21 13 3 5x

k x k k
k

x kx x x→+∞

+ − + += = =  =
++ − + − +

 

 

b) 



 +=

+−−
+++

→ 0

5

1

3
lim

23

23

1

k

xxx

kxxx
x

. Para que el límite pueda valer 2, es necesario que 5 + k = 0  k = –5. 

Efectivamente, en este caso: 
3 2 2

3 2 21 1 1

5 3 0 ( 1) ( 3) 3 4
lim lim lim 2

0 1 21 ( 1) ( 1)x x x

x x x x x x
l

xx x x x x→ → →

+ − + − + + = → = = = =  +− − + − + 
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8.60. Una empresa presta servicios de asesoramiento informático para corregir errores habituales en los PC 
mediante consultas telefónicas. La siguiente función expresa el coste total anual, en euros, de prestar x 
consultas telefónicas, teniendo en cuenta los gastos de salarios, local, conexiones y equipos: 

65005,7)( += xxf  

a) Escribe la expresión de la función que facilita el coste unitario de cada asesoramiento cuando se han 
contestado x consultas telefónicas. 

b) Suponiendo que la ley se verifica indefinidamente, halla el coste aproximado de cada servicio 
telefónico cuando se presta una gran cantidad de ellos. 

c) Si se decide cobrar por cada servicio prestado un 25% más del coste hallado en el apartado anterior, 
¿cuál es el beneficio obtenido al resolver 8000 consultas? 

a) Costes por unidad: 
x

x

x

xf
xC

65005,7)(
)(

+==  

b) 5,7
65005,7

lim =+
+∞→ x

x
x

 € 

c) Se cobrará 7,5 · 1,25 = 9,375 € por servicio. Luego el beneficio es de 1,875 €. 

Al resolver 8000 consultas el beneficio obtenido será de 15 000 €. 

 

8.61. La población de insectos en una laguna centroamericana evoluciona con el paso de x días según la 
siguiente función: 

1
3

000 8000 20
00015

)(
+

++
=

x

x
x

xf  

a) Indica la población que existe al comienzo del período considerado. 

b) Indica la población cuando han pasado 5, 7 y 10 días. 

c) Si la población siguiese la ley indicada de forma indefinida, ¿en qué valor aproximado se estabilizaría? 

a) f(0) = 51,6 ≈ 52 insectos 

b) A los 5 días: f(5) = 12 532 insectos; a los 7 días: f(7) = 13 153 insectos; a los 10 días: f(10) = 13 660 insectos 

c) 

20.000 8000
15000

150003lim 15 000
1 1x

x
x

x→+∞

++
= =  

+
 insectos 

 

8.62. Una empresa que fabrica discos duros externos para ordenadores personales se plantea fabricar un 
mínimo de 200 unidades en un determinado período de tiempo y estima que: 

• Si fabrica esas 200 unidades mínimas, los costes totales de producción ascienden a 4000 €. 

• Por cada 20 unidades que fabrique que superen esas 200 y siempre que no pasen de 900, los costes 
disminuyen en 25 céntimos por unidad fabricada. 

• A partir de esas 900 unidades, los costes por unidad producida vienen dados por la expresión: 

xexf 00154,011)( −+=  

a) Escribe las expresiones de las funciones que determinan los costes totales y por unidad, según el 
número de unidades vendidas. 

b) Indica el dominio de las anteriores funciones. 

c) Estudia la tendencia de las anteriores funciones cuando el número de unidades producidas es muy 
grande. 

a)          

       

 

 

 

 

b) El dominio de ambas es [200, + ∞ ). 

c) Cuando se fabrica un número x muy grande de unidades, los costes por unidad tienden a estabilizarse en 
11 € y los totales, obviamente, crecen indefinidamente.

Costes por unidad: Costes totales: 

0,00154

4000 0,25( 200)
si 200 900

( ) 200 20

11            si 900
u

x

x
x

C x

e x−

− −  ≤ ≤= 
 +     >

 
0,00154

4000 0,25 ( 200)
si 200 900

( ) 200 20

11               si  900
T

x

x x
x x

C x

x xe x−

− − ≤ ≤= 
 + >
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8.63. El tiempo, en segundos, que tarda un atleta en correr 100 metros lisos viene dado por la función: 
xexf −+= 9)(  donde x es el número de días que ha entrenado previamente. Calcula el tiempo que tardará 

en realizar la carrera tras un largo período de entrenamiento. 

 

( ) 99lim =+ −

+∞→

x

x
e  s 

 

PROFUNDIZACIÓN 

8.64. Da una explicación de por qué no existen los siguientes límites: 

a) x
x

senlim
+∞→

  d) 
xx

1
coslim

0→
  

b) 
xx

1
senlim

0→
  e) x

x
tglim

+∞→
   

c) x
x

coslim
+∞→

   f) 
xx

1
tglim

0→
 

 

senx, cosx y tgx oscilan indefinidamente (entre –1 y 1 o entre – ∞  y + ∞ ), de forma que nunca se acercan a 
ningún número ni se hacen muy grandes o muy pequeñas cuando x se hace muy grande (apartados a, c y e). 

De igual forma, no existe y
x yx

senlim
1

senlim
0 +∞→→

= , haciendo y = 
x

1
. Análogamente los apartados b, d y f. 

 

8.65. Pon un ejemplo de dos funciones f(x) y g(x) tales que exista ( )
0

lim ( ) ( )
x

f x g x
→

+ , pero que no exista )(lim
0

xf
x →

 

ni )(lim
0

xg
x →

. 

 







=

x
xf

1
sen)( ; 






−=

x
xg

1
sen)(  f(x) + g(x)=

1 1
sen sen 0

x x

    + − =    
    

 y se verifica el enunciado. 

 

8.66. (TIC) Calcula los siguientes límites. 

a) 
1

1
lim

2

−
−

+∞→ x

x
x

   c) 
1

1
lim

2

1 −
−

+→ x

x

x
 

b) 
1

1
lim

2

−
−

−∞→ x

x
x

   d) 
1

1
lim

2

1 −
−

−→ x

x

x
 

 

a) +∞=+=
−
−=

−
−

+∞→+∞→+∞→
)1(lim

1

1
lim

1

1
lim

22

x
x

x

x

x
xxx

  

b) +∞=+−==
−−
−=

−
−

−∞→−∞→−∞→
)1(lim

)1(

1
lim

1

1
lim

22

x
x

x

x

x
xxx

  

c) 2)1(lim
1

1
lim

1

1
lim

1

2

1

2

1
=+=

−
−=

−
−

+++ →→→
x

x

x

x

x

xxx
  

d) 2)1(lim
)1(

1
lim

1

1
lim

1

2

1

2

1
−=+−=

−−
−=

−
−

−−− →→→
x

x

x

x

x

xxx
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8.67. (TIC) Calcula los límites siguientes. 

a) 
23

2
lim

2

2

++
−+

+∞→ xx

xx
x

  c) 
23

2
lim

2

2

2 ++
−+

−−→ xx

xx

x
 e) 

23

2
lim

2

2

1 ++
−+

+−→ xx

xx

x
 

b) 
23

2
lim

2

2

1 ++
−+

−−→ xx

xx

x
  d) 

23

2
lim

2

2

++
−+

−∞→ xx

xx
x

  f) 
23

2
lim

2

2

2 ++
−+

+−→ xx

xx

x
 

 

a) 1
1

1
lim

)2)(1(

)2)(1(
lim

)2)(1(

)2)(1(
lim

23

2
lim

2

2

=
+
−=

++
+−=

++
+−=

++
−+

+∞→+∞→+∞→+∞→ x

x

xx

xx

xx

xx

xx

xx
xxxx

 

b) 
2

21 1 1 1

2 ( 1)( 2) ( 1)( 2) 1 2
lim lim lim lim

( 1)( 2) ( 1)( 2) 1 03 2x x x x

x x x x x x x

x x x x xx x− − − − −→− →− →− →−

+ − − + − + −  = = = = = −∞ + + − + + ++ +  
 

c) 3
1

3

1

1
lim

)2)(1(

)2)(1(
lim

)2)(1(

)2)(1(
lim

23

2
lim

2222

2

2
=

−
−=

+
−=

++
+−=

++
+−=

++
−+

−−−− −→−→−→−→ x

x

xx

xx

xx

xx

xx

xx

xxxx
 

d) 1
1

1
lim

)2)(1(

)2)(1(
lim

)2)(1(

)2)(1(
lim

23

2
lim

2

2

=
+
−=

++
+−=

++
+−=

++
−+

−∞→−∞→−∞→−∞→ x

x

xx

xx

xx

xx

xx

xx
xxxx

 

e) 
2

21 1 1 1

2 ( 1)( 2) ( 1)( 2) 1 2
lim lim lim lim

( 1)( 2) ( 1)( 2) 1 03 2x x x x

x x x x x x x

x x x x xx x+ + + + +→− →− →− →−

+ − − + − + −  = = = = = −∞ + + + + ++ +  
 

f) 3
1

3

1

1
lim

)2)(1(

)2)(1(
lim

)2)(1(

)2)(1(
lim

23

2
lim

2222

2

2
−=

−
=

+
−=

++−
+−=

++
+−=

++
−+

++++ −→−→−→−→ x

x

xx

xx

xx

xx

xx

xx

xxxx
 

 

8.68. (TIC) Calcula los siguientes límites. 

a) 
xx

xx

x ee

ee
−

−

+∞→ −
+

lim  b) 
xx

xx

x ee

ee
−

−

−∞→ −
+

lim  

a) 1
1

1
1

1

1
1

limlim

2

2
==

−

+
=

−

+

+∞→−

−

+∞→
x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

e

e

e

e

e

e
e

e

e

e

  

b) 
2

2

1
1

1
lim lim lim 1

1 11

x x

x x x x x

x x x xx x x

xx x

e e
e e e e e
e e e e

ee e

−

−

− −→+∞ →+∞ →+∞

+ ++ = = = = −
−− −−

 

 

8.69. (TIC) Calcula el siguiente límite, estudiando previamente los límites laterales: 
xx

xx

x

ee

ee
11

11

0
lim

−

−

→
−

+
 

1
1

1
1

1

1
1

limlimlim

2

2

0

1

1

1

1

1

1

1

1

011

11

0
==

−

+

=

−

+

=

−

+
+++ →−

−

→−

−

→

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
xx

xx

x

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

ee

ee
; 

1 1

1 1 21 1

1 1 1 1 2
0 0 0

1 1

1 1
lim lim lim 1

1
1

x x

x x xx x

x x x
x x x x x

x x

e e

e e ee e

e e e e e

e e

− − −

−

− − −

→ → →− −

− −

+
+ += = = = −

−
− −−

 

Como los límites laterales no coinciden, 
xx

xx

x

ee

ee
11

11

0
lim

−

−

→
−

+
 no existe. 
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8.70. Se considera la sucesión 5, 6, 8, 11, 15, 20, 26, ... 

a) Cuando una sucesión verifica que la sucesión formada por los números que se obtienen al restar a 
cada término el anterior, empezando por el segundo, es una progresión aritmética, se dice que la 
sucesión inicial es una progresión aritmética de segundo grado. Comprueba que la sucesión dada es de 
este tipo. 

b) Las progresiones aritméticas de segundo grado tienen por término general un polinomio en n de 
segundo grado. Halla el término general de la sucesión dada. 

a) La sucesión que se forma al restar a cada término el anterior, empezando por el segundo, es: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, ... 

Efectivamente, es una progresión aritmética de primer término a1 = 1 y de razón d = 1. 

b) an = an2 + bn + c 

=




=+
=+










==++=
==++=

==++=
12

25

13

8393

6242

51

3

2

1

a
ba

ba

acban

acban

acban

5,
2

1
,

2

1
=−== cba . Por tanto, an =

2

1
n2 − 

2

1
n + 5 

 

8.71. Se considera la sucesión 1, 3, 6, 12, 23, 41, ... 

a) ¿Cómo definirías qué es una progresión aritmética de tercer grado? 

Comprueba que la sucesión dada es de este tipo. 

b) ¿Qué forma tienen los términos generales de las progresiones aritméticas de tercer grado? 

Halla el término general de la sucesión dada. 

 

a) Una sucesión es una progresión aritmética de tercer grado cuando la sucesión formada por la diferencia de 
cada término con el anterior es una progresión aritmética de segundo grado. 

Partiendo de la sucesión dada, la sucesión formada por cada término menos el anterior es 2, 3, 6, 11, 18, ... , 
que es una progresión aritmética de segundo grado ya que si se vuelve a restar a cada término el anterior, se 
obtiene 1, 3, 5, 7, ... , que es una progresión aritmética. 

b) dcnbnanan +++= 23 : 







=++
=++

=++











=+++
=+++

=+++
=+++

6737

3519

237

1241664

63927

3248

1

cba

cba

cba

dcba

dcba

dcba

dcba

 

=




=+
=+

 26
3218

1212
a

ba

ba
2,

6

25
,

2

3
,

3

1 −==−== dcba  2
6

25

2

3

3

1 23 −+−= nnnan  

 

8.72. Dada la sucesión definida por recurrencia:  

1
1

1
1 ,

1n
n

a a
a −

= =
+

 

a) Calcula sus primeros términos. 

b) Sabiendo que es convergente, calcula su límite. 

 

a) a1 = 1, a2 =
2

1

11

1 =
+

, a3 =
3

2

2

1
1

1 =
+

, a4 =
5

3

3

2
1

1 =
+

 

b) Como se sabe que la sucesión es convergente: Laa nn == −1limlim  

Por tanto: 
2

51
01

1

1 2 +−==−+
+

= LLL
L

L  

(La solución 
2

51−−=L  no tiene sentido ya que es una sucesión de términos positivos). 



 Solucionario 
 

                                                                      
                             

Solucionario
 

28 

8.73. Dada la sucesión definida por recurrencia:  

11 2,2 −⋅== nn aaa  

a) Calcula sus primeros términos. 

b) Sabiendo que es convergente, calcula su límite. 

a) 















==

==

===

=

168
4

84
3

4
2

1

768321282

12882

8822

2

 a

a

a

a

 

b) Como se sabe que la sucesión es convergente: Laa nn == −1limlim  

Por tanto: ( ) 2020222 22 ==−⋅=−== LLLLLLLLL  

(La solución L = 0 no tiene sentido ya que todos los términos son mayores que 1). 

 

8.74. Calcula los siguientes límites. 

a) 
22

...321
lim

n

n
n

++++
∞→

 

b) 
1

2...8642
lim 2 +

+++++
∞→ n

n
n

 

c) 
1 1 1 2 1 3 1

lim 1 1 1 ... 1
n

n

n n n n n n n n→∞

        + + + + + + + +        
        

 

 

a) 
( ) 2

2 2 2

11 2 3 ... 1
lim lim lim

42 2 2 4x x x

n nn n n

n n n→∞ →∞ →∞

++ + + + += = =
⋅

 

b) 
( )

2 2

2 22 4 6 8 ... 2 2
lim lim 1

21 2 2x x

n nn

n n→∞ →∞

++ + + + + = = =
+ +

 

c) 

1
1 1

1 1 1 2 1 3 1 1 1 2 1 3 1 3
lim 1 1 1 ... 1 lim lim · lim

2 2 2 2x x x x

n
n

n n n nn n
n n n n n n n n n n n→∞ →∞ →∞ →∞

   + + +     + + +           + + + + + + + + = =   = =                   
  

  

 

 

8.75. Halla los siguientes límites: 

a) 





 ++++

∞→ 2222 ...
321

12lim
n

n

nnnx
 

b) 2 2 2 2

1 1 1 1
lim 16 1 1 1 ... 1

2 3 4x n→∞

        − − − −        
        

 

 

a) 6
6

6lim
66

lim2

)1(
12

lim...
321

12lim
2

2

22222
=






 +=

+
=

+

=





 ++++

∞→∞→ nn

nn

n

nn

n

n

nnn xx
 

b) 
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 16(2 1)(2 1)(3 1)(3 1)(4 1)(4 1)....( 1)( 1)
lim 16 1 1 1 ... 1 lim

2 3 4 2 3 4 ...x x

n n

n n→∞ →∞

  − + − + − + − +         − − − − = =          
          

 

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

16 · 1 · 3 · 2 · 4 · 3 · 5 · 4 · 7...( 1)( 1) 16 · 1 · 2 · 3  · 4 ...( 1) ( 1) 16( 1)
lim lim lim 8

22 3 4 ... 2 3 4 ...x x x

n n n n n n

nn n→∞ →∞ →∞

− + − + += = = =  
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RELACIONA Y CONTESTA 

Elige la única respuesta correcta en cada caso: 

8.1. El valor de 






 −
−∞→ 2

22
loglim 2

x

x
 vale: 

A) + ∞  D) 0   

B) −∞   E) El límite no existe. 

C) 1 

 

D) Calculando el límite: 

01log
2

02
log

2

22
loglim 222 ==






 −=







 −
−∞→

x

x
 

 

8.2. El valor de 




 +−

+∞→
axx

x

2lim  es: 

A) + ∞   D) a                 

B) −∞     E) −a 

C) 0  

 

C) Calculando el límite: 

0limlimlim
2

22

2

22

2 =





∞
−=

++

−−=
++






 ++




 +−

=




 +−

+∞→+∞→+∞→

a

axx

axx

axx

axxaxx
axx

xxx
 

 

8.3. Los valores de  
4 42 11614

32
lim

+++

−=
−∞→ xx

x
A

x
  y 

22

12

12
lim

+

−∞→ 







−−
+=

x

x x

x
B  son: 

A)  A = 
2

1
  y B = 0  D) A = −

2

1
  y B = −∞  

B)  A = 
2

1
  y B = + ∞   E) A = −

2

1
  y B = 0 

C) A = 
2

1
  y B = −∞  

 

E) Calculando ambos límites: 

=
+++

−−
=

+++

−
=

+∞→−∞→ 4 424 42 11614

32
lim

11614

32
lim

xx

x

xx

x
A

xx
=

+++

−−

+∞→
4

44

4

22

2 11614

3
2

lim

xx

x

xx

x

x
x

 

2

1

4

2

164

2
4

−=−=
+
−=  

[ ] 0
1

12

12
lim

12

12
lim

2222

=





∞+
=∞+=









−
+=









−−
+= ∞−

+−

+∞→

+

−∞→

x

x

x

x x

x

x

x
B  
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8.4. La función y = f (x) verifica que: 

+∞=
+−→

)(lim
3

xf
x

 2)(lim =
−∞→

xf
x

 

+∞=
−−→

)(lim
3

xf
x

 2)(lim
0

=
→

xf
x

 

5)(lim =
+∞→

xf
x

 
4

lim ( ) 1
x

f x
→

=  

En estas condiciones, su gráfica puede ser: 

A) B) C) D) 

 

 

 

 

 

 

 

E) Ninguna de las gráficas anteriores puede representar a la función y = f(x). 

 

D) Porque en la opción A, −∞=
−−→

)(lim
3

xf
x

, −∞=
+−→

)(lim
3

xf
x

. En la opción B, )(lim
5

xf
x →

 no existe. En la opción C, 

)(lim
5

xf
x →

 no existe y −∞=
+−→

)(lim
3

xf
x

. 

 

8.5. Los valores de a y b que hacen que: 5
12167

lim
23

23

2
−=

−+−
++−

→ xxx

baxxx
x

 son: 

A) a = 8,  b = −12  C) a = −8,  b = 12 E) Ninguna de las anteriores opciones es cierta. 

B) a = 8,  b = 12  D) a = −8,  b = −12 

 

C) 
0

248

12167
lim

23

23

2

ba

xxx

baxxx
x

++−=
−+−

++−
→

. Para que este límite sea finito, es necesario que 4 + 2a + b = 0. 

En este caso, 
0

8

65

2
lim

)65)(2(

)2)(2(
lim

12167
lim

2

2

22

2

223

23

2

a

xx

axx

xxx

axxx

xxx

baxxx
xxx

+
=

+−
+++

=
+−−

+++−
=

−+−
++−

→→→
 a = −8, b = 12. 

Se comprueba que para estos valores el límite vale:
3 2

3 22 2

8 12 6 2 10
lim lim 5

6 14 27 16 12x x

x x x x

xx x x→ →

− − + −= = = −
− −− + −

 

 

Señala, en cada caso, las respuestas correctas: 

8.6. Dada la grafica de f(x): 

A) 2)(lim =
+∞→

xf
x

            D) 
3

lim ( )
x

f x
−→−

= +∞  

B) 6)(lim
2

=
→

xf
x

              E) 0)(lim =
−∞→

xf
x

 

C) 3)(lim
3

=
+−→

xf
x

 

 

A, C, D y E. Observando la gráfica se aprecia que la respuesta no cierta es la B, ya que )(lim
2

xf
x →

 no existe. 

O X

f
Y

1

1

O X

f

Y

2

2

O X

f

Y

2

2

O X

f

Y

2

2

O X

f

Y

1

1
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8.7.  La sucesión an  es convergente y verifica que: nn aa +=+ 11  

  A) Si a1 = 2 entonces la sucesión es monótona decreciente. D) El límite de la sucesión es 1. 

  B) Si a1 = 1 entonces la sucesión es monótona creciente. E) El límite de la sucesión es 
2

51+
 si a1 > 1 y 1 si a1 < 1. 

 C) El límite de la sucesión es 
2

51+
. 

 C) Si 
2

51
011lim 2 +

==−−+==
+∞→

LLLLLLan
x

; A, B) se comprueban con calculadora. 

 

 

Elige la relación entre las dos afirmaciones dadas: 

8.8. Dadas las sucesiones de términos generales respectivos an y bn: 

a) Las dos son convergentes. b) La sucesión de término general cn = an + bn es convergente. 

A) a ⇔  b D) a y b no se pueden dar a la vez. 

B) a  b, pero b/ a E) Ninguna de las dos afirmaciones se puede verificar. 

C) b a, pero a/ b  

B) Si an = (–1)n y bn = (–1)n + 1  0)(lim0 =+=+
∞→ nn

n
nn baba , pero los límites de an y bn no existen. 

 

 

Señala el dato innecesario para contestar: 

8.9. Se quiere obtener el límite 
)(

)(
lim

2 xQ

xP
x −→

 donde P(x) y Q(x) son funciones polinómicas. Se dan los siguientes 

datos: 

a) P(0) = Q(0) = 0 c) El resto de dividir Q(x) entre x + 2 es 0. 

b) El resto de dividir P(x) entre x + 2 es 3. d) El resto de dividir Q(x) entre (x + 2)2 es 2. 

A) Puede eliminarse el dato a. D) Puede eliminarse el dato d. 

B) Puede eliminarse el dato b. E) Los datos no son suficientes para poder calcular el límite. 

C) Puede eliminarse el dato c. 

Son innecesarios los datos a y d, ya que con b y c se puede calcular el valor del límite: 

1

2 2
1

( )( 2) 3( ) 3
lim lim

( ) ( )( 2) 0 0x x

P x xP x

Q x Q x x→− →−

+ +  − = = ∞ + +  
 

Si cogiésemos el dato d en lugar del dato c, no podríamos determinar si la solución es + ∞  o – ∞ .  
 

 

Analiza si la información suministrada es suficiente para contestar la cuestión: 

8.10. Se quiere obtener el límite en el origen de coordenadas de la función f(x) continua en R. Se sabe que: 

a) La función verifica que f (−x) = f (x) para cualquier x. b) 3)(lim
0

=
+→

xf
x

 

A) Cada dato es suficiente por sí solo para hallar el límite.  D) Son necesarios los dos datos juntos. 

B) a es suficiente por sí solo, pero b no. E) Hacen falta más datos. 

C) b es suficiente por sí solo, pero a no. 

C) Por ser continua en todo R, también lo es en x = 0. Por tanto: 3)(lim)(lim)(lim
000

===
+→−→→

xfxfxf
xxx
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 9     Continuidad 

 

ACTIVIDADES INICIALES  

9.I. Dibuja la gráfica de las siguientes funciones. 

a) 

2 si 1

( ) si 1 2

4 si 2

x x

f x x x

x x

+ < −
= − − ≤ ≤
 − >

  

b) 3232)( −+−= xxxf  

 

a) Si x ∈ ( ),  1−∞ − . El segmento de recta pasa por el punto (–2, 0) y se 

acerca al (−1, 1). 

Si x ∈ [ ]1, 2− . El segmento de recta pasa por (–1, 1) y por (2, –2). 

Si  x ∈ ( )2,  + ∞ , el segmento de recta se acerca a (2, –2) y pasa por (4, 0). 

 

b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

9.II. Escribe la expresión algebraica de la función. 

 

3 si 2

1
( ) 2 si 2 4

2
2 8 si 4

x

f x x x

x x

 <
= − + ≤ ≤


− >

 

 

EJERCICIOS PROPUESTOS 

 

9.1. Indica si las siguientes funciones son o no continuas en el punto x = 2. 

a) 






≤+

>−
=

2si10
2

2si13
)(

2

x
x

xx
xf      b) 62)( 2 +−= xxf  

 

a) 1110
2

lim)(lim
22

=





 +=

→→ − x
xf

xx
;  ( ) 1113lim)(lim 2

22
=−=

→→ +
xxf

xx
;  f(2) = 11  

Por tanto, la función es continua en x = 2. 

b) No existe f(2), ya que 268 −=+−  no es un número real. Por tanto, f no es continua en x = 2. 

O X

Y

1

1
f (x)

O X

Y

1

1

f (x)

1

1

O X

Y
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9.2. Señala el mayor conjunto de números reales para los que la función f(x) sea continua en cada uno de 
los siguientes casos. 

a) f(x) = x3 – 2x2 b) 
1

1
)(

−
=

x
xf    c) 1)( += xxf  

 

a) Continua en todo el conjunto de los números reales. 

b) Continua en todo el conjunto de los números reales excepto en x = 1. 

c) Continua en ( )∞+−  ,1  y continua en x = −1 por la derecha. 

 

9.3. Indica el valor o los valores de a, si es que existen, para que la función: f(x) = 
 

si 2

si 2
4

ax a x

x
x

x

+ ≤ −

 > − +

 

a) Sea continua en x = –2. 

b) Presente una discontinuidad evitable en x = –2. 

c) Presente una discontinuidad de salto finito en x = –2. 

d) Presente discontinuidad de salto infinito en x = –2. 

  

 a) 

     







−=+=

−=
+

=

−→−→

−→−→

−

+

aaaxxf
x

x
xf

xx

xx

)(lim)(lim

1
4

lim)(lim

22

22      f (−2) = −a. Por tanto: f es continua en x = −2 si a = 1. 

b) Para ningún valor de a, la función presenta una discontinuidad evitable en x = −2. 

c) Para cualquier valor de a distinto de 1, la función presenta en x = –2 una discontinuidad de salto finito. 

d) Para ningún valor de a, la función presenta una discontinuidad de salto infinito en x = −2. 

 

 

9.4. Estudia la continuidad de las funciones: 

a) 
2

3

2
)(

xx

x
xf

−+
=  c) 5)( 2 −= xxf  

b) ( )1log)( 2 += xxf  d) 322)( −+= xxg  

 

a) ( )( ) ( )2,1012022  −∈<+−<−− xxxxx  

b) 012 >+x  para cualquier x. Por tanto, siempre se puede hallar su logaritmo. La función es continua en R.  

c) ( )2 5 0 ,  5 5,  x x  − ≥  ∈ −∞ − ∪ + ∞   

d) Para cualquier x, 0322 ≥−+ x  y, por tanto, siempre se puede calcular su raíz cuadrada. 

9.5. Dada la función f, represéntala y estudia su continuidad: 













>

≤≤−

−<

=

1si
1

12si

2si2

)( 2

x
x

xx

x

xf  

 

Los tres tramos 2, x2 y 
x

1
 son continuos en su dominio. 

Además, es continua en x = 1 y discontinua, con una discontinuidad de salto 
finito, en x = −2. O X

Y

1

1

f (x)
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9.6. Comprueba que las siguientes funciones cortan al eje X y, en cada caso, establece un intervalo abierto 
donde esté incluido el punto de corte. 

a) f(x) = x3 + 3x2 + 4x − 7 b) f(x) = 2x − cosx 

 

a) Es continua en todo R por ser polinómica: 0)(/)1,0(
07)0(

01)1(
=∈∃





<−=
>=

cfc
f

f
  

b) Es continua en todo R por ser diferencia de funciones continuas en todo R. 

0)(/)1,0(
01)0(

046,154,02)1(
=∈∃





<−=
>=−=

cfc
f

f
  

 

9.7. (TIC) Demuestra que la ecuación x4 + x – 1 = 0 tiene solución positiva. Halla la anterior solución con una 
cifra decimal exacta. 

 

Se considera la función f (x) = x4 + x – 1 que, por ser polinómica, es continua en todo R. 

0)(/)1,0(
01)1(

01)0(
=∈∃





>=
<−=

cfc
f

f
  

(0,5) 0,4375 0
(0,5;  1) / ( ) 0

(1) 1 0

f
c f c

f

= − < 
 ∃ ∈ == > 

 

(0,5) 0,4375 0
(0,5;  0,75) / ( ) 0

(0,75) 0,066 0

f
c f c

f

= − < 
 ∃ ∈ == > 

 

(0,625) 0,22 0
(0,625;  0,75) / ( ) 0

(0,75) 0,066 0

f
c f c

f

= − < 
 ∃ ∈ == > 

 

(0,71875) 0,014 0
(0,71875;  075) / ( ) 0

(0,75) 0,066 0

f
c f c

f

= − < 
 ∃ ∈ == > 

 

La raíz aproximada es x = 0,7. 

 

9.8. (PAU) Dada la función f(x) = lnx: 

a) Comprueba que es continua en el intervalo 



 1 ,

1

n
 para cualquier número natural n. 

b) Halla un intervalo de la forma 



 1 ,

1

n
 en el que haya algún punto donde la función tome el valor −2. 

a) La función f(x) = lnx es continua en todo su dominio ( )∞+ ,0  y, en cualquier intervalo 



 1,
1

 
n

 con n natural. 

b) Para n = 8, 079,2
8

1
ln

8

1 −==





f  y f(1) = ln1 = 0. Aplicando el teorema de los valores intermedios, la función 

toma en 



 1,
8

1
  todos los valores entre −2,079 y 0. En particular, existe un punto donde tome el valor −2. 

 

9.9. Al hacer un recorrido continuo por una carretera con una pendiente muy pronunciada, un ciclista lleva 
una velocidad de 8 km/h cuando pasa por el kilómetro 125 y de 6 km/h cuando pasa por el kilómetro 124. 

a) ¿Existe algún punto entre los dos kilómetros donde el ciclista haya llevado una velocidad de 7 km/h? 

b) ¿Puede asegurarse que no ha habido ningún momento entre los dos puntos donde el ciclista haya 
llevado una velocidad de 20 km/h? 

 

a) Sí, se puede asegurar gracias al teorema de los valores intermedios. 

b) No se puede asegurar que no exista. 
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9.10. (PAU) Dada la función   

2 2 2 si 0
1

( ) 2 si 0 1
2
5

si 1
2

x x x

f x x x

x


 + + ≤
= + < ≤

 >

 

a) Estudia su acotación en los intervalos: [–1, 1], [–2, 2], [–3, 3]. 

b) Estudia si la función toma el valor M = 3 y, en caso afirmativo, indica un intervalo de longitud 1 donde   

haya un punto que verifique esta propiedad. 

 

a) La función es continua en todos los puntos. En el intervalo [–1, 1] la función está acotada. El máximo vale 
2

5
 

y se alcanza en x = 1. El mínimo vale 1 y se alcanza en x = −1. En el intervalo [–2, 2] la función está acotada. El 

máximo vale 
2

5
 y se alcanza en cualquier punto del intervalo [1, 2]. El mínimo vale 1 y se alcanza en x = −1. 

En el intervalo [–3, 3] la función está acotada. El máximo vale 5 y se alcanza en x = −3. El mínimo vale 1 y se 
alcanza en x = −1. 

b) Como f(−3) = 5 y f(−2) = 2, la función toma cualquier valor comprendido entre 5 y 2 en el intervalo [−3, −2] y, 
por tanto, existe algún punto de (−3, −2) donde la función vale 3. 

 

EJERCICIOS 

Continuidad de una función 

9.11. Indica si las siguientes funciones son o no continuas en el punto que se indica. 

a) 
23

12
)(

2

2

+−
+=
xx

x
xf , en x = 2  e) 642ln)( 2 −+= xxxf , en x = 0 

b) 
x

x
xf

232
)(

−−
= , en x = 

2

3
  f) xxf tg)( = , en x = π  

c) )642ln()( 2 −+= xxxf , en x = −3 g) xxf tg)( = , en x = 
2

π
 

d) )642ln()( 2 −+= xxxf , en x = 0 

  

a) No es continua en x = 2 porque f(x) no está definida en x = 2, ya que en dicho punto, el denominador se anula. 

b) Sí, es continua ya que 
4

3

2
2

3

2

3
232

2

3

2

3 ==
⋅−−

=





f  y 

4

3

2

3
232

2

3

)(lim

2

3
=

⋅−−
=

→
xf

x

. 

c) No es continua en x = −3 ya que no existe el logaritmo de cero. 

d) No es continua en x = 0 ya que no existe el logaritmo de los números negativos. 

e) Sí, es continua en x = 0 ya que 6ln6ln)(lim)0(
0

=−==
→

xff
x

. 

f) Sí, es continua en x = π  ya que 0tg)(lim)( =π==π
π→

xff
x

. 

g) No es continua en x = 
2

π
 ya que no existe tg

2

π
. Observa que la tangente es el cociente entre el seno y el 

coseno, que se anula en 
2

π
. 
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9.12. (TIC) Traza la gráfica de las siguientes funciones definidas a trozos, indica su dominio y estudia su 
continuidad, especificando, en su caso, el tipo de discontinuidad. 

a) 








≥−
<<−−

−≤−−

=
1si1

12si1

2si72

)( 2

x

xx

xx

xf   c) 








>−+−

≤≤−

−<−

=

1si24

11si

1si1

)(
2

3

xxx

xx

x

xf  

b) 














>+−
≤≤−

−<+

=
2si6

21si

1si
2

3

2

1

)( 2

xx

xx

xx

xf  

 

a) Es continua en todos los puntos excepto en  

x = 1 donde se presenta un punto de 
discontinuidad no evitable de salto finito. 

 

 

 

 

 

c) 1)(lim
1

−=
+−→

xf
x

, 1)(lim
1

−=
−−→

xf
x

, 1)1( −=−f ; 

1)(lim
1

=
−→

xf
x

, 1)(lim
1

=
+→

xf
x

, 1)1( =f  

La función es continua en 1 y en –1 y, en consecuencia, 
en todo R. 

 

 

b) Es continua en todo el conjunto de los números 
reales. 

 

 

 

 

 

 

 

9.13. Estudia la continuidad de las siguientes funciones estableciendo en cada caso el subconjunto de 
números reales más amplio posible donde la función sea continua. 

a) f(x) = 
4

43
24 ++

+
xx

x
 f) f(x) = 233 +− xx  k) f(x) = )1ln(2 −⋅ xx  

b) f(x) = 
6

12
3

2

−−
−

xx

x
 g) f(x) = 

2

232

+
+−

x

xx
 l) f(x) = 

x

x

ln1+
 

c) f(x) = xxe x cos
2

⋅+−  h) f(x) = 3

1−x

x
 m) f(x) = 

xcos

1
 

d) f(x) = 32
22 +⋅+ xx exe   i) f(x) = xex ⋅  n) f(x) = 

xx sencos21

1
2 −−

 

e) f(x) = 
43

2 2

+−
+
x

xx
 j) f(x) = 

x

x

ln
    

 

a) La función es continua en todos los números reales excepto en aquellos en que se anula el denominador. 


−±−==++

2

151
04 224 xxx No existe ningún real que anule el denominador. 

Por tanto, la función es continua en todo R. 

O X

Y

1

1

f (x)

O X

Y

1

1

f (x)

O X

Y

1

1

f (x)
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b) La función es continua en todos los números reales excepto en aquellos en que se anula el denominador. 

20)32)(2(06 23 ==++−=−− xxxxxx . La función es continua en todo R excepto en x = 2. 

 

c) Continua en todo R ya que es suma y producto de funciones continuas en todo R. 
 

d) Continua en todo R ya que es suma y producto de funciones continuas en todo R. 
 

e) 59434043 ==+=+=+− xxxx  






≠
−≥






≠+−

≥+
5

4

043

04

x

x

x

x
 Es continua en (–4, 5) ∪ (5, + ∞ ). 

Además es continua en x = –4 por la derecha. 
 

f) Sólo existe la raíz cuadrada de los números positivos o nulos. Por tanto: 

−≥≥+≥−+≥+− 2020)1)(2(023 23 xxxxxx La función es continua en (–2, + ∞ ). 

Además, es continua en x = –2 por la derecha. 
 

g)

2 ( 2)( 1)3 2
00

22
22

x xx x
xx

xx

− − − +  ≥≥  + +
  ≠ −≠ − 

La función es continua en (−2, 1) ∪ (2, + ∞ ). Además, es continua en  

x = 1 por la izquierda y en x = 2 por la derecha. 
 

 

h) Las raíces cúbicas están definidas tanto para números positivos como para números negativos. 

La función es continua en todo R excepto en x = 1. 
 

 

i) Continua en todo R ya que es producto de funciones continuas en todo R. 
 

 

 j) 




≠
>






≠
>

1

0

0ln

0

x

x

x

x
Continua en (0, 1) ∪ (1, + ∞ ). 

 

 

k) Continua en todo el dominio de definición del logaritmo neperiano, que, dado que x – 1 > 0 implica que 
x > 1, es, en este caso, el intervalo (1, + ∞ ). 
 

 

l)






≠

>






≠+
>

e
x

x

x

x
1

0

0ln1

0
 Continua en 






 ∞+∪






   ,

11
,0

ee
. 

 

 

m) ≠ 0cos x Continua en todo R excepto en los puntos de la forma π+π= kx
2

 con k entero. 

 

 

n)






−=

=


±==−−=+−+−=+−−
2

1
sen

1sen

4

31
sen01sensen201sensen2201sencos2 222

x

x
xxxxxxx  

Continua en todo R excepto en los puntos 















π+π=

π+π=

π+π=

kx

kx

kx

2
6

11

2
6

7

2
2

 con k cualquier número entero. 
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9.14. (PAU) Calcula el valor o los valores que se deben dar a k para que las siguientes funciones sean 
continuas en todo el conjunto de los números reales. 

a) 






−>+

−≤+
=

2si2

2si1
2

1
)(

2

xkx

xx
xf    

b) 






>−−

≤−
=

1si3

1si2
)(

2

2

xkxx

xkx
xf    

c) 
2 si 3

( )
ln( 2) si 3

x kx x
f x

x x

 + <= 
− ≥

  

d) 






>

≤−
=

− 3si

3si1
)(

9

2

2
xe

xkx
xf

x
  

e) 








=−

≠
−−
+−

=
3si       32

3si
32

65
)( 2

2

xk

x
xx

xx
xf  

  

a) 7)2(21)2(
2

1 2 =+−=+− kk   

Para k = 7: 31
2

1
lim)(lim 2

22
=






 +=

−→−→ −
xxf

xx
, ( ) 372lim)(lim

22
=+=

−→−→ +
xxf

xx
 y f(−2) = 3 por lo que la función es 

continua en x = −2 y, por tanto, en todo R. 

b) 3221 =−−=− kkk   

Para k = 3: ( ) 56lim)(lim 2

11
−=−=

→→ −
xxf

xx
, ( ) 533lim)(lim 2

11
−=−−=

→→ +
xxxf

xx
 y f(1) = −5 por lo que la función es continua 

en x = 1 y, por tanto, en todo R. 

c) 301ln39 −===+ kk   

Para k = −3 : ( ) 03lim)(lim 2

33
=−=

→→ −
xxxf

xx
, 0)2ln(lim)(lim

33
=−=

→→ +
xxf

xx
 y f(3) = 0 por lo que la función es continua 

en x = 3 y, por tanto, en todo R. 

d) 
9

2
119 0 ===− kek   

Para k = 
9

2
: 11

9

2
lim)(lim 2

33
=






 −=

→→ −
xxf

xx
, 1lim)(lim 9

33

2
== −

→→ +

x

xx
exf  y f(3) = 1 por lo que la función es continua en 

x = 3 y, por tanto, en todo R. 

e) 
4

1

1

2
lim

)1)(3(

)3)(2(
lim

32

65
lim)(lim

332

2

33
=

+
−=

+−
−−=

−−
+−=

→→→→ x

x

xx

xx

xx

xx
xf

xxxx
. Por tanto, 

8

13

4

1
32 ==− kk . 

 

9.15. (PAU) Calcula los valores de a y b para que la función

           
     

 

1

2

si 1

( ) si 1 3

2 2 si 3

x

x b x

f x e ax x

x x x

−

+ ≤
= + < <
 − − ≥

 sea continua en 

todo R. 

 

3

1

13

1
23

11 e
ab

ae

aeb −==






=+
+=+

−

−
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9.16. Expresa las siguientes funciones como funciones definidas a trozos y estudia su continuidad. 

a) 2)( −= xxf  d) 
1

)(
2

+
+

=
x

xx
xf   f) 12)( += xexf  

b) 22)( −+= xxxf  e) 
12

)(
++

+
=

x

xx
xf   g) 

422
)(

2

−+
=

xx

x
xf  

c) 12)( ++−= xxxf   

 

a)
2 si 2

( ) 2
2 si 2

x x
f x x

x x

− <= − =  − ≥
 Continua en todo R. 

b)
2 2 si 2 2 si 2

( ) 2 2
2 2 si 2 3 2 si 2

x x x x x
f x x x

x x x x x

− + < +  < = + − =  + − ≥ − ≥ 
  Continua en todo R. 

c) 
2 1 si 1

( ) 2 1 3 si 1 2
2 1 si 2

x x
f x x x x

x x

− +  < −
= − + + =   − ≤ ≤
 −   >

 Continua en todo R. 

d) 
2

( 1)
si 1

si 1( 1)
( )

si 11 ( 1)
si 1

1

x x
x

x xx x x
f x

x xx x x
x

x

+ < − − < −+ − += = =   > −+ +  > − +

 Es continua en todo R excepto en x = −1. 

e) 
0 si 1 0 si 0

( ) 0 si 1 0 2
si 02 1 2 3si 0

3

x xx x
f x x x

xx x xx
x


    < −  ≤+  = =    − ≤ ≤ =   >+ +   +   >

+

 Continua en todo R. 

f) 
2 1

2 1

2 1

si 0
( )

si 0

x
x

x

e x
f x e

e x

− +
+

+

 <= = 
≥

 Continua en todo R. 

g) 

2

2

2

si 0
4( )

2 2 4
si 0, 1

4 4

x
x

x
f x

x x x
x x

x


−       <= = + −  ≥ ≠ −

 La función es continua en todo R excepto en x = 1. 

 

Teorema de Bolzano y teorema de los valores intermedios 

9.17. Comprueba que las siguientes funciones cortan al eje X en al menos un punto, e indica un intervalo de 
extremos de números enteros consecutivos al cual pertenezca dicho punto. 

a) 12)( 234 −+−= xxxxf    

b) 1cos)( +−= xxxf     

c) 16)( −−⋅= xexxf x   

d) 2cos)( 23 +π−+= xxxxf  

 

a) f(0) = −1 < 0, f(1) = 1 > 0  La función corta al eje X en un punto del intervalo (0, 1). 

b) f(1) = cos1 > 0, f(2) = cos2 – 1 < 0  La función corta al eje X en un punto del intervalo (1, 2). 

c) f(2) = 2e2 − 18 < 0, f(3) = 3e3 – 19 > 0  La función corta al eje X en un punto del intervalo (2, 3). 

d) f(−2) = −3 < 0, f(−1) = 3 > 0  La función corta al eje X en un punto del intervalo (−2, −1). 
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9.18. (PAU) Comprueba que las siguientes funciones toman el valor M indicado en algún punto del intervalo 
propuesto. 

a) 5)( 35 +−−= xxxxf ; M = −1 en (−2, −1) 

b) 3)( +⋅= − xexxf ; M = 
2

3
 en (−1, 0) 

c) 2cossen)( +−= xxxf ; M = 3 en (1, 2) 

a) f(−2) = −17, f(−1) = 6. En (–2, –1) toma todos los valores comprendidos entre –17 y 6. En particular, toma el 
valor –1. 

b) f(–1) = 3 – e, f(0) = 3. En (–1, 0) toma todos los valores comprendidos entre 3 – e y 3. En particular, toma el 
valor 1,5. 

c) f(1) = 2,3, f(2) = 3,32. En (1, 2) toma todos los valores comprendidos entre 2,3 y 3,32. En particular, toma el 
valor 3. 

 

9.19. (PAU) Para cada una de las siguientes funciones, y considerando el intervalo señalado, estudia, si es 
acotada, e indica, si es que existen, el valor del supremo, ínfimo, máximo y mínimo. 

a) f(x) = –x2 + 5x – 6 en [1, 3]  d) 
1

12
)(

+
−=

x

x
xf  en [–2, 0] 

b) f(x) = –x2 – 2x – 1 en [−1, 0]  e) 65)( 2 −+= xxxf  en (–3, 0) 

c) 
42

)(
−

=
x

x
xf  en [–2, 1] f) 

x
xf

1
)( =  en (0, 1] 

a) La función es continua en un intervalo cerrado. Por Weierstrass, existe máximo y mínimo. Supremo y máximo 
en x = 2,5 y vale M = 0,25. Ínfimo y mínimo en x = 1 y vale m = −2. 

b) La función es continua en un intervalo cerrado. Por Weierstrass, existe máximo y mínimo. 

Supremo y máximo en x = −1 y vale M = 0. Ínfimo y mínimo en x = 0 y vale m = −1. 

c) La función es continua en un intervalo cerrado. Por Weierstrass, existe máximo y mínimo. 

Supremo y máximo en x = −2 y vale M = 0,25. Ínfimo y mínimo en x = 1 y vale m = −0,5. 

d) La función no es acotada ni superiormente ni inferiormente. Por tanto, no posee ni ínfimo, ni mínimo, ni 
supremo ni máximo. 

e) La función es acotada. Ínfimo y mínimo en x = –2,5 y vale m = −12,25. Sin máximo pero supremo M = −6. 

f) La función no es acotada superiormente pero sí inferiormente. No tiene, pues, supremo ni máximo. El ínfimo y 
mínimo se alcanza en x = 1 y vale m = 1. 

PROBLEMAS 

9.20. Escribe la expresión de una función continua en todo R y tal que coincida con 
1

1
)(

2

4

−
−

=
x

x
xf  en todos los 

puntos del dominio de esta última. 

1
)1)(1(

)1)(1)(1(

1

1 2
2

2

4

+=
+−

++−=
−
−

x
xx

xxx

x

x
. El dominio de f(x) es todo R excepto x = 1 y x = −1. 

La función g(x) = 12 +x  es continua y coincide con f(x) en todos los puntos del dominio de esta última. 

 

9.21. Halla el valor que se debe dar a f (7) para que la función 
7

23
)(

−
−−

=
x

x
xf  sea continua en [3, +∞). 

( )( )
( ) ( ) 4

1

23

1
lim

23)7(

43
lim

23)7(

2323
lim

7

23
lim

7777
=

+−
=

+−−
−−=

+−−
+−−−=

−
−−

→→→→ xxx

x

xx

xx

x

x
xxxx

 

La función 
[ ) ( )3 2

si 3, 7 7 ,
7( )

1
 si 7

4

x
x

xf x

x

 − − ∈ ∪ +∞ −= 
              =

 es continua en [ )∞+ ,3 . 
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9.22. (TIC) a) Comprueba que la ecuación senx − 2x + 3 = 0 tiene una solución en el intervalo (1, 2). 

b) Calcula dicha solución con aproximación a las centésimas. 

a) La función f(x) = senx − 2x + 3 es continua y verifica que: f(1) > 0, f(2) < 0, luego por Bolzano tiene una 
solución en el intervalo. 

b) Como f(1) · f(2) < 0  puede aplicarse el método de la bisección: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La solución aproximada con dos decimales exactos es c = 1,96. 

 

9.23. (PAU) Un equipo de investigación ha estimado que el número de bacterias, en miles, de un cultivo, en 
función del tiempo t que ha pasado desde un instante inicial t = 0 horas, viene dado por la función. 

       

22
1 si 0 3

9( )
4

si 3
1

t t
f t

t
t

t

 + ≤ ≤= 
 >
 +

 

a) Comprueba que la función es continua en todo su dominio. 

b) Haz una representación de la función. 

c) Demuestra que existe algún instante en el que el número de bacterias es de 3500. Da un intervalo de 
tiempo de longitud menor a 30 minutos en el que esté incluido ese instante. 

 

a) 31
9

2
lim)(lim 2

33
=






 +=

→→ −
ttf

tt
, 3

4

12

1

4
lim)(lim

33
==

+
=

→→ + t

t
tf

tt
, f(3) = 3 

La función es continua en t = 3 y, por tanto, en todo su dominio [0, + ∞ ). 

b)  

 

 

 

 

 

 

 

c) 75,35,045,35,3
1

4
5,3 ===+

+
= tttt

t

t
 

En el intervalo ( )min15h7min,45h6 , en t = 7, en el que el número de bacterias es 3,5 miles (3500). 

 

9.24. (TIC) a) Comprueba que la ecuación x3 + 4x2 – 5x – 4 = 0 tiene tres raíces reales. Para eso, estudia el signo 
de la función en algunos valores enteros. 

b) Calcula tres intervalos de longitud 1 en los que estén incluidas las raíces. 

 

a) f(−5) = −4, f(−4) = 16, f(−1) = 4, f(0) = −4, f(1) = −4, f(2) = 10 

b) La función tiene raíces en los intervalos (−5, –4), (−1, 0) y (1, 2). 

 Intervalo [ an, bn] Punto medio 
Paso an bn cn 

Valor de f (cn) 

1 1 2 1.5 0,9975 
2 1,5 2 1,75 0,4840 
3 1,75 2 1,875 0,2041 
4 1,875 2 1,9375 0,0585 
5 1,9375 2 1,9687 -0,0156 
6 1,9375 1,9687 1,9531 0,0216 
7 1,9531 1,9687 1,9609 0,0031 
8 1,9609 1,9687 1,9648 0,0062 

O X

Y

1

1

f (x)
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9.25. Para hacer un adorno con forma de cono, se quiere recortar en una cartulina un 
sector circular de 50 cm de perímetro, contando los lados rectos y el arco. Se 
quiere saber qué longitud deben tener los lados rectos para que el área sea 
máxima. Escribe la función que determina el área en función del radio y estudia su 
acotación. 

Si el ángulo de sector es α  radianes  el perímetro del sector circular es 

x

x
xxP

250
502

−=α=+⋅α= . 

El área del sector es 2
22

25)25(
2

250

2
xxxx

x

x

xx
S −=⋅−=⋅−=α= . 

El máximo de esta función se alcanza en el vértice de la parábola. Es decir, en x = 12,5 cm. 

PROFUNDIZACIÓN 

9.26. Representa gráficamente la función y estudia su continuidad: 
 

 
si 1

( )
1 si 1
x x

f x
x

 ≤
=  >

 

1 si 1
( ) si 1 1

1 si 1

x
f x x x

x

   < −
=       − ≤ ≤
 >

  

Es discontinua en x = −1 ya que: 

)(lim11)(lim
11

xfxf
xx −+ −→−→

=≠−=  y continua en los demás números reales. 

 

9.27. Se considera una función f(x) continua en [a, b] y que verifica que f(a) · f(b) < 0. El teorema de Bolzano 
asegura que existe un punto x = c ∈ (a, b) tal que f(c) = 0. Mediante el método de la bisección, se 
construye la sucesión de intervalos encajados: [a, b] = [a1, b1] ⊃  [a2, b2] ⊃ …. ⊃  [an, bn] ⊃ …. con la 
ayuda de los puntos medios cn. 

 a) Comprueba que, cuando se ha dado un paso en el método de la bisección, se verifica que: 

21
ab

cc
−<−  

b) Comprueba que, cuando se han dado dos pasos en el método de la bisección, se verifica que 

42
ab

cc
−<−  y cuando se han dado tres 

83
ab

cc
−<− . 

c) ¿Qué relación se verifica entre cn y c cuando se han dado n pasos en el método de la bisección? 

d) ¿Cuántos decimales exactos se obtienen al considerar cn como aproximación de la solución de la 
ecuación f(x) = 0, si el intervalo es [a, b] = [1, 2] y se han dado 10 pasos en el método de la bisección? 

e) ¿Cuántos pasos es necesario dar para asegurar cuatro decimales exactos en las condiciones del 
apartado d? 

a) c1 es el punto medio de a y b. Por tanto, la distancia entre c1 y la raíz c es menor que el radio del intervalo que 

es 
2

ab −
. Es decir, 

21
ab

cc
−<− . 

b) c2 es el punto medio de a2 y b2. Por tanto, la distancia entre c2 y la raíz c es menor que el radio del intervalo 

que es 
42

22 abab −=
−

. Es decir, 
42

ab
cc

−<− . 

c3 es el punto medio de a3 y b3. Por tanto, la distancia entre c3 y la raíz c es menor que el radio del intervalo que 

es 
3

33

22

abab −=
−

. Es decir, 
83

ab
cc

−<− . 

c) Razonando de forma análoga, 
nn
ab

cc
2

−<− . 

d) 00098,0
2

1

2

12

2 1010
==−=−<−

nn
ab

cc . Lo cual quiere decir que hay tres decimales exactos. 

e) 1429,13
2log

4
42log42log1log10log

2

12
log10

2
44 ==>>−<−<






 −

<− −− nnnn
ab

nn
 

x

x l

O X

Y

1

1



 
 

                                                                        Solucionario    
  

43 

 
9.28. Estudia la continuidad de las funciones siguientes. 

a) 






=

≠
=

0si0

0si
1

sen
)(

x

x
xxf  b) 







=

≠⋅
=

0si0

0si
1

sen
)(

x

x
x

x
xf  

a) 
xx

1
senlim

0→
 no existe ya que cuando x se hace muy próximo a cero, 

x

1
 se hace muy grande. Sin embargo, 

por muy grande que se haga el ángulo, el seno sigue oscilando indefinidamente entre –1 y 1 y no se acerca a 
ningún valor fijo. Por tanto, la función es discontinua en x = 0. 

b) 
0

1
lim sen 0
x

x
x→

=  ya que cuando x se acerca a 0, y aunque sen
x

1
 oscile entre –1 y 1, al multiplicar el valor de 

sen
x

1
 por un valor cada vez más pequeño, el resultado es cada vez más pequeño.  

La función es continua en x = 0. 

RELACIONA Y CONTESTA 

Elige la única respuesta correcta en cada caso:     

9.1.  Los valores de a y b para que la función 

   
2

2 5 si 5 3
( ) 2 si 3 2

log si 2 3b

x ax x
f x x

x x

 − − − < < −


= − − ≤ ≤
 < <

sea continua en todo su  

 dominio son: 

A) a = 2    b = −2  D) a = 2    b = 2 

B) a = −2  b = 2  E) La función es continua en todo su dominio. 

C) a = −2  b = −2 

La respuesta correcta es C. 

Para que sea continua, los límites laterales en x = –3 y x = 2 deben coincidir y ser iguales al valor de la función 
en el punto. 

En x = –3, 9 + 3a – 5 = –2, luego a = –2 y en x = 2, – 2 = log2 2
b que se verifica para b = –2. Por tanto, la 

respuesta válida es C. 
 

9.2. El valor de k para que la función f (x) = 

             

2

si 1
1

si 1

x
x x

x
k x


 − ≠ −
 +
 = −

 sea continua en todo R es: 

A) k = −1  D) Para cualquier valor de k, la función es continua en R. 

B) k = 1  E) No existe ningún valor de k que haga continua la función en todo R. 

C) k = 0 

E) No es continua para ningún k pues en x = –1, los límites laterales se van al infinito, pues queda 0 en el 
denominador de la fracción. 

 

9.3. La función f(x) = 
3

62

−
−−

x

xx
 

A) Es continua en x = 3.  

B) Presenta una discontinuidad evitable en x = 3.   

C) Presenta una discontinuidad de salto finito en x = 3.  

D) Presenta una discontinuidad de salto infinito en x = 3.  

E) Ninguna de las anteriores opciones es cierta. 

B) En x = 3, la función no está definida, pero tomando límites: 

5
3

)3)(2(
lim

0

0

3

6
lim

3

2

3
=

−
−+==

−
−−

−− →→ x

xx

x

xx

xx
 y 5

3

)3)(2(
lim

0

0

3

6
lim

3

2

3
=

−
−+==

−
−−

++ →→ x

xx

x

xx

xx
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9.4. La función f es continua en [−2, 3] y verifica que f (−2) = 6 y f (3) = 4. 

A) La ecuación f(x) = 0 tiene, por lo menos, una solución en [−2, 3]. 

B) La ecuación f(x) = 0 no tiene solución en [−2, 3]. 

C) La ecuación f(x) = 5 tiene, por lo menos, una solución en [−2, 3]. 

D) La ecuación f(x) = 5 no tiene solución en [−2, 3]. 

E) Ninguna de las respuestas anteriores es cierta. 

 

C) Dado que f es una función continua en un intervalo cerrado y toma los valores 4 y 6 en sus extremos, 
podemos asegurar por el teorema de los valores intermedios que f toma en ese intervalo todos los valores 
comprendidos entre 4 y 6, por tanto, en particular, tomará el valor 5. 

Las respuestas A y B no son válidas porque no podemos garantizar que tome el valor 0 en este intervalo por no 
ser intermedio entre el 4 y el 6. 

 

9.5. La función cuya gráfica es: 

A) Es continua en x = −1. 

B) Es continua por la derecha en x = −1. 

C) Es continua por la izquierda en x = −1. 

D) Es continua por la derecha y por la izquierda en x = −1. 

E) No es continua ni por la izquierda ni por la derecha en x = −1. 

 

C) Pues existe el límite por la izquierda y coincide con el valor de la 
función en el punto. 

No es continua por la derecha por no coincidir el límite lateral derecho con el valor de la función. 

 

Señala, en cada caso, las respuestas correctas: 

9.6. La ecuación x5 + ax3 + b = 0: 

A) Tiene, al menos, una solución. 

B) Tiene, al menos, dos soluciones. 

C) Puede no tener solución. 

D) Puede tener sólo una solución. 

E) Puede tener más de una solución. 

A, D y E. Por tener grado impar sus límites en ±∞  son ±∞ , respectivamente, y por ser además continua, la 
función debe cortar al menos una vez al eje de abscisas, es decir tener una solución. Puede que sólo lo corte 
una vez o puede que lo corte hasta 5 veces, dependerá de si las soluciones son reales o complejas. 

 

 

9.7. A la vista de la gráfica de la siguiente función, se 
puede afirmar que: 

A) Tiene una discontinuidad evitable en x = −1. 

B) Tiene una discontinuidad de salto finito en x = −1. 

C) Tiene una discontinuidad de salto infinito en x = 2. 

D) Tiene una discontinuidad de salto finito en x = 9. 

E) Es continua por la derecha y por la izquierda en x = 15. 

B, C, y D. La discontinuidad en x = –1 no es evitable porque el límite por la derecha no coincide con el límite por 
la izquierda, y sí es de salto finito porque los límites laterales se diferencian en 4 unidades. 

En x = 2, tiene una discontinuidad de salto infinito, pues el límite por la derecha es + ∞ . 

En x = 9, tiene una discontinuidad de salto finito porque los límites laterales se diferencian en 4 unidades. 

Y finalmente, en x = 15 es continua por la derecha pero no por la izquierda. 

1

1

O X

Y

1

1

O X

Y
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Elige la relación correcta entre las dos afirmaciones dadas:   

9.8. El dominio de la función f es el intervalo [3, 7] y es continua en dicho dominio. 

a) f(x) = 0 tiene una raíz en el intervalo (3, 7). b) f(3) · f(7) < 0. 

A) a es equivalente a b. 

B) a implica b pero b no implica a. 

C) b implica a pero a no implica b. 

D) a y b no se pueden dar a la vez. 

E) Ninguna de las dos afirmaciones se puede verificar. 

 

C) Es clara por el teorema de Bolzano, que asegura al menos una raíz si hay cambio de signo en los extremos. 

A y B no son correctas, porque por ejemplo la función constante 0 verifica a, pero no b. 

Finalmente, la D sería un contraejemplo del teorema de Bolzano. 

 

Señala el dato innecesario para contestar:    

9.9. Se desea estudiar si la ecuación f(x) = 6 tiene o no solución en el intervalo [−3, 3], y para ello se dan los 
siguientes datos: 

a) El dominio de la función es todo R.  c) 2 < f(−3) < 4 

b) f es continua en [−3, 3].  d) 8 < f(3) < 10 

A) Puede eliminarse el dato a. 

B) Puede eliminarse el dato b. 

C) Puede eliminarse el dato c. 

D) Puede eliminarse el dato d. 

E) No puede eliminarse ningún dato. 

 

A) Para el teorema de los valores intermedios basta que la función sea continua en el intervalo cerrado (por 
tanto, su dominio se puede reducir a ese intervalo) y que tome ciertos valores en los extremos, de manera que 
el valor que buscamos resulte ser uno intermedio entre aquellos. 

Por tanto, las respuestas C y D no son válidas al eliminar los valores extremos que hacen que el 6 sea, en 
cualquiera de los rangos que admiten, un valor intermedio. 

 

Analiza si la información suministrada es suficiente para contestar la cuestión: 

9.10. Para demostrar que los únicos puntos donde la función y = f(x) puede cambiar de signo son x = −2, x = 0 
y x = 1, se afirma que: 

 a) f es una función polinómica de tercer grado. b) Se verifica que f(−2) = f(0) = f(1) = 0 

 

A) Cada afirmación es suficiente por sí sola. 

B) a es suficiente por sí sola, pero b no. 

C) b es suficiente por sí sola, pero a no. 

D) Son necesarias las dos juntas. 

E) Hacen falta más datos. 

 

D) a es necesaria pues indica que f puede tener como máximo tres raíces y, por tanto, tres lugares de cambio 
de signo y b es necesaria para concretar los puntos en los que se cambia el signo. 
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 10  Derivadas 

ACTIVIDADES INICIALES 

10.I. Dada la función f(x) = 2 3 1x x− + : 

a) Calcula las rectas secantes que pasan por los puntos A(3, 1) y B(5, 11), y por A y C(4, 5), 
respectivamente. ¿Cuáles son sus pendientes? 

b) Calcula 
3

( ) (3)
lim

3b

f b f

b→

−
−

. 

c) Halla la ecuación de la recta tangente en A(3, 1). 

a) La recta que pasa por esos puntos tiene pendiente 5
35

111 =
−
−=m , luego su ecuación es ( )1 5 3y x− = − ; 

145 −= xy . La recta que pasa por esos puntos tiene pendiente 4
34

15 =
−
−=m , luego su ecuación es  

( )1 4 3y x− = − ; Es decir, y = 4x – 11. 

b) 
( )2

3 3 3

3( ) (3) 3 1 1
lim lim lim 3

3 3 3b b b

b bf b f b b

b b b→ → →

−− − + −= = =
− − −

. 

c) La pendiente de dicha recta es 3 pues es 
3

)3()(
lim

3 −
−=

→ b

fbf
m

b
. Así pues, la ecuación de la recta tangente es 

y – 1 = 3 (x – 3). Esto es, y = 3x – 8. 

 

10.II. La función 5( ) 1f x x x= + +  admite función inversa 1f − . Utiliza la calculadora para aproximar 1(10)f − . 

Como 1( (10)) 10f f − = , se busca x con 5 51 10; 9x x x x+ + = + = . La solución está entre 1 y 2. 

Haciendo una tabla de valores, se tiene: 

1,6 1,5 1,7 1,45 1,49 

3,0858 0,9375 –2,2218 –1,14 –0,1666 

Así pues, la solución buscada está entre 1,49 y 1,50, luego x = 1,49… 

 

10.III. Calcula la inversa de 
2 1

( )
3

x
f x

+
=  y dibuja las gráficas de f  y 1f − . Comprueba que ( )1 ( )f f x x− =  y 

que ( )1 ( )f f x x− = . 

Para calcular la inversa se escribe 
2 1

3

x
y

+=  y se despeja x:  1 3 1
( )

2

x
f x− −= . 

( )1

3 1
2 1

3 1 2
( )

2 3

x
x

f f x f x−

−  + −   = = = 
 

 ; ( )1 1

2 1
3 1

2 1 3
( )

3 2

x
x

f f x f x− −

+  − +   = = = 
 

  

 

10.IV. Dadas 
2

( )
3

g x
x

=
−

 y 
1

( )
2

f x
x

=
−

, calcula: 

a) ( f g )(x) y su dominio b) ( g f )(x) y su dominio 

a) ( )D f = R { }2−  y ( )D g = R { }3− , 
2 1 3

( )( )
23 8 22

3

x
f g x f

x x
x

− = = =  − −  −
−

 ( ) { }3, 4D f g R= −  

b) 
( )2 21

( )( )
2 7 3

x
g f x g

x x

− = = − − 
 , g f  está definida si x ≠ 7

3
 y si f lo está, x ≠ 2 ( ) 7

2,
3

D g f R
  = −  
 

 . 

1

1

O X

Y

y = 2x  + 1
 3

y = 3x  – 1
 2

y = x
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EJERCICIOS PROPUESTOS 

10.1.  Aplicando la definición de derivada, decide si las siguientes funciones son derivables en los puntos 
indicados y calcula, si existe, la derivada. 

a) f (x) = x3, en  x = 1 c) f(x) = 2x + , en x = 2 

b) f (x) = sen x, en x = 0 d) f(x) = x |x|, en x = 0 

 

a)  

 

b) 
0 0

( ) (0) sen
(0) lim lim 1

h h

f h f h
f

h h→ →

−′ = = =  

 

c)  

 

d) Se expresa f(x) como una función definida a trozos: 

2

2

( ) si 0 si 0
( )

si 0 si 0

x x x x x
f x

x x x x x

 −     ≤ −    ≤ = =           >     > 
 

2

0
20

0

lim 0
( ) (0)

'(0) lim

lim 0

h

h

h

h
f h f hf

h h

h

−

+

→

→

→

 − =− = = 
 =

 

Luego (0) 0f ′ =  

 
10.2.  Estudia si las siguientes funciones son derivables en los puntos indicados. 

a) f (x) = 
2 si 0

3 si 0

x x

x x

 ≤
 >

 ,en a = 0 b) f(x) = 
2

3

2 si 1

3 si 1

x x

x x x

 + ≤


− + >
, en a = 1 c) f(x) = 

2 si 1

2 si 1

x x

x x

 ≤
 >

, en a = 1 

En todos los casos se comienza estudiando si la función es continua en a, ya que si no lo es, no será derivable. 

a) 

2

0

0

0

lim 0
( ) (0)

(0) lim
3

lim 3

h

h

h

h
f h f hf

h h

h

−

+

→

→

→


=− ′ = = 

 =

Luego no existe el límite, por tanto, la función no es derivable en a = 0. 

b) 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

0 0

3 20

0 0

1 2 3 2
lim lim 2

(1 ) (1)
(1) lim

3 21 1 3 3
lim lim 2

h h

h

h h

h h h
f h f h hf

h h h hh h

h h

− −

+ +

→ →

→

→ →

 + + − +
= =+ − ′ = = 

+ ++ − + + − = =

  Luego (1) 2f ′ = . 

c) En este caso la función no es derivable en a = 1 pues no es continua en a = 1.  

 

10.3. Calcula el área del triángulo formado por el eje vertical y las rectas tangente y normal a la curva  

f (x) = 
1

x
 en el punto de abscisa 1, previa deducción del número f '(1). 

( )0 0 0

1
1(1 ) (1) 1(1) lim lim lim 1

1h h h

f h f hhf
h h h h→ → →

−+ − −+′ = = = = −
+

 

La recta tangente tiene pendiente m = –1 y pasa por el punto A(1, f(1)) =  
= A(1, 1), luego su ecuación es y = –x + 2 y la recta normal en A(1, 1) tiene 
pendiente m’ = 1, luego su ecuación es y = x. 

Hay que calcular el área del triángulo rectángulo de la figura cuyos vértices 
son O(0, 0), A(1, 1) y B(0, 2), por tanto, el área es 1 u2.

( ) ( )
3

33
lim

33
lim

11
lim

)1()1(
lim)1(

2

0

23

0

3

00
=++=++=−+=−+=′

→→→→ h

hhh

h

hhh

h

h

h

fhf
f

hhhh

( ) 4

1

24
lim

24

2424
lim

24
lim

)2()2(
lim)2(

0000
=

++
=

++
++⋅−+=−+=−+=′

→→→→ hh

h

h

h

h

h

h

h

h

fhf
f

hhhh

1

1

O X

Y

y = – x + 2

y = x

1
x y =
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10.4. La tangente a la curva y = f(x) en el punto P(2, f(2)) pasa también por el punto Q(−3, 0). 

Sabiendo que f '(2) = 
1

2
, calcula f(2). 

La ecuación de la recta que pasa por Q con pendiente 
2

1
es 

2

3

2

1 += xy  y, como la recta pasa por el punto, 

P
5

2,
2

 
 
 

, f(2) =
5

2
. 

 

 

10.5. Esboza las gráficas de y = f '(x), y = f ''(x) para una función f: (0, +∞) → R cuya 
gráfica es la de la figura. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10.6. Si f'(x) = |x − 3|(x − 3), decide si existen los números f''(0) y f''(3). 

Se expresa f(x) como una función definida a trozos: 

{ ( )2

2

( 3)( 3) si 3 3 si 3( )
( 3)( 3) si 3 ( 3) si 3

x x x x xf x
x x x x x

− + − ≤ − − ≤= = − − > − >
 

Se estudia qué ocurre con f '(3): 

( )f x′ { 2( 3) si 3
2 ( 3) si 3

x x
x x

− − <= ⋅ − >

2

0
20

0

lim 0(3 ) (3)
(3) lim

lim 0

h

h

h

h
f h f hf

hh
h

−

+

→

→

→

 − =+ − ′ = = 
 =


. 

Así pues ( ){ 2 3 si 3( ) 2 3
2( 3) si 3

x xf x x
x x

− − ≤′ = = −
− >

 que, como ya se sabe, no es derivable en x = 3, pues  

0

0

0

2
lim 2(3 ) (3)

(3) lim
2

lim 2

h

h

h

h
f h f hf

hh
h

−

+

→

→

→

− = −′ ′+ −′′ = = 
 =


 

Si x ≠ 3, { 2 si 3( )
2 si 3

xf x
x

− <′′ = > . Luego (0)f ′′ = –2.

O X

f
Y

5

5

1

1

O X

Y

f’ f’’

1

1

O X

Y
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10.7. Dada la función: 
2 2 1 si 0

( )
2 1 si 0

x x x
f x

x x

 + − ≤
=  − >

. Calcula, si existen, f '(–2), f ''(2), f '(0), f ''(0), f '(3) y f ''(3). 

Si x < 0 
( )2 2

0 0

( ) 2( ) 1 2 1( ) ( )
( ) lim lim 2 2

h h

x h x h x xf x h f x
f x x

h h→ →

+ + + − − + −+ −′ = = = +  y 

( )
0 0

2( ) 2 2 2( ) ( )
( ) lim lim 2

h h

x h xf x h f x
f x

h h→ →

+ + − +′ ′+ −′′ = = =  

Se sabe que f’(–2) = –2 y ( 2) 2f ′′ − =  . 

 

Si x > 0 
( )

0 0

2( ) 1 2 1( ) ( )
( ) lim lim 2

h h

x h xf x h f x
f x

h h→ →

+ − − −+ −′ = = =  y, por tanto, f ’’(x) = 0  

Así pues, {2 2 si 0( )
2 si 0

x xf x
x

+ <′ = > f’(3) = 2 y (3) 0f ′′ = . 

 

Para calcular las derivadas en x = 0 se observa primero si f y f’ son continuas allí y se calculan los límites 
laterales: 

( )

( )

2

0 0

0 0

2 1 1( ) (0)
lim lim 2

(0) : así pues (0) 2
2 1 1( ) (0)

lim lim 2

h h

h h

h hf h f

h hf f
hf h f

h h

− −

+ +

→ →

→ →

 + − − −− = =′ ′ = − − −− = =


 

( )
0 0

0 0

2 2 2( ) (0)
lim lim 2

(0) : así pues no existe (0)
( ) (0) 2 2

lim lim 0

h h

h h

hf h f

h hf f
f h f

h h

− −

+ +

→ →

→ →

+ −′ ′ − = =′′ ′′ ′ ′− − = =


 

 

 

10.8. ¿Existe alguna derivada lateral para f en x = 1? f (x) = 
2 si 1

2 si 1

x x x

x x

 + ≤
 + >

 

2

0 0

(1 ) (1) (1 ) (1 ) 2
(1 ) lim lim 3

h h

f h f h h
f

h h− −

−

→ →

+ − + + + −′ = = =  

0 0

(1 ) (1) (1 ) 2 2
(1 ) lim lim

h h

f h f h
f

h h+ +

+

→ →

+ − + + −′ = =  por tanto, se deduce que no existe. 

 

 

10.9. Calcula las derivadas laterales en x = 0 de la función: f (x) = 

2

2

si 0

1 si 0
2

x x x

x
x

 + ≤



+ >

 ¿Es f derivable en x = 0? 

2

0 0

( ) (1)
(0 ) lim lim 1

h h

f h f h h
f

h h− −

−

→ →

− +′ = = =  

2

2

0 0 0

1 0( ) (0) 22(0 ) lim lim lim
2h h h

h
f h f h

f
h h h+ + +

+

→ → →

+ −− +′ = = = = +∞  

Luego la función no es derivable en x = 0.
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10.10. Dada la función: 

2

2

si 2

4( 1) si 2 0
( )

3 4 si 0 2

12 1 si 2

x x

x x
f x

x x

x x

 < −
− + − ≤ ≤= 

− < ≤
 + >

 

 Calcula las derivadas laterales en x = –2, x = 0 y x = 2. ¿La función es derivable en dichos puntos? 

En x = 0 

( )
0 0 0

4 1 4( ) (0) 4
(0 ) lim lim lim 4

h h h

hf h f h
f

h h h− − −

−

→ → →

− + +− −′ = = = = −  

2

0 0 0

( ) (0) 3 4 4
(0 ) lim lim lim 3 0

h h h

f h f h
f h

h h+ + +

+

→ → →

− − +′ = = = = , luego la función no es derivable en x = 0. 

 

En x = –2 

( ) ( )2

0 0 0

2 4 4( 2) ( 2)
( 2 ) lim lim lim 4

h h h

h h hf h f
f

h h h− − −

−

→ → →

− − −− − −′ − = = = = −  

0 0 0

( 2) ( 2) 4( 1) 4( 2 1) 4
( 2 ) lim lim lim 4

h h h

f h f h h
f

h h h+ + +

+

→ → →

− − − − − + − + −′ − = = = = − , luego la función es derivable en x = –2 y 

( 2)f ′ −  = –4. 

 

En x = 2 
2 2

0 0 0

( 2) (2) 3( 2) 4 8 3 12
(2 ) lim lim lim 12

h h h

f h f h h h
f

h h h− − −

−

→ → →

+ − + − − +′ = = = =  

0 0 0 0

( 2) (2) 12( 2) 1 8 12 24 1 8 12 17
(2 ) lim lim lim lim

h h h h

f h f h h h
f

h h h h+ + + +

+

→ → → →

+ − + + − + + − +′ = = = = = +∞ , luego la función no 

es derivable en x = 2. 

 

10.11. Encuentra la abscisa de los puntos de la curva y = 
3

2 1
3

x
x x− + +  en el que la tangente sea paralela a la 

bisectriz del primer cuadrante. 

Se buscan puntos en los que la pendiente de la recta tangente sea 1. Para ello se iguala la derivada a 1. 

2( ) 3 2 1 1f x x x′ = − + =  si x = 0 ó si x =
2

3
 

 

10.12. ¿Hay algún punto en la gráfica de  f (x) = 
2 1

x

x −
 con tangente horizontal? 

Se buscan puntos en los que la pendiente de la tangente sea 0: 
( )

( ) 0
1

21
)(

22

2

=
−

⋅−−=′
x

xxx
xf , como 012 =−− x  

no tiene soluciones reales, no hay ningún punto con tangente horizontal. 

 

10.13. Calcula la derivada de las siguientes funciones: 

a) ( ) ( )3 2( ) 1 3 4f x x x x= − − +  b)
5

4 2
( )

1

x
f x

x x
=

+ +
 c) 4 3 2( ) ( 3 2 1)(2 1)( 3 4)f x x x x x x x= + + − + − +  

a) ( ) ( ) ( ) ( )2 32( ) 3 1 3 4 1 6 1f x x x x x x′ = − − + + − −  

b) 
( ) ( )

( )
4 4 2 5 3

24 2

5 1 4 2
( )

1

x x x x x x
f x

x x

+ + − +
′ =

+ +
 

c) 3 2 2 4 3 2 4 3( ) (4 9 2)(2 1)( 3 4) 2( 3 2 1)( 3 4) ( 3 2 1)(2 1)(2 3)f x x x x x x x x x x x x x x x x′ = + + + − + + + + − − + + + + − + −

50 



 

                                                                        Solucionario      

 
10.14. Copia y completa la siguiente tabla: 

 

 

 

 

 

 

 

10.15. Sean f(x) = x3− x  y g(x) = 3x. Calcula: 

a) ( ) '(1)g f  b) ( ) '(0)g f  c) ( ) '(1)f g  d) ( ) '(10)f g  

Calculando las derivadas de ambas funciones: f’(x) = 3x2 – 1 y g’(x) = 3 

a) ( ) '(1)g f  = g’(f(1))f ’(1) = 3 · 2 = 6 

b) ( ) '(0)g f  = g’(f(0))f ’(0) = 3 · ( –1) = –3        

c) ( )'(1)f g = f ’(g(1)) g’(1) = 26 · 3 = 78 

d) ( ) '(10)f g = 2699 · 3 = 8097 

 

10.16. Comprueba, utilizando la derivada de la función inversa, que la derivada de la función ( )f x x=  es la 
que ya conoces. 

Como 1 2( )f x x− =  y ( )1 '( ) 2f x x− = , se tiene que 1( )( )x f f x−=  . Derivando, se obtiene:  

( ) ( )1 11 ( ) '( ) ' · '( ) 2 · '( )f f x f x f x x f x− −= = = , luego 1 2 · '( )x f x=  por lo que 
1

'( )
2

f x
x

=  

 

10.17. Calcula la ecuación de la tangente a la curva 5y x=  en el punto de abscisa 32, previa deducción de la 
derivada de dicha función. 

Como 1 5( )f x x− =  y ( )1 4'( ) 5f x x− = , se tiene que 1( )( )x f f x−=  . Derivando se obtiene: 

( ) ( ) 551 1 41 ( ) '( ) ' · '( ) 5 · '( )f f x f x f x x f x− −= = = , luego 5 41 5 · '( )x f x=  por lo que 
5 4

1
'( )

5
f x

x
= . 

Por tanto, la ecuación de la recta tangente buscada es 
1 8

'(32)( 32) (32)
80 5

y f x f x= − + = + . 

 
10.18.  Calcula en cada caso, el valor de a: 

a) f '(2) = 3        f–1(0) = 2        (f –1)'(0) = a 

b) f '(–1) = 4  f–1(4) = –1 (f–1)'(4) = a 

c) f '(5) = a  f–1(3) = 5 (f–1)'(3) = 6 

a) (f–1)’(0) = 
3

1

)2('

1

))0(('

1
1

==− fff
     

b) (f –1)’(4) =
4

1

)1('

1

))4(('

1
1

=
−

=− fff
   

c) f ’(5) = f ’(f –1 (3)) = 
6

1

)3()'(

1
1

=−f

x f(x) g(x) f'(x) g'(x) ( )( )f g x ( ) ( )f g x′

0 1 1 2 5 4 0 

1 4 3 0 1 2 4 

2 −1 2 −1 3 –1 –3 

3 2 0 4 2 1 4 
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10.19. Calcula la derivada en 11x =  de la inversa de la función f(x) = x3. 

La función inversa de f es 31( )f x x− = . Teniendo en cuenta que f '(x) = 3x2, se obtiene: 

( ) ( )
3

1
21

3

1 1 11
( ) (11)

33(11) 3 11
f

f f
−

−
′ = = =

′
 

 

 

10.20. Obtén la ecuación de la tangente a la curva y = e2x+1 en el punto de abscisa 
1

2
− . 

1
2 1

21
2 2

2
f e

 − + 
  ′ − = = 

 
, y 

1

2
f

− 
 
 

 = 1; por tanto, la ecuación de la recta tangente es 
1

2 1
2

y x = + + 
 

, y = 2x+2. 

 

10.21. ¿Existe algún punto en la curva y = 
3 1x xe + + con tangente horizontal? 

Se iguala la derivada a 0: ( ) 32 1( ) 3 1 0x xf x x e + +′ = + =  .Pero como la derivada no se anula nunca, tanto 23 1x +  

como 
3 1xxe

+ +
 son siempre positivas, por tanto, la curva no tiene tangentes horizontales. 

 

10.22. Obtén la ecuación de la tangente a la curva 1xey e −=  en el punto de abscisa 0. 

1·)( −=′
xex eexf , 1)0( =′f  y f (0) = 1, luego la recta tangente es y = x + 1. 

 

 

10.23. Aproxima con la calculadora las abscisas de los puntos de corte de y = 3x e y = x + 1. 

01313 =−−+= xx xx  . Una solución es x = 0, la otra está entre –1 y –0,1. 

Se hace una tabla de valores y se obtiene: 

 

 

 

La solución está entre –0,2 y –0,1 así que es x = –0,1…  

Con ayuda de la calculadora gráfica obtenemos x = – 0,17398. 

 

10.24. Calcula la derivada de 2 3( ) ln[( 1)]f x x= + . 

( )
( )

22

3 22

3 1 2 6
( )

11

x x x
f x

xx

+ ⋅
′ = =

++
 

 

 

10.25. Calcula la ecuación de la tangente a la curva y = ln x trazada desde el origen. 

La ecuación de la recta tangente a la curva por el punto (a, f(a)) es 1ln
1 −+= ax
a

y .  

Si pasa por el origen debe ser 0 = lna – 1, entonces lna = 1, a = e y la ecuación buscada es  y = 
e

x
.

x –1 –0,5 –0,1 –0,2 
3x – x – 1 0,333333 0,07735 –0,00404 0,00274 
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10.26. ¿Hay algún punto de la gráfica de 
1

ln
1

x
y

x

+
=

−
 con tangente horizontal? 

Como D(f) = (–1, 1) y 
21

1
)(

x
xf

−
=′ , no se anula en ese intervalo, por tanto, la gráfica no tiene tangentes 

horizontales. 

 

10.27. Calcula, simplificando al máximo, la derivada de la función 
1

( ) ln
1

x

x

e
f x

e

 +
=  − 

. 

( ) ( )
( ) 1

2

1

11

1

1
)(

22 −
−=















−

+−−









+
−=′

x

x

x

xxxx

x

x

e

e

e

eeee

e

e
xf  

 

10.28. Calcula la ecuación de la recta tangente a la curva ( ) senf x x=  en el origen. 

10cos)0( ==′f  y f(0) = 0, así pues la recta tangente es y = x. 

 

10.29. ¿Hay algún punto de la gráfica de ( ) tg2f x x=  en el que la tangente tenga menor pendiente que la 

bisectriz del primer cuadrante? 

2
2cos

2
)(

2
≥=′

x
xf , luego las tangentes a la curva siempre tienen pendiente mayor o igual que 2. 

 

10.30. Obtén la derivada de las funciones:  

a) ( )2 2( ) sen xf x x e x= + −   b) ( ) senf x x=  

a) ( )2 2 2 1
( ) cos 2 2

2
x xf x x e x x e

x

 ′ = + − + − 
 

     b) 
cos

( )
2 sen

x
f x

x
′ =  

 

 
10.31. Encuentra los puntos con abscisa en [ ]0, 2π  para los que la tangente a la curva ( ) sen cosf x x x= +  

sea horizontal. 

( ) cos sen 0f x x x′ = − =  si cos x = sen x, luego x = 
4

π
 ó x = 

4

5π
.  

Los puntos buscados son P , 2
4

π 
 
 

 y Q
5

, 2
4

π − 
 

 

 

 

10.32. Pon tu calculadora en grados y obtén, con ayuda de la misma, 
0

sen
lim
x

x

x→
. ¿Te convences de la ventaja 

de utilizar radianes en análisis? 

El límite es 
180

π
. 

 

 
10.33. Halla las derivadas de las funciones: 

a) 3 2( ) sen ( )f x x x= −    b) 
3 2

1
( )

cos (3 2 )
f x

x x
=

+
 

a) 2 2 2'( ) 3sen ( ) cos( ) (2 1)f x x x x x x = − ⋅ − ⋅ −       

b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

6 2 4 2

3cos 3 2 sen 3 2 6 2 18 6 sen 3 2
'

cos (3 2 ) cos (3 2 )

x x x x x x x x
f x

x x x x

+ + + + +
= =

+ +

x 0,1º  –0,1º  0,01º 0,001º 
f(x) 0,017453283 0,017453283 0,017453292 0,017453292 
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10.34. Calcula la derivada de las funciones siguientes: 

a) ( )( ) arcsen xf x e=  c) ( ) arccosf x x=       

b) ( )2( ) arctg 1f x x= +  d) ( )( ) ln sen arcsenf x x x= +  

a) 
x

x

e

e
xf

21
)(

−
=′       c) 

21

1

arccos2

1
)(

xx
xf

−
⋅−=′     

b) 
( )22

2
( )

1 1

x
f x

x
′ =

+ +
       d) 

2

1 1
( ) cos

sen arcsen 1
f x x

x x x

 
′ = ⋅ + + − 

 

 

10.35. Calcula la derivada de y = arccotgx. (Recuerda que 
1

cotg
tg

x
x

= ) 

( ) ( )
2

2
2 2 2

1 tg1 1 1
cotg 1 1 1

tg tg tg 1

y y
x y y y x y

y y y x

′− +   −′ ′ ′= =  = = − + = − +  =  + 
 

 

10.36. Deriva y simplifica todo lo que puedas la función: 
1

( ) arctg arctgf x x
x

 = +  
 

 

( ) 0
1

1

1

11

1
1

1

1

1
'

22222
=

+
−

+
=⋅







+

−
+

=
xxx

x

x
xf  

 
10.37. Deriva las funciones: 

a) ( ) arctg(arctg )f x x=  b) ( ) arctg(tg arctg( ))f x x x= ⋅  

a) 
2 2

1 1
( )

1 arctg ( ) 1
f x

x x
′ = ⋅

+ +
         b) 

2 2 2 2

1 arctg tg
( )

1 tg ·arctg ( ) cos 1

x x
f x

x x x x
 ′ = ⋅ + + + 

 

 

10.38. Calcula, mediante derivada logarítmica, las derivadas de: 

a) f(x) = xx , con x > 0 b) f(x) = sen xx , con x > 0 

a)  ( )1ln)(1ln
)(

)(
lnln))(ln( +=′+=

′
== xxxfx

xf

xf
xxxxf xx  

b)  sen sen( ) sen sen
ln( ( )) ln sen ln cos ln ( ) cos ln

( )
x xf x x x

f x x x x x x f x x x x
f x x x

′  ′= =  = +  = + 
 

 

10.39. Si f y g son funciones positivas y derivables, deduce la derivada de fg y 
f

g
 mediante derivación 

logarítmica. 

ln( ) ln lnfg f g= + , derivando, se obtiene: 
( ) ( )fg f g

fg f g fg
fg f g

′ ′ ′ ′ ′ ′= +  = +  

ln( ) ln ln
f

f g
g

= − , derivando se obtiene: 
2

f
g f g f f g fg
f f g g g
g

′
 

′  ′ ′ ′ ′  −  = −  = 
 

 

10.40. Obtén la ecuación de la tangente a la curva: π2y3cos x − x2y + 2π2 = 0 en el punto P(π, 1). 

Derivando la expresión, se obtiene: –π2y3sen x +3π2y2y’cos x − 2xy – x2y’ = 0, si x = π,  y = 1 y se obtiene: 

–3π2y’ − 2π –π2y’ = 0, luego 
π

−=′
2

1
y  y la ecuación de la recta tangente es: 

2

3

2
1)(

2

1 +
π

−=+π−
π

−= x
xy .
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10.41. Obtén la ecuación de la tangente a la curva x2  + y2 = 13 en P(2, 3) de dos formas: utilizando la derivación 
implícita, y despejando y. 

Derivación implícita: 2x + 2yy’= 0 en x = 2, y = 3 se tiene y’= –
2

3
. 

Despejando y (observa que se está cerca de y = 3, luego y es positivo):  

2

2
13 '

13

x
y x y

x
= −  = −

−
, en x = 2 y’ = –

2

3
. Así pues, la recta tangente es y = –

2

3
x + 

13

3
. 

 
10.42. Usa la derivación implícita para calcular la pendiente de la recta tangente a la curva dada en el punto de 

abscisa x: 

a) x2y3 = 27, si x = 1  b) x2y – 2xy3 + 6 = 2x + 2y, si x = 0 

a) Se deriva: 2xy3 + 3x2y2y '= 0. Si x = 1, entonces y = 3 y, por tanto, y ’= –2. La tangente es y = –2x + 5. 

b) Se deriva: 2xy + x2y ’– 2y3 – 6xy2y ’ = 2 + 2y ’. Si x = 0, entonces y = 3 y, por tanto, y ’= –28. La ecuación de 
la tangente es y = –28x + 3. 

 
10.43. Usa la derivación implícita para calcular f '' (x) si 3x2  – 2(f(x))2 = 12. 

6x – 4f(x)f ’(x) = 0, 
3

'( )
2 ( )

x
f x

f x
= ; 

[ ]2
3 2 '( )

6 4 '( ) '( ) 4 ( ) ''( ) ''( )
2 ( )

f x
f x f x f x f x f x

f x

−
− −  =   

[ ]
[ ] ( ) ( )

2
22

2

2 2 2 2

3 3 2 32 2
2

3 123 6 93 2 26 ( ) 9 9 36 9 2 62 ( )
''( )

2 ( ) 4 ( ) 3 123 12 46 244 22

xx x
f x x x xf x

f x
f x f x xx xx

 −  − −    − − − −   = = = = =
  −− −− 
  

 

 
10.44. Obtén con la calculadora sen (0,2) y hállalo también mediante la aproximación lineal de y = sen x en  
           a = 0. 

Con calculadora: sen (0,2) = 0,19866933 y con la aproximación lineal L(0,2) = sen 0 + 0,2·cos 0 = 0,2. 

 
10.45. Utiliza diferenciales para aproximar el valor de 2,0017 + 3 · 2,0014 − 5 · 2,0012 y compara el resultado con 

el número obtenido directamente con la calculadora. 

Se considera f(x) = x7 + 3x4 – 5x2,  f ’(x) = 7x6 + 12x3 – 10x . Por tanto, f(2) = 156  y  f ’(2) = 524.  

L(2,001)= f(2) + f ’(2) 0,001 = 156 + 0,524 = 156,524. 

Con calculadora se obtiene 156,5247396. 
 

EJERCICIOS 

Derivada de una función en un punto 

10.46. Calcula la derivada, por definición, de las siguientes funciones en los puntos indicados: 

a) 2( ) 3 4f x x x= −   en  x = 1 b) 
1

( )
3

f x
x

=
+

  en x = –1 c) ( ) 2 1f x x= +   en x = 4 

a) 
( )2 2

0 0 0 0

3 1 4(1 ) 1(1 ) (1) 3 2
(1) lim lim lim lim(3 2) 2

h h h h

h hf h f h h
f h

h h h→ → → →

+ − + ++ − +′ = = = = + =  

b) 4/1
)2(2

lim
2/1)2/(1

lim
)1()1(

lim)1(
000

−=
+

−=−+=−−+−=−′
→→→ hh

h

h

h

h

fhf
f

hhh
 

c) ( )0 0 0 0 0

(4 ) (4) 2 9 3 2 9 3 2 9 3 2 1
(4) lim lim lim lim lim

32 9 3 2 9 3h h h h h

f h f h h h h
f

h h h h h h→ → → → →

 + − + − + − + +′ = = = ⋅ = =  + + + + 
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10.47. Explica por qué no existen las derivadas de las funciones siguientes en los puntos indicados: 

a) ( ) 5f x x= −   en x = 5 b) ( )
2

x
f x

x
=

−
  en x = 2 c) 2( ) 7 12f x x x= − +   en x = 4 

a) 
(5 ) (5)f h f

h

+ −
 = 

h

h
= 

1 si 0

1 si 0

h

h

>
− <

. Luego no existe la derivada pues no existe el límite 
0

(5 ) (5)
lim
h

f h f

h→

+ −
. 

b)  La función no es continua en x = 2 (tiene una asíntota vertical) y, por tanto, no es derivable. 

c)  
(4 ) (4)f h f

h

+ −
 = 

2
( 1)h h h h

h h

+ +
= = 

1 si 0

1 si 0

h h

h h

+ >
− − <

.  

Luego no existe la derivada pues no existe  
0

(4 ) (4)
lim
h

f h f

h→

+ −
. 

 
10.48. Estudia la continuidad y la derivabilidad de las siguientes funciones en los puntos indicados: 

a) 
                 

2 3 2
si 1

( ) 1
1 si 1

x x
x

f x x
x

 − +
≠=  −

− =

  en x = 1 b) 
          

2

7 3 si 2
( )

7 11 si 2

x x
f x

x x x

− <
=  − + ≥

  en x = 2 

a) Continuidad: 1
1

)1)(2(
lim

1

23
lim

1

2

1
−=

−
−−=

−
+−

→→ x

xx

x

xx
xx

 

Derivabilidad: 1lim
1

2)1(3)1(

lim
)1()1(

lim)1('
2

2

0

2

00
==

+++−+

=−+=
→→→ h

h

h
h

hh

h

fhf
f

hhh
 

b) Continuidad: ( ) 137lim)(lim
22

=−=
−− →→

xxf
xx

, ( ) 1117lim)(lim 2

22
=+−=

++ →→
xxxf

xx
 y f(2) = 1.La función es continua.  

Derivabilidad: ( )









−=−=−++−+

−=−+−

=−+=

++

−

→→

→

→
3

3
lim

111)2(7)2(
lim

3
1)2(37

lim
)2()2(

lim)2('

0

2

0

0

0

h

hh

h

hh
h

h

h

fhf
f

hh

h

h
 

Interpretación geométrica: rectas tangente y normal 

10.49. (TIC) Calcula la ecuación de la recta tangente a cada gráfica en el punto indicado. Comprueba a 
continuación tu respuesta representando, en la calculadora gráfica o en el ordenador, la gráfica de la 
función y la de la recta tangente: 

a) f(x) = x2 + 1 en A(3, f(3)) b) ( ) 1g x x= +  en B(3, g(3)) c) 
1

( )
1

h x
x

=
+

 en C(0, h(0)) 

a) f ’(x) = 2x, f ’(3) = 6 y f(3)= 10 . La recta tangente es  y = 6x – 8.  

b) ( ) 4

1

24
lim

24
lim

)3()3(
lim)3('

000
=

++
=−+=−+=

→→→ hh

h

h

h

h

ghg
g

hhh
 y g(3) = 2.  

La recta tangente es y = 
4

1
x + 

4

5
 

c) 1
)1(

lim
1

1

1

lim
)0()(

lim)0('
000

−=
+

−=
−

+=−=
→→→ tt

t

t
t

t

fth
h

ttt
. h(0) = 1. La recta tangente es y = – x + 1.

1

1

O X

Y

f 

y = 6x  – 8

1

1

O X

Y

g

y =    x  +1
4

5
4

1

1

O X

Y

h

y = –x  + 1
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10.50. Halla los puntos de intersección de las funciones y = x  e 
1

y
x

= . Comprueba que en dichos puntos la 

tangente a 
1

y
x

=  es perpendicular a y = x. 

21
1; 1 ó 1x x x x

x
=  = = = − .  Calculamos la pendiente de la tangente en los puntos x = 1 y x = –1. 

1
)1(

lim
1

1

1

lim
)1()1(

lim)1('
000

−=
+

−=
−

+=−+=
→→→ hh

h

h
h

h

fhf
f

hhh

1
)1(

lim
1

1

1

lim
)1()1(

lim)1('
000

−=
−

=
+

−=−−+−=−
→→→ hh

h

h
h

h

fhf
f

hhh
 

Luego las rectas tangentes son  y = –x + 2 e y = –x – 2, ambas perpendiculares a y = x. 

 

10.51. Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la gráfica de y = x2 trazadas desde el punto  
P (1, –2). Representa gráficamente la parábola y las dos tangentes obtenidas. 

f ’(a) = 2a, la ecuación de la recta tangente a la parábola por el punto A(a, 
a2)  es y = 2ax – a2. 

Si se quiere que pase por el punto P(1, –2) debe ser –2 = 2a – a2 cuyas 

soluciones son 31+=a  y 31−=a  y las tangentes buscadas son 

( ) ( )322312 +−+= xy  y ( ) ( )322312 −−−= xy . 

 

 
10.52. Sea f(x) = x2 + ax + b. Halla los valores de a y b para que la recta y = 2x sea tangente a la gráfica en el 

punto P(2, 4). 

Como la parábola pasa por P(2, 4) debe ser 4 + 2a + b = 4. 

Además, como la tangente en ese punto tiene pendiente 2, debe ser f ’(2) = 2 · 2 +a = 2, luego a = –2 y b = 4. 

 
10.53. Halla todas las tangentes a la curva y = x4 que pasen por P(2, 0). 

La tangente a la curva por el punto de abscisa x = a tiene ecuación y = 4a3x – 3a4.  

Para que pase por P(2, 0) debe ser 0 = 8a3 – 3a4  a = 0 y a = 
3

8
. Las tangentes son y = 0 e y =

3

3

8








(4x – 8). 

 
10.54. (TIC) Dibuja las gráficas de las funciones f(x) = x2, g(x) = −x2 + 6x – 5 y traza las dos rectas que son 

tangentes a ambas gráficas. Halla las ecuaciones de dichas rectas. 

La ecuación de la recta tangente a la curva y = x2 en el punto de abscisa  
x = a es y = 2ax – a2. 

La ecuación de la recta tangente a la curva y = –x2 + 6x – 5 en el punto de 
abscisa x = b es y = (–2b+6)x + b2 – 5. 

Para que sean la misma recta debe ser 




−=−
+−=

5
622

22 ba
ba .  

Resolviendo el sistema se obtienen las soluciones: a = 1, b = 2 y a = 2, b = 1. 

Las tangentes comunes son y = 2x – 1 e y = 4x – 4. 

 

 
10.55. Demuestra que la recta y = –x es tangente a la curva dada por la ecuación y =  x3 – 6x2 + 8x. Halla los 

puntos de tangencia. ¿Vuelve a cortar a la curva esa tangente? 

Se calculan los puntos de corte de ambas curvas: –x = x3 – 6x2 + 8x.  

Las soluciones de esta ecuación son x = 0, x = 3. 

Luego las curvas se cortan en dos puntos. La recta será tangente en el punto de abscisa x = a si f ’(a)= –1. 

Como f ’(a) = 3a2 – 12a + 8, se tiene f ’(0) = 8, luego allí la recta corta la curva pero no es tangente y f ’(3) = –1. 
Así pues, la recta dada es tangente a la curva en el punto P(3, –3). 

1

1

O X

Y

y =  2x – 1

y =  4x – 4

g

f
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10.56. Halla el área limitada por la recta y = 4, la normal a la curva y = –x2 + 5x en el punto de abscisa x = 2 y la 
tangente a la parábola y = x2 + 2x + 3, en el punto de abscisa x = 1. 

Se representa gráficamente dicha área.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Para ello se halla la normal a la curva y = –x2 + 5x  en el punto de abscisa x = 2:  

f ’(2) = 1   y = –x + 8  

Y la tangente a la parábola y = x2 + 2x + 3 en x = 1 es y = 4x + 2. 

Se hallan lo puntos de intersección de las tres rectas:  

1
, 4

2
A
   
 

, B(4, 4) y 
6 34

,
5 5

C
   
 

. 

El área es A =
2

1 1 34
4 4

2 5
   − −   
   

= 4,9 u2. 

 

 

10.57. Dada la función 
3 2

2

3 5
( )

3

x x x
f x

x

− + +=
+

, comprueba que la recta tangente en el punto de corte con el eje 

Y es paralela a la asíntota de dicha función. 

La función corta al eje Y en A(0, f(0)) = A
5

0,
3

 
 
 

 y la pendiente de la recta tangente en ese punto es f '(0).  

( ) ( ) ( )
( )

2 2 3 2

22

3 2 3 3 2 3 5
( ) '(0) 1

3

x x x x x x x
f x f

x

− + + − − + +
′ =  =

+
  

Como 
3 2

2 2

3 5 8
( ) 1

3 3

x x x
f x x

x x

− + += = − +
+ +

,  la asíntota es y = x – 1 que también tiene pendiente 1.  

 

10.58. ¿Qué interpretación geométrica se puede dar al hecho de que 
0

( ) ( )
lim
h

f a h f a

h→

+ −
= +∞ ? 

La función tiene tangente vertical en dicho punto. 

 

 

10.59. Supón que g es continua en x = 0, pero no derivable, donde g (0) = 3. Sea f (x) = xg (x).  

¿Es f derivable en x = 0? Calcula la ecuación de la tangente a la curva y = f (x) en P (0, 0). 

Se comprueba si existe 
0 0 0

( ) (0) ( )
'(0) lim lim lim ( ) 3

h h h

f h f h g h
f g h

h h→ → →

−= = = =  por ser g continua en x = 0. 

La tangente a y = f(x) en P(0, 0) es y = 3x.

1

1

O X

Y

y = –4x + 8

y = 4x + 2

y = 4
B

C

A
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Función derivada. Derivadas sucesivas 

10.60. Aplicando la definición, calcula la derivada de las funciones siguientes en los puntos en los que estén 
definidas: 

a) 3( ) 5f x x x= −       c) ( ) 12 4f x x= −      

b) 
3

( )
2

f x
x

=
+

       d) ( )
1

x
f x

x
=

+
 

 

a) xxxf 5)( 3 −=  

( )
53

)533(
lim

5)(5
lim

)()(
lim)(' 2

22

0

33

00
−=−++=+−+−+=−+=

→→→
x

h

hxhxh

h

xxhxhx

h

xfhxf
xf

hhh
 

b) 
2

3
)(

+
=

x
xf , si x ≠ –2 

2000 )2(

3

)2)(2(

3
lim2

3

2

3

lim
)()(

lim)('
+
−=

+++
−=+

−
++=−+=

→→→ xxhxh

h

h
xhx

h

xfhxf
xf

hhh
  

c) xxf 412)( −= , si x < 3  

( )

0 0

0 0

12 4( ) 12 4( ) ( )
 '( ) lim lim

12 4( ) 12 4 12 4( ) 12 4 4 2
lim lim

12 4( ) 12 4 12 412 4( ) 12 4

h h

h h

x h xf x h f x
f x

h h

x h x x h x h

h x h x xh x h x

→ →

→ →

− + − −+ −= = =

− + − − − + + − − −= ⋅ = =
− + + − −− + + −

 

d) 
1

)(
+

=
x

x
xf , si x > 0 

0 0 0

2

0 0

( ) ( ) ( 1) ( 1)1 1 '( ) lim lim lim
( 1)( 1)

( 1) 2 ( 1)( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
lim lim

( 1)( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( 1) (

h h h

h h

x h x
f x h f x x x h x h xx h xf x

h h h x h x

h x x x hxx x h x h x x x h x h x

h x h x x x h x h x h x h x x

→ → →

→ →

+ −+ − + + − + ++ + += = = =
+ + +

 + − + ++ + − + + + + + + +  = ⋅ =
+ + + + + + + + + + + ( )

2

1) ( 1)

1

2( 1)

x h x h x

x

x x

+ + + + +

− +=
+

 

 
10.61. Demuestra que la segunda derivada de una función polinómica de segundo grado es siempre una 

función constante. ¿Cuánto vale esa constante? 

 

P(x) = ax2 + bx + c; entonces P ’(x) = 2ax + b y P ’’(x) = 2a que es constante. La constante es el doble del 
coeficiente principal. 

 

 

10.62. Encuentra un polinomio f(x) sabiendo que f(1) = 2; f '(1) = 4; f ''(1) = 10; f '''(1) = 12, y f n) (x) = 0 si n > 3. 

 

Como las derivadas son cero a partir de la cuarta, el polinomio es de tercer grado: f(x) = ax3 + bx2+cx+d  y sus 
derivadas sucesivas son: f ’(x) = 3ax2+2b+c,  f’’(x) = 6ax+2b y f ’’’(x) = 6a.  

Utilizando los valores de la función y las derivadas en x = 1 se plantea el sistema 








=+++
=++

=+
=

2
423

1026
126

dcba
cba

ba
a

. 

Resolviendo el sistema se tiene que el polinomio buscado es f (x) = 2x3 – x2 + 1.
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Derivadas laterales 

10.63. (PAU) Dada la función 

2 si 1( )
si 1

x ax b xf x
cx x
 + + <=  ≥

 

Calcula a, b y c para que la función sea derivable en x = 1, sabiendo que f(0) = f(4). 

 

Para que la función sea continua en x = 1 se debe cumplir que 1 + a + b = c.  

Para que sea derivable en x = 1 debe ser a + 2 = c y, como f(0) = f(4), debe ser b = 4c. 

Resolviendo el sistema se tiene que a = 
4

7−
, b = 1 y c = 

4

1
. 

 

 

 
10.64. (TIC) Calcula las derivadas laterales de la función ( ) 2 4f x x x= − +  en el punto x = 2. ¿Es la función 

derivable en dicho punto? Esboza su gráfica. 

 

Se escribe la función a trozos: { 4 si 2( )
3 4 si 2

x xf x
x x
− <= − ≥  

 

 

 

 

1
224

lim
)2()2(

lim)2('
00

−=−−−=−+=
−− →→

−

h

h

h

fhf
f

hh
 

3
2436

lim
)2()2(

lim)2('
00

=−−+=−+=
++ →→

+

h

h

h

fhf
f

hh
 

La función no es derivable en x = 2. 

 

 

 
10.65. Calcula las derivadas laterales en x = 1 (si existen) y decide si las funciones son derivables en dicho 

punto. 

a) 2( ) 1f x x= −    c) 
2 si 1( )

2 si 1
x xf x
x x

 ≤=  >
    

b) 
( )
( )

3

2

1 si 1
( )

1 si 1

x x
f x

x x

 − ≤= 
− >

  d) 
2 si 1( )

si 1
x xf x
x x

 ≤=  >
 

 

a) La función está definida en [–1, 1], luego no existe la derivada lateral a derecha. 

−∞=−−=
−→

−

h

hh
f

h

2

0

2
lim)1(' . La función no es derivable en x = 1. 

b) 0lim)1('
3

0
==

−→

−

h

h
f

h
. 0lim)1('

2

0
==

+→

+

h

h
f

h
. La función es derivable en x = 1 y f ’(1) = 0. 

c) 2
2

lim)1('
2

0
=+=

−→

−

h

hh
f

h
. +∞=−+=

+→

+

h

h
f

h

122
lim)1('

0
. La función no es derivable en x = 1.  

d) 2
121

lim)1('
2

0
=−++=

−→

−

h

hh
f

h
. 1

11
lim)1('

0
=−+=

+→

+

h

h
f

h
.  La función no es derivable en x = 1.

1

1

O X

Y

y = –x + 4

y = 3x– 4
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10.66. Dadas las funciones:  

 f(x) = x2 + 2x – 1 

 g(x) = –x2 + 6x + 2 

 { ( ) si 1( ) ( ) si 1
f x xF x g x x

<= ≥  

Calcula:    

a) f´(1), f´ (x) y 
1

lim ( )
x

f x
−→

′        b) g´(1), g´ (x) y 
1

lim ( )
x

g x
+→

′     c) F´(1-) y F´(1+) 

¿Es F(x) derivable en x = 1? ¿Es F(x) continua en x = 1? 

a) f ’(x) = 2x+2, f ’(1) = 4 y 
1

lim ( ) 4
x

f x
−→

′ =  

b) g’(x) = –2x+6 , g’(1) = 4 y 
1

lim ( ) 4
x

g x
+→

′ =  

c) Observa que F(1) = g(1) = 7 

( ) +∞=−+=−−+++=−+=
−−− →→→

−

h

hh

h

hh

h

FhF
F

hhh

54
lim

71)1(21
lim

)1()1(
lim)1('

2

0

2

00  

( )
4

)4(
lim

72)1(61
lim

)1()1(
lim)1('

0

2

00
=+−=−++++−=−+=

−−+ →→→

+

h

hh

h

hh

h

FhF
F

hhh  

Como F'(1–) y F'(1+) no coinciden, la función F(x) no es derivable x = 1 a pesar de que 
1

lim ( )
x

f x
−→

′ = 
1

lim ( )
x

g x
+→

′ . El 

problema es que F(x) no es continua en x = 1 pues 
1 1

lim ( ) lim ( ) 2
x x

F x f x
− −→ →

= =  y 
1 1

lim ( ) lim ( ) 7 (7)
x x

F x g x F
+ +→ →

= = = . 

 

Derivadas de las operaciones con funciones 

10.67. Dadas las funciones 2( ) 2 1f x x x= + +  y ( ) 3 1g x x= − , calcula: 

a) ( )f x′  y ( )g x′  e) ( )2 ( )f x′  

b) ( )5 '( )f x   f) ( ) ( )fg x′  

c) ( ) '( )f g x+  g) ( )
f

x
g

′ 
 
 

 

d) ( )2 3 '( )f g x−  h) 
2

5
( )x

g

′ 
 
 

 

a) ( ) 2 2f x x′ = +  y ( ) 3g x′ =  

b) ( )5 ( ) 5 '( ) 10 10f x f x x
′ = = +  

c) ( ) ( ) '( ) '( ) 2 5f g x f x g x x
′+ = + = +  

d) ( )2 3 ( ) 2 '( ) 3 '( ) 2(2 2) 9 4 5f g x f x g x x x
′− = − = + − = −  

e) ( )2 2( ) 2 ( ) '( ) 2( 2 1)(2 2)f x f x f x x x x
′

= = + + +  

 f) ( ) 2( ) '( ) ( ) ( ) '( ) (2 2)(3 1) 3( 2 1)f g x f x g x f x g x x x x x
′⋅ = + = + − + + +   

g) 
( ) ( )

2

2 2 2 3

'( ) ( ) ( ) '( ) 3( 2 1) (3 1)(2 2) 5 3
( )

( 2 1)( ) 1

g g x f x g x f x x x x x x
x

f x xf x x

′ − + + − − + −  = = =  + +  +
  

h) 
( )2 3 3

5 10 '( ) 30
( )

(3 1)( )

g x
x

g xg x

′
  − −= = 

− 
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10.68. (TIC) Dada la función 
2 1

( )
1

x
f x

x

+
=

+
, represéntala con la calculadora gráfica o el ordenador, y aproxima 

los puntos en los que su gráfica admite una tangente paralela a la bisectriz del segundo cuadrante. 

En la gráfica hay dos puntos en los que la tangente es paralela a la bisectriz del segundo cuadrante. Como se 

quiere f’(x) = –1, se calcula 

2

2

2 2 2

( 1)
1

11'( ) 1
( 1) ( 1) 1

x x
x

xxf x
x x x

+ − +
−+= = = −

+ + +
 si 011)1( 22 =−+++ xxx .  

La solución x = 0 es fácil de encontrar por tanteo. La segunda solución se 
aproxima con ayuda de la calculadora. En la gráfica se observa que está entre  
–3 y –2 más cerca del –2. Haciendo una pequeña tabla con los valores: 

 

 

 

Se observa que 2 21 ( 1) 1 0x x x− + + + >  si x < –2,16 y 2 21 ( 1) 1 0x x x− + + + <  

si x > –2,15 luego el segundo punto buscado tiene abscisa x = –2,15…. 

 

10.69. Demuestra esta sencilla fórmula que nos da la derivada segunda de un producto: 
( ) '' '' 2 ' ' ''fg f g f g fg= + +  

( ) [ ] ( )'' ( ) ' ' ' ' ' '' ' ' ' ' '' '' 2 ' ' ''fg fg f g fg f g f g f g fg f g f g fg= = + = + + + = + +  

Derivada de la función compuesta 

10.70. (TIC) Calcula la derivada de las siguientes funciones compuestas: 

a) ( )5

( )f x x x= +  c) 
3

3
( )

5

x
f x

x

+ =  − 
    

b) 
3

2 1
( )

x
f x

x

+=  d) 
( )

2

4( )
3 6

x
f x

x
=

−
 

a) ( ) 









++= 1

2

1
5)('

4

x
xxxf   c) 

( )22

2 4

24 33 8
'( ) 3

5 ( 5) ( 5)

xx
f x

x x x

++ − = = − − − − 
 

b) 
3

4

1 4 3
'( ) ·

2 2 1

x x
f x

x x

− −=
+

 d) 
( )

( ) ( )

2

5 5

2 3 6 12 6 ( 2)
'( )

3 6 3 6

x x x x x
f x

x x

− − − += =
− −

 

 
10.71.  Sabiendo que f(2) = 1; f'(2) = 3; g(2) = 2; g'(2) = 5 y g'(1) = 0, calcula: 

a) ( ) '(2)f g  c) ( )2 '(2)f g  e) ( ) '(2)g         

b) ( ) '(2)g f  d) 
1

'(2)g
f

 
 
 
   f) ( ) '(2)nf  

a) ( ) '(2) '( (2)) '(2) '(2)·5 15f g f g g f= =   =  

b) ( ) '(2) '( (2)) '(2) '(1)·3 0g f g f f g= =   =  

c) ( )2 '(2) 2 ( (2)) '( (2)) '(2) 2 (2) '(2)·5 10·1·3 30f g f g f g g f f= = =     =  

d) 
( ) ( )2 2

1 1 '( (2)) '(2)
'(2) '( (2)) '(2) '(2) ·5 15

( (2)) (2)

f g f
g g g g

f f f g f

   = = − = −   = −   
   
  

e) ( ) '(2) 5 2
'(2)

42 (2)

g
g

g
= =  

f) ( ) 1'(2) (2) '(2) 3n nf nf f n−= =

–2 –2,2 –2,1 –2,15 –2,16 
0,34164 0,08044 –0,10148 –0,0045 0,01338 

1

1

O X

Y

y = –x

62 



 

                                                                        Solucionario      

 
10.72. Si f (x) = x2, ¿es lo mismo f '(x2) que g '(x), siendo g (x) = f (x2)? 

No, pues f’(x) = 2x, luego f’(x2) = 2x2 y g’(x) = f’(x2)·(x2)’=2x2 · 2x = 4x3 

 

10.73. Obtén la derivada de f (x) = 
31

2

x

x

+
−

 y, a partir del resultado obtenido, escribe la derivada de g (x) = 
31

2

x

x

−
+

. 

( ) ( )2
23

2

32

2

162

2

1)2(3
)('

x

xx

x

xxx
xf

−
++−=

−
++−=  

Como g(x) = f(–x), se tiene que g’(x)= –f ’(–x)= 
( )2

23

2

162

x

xx

+
−−−

. 

 

10.74. Sea f una función derivable que cumple f(x + 3) = 8x – 12 cualquiera que sea el valor de x. Calcula f(f'(1)) 
y f'(f(1)). 

Derivando la expresión f(x + 3) = 8x – 12 se tiene (f(x+3))’= (8x – 12)’,   f ’(x + 3) · 1= 8 para todo x. 

Así pues, f ’(1)= 8 y f(8) = f(5 + 3) = 8 · 5 – 12 = 28   y f ’(f(1)) = f ’((f(1) – 3) + 3) = 8  

 

10.75. Si f (x) = máx(x, x2) y g = f f , calcula 
1

'
2

g  − 
 

 

Se escribe f como una función a trozos:  

{ 2
si 0 1

( )
si 1 ó 0

x x
f x

x x x
< <= ≥ ≤   {1 si 0 1( )

2 si 1 ó 0
xf x

x x x
< <′ = > <  

1 1 1 1 1
'( ) '( ( ))· '( ) '( )· '( ) 1·( 1) 1

2 2 2 4 2
g f f f f f− = − − = − = − = −  

Derivada de la función inversa 

10.76. Encuentra una fórmula para calcular la derivada de la función ( ) nf x x=  utilizando su función inversa. 
Aplica el resultado obtenido para calcular la derivada en x = 5 de la función f. 

1( ) nf x x− =  y  ( )1 1( ) ' nf x nx− −=  1( )( )x f f x−=   Derivando, ( ) ( ) 1
11 ( ( )) ( ) '( )

n
nf f x f x n x f x

−− ′
′= =  luego 

( ) 1

1
'( )

n
n

f x
n x

−=  y 

( ) 1

1
'(5)

5
n

n
f

n
−=   

 

10.77. Comprueba que, en general, las derivadas de funciones inversas no son inversas entre sí. Utiliza para 

ello las funciones 2( )f x x=  y ( )g x x= . 

xxf 2)(' =  y 
x

xg
2

1
)(' = . Se calcula ( ) x

xx
xgf ≠== 1

2

1
2)('' . 

10.78. Calcula en cada caso, el valor de b: 

a) f '(1) = –5       f–1(0) = 1      (f–1)'(0) = b 

b) f '(0) = 1        f–1(–5) = 0     (f–1)'(–5) = b 

c) f '(–1) = b      f-–1(6) = –1     (f–1)'(6) = 8 

a) (f–1)’(0)= 
5

1

)1('

1

))0(('

1
1

−==− fff
   c) f’(–1)= ( ) 8

1

)6('

1
))6(('

1
1 == −

−

f
ff  

b) (f–1)’(-5)= 1
)0('

1

))5(('

1
1

==
−− fff
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Derivadas de las funciones elementales 

10.79. (TIC) Calcula las derivadas de estas funciones: 

a) 2( ) 3f x x= +   e) ( )32( ) 3f x x= −   

b) 
2

3
( )f x

x
=   f) ( )3 2( ) senf x x=    

c) 
23

( ) ln
3

x
f x

 +
=  

 
   g) 

2

1
( ) 3arcsenf x

x
 =  
 

 

d) 
23( ) xf x e +=    h) ( )32( ) sen( ) cos3f x x= +  

 

a) xxf 2)( =′        e) ( )2236)( xxxf −−=′  

b) 
3

6
)(

x
xf

−
=′           f) ( )2 2 2( ) 6 sen cos( )f x x x x′ =  

c) 
23

2
)(

x

x
xf

+
=′    g) 

4

6
( )

1
f x

x x

−′ =
−

 

d) 
232)(' xxexf +=   h) ( ) ( )22 2( ) 3 sen( ) cos3 2 cos( )f x x x x′ = +  

 

 

10.80. (TIC) Calcula las derivadas de las siguientes funciones en los puntos en los que existan: 

a) 
sen

( )
arctg

x
f x

x
=   d) 

2

2

ln
( )

1

x x
f x

x
=

−
 

b) ( ) cos senx xf x e x e x−= +  e) ( )( )33 3( ) sen sen 1f x x= +  

c) 3

3

1
( ) 3

2
f x x

x
= + +

+
 f) 

2 2sen (2 ) 2sen cos cos (2 )
( )

sen(2 )

x x x x
f x

x

+ +
=  

 

a)
( )

2

2

sen
cos ·arctg

1( )
arctg

x
x x

xf x
x

−
+′ =  

b) ( ) (cos sen ) ( sen cos ) (cos sen )( )x x x xf x e x x e x x x x e e− −′ = − + − + = − +  

c) 

( ) ( )2 4
33

1 1
( )

3 3 3 2
f x

x x
′ = −

+ +
 

d) 
( )( )

( )22

32

1

ln21ln2
)(

−

−−+=′
x

xxxxxx
xf  

e) ( )( ) ( )3 23 3 3 3 2 3 3 2( ) cos sen 1 3 sen 1 3sen cos ·3f x x x x x x′ = + +   =  

  ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )3 2
3 3 3 3 2 3 3 227cos sen 1 sen 1 sen cosx x x x x= + +  

f) Antes de derivar conviene escribir la función de forma más sencilla utilizando las propiedades de las razones 
trigonométricas: 

2 2sen (2 ) 2sen cos cos (2 ) 1 2sen cos 1 sen(2 ) 1
( ) 1

sen(2 ) sen(2 ) sen(2 ) sen(2 )

x x x x x x x
f x

x x x x

+ + + += = = = + 
( )2

2cos(2 )
( )

sen(2 )

x
f x

x

−′ =
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10.81. (TIC) Halla las derivadas de las siguientes funciones: 

a) 2( ) ln( 1) tgf x x x= + ⋅  c) 
( )2 32 ln

( )
tg( )

x x
f x

x

π +
=

π
 e) ( )3

arcsen(3 )
( )

cos

x

x
f x

x e
=  

b) ( )2( ) sen 4f x x= +  d) 
2

( )
1

xe
f x

x
=

−
 f) 

4 3 2
( )

tt e
f t

t t
=

−
 

 

a) 
2

2 2

2 ln( 1)
'( ) tg

1 cos

x x
f x x

x x

+= ⋅ +
+

 

b) 
( )2

2

cos 4
( )

4

x x
f x

x

+
′ =

+
 

c) 

( ) ( )

( )

2 2 3 3

3 2

2

2 3 1 tg( ) 2 ln

cos ( )
'( )

tg( )

x x x x

x x x
f x

x

π + π π +
−

+ π=
π

 

d) 
( )

( ) 112

1)1(4

1
12

1
12

)(
2

2

−−
−−=

−










−
−−

=′
xx

xxe

x
x

xxe

xf
x

x

 

e) 

( )( ) ( )( )
( )( )

3

3 2

2

2
3

ln3· cos 3
arcsen(3 ) cos 3 cos ( )sen( )

1 3( )
cos

x x

x x x x x

x

x

x e
e xe e e

f x
x e

− −
−′ =  

f) 

( )
( )

24 3 2

3
4 3 2

3 2

3 2(1 )

2
( )

tt

t

t e t te t t t

t e t t
f t

t t

−+ − −
−

′ =
−

 

 

 

10.82. (TIC) Calcula las derivadas sucesivas de las siguientes funciones y escribe la expresión general de la 
derivada enésima. 

a) ( ) nf x x=  c) 7( ) xf x e=  e) ( ) ln( )f x x=   

b) ( ) senf x x=   d) 
1

( )f x
x

=   f) ( ) cos(3 )f x x=  

 

a) knk x
kn

n
xf −

−
=

)!(

!
)()  si k ≥ n + 1 0)() =xf k  

b) 4 )( ) sen nf x x= , xxf n cos)()14 =+ , 4 2)( ) sennf x x+ = −  y xxf n cos)()34 −=+  

c) xnn exf 7) 7)( =  

d) 
( )

1
) !1

)( +
−=

n

n
n

x

n
xf   

e) 
( )

n

n
n

x

n
xf

)!1(1
)(

1
) −−=

−

 

f) )3cos(3)( 4)4 xxf nn = , 4 1) 4 1( ) 3 sen(3 )n nf x x+ += − , )3cos(3)( 24)24 xxf nn ++ −=  y 4 3) 4 3( ) 3 sen(3 )n nf x x+ +=
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10.83. (PAU) Determina las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la gráfica de la función 
3

2

2
( ) 2

4
x x

f x xe
x

−= +
+

 en el punto de abscisa x = 0. 

( ) ( )
( )22

322

4

2243
)1(2)(

+

−−+++=′
x

xxxx
xexf x   2)0(' =f  y 

2

1
)0(

−=f   

La tangente es y = 2x – 
2

1
y la normal y = –

2

1
x – 

2

1
. 

 

 

10.84. La función f (x) = x  no es derivable en x = 0 y la función g (x) = senx, sí. ¿Es derivable en x = 0 la 

función p(x) = x sen x? 

 

Como D(p) = [0, +∞), solo se puede calcular la derivada lateral a derecha. Dicha derivada, sí existe,y  para 

calcularla observa que existen los límites  0lim
0

=
+→

h
h

y 
0

sen
lim 1

h

h

h+→
= , luego 

0 0 0

sen sen
'(0 ) lim lim · lim 0·1 0

h h h

h h h
p h

h h+ + +

+

→ → →
= = =   = . 

 

 

10.85. ¿Para qué valores de x se anulan las derivadas de las funciones siguientes?: 

a) 
2

3 1
( )

2

x
f x

x

+
=   e) 

cos
( )

1 sen

x
f x

x
=

−
  

b) 2( ) 4x xf x e e= −   f) ( ) lnf x x x x= −    

c) 
1

( ) ln
2

x
f x

x

+ =  − 
   g) 

2

3( )
x

xf x e −=  

d) 
1 sen

( ) ln
1 sen

x
f x

x

 +
=   − 

  h) 
tg

( )
1 sen

x
f x

x
=

+
 

 

a) 
3 3

6 4(3 1) 6 4
'( ) 0

4 4

x x x
f x

x x

− + − −= = =  ⇔  –6x – 4 = 0 ⇔ x= 
3

2−
 

b) 0)42(42)(' 2 =−=−= xxxx eeeexf  ⇔  2ex– 4 = 0 ⇔ x = ln2 

c) ( ) )2(1

3
)('

−+
−=

xx
xf  no se anula nunca. 

d) 
2

1 cos cos cos 1
'( )

2 1 sen 1 sen cos cos

x x x
f x

x x x x

 −= − = = + − 
⇔  No se anula nunca. 

e) 
( )

2

2

sen (1 sen ) cos 1
( )

1 sen1 sen

x x x
f x

xx

− − +′ = =
−−

 no se anula nunca. 

f) 0ln)(' == xxf ⇔  x=1 

g) 0
)3(

6
·)(

2

2
3

2

=
−
−=′ −

x

xx
exf x

x

 ⇔  x2– 6x=0 ⇔ x = 0 y x = 6. 

h) 
( ) ( )

2 2

2 22

1 sen sen cos sen sen 1
( )

cos 1 sencos 1 sen

x x x x x
f x

x xx x

+ − − +′ = =
++

 que no se aula nunca. 
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10.86. Sea la función: 
3

sen si 3
( ) 2

3 si 3 12

x x
f x

x x

π ≤ < π= 
 − π π ≤ ≤

 Estudia su continuidad y su derivabilidad en 3x = π . 

3 3
lim ( ) sen(3 ) 0 lim ( ) (3 )

x x
f x f x f

− +→ π → π
= π = = = π . Luego la función es continua en π= 3x  

3
cos si 3

( ) 2
1 si 3 12

x x
f x

x

π ≤ < π′ = 
 π < <

 y 
3 3

lim ( ) cos(3 ) 1 lim ( )
x x

f x f x
− +→ π → π

′ ′= π = − ≠ .  

La función no es derivable en π= 3x . 

 

10.87. Estudia en qué puntos es derivable la función:  f (x) = 
( ) cos( ) si

sen( )
si

x x x

x
x

x

− π + − π ≤ π


− π > π − π
 

Si x ≠ π, la función es continua por ser composición, suma y cociente de funciones continuas  y derivables con 
denominadores no nulos.  

( ) ( )
( )2

1 sen( ) si

cos( ) sen'( )
si

x x

x x xf x
x

x

− − π < π
 − π − π − − π=  > π − π

 

Continuidad: ( ) 1)cos()(lim)(lim =π−+π−=
−− π→π→

xxxf
xx

= f(π) = 
sen( )

lim ( ) lim 1
x x

x
f x

x+ +→π →π

− π= =
− π

 

Luego la función es continua en todo R. 

Derivabilidad: ( )lim ( ) lim 1 sen( ) 1
x x

f x x
− −→π →π

′ = − − π =  

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( )

2

cos( ) sen sencos( ) 1 cos( ) 1
lim ( ) lim lim lim

sen sen 0
lim lim 0

1 cos( ) 1 cos( ) 2

x x x x

x x

x x x xx x
f x

x x x x x

x x

x x x

+ + + +

+ +

→π →π →π →π

→π →π

 − π − π − − π − π− π − π −= = − = =  − π − π − π − π − π 
− − π − − π

= = = =
− π + − π + − π

 

Los límites no coinciden, luego la función no es derivable en x = π. 

 

Derivación logarítmica e implícita 

10.88. (TIC) Calcula las derivadas de las siguientes funciones: 

a) 1( ) xf x x −=  

b) ( )
xef x x=      

c) ( )( ) sen
x

f x x x= +  

d) ( )sen cos
( ) sen cos

x x
f x x x

−= +  

a) 1 1
( ) lnx x

f x x x
x

− − ′ = − + 
 

 

b)
1

( ) ln
xe xf x x e x

x
 ′ = + 
 

 

c) ( ) ln( sen ) (1 cos )
( ) sen

sen2

x x x x x
f x x x

x xx

 + +′ = + +  + 
 

d) ( ) ( ) ( )2
sen cos cos sen

( ) sen cos cos sen ln(sen cos )
sen cos

x x x x
f x x x x x x x

x x
−  −′ = +  + + −  + 
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10.89. Dada la curva 2xy + y – x – 6 = 0, se pide: 
a) Calcula la segunda coordenada del punto P(5), que pertenece a dicha curva. 

b) Calcula y’(5) utilizando la derivación implícita. 

c) Calcula y’(5) despejando previamente la y y derivando, posteriormente, la función obtenida. (Los 
valores obtenidos deben coincidir). 

a) Sustituyendo x por 5 se tiene 10y + y = 11 luego y = 1  P (5, 1) 
b) Derivando se obtiene 2y + 2xy’ + y ’– 1= 0 y sustituyendo x por 5 e y por 1: 2 · 1 + 10y’ + y’ –1 = 0. luego 

y’(5) = 
11

1−
  

c) (2x + 1)y  = x + 6 luego 
12

6

+
+=

x

x
y  e 

( ) 11

1

12

11
2

−=
+

−=′
x

y  

Aproximación lineal de una función en un punto. Diferencial de una función 

10.90. (TIC) Sabiendo que ln2 0,69315≈ , obtén la aproximación lineal de la función 2( ) logf x x=  en x = 2 y 

utilízala para obtener los valores aproximados de f(x) en x = 2,01; x = 1,9 y x = 2,9. Compara estos 
resultados con los obtenidos con la calculadora.  ¿Qué ocurre a medida que nos alejamos del 2? 

L(x) = ( )2

1 2
log 2 2 1

2ln2 2ln2

x
x

−+ − = +  

L(2,01) = 1 +
0,01

1,3863
  1,007213. Con la calculadora se obtiene log2(2,01) = 1,007196. 

L(1,9) = 1 –
0,1

1,3863
  0,927866. Con la calculadora se obtiene log2(1,9) = 0,925999. 

L(2,9) = 1 +
0,9

1,3863
  1,650477. Con la calculadora se obtiene log2(2,9) = 1,536053 

A medida que nos alejamos del 2 la aproximación lineal va empeorando. 
 

10.91. Realiza una estimación lineal de la variación de la función 
2

( ) 1
1

x
f x

x
= +

+
 al incrementar la x de 2 a 2,1. 

f(2) = 
7

3
, f '(2) = 

8

9
  y L(2, 1) = 

7

3
+ ( )8 101

2,1 2
9 45

− =   

La variación de la función es Δy y la estimación lineal de la variación es dy = f’(2) Δy = ( )8
2,1 2 0,0889

9
− = . 

Δy = (2,1) (2) 0,0892f f−  . 

PROBLEMAS 

10.92. Se dice que dos curvas son tangentes en un punto si comparten recta tangente en el mismo. Encuentra 

una parábola del tipo 2y x bx c= + +  que sea tangente a la curva ( )3
3y x= − en el punto de abscisa x = 3. 

Como la tangente a ( )33−= xy  en x = 3 tiene ecuación y = 0, se quiere que la parábola pase por P(3, 0) y que 
su derivada en x = 3 valga 0. 

Se plantea el sistema: 9 + 3b + c = 0  y  6 + b = 0. Resolviendo, se tiene b = –6 y c = 9.  

Por tanto, la parábola buscada tiene ecuación y = x2 – 6x + 9. 
 

10.93. Dadas las parábolas 2( ) 4 3f x x x= − +  y 2( ) 16 63g x x x= − + , calcula el área del triángulo formado por 
el eje X y las rectas tangentes a dichas parábolas en el punto de corte entre ellas. 

Se comienza calculando el punto de corte: x2 – 4x + 3 = x2 – 16x + 63  x = 5. El punto de corte es A(5, 8). 

En A(5, 8) la recta tangente a 34)( 2 +−= xxxf  es y – 8 = 6 (x – 5). Operando se obtiene y = 6x – 22. 

En A(5, 8)  la recta tangente a 6316)( 2 +−= xxxg  es  y – 8 = – 6 (x – 5). Operando se obtiene y = –6x + 38. 

El área del triángulo de vértices A(5, 8), B
11

,0
3

 
 
 

 y C
19

,0
3

 
 
 

 es A = 
11

3
−


+
19

3


 2

8
=

32

3
 u2.
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10.94. (PAU) Una partícula se mueve a lo largo de la gráfica de la curva 
2

2

1

x
y

x
=

−
, para x > 1. 

En el punto P
4

2,
3

− 
 
 

 la abandona y sigue desplazándose a lo largo de la recta tangente a dicha curva. 

a) Halla la ecuación de dicha recta tangente. 

b) Si el desplazamiento es de izquierda a derecha, encuentra el punto en el que la partícula encuentra al 
eje X. 

c) Si el desplazamiento es de derecha a izquierda, encuentra el punto en el que la partícula encuentra a 
la asíntota vertical más próxima al punto P. 

a) ( )22

2

1

22
'

x

x
y

−

+= , y’(2)=
9

10
. La ecuación de la tangente es y =

9

10
x – 

9

32
. 

b) Como la partícula no corta al eje en (1, 2) cuando sigue la trayectoria 
21

2

x

x
y

−
= , debe ser 

9

10
x – 

9

32
= 0. 

La partícula encuentra el eje X  en el punto A( 3,2; 0). 

c) La asíntota más próxima a P es x = 1. Luego la partícula se encuentra con esa asíntota en B
22

1,
9

 − 
 

. 

 

10.95. La hoja de Descartes es la curva que corresponde a la gráfica de la ecuación: x3 + y3 = 3xy y tiene esta 
forma tan singular: 

a) Explica por qué la hoja de Descartes no es una función. 

b) Comprueba que el punto 
3 3

,
2 2

 
 
 

 pertenece a la hoja de 

Descartes. 

c) Mediante la derivación implícita comprueba que la tangente 

a la curva en el punto 
3 3

,
2 2

 
 
 

 es paralela a la asíntota de la 

hoja de Descartes. 

 

 

 

a) La hoja de Descartes no es una función porque corta a algunas rectas verticales más de una vez (por 
ejemplo, a la recta x =1). 

b) Sustituyendo x e y por 
2

3
  se observa que se verifica la ecuación x3 + y3 = 3xy. 

c) 3x2 + 3y2y’ = 3y+3xy’. Si x = y =
2

3
 se tiene '

2

9

2

9
'

4

27

4

27
yy +=+ , luego la pendiente de la tangente en dicho 

punto es y’= –1 que es paralela a la asíntota. 

 

 

10.96. Dadas las dos curvas y3 + 5xy + 3x – 2y = 0 y xy2 + 7xy + 2x + 3y = 0, se pide: 

a) Demuestra que ambas pasan por el origen de coordenadas. 

b) Demuestra que las rectas tangentes a dichas curvas en el origen son perpendiculares entre sí. 

a) Al sustituir en ambas ecuaciones x = y = 0, se observa que se cumplen ambas igualdades.  

b) Se calcula las derivadas implícitas de ambas curvas y se sustituye x e y por 0 para obtener y’(0). 

3y2y’ + 5y +5xy’+ 3 – 2y’ = 0. Por tanto, y’(0)=
2

3
       y2 +2xyy’+ 7y +7xy’+ 2 + 3y’ = 0.  Por tanto, y’(0) = 

2

3

−
. 

Luego las tangentes tienen pendientes 
2

3
 y 

2

3

−
y, por tanto, son perpendiculares.

O X

Y

1

1
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10.97. (PAU) Halla el área del triángulo formado por el eje X y las rectas tangente y normal a la curva de 
ecuación xy e−=  en el punto de abscisa x = –1. 

Las rectas tangente y normal tienen ecuaciones y ex= −     e   
1x

y e
e e

= + +  respectivamente. 

Que cortan al eje X en los puntos ( )0, 0B  y 2( 1, 0)C e− − . 

El triángulo de vértices ( 1, )A e− , ( )0, 0B  y 2( 1, 0)C e− −  tiene área 
( )2 1

2

e e+
 u2. 

 

10.98. Sea f: [−2, 2] → R la función definida por:  

f(x) = ( ) ( )1 | | 1 [ ]x x− −  

donde [x] representa la parte entera de x, es decir, el mayor entero menor o igual que x. 

Justifica la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones: 

a) f es derivable en (−2, 2).       

b) Si x no es entero, f 4)(x) = 0. 

a) Se escribe f como una función definida a trozos: 

( ) ( )
( )

( )
( )

3 1 si 2, 1

2(1 ) si 1,0
( )

1 si 0,1

0 si 1,2

x x

x x
f x

x x

x

+ ∈ − −
 + ∈ −=  − ∈
 ∈

. Además f(–2) = –3, f(–1) = 0, f(0) = 1, f(1) = 0, f(2) = 1. 

Se observa que la función no es continua en x = 0 porque los límites laterales no coinciden.  

Derivando en los intervalos abiertos se tiene que  

( )
( )
( )
( )

3   si 2, 1

2  si 1,0
( )

1 si 0,1

0 si 1,2

x

x
f x

x

x

  ∈ − −
 ∈ −′ = − ∈
 ∈

, luego la función es derivable si x no es entero. 

b)

( )
( )
( )
( )

0 si 2, 1
0 si 1, 0

( )
0 si 0, 1
0 si 1, 2

x
x

f x
x
x

∈ − −
 ∈ −′′ =  ∈

∈

;  

( )
( )
( )
( )

0 si 2, 1
0 si 1, 0

( )
0 si 0, 1
0 si 1, 2

x
x

f x
x
x

∈ − −
 ∈ −′′′ =  ∈

∈

 

Por tanto, las derivadas sucesivas ya serán 0.  

 

10.99. Sea f la función definida en (0, +∞) por 2 23
( ) ln

2
f x x x x= − . Demuestra que para todo entero n ≥ 3, es 

f n ) (x) = 
1

2

2( 1) ( 3)!n

n

n

x

−

−

− −
. 

xxxxf 2ln2)( −=′ , xxf ln2)( =′′ , 
x

xf
2

)( =′′′  y a partir de aquí se tiene las derivadas sucesivas de 
x

1
 siempre 

multiplicadas por 2. Como si  
x

xg
1

)( =   ,
( )

1
) !1

)( +
−=

n

n
n

x

n
xg , y se obtiene el resultado buscado. 

 

10.100. Determina todas las funciones f con f (x) = ax3 + bx2 + cx + d con a ≠ 0 y que verifican f ′(−1) = f ′(1) = 0. 

 ¿Alguna de las funciones obtenidas anteriormente verifica f(0) = f(1)? 

Derivando se obtiene f’(x) = 3ax2 + 2bx + c. Se quiere que 3a – 2b + c = 3a + 2b + c = 0.  

Luego b = 0 y c = – 3a. 

 Las funciones que verifican esto son de la forma f(x) = ax3 – 3ax + d. 

 Si además se impone la condición de que f(0) = f(1) debe ser d = a – 3a + d, luego a debería ser 0. Así pues,   

 ninguna de las anteriores verifica f(0) = f(1).
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10.101. Se quiere demostrar el hecho ya conocido de que la tangente a una circunferencia en un punto P es  
perpendicular al radio que va desde el centro de la misma al punto P. Para ello sigue estos pasos: 

a) Encuentra la ecuación de la circunferencia de centro el origen y radio a. 

b) Quédate solo con la semicircunferencia superior para que así sea una función. 

c) Calcula la pendiente de la tangente a dicha semicircunferencia en el punto P(x0, y0) con x0>0. 

d) Calcula la pendiente del radio OP. 

e) Comprueba que el producto de las dos pendientes calculadas es –1. 

a) 222 ayx =+  

b) 22 xay −=  

c) 
22

'
xa

x
y

−

−
= . La pendiente en P(x0, y0) es 

0

0

2
0

2

0

y

x

xa

x −
=

−

−
 si y0 ≠ 0.  

d)  La pendiente del radio OP es la pendiente de la recta que pasa por O(0, 0) y P(x0, y0), luego vale 
0

0

x

y
. 

e) 
0

0

y

x−
 · 

0

0

x

y
 = 1

·

·

00

00 −=−
xy

yx
 

 

10.102. Demuestra que si f es periódica y derivable, entonces f ' también es periódica. 

Se supone f  periódica de período T. Entonces )()( kTxfxf +=  para k entero. 

Derivando se tiene que )()( kTxfxf +′=′  para cualquier k entero y, por tanto, f’ también es periódica.  

 

10.103.  Encuentra una función f definida en (0, +∞) tal que f ′(x) = 
1 si 0 7

2 si 7

x

x

< <
 >

 y que f (7) = 3. 





>+
<<+

=
7si2

70si
)(

xbx

xax
xf  Si queremos f(7) = 3 debe ser  a= –4 o b= –11.  

Para que además sea continua en x = 7 deben cumplirse ambas condiciones. 

 

10.104.  Un profesor algo despistado propone a sus estudiantes que encuentren una función f definida en  

(0, +∞) tal que f ′(x) = 
1 si 0 7

2 si 7

x

x

< ≤
 >

 y que f (7) = 3. Un estudiante intenta calcular  f y se lleva una 

sorpresa. Explica qué ha ocurrido. 

Si se intenta hallar una función con estas características se tendría 




>+
≤<+

=
7si2

70si
)(

xbx

xax
xf  que debería ser 

continua en x = 7 pues es derivable allí, luego a = – 4 y b = –11 pero la función así obtenida no es derivable en  
x = 7 y,por tanto, su derivada no vale en 1 en x = 7 como debería. 

 

10.105.  Supón que f es derivable en x. Demuestra que  f ′(x) = 
0

( ) ( )
lim

2h

f x h f x h

h→

+ − −
.  

(Indicación: resta y suma f(x) en el numerador). 

( )
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim

2 2 2h h h

f x h f x f x h f xf x h f x h f x h f x f x h f x

h h h h→ → →

+ − − − −+ − − + − − − = = − = 
 

 

( )
0 0

1 ( ) ( ) ( ) ( ) 1
lim lim '( ) '( )) '(

2 2h h

f x h f x f x h f x
f x f x f x

h h→ →

+ − − − = − = + = 
 
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10.106. En la figura adjunta se representa la gráfica de la función derivada f′ de 
una cierta función f : [0, 1] → R. 

a) Halla una expresión algebraica de f sabiendo que su gráfica pasa por 
el origen de coordenadas. 

b) Representa gráficamente la función f(x). 

c) ¿Se verifica 
1

''
2

f  
 
 

 = 0? 

 

a) 

1
2 si 0

2'( )
1

2 2 si 1
2

x x
f x

x x

 ≤ ≤
= 
− + < <


 Luego 

2

2

1
si 0

2( )
1

2 si 1
2

x a x
f x

x x b x

 + ≤ ≤
= 
− + + < <


 

Como f(0) = 0 y, al ser f derivable, f es continua en 
2

1
, se tiene que a = 0 y b++−= 1

4

1

4

1
 luego b = 

2

1−
. 

b)  

 

 

 

 

 

 

c) En la gráfica de f ’(x) se observa que no existe f ’’
1

2
 
 
 

. Se comprueba calculando: 

0

1
2 1

1 2
'' lim 2

2 h

h
f

h−

−

→

 + −    = = ≠  
  0

1
2 2 1

1 2
'' lim 2

2 h

h
f

h+

+

→

 − + + −    = = −  
 

 

 

 

10.107. Se ha medido la arista de un cubo y el resultado ha sido 12 cm, luego el volumen de dicho cubo será de 
1728 cm3. Se supone que el aparato de medida tiene un error máximo del 2%. Utiliza la aproximación 

lineal en x = 12 de la función que nos da su volumen, 3( )V x x= , para calcular el máximo error cometido 
al hallar el volumen. 

L(x) = 1728 + 432(x – 12), luego L(12 ± 0,24) = 1728 ± 432 · 0,24 = 1728 ± 103,68 

Luego el error máximo es de 103,68 cm3. 

 

 

10.108. Haz una estimación lineal de la variación del área y el volumen de una esfera al aumentar su radio, R, 
un 1%. ¿Cuál es la variación real? 

2 2 2( ) 4 , ( 0,01 ) 4 0,08A R R L R R R R= π ± = π ± π . La variación del área es de 20,08 R± π . 

Como 2 2 2 2( 0,01 ) 4 ( 0,01 ) 4 0,08 0,0004A R R R R R R R± = π ± = π ± π + π , la variación real máxima es de 20,0804 Rπ  

3 3 34 4
( ) , ( 0,01 ) 0,04

3 3
V R R L R R R R= π ± = π ± π . La variación del volumen es de 30,04 R± π . 

Como 
33 3 3 34 4 0,000004

( 0,01 ) ( 0,01 ) 0,04 0,0004
3 3 3

V R R R R R R R R± = π ± = π ± π + π ± π , la variación real máxima 

es de 30,0404013 Rπ .

O X

Y

1

1

y = f ’(x)

1

1

O X

f

Y
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10.109. El coste total de producción de q unidades de cierto producto viene dado, en €, por la expresión  
C(q) = 2q2 + 5q + 10. Una empresa produce en la actualidad un total de 50 unidades y estudia la 
posibilidad de aumentar la producción a 50,5 unidades. Estima, utilizando la aproximación lineal, cuál 
será la diferencia de costes si se producen 50,5 unidades en lugar de 50. 

L(q + 0,5) = C(q) + 0,5·C’(q). L(50,5) = 5260 + 0,5·205 = 5260 + 102,5.  

Luego la diferencia de costes es de 102,5 €. 

10.110. Halla la función f que cumple que (1+x2)f''(x) + 2xf'(x) = 2 para todo x, sabiendo que f(0) = f'(0) = 0. 

Como (1+x2)f''(x) + 2xf'(x) es la derivada de (1+x2)f'(x), tenemos que (1+x2)f'(x) = 2x + C
2

2
'( )

1

x C
f x

x

+
 =

+
 y 

como f '(0) = 0  C = 0. 

( )2( ) ln 1f x x B= + +  y como f’(0) = 0  B = 0, luego ( )2( ) ln 1f x x= +  

 

10.111.  Sea f (x) la función definida por 2
2

1
( ) senf x x

x
=  si x ≠ 0 y f (0) = 0. Prueba que f es derivable en R, pero 

que en cualquier entorno de 0 f' no está acotada. 

Si x ≠ 0 f ’(x) = 2xsen
2

1

x
 – 

x

2
cos

2

1

x
. Además f ’(0) = 

2
2

20 0 0

1
sen

(0 ) (0) 1
lim lim lim sen 0
h h h

h
f h f h h

h h h→ → →

+ − = = =  

pues 
2

1
senh h h

h
− < <  y h → 0. Por tanto, f ’(x) es también derivable para x = 0 y f ’(0) = 0. 

2 2 20 0

1 2 1 2 1
lim 2 sen cos 0 lim cos
x x

x
x x x x x→ →

 − = − = ∞ 
 

, ya que 
2

1
sen

x
 y 

2

1
cos

x
 están acotados entre –1 y 1. 

 
10.112. Los siguientes límites se pueden escribir como el valor de la derivada de una cierta función en un 

punto. Aplicando esta idea, calcúlalos. 

a) 
20

0

(1 ) 1
lim
x

x

x→

+ −
 b) 

2

cos
lim

2
x

x

x
π→ π−

       c) 
4

tg 1
lim

4
x

x

x
π→

−
π−

        d) 
1 cos

lim
x

x

x→π

+
− π

 

a) Tomando f(x) = x20, 20
1)1(

lim
)1()1(

lim)1('
20

00
=−+=−+=

→→ x

x

x

fxf
f

xx
 

b) Sea f (x) = cosx – 
2

π
, 

0 0
2

cos ( )
cos 2 2 2

lim lim lim ' sen 1
2 2

2

h hx

h f h f
x

f
h hx

π → →→

π π π   + + −    π π      = = = = − = −   π    −
 

c) Llamando f(x) = tgx y h = x – 
4

π
, 

0 2
4

tg tg
tg 1 14 4

lim lim ' 2
4 cos

4 4

hx

h
x

f
hx

π →→

π π   + −   − π    = = = = π π  −  
 

 

d) Llamando f (x) = cosx y h = x – π 
0

1 cos cos( ) cos
lim lim '( ) sen( ) 0
x h

x h
f

x h→π →

+ + π − π= = π = − π =
− π

 

 

10.113. a) Encuentra dos números reales a y b para los que: 
2

2

1 1 1

x a b

x x x
= +

− − +
 

b) Sea { }: R 1, 1 Rf − − →  definida mediante la fórmula 
2

2
( )

1

x
f x

x
=

−
. Obtén una expresión para la 

derivada n-ésima de f. 

a) Debe ser 2x = ax + a + bx – b para todo x. En particular, si x = 0 se tiene 0 = a – b y si x = 1, 2 = 2a, luego 
los números buscados son a = 1 y b = 1. 

b) 
2

2 1 1
( )

1 1 1

x
f x

x x x
= = +

− − +
. Como si 

x
xg

1
)( = , 

( )
1

) !1
)( +

−=
n

n
n

x

n
xg , se tiene 

( ) ( ))
1 1

1 ! 1 !
( )

( 1) ( 1)

n n

n
n n

n n
f x

x x+ +

− −
= +

− +
.
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10.114. Sea f una función definida en R que pasa por el origen, que admite segunda derivada y que verifica 

[ ]2
( ) ( ) ( ) 2f x f x f x′ ′′+ ⋅ = . Calcula la ecuación de la tangente a la gráfica de f en el punto (3, 1). 

Se sabe que [ ] ( )′′=′′⋅+′= )()·()()()(2 2 xfxfxfxfxf . 

Luego ( )2 ( )· ( )f x f x
′′=  y una función cuya derivada es 2 tiene la forma 2x + a, así pues 

( ) '( ) 2f x f x x a= + .Como f (0) = 0, debe ser a = 0 y se tiene (3) '(3) 6 1· '(3) 6 '(3) 6f f f f=    =  = . Así pues, la 
ecuación de la recta tangente en (3, 1) es y = 6x – 17. 

 

10.115.  a) Demuestra que la función : R Rf →  dada por ( ) xf x e x= +  tiene inversa. 

b) Prueba que existe una función : R Rg →  derivable y tal que ( )( ) g xg x e x+ =  para cualquier número 
real x. 

c) Calcula g'(1). 

a) La función es continua y su derivada 1)(' += xexf  es siempre positiva, luego la función es estrictamente 
creciente. 

Una función continua estrictamente creciente admite inversa. 

b) La función que se busca es g(x) = f-1(x). 

Se sabe que ( ) ( ) )()()( 1)(11 1
xfexffxffx xf −−− +===

−
 . 

Y también que si ( )1
1

1
'( )

( ( ))
f x

f f x
−

−=
′

 siempre que 0))(( 1 ≠′ − xff  y como es positiva, se tiene que )(1 xf −  es 

derivable. 

Luego g(x) = f–1(x) cumple ambas condiciones. 

c) Se comienza calculando g(1). Como g(x) = f–1(x), se tiene que 1)1(01))1((1 )1()1( ==+== geegf gg  

Por tanto, ( ) 1 1 1
'(1)

( (1)) '(1) 1
g

f g f e
= = =

′ +
. 

 

10.116.  Una partícula que se mueve en el plano XY baja deslizándose a lo largo de la curva de ecuación  

y = 2 9x + . En el punto P (4, 5) abandona la curva y sigue por la recta tangente a dicha curva. 

a) Calcula el punto R del eje Y por el que pasará la partícula. 

b)¿Existe algún otro punto Q de la curva tal que la recta tangente a la curva en el punto Q corte al eje Y 
en el mismo punto R anterior? 

a) Como 
5

4
)4(';

9
)(

2
=

+
=′ f

x

x
xf . La recta tangente en P(4, 5) es y – 5 = 

5

4
 (x – 4). Operando se obtiene que 

la recta tangente es y = 
5

4
x + 

5

9
, que corta al ejeY en R

9
0,

5
 
 
 

. 

b) La recta tangente a )(xf  en el punto Q(a, f(a)) tiene ecuación y – f(a) = 










+ 92a

a
(x – a). Operando se 

obtiene que la recta tangente es 
9

9

9 22 +
+

+
=

aa

ax
y . 

Si queremos que pase por R
9

0,
5

 
 
 

 debe ser 
2

9 9
4 ó 4

59
a a

a
=  = = −

+
. 

Por consiguiente, la recta tangente a la curva en el punto Q(–4, 5) también corta al Y en R
9

0,
5

 
 
 

.
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10.117. Sea g una función definida positiva y continua en R, y f una función continua en x = 1 tal que 

31

( )
lim 0

( 1)x

f x

x→
=

−
.  

Demuestra que 
f

g
 es derivable en x = 1 y calcula '(1).

f

g

 
 
 

 

Como 0
)1(

)(
lim

31
=

−→ x

xf
x

 y f es continua, se deduce que f (1) = 0. 

Además, por ser g continua y positiva: 
)1(

1

)1(

1
lim

0 ghgh
=

+→
. Por otro lado, 

2
2

3 30 1 1 1 1

(1 ) ( ) ( 1) ( ) ( )
lim lim lim lim( 1) · lim 0·0 0

( 1) ( 1) ( 1)h x x x x

f h f x x f x f x
x

h x x x→ → → → →

+ −= = = −   =   =
− − −

 pues ambos límites existen. 

Así pues: 

( ) ( ) ( )
( )

0 0 0 0 0

1 (1)
1 1

1 (1) (1 ) (1 ) 1 1
'(1) lim lim lim lim ·lim 0· 0

(1 ) (1 ) (1)h h h h h

f h ff f
h

g h gf f h f hg g

g h h hg h h g h g→ → → → →

+    −+ −    + + +     = = = = =   =  + + 
 

 

 

10.118. Define a trozos la función 
2

2

1
( ) min ,

2 1

x
f x

x

 
=  + 

 y calcula ( )' (2)f f . 

Resolvemos la inecuación 
2

2

1

1

2 x

x

+
≤ , como 1 + x2 es siempre positiva, se obtiene la inecuación equivalente: 

022)1( 2422 ≤−+≤+ xxxx , resolviendo la ecuación bicuadrada 0224 =−+ xx  se obtiene las soluciones 

x = –1 y x = 1.  Observando qué ocurre en los intervalos ( ) [ ] ( ), 1 , 1, 1 1,y−∞ − − + ∞  se tiene que:  

2

2

1

1

2 x

x

+
≤  si [ ]1, 1x ∈ −  y 

2

2

1

2 1

x

x
>

+
 si ( ) ( )+∞∪−−∞∈ ,11,x  

La función es: 
[ ]

[ ]

2

2

si 1,1
2( )
1

si 1,1
1

x
x

f x
x

x


∈ −= 

 ∉ −
 +

 

( ) 25

4

21

2·2
)2('

22
−=

+

−=f , luego ( )

2
4

4 825
(2) ( '(2))

25 2 625
f f f f f

 −    ′ = = − = = 
 

 . 

 

 

10.119. Demuestra que si la función f (x) está acotada en un entorno de 0, entonces la función g (x) = x2f(x) es 
derivable en x = 0. 

Como f está acotada en un entorno del 0: 0)(lim
0

=⋅
→

hfh
h

, 
2

0 0

( )
'(0) lim lim ( ) 0

h h

h f h
g hf h

h→ →
= = = .
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PROFUNDIZACIÓN 

10.120. (TIC) Las funciones trigonométricas, seno, coseno y tangente, están asociadas a la llamada 
circunferencia goniométrica. De manera análoga, la hipérbola también tiene asociadas sus razones 
trigonométricas: 

Seno hiperbólico (BC): senh
2

x xe e
x

−−=  

Coseno hiperbólico (OB): cosh
2

x xe e
x

−+=  

Tangente hiperbólica (AD): 
senh

tgh
cosh

x
x

x
=  

(Siendo x el área coloreada en la figura). 

a) Representa dichas funciones en tu calculadora gráfica. 

b) Comprueba que cosh2(x) – senh2(x) = 1. 

c) Calcula las derivadas de las funciones trigonométricas hiperbólicas. 

a)  

 

                                                               

 

 

 

 

 

 

 

 

b) 1
4

22

22

222222

=−+−++=






 −−






 + −−−− xxxxxxxx eeeeeeee
 

c) ( )senh '( ) ' cosh( )
2 2

x x x xe e e e
x x

− − − += = = 
 

;  ( )cosh '( ) ' senh( )
2 2

x x x xe e e e
x x

− − + −= = = 
 

 

 

 
10.121. Considera una función f : R → R que satisface las siguientes propiedades: 

i) f (x1 + x2) = f (x1) f(x2) para cualesquiera x1, x2.  

ii) f (0) ≠ 0 

iii) f′(0) = 1 

a) Demuestra que f (0) = 1. Indicación: Toma x1 = x2 = 0 en i. 

b) Demuestra que f(x) ≠ 0 para todo x. Indicación: Toma x2 = −x1 en i. 

c) Utiliza la definición de derivada para probar que f′(x) = f (x) para todo número real x. 

d)Sea g otra función que satisface las condiciones i, ii, iii y considera k(x) = 
( )

( )

f x

g x
. Demuestra que k es 

derivable en todo R, y obtén k′(x). ¿Qué relación hay entre f y g? 

e)¿Conoces alguna función f que satisfaga las condiciones i, ii, iii? ¿Puede haber más de una? 

a) Llamando a = f (0) = f (0 + 0) = f (0)f (0) = a2. Por tanto, a = a2 luego a = 0 ó a = 1 y como f (0) ≠ 0 se 
concluye que f (0) = 1. 

b) Como f (0) = f (x + (–x)) = f(x)f (–x)=1, entonces f (x) no puede ser cero. 

c) Utiliza la definición de derivada para probar que f ′(x) = f(x) para todo número real x. 

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1
'( ) lim lim ( ) lim ( ) '(0) ( )·1 ( )

h h h

f x h f x f x f h f x f h
f x f x f x f f x f x

h h h→ → →

+ − − −= = = = =   =  

O

C

B
A

D

X

Y

1

1

O X

Y

1

1

y = senh x

O X

Y

1

1

y = cosh x
O X

Y

1

1

y = tgh x
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d) 
0 0 0 0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

'( ) lim lim lim lim
( ) ( ) ( ) ( )h h h h

f x f h f x
k x h k x f x f h f x g h f x f h g hg x g h g x

k x
h h g x g h h g x g h h→ → → →

−
+ − − −= = = =  

Como f y g son derivables y f’(x) = f(x) y g’(x) =g(x): 
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
L´Hôpital

0 0

0 0
lim lim 0

0 1h h

f h g h f h g h

g h h g h h g h→ →

− −
=  = ⎯⎯⎯⎯→ =  = =

+
 

 

k’(x) = 0, luego k(x) es una función constante ya que su derivada se anula para todo  

Pero como f(0) =1 y g(0) = 1 entonces a = 1 y f(x) = g(x).  

e) La función f(x) = ex satisface las tres condiciones y por d es la única. 

 
10.122. Sea h (x) = f (x) · g (x), donde f y g son funciones derivables. 

a)Encuentra fórmulas para hll(x), hlll(x) y hlV(x) en términos de f, g y sus derivadas. 

b)¿Te sugieren estos cálculos alguna expresión para hn)(x)? 

a) '( ) ( ) ' ( ) ( ) '( )h x f x g x f x g x= + , luego 

''( ) ( ) ( ) '( ) '( ) '( ) '( ) ( ) ''( ) ( ) ( ) 2 '( ) '( ) ( ) ''( )h x f x g x f x g x f x g x f x g x f x g x f x g x f x g x′′ ′′= + + + = + +
'''( ) ( ) ''' ( ) ''( ) '( ) 2 ''( ) '( ) 2 '( ) ''( ) '( ) ''( ) ( ) '''( )

( ) ''' ( ) 3 ''( ) '( )·3 '( ) ''( ) ( ) '''( )

h x f x g x f x g x f x g x f x g x f x g x f x g x

f x g x f x g x f x g x f x g x

= + + + + + =
= +   +

 

4) 4) 3) 3) 4)( ) ( ) ( ) 4 ( ) '( ) 6 ''( ) ''( ) 4 '( ) ( ) ( ) ( )h x f x g x f x g x f x g x f x g x f x g x= + + + +  

b) ( )) ) )

0

( ) ( )·
n

n n k k

k

nh x f x g x
k

−

=

 =  
   con )()()0 xfxf =  

 
10.123. Supón que f y g son funciones derivables en todo R y tales que: 

i) f (0) = 1; g(0) = 0      ii) f′(x) = −g (x);  g′(x) = f (x) 

a) Sea h(x) = f2(x) + g2(x). Calcula h′(x) y utiliza el resultado obtenido para probar que f2(x) + g2(x) = 1 
para  todo x. 

b) Supón que F y G son otro par de funciones derivables que verifican i, ii y considera la función  

k(x) =  [ ]2
( ) ( )f x F x− + [ ]2

( ) ( )g x G x− . Calcula k′(x) y utiliza el resultado obtenido para decidir qué 

relación existe  entre f y F y entre g y G. 

c)¿Conoces algún par de funciones f y g que verifiquen i, ii? ¿Puede haber otras? 

a) ( ) 0)()(2)()(2)()('2)()('2)()()(' 22 =+−=+=
′

+= xgxfxfxgxgxgxfxfxgxfxh  

Luego h(x) es constante y como h(0) = f(0) + g(0) = 1 + 0 = 1, entonces h(x) = 1 para todo x y, por tanto,  

f 2(x) + g2(x) = 1 para todo x. 

b) [ ] [ ]( ) ( )( ) ( )( )
0))()())(()((2))()())(()((2

)()()(')('2)()()(')('2)()()()()(' 22

=−−+−+−
=−−+−−=

′
−+−=

xGxgxFxfxFxfxGxg

xGxgxGxgxFxfxFxfxGxgxFxfxk  

Luego k es constante y como k(0) = (f(0) – F(0))2 + (g(0) – G(0))2 = 0, entonces k(x) = 0 para todo x, y como k 
es la suma de dos cuadrados, deben ser f(x) – F(x) = 0 y g(x) – G(x) =0, luego f(x) = F(x) y g(x) = G(x) para 
todo x. 

c)Sí, f(x) = cosx y g(x) = senx satisfacen las condiciones, y por b) son las únicas. 

 

10.124. Para cada número real x, se considera el número complejo eix que, naturalmente, dependerá de x, es 
decir, será de la forma eix = f(x) + ig(x), donde f y g son funciones reales de variable real. 

Se supone que las reglas de derivación para estas funciones son las mismas que para funciones reales, 
es decir, (eix )´ = i eix  = f’(x) + ig’(x). 

a)Toma x = 0 y calcula f (0) y g(0). 

b) A partir de la igualdad eix = f(x) + ig(x), demuestra que i eix  = −g(x) + if(x). 

c)Prueba que f′(x) = −g(x)  y g′(x) = f(x). 

d) Utiliza el problema anterior y decide quiénes tienen que ser f(x) y g(x). 

e)Demuestra que eiπ + 1 = 0. 

a) )0()0(01100 igfieei +=+===  entonces f (0)=1 y g(0) = 0. 

b) Como i2 = –1 se obtiene la igualdad. 

)(·)(
)(

)(
xgaxfa

xg

xf ==
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c) Por un lado se tiene que (eix)´= ieix = f′(x) + ig′(x), y por otro ieix = −g(x) + if(x), luego 

 f ′(x) + ig′(x) = −g(x) + if(x) y, como para que dos números complejos sean iguales deben tener iguales la parte 
real y la parte imaginaria, se obtiene f ’(x) = –g(x) y g’(x) = f(x). 

d)Se sabe que i) f(0) = 1 y g(0) = 0; ii) f ’(x) = –g(x) y g’(x) = f(x) por el problema anterior deben ser f(x) = cosx y 
g(x)= senx. 

1 cos sen 1 1 0 1 0ie i iπ + = π + π + = − + + =  

 

10.125. Sea f la función definida en [−1, 2] por f(x) = [x] sen(πx). 

a) Escribe la fórmula para f en [−1,0]; [0, 1] y [1, 2]. 

b) Estudia la derivabilidad de f en 0 y en 1 e interpreta gráficamente los resultados obtenidos. 

 

a) [x] = –1 en [–1, 0) luego f (x) = [x] sen(πx)= – sen(πx) en [−1, 0] (pues 
f (0) = [0] sen(0) = 0 = sen(π·0). 

[x] = 0 en [0, 1) luego f (x) = [x] sen(πx) = 0 en [0,1] (pues  
f (1) = [1] sen(π) = 1 · 0 = 0. 

[x] = 1 en [1, 2) luego f (x) = [x] sen(πx) = sen(πx) en [1, 2] (pues 
f (2) = [2] sen(2π) = 0 = sen(2π·). 

sen( ) 1 0
( ) 0 0 1

sen( ) 1 2

x x
f x x

x x

− π − ≤ ≤= < <
 π ≤ ≤

 

b) 
cos( ) 1 0

'( ) 0 0 1
cos( ) 1 2

x x
f x x

x x

− π π − < <= < <
 π π < <

 

Como la función es continua en 0 y en 1, para ver si es derivable basta estudiar los límites: 

0 0 0 0
lim '( ) lim ( cos( ) ) y lim '( ) lim 0 0
x x x x

f x x f x
− − + +→ → → →

= − π π = −π = =  luego no es derivable en x = 0. 

1 1 1 1
lim '( ) lim 0 0 y lim '( ) lim cos( )
x x x x

f x f x x
− + + +→ → → →

= = = π π = π y tampoco lo es en x = 1. 

 

 

10.126. Sea f (x) = x2 sen 
1

x
 si x ≠ 0 y f (0) = 0. Se supone que h y k son dos funciones tales que  

h ′(x) = sen2 ( )sen( 1)x + , k ′(x) = f (x + 1), h (0) = 3 y k (0) = 0.   

Halla: 

a) ( ) (0)f h
′  

b) ( ) (0)k f
′   

c) α′(x2), siendo α(x) = h(x2). 

a) ( ) ( ) ( )2 21 1
'(0) '( (0)) '(0) '(3)sen sen1 6sen cos sen sen1

3 3
f h f h h f

    = = = −        
  

b) Se comienza calculando la derivada de f en x = 0. 

2

0 0

1
sen

1
'(0) lim lim sen 0

h h

h
h

f h
h h→ →

 
    = = = 

 
 pues sen 








h

1
 está acotada. 

Entonces:  

( ) '(0) '( (0))· '(0) '(0)· '(0) '(0)·0 0k f k f f k f k= = =   =  

c) )('2)(' 2xxhx =α  Luego, 2 2 4 2 2 4'( ) 2 '( ) 2 (sen (sen( 1)))x x h x x xα = = + .

O X

f

Y

1

1
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10.127. Se dice que un número a es raíz múltiple del polinomio p (x), de multiplicidad n, con n = 1, 2, 3, … si 
p (x) = (x− a)n q(x), con q(a) ≠ 0. 

a) ¿Es a = 3, raíz de multiplicidad 2 del polinomio P(x) = (x − 3)2 (x2 − 4x + 3)? 

b) Prueba que si a es raíz múltiple de p(x), de multiplicidad n, entonces es raíz múltiple de p′(x), de 
multiplicidad n − 1. 

a) (x2 − 4x + 3) = (x – 3)(x – 1) por tanto, P(x) = (x − 3)2(x2 − 4x + 3) = (x − 3)2(x – 3)(x – 1) = (x – 3)3(x – 1) 

Luego a = 3 es raíz de multiplicidad 3 del polinomio P(x). 

b) Sea a raíz múltiple de p(x) de multiplicidad n. Por definición de raíz múltiple de un polinomio se tiene que 

( ) ( ) ( )np x x a q x= −  con q(a) ≠ 0. 

Derivando: [ ]1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n np x n x a q x x a q x x a nq x x a q x− −′ ′ ′= − + − = − + −  

Se comprueba si Q(x)= ( ) ( ) '( )nq x x a q x+ −  se anula en x= a: 

Q(a)= ( ) ( ) '( ) ( ) 0nq a a a q a nq a+ − = ≠  puesto que se tenía que q(a) ≠ 0. 

Como [ ]1'( ) ( ) ( ) ( ) '( )np x x a nq x x a q x−= − + −  y además ( ) ( ) '( ) 0nq a a a q a+ − ≠ , se tiene que a es raíz múltiple 

de p’(x) de multiplicidad n – 1. 

RELACIONA Y CONTESTA 

Elige la única respuesta correcta en cada caso:    

10.1. Sea f una función definida en R, que admite segunda derivada en todo R. 

A) Si f (0) > f (1), entonces f ′(0) ≥ f ′(1) 

B) Si g (x) = f (sen x), entonces g ′(0) > f ′(0) 

C) Rx∀ ∈ , se verifica que (f · f ′)′(x) − f (x) f ′′(x) ≥ 0 

D) Si f ′(2) = 1, entonces 
( ) (2)

lim
2 2

f x f

x x

−
→ −

 = 0 

E) Existen números a para los que lim ( )
x a

f x
−→

′ ≠ lim ( )
x a

f x
+→

′ . 

C es verdadera pues ( ) )(xff ′′⋅  = f ′(x) f ′(x) + f (x) f ′′(x), por lo que ( ) )(xff ′′⋅  − f (x) f ′′(x) = ( )2)(xf ′  ≥ 0. 

 

10.2. Sea g (x) = 2x − 6 y f una función tal que f ′(x) = 
2xe . La tangente a la curva y = ( )( )f g x en el punto de 

abscisa 3 verifica: 

A) Es horizontal.  D) Es paralela a la gráfica de y = g (x). 

B) Tiene pendiente negativa.  E) Nada de lo anterior. 

C) Su pendiente es mayor que f ′(1). 

D es verdadera y todas las demás falsas: 

( )′gf  (x) = ( ))3(gf ′  · g′ (3). Como g (3) = 0  y  g′ (3) = 2, es ( )′gf  (3) = f ′(0) · 2 = 2  

 

10.3. Considera la función f (x) = ln 
1 sen

1 sen

x

x

+
−

. 

A)Está definida en x = 
3

2

π
;  

B)  Presenta un punto con tangente horizontal. 

C)Su derivada siempre es positiva;  

D) No es derivable en los puntos de corte con el eje horizontal. 

E) |f ′(x)| ≥ 1 en los puntos en los que es derivable. 

E es verdadera ya que |cosx| ≤ 1 sea cual fuere x, por lo que )(xf ′  = 
|cos|

1

x
 ≥ 1.
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Señala, en cada caso, las respuestas correctas: 

10.4. Sea  f : R → R derivable y tal que su gráfica es simétrica respecto de la recta x = 2. 

A)  Para todo x, f (2 + x) = f (2 − x)  D) Si lim ( )
x

f x
→ +∞

 = 1, entonces, lim ( )
x

f x
→ −∞

 = 1 

B)  Para todo x, f (x) = f (4 − x)  E) Si lim ( )
x

f x
→ +∞

′ = 1, entonces lim ( )
x

f x
→ −∞

′ = −1 

C) Para todo x, f ′(2 + x) = f ′(2x) 

Es verdadera la A, B, D y E. Si la gráfica es simétrica respecto de la recta x = 2, debe ocurrir que f (2 + x) = f (2 − 
x) sea cual fuere x. 

Observando ahora que los números x y 4 − x equidistan de 2 pues |2 − x| = |4 − x − 2| concluimos que B 
también es verdadera. 

La afirmación C es falsa como lo prueba la función f (x) = (x − 2)2 y x = 0, por ejemplo.  

 

10.5. Para todo x mayor que 1 se verifica:  

A)Si f (x) = 
2xe , entonces f ′′(x) = 

2xe   D) Si f (x) = senx, entonces f ′′(x) = sen(x + π) 

B) Si f (x) = 
2xe , entonces f ′′(x) = 2x

2xe   E) Si f (x) = cosx, entonces f ′′(x) = cos(x + π) 

C)Si f (x) = 
1

1 x−
, entonces f ′′(x) = 

2

1

(1 )x−
 

D es verdadera ya que si f (x) = sen x, f ′(x) = cos x, f ′′(x) = − sen x  y  sen (x + π) = − sen x.  

E también es verdadera ya que f (x) = cosx nos lleva a f ′(x) = − sen x, f ′′(x) = − cos x  y  cos(x + π) = − cos x. 

A es falsa pues si f (x) =
2xe , f ′(x) = 

2

2 xxe .  B también, ya que f ′′(x) = 
2

2 xe  + 4x2 2xe = (2 + 4x2)
2xe . 

C es falsa, pues si f (x) = 
x−1

1
, f′ (x) = 

2)1(

1

x−
 y f ′′(x) = 

3)1(

2

x−
. 

 

10.6. Sea f : [−2, 2] → [−2, 2] la función definida por f (x) = ( )1 | |x−  ( )1 [ ]x− . 

A) f es continua en el intervalo (−2, 2).  D) Si x ∉ Z, f4 ) (x) = 0. 

B) f es derivable en el intervalo (−2, 2).  E) 
0

lim ( ) (0 )
x

f x f
−

−

→
′ ′=  

C) f es impar. 

D es verdadera ya que si x > 0, x ∉ Z, f′ (x) = (−1) ( )][1 x−  + ( )||1 x−  · 0 = [x] − 1, por lo que f ′′(x) = 0, con lo que 

f 4)(x) = 0 y si x < 0, x ∉ Z, f′ (x) = 1 · ( )][1 x−  + ( )||1 x−  · 0 = 1 − [x], con lo que f ′′(x) = 0 y f 4)(x) también será 0. 

La afirmación A es falsa ya que f no es continua en x = 0. B es obviamente falsa al no ser f continua en (−2, 2). 

C también es falsa pues, por ejemplo, f (1,5) = 0,5 · 0 = 0  y  f (−1,5) = − 0,5 · 3 = −1,5. 

 

10.7. Sea f : R → R una función que admite derivada segunda en cada punto, C su gráfica, T1 la recta y = x + 1 
y T2 la recta y = −x + 1. 

A)Si T1 es tangente a C en x = 1, entonces f ′(1) = 1. 

B)Si T2 es tangente a C en x = 0, entonces f ′(0) = 1. 

C)Si T1 es tangente a C en x = 1 y T2 es tangente a C en x = 3, existe a ∈ (1, 3) con f ′(a) = 0. 

D)Si T1 es tangente a C en x =1 y T2 es tangente a C en x = 3, existe a ∈ (1, 3) en el que la tangente es 
horizontal. 

A es verdadera pues f ′(1) mide la pendiente de la tangente a C en x = 1 y la pendiente de T, es 1. 

B es falsa, ya que la pendiente de T2 no es 1 sino −1. 

C es verdadera ya que nos dicen que f ′(1) = 1 y f ′(3) = −1 por lo que al ser f ′ una función continua (ya que 
existe f ′′(x)), el teorema de Bolzano nos asegura que tomará alguna vez el valor 0 en (1, 3). 

Análogamente D también es verdadera pues al ser C verdadera, en el punto con x = a ∈ (1, 3) en el que  
f’(a) = 0, la tangente es horizontal.
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Elige la relación correcta entre las dos afirmaciones dadas:   

10.8. Sea f : R → R derivable 

a: La tangente a la curva y = f 2 (x) en el punto de abscisa 3 es horizontal. 

b: La curva y = f (x) corta al eje de abscisas en el punto de abscisa 3. 

A) a ⇔ b  D) a y b se excluyen entre sí. 

B) a  b pero b  a  E) Nada de lo anterior 

C) b  a pero a  b 

La relación correcta es la C.  

y ′ = 2f (x) f ′(x)  por lo que si se da b, es f (3) = 0, con lo que y ′(3) = 0 y se da a. Así que b  a, pero a   b 

como prueba, por ejemplo, y = ( )22 1)3( +−x , con lo que f (x) = (x −3)2 + 1 verifica a pues  

y ′ = 2 ( )1)3( 2 +−x  2(x − 3), es decir, y ′(3) = 0 pero f (x) = (x − 3)2 + 1 no corta al eje horizontal, es decir, no se 
verifica b. 

 

Señala el dato innecesario para contestar: 

10.9. Sea f (x) = xg (x) + a sen x + bex donde g : R → R es una función derivable. Para calcular la ecuación de la 
tangente a la curva y = f (x) en el punto de abscisa 0, nos dan los siguientes datos. 

a) La curva y = g (x) corta al eje vertical en el punto (0, 4). 

b) Las curvas y = f (x), y = g (x) se cortan en el punto de abscisa 1. 

c) y = g (x) tiene tangente paralela a la bisectriz del primer cuadrante en (0, 4). 

d) El punto (0, a + b) es el máximo de la curva y = 
2

1

1 x+
. 

A) Puede eliminarse el dato a.  D) Puede eliminarse el dato d.  

B) Puede eliminarse en el dato b.  E) No puede eliminarse ningún dato. 

C) Puede eliminarse en el dato c. 

La ecuación de la tangente pedida es y − f (0) = f  ′(0)x,  f (0) = b. 
f  ′(x) = g (x) + xg ′(x) + a cos x + bex, por lo que f ′(0) = g (0) + a + b con el dato a), obtenemos g (0) = 4. 
El dato b nos dice que f (1) = g (1), o sea, g (1) + asen 1 + be = g (1), así que a sen 1 + be = 0, que junto al dato 

d) nos permite calcular a y b ya que el máximo de la curva y = 
21

1

x+
 se alcanza en x = 0 y vale 1, por lo que 

según d, a + b = 1, que junto a la igualdad anterior, dada por el dato b, nos permite calcular a y b y hemos 
obtenido la ecuación de la tangente a y = f (x) sin tener que utilizar el dato c, así que la respuesta es C. 

 

Analiza si la información suministrada es suficiente para contestar la cuestión: 

10.10. Calcular la ecuación de la tangente a la curva f (x) = x2g (x) en el punto de abscisa 0. 

a: La curva y = g (x) es continua en x = 0. 

b: La función y = g (x) no es continua en x = 0, pero está acotada en un entorno de 0. 

A) Cada información, a y b, es suficiente por sí sola. D) Son necesarias las dos juntas.  

B) a es suficiente por sí sola, pero b, no. E) Hacen falta más datos 

C) b es suficiente por sí sola, pero a, no.  

Cada afirmación, a y b es suficiente por sí sola y la respuesta es A.  

Damos por hecho que existe f (0). La ecuación de la tangente a dicha curva en x = 0 es y = f ′(0)x  

Si se verifica a )(lim
0

hgh
h→

= h
h 0
lim
→

· )(lim
0

hg
h→

 = 0 · g (0) = 0, f ′(0) = 
h

fhf
h

)0()0(
lim

0

−+
→

 = 
h

hgh
h

)(
lim

2

0→
 = )(lim

0
hgh

h→
.  

Si se verifica b )(lim
0

hgh
h→

 = 0 por que f(h) = h tiende a 0 en 0 y g (h) es acotada en un entorno de 0. 
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 11  Funciones derivables 
ACTIVIDADES INICIALES 

11.I. Cuenta la tradición que sobre la tumba de 
Arquímedes había esculpido un cilindro con una 
esfera inscrita. Arquímedes halló la relación 
entre sus volúmenes y el volumen del cono de 
igual radio y altura que el cilindro. Para ello, 
utilizó planos paralelos a las bases y comparó 
las áreas de los círculos obtenidos (ver figura).  
¿Qué relación se obtiene? Hállala. 

Radio de la esfera (r1): 
222

1
22

1
2 xRrxrR −=+=  

Radio del cilindro (r2):   Rr =2  

Radio del cono (r3): xr
x

r

R

R == 3
3  

Se tiene, pues, que 2
3

2
2

2
1 rrr −= . Por tanto, el área del círculo de la esfera es igual al área del círculo del 

cilindro menos la del cono. 

 

11.II. Halla el área total y el volumen de un cono formado con un sector 
circular de radio g y ángulo α radianes. 

El arco que abarca un ángulo de α radianes mide αg. 

El radio r de la circunferencia que mide αg es: 

π
α=α=π
2

2
g

rgr , que es el radio del cono. Se calcula su altura h. 

La altura es el otro cateto del triángulo de hipotenusa g y cateto 
π

α
2

g
: 

2
2 2 2 24

2 2

g g
h g h

α = −  = π − α π π 
. 

El área total del cono es 
22

2
ggg ⋅α+








π
απ .   El volumen del cono es 

3

4
22

22
2

α−π
π









π
απ gg

. 

 

11.III. Utilizando la semejanza de triángulos, halla la expresión del área lateral y 
del volumen de un tronco de cono. 

Se calcula primero la altura x correspondiente al cono pequeñito que se le ha 
quitado al cono primigenio para formar el tronco de cono. 

Por semejanza: 
rR

rh
x

x

r

xh

R

−
==

+
.  Así pues, la altura H del cono inicial 

era 
rR

Rh
h

rR

rh
hxH

−
=+

−
=+= . 

Tanto el volumen del tronco como su área lateral se calcularán restando las respectivas medidas del cono 
inicial y del cono pequeñito suprimido. 

Volumen del tronco de cono: 
rR

rRh

rR

rh
r

rR

Rh
RV

−
−π=

−
π−

−
π= )(

333

33
22  

Para calcular el área lateral, se deben conocer las generatrices G del cono inicia y g del cono suprimido. 

2
2 








−
+=

rR

Rh
RG , 

2
2 








−
+=

rR

rh
rg  

Área lateral del tronco de cono: 
2

2
2

2 







−
+π−








−
+π=

rR

rh
rr

rR

Rh
RRA

x
r1 r2 r3R

α
g

R

h

r
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EJERCICIOS PROPUESTOS 

11.1 Sea f (x) = 
2

ln si 1

si 1

ax b x x

x x

+ ≤
 >

 Calcula a y b para que f sea derivable en x = 1. 

Primero se impondrá la condición de que sea continua en x = 1. Para eso se estudia sus límites laterales y el 
valor de la función en dicho punto: 

1 1
lim ( ) lim( ln ) 1 ln1
x x

f x ax b x a b a
− −→ →

= + = ⋅ + = ,  11)(lim)(lim 22

11
===

++ →→
xxf

xx
,  af =)1(  

Se igualan las expresiones anteriores y se tiene que el valor de a debe ser a = 1. 

Abordando la derivabilidad en x = 1. La función derivada para 1≠x  es: 

si 1 1 si 1
( ) ( )

2 si 1 2 si 1

b b
a x x

f x f xx x
x x x x

 + < + < ′ ′=  = 
 > > 

 

Como ya se tiene seguridad de que f es continua en x = 1, se sabe que para que f sea derivable en x = 1 
basta con que )(lim)(lim

11
xfxf

xx
′=′

+− →→
: 

1 1
lim ( ) lim 1 1 1

1x x

b b
f x b

x− −→ →

 ′ = + = + = + 
 

,  
1 1

lim ( ) lim 2 2 1 2
x x

f x x
+ +→ →

′ = = ⋅ =  

Por tanto, 1+b = 2, es decir, b = 1. Así pues, para que f sea derivable en x = 1 debe ser a = 1 y b = 1. 

 

11.2 ¿Es continua en x = 0 la siguiente función? f(x) = 
2

2

sen si 0

1 si 0x

x x x

e x

 + ≤


− >
? ¿Y derivable?  

2 2

0 0
lim ( ) lim ( sen ) 0 sen0 0
x x

f x x x
− −→ →

= + = + = ,  2 2 0

0 0
lim ( ) lim ( 1) 1 0x

x x
f x e e

+ +

⋅

→ →
= − = − = ,  0)0( =f  

Así pues, f es continua en x = 0, ya que )0()(lim
0

fxf
x

=
→

. 

La función derivada para 0≠x  es:  
2

2 cos si 0
( )

2 si 0x

x x x
f x

e x

+ <′ =  >
 

Como ya se tiene seguridad de que f es continua en x = 0, se sabe que para que f sea derivable en x = 1 
basta con que )(lim)(lim

00
xfxf

xx
′=′

+− →→
: 

10cos02)cos2(lim)(lim
00

=+⋅=+=′
−− →→

xxxf
xx

,  222lim)(lim 022

00
=⋅==′ ⋅

→→ ++
eexf x

xx
 

Como )(lim)(lim
00

xfxf
xx

′≠′
+− →→

, la función no es derivable en x = 0, aunque sí que es continua en dicho punto. 

 

 

11.3 Sea f (x) = (x + 1)3(x − 2)2 + 3. Demuestra que la ecuación f ´ (x) = 0 tiene alguna solución en el intervalo 
[−1, 2]. 

La función f es continua y derivable ya que es polinómica. Además, f(–1) = f(2), por tanto, puede aplicarse el 
teorema de Rolle que nos asegura que f´(x) = 0 tiene una solución en el intervalo [−1, 2]. 

 

 

11.4 Aplicando el teorema de Rolle, justifica que la gráfica de la función f  (x) = 3x5 + 7x + 1 no puede cortar 2 
veces al eje horizontal. 

La función f es continua ya que es polinómica. Además f(−2) = −109 y f(0) = 1, así pues, el teorema de 
Bolzano nos asegura que f corta al menos una vez al eje horizontal en un punto c perteneciente al intervalo  
(−2, 0). Si cortara al eje horizontal en otro punto d, se tendría que f(c) = 0 y f(d) = 0 y, por tanto, se podría 
aplicar el teorema de Rolle en el intervalo cerrado de extremos c y d y resultaría que la derivada de f se 
anularía al menos una vez. Sin embargo, la derivada de f es f ’(x) = 15x4 + 7 que no se anula nunca porque 
siempre es positiva. Así pues, la suposición que se hizo de que cortaba más veces al eje horizontal es falsa. 
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11.5 Demuestra que la ecuación 2x5 − 30x + c = 0 no puede tener más de una solución en el intervalo [−1, 1], 
sea cual fuere el número c. 

Llamando f(x) = 2x5 − 30x + c, como 3010)( 4 −=′ xxf  presupone que f’(x) nunca se transforma en cero en  
(–1, 1), entonces f(x) no puede cortar más de una vez al eje X en el intervalo [–1, 1]. 

 

11.6 Sea f (x) = 3 22 x+ . Comprueba que f es continua en R, f (−8) = f (8) y, en cambio, f ′(x) no se anula nunca. 
¿Contradice este hecho el teorema de Rolle? 

f es continua en R porque es composición de funciones continuas en R: g(x) = 33 x+   y   h(x) = 2x  

Trabajando en el intervalo cerrado [−8, 8], se ve que: 

642642)8(2)8( 33 2 =+=+=−+=−f ,  64264282)8( 33 2 =+=+=+=f  

Se calcula su derivada: 
3

3

1
1

3

2

3

2

3

2

3

2
)(

x
xxxf ===′

−−
. La derivada no está definida para x = 0 y, por tanto, f 

no es derivable en el intervalo abierto (−8, 8) y no se cumplen las hipótesis del teorema de Rolle. 

 

11.7 Dada la función, f (x) = x3. ¿Hay algún punto de su gráfica en el que la tangente sea paralela a la recta 
que une los puntos  A(−1,−1) y B(2, 8)? Hállalo. Calcula la ecuación de la tangente mencionada. 

La función f(x) = x3 es continua en el intervalo cerrado [–1, 2] y derivable en el abierto (–1, 2) por ser una 
función polinómica. Así que el teorema del valor medio indica que existe un número c de (–1, 2) que cumple 

que 3
3

9

)1(2

)1()2(
)( ==

−−
−−=′ ff

cf . Se halla ahora ese número c: 23)( xxf =′ , entonces: 133 2 == xx , 

)2,1(1 −∉−=x . Se obtiene, pues, el punto P(1, 1), en el que la tangente es paralela al segmento AB. 

Observa que, aunque el teorema del valor medio no lo asegure, el punto Q(–1, –1) también cumple que la 
tangente que pasa por él es paralela a la recta que une los puntos A y B. En este caso el segmento AB 
pertenece a la recta tangente. 

La tangente en P(1, 1) es y = 3x–2 y la tangente en Q(–1, –1) es y = 3x + 2. 

 

11.8 Sea f (x) = 

1
si 1 2

1
1 si 2 3

4

x
x

x x

− ≤ <

 − ≤ ≤

 Comprueba que:  

a) f es continua en [1, 3] y derivable en (1, 3). 

b) Encuentra el número c ∈ (1, 3) cuya existencia asegura el teorema del valor medio. 

a) Como x = 0 no pertenece al dominio, es claro que el único punto conflictivo es el de abscisa x = 2: 

2 2

1 1
lim ( ) lim

2x x
f x

x− −→ →

 = − = − 
 

, 
2 2

1 1 1
lim ( ) lim 1 2 1

4 4 2x x
f x x

+ +→ →

 = − = ⋅ − = − 
 

, 
1

(2)
2

f = −  Así pues, f es continua. 

En el intervalo abierto (1, 3) la función derivada para 2x ≠  es: 
2

1
si 1 2

( )
1

si 2 3
4

x
xf x

x

 < <′ = 
 < <


 

22 2

1 1
lim ( ) lim

4x x
f x

x− −→ →

 ′ = = 
 

, 
2 2

1 1
lim ( ) lim

4 4x x
f x

+ +→ →

 ′ = = 
 

. Como 
4

1
)(lim)(lim

22
=′=′

+− →→
xfxf

xx
, la función es derivable 

en x = 2 y es 
4

1
)2( =′f . Por tanto, la función es derivable en (1, 3) y su expresión es: 

2

1
si 1 2

( )
1

si 2 3
4

x
xf x

x

 < ≤′ = 
 < <


 

b) Se sabe entonces que existe un número c del intervalo abierto (1, 3) que cumple: 
8

3

13

)1()3(
)( =

−
−=′ ff

cf . 

Ahora se busca ese número c, que debe pertenecer al intervalo (1, 2] ya que en el otro tramo la derivada vale 

siempre 
4

1
. Así pues, 

2

1 3 8
1,63

8 3
c

c
=  = + ≈  (la solución negativa no pertenece al intervalo (1, 2]).
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11.9 Halla los siguientes límites: 

a) 
0

sen 3
lim

sen 2x

x

x→
       b) 

ln
lim

x

x

x→ + ∞
          c) 

0
lim

ln (1 )

x x

x

e e

x

−

→

−
+

          d) 
1

1 1
lim

ln 1x x x→

 
− − 

 

a) Como 
0

lim sen3 0
x

x
→

=  y  
0

lim sen2 0
x

x
→

= , se puede aplicar L´Hôpital para calcular el límite pedido: 

2

3

02cos

03cos

22cos

33cos
lim

2sen

3sen
lim

00
===

→→ x

x

x

x
xx

. 

b) Como +∞=
∞+→

x
x

lnlim   y  +∞=
∞+→

x
x
lim , se puede aplicar L´Hôpital para calcular el límite pedido: 

1
ln 2

lim lim lim 0
1

2

x x x

x xx
xx

x

→ +∞ → +∞ → +∞
= = = . 

c) Como ( ) 0lim
0

=− −

→

xx

x
ee  y 0)1(lnlim

0
=+

→
x

x
, se puede aplicar L´Hôpital para calcular el límite pedido:    

( )( ) 21lim

1

1
lim

)1(ln
lim

000
=++=

+

+=
+

− −

→

−

→

−

→

xx

x

xx

x

xx

x
eex

x

ee

x

ee
.  

d)Para calcular 







−

−
→ 1

1

ln

1
lim

1 xxx
 hay que transformar esa resta en un cociente: 

( ) 







−

−−
=








−

−
→→ xx

xx

xx xx ln1

ln1
lim

1

1

ln

1
lim

11
. Como ( ) 0ln1lim

1
=−−

→
xx

x
 y ( )( ) 0ln1lim

1
=−

→
xx

x
, se puede aplicar 

L´Hôpital para calcular el límite pedido: 

( ) 







−+

−=


















−+

−
=








−

−−=







−

−
→→→→ 1ln

1
lim

1
ln

1
1

lim
ln1

ln1
lim

1

1

ln

1
lim

1111 xxx

x

x

x
x

x
xx

xx

xx xxxx
 y de nuevo se puede aplicar 

L’Hôpital: 
2

1

11ln

1
lim

1ln

1
lim

1

1

ln

1
lim

111
=








++

=







−+

−=







−

−
→→→ xxxx

x

xx xxx
. 

11.10 Calcula sen

0
lim x

x
x

+→
. 

Este límite da lugar a una indeterminación del tipo 00, por tanto, se debe manipular un poco para poder 

aplicar L’Hôpital. Si sen xy x= , entonces senln ln sen lnxy x x x= = ⋅ . Se calcula el límite de esta última 

expresión: 
0 0 0

ln
lim ln lim sen ln lim

1
sen

x x x

x
y x x

x

+ + +→ → →
= ⋅ = , y ya se está en condiciones de aplicar L’Hôpital: 

2

0 0 0 0 0

2

1
ln sen 2sen cos 0

lim sen ln lim lim lim lim 0
1 cos cos cos sen 1

sen sen
x x x x x

x x x xxx x
x x x x x x

x x

+ + + + +→ → → → →

− −⋅ = = = = = =
− −

 

Se ha obtenido que 0lnlim
0

=
+→

y
x

 siendo sen xy x= , así pues sen sen

0 0
lim ln 0 lim 1x x

x x
x x

+ +→ →
=  = . 

11.11 Demuestra que lim
k

xx

x

e→ + ∞
 = 0, para cualquier k > 0. 

Para calcular 
x

k

x e

x

+∞→
lim , se puede  aplicar L’Hôpital ya que numerador y denominador tienden a más infinito 

(recuérdese que k > 0), y se repite el proceso hasta que el numerador sea un número (el denominador no se 
altera porque la derivada de y = ex es ella misma):  

1 2( 1) ( 1)( 2) 2 1
lim lim lim lim 0

k k k

x x x xx x x x

x kx k k x k k k

e e e e

− −

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

− − − ⋅= = = = = si  K Z∈  

Si K Z∉ y ( 1, )K n n∈ − con n N∈ ( 1)·...·( 1)
lim lim 0

k k n

x xx x

x k k k n x

e e

−

→+∞ →+∞

− − += =
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11.12 Calcula lim ( )xx

x
e x

→ + ∞
+ . 

Se puede escribir el límite buscado como xx

x

x x

x
xexe

1

)(lim)(lim +=+
∞+→∞+→

 que da lugar a una indeterminación 

del tipo 0)(+∞ . Si se denomina y a la expresión última se ve que:  

x

xe
xe

x
xeyxey

x
xxxxx )ln(

)ln(
1

)ln(ln)(
11 +=+=+=+= , y ya se puede calcular el límite de esta última 

expresión aplicando L´Hôpital dos veces: 

1
1

1

1
lim

1
lim

1
lim

1
lim

1

1

lim
)ln(

lim =
+

=
+

=
+

=
+
+=+

+

=+
∞+→∞+→∞+→∞+→∞+→∞+→

x

x

xx

x

x

x

xx

x

xx

x

x

x

x

x

x

x

eee

e
e

e

e

e

xe

exe

e

x

xe
 

Así pues, se ha obtenido que 1lnlim =
∞+→

y
x

, por tanto: exexe x x

x

x x

x
=+=+

∞+→∞+→
)(lim1)(lnlim . 

 

11.13 Demuestra que 
ln

lim
kx

x

x→ + ∞
 = 0, para cualquier número positivo k. 

El límite da lugar a una indeterminación del tipo 
∞+

+∞
 y aplicando L´Hôpital se obtiene que: 

1

1
ln 1

lim lim lim 0
k k kx x x

x x
x kx kx−→ +∞ → +∞ → +∞

= = = , ya que k es positivo. 

 

11.14 Sea f derivable en x = x0. Justifica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas: 

a) Si f′(x0) ≥ 0, entonces f es creciente en x0. 

b) Si f es decreciente en x0, entonces f′(x0) < 0. 

c) Si f′(x0) = 0, entonces f presenta un extremo relativo en x0. 

a) Es falsa ya que si 0)( 0 =′ xf , hay casos en los que la función puede presentar un extremo relativo en x0 y, 

entonces, ni crece ni decrece. Por ejemplo, 2)( xxf =  cumple que 0)0( =′f  y no es creciente en 0=x  ya que 
es un mínimo. Si la desigualdad fuera estricta sí sería cierta la afirmación. 

b) Es falsa ya que x0 podría ser un punto de inflexión con tangente horizontal y la función ser decreciente en 

él. Por ejemplo, la función 3)( xxf −=  es siempre decreciente, y en x = 0 su derivada vale cero. 

c) Es falsa; 0)( 0 =′ xf  solo demuestra que en dicho punto la tangente es horizontal. Por ejemplo, la función 
3)( xxf =  cumple que 0)0( =′f  y en x = 0 no hay máximo ni mínimo relativo ya que se trata de un punto de 

inflexión, eso sí, con tangente horizontal. 

 

11.15 Señala las abscisas de todos los puntos donde es posible que la función f (x) = 3x5 − 5x3 presente 
extremos relativos. 

Las abscisas de los posibles extremos relativos son los valores de x que anulan la derivada de f(x): 

( )1151515)( 2224 −=−=′ xxxxxf . Se resuelve ahora la ecuación 0)( =′ xf : 

( ) 0115 22 =−xx  si x = 0, x =1, ó x = –1, que son las abscisas de los posibles extremos relativos. 

 

11.16 Sea f una función tal que f′(x) = (x − 1) (x − 3) (x − 5). Obtén las abscisas de los extremos relativos de f, 
decidiendo qué son. 

La derivada se anula para x = 1, x = 3 y x = 5, que son las abscisas de los puntos susceptibles de ser 
máximos o mínimos relativos. Se estudia el signo de la derivada en los intervalos definidos por dichos valores: 

x ( )1,−∞  1 (1, 3) 3 (3, 5) 5 ( )∞+,5  
Signo de f´ – 0 + 0 – 0 + 

f Decreciente 
Mín. 

relativo 
Creciente 

Máx. 
relativo 

Decreciente 
Mín. 

relativo 
Creciente 
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11.17 Obtén los extremos relativos de la función f (x) = 
1 1

1 1 1 4x x
+

+ − + −
. 

Como intervienen valores absolutos, se debe definir la función a trozos, limitados por los valores que anulan 
los valores absolutos: x = 1 y x = 4. Además, la función es continua pues es suma de cocientes de funciones 
continuas y los denominadores nunca se hacen cero. 

La función es:   

1 1
si 1

2 5
1 1

( ) si 1 4
5

1 1
si 4

3

x
x x

f x x
x x

x
x x

 + < − −
= + ≤ ≤ −
 + > −

 

Su derivada, salvo en los puntos x = 1 y x = 4, es:  

2 2

2 2

2 2

1 1
si 1

(2 ) (5 )

1 1
( ) si 1 4

(5 )

1 1
si 4

( 3)

x
x x

f x x
x x

x
x x

 + < − −
′ = − + < < −


− − >
−

 

La derivada no se anula ni en el primer tramo (siempre es positiva) ni en el tercer tramo (siempre es 
negativa). Así que, los extremos relativos se deben buscar en el tramo intermedio: 

2

5
010250

)5(

)5(
0

)5(

11 22
22

22

22
==+−+−=

−
+−−

=
−

+− xxxx
xx

xx

xx
 

 

 

 

 

 

 

La función presenta un mínimo relativo en el punto A
5

2




, 
4

5




 y no es derivable ni en x = 1 ni en x = 4. 

Máximo relativo en 
5

1,
4

B
 
 
 

 y 
5

4,
4

C
 
 
 

 

11.18 Encuentra 3 números no negativos que sumen 14, tales que uno sea doble que otro y que la suma de 
sus cuadrados sea: 

a) Máxima         

b) Mínima 

Es un problema de optimización. 

1. Se nombran las variables, que son los tres números: yxx ,2, . 

2. Se relacionan las variables: 142 =++ yxx , es decir, xy 314 −= . 

3. La función que se quiere maximizar y minimizar es 222 )2( yxxS ++= , es decir,  

1968414)314()2()( 2222 +−=−++= xxxxxxS . 

4. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. Como x  e xy 314 −=  son no negativos, x  debe 

estar en el intervalo 





3

14
,0 . 

5. Se busca el máximo y el mínimo de 1968414)( 2 +−= xxxS  en 





3

14
,0 . 

.3,08428)( ==−=′ xxxS  Se compara: 70)3( =S , 196)0( =S  y 
14 980

3 9
S
  = 
 

. 

Así pues, el máximo se alcanza para 0=x , con lo que los números serían 0, 0 y 14 y el mínimo se alcanza 
para 3=x  y los números serían 3, 6 y 5.

x 
 

( ), 1−∞  
5

1,
2

 
 
 

 
5

2
 

5
, 4

2
 
 
 

 
 

( )4, + ∞  

Signo de f´ + – 0 + – 

f 
 

Creciente 
 

Decreciente 
Mínimo 
relativo 

 
Creciente 

 
Decreciente 
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11.19 Se quiere escribir un texto de 96 cm2 tal, que deje 2 cm en cada margen lateral de la hoja en la que está 

escrito así como 3 cm arriba y abajo. Calcula las dimensiones de la hoja más pequeña posible. 

1. Se determinan las variables, que son los dimensiones de la hoja: x los cm que mide la base e y los cm que 
mide la altura. 

2. Se relacionan las variables: el texto escrito debe ser 96 cm2, así pues 96)6)(4( =−− yx , y operando se 

obtiene: 
4

672
672)4(96244696)6)(4(

−
+=+=−=+−−=−−

x

x
yxxyyxxyyx . 

3. La función que se quiere minimizar es la superficie de la hoja: S xy= 
4

672

4

672
)(

2

−
+=

−
+=

x

xx

x

x
xxS . 

4. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. En este caso, x debe estar en el intervalo 
abierto ),4( ∞+ . 

5. Se busca el mínimo de 
4

672
)(

2

−
+=

x

xx
xS  en ),4( ∞+ . 

La derivada 
22

2

2

2

)4(

)4)(12(6

)4(

288486

)4(

)672()4)(1272(
)(

−
+−=

−
−−=

−
+−−+=′

x

xx

x

xx

x

xxxx
xS  se anula si x = 12. 

La solución negativa no aporta nada. Si 0 < x < 12, la derivada es negativa y la función decrece; si x > 12, la 
derivada es positiva y la función crece, así pues, en x = 12 está el mínimo.  

La altura, y, mide 18
412

12672 =
−

⋅+=y  cm. 

Las dimensiones de la hoja más pequeña posible son: 12 cm de base y 18 cm de altura. 

 

 

11.20 ¿Tiene algún punto de inflexión la gráfica de f (x) = x2 + sen x − 1? 

Para hallar los puntos de inflexión se deben calcular los valores de x que anulan la derivada segunda de la 
función y después estudiar si, en ellos, cambia la curvatura: 

( ) 2 cos ( ) 2 senf x x x f x x′ ′′= +  = −  

( ) 0 2 sen 0 sen 2f x x x′′ =  − =  = , que no tiene solución. 

Por tanto, la función f no tiene puntos de inflexión. La derivada segunda es siempre positiva y la función es 
cóncava hacia arriba en todo su dominio. 

 

 

11.21 Halla los puntos de inflexión de f (x) = xex. 

La primera derivada es xxx exxeexf )1()( +=+=′ . 

La segunda derivada es xxx exexexf )2()1()( +=++=′′ . Se anula solo si x = –2. Se estudia la curvatura 
para saber si en dicho valor hay o no punto de inflexión: 
 

x )2,( −−∞  –2 ( )∞+− ,2  

Signo de f´´ – 0 + 
f Cóncava hacia abajo Punto de inflexión Cóncava hacia arriba 

 

Así pues, el punto ( )22,2 −−− e  es un punto de inflexión. 

 

11.22 Explica por qué todas las cúbicas (gráficas de polinomios de tercer grado) tienen un punto de inflexión. 

Las funciones cúbicas tienen una expresión del tipo dcxbxaxxf +++= 23)(  con 0≠a , cuya primer 

derivada es cbxaxxf ++=′ 23)( 2  y la segunda derivada es baxxf 26)( +=′′ . 

La segunda derivada se anula si 
a

b
xbaxxf

3
0260)( −==+=′′  y aquí hay siempre un punto de 

inflexión ya que baxxf 26)( +=′′  es una recta no horizontal )0( ≠a , y, por tanto, cambia de signo a izquierda 

y derecha de 
a

b
x

3
−= , que es donde corta al eje X. 
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11.23 Encuentra una relación entre a, b y c para que la curva f  (x) = ax4 + bx3 + cx2 no tenga puntos de 

inflexión. 

La primera derivada es cxbxaxxf 234)( 23 ++=′ , y la segunda es cbxaxxf 2612)( 2 ++=′′ . Para que no 
tenga puntos de inflexión, la derivada segunda no debe anularse nunca: 

036026120)( 22 =++=++=′′ cbxaxcbxaxxf  y para que esta ecuación de segundo grado no tenga 

soluciones debe tener su discriminante negativo, es decir: 0249064)3( 22 <−<⋅⋅− acbcab . 

 

11.24 Para anestesiar a una persona hacen falta 20 mg de anestésico por cada kg de peso. El anestésico se 
elimina de la circulación sanguínea con una rapidez proporcional a la cantidad presente. Si tarda 2 
horas en reducirse a la mitad, calcula aproximadamente la dosis necesaria para mantener anestesiada a 
una persona de 60 kg durante 1 hora. 

Sea A(t) la función que da los mg de anestésico que hay en la sangre en cada instante de t horas. Al ser 

proporcional, se sabe que )()( tAktA ⋅=′ , es decir, 
)(

)(

tA

tA
k

′
= , de donde, kteMtA ⋅=)( . 

Se calcula ahora los valores de los parámetros M y k ayudándonos de los datos del problema. 

Nos aseguran que a las dos horas se reduce a la mitad, es decir:
2

)(
)2(

tA
tA =+ .  

Operando se obtiene que: 34657,0
2

1

22
22)2( −≈==

⋅=⋅ + ke
e

ee
eM

eM k
kt

kkt
kt

tk   

Así pues, se puede asignar el valor k = – 0,35. La función buscada es teMtA 35,0)( −⋅=  

Para mantener anestesiada a una persona de 60 kg se necesitan 1200 mg de anestésico y se requiere que 
esta sea la cantidad que haya en su sangre al cabo de una hora: A(1) = 1200.  

Por tanto, 8811,17021200)1( 35,0 ≈=⋅= − MeMA .  

Se puede asignar M = 1702,88 y la función ya queda definida: tetA 35,088,1702)( −⋅= . 

La cantidad de anestésico la dará el valor de A(t) para t = 0: 88,1702)0( =A  mg 

 

11.25 En el punto B de la superficie de un lago se deja un bote con una gaviota que quiere ir volando hasta 
el punto T de la orilla. Si al volar sobre agua fría gasta el doble de energía que volando sobre tierra, 
calcula la dirección del vuelo que debe elegir la gaviota para consumir la mínima energía en llegar de 
B a T. 

 

 

 

Datos: AT = 2000 m, AB = 500 m 

 

La gaviota consume y unidades de energía por km volando sobre tierra y 2y unidades sobre agua fría. 

Consumo = 2 22 500 (2000 ) ( )y x y x f x+ + − =
  

2 2

2
( ) 1

500

x
f x y

x

 
′ = − 

+ 
. f´(x) = 0 si 

3

500±=x  

f(0) = 3000 u,  (2000) 1000 17 uf = ,  
500 1500

2000 u
3 3

f
   = +   
   

  

Así pues, el menor consumo de energía corresponde a 
3

500=x  que equivale a una dirección de vuelo de α 

grados con 
1

tg
3

α = , es decir, α = 30º respecto de la recta AB. 

α

A P

B

T
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11.26 La función que nos da la posición, en metros, de un móvil con trayectoria rectilínea es  

2( ) 2 30 3e t t t= + −  

siendo t el tiempo medido en segundos. 

a) Calcula su velocidad a los 6 s.  

b) Calcula su aceleración. ¿Qué tipo de movimiento es? 

c) ¿En qué momento cambia de sentido su trayectoria? 

d) ¿Para qué t vuelve a pasar por el punto de partida? 

e) De las siguientes gráficas, indica cuál representa la velocidad del móvil en función del tiempo. 

 

 

 
 
 

 

a) La velocidad es la derivada del espacio respecto del tiempo, ( ) ( ) 30 6v t e t t′= = − , así pues, a los 6 

segundos la velocidad es (6) 30 6 6 6v = − ⋅ = −  m/s. 

b) La aceleración es la derivada de la velocidad respecto del tiempo, ( ) ( ) 6a t v t′= = −  m/s2. Es un movimiento 
uniformemente acelerado (la aceleración es negativa). 

c) Como la trayectoria es rectilínea, el punto de retroceso será aquel en el que su velocidad se hace cero y, 
por tanto, pasa de positiva a negativa: ( ) 0 30 6 0 5v t t t=  − =  =  s. 

d) Pasará por el punto de partida cuando e(t) = e(0) = 2, es decir, para t = 10 s. 

e) La segunda gráfica. 

 
EJERCICIOS 

Derivadas laterales y los límites laterales de f´ 

11.27  Para la función 
2 si 1

( )
1 si 1

kx x
f x

x k x

 ≤
=  + − >

: 

a) Demuestra que es continua sea cual fuere el valor de k. 

b) Calcula el valor de k para que la función sea derivable en todo su dominio. 

 

a) 2)( kxxg =  y 1)( −+= kxxh  son continuas, por tanto, hay que estudiar la continuidad en en x = 1. 

2

1 1
lim ( ) lim( )
x x

f x kx k
− −→ →

= = ,  
1 1

lim ( ) lim( 1)
x x

f x x k k
+ +→ →

= + − = ,  (1)f k=  

Así pues, f es continua en x = 1 ya que )1()(lim
1

fxf
x

=
→

, independientemente del valor que tome k. 

b) Las funciones 2)( kxxg =  y 1)( ++= kxxh  son derivables, por tanto, solo falta imponer la condición de 

que también sea derivable en x = 1. La derivada de la función para 1≠x  es: 




>
<

=′
11

12
)(

xsi

xsikx
xf . 

Para que sea derivable en x = 1 (ya se sabe que es continua) debe cumplirse que )(lim)(lim
11

xfxf
xx

′=′
+− →→

: 

kkxxf
xx

22lim)(lim
11

==′
−− →→

 y 11lim)(lim
11

==′
++ →→ xx

xf  Así pues, para que f sea derivable, debe ser 
2

1
12 == kk . 

2

20

O t

v

2

20

O t

v

2

20

O t

v
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11.28 Halla los valores de a y b para que ( )
si 0

( )
sen 2 cos si 0

ax b x
f x

x x x

+ <
=  + ≥

 sea continua y derivable en x = 0. 

 

0 0
lim ( ) lim ( )
x x

f x ax b b
− −→ →

= + = ,  ( )
0 0

lim ( ) lim sen(2 ) cos 1
x x

f x x x
+ +→ →

= + = ,  1)0( =f  

Para que f sea continua en x = 0 debe ser b = 1. 

si 0
( )

2cos(2 ) sen si 0

a x
f x

x x x

<′ =  − >
;  aaxf

xx
==′

−− →→ 00
lim)(lim ,  ( )

0 0
lim ( ) lim 2cos(2 ) sen 2
x x

f x x x
+ +→ →

′ = − =  

Para que f sea derivable en x = 0 debe ser a = 2 y b = 1. 

 

 

11.29 Estudia la continuidad y derivabilidad de la función ( ) 3 3f x x x= + + − . 

 

Como aparecen valores absolutos se debe definir la función a trozos. Veamos cómo: 

( 3) 3 si 3
3

3 si 3

x x x
x

x x

− + = − − < −+ =  + ≥ −
,  

( 3) 3 si 3
3

3 si 3

x x x
x

x x

− − = − + <− =  − ≥
 

Sumando ambos valores absolutos, se obtiene una función definida en tres trozos, a saber:  

3 ( 3) si 3

( ) 3 ( 3) si 3 3

3 3 si 3

x x x

f x x x x

x x x

− − + − + < −
= + + − + − ≤ <
 + + − ≥

, es decir 

2 si 3

( ) 6 si 3 3

2 si 3

x x

f x x

x x

− < −
= − ≤ <
 ≥

 

Solo es necesario estudiar la continuidad en los puntos de solapamiento x = –3 y x = 3 ya que las funciones 
del interior de los intervalos de definición son continuas y derivables por tratarse de rectas. 

6)2(lim)(lim
33

=−=
−− −→−→

xxf
xx

,  66lim)(lim
33

==
++ −→−→ xx

xf ,  6)3( =−f  

66lim)(lim
33

==
−− →→ xx

xf ,  62lim)(lim
33

==
−− →→

xxf
xx

,  6)3( =f  

Así pues, tanto en x = –3 como en x = 3, la función es continua y, por tanto, es continua en todo su dominio. 

La derivada de la función, salvo para x = –3 y x = 3, es: 

2 si 3

( ) 0 si 3 3

2 si 3

x

f x x

x

− < −
′ = − < <
 >

 

La función no es derivable ni en x = –3 ni x = 3, ya que: )(lim)(lim
33

xfxf
xx

′≠′
+− −→−→

 y )(lim)(lim
33

xfxf
xx

′≠′
+− →→

. 

 

 

11.30 Encuentra la derivada de la función 
2 1 si 1

( )
2 si 1

x x
f x

x x

 + <
=  ≥

. 

Primero se debe estudiar la continuidad. En el interior de los intervalos de definición, la función es continua ya 
que en un caso se trata de una parábola y en el otro de una recta. ¿Y en x = 1? 

2)1(lim)(lim 2

11
=+=

−− →→
xxf

xx
,  22lim)(lim

11
==

++ →→
xxf

xx
,  2)1( =f  

Es decir, f es continua en x = 1 y, por tanto, f es continua en todo R. 

Para x distinto de 1, la derivada de la función es: 
2 si 1

( )
2 si 1

x x
f x

x

<′ =  >
. Se estudia si en x = 1 existe la 

derivada: 2)1(lim)(lim 2

11
=+=′

−− →→
xxf

xx
,  22lim)(lim

11
==′

++ →→
xxf

xx
. 

Por tanto, 2)1( =′f  y la función derivada de f es: 
2 si 1

( )
2 si 1

x x
f x

x

<′ =  ≥
. 
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11.31 Estudia la continuidad y derivabilidad de la función
ln si 0

( )
2 si

x x e
f x e

x e
x

< ≤
=  − >

. 

En el interior de los intervalos de definición, la función es continua ya que en un caso se trata de un logaritmo 
con x > 0 y en el otro de una racional cuyo denominador no se anula. Se debe estudiar qué ocurre en el punto 
donde cambia la definición, es decir, en x = e: 

1lnlim)(lim ==
−− →→

xxf
exex

,  12lim)(lim =





 −=

++ →→ x

e
xf

exex
,  1)( =ef . 

Es decir, f es continua en x = e y, por tanto, f es continua en todo su dominio ),0( ∞+ . 

Para x distinto de e, la derivada de la función es: 

2

1
si 0

( )
si

x e
xf x
e

x e
x

 < <′ = 
 >


. 

Se estudia si en x = e existe la derivada: 
ex

xf
exex

11
lim)(lim =






=′

−− →→
 y 

ex

e
xf

exex

1
lim)(lim

2
=






=′

++ →→
. 

Por tanto, 
e

ef
1

)( =′  y la función derivada de f es: 

2

1
si 0

( )
si

x e
xf x
e

x e
x

 < ≤′ = 
 >


. 

La función f es continua y derivable en todo su dominio de definición. 

 

11.32 (PAU) Considera la función : R Rf →  definida por: 
2

sen si 0
( )

si 0

x x
f x

bx x x

≤
=  + >

, con Rb ∈ . 

Calcula el valor de b para que f sea derivable en x = 0. 

Como siempre, se impone primero la continuidad y luego, si es el caso, la derivabilidad.  

Continuidad en x = 0: 

0 0
lim ( ) lim sen 0
x x

f x x
− −→ →

= = , 0)(lim)(lim 2

00
=+=

++ →→
xbxxf

xx
, 0)0( =f  

Así pues, f es continua independientemente del valor que tome b. 

Derivabilidad en x = 0: 
cos si 0

( )
2 si 0

x x
f x

b x x

<′ =  + >
 

1coslim)(lim
00

==′
−− →→

xxf
xx

,  bxbxf
xx

=+=′
++ →→

)2(lim)(lim
00

 

Por consiguiente, para que f sea derivable en x = 0 debe cumplirse que b = 1. 

 
Teorema de Rolle 

11.33 Explica claramente por qué las siguientes funciones no cumplen las condiciones del teorema de Rolle en 
los intervalos que se muestran. 

 
a) Aunque la función es continua y f(1) = f(5), tiene dos puntos angulosos en los que no existe la derivada. 

b) La función no es continua en el intervalo cerrado. Aunque sí derivable en el abierto. 

c) La función es discontinua. 

d) Aunque es continua y derivable no cumple que la función valga lo mismo en los extremos del intervalo 
cerrado. 

1

1

a)

O X

Y b)

1

1

O X

Y c)

1

1

O X

Y d)

1

1

O X

Y
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11.34 Ilustra el hecho de que las tres hipótesis del teorema de Rolle son necesarias con ejemplos de gráficas 

de funciones que solo cumplan dos de las tres hipótesis, y que no cumplan la tesis del teorema. 

a) La función es continua en [–1, 1] y f(1) = f(–1), sin embargo, no es derivable en x = 0. No hay ningún punto 
con tangente horizontal. 

b) La función es continua y derivable pero ( 1) (1)f f− ≠ . No hay ningún punto con tangente horizontal. 

c) La función es derivable en (–1, 1) y f(1) = f(–1), sin embargo, no es continua en [–1, 1]. No hay ningún punto 
con tangente horizontal. 

a)  b) c)  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11.35 Comprueba que 3( ) 3 5f x x x= − +  cumple las condiciones de Rolle en el intervalo [ ]2, 1− . Determina el 

valor de c del teorema de Rolle. ¿Hay más de uno? 

La función es continua y derivable ya que es una función polinómica. Por otra parte, f(–2) = 3 y f(1) = 3, así 
que f cumple las hipótesis del teorema de Rolle en el intervalo cerrado [–2, 1]. Se halla ahora el valor 

( 2,1)c ∈ −  en el que se anula la derivada 2( ) 3 3f x x′ = − : 

1,10330)( 2 =−==−=′ xxxxf . 

Así pues, c = –1. El otro valor en el que se anula derivada es x = 1, que no pertenece al intervalo (–2, 1). 

 

 
11.36 Determina si es aplicable el teorema de Rolle a la función f en el intervalo que se especifica. En caso 

afirmativo, encuentra todos los valores c del intervalo en los que f´(c) = 0. 

a) ( ) ( 1)( 2)( 3)f x x x x= − − −  en [ ]1, 3            d) ( ) 1f x x= +  en [ ]2, 2−  

b) 
2

2

4 4 4
( )

4 4 1

x x
f x

x x

− +
=

− +
 en [ ]1, 2−           e) 

1
( )

1

xe
f x

x

−
=

+
 en [ ]0, 2  

c) 
2

2

4
( )

1

x x
f x

x x

− +=
− +

 en [ ]1, 2−         f) 2( ) 5 4f x x x x= + + −  en [ ]1, 2  

a) La función es continua y derivable por ser polinómica y f(1) = 0 y f(3) = 0. Sí se cumplen las hipótesis del 
teorema de Rolle en el intervalo [1, 3]. 

La derivada de 3 2( ) ( 1)( 2)( 3) 6 11 6f x x x x x x x= − − − = − + −  es 2( ) 3 12 11f x x x′ = − + , que se anula para 

1

6 3
1,42

3
c

−= ≈  y para 2

6 3
2,58

3
c

+= ≈ , ambos valores pertenecientes al intervalo abierto (1, 3). 

b) La función no es continua en 
1

[ 1, 2]
2

x = ∈ −  porque anula el denominador. 

Así que no se cumplen las hipótesis del teorema de Rolle en el intervalo cerrado [–1, 2]. 

c) El denominador de ( )f x  no se anula nunca, así que la función es continua. 

2 2

2 2 2 2

(2 1)( 1) ( 4)(2 1) 3(2 1)
( )

( 1) ( 1)

x x x x x x x
f x

x x x x

− − + − − + − − −′ = =
− + − +

 El denominador de su derivada, tampoco se 

anula nunca, por lo que también es derivable. Se calculan ahora las imágenes en los extremos del intervalo  
[–1, 2]: f(–1) = 2 y f(2) = 2. Por tanto, sí se cumplen las hipótesis del teorema de Rolle. 

La derivada se anula si 3(2 1) 0x− − = , es decir si 
1

2
x = . Así pues, 

1

2
c =  cumple que f′(c) = 0. 

O X

Y

1

1

O X

Y

1

1

O X

Y

1

1
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d) Se define la función a trozos: 
1 si 0

( )
1 si 0

x x
f x

x x

− + ≤=  + <
  

La función es continua ya que en x = 0 es continua porque sus límites laterales en x = 0 coinciden con f(0) = 1. 

La derivada, si 0x ≠ , es 
1 si 0

( )
1 si 0

x
f x

x

− <′ =  <
. Como 

0
lim ( ) 1
x

f x
−→

′ = −  no coincide con 
0

lim ( ) 1
x

f x
+→

′ = , entonces 

f’(0) no está definida y la función no es derivable en el intervalo cerrado [–2, 2] ya que no lo es en un punto 
del mismo, x = 0. Por tanto, no se cumplen las hipótesis del teorema de Rolle. 

e) La función
1

( )
1

xe
f x

x

−=
+

 no es continua en x = –1 pero este valor no pertenece al intervalo [0, 2]. Así que f sí 

es continua en [0, 2]. La derivada 
2 2

( 1) ( 1) 1
( )

( 1) ( 1)

x x xe x e x e
f x

x x

+ − − ⋅ +′ = =
+ +

 también está definida en el intervalo 

abierto (0, 2). Se estudian las imágenes en los extremos del intervalo: f(0) = 0 y 
2 1

(2)
3

e
f

−= , que como no 

coinciden, no se puede aplicar el teorema de Rolle en el intervalo [0, 2]. 

f) 2( ) 3 5f x x x= − + en [1, 2], continua y derivable, f(1) = f(2) = 3 ∃  c∈ (1, 2) / f’(c) = 0  c = 
3

2
 

11.37 Determina a para que la función 
2

2

6
( )

2 12

x ax
f x

x x a

+ +
=

− −
 cumpla las condiciones del teorema de Rolle en el 

intervalo [ ]3, 3− .Halla los puntos de la gráfica en el intervalo en el que la tangente es horizontal. 

En primer lugar se impone la condición de que la función valga igual en los extremos del intervalo: f(–3) = f(3): 

a

a

a

a

a

a

a

a
ff

123

315

1215

315

1263

633

126)3(

63)3(
)3()3(

2

2

2

2

−
+=

−
−


−−

++=
−+−

+−−
=−  y resolviendo esta última ecuación, se 

obtiene que 
5

4
a = −  ó 2a = . Ahora se debe estudiar si para estos valores la función es continua. 

Si 
5

4
a = − , 

2

2

5
6

4( )
2 15

x x
f x

x x

− +
=

− +
 cuyo denominador no se anula nunca por lo que f(x) es continua y derivable y 

cumple las hipótesis del teorema de Rolle,

2

2 2

3 27
18

4 4'( )
( 2 15)

x x
f x

x x

− + −
=

− +
 que se anula para ( )3 4 15x = ± .Como 

( ) ( )3 4 15 0,38 3,3c = − ≈ ∈ − , es éste el punto del intervalo en el que la tangente es horizontal.  

Si 2a = , 
2

2

2 6
( )

2 24

x x
f x

x x

+ +=
− −

 cuyo denominador se anula para x = 6 y x = 4− que no pertenecen al intervalo  

[-3, 3], luego la función es continua y derivable en el intervalo y cumple las hipótesis del teorema de 

Rolle,
2

2 2

4 60 36
'( )

( 2 24)

x x
f x

x x

− − −=
− −

que se anula para 
15 189

2
x

− ±= , luego en 
15 189

( 3,3)
2

c
− += ∈ −  es 

donde la tangente es horizontal. 

11.38 Comprueba que ni 
2

1
( )f x

x
=  ni 

2

1
( )

1
g x

x
=

−
 cumplen las condiciones del teorema de Rolle en el 

intervalo [–2, 2] y, sin embargo, la gráfica de una de ellas sí tiene una tangente horizontal en ese 
intervalo. ¿Cuál de ellas? 

La función 
2

1
)(

x
xf = no es continua en [–2, 2] porque no está definida para x = 0. 

La función 
1

1
)(

2 −
=

x
xg no es continua en [–2, 2] porque no está definida para x = –1 ni para x = 1. Así pues, 

ninguna de las dos funciones cumplen las condiciones del teorema de Rolle en el intervalo [–2, 2]. 

La derivada de 
2

1
)(

x
xf =  es 

3

2
)(

x
xf −=′ , que no se anula nunca. 

La derivada de 
1

1
)(

2 −
=

x
xg  es 

22 )1(

2
)(

−
−=′

x

x
xg , que se anula para x = 0, perteneciente al intervalo [–2, 2].
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Teorema del valor medio 

11.39 Comprueba que la función 
3

( )f x
x

=  satisface las condiciones del teorema del valor medio en el 

intervalo [1, 3] y, a continuación, encuentra el número c cuya existencia asegura dicho teorema. 

La función 
x

xf
3

)( =  es continua y derivable en el intervalo [1, 3]. Nótese que x = 0 no pertenece a dicho 

intervalo. 

Así pues, existe un número c (1,3)∈ tal que 1
13

)1()3(
)( −=

−
−=′ ff

cf . Por otra parte, 
2

3
)(

c
cf −=′ . Ya se puede 

calcular    c: 3
3

1
2

=−=− c
c

. (La solución negativa no es del intervalo [1, 3]). 

 

11.40 Demuestra que si α y β son ángulos del primer cuadrante con  α  < β, entonces, sen β − sen α <  β − α . 

Utiliza el teorema del valor medio y la función seno. 

A la función f(x) = sen x se le puede aplicar el teorema del valor medio en el intervalo cerrado [α, β]. Así pues, 
existe un número c comprendido entre α y β tal que ( ) ( ) ( )( )f f f c′β − α = β − α , es decir, 

sen sen cos ( )cβ − α = β − α , y como el coseno de un ángulo del interior del primer cuadrante es siempre 
menor que 1, se concluye que: 

sen sen cos ( ) 1 ( )cβ − α = ⋅ β − α < ⋅ β − α < β − α  

 

11.41 (PAU) Sea f la siguiente función: 
2 si 2

( )
2 si 2

x ax b x
f x

x x

 + + <
=  ≥

. 

¿Existen valores de a y b para los cuales f satisface las hipótesis del teorema del valor medio en el 
intervalo [0, 4]? Razona la contestación y, en caso afirmativo, calcula dichos valores. 

En primer lugar, la función debe ser continua en x = 2: 

( ) babaxxxf
xx

++=++=
−− →→

24lim)(lim 2

22
,  42lim)(lim

22
==

++ →→
xxf

xx
,  4)2( =f  

Por tanto, 02424 =+=++ baba . 

En segundo lugar, la función también debe ser derivable en x = 2: 

La derivada, si x es distinto de 2, es 
2 si 2

( )
2 si 2

x a x
f x

x

+ <′ =  >
. 

Para que f sea derivable en x = 2 debe cumplirse que: 
2 2

lim ( ) lim ( ) 4 2 2
x x

f x f x a a
− +→ →

′ ′=  + =  = −   b = 4 

Si a = –2 y b = 4, la función f satisface las hipótesis del teorema del valor medio en el intervalo [0, 4]. 

 

 

11.42 (PAU) Aplicando el teorema de Lagrange de los incrementos finitos, demuestra que para x > 0 se 
verifica:  

2
arctg(2 ) arctg( )

1

x
x x

x
− <

+
 

 

El teorema del valor medio también se conoce como el teorema de Lagrange de los incrementos finitos. La 
función f(x) = arctg(x) es continua y derivable y se puede aplicar, pues, el teorema del valor medio en cualquier 
intervalo [a, 2a] con 0 < a, es decir, existe un número c, a < c < 2a, con (2 ) ( ) ( )(2 )f a f a f c a a′− = − , esto es, 

2 2

1
arctg(2 ) arctg( )

1 1

a
a a a

c c
− = ⋅ =

+ +
. Como 0 < a < c, entonces 

2 21 1

a a

c a
<

+ +
 y se concluye que: 

2 2 2

1
arctg(2 ) arctg( )

1 1 1

a a
a a a

c c a
− = ⋅ = <

+ + +
 para cualquier a > 0. 
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11.43 PAU Se considera la función: 
2

3 2

si 2
( )

si 2

x nx x
f x

x mx x

 + < −= 
+ ≥ −

. 

a) Determina m y n para que se cumplan las hipótesis del teorema del valor medio en el intervalo [–4, 2]. 

b) Halla los puntos del intervalo cuya existencia garantiza dicho teorema. 

 

a) En primer lugar, la función debe ser continua en x = –2: 

nnxxxf
xx

24)(lim)(lim 2

22
−=+=

−− −→−→
,  mmxxxf

xx
48)(lim)(lim 23

22
+−=+=

++ −→−→
,  mf 48)2( +−=−  

Por tanto, 4 2 8 4 2 6n m n m− = − +  + = . 

En segundo lugar, la función también debe ser derivable en x = –2: 

La derivada, si x es distinto de –2, es 
2

2 si 2
( )

3 2 si 2

x n x
f x

x mx x

+ < −′ =  + > −
. 

Para que f sea derivable en x = –2 debe cumplirse: 1644124)(lim)(lim
22

=+−=+−′=′
+− −→−→

mnmnxfxf
xx

. 

Así pues debe cumplirse a la vez que n + 2m = 6 y que n + 4m = 16, es decir  n = –4 y m = 5. 

 

b) La función es 
2

3 2

4 si 2
( )

5 si 2

x x x
f x

x x x

 − < −= 
+ ≥ −

 y su derivada 
2

2 4 si 2
( )

3 10 si 2

x x
f x

x x x

− < −′ =  + ≥ −
. 

(2) ( 4) 28 32 2

6 6 3

f f− − −= = −   2
3

5

3

2
42 −>=−=− xx , no vale. 

18

82830

3

2
103 2 ±−=−=+ xxx , solo es mayor que –2 la solución 

18

82830 +−=x . 

 

 

11.44 Dada la función 
1

( )
2

f x
x

=
−

, prueba que en el intervalo [1, 4] no existe ningún número c tal que 

(4) (1)
( )

4 1

f f
f c

−′ =
−

. ¿Contradice esto el teorema del valor medio? ¿Por qué? 

La derivada de la función es 
2

1
( )

( 2)
f x

x

−=
−

, que es siempre negativa. 

Por otra parte 

3
(4) (1) 12

4 1 3 2

f f− = =
−

 es positivo. 

La conclusión es que no existe ningún número c con 
(4) (1)

( )
4 1

f f
f c

−′ =
−

. 

La función 
1

( )
2

f x
x

=
−

 no es continua en el intervalo [1, 4], ya que en x = 2 no está definida. Así pues, no se 

contradice el teorema del valor medio ya que este exige que la función sea continua en el intervalo en 
cuestión.  

En cualquier otro intervalo que no contuviera a x = 2 sí se cumpliría el teorema. 
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Regla de L´Hôpital y aplicaciones 

11.45 Calcula los siguientes límites: 

a) 
20

(1 cos ) sen
lim
x

x x

x→

−
 d) 

1

ln

0
lim x

x
x

+→
  g) 

2

22

( 2)
lim

2 8 8

x

x

e x x

x x→

− −
− +

  j) ( )
0

lim
a

x x

x
a ax

→
− , a >0 

b)  ( )tg

0
lim tg

x

x
x

+→
               e) ( )

1
3lim 2 3 x

x
x x

→+∞
− +        h) 2

1
lim( 1) tg

2x

x
x

+→

π−  

c) 

1

cos 1

0

1
lim

1 2

x

x

x

x

−

→

 −
  + 

   f) 
2

0
lim

1
sen

x

x
x

x

→
−

         i) 
( )( ) ( )

0
lim

2

x hx h x x

h

e e e e

h

− ++ −

→

− − −
 

a) 
2 2

20 0 0

(1 cos )sen sen sen (1 cos )cos sen cos cos
lim lim lim

2 2x x x

x x x x x x x x x

x x x→ → →

− ⋅ + − + −= = =        

0 0

2sen cos sen 2cos ( sen ) 4sen cos sen
lim lim 0

2 2x x

x x x x x x x x
→ →

− − ⋅ − −= = =  

b) Se puede escribir ( )tg
tg

x
x como ( ) ( ) ( )tgtg ln tg tg ln tgtg

xx x x xx e e= = , entonces: 

( ) ( ) 2

0 0 0 0

2 2

1 1
ln tg tg cos

lim tg ln tg lim lim lim ( tg ) 0
1 1 1

tg tg cos
x x x x

x x x
x x x

x x x

+ + + +→ → → →

⋅
= = = − =

− ⋅
 

Así pues: ( )
( )

0
lim tg ln tgtg 0

0
lim tg 1x

x xx

x
x e e+→

+→
= = =  

c) =







+
−+=








+
−=








+
−=











+
− −

→

−

→

−
⋅

→

−

→

2cos2

1

0

2cos2

1

0

1cos

1

2

1

0

1cos

1

0 21

3
1lim

21

1
lim

21

1
lim

21

1
lim

x

x

x

x

x

x

x

x x

x

x

x

x

x

x

x
 

0 0 0

1 2 1 3

3 2cos 2 1 2
1 3 1 3

lim lim lim
2cos 2 1 2 1 2 2cos 2

0

1
lim 1

1 2
3

x x x

x x

x x x
x x

x x x x

x
e e

x
x

→ → →

+ −⋅ ⋅
− − +

− −⋅ ⋅
− + + −

→

 
 

+ = = +  − 

 

Si 0x +→  el límite es e +∞ = +∞  y si 0x −→  el límite es e −∞ =0. 

d) 

1

ln

0
1 lim ln

ln

0
lim

x

x
x

x

x
x e

+→

+

 
 
  
 

→
= ; 

1

ln

0 0

1
lim ln lim ln 1

ln
x

x x
x x

x+ +→ →

 
= =  

 
, por tanto:  

1

ln

0
1 lim ln

ln

0
lim

x

x
x

x

x
x e e

+→

+

 
 
  
 

→
= =  

e) ( ) ( ) ( )
132lim 01

32

23

lim
32ln

lim32lnlim1
3

3

2

31
3

=====+−
+−

−
+−+−

+∞→
+∞→+∞→+∞→ eeeexx

xx

x

x

xx
xx

x
x

xx
x

x  

f) 
2 2 2 2

0 0 0 0

sen 2 sen cos 2sen 2 cos 2 cos sen
lim lim lim lim

sen cos 1 sen1
sen

x x x x

x x x x x x x x x x x x x x
x x x x x

x

→ → → →

+ + + −= = = =
− − −−

 

2 2 2

0 0

(2 )sen 4 cos 2 sen (2 )cos 4cos 4 sen 6
lim lim 6

sen cos 1x x

x x x x x x x x x x x

x x→ →

− + − + − + −= = = = −
− − −

 

g) 
2 2 2

22 2 2

( 2) ( 2) (2 1) ( 3)
lim lim lim

2 8 8 4 8 4 8

x x x x

x x x

e x x e x x e x e x x

x x x x→ → →

− − − − + − + −= = = ∞
− + − −

 

Al estudiar los límites laterales, por la izquierda vale – ∞  y por la derecha + ∞ . Así pues, el límite no existe. 

h) 

2 2

2

1 1 1

( 1)sen 2 sen ( 1) cos 2 42 2 2 2lim( 1) tg lim lim
2 cos sen

2 2 2 2
x x x

x x x
x x xx

x
x x+ + +→ → →

π π π π− + −π− = = = = −
π π π π π− −

 

 i) La expresión de este límite nos recuerda mucho a la definición de derivada. En efecto: 
( )( ) ( ) ( )

0

' ( 1)
lim

2 2 2 2

x hx h x x x x x x x x

h

e e e e e e e e e e

h

− ++ − − − −

→

− − − − − ⋅ − += = =  

 j) ( ) ( ) ( )
0 0 0

2 2

ln
ln

lnlim ln lim lim
(ln )1

0
lim

x
xa

xx x
x x x

a a a
aa a axa a ax a a aa ax

x a a axx
a ax

e a
a ax e e e e

e e
→ → →

−
− −− −

→
− = = = = = =
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11.46 (PAU) Calcula los siguientes límites: 

a) 
( )1

1 cos( 1)
lim

2ln( )x

x

x→

− −
     b) ( )

1

cos

2

lim 1 2cos x

x

x
π→

+  

a) 
( )21 1 1 1

1 cos( 1) sen( 1) sen( 1) sen( 1) cos( 1) 1
lim lim lim lim

2ln( ) 22ln( ) 2ln( )x x x x

x x x x x x x
x xx

x x

→ → → →

− − − − − + ⋅ −= = = =  

b) ( )
( ) ( )1

cos

2 2

ln 1 2cos
lim ln 1 2cos lim1 cos

cos

2

lim 1 2cos
x

x x

x
x

x
x

x

x e e
π π→ →

+
+

π→
+ = = ; 

( )
2 2 2

2sen
ln 1 2cos 21 2coslim lim lim 2

cos sen 1 2cosx x x

x
x x

x x xπ π π→ → →

−
+ += = =

− +
 

Así pues: ( )
( )

2

ln 1 2cos
lim1 cos

2cos

2

lim 1 2cos
x

x

x
x

x

x e e
π→

+

π→
+ = =  

 
11.47 En cada uno de los casos, calcula el valor de a para que se cumpla la igualdad: 

a) 
0

ln(1 )
lim 3

sen2x

ax

x→

+
=            c) 

2
lim 4

ln( 1)axx

x

e→+∞
=

−
 

b) 
( )

0

ln cos
lim 4

ln(cos2 )x

ax

x+→
=        d) 

5
23

lim
ax

x

x
e

x

+

→+∞

+  = 
 

 

a) 
0 0

ln(1 ) 13 lim lim 6
sen2 2cos2 2x x

a
ax aax a
x x→ →

+ += = =  =  

b) 
( )( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )0 0 0 0 0

sen

ln cos cos sen cos 2 cos 2 sen
4 lim lim lim lim lim

2sen 2ln(cos 2 ) 2sen 2 cos 2 cos sen 2
cos 2

x x x x x

a ax

ax ax a ax x x axa
xx x ax ax x

x

+ + + + +→ → → → →

−

= = = = =
−

 

( )
( )

( )
( )

2

0 0

sen cos
1 lim lim

2 sen 2 2 2cos 2 2 2 4x x

ax a axa a a a a

x x+ +→ →
= ⋅ ⋅ = = ⋅ = . Así pues, 4

4
4

2

== a
a

 ó 4−=a  

c) 

2 2 2
22 2 2 2 2

4 lim lim lim lim lim
ln( 1)

1

ax

ax ax ax ax

ax axax axx x x x x

ax ax

e
x e e e e

ae aee ae a a
e e

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞

− −−= = = = = = 
−

−
2

1
4

2 == a
a

 

d) a

x

axx

x

ax

x

ax

x
e

xxx

x
e 3

)5(3

3
55

2

3

1
1lim

3
1lim

3
lim =



















+=





 +=






 +=

+⋅

+∞→

+

+∞→

+

+∞→
, por tanto, 

3

2=a  

 
11.48 Determina, en cada caso, el valor de a que hace que la función sea continua en todo R: 

a) 

31
si 0( )
si 0

xe
xf x x

a x

 − ≠= 
 =

                 b) ( ) ( )
2

2

si 1
( )

1 ln 1 si 1
at t

g t
t t t

 ≤
=  − − >

 

a) Debe cumplirse afxf
x

==
→

)0()(lim
0

: 3
1

3
lim

1
lim)(lim

3

0

3

00
−=−=−=

→→→

x

x

x

xx

e

x

e
xf , si a = –3, la función es continua. 

b) Debe cumplirse agtg
t

==
→

)1()(lim
1

. Para que exista este límite hay que asegurarse de que sus límites 

laterales coinciden. aattg
tt

==
−− →→

)(lim)(lim 2

11
 

=
−−
−+=

−−
−=

−
−

−=

−

−=−−=
++++++ →→→→→→ )1(2

)1()1(
lim

)1(2

)1(
lim

)1(

2
1

1

lim

1

1
)1ln(

lim)1ln()1(lim)(lim
22

1

22

1
22

1
2

1

2

11 tt

tt

tt

t

t

t
t

t

t
tttg

tttttt
 

0
2

)1()1(
lim

2

1
=

−
−+=

+→ t

tt

t
. Si a = 0, la función es continua.
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11.49 (PAU) Sea : ( , ) Rf −π π →  la función derivable que para 0x ≠  verifica que 
( )2ln 1

( )
sen

x
f x

x

+
= . 

a) ¿Cuánto vale (0)f ?                       b) ¿Cuánto vale '(0)f ? 
a) Al ser continua, f(0) debe ser igual al límite de f en dicho punto. 

Aplicando L´Hôpital: 
( )2

2

20 0 0

2
ln 1 21lim lim lim 0

sen cos (1 )cosx x x

x
x xx
x x x x→ → →

+ += = =
+

. Así pues, f(0) = 0. 

b) Se calcula f´(0) aplicando la definición de derivada, y la regla de L´Hôpital dos veces: 

( )
( )

2

2

0 0 0 0 0

ln 1
ln 1(0 ) (0) ( ) 0 ( ) sen

(0) lim lim lim lim lim
senh h h h h

h
hf h f f h f h h

f
h h h h h h→ → → → →

+
++ − −′ = = = = = =

⋅
 

2

2 22

0 0

2 (1 ) 2 22
2(1 )1lim lim 1

sen cosh cos cos ( sen ) 2h h

h h hh
hh

h h h h h h→ →

⋅ + − ⋅
++= = = =

+ + + −
. Así pues, f´(0) = 1. 

 
Extremos relativos. Crecimiento y decrecimiento 

11.50 Las cuatro gráficas que se muestran son las de las derivadas de otras tantas funciones. En cada caso, 
razona si la función correspondiente alcanza un valor mayor para x = a o para x = b. 

 

 
 
 
 

 

 a) La derivada es positiva en el intervalo [a, b], por tanto, la función es creciente en este intervalo: f(a) < f(b). 

 b) La derivada es negativa en [a, x0) y positiva en (x0, b], por lo que f(a) > f(x0) y f(x0) < f(b) pero no podemos    

 comparar los valores de f(a) y f(b). 

 c) La derivada es positiva en el intervalo [a, b], por tanto, la función es creciente en este intervalo: f(a) < f(b). 

 d) La derivada es negativa en [a, b], por tanto, la función es decreciente en este intervalo. Luego f(a) > f(b). 

11.51 (PAU) Considera la función f(x) = xg(x). Sabiendo que: 

I. La función g(x) es continua, derivable y tiene un máximo en x = 1. 

II. f(1)g(1) = 4 

a) ¿Tiene la función f un máximo en x = 1? Justifica tu respuesta. 

b) Si, además, se sabe que 2( )g x ax bx c= + +  calcula los valores de a, b y c para que f  tenga un 
mínimo en x = 0 

a) La derivada de f(x) es ( ) ( ) ( )f x g x xg x′ ′= + . Se sabe que g’(1) = 0 ya que g tiene un máximo en x = 1. Así 

pues (1) (1) 1 (1) (1) 0f g g g′ ′= + ⋅ = + . Para que f tenga un máximo en x = 1, su derivada en dicho punto debe 
valer cero, pero f´(1) no puede valer cero ya que entonces g(1) también valdría cero y esto no puede ser 
porque nos dicen que f(1)·g(1) = 4. Por tanto, f no puede tener un máximo en x = 1 porque 0)1( ≠′f . 

b) La derivada de cbxaxxg ++= 2)(  es baxxg +=′ 2)( . 

Como g tiene un máximo en x = 1, g’(1) = 0, es decir, 2a + b = 0 y b = –2a. 

Como f tiene un mínimo en x = 0, f’(0) = 0. La expresión de la derivada de f era ( ) ( ) ( )f x g x xg x′ ′= + , entonces 

0)0()0(0)0()0( ===′⋅+=′ ccgggf . Así pues, g es de la forma axaxxg 2)( 2 −= . 

Por otra parte, se sabe que f(1)·g(1) = 4, es decir, 1 · g(1) · g(1) = 4 [ ] 4)1( 2 = g , por tanto, g(1) = 2 ó  

g(1) = –2. Si g(1) = –2, se tendría que 22121)1( 2 =−=⋅−⋅= aaag , y la función sería xxxg 42)( 2 −= , 
que se debe descartar porque esta función es una parábola cóncava hacia arriba, que no presenta un 
máximo. 

Si g(1) = 2, se tiene que 22121)1( 2 −==⋅−⋅= aaag , y la función sería xxxg 42)( 2 +−= , que sí tiene un 
máximo en su vértice. 

Así pues, a = –2, b = 4 y  c = 0. 

Las funciones en cuestión son xxxg 42)( 2 +−=  y 23 42)( xxxf +−= .

a)

O Xba

Y b)

O Xb
a

Y c)

O Xba

Y d)

O X
ba

Y
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11.52 (PAU) Determina un punto de la curva de ecuación 
2

( ) xf x x e−= ⋅  en el que la pendiente de la recta 
tangente sea máxima. 

 

La pendiente de las rectas tangentes nos la da el valor de la derivada: 
2 2 22( ) ( 2 ) (1 2 )x x xf x e x e x x e− − −′ = + ⋅ − = −  

La pendiente máxima será el máximo de esta derivada, por tanto se debe estudiar la derivada de la derivada: 
2 2 22 3( ) 4 (1 2 ) ( 2 ) (4 6 )x x xf x x e x e x x x e− − −′′ = − + − − = − . 

23 3 2 3 3
( ) 0 (4 6 ) 0 4 6 0 2 (2 3) 0 0, ,

2 2
xf x x x e x x x x x x x−′′ =  − =  − =  − =  = = − = +  

 

 

 

 

 

 

 

Por consiguiente, las pendientes de las rectas tangentes tienen un máximo relativo en el punto (0, 0). Falta, 
pues, asegurarnos de que ese máximo es absoluto. Para ello se estudian los límites en el infinito de dichas 
pendientes: 

0
21

lim)21(lim)(lim
2

2
2

2 =−=−=′
−∞→

−

−∞→−∞→ xx

x

xx e

x
exxf . Análogamente, 0)(lim =′

+∞→
xf

x
. 

Por tanto, el punto (0, 0) es el punto en el que la pendiente de la recta tangente es máxima y dicha pendiente 

vale 1)021()0(
202 =⋅−=′ −ef . 

 

 

11.53 Demuestra que para todo número real positivo, P, se cumple que ln(1 )
1

P
P

P
+ >

+
 . Para ello sigue estos 

pasos: 

I. Demuestra que la función ( ) ln(1 )
1

x
f x x

x
= + −

+
 es continua y derivable en el intervalo ( )0, + ∞ . 

II. Demuestra que f (x) es estrictamente creciente en el intervalo ( )0, + ∞ . 

III. Calcula 
0

lim ( )
x

f x
+→

. 

IV. Concluye tu demostración. 

 

I. La función es continua y derivable para valores positivos de x ya que es suma de funciones derivables. 

II. La derivada de f(x) es 
22 )1()1(

1

1

1
)(

x

x

xx
xf

+
=

+
−

+
=′ , que es siempre positiva si x > 0, por tanto, la 

función f(x) es estrictamente creciente en ( )∞+,0 . 

III. 000
1

)1(lnlim)(lim
00

=−=





+
−+=

++ →→ x

x
xxf

xx
 

IV. Como se ha visto que si x es positivo, entonces, 
x

x
x

x

x
xxf

+
>+>

+
−+>

1
)1(ln0

1
)1(ln0)( ; es 

decir, para todo número real positivo, P, se cumple que 
P

P
P

+
>+

1
)1(ln .

x 









−∞−

2

3
,

 2

3−
 











− 0,

2

3

 

0 










2

3
,0

 2

3

 










∞+,

2

3

 
Signo de f’’ – 0 + 0 – 0 + 

f’ 
 

Decreciente 
Mínimo 
relativo 

Creciente 
Máximo 
relativo 

Decreciente 
Mínimo 
relativo 

Creciente 
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11.54 (TIC)(PAU) Sea la función: 4 3 2( ) 7f x x ax bx cx= + + + + . 

a) Calcula c sabiendo que su recta tangente en el punto de abscisa x = 0 es horizontal. 

b) Para el valor de c encontrado en el apartado anterior, calcula a y b sabiendo que esta función tiene 
un extremo relativo en el punto de abscisa x = –2 y que corta al eje X en x = 1. 

c) Para los valores obtenidos en los otros apartados, calcula los intervalos de crecimiento y 
decrecimiento de la función, sus extremos relativos y haz una representación gráfica aproximada. 

a) 3 2(0) 0 4 0 3 0 2 0 0 0f a b c c′ =  ⋅ + ⋅ + ⋅ + =  =  

b) 3 2( ) 4 3 2f x x ax bx′ = + +  Como tiene un extremo relativo en x = –2, se sabe que f´(–2) = 0, es decir:                 

–32 + 12a – 4b = 0, o lo que es lo mismo: 3a – b = 8. Como corta al eje X en x = 1, f(1) = 0 1 + a + b + 7 = 0, 

a + b = –8. Resolviendo el sistema se obtiene a = 0 y b = –8. La función es 4 2( ) 8 7f x x x= − + . 

c) La derivada de 4 2( ) 8 7f x x x= − +  es 3 2( ) 4 16 4 ( 4)f x x x x x′ = − = ⋅ −  y se anula para x = 0, x = –2 y x = 2. 
Además se sabe que la función es continua. Estudiemos su monotonía: 

 

Así pues, f decrece en ( ), 2 (0, 2 )−∞ − ∪ y crece en 

( )( 2,0) 2,− ∪ + ∞ . 

Tiene mínimos relativos (que también son absolutos) en los puntos: 

A(–2, –9) y B(2, –9). 

Tiene un máximo relativo en el punto C(0, 7). 

La gráfica de la función es la que se muestra. 

 

 

 

 

 
11.55 (PAU) Para cada h se considera la función: 3 2( ) 2 3f x x x h= − + . 

a) Halla los puntos en los que f alcanza sus valores máximos y mínimos. 

b) Encuentra h para que el valor de f en el mínimo local hallado antes sea 0. 

a) La derivada es 2( ) 6 6 6 ( 1)f x x x x x′ = − = − , que se anula si x = 0 ó si x = 1. Se estudia si son máximos o 

mínimos con el criterio de la derivada segunda, 612)( −=′′ xxf : 

06)0( <−=′′f , por tanto, el punto A(0, h) es un máximo. 

06)1( >=′′f , por tanto, el punto B(1, –1+h) es un mínimo. 

b) Para que el mínimo sea cero debe cumplirse que –1 + h = 0, es decir, h = 1. 

 

11.56 Halla los máximos y mínimos de la función: ( )3 2( ) 2 4 xf x x x e−= − . 

La derivada es 3 2( ) ( 2 10 8 ) 2 ( 1)( 4)x xf x x x x e x x x e− −′ = − + − = − − − , y se anula si x = 0, x = 1, x = 4. Se estudia 
el signo de la derivada: 

 

 

 

 

La función tiene máximos relativos en los puntos (0, 0) y (4, 64e – 4). Este último es absoluto. 

La función tiene un mínimo relativo en el punto (1, –2e – 1).

x ( )2,−−∞  –2 (–2, 0) 0 (0, 2) 2 ( )∞+,2  
Signo de 

f’ 
– 0 + 0 – 0 + 

f Decreciente 
Mínimo 
relativo 

Creciente 
Máximo 
relativo 

Decreciente 
Mínimo 
relativo 

Creciente 

x ( )0,−∞  0 (0, 1) 1 (1, 4) 4 ( )∞+,4  
Signo de f´ + 0 – 0 + 0 – 

f Creciente 
Máximo 
relativo 

Decreciente 
Mínimo 
relativo 

Creciente 
Máximo 
relativo 

Decreciente 

O X

Y

2

2
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11.57 Demuestra que la ecuación xe x=  no tiene solución. Para ello sigue estos pasos: 

I. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la función ( ) 1xf x e x= − − . 

II. Halla el mínimo absoluto de la función f. 

III. Demuestra que ( ) 0f x ≥  para todo x. 

IV. Demuestra que 0xe x− >  para todo x y concluye tu demostración. 

 

I. La derivada de la función continua ( ) 1xf x e x= − −  es ( ) 1xf x e′ = − , que se anula si x = 0. Se estudia su 
monotonía: 

 

 

 

 

 

La función decrece en ( ,0)−∞  y crece en ( )0,+ ∞ . 

II. El mínimo absoluto es el punto (0, 0) ya que la función es continua y es siempre decreciente a la izquierda 
de cero y siempre creciente a la derecha de cero. Así pues, el valor mínimo que toma la función es f(0) = 0. 

III. Por tanto, ( ) 0f x ≥  para todo x. 

IV. Como ( ) 0f x ≥ , entonces 1 0 1 0x x x xe x e x e x e x− − ≥  − ≥  − >  >  para todo x y, por tanto, nunca 

puede ser que xe x= . 

 

 

11.58 ¿Bajo qué condiciones sobre a, b, c y d se puede asegurar que la función  

f(x) = ax3 + bx2 + cx + d, 

con a ≠ 0 es estrictamente creciente o decreciente en R? 

 

En primer lugar, se observa que los límites en más infinito y en menos infinito no pueden coincidir nunca 
porque el grado del polinomio es 3. Como la derivada es un polinomio de segundo grado, la ecuación f´(x) = 0 
tendrá una, dos o ninguna solución (que nos darían los posibles extremos relativos). 

Para que sea estrictamente creciente o decreciente no debe tener ni máximos ni mínimos relativos, es decir, 
la ecuación f´(x) = 0 no puede tener dos soluciones. Si tuviera una única solución, sería porque ahí tendría un 
punto de tangente horizontal que no es extremo relativo, es decir, sería un punto de inflexión. 

La derivada es 2( ) 3 2f x ax bx c′ = + + , que tendrá una única solución si su discriminante es cero: 
2 2(2 ) 4 3 0 4 12 0b ac b ac− ⋅ =  − = . Y no tendrá solución si 24 12 0b ac− < . 

Así pues, resumiendo: 

La función será creciente si a > 0 y 24 12 0b ac− ≤ . 

La función será decreciente si a < 0 y 24 12 0b ac− ≤ . 

En el caso que falta, 24 12 0b ac− > , la función tendría un máximo y un mínimo relativo y, por tanto, sería 
creciente en algunos tramos y decreciente en otros.

x )0,(−∞  0 ( )∞+,0  
Signo de f´ – 0 + 

f Decreciente 
Mínimo 
relativo 

Creciente 
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11.59 Localiza los extremos absolutos, si existen, de las siguientes funciones en los intervalos indicados: 

 a) 2( ) 2 1f x x x= + −  en [–3, 0), en (–3, 0], en [0, 3], en (0, 3) y en (–1, 3]. 

 b) 
2

2
2 5 si 2( )

1 si 2
x x xg x

x x
− − + < −=  + ≥ −

 en [–3, –1), en [–3, 1], en [–3, 3], en [–3, 1), en [–4, 1] y en [–1, 2). 

a) El mínimo de la función se encuentra en el vértice de la parábola ( )f x .La 1.ª coordenada es 1

2
1

2 1
v

−= = −
⋅

. 

Para hallar los extremos absolutos en los intervalos indicados se debe evaluar la función en x = –1 (valor que 
anula derivada) y en los extremos de los intervalos:f (–1) = –2, f(–3) = 2, f(0) = –1, f(3) = 14. 

i) En el intervalo [–3, 0), el mínimo absoluto es m = –2 , se alcanza en el punto A(–1,–2) y el máximo absoluto 
es M = 2 , se alcanza en el punto B(–3, 2). 

ii) En el intervalo (–3, 0], el mínimo absoluto es m = –2 ,se alcanza en A(–1,–2) y no tiene máximo absoluto . 

iii) En el intervalo [0, 3], el mínimo absoluto es m = –1, se alcanza en C(0, –1) y el máximo absoluto es M = 14 
y se alcanza en el punto D(3, 14). 

iv) En el intervalo (0, 3), no tiene ni mínimo absoluto ni máximo absoluto. 

v) En el intervalo (–1, 3], no tiene mínimo absoluto y el máximo absoluto es M = 14, se alcanza en D(3, 14). 

b) La función es continua en x = –2 ya que sus límites laterales coinciden. 

La derivada de 2( ) 2 5p x x x= − − +  es ( ) 2 2p x x′ = − − , y se anula si x = –1, que no pertenece a su dominio de 
definición. Así pues, el valor x = –1 no nos aporta nada a la hora de calcular los extremos absolutos. 

La derivada de 2( ) 1q x x= +  es ( ) 2q x x′ = , y se anula si x = 0. Este valor sí hay que tenerlo en cuenta. 

Para hallar los extremos absolutos en los intervalos indicados se debe evaluar la función en  

x = 0 (valor que anula derivada), en los extremos de los intervalos y en x = –2 (en este punto, la función no es 
derivable y por eso se le debe incluir en el estudio). 

g(0) = 1, g(–3) = 2, g(–1) = 2, g(3) = 10, g(–4) = –3, g(1) = 2, g(2) = 5, g(–2) = 5. 

i) En el intervalo [–3, –1), el mínimo absoluto es m = 2,se alcanza en el punto (–3, 2)  y el máximo absoluto es 
M = 5 , se alcanza en el punto (–2, 5). 

ii) En el intervalo [–3, 1], el mínimo absoluto es m = 1 y el máximo absoluto es M = 5 . 

iii) En el intervalo [–3, 3], el mínimo absoluto es m = 1 y el máximo absoluto es M = 10. 

iv) En el intervalo [–3, 1), el mínimo absoluto es m = 1 y el máximo absoluto es M = 5. 

v) En el intervalo [–4, 1], el mínimo absoluto es m = –3 y el máximo absoluto es M = 5. 

vi) En [–1, 2), el mínimo absoluto es m = 1 y no hay máximo absoluto. 

 
Problemas de optimización 

11.60 Se quiere construir una piscina en forma de paralelepípedo recto de base cuadrada. Se dispone de 192 
m2 de baldosas para recubrir las paredes y el fondo de la piscina. Halla las dimensiones de la piscina de 
manera que su capacidad sea máxima. 

Se trata de un problema de optimización. 
1. Se nombran las variables: longitud en metros de la base (x) cuadrada y profundidad (y) en metros. 

2. Se relacionan las variables: el área total debe ser 192 m2, por tanto: 19242 =+ xyx ,  
x

x
y

4

192 2−= . 

3. La función que se quiere maximizar es el volumen yxxV ⋅⋅= , es decir: xx
x

x
xxV 48

4

1

4

192
)( 3

2
2 +−=−= . 

4. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x: como los números buscados son positivos, x debe 

estar en el intervalo abierto ( )192,0 . 

5. Se busca el máximo de xxxV 48
4

1
)( 3 +−=  en ( )192,0 . 

( )192,0848
4

3
)( 2 ∈=+−=′ xxxV . La solución negativa no es realista. 

Como los límites de la función en los extremos del intervalo son cero, el máximo absoluto de la función se 

alcanza en x = 8, por tanto, 4
84

8192 2

=
⋅
−=y . 

Las dimensiones de la piscina que maximizan el volumen son 8 metros de lado para la base cuadrada y 4 

metros de profundidad. El volumen máximo es V(8), esto es, 3256 m .
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11.61 Se dispone de un hilo metálico de longitud 140 m. Se quiere dividir dicho hilo en tres trozos de tal 
manera que uno de ellos tenga doble longitud que otro y que, al construir con cada uno de ellos un 
cuadrado, la suma de las áreas de los tres cuadrados sea mínima. Encuentra la longitud de cada trozo. 

Se trata de un problema de optimización. 

1. Se nombran las variables: cada uno de los trozos (x, 2x e y). 

2. Se relacionan las variables: la suma de los trozos es 14 dam: x + 2x + y = 14; es decir, y = 14 – 3x. 

3. La función que se quiere minimizar es la suma de las áreas: 
2 2 2

2

4 4 4

x x y
A

     = + +     
     

. 

Sustituyendo y operando: 

( )
2 2

25 196 9 84 7
6 14

16 16 8

x x x
A x x

+ −= + = − +  

4. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable 
14

0,
3

 
  

. 

5. Se busca el mínimo ( )7
( ) 2 6

8
A x x′ = − que se anula para x = 3 que corresponde al vértice de una parábola 

cóncava hacia arriba. 

Los trozos serán de 3 dam, 6 dam y 5 dam,es decir,30 m, 60 m y 50 m. 

 

 

11.62 Se parte un hilo metálico de longitud 1 m en dos trozos, haciendo con uno un cuadrado y con el otro un 
círculo. Calcula las dimensiones de cada trozo para que la suma de las áreas sea: 

a) Máxima.                      

b) Mínima. 

Se trata de un problema de optimización. 

1. Se nombran las variables, que son las longitudes de los dos trozos: x (para hacer el círculo), e y (para hacer 
el cuadrado). 

2. Se relacionan las variables: 1=+ yx , es decir, xy −= 1 . 

3. La función que se quiere maximizar y minimizar es la suma de las áreas. El lado del cuadrado es 
4

1 x−
 y su 

área: 
2

4

1






 − x

. La longitud del círculo es 
π

=π=
2

2
x

rrx , así pues, su área es 
π

=







π
π=π

42

22
2 xx

r . 

La función suma de áreas es 
2 2 21 ( 4) 2

( )
4 4 16

x x x x
A x

− π + − π + π = + =  π π 
. 

4. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x: (0, 1). 

5. Se busca el máximo y el mínimo de 
2( 4) 2

( )
16

x x
A x

π + − π + π=
π

 en (0, 1). 

2( 4) 2
( )

16

x
A x

π + − π′ =
π

= 0 ⇔ 
4

x
π=

π +
. Este valor corresponde al mínimo ya que la función es una parábola 

cóncava hacia arriba. 

Así pues, el mínimo se alcanza si el trozo destinado a formar el círculo mide 
4+π

π=x  m. 

No se puede calcular el valor de la función en los extremos, por tanto, se calculan sus límites: 
0

1
lim ( )

16x
A x

→
=  y 

1

1
lim ( )

4x
A x

→
=

π
. Si solo se formara un círculo con todo el hilo, se obtendría el área máxima. Pero esta 

posibilidad no la contempla el problema. 

Para responder se podría decir que cuanto más largo sea el trozo para formar el círculo, mayor será la suma 
de las áreas.
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11.63 De entre todos los números reales positivos x, e y, tales que 10x y+ = , encuentra aquellos para los 

que el producto 2p x y=  es máximo. 

1. Se nombran las variables, que son los números: x e y. 
2. Se relacionan las variables: 10=+ yx , es decir, xy −= 10 . 

3. La función que se quiere maximizar y minimizar es el producto ( )2 2 2 310 10p x y x x x x= = − = − . 

4. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. Debe estar en el intervalo abierto (0, 10). 

5. Se busca el máximo de 2 3( ) 10p x x x= −  en (0, 10). 

2( ) 20 3 (20 3 )p x x x x x′ = − = − = 0 ⇔ 
3

20=x . Este valor corresponde al máximo ya que 
20

148
3

p
  ≈ 
 

 

0
lim ( ) 0
x

p x
→

=  y 
10

lim ( ) 0
x

p x
→

=  

Así pues, el máximo se alcanza si 
3

20=x  e 
3

10
10 =−= xy . 

 
11.64 Un barco B y dos ciudades A y C de la costa forman un triángulo rectángulo en C, de acuerdo a lo 

reflejado en la figura.  
 

 
Un hombre situado en A desea llegar hasta el 
barco B. Sabiendo que puede nadar a 3 km/h y 
caminar a 5 km/h, ¿a qué distancia de A debe 
abandonar la costa para nadar hasta B si quiere 
llegar lo antes posible? 

 

 
Primero, con ayuda del teorema de Pitágoras, se observa que la distancia entre las dos ciudades es de 12 km.  
1. Se nombra la variable: x es la distancia PC. 
2. La función que se quiere minimizar es el tiempo empleado por el hombre para recorrer AP (a 5 km/h) y PB 
(a 3 km/h). Se estudia cuánto miden estos segmentos: AP = 12 – x; para calcular PB se trabaja en el triángulo 

PBC y se obtiene que 225 xPB += .  

El tiempo empleado es la función 
15

255336

3

25

5

12
)(

22 xxxx
xt

++−=++−= . 

3. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x: [0, 12]. 

4. Se busca el mínimo de 
15

255336
)(

2xx
xt

++−=  en [0, 12]. 

2

2

2 2515

5253

25

5
3

15

1
)(

x

xx

x

x
xt

+

++−=










+
+−⋅=′ = 0 ⇔  

⇔ 75,322516922525253505253 22222 ==+=+==++− xxxxxxxx . 

Se compara: 07,4
3

5

5

12
)0( ≈+=t ,  3,4

3

13
)12(


==t ,  (3,75) 3,73t =


. 

Así pues, el mínimo se alcanza si camina durante 25,875,312 =−  km y luego se pone a nadar. 

 

11.65 Calcula la base y la altura del triángulo isósceles de perímetro 8 y área máxima. 

1. Se nombra la variable: x es la longitud de los lados iguales. 
2. La función que se quiere maximizar es el área del triángulo. La base mide b = 8 – 2x y la altura se puede 

hallar con Pitágoras y se obtiene 168 −= xa . El área es ( ) (4 ) 8 16 2(4 ) 2 4
2

ba
A x x x x x= = − − = − − . 

3. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. La suma de dos lados debe ser siempre mayor que 
el tercero, así pues: 228 >−>+ xxxx  y 428 <>−+ xxxx : 2 < x < 4, suponiendo que x se mueve en 
el intervalo cerrado [2, 4]. 

4. 








−
−=









−
−+−−=′

42

38
2

422

2
)4(422)(

x

x

x
xxxA =0 ⇔  

3

8=x . 

Se compara:  A(2) = 0,  A(4) = 0,  5,3
3

8 
=






A . 

Así pues, el triángulo de área máxima es el triángulo equilátero de lado 
3

8
.

A C
P

B

13 km 5 km
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11.66 En un rectángulo de 4 m de perímetro, se sustituyen los lados por semicircunferencias exteriores, 

¿entre qué valores está comprendida el área de la figura resultante? Calcúlala. 

1. Se nombra la variable: x es la longitud de la altura e y la longitud de la base. 

2. Se relacionan las variables: 2x + 2y = 4, es decir, y = 2 – x. 

3. La función que se quiere maximizar y minimizar es el área de la figura (un rectángulo más dos círculos). 
2 2

2 22
( ) (2 ) (2 4 4) 2

2 2 4

x x
A x x x x x x x

− π   = − + π + π = − + + −   
   

π+π−+





 −π= xx )2(1

2
2  

4. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. En este caso, 0 2x< < . 

5. El mínimo absoluto de la parábola (cóncava hacia arriba) π+π−+





 −π= xxxA )2(1

2
)( 2  se encuentra en su 

vértice, es decir, si 1
2

2 =
−π
−π=x  .  Se compara:

2
1)1(

π+=A ,  π=
→

)(lim
0

xA
x

,  π=
→

)(lim
2

xA
x

. 

Así que se podría contestar que el área de la figura estará comprendida entre 
2

1
π+  y π. 

El área π se conseguiría si la figura fuera un círculo. 

 
11.67 En un rectángulo de 4 m de perímetro se sustituyen dos lados opuestos por semicircunferencias 

exteriores. Calcula las dimensiones del rectángulo original para que la figura formada tenga máxima 
área. 

1. Se nombra la variable: x es la longitud del lado sustituido por semicircunferencias, e y la longitud de los 
otros dos lados. 

2. Se relacionan las variables: 2x + 2y = 4, es decir, y = 2 – x. 

3. La función que se qiuere maximizar y minimizar es el área de la figura (un rectángulo más un círculo).  

La función área es xx
x

xxxA 2
4

4

2
)2()( 2

2

+





 −π=






π+−= . 

4. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. En este caso, 20 << x . 

5. El máximo de la parábola (cóncava hacia abajo) se encuentra en su vértice, es decir, si 66,4
4

4 ≈
π−

=x  . 

Pero este valor no pertenece al intervalo de definición de x: 20 << x . 

Por otra parte, A(0) = 0 y A(2) = π. Así que se podría decir que el área máxima se conseguiría si la figura 
degenerara en un solo círculo de 2 m de diámetro. 

 
Curvatura y puntos de inflexión 

11.68 (TIC) Dibuja la gráfica de la función 
( )2 1

( )
1

x

x

e
f x

e

−
=

+
. Para ello, calcula sus asíntotas, demuestra que es 

simétrica respecto al origen, demuestra que es siempre decreciente, estudia su curvatura y halla su 
punto de inflexión. 

El dominio es todo R, por lo que no tiene asíntotas verticales. 

( )2 1 2
lim lim 2

1

x x

x xx x

e e

e e→+∞ →+∞

− −= = −
+

 

La recta y = – 2 es una asíntota horizontal en más infinito. 

( )
2

1

2

1

12
lim ==

+
−⋅

−∞→ x

x

x e

e

. 

La recta y = 2 es una asíntota horizontal en menos infinito. 

La función es impar. 

La derivada es siempre negativa. Así pues, la función es siempre 
decreciente. No tiene extremos relativos. 

La derivada segunda es 
3)1(

)1(4
)(

x

xx

e

ee
xf

+
−−=′′  y solo se anula si x = 0. La función es cóncava hacia abajo  

si x < 0; cóncava hacia arriba si x > 0; y tiene un punto de inflexión en el punto (0, 0). 

O X

Y

1

1
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11.69 (TIC)(PAU) Calcula, para la función ( )( ) 1 xf x x e−= + : intervalos de crecimiento y decrecimiento, 

extremos relativos, puntos de inflexión e intervalos de curvatura. 

La función es continua y derivable porque es producto de funciones continuas y derivables en todo R: ( )D f = R. 

Su derivada es xexxf −−=′ )( , que se anula si x = 0. Así pues, la función crece en ( ), 0−∞  y decrece en 

( )0, + ∞ . Tiene un máximo en el punto (0, 0). 

La derivada segunda es xexxf −−=′′ )1()( , que se anula si x = 1. Así pues, la función es cóncava hacia 

abajo en ( ), 1−∞  y cóncava hacia arriba en ( )1, + ∞ . El punto (1, 2e-1) es un punto de inflexión porque la 

gráfica cambia de curvatura. 

 

11.70 (TIC)(PAU) Sea la función 
4 3

( )
x

f x
x

+= : 

a) Halla, si existen, los puntos de corte con los ejes y las asíntotas de la gráfica de f. 

b) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos de f. 

c) Estudia su curvatura y sus posibles puntos de inflexión. 

d) Esboza su gráfica. 

a) ( )D f = R {0}−  ya que x = 0 anula el denominador. Así pues, no corta al eje Y. Tampoco corta al eje X ya 
que la función no se anula nunca porque el numerador es siempre positivo. 

Asíntotas verticales: −∞=+
−→ x

x

x

3
lim

4

0
 y +∞=+

+→ x

x

x

3
lim

4

0
, así pues, la recta x = 0 es una asíntota vertical. 

Asíntotas horizontales: +∞=+
+∞→ x

x
x

3
lim

4

 y −∞=+
−∞→ x

x
x

3
lim

4

. No tiene asíntotas horizontales. 

Tampoco tiene asíntotas oblicuas ya que 
4

2

( ) 3
lim lim

x x

f x x

x x→+∞ →+∞

+= = +∞  y 
4

2

( ) 3
lim lim

x x

f x x

x x→−∞ →−∞

+= = +∞ . 

b) La derivada de la función es 
2

4 )1(3
)(

x

x
xf

−=′  y se anula para x=–1 y x = 1. 

x ( ), 1−∞ −  –1 (–1, 0) 0 (0, 1) 1 ( )∞+,1  

Signo de f’ + 0 –  – 0 + 

f Creciente 
Máximo 
relativo 

Decreciente No existe f Decreciente 
Mínimo 
relativo 

Creciente 

 

La función crece en ( ) ( ), 1 1,−∞ − ∪ +∞  y decrece en ( ) ( )1, 0 0, 1− ∪ . 

Tiene un máximo relativo en el punto (–1, f(–1)) = ( –1, –4) y un mínimo relativo en el punto (1, f(1)) = (1, 4). 

c) La derivada segunda es 
3

4 )1(6
)(

x

x
xf

+=′′ . Es negativa para valores negativos de x y positiva para valores 

positivos. Así pues, la función es cóncava hacia abajo en ( ), 0−∞  y cóncava hacia arriba en ( )0, + ∞  

d) La gráfica es: 

O X

Y

2

2



 Solucionario 
 

                                                                      
                             

Solucionario
 

108 

 
11.71 Halla los valores de m para los que la función 4 3 2( ) 4 3 2f x x x mx x= + + + −  es siempre cóncava hacia 

arriba. 

Para que la función sea siempre cóncava hacia arriba su derivada segunda debe ser siempre positiva. Se 
impone esta condición: 

32124)( 23 +++=′ mxxxxf  y mxxf 212)( 2 +=′′  

Para que mxxf 212)( 2 +=′′  sea siempre positiva debe cumplirse que 0>m . 

 

 
11.72 La gráfica que se muestra es la de la derivada segunda de cierta función f. A partir de ella, deduce la 

curvatura de f y sus puntos de inflexión. ¿Qué se puede afirmar con seguridad de la gráfica de f? 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
La función es cóncava hacia abajo en: ( ) ( ),0 2,−∞ ∪ + ∞ . 

La función es cóncava hacia arriba en: ( )0, 2 . 

Los puntos (0, f(0)) y (2, f(2)) son puntos de inflexión. 

 

 

11.73 Las gráficas que se muestran en la figura representan la derivada de ciertas funciones f(x) y g(x), 
respectivamente. A partir de ellas, deduce los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y g(x), 
así como sus extremos relativos, su curvatura y sus puntos de inflexión. 

 
         
 
 
 
 
 
 
 
 

 

a) La función crece si la derivada es positiva: ( ), 1−∞ . Decrece si la derivada es negativa: ( )1, + ∞ . 

Tiene un máximo relativo en el punto (1, f(1)) porque la derivada vale cero y f pasa de creciente a 
decreciente. 

Las pendientes de las tangentes a f´ son siempre negativas, así que la función es siempre cóncava hacia 
abajo. 

Como la función no cambia de curvatura, no tiene puntos de inflexión. 

b) La función crece si la derivada es positiva: ( ) ( ), 1 3,−∞ − ∪ + ∞ . Decrece si la derivada es negativa: ( )1, 3− . 

Tiene un máximo relativo en el punto (–1, g(–1)) porque la derivada vale cero y g pasa de creciente a 
decreciente. 

Tiene un mínimo relativo en el punto (3, g(3)) porque la derivada vale cero y g pasa de decreciente a 
creciente. 

La función es cóncava hacia abajo en ( ), 1−∞  ya que las pendientes de las tangentes a g’ (es decir, la 

derivada segunda) son negativas, y es cóncava hacia arriba en ( )∞+,1  ya que las pendientes de las 
tangentes a g’ (es decir, la derivada segunda) son positivas. El punto (1, g(1)) es un punto de inflexión porque 
es un punto de cambio de curvatura. 

1

1

O X

Y

a)

1

1

O X

Y

1

1

b)

O X

Y
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11.74 Sea la función 
2

2
1

( )
2

x

f x e
−

=
π

, se pide: 

a) Su dominio. 

b) Demuestra que es siempre positiva. 

c) Demuestra que es simétrica respecto al eje Y. 

d) Haz un estudio completo de sus posibles asíntotas. 

e) Encuentra su máximo y sus intervalos de crecimiento y decrecimiento. 

f) Encuentra sus puntos de inflexión y estudia su curvatura. 

g) Dibuja su gráfica. 

h) ¿Qué nombre recibe esta función? ¿Y su gráfica? 

 

a) Dom(f) = R 

b) La función es siempre positiva porque se trata de una exponencial. 

c) La función es par porque f(–x) = f(x), por tanto, es simétrica respecto al eje Y. 

d) No tiene asíntotas verticales ni oblicuas pero sí horizontales ya que 0)(lim =
+∞→

xf
x

, es decir, la recta y = 0 

es una asíntota horizontal tanto en más infinito como en menos infinito, ya que es simétrica respecto al eje Y. 

e) Su derivada es 22

22

2
)(

2

1
)(

xx

e
x

xexf
−−

π
−=−⋅

π
=′ , que se anula para x = 0. 

Para valores negativos de x es positiva y para valores positivos es negativa. Así pues, f es creciente en 
( ), 0−∞  y decreciente en ( )0, + ∞ . 

Tiene un máximo relativo (que es también absoluto) en el punto (0, f(0)) =
1

0,
2

 
 

π 
. 

f) Su derivada segunda es 2
2

2

2

)1(
)(

x

e
x

xf
−

π
−=′′ , que se anula para x = –1 y x = 1. 

x ( )1,−∞−  –1 )1,1(−  1 ( )∞+,1  

Signo de f’’ + 0 – 0 + 

f 
Cóncava 

hacia arriba 

Punto de 
inflexión 

Cóncava 

hacia abajo 

Punto de 
inflexión 

Cóncava 

hacia arriba 

La función es cóncava hacia arriba en ( ) ( )∞+∪−−∞ ,11,  y cóncava hacia abajo en ( 1, 1)− . 

Tiene dos puntos de inflexión en 










π
−

e2

1
,1  y en 











πe2

1
,1 . 

g) La gráfica de la función es la que se muestra. 

h) Esta función es la distribución normal de media 0 y desviación típica 1, N(0, 1), también llamada normal 
estándar. Su gráfica se conoce con el nombre de campana de Gauss. 

O X

Y

1

1
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11.75 (PAU) De la función : R Rf →  definida por 3 2( )f x ax bx cx d= + + +  se sabe que: 

- Tiene un máximo en x = –1. 

- Su gráfica corta al eje X en el punto de abscisa x = –2. 

- Tiene un punto de inflexión en el punto de abscisa x = 0. 

Calcula a, b, c y d sabiendo, además, que la recta tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa x = 2 
tiene pendiente 9. 

Las dos primeras derivadas de f son: cbxaxxf ++=′ 23)( 2  y baxxf 26)( +=′′  

Hay un máximo en x = –1 implica que f´(–1) = 0, es decir: 0230)1(2)1(3)1( 2 =+−=+−+−=−′ cbacbaf  

Corta al eje X en x = –2 implica que f(–2) = 0, es decir: 

02480)2()2()2()2( 23 =+−+−=+−+−+−=− dcbadcbaf  

Hay un punto de inflexión en x = 0 implica que f´´(0) = 0, es decir: 00206)0( ==+⋅=′′ bbaf  

La tangente a f en x = 2 tiene pendiente 9, por lo que f´(2) = 9: 941202223)2( 2 =++=+⋅+⋅=′ cbacbaf  

Resolviendo el sistema formado por esas cuatro ecuaciones, se obtiene la solución: 

3 2 0

8 2 0
1, 0, 3, 2

0

12 4 9

a b c

a b c d
a b c d

b

a b c

− + = 
− + − + =   = = = − == 
+ + = 

 

 

11.76 PAU Demuestra que la curva de la ecuación 4 3 2 1y x x x x= − + − +  no tiene ningún punto de inflexión. 

Halla la ecuación de la recta tangente a esa curva en el punto ( )0 0,x y , siendo 0x  el valor de x que hace 

mínima y''. 

Se calcula la segunda derivada: 1234 23 −+−=′ xxxy , 2612 2 +−=′′ xxy , que es una parábola cóncava 

hacia arriba que no corta al eje X (la ecuación 02612 2 =+− xx no tiene soluciones reales). La derivada 
segunda es siempre positiva y la curva es siempre cóncava hacia arriba, por tanto, no tiene puntos de inflexión. 

El mínimo de 2612 2 +−=′′ xxy  se encuentra en su vértice 
4

1

122

6
0 =

⋅
−−=x . 

La tangente en el punto 
1 205

,
4 256

P
 
 
 

es 
205 1 371

9 9
256 4 256

y x y x
 − = −  = − 
 

 

11.77 PAU Sea : R Rf →  definida por 3 2( ) 2 12f x x x ax b= + + + . Determina a y b sabiendo que la recta 
tangente a la gráfica de f en su punto de inflexión es la recta y = 2x + 3. 

Halla primero el punto de inflexión y para eso necesitas calcular la derivada segunda: 
2( ) 6 24f x x x a′ = + +  y ( ) 12 24f x x′′ = + . La derivada segunda se anula si x = –2, y como a su izquierda es 

negativa y a su derecha positiva, entonces, el punto (–2, f(–2)) es el punto de inflexión. 

La pendiente de la recta tangente y = 2x + 3 es 2 y coincide con el valor de f´(–2). Así pues: 
2( 2) 2 6( 2) 24( 2) 2 26f a a′ − =  − + − + =  = . 

El punto de tangencia (–2, f(–2)) pertenece también a la recta tangente, por tanto, f(–2) = 2·(–2) + 3 = –1 
3 22( 2) 12( 2) 26( 2) 1 19b b − + − + − + = −  = . La respuesta es a = 26 y b = 19. 

 
11.78 (PAU) Calcula los valores del parámetro a, 0a ≠ , que hacen que las tangentes a la curva de ecuación 

4 32 1512y ax ax ax= + − +  en los puntos de inflexión sean perpendiculares. 

Primero se calculan sus puntos de inflexión: aaxaxy −+=′ 23 64 ,  )1(121212 2 +=+=′′ xaxaxaxy .  

La derivada segunda se anula si x = 0 ó si x = –1, que son las abscisas de sus puntos de inflexión. 

La pendiente de la tangente en x = 0 es ay −=′ )0( . 

La pendiente de la tangente en x = –1 es aaaay =−+−=−′ 64)1( . 

Dos rectas son perpendiculares si el producto de sus pendientes es –1. Imponiendo esta condición: 
11 =−=⋅− aaa  ó a = – 1.
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Aplicaciones de la derivada en las ciencias experimentales  

 

11.79 Un móvil se desplaza con un movimiento uniformemente acelerado con una aceleración de 0,25 m/s2. Si 
en el instante t = 8 s lleva una velocidad de 7 m/s, calcula la velocidad que lleva en t = 20 s. Si en los 
primeros 4 segundos ha recorrido 30 m, calcula la función de posición del móvil. 

 

Para que la aceleración sea constante, la función que nos da la posición debe ser un polinomio de segundo 

grado, cbtatte ++= 2)( . Su velocidad será battetv +=′= 2)()(  y su aceleración atvta 2)()( =′= . 

Así pues, 
8

1

4

1
2 == aa  y la velocidad será btbttv +=+⋅=

4

1

8

1
2)( .  

Como en t = 8 la velocidad es 7, se tiene que 578
4

1
)8( ==+⋅= bbv  y la ecuación de la velocidad es 

5
4

1
)( += ttv . En t = 20, la velocidad es 10520

4

1
)20( =+⋅=v m/s. 

Como a los 4 segundos ha recorrido 30 metros, se tiene que 21
(4) 4 5 4 30 8

8
e c c= ⋅ + ⋅ + =  = . 

Así pues, la ecuación de la posición del móvil es 85
8

1
)( 2 ++= ttte . 

 

 

11.80 Se aparta del fuego agua hirviendo (a 100 ºC) en una habitación con temperatura ambiente de 20 ºC. Si 
en 10 minutos se ha enfriado hasta 60 ºC, ¿en cuánto tiempo llegará a 25 ºC? 

Sea T(t) la función que da la temperatura del agua en cada instante t .  

La ley de Newton dice que T′(t) = ( )20)( −tTk , es decir, 
20)(

)(

−
′

=
tT

tT
k .  Así pues, ( ) CkttT +=− 20)(ln  y, por 

tanto, T(t) − 20 = ekt·eC. Llamando eC = M, ya se puede escribir la expresión de la función temperatura,  
T(t) = 20 + Mekt, en la que solo falta averiguar los valores de los parámetros M y k. 

Como 801002020100)0( 0 ==+=+= ⋅ MMMeT k . La función es ktetT 8020)( += . 

También se sabe que T(10) = 60, es decir,  

2

1
802060 1010 =+= kk ee , luego 

1010

10

2

1
tkt

kt ee 





== . 

Ya se tiene la función temperatura: 1010
28020

2

1
8020)(

tt

tT
−

⋅+=





+= . 

Si la temperatura del agua es de 25 ºC: 2528020)( 10 =⋅+=
− t

tT , de donde 410 22 −−
=

t

, es decir, t = 40 minutos.  
 
Así pues, el agua llegará a los 25 ºC a los 40 minutos. 
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PROBLEMAS 

11.81 Considera la función definida en ( )0,+ ∞  por la expresión 3 2( ) 2 lnf x x x x= + + : 

a) Encuentra un intervalo donde puedas asegurar que existe una solución de la ecuación f (x) = 0. 

b) Demuestra que la ecuación f (x) = 0 tiene una única solución, c, en ( )0, + ∞  

c) Encuentra un entero p para el que se verifique que 
1

100 100

p p
c

+≤ ≤ . 

a) Como la función es continua en su dominio (x > 0), bastará encontrar un intervalo en el que la función 
cambie de signo en sus extremos. El extremo inferior debe ser un número cercano a cero para estar seguros 
de que la función será negativa. Se prueba con 0,5: 1931,0)5,0( −≈f .  

El extremo superior puede ser 1: f(1) = 3. Así pues, aplicando el teorema de Bolzano a la función f en el 
intervalo cerrado [0,5; 1], se sabe que f(c) = 0 para algún c del intervalo (0,5; 1). 

b) La función es siempre creciente ya que su derivada 
x

xxxf
1

26)( 2 ++=′  es siempre positiva en para x>0. 

Por tanto, ya no puede existir otro c (distinto del anterior) con f(c) = 0. 

c) Se pide que la longitud del intervalo sea como mucho 01,0
100

1

100100

1 ==−+ pp
. Se aplica el método de la 

bisección a un intervalo más pequeño que [0,5; 1] para acortar los cálculos. 

Se empieza con el intervalo [0,5; 0,6], que también vale porque 02812,0)6,0( >≈f . 

00374,0)55,0(
2

6,05,0 >≈=





 +

ff , es decir, el extremo superior podría ser 0,55. 

Como la longitud del intervalo debe ser 0,01, se prueba ahora con [0,54; 0,55]: 00097,0)54,0( <−≈f  y ya se 

ha acabado: 0,54 < c < 0,55, por tanto: 
100

154

100

54 +≤≤ c . 

 

11.82 Demuestra que la gráfica de cualquier polinomio de tercer grado es simétrica respecto de su punto de 
inflexión. 

La función tiene la expresión dcxbxaxxf +++= 23)(  y su derivada segunda es ''( ) 6 2f x ax b= + , se anula en 

a

b
x

3
−= , que es la abscisa del punto de inflexión (cambia de curvatura a derecha e izquierda de dicho valor). 

Se estudia primero el caso en el que el punto de inflexión sea el origen de coordenadas (0, 0): 

00
3

==− b
a

b
. Como f (0) = 0, entonces d = 0. La función sería cxaxxf += 3)( . Esta función es impar y, 

por tanto, es simétrica respecto al (0, 0), que es lo que se quería demostrar. 

Para observar que la gráfica de cualquier polinomio de tercer grado es simétrica respecto de su punto de 
inflexión bastaría con realizar una traslación, llevando su punto de inflexión al origen: 

2
3

3 3 3

b b b
f x f ax c x

a a a

 −   + − − = + −           
, que es una función impar. 

11.83 El precio de un diamante es proporcional al cuadrado de su peso. Demuestra que si partimos un 
diamante en dos trozos, la depreciación es máxima si lo partimos por la mitad. 

Se supone que el peso es 1 y p la constante de proporcionalidad del precio-cuadrado del peso. 

1. Se nombra la variable: x es el peso de uno de los trozos e y el del otro.  

2. Se relacionan las variables: x + y =.1, por tanto y = 1 – x. 

3. La función que se quiere maximizar es la depreciación del diamante al cortarlo.   

pxpxppxpxpxppxpxD 2222))1((1)( 2222 +−=−+−=−⋅+−⋅= . 

4. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. Evidentemente, 0 1x≤ ≤ , es decir, x se mueve en 
el intervalo cerrado [0, 1]. 

5. Se  busca el máximo de pxpxxD 22)( 2 +−=  en [0, 1]. Su derivada, ppxxD 24)( +−=′ , se anula si 

2

1=x Se compara:  D(0) = 0, D(1) = 0, 
22

1 p
D =






 . En este caso, en dos trozos de peso 

2

1
.
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11.84 Si f y g son funciones derivables con f(a) = g(a) y f(b) = g(b), demuestra que existe un punto x0 en  (a, b) 

en el que las tangentes a f y g son paralelas. Convéncete previamente con una gráfica. 

Si se define la función F(x) = f(x) – g(x), se observa que también es derivable y además F(a) = F(b) = 0, por 

tanto, cumple el teorema de Rolle y se sabe que existe al menos un punto x0 en (a, b) con F'(x0) = 0. 

Por otra parte, F'(x) = f'(x) – g'(x), y entonces: 0 = F'(x0) = f′(x0) – g'(x0), de donde se deduce que f'(x0) = g'(x0). 

Es decir, en el punto x0 del intervalo (a, b) las tangentes a f y g son paralelas. 

 

 

11.85 Si f´(x) ≤  2 para todos los números del intervalo [0, 3] y f(0) = –1, ¿cuál es el máximo valor que puede 
tomar f(3)? En general, si f´(x) ≤  a en todo R y f(0) = b, dado un número positivo c, ¿cuál es el máximo 
valor que puede tomar f(c)? 

La función f es continua en el intervalo cerrado [0, 3] y derivable en el abierto (0, 3), por tanto, el teorema del 
valor medio nos asegura que existe un c de (0, 3) que cumple: 

3

1)3(

03

)0()3(
)(

+=
−
−=′ fff

cf , y como la derivada es f´(x) ≤ 2, entonces 2)( ≤′ cf : 5)3(2
3

1)3(
)( ≤≤+=′ f

f
cf . 

En el caso general se tiene que baccfa
c

bcf

c

fcf
cf +≤≤−=

−
−=′ )(

)(

0

)0()(
)( . 

 
 

11.86 Dada la función f(x) = (1000 – x)2 + x2, se pide: 

a) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la función f. 

b) Utiliza el apartado a para decidir si 10002 es mayor o menor que 9982 + 22. 

c) Generaliza lo que hayas descubierto en el apartado a para la función f (x) = (c – x)n + xn, siendo c un 
número positivo y n un entero positivo par. 

a) La derivada de la función es 20004)( −=′ xxf , que se anula para x = 500. La función es decreciente en 

)500,(−∞ ; es creciente en ),500( ∞+ ; y tiene un mínimo en el punto de abscisa x = 500. 

b) Como la función es decreciente en )500,(−∞ , entonces, f(0) > f(2), y como f(0) = 10002 y f (2) = 9982 + 22, 
se concluye que 10002 > 9982 + 22. 

c) La derivada de la función f(x) = (c – x)n + xn es 11)()( −− +−−=′ nn nxxcnxf . 

Una solución de la ecuación f´(x) = 0 es x = 
2

c
, que, corresponde a un mínimo absoluto pues  

0)1())(1()( 22 >−+−−=′′ −− nn xnnxcnnxf . Por otra parte, la gráfica de f es simétrica respecto de la recta  

x = 
2

c
. Así pues, dados dos números p y q que sumen c, pn+ qn es mayor cuanto más disten p y q. 

Por ejemplo 206 + 306 > 286 + 226 pues la función f(x) = (50 – x)6 + x6, alcanza un mínimo en x = 25 y es 
simétrica respecto de la recta x = 25, por lo que f(30) > f(22). 

 

 

11.87 Demuestra que la ecuación 

2009 1005 1 0x x x+ + − =  

tiene exactamente una solución real. 

 

La función 1)( 10052009 −++= xxxxf  es continua y creciente en todo R ya que su derivada  

110052009)( 10042008 ++=′ xxxf  es siempre positiva. Además −∞=
−∞→x

lim  y +∞=
+∞→x

lim , es decir, pasa de 

negativa a positiva y, por tanto, debe cortar al eje X alguna vez.  

Como f es siempre creciente, solo podrá cortar una sola vez al eje X. 

Es decir, existe un único c real con 010)( 10052009 =−++= ccccf .
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11.88 gráficas de las derivadas de las funciones f y g son las que se muestran a continuación: 

 
 
 
 

 
 

 
 

 

a) ¿Cuántas soluciones puede tener la ecuación f(x) = 0? Justifícalo. 

b) ¿Cuántas soluciones puede tener la ecuación g(x) = 0? Justifícalo. 

c) Si la ecuación g(x) = 0 tuviera dos soluciones, ¿qué podrías decir sobre el signo de las mismas? 

a) Como f´(x)>0 en R, f(x) es creciente y, por tanto, cortará una vez como máximo al eje, luego la ecuación 
f(x) = 0 tiene como mucho una solución. 

b) g’(x) se anula una sola vez, en x = 0, así pues la ecuación g(x) = 0 tiene como mucho dos soluciones. 

c) En este caso g’ se anularía entre estas dos soluciones, por lo que al anularse en x = 0, significa que de 
haber dos soluciones deben ser de signo contrario. 

 

11.89 Supón que f es una función para la que f´(x) > 0 para todo x, y sea g(x) = f(f(x)). ¿Qué puedes decir 
acerca del crecimiento o decrecimiento de la función g? 

La derivada de g(x) se calcula con la regla de la cadena: g’(x) = f’(f(x))·f’(x) que será siempre positiva por ser 
producto de dos números positivos. Así pues, g´(x)>0 para todo x, lo que nos asegura que g es siempre 
creciente. 

 

11.90 Supón que f es una función para la que f´(x) < 0 para todo x, y sea g(x) = f(f(x)). ¿Qué puedes decir 
sobre el crecimiento o decrecimiento de g? 

La derivada de g(x) se calcula con la regla de la cadena: g’(x) = f’(f(x))·f’(x) que será siempre positiva por ser 
producto de dos números negativos. Así pues, g’(x)>0, lo que nos asegura que g es siempre creciente. 

 

 

11.91 a) Demuestra que f(x) = ex es mayor que g(x) = 2x para todo x ≥  1. 

b) Demuestra que f(x) = ex es mayor que g(x) = x2 para todo x ≥  0. 

Trata separadamente los casos 0 ≤  x < 1 y x ≥  1. 

a) Se considera ( ) ( ) ( )F x f x g x= − .Su derivada es F’(x) = ex – 2, que para valores mayores o iguales que 1 es 

positiva y, por tanto, F(x) es creciente si x ≥ 1. Así pues F(x) ≥ F(1) y, por tanto : ex – 2x ≥ e–2 > 0, es decir, 

ex – 2x > 0, y ya concluimos: ex > 2x para todo x ≥ 1. 

b) Se trabaja ahora con la función G(x) = ex – x2. Su derivada es G’(x) = ex – 2x.  

Si 0 ≤ x < 1: ex > x + 1 siempre y en [0, 1) se cumple que x + 1 > x2, luego en dicho intervalo ex > x2. 

Si x ≥ 1, ya hemos visto en el apartado a que ex – 2x es positivo y por tanto G(x) es creciente: G(x) ≥ G(1), es 
decir, ex – x2 ≥ e – 1> 0. Por tanto, ex > x2. 

 

11.92 Calcula el área del triángulo de máxima área que puede formarse en el primer cuadrante con los ejes de 

coordenadas y la tangente a la gráfica y = xe− . 

Sea A(a, e–a) el punto de tangencia. Se halla la ecuación de la recta tangente en A: 

La derivada es y =  – e–x. Por tanto, la recta tangente es y – e–a= –e–a(x – a),  es decir: y = – e–ax + (a + 1) e–a.  

Sus puntos de corte con los ejes son B(0; (a + 1) e–a) y C(a + 1; 0). Así pues el área del triángulo es  

2

)1(

2

)1)(1(
)(

2 aa eaeaa
af

−− +=++= .  
22( 1) ( 1) ( 1)(1 )

( )
2 2

a a aa e a e a a e
f a

− − −+ − + + −′ = =   

El máximo se alcanza si a = 1 y esta área es 
2

1(1 1) 2
(1) 2

2

ae
f e

e

−
−+= = = .

O X

Y

O X

Y

g’ (x)f’ (x)
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11.93 (TIC)(PAU) Sea P(x) un polinomio de grado 4 tal que: 

i) P(x) es una función par.        ii) Dos de sus raíces son x1 = 1 y x2 = 5−         iii) P(0) = 5 

Se pide: 

a) Halla sus puntos de inflexión. 

b) Dibuja su gráfica. 

a) Como el polinomio es par solo tiene monomios de grado par, esto es, cbxaxxP ++= 24)(  

Si x1 = 1 es una raíz, entonces P(1) = 0, es decir a + b + c = 0. 

Si x2 = 5− , entonces P( 5− ) = 0, es decir 25a + 5b + c = 0. 

P(0) = 5 indica que c = 5. 

Con estas tres ecuaciones ya se puede encontrar los valores buscados: a = 1, b = –6, c = 5. 

El polinomio es 56)( 24 +−= xxxP . 

Su derivada segunda es )1)(1(121212)( 2 −+=−=′′ xxxxP  y se anula para x = –1 y para x = 1. Como en 
dichos valores cambia la curvatura, ambos son puntos de inflexión.  

Así pues, los puntos de inflexión son A(–1, 0) y B(1, 0). 

b) La gráfica es:  
 
 
 
 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

11.94 (PAU) Sea f una función real de variable real, derivable, con derivada continua en todos los puntos y tal 
que f(0) = 1, f(1) = 2, f´(0) = 3,  f´(1) = 4. 

a) Calcula g´(0) sabiendo que g(x) = f (x + f(0)). 

b) Calcula 
( )2

0

2 ( ) ( 1)
lim

1xx

f x f x

e→

− +
−

. 

a) Se calcula primero la derivada de g(x) aplicando la regla de la cadena: ))0(()( fxfxg +′=′  y por tanto: 

4)1()10())0(0()0( =′=+′=+′=′ ffffg . 

 

b) Como 
( )

1

)1()(2
lim

2

0 −
+−

→ xx e

xfxf
 da lugar a una indeterminación del tipo 

0

0
, se usará la regla de L´Hôpital para 

calcularlo: 
( )2

00 0

2 ( ) ( 1) 4 ( ) ( ) ( 1) 4 (0) (0) (0 1) 4 1 3 4
lim lim 8

1 1x xx x

f x f x f x f x f x f f f

e e e→ →

− + ′ ′ ′ ′− + − + ⋅ ⋅ −= = = =
−

 

O X

Y

1

1
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11.95 En un cono de radio R y altura H se inscribe un cono invertido con el vértice en 

el centro de la base. Calcula las dimensiones del cono pequeño para que su 
volumen sea máximo. 
1. Se nombra la variable: r es el radio del cono pequeño y h su altura. 
2. Se relacionan las variables: por semejanza de triángulos se observa que:  

R

rRH
hRhRHrH

hH

r

H

R )( −=−=⇐
−

=  

3. La función que se quiere minimizar es el volumen del cono pequeño: 

3

2hr
V

π= , es decir, )(
3

)(

3
)( 322 rRr

R

H

R

rRH
rrV −π=−π=  

4. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable r. Evidentemente 0 < r < R, es decir, r se mueve en el 
intervalo abierto (0, R). 

5. Se busca el mínimo de )(
3

)( 32 rRr
R

H
rV −

π
=  en (0, R). 2'( ) (2 3 )

3

H
V r Rr r

R

π= − = 0 ⇔ 

0)32(032 2 =−=− rRrrRr , es decir, si Rr
3

2=  o si r = 0 (no pertenece al dominio). 

Como V(0) = 0, V(R) = 0, 
2

0
3

V R
  > 
 

, se sabe con seguridad que el valor hallado nos da el máximo 

absoluto. 

Las dimensiones del cono inscrito de área máxima son Rr
3

2=  y H
R

RRH

R

rRH
h

3

13

2

)( =






 −

=−= . 

11.96 Dados los puntos A(0, 3) y B(4, 5), se señala un punto M en el eje X tal que la distancia S = AM + MB sea 
mínima. Obtén el punto M. 

1. Se nombra la variable: x es la primera coordenada del punto buscado M(x, 0). 
2. La función que se quiere minimizar es la suma de las distancias S = AM + MB.  

2 2( ) 9 (4 ) 25d x x x= + + − + ,
2 2

4
'( )

9 8 41

x x
d x

x x x

−= +
+ − +

,
2 2

4
'( ) 0

9 8 41

x x
d x

x x x

−= ⇔ = ⇔
+ − +

 

22 9 18 0x x⇔ + − = . Los dos valores que se obtienen son x = 6 (0,4)− ∉  y x = 
3

(0,4)
2

∈ . 

Como d(0) = 3 41 9,40+ ≈ , d(4) =5+5 = 10, 
3

4 5 8,94
2

d
  = ≈ 
 

.  

La distancia mínima se consigue en el punto 
3

,0
2

M
 
 
 

y es 4 5  

11.97 Con un sector circular de ángulo α y radio R formamos un cono. Calcula α para que el volumen del 
cono sea máximo. 

1. Se nombra la variable: α. El radio R no varía, es una constante. 
2. La función que se quiere maximizar es el volumen del cono que se forma. El arco del sector circular mide 

αR y el radio r de la circunferencia que mide αR es:  
π

α=α=π
2

2
R

rRr , que es el radio del cono.  

Se calcula su altura h: 22
2

22 4
22

α−π
π

=







π
α−= R

h
R

Rh  

Por tanto, el volumen del cono en función del ángulo α es: 
3

4
22

)(

22
2

α−π
π









π
απ

=α

RR

V . Llamando K a todo 

lo que es constante, se puede escribir 2 4 6( ) 4V Kα = π α − α . 

3. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable α. Evidentemente, π≤α≤ 20 , es decir α se mueve 
en el intervalo cerrado [0, 2π]. 

5. Se busca el máximo de 2 4 6( ) 4V Kα = π α − α  en [0, 2π]. Su derivada es  

2 3 5
2 3 5 3 2 2

2 4 6

0
(16 6 )

( ) 0 16 6 2 (8 3 ) 0 2
22 4 3

k
V

α =
π α − α ′ α = = ⇔ π α − α = α π − α =  α = ππ α − α 

 . Como V(0) = 0, V(2 π ) = 0, 

2
2 0

3
V
 

π >  
 

. Así pues, el cono de volumen máximo se consigue si 
2

2
3

α = π  

H

R

r
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11.98 En un depósito que contenía 5 000 000 de litros de agua se ha vertido accidentalmente una sustancia 
toxica contaminando el agua. Si el agua se va renovando por agua limpia a razón de 2500 litros por 
hora, ¿cuánto tiempo tardará en reducirse el nivel de contaminación un 50%? 

Sea S(t) la función que da los litros de sustancia tóxica que hay en el agua en cada instante t horas. 

S'(t) = razón de entrada de sustancia tóxica – razón de salida de sustancia tóxica. Como lo que entra es agua 

limpia, la razón de entrada es 0. La razón de salida es 2500
5000000

)( ⋅tS
 L/h, pues salen los mismos litros que 

entran y 
5000000

)(tS
 es la cantidad de sustancia tóxica por litro. Así pues, 

( )
( )

2000

S t
S t

−′ =  por tanto, 

( ) 1

( ) 2000

S t

S t

′
= − , luego, CttS +−=

2000

1
)(ln , por lo que 2000( )

t

S t ke
−

= . Si t = 0, S(t) = k y se pregunta cuándo 

S(t) es 
2

k
, se tiene que 2000

2

tk
ke

−

= , luego t = 2000·ln2 horas, aproximadamente 1400 horas, es decir, 58 días. 

 

11.99 Un hombre está en un bote en un gran lago rectangular a 1 km del punto A de la orilla más próxima. 
Quiere llegar al punto B de la orilla situado a m kilómetros de A. Si en su bote va a  
r km/h y a pie a v km/h, ¿en qué punto C de la orilla debe dejar el bote para llegar a B lo más rápido 
posible en cada uno de los siguientes casos? 

a) Si m = 5 km, r = 15 km/h  y  v = 13 km/h 

b) Si m = 2 km,  r = 12 km/h  y  v = 13 km/h 

c) Si m = 5 km, r = 12 km/h  y  v = 13 km/h 

d) Resuélvelo para cualquier valor de m, r y v. 

 

 

Hay que considerar que la distancia PC que cubre a remo es igual a 21 xPC += .  

Primero se resuelve el caso general: 

1. Se nombra la variable: x es la distancia AC. 

2. La función que se quiere minimizar es el tiempo empleado por el hombre para recorrer PC (a r km/h) y CB 
(a v km/h). El tiempo empleado en realizar su trayecto es la función 

rv

xmrxv

v

xm

r

x
xt

)(11
)(

22 −++=−++= . 

3. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x: [0, m]. 

5.  Se busca el mínimo de 
rv

xmrxv
xt

)(1
)(

2 −++=  en [0, m].  

2

22

1

112

2

)(
xrv

xrvx

rv

r
x

x
v

xt
+

+−=

−
+

⋅

=′ = 0 ⇔ 
22

2
222222 01

rv

r
xxrrxvxrvx

−
=+==+−  

 

Ahora se estudia cada caso: 

a) Si m = 5, r = 15 y  v = 13 
2222 1513

15

−
=

−
=

rv

r
x , por tanto, t´(x) nunca se anula y t(x) alcanzará el 

mínimo en un extremo del intervalo: como t(5) < t(0), el mínimo se alcanza en x = 5, debe remar todo el 
tiempo. 

b) Si m = 2,  r = 12  y  v = 13  4,2
1213

12
2222

=
−

=
−

=
rv

r
x . Como 2,4 no pertenece al intervalo [0, 2] 

habrá que mirar en los extremos: t(2)< t(0), el mínimo se alcanza en x = 2, debe remar todo el rato. 

c) Si m = 5,  r = 12  y  v = 13  4,2
1213

12
2222

=
−

=
−

=
rv

r
x . Como t(2,4) < t(5) < t(0), debe dejar el 

bote a 2,4 km de A. 

A

1

C

m
x m – x

B

P
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PROFUNDIZACIÓN 

11.100  Considera la función ( )( ) ( )
p

qg x f x x a= −  donde f es derivable en x = a, p es par, q es impar y  

p < q. Demuestra que si f(a) ≠ 0, g tiene un punto anguloso en x = a. 

La derivada de g(x) es: ( ) ( ) ( ) ( ) q

qp

q

p

q

p

q

p

ax
q

p
xfaxxfax

q

p
xfaxxfxg

−− −+−′=−+−′=′ )()()()()( 1 . 

Como p < q, entonces 0<− qp , por tanto, se puede escribir la derivada como: 

( )
( )

( ) ( ) pqq
q

p

q

pq
q

p

axq

p
xfaxxf

ax
q

p
xfaxxfxg

−−
−

+−′=
−

+−′=′ 1
)()(

1
)()()(   

Y esta derivada no está definida para x = a, ya que si f(a) ≠ 0, )(lim xg
ax

′
→

 valdrá más infinito o menos infinito 

dependiendo del lado por el que nos acerquemos a a. (El valor de ( ) pqq
ax

−
− será positivo si x – a es positivo 

y negativo si x – a es negativo). Así pues, en x = a hay un punto anguloso. 

 

11.101  Sea f una función polinómica con raíces dobles en a y en b (recuerda que el número c es raíz doble de 
f(x) si f(x) = (x – c)2 g(x), con g(c) ≠ 0). Demuestra que f´ se anula al menos tres veces en [a, b]. 

La función f cumple las hipótesis del teorema de Rolle en el intervalo cerrado [a, b] ya que es polinómica y  
f(a) = f(b) = 0. Por tanto, existe al menos un número c de (a, b) con f ′(c) = 0. 

Por otra parte, la función f tiene una expresión del tipo )()()()( 22 xgbxaxxf −−=  con g(a) y g(b) distintos de 

cero y su derivada es: ( )2 2 2( ) 2( )( ) ( ) ( ) 2( ) ( ) ( ) ( )f x x a x b g x x a x b g x x b g x′ ′= − − + − − + − , que se anula para  

x = a y x = b. Así pues, la derivada se anula al menos tres veces en el intervalo [a, b]: x = a, x = b, x = c. 

 

11.102  Si a es un número positivo, calcula el mínimo de 
a x

ax

+
 con x > 0. A partir del resultado obtenido, 

demuestra que la media aritmética de dos números positivos es siempre mayor o igual que la media 
geométrica. 

Primero recuerda que la media geométrica de dos números es la raíz cuadrada de su producto. 

Se considera la función 
ax

xa
xf

+=)(  con x > 0.  

Su derivada, después de simplificarla, es 
xx

ax

a
xf

−=′
2

1
)( , que se anula si x = a.  

Como para valores x menores que a, la función decrece (la derivada es negativa) y para valores x mayores 
que a, la función crece (la derivada es positiva), entonces, en x = a está su mínimo absoluto.  

Así pues: 
2

2
2

)()(
xa

ax
ax

xa

ax

xa

a

a

ax

xa

aa

aa
xfaf

+≤
+≤

+≤
+≤

⋅
+

≤  para todo x > 0 

 

11.103  Sea f una función continua en [1, 4], derivable en (1, 4) y tal que f(1) = 3  y f(4) = 12. Demuestra que para 
algún x0 en (1, 4), la recta tangente a f en x0 pasa por el origen.  

Indicación: considera la función 
( )

( )
f x

g x
x

= . 

La función g(x), que también es derivable en [1, 4], cumple que g(1) = 3 y g(4) = 3, así pues, el teorema de 
Rolle asegura que existe un c del intervalo (1, 4) tal que g'(c) = 0.  

La derivada de g(x) es: 
2

( ) ( ) ( )
( ) ( )

f x f x x f x
g x g x

x x

′ −′=  = . 

Por otra parte, g´(c) = 0 implica que 
2

( ) ( )
( ) 0 ( ) ( ) 0

f c c f c
g c f c c f c

c

′ −′ ′= =  − = , ya que c no puede ser cero. 

Se calcula ahora la recta tangente en el punto de abscisa x = c: 

( ) ( )( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )y f c f c x c y f c x f c c f c f c x′ ′ ′ ′− = −  = − − = , es decir, esta tangente pasa por el origen. Así pues 
el valor c es el valor x0 que buscábamos.
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11.104  Dada la función : R Rf →  definida por

2 si 1
( ) sen( 1)

si 1
1

x x k x
f x x

x
x

 − + ≤= − > −
. 

a) Halla el valor de k para que f sea continua en R. 

b) ¿Verifica f las hipótesis del teorema del valor medio en [0, π + 1]? 

c) ¿Existe algún número c para el que f'(c) coincida con la pendiente de la recta que une los puntos de 
la curva de abscisas 0 y π + 1? 

a) Se impone la continuidad en x = 1, que es el único valor en el que puede haber conflictos: 

kkxxxf
xx

=+−=
−− →→

)(lim)(lim 2

11

, 
1 1 1

sen( 1) cos( 1)
lim ( ) lim lim 1

1 1x x x

x x
f x

x+ + +→ → →

− −= = =
−

, kf =)1( . 

Para que f sea continua en x = 1 debe ser k = 1. Por tanto, si k = 1 la función es continua en R. 

b) Ya se ha visto que 

2 1 si 1
( ) sen( 1)

si 1
1

x x x
f x x

x
x

 − + ≤= − > −
 es continua en [0, π + 1].  

Se ve ahora si es derivable en el abierto (0, π + 1). 

La derivada, salvo para x = 1, es: 
2

2 1 si 1
( 1)cos( 1) sen( 1)( ) si 1

( 1)

x x
x x xf x x

x

− < − − − −′ =  > −
, 1)12(lim)(lim

11
=−=′

−− →→
xxf

xx
 

21 1 1

( 1)cos( 1) sen( 1) cos( 1) ( 1)( sen( 1)) cos( 1)
lim ( ) lim lim

( 1) 2( 1)x x x

x x x x x x x
f x

x x+ + +→ → →

− − − − − + − − − − −′ = = =
− −

 

1

sen( 1)
lim 0

2x

x
+→

− −= = . Así pues, )(lim)(lim
11

xfxf
xx

′≠′
+− →→

 y, por tanto, f no es derivable en x = 1 y no se cumplen 

las hipótesis del teorema del valor medio. 

c) La recta que pasa por los puntos A(0, 1) y B(π + 1, 0) tiene pendiente 
1

1

+π
−=m . 

Si x < 1, 
)1(21

1
12)(

+π
π=

+π
−=−=′ xxxf , que es menor que 1. Por tanto, 

)1(2 +π
π=c . 

 

11.105  En la circunferencia de un lago de 1 km de radio se marcan dos puntos A y B diametralmente 
opuestos. Una persona quiere ir de A a B y puede ir nadando, andando por la semicircunferencia o 
combinando caminos. Si nada a 2 km/h y anda a 5 km/h, ¿cuánto tardará, como mínimo, en llegar? 

1. Se nombra la variable: llamamos 2α radianes al ángulo que la persona recorre nadando, por tanto, π – α es 
el ángulo que recorre por el borde. 
2. La función que se quiere minimizar es el tiempo que emplea en recorrer la distancia D = AC + CB.  

El segmento AC cumple que: 
sen(2 )

sen(2 ) sen sen
2 2

AC OC
AC

α=  =
π πα    − α − α   

   

 

Y recordando las fórmulas trigonométricas: 
sen(2 ) 2sen cos

2sen
cossen

2

AC
α α α= = = α

π α − α 
 

 km. El arco CB mide π – 2α km. 

Así pues, la función tiempo es 
2sen 2 2

( ) sen
2 5 5

T
α π − α π − αα = + = α + . 

3. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable α: 0
2

π≤ α ≤ , α se mueve en el intervalo 0,
2

π 
  

. 

4 Se busca el mínimo de 
5

2
)(

α−π+α=α senT  en 0,
2

π 
  

. 
5

2
cos)( −α=α′T  = 0 ⇔ 

5

2
cos =α , es decir, si 

α = 1,16 rad = 66,42º. 

Se compara: T(0) = 
5

π  = 0,63 horas, T
2

π 
 
 

 = 1 hora, T(1,16) = 1,08 horas. 

Así pues, el tiempo mínimo es 0,63 horas y se consigue si la persona va andando todo el tiempo por el borde 
del lago.
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11.106 Sea f una función que admite derivada segunda en todo R y tal que las rectas y = ax + b e y = cx + d con 
a, b, c y d no nulos son tangentes a la gráfica en los puntos de abscisas  
x = 1 y x = – 1, respectivamente. 

Justifica si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones: 

a) Si f es par, entonces a = – c. 

b) Si a = c, entonces f es impar. 

c) Si f es par, entonces b = d. 

d) Si b = d, entonces f (1) = f (–1). 

e) Si ac < 0, entonces existe x0 en [–1, 1] con f´(x0) = 0. 

Como la recta y = ax + b es la tangente en x = 1, se tiene que f(1) = a + b. 

Como la recta y = cx + d es la tangente en x = – 1, se tiene que f(–1) = – c + d. 

a) Si f es par, se cumple que f(1) = f(–1) y que  (1 ) ( 1 )f h f h h+ = − − ∀ . 

0 0 0

(1 ) (1) ( 1 ) ( 1) ( 1 ) ( 1)
'(1) lim lim lim '( 1)

h h h

f h f f h f f h f
a f f c

h h h→ → →

+ − − − − − − − − −= = = = − = − − = −
−

.Es cierta. 

b) Si a = c, entonces f(–1)= – c + d = – a + d, y para que fuese impar, este valor debería coincidir con  
–f(1) = – a – b. 

c) Si f es par, como (1) y ( 1)f a b f c d a b c d= + − = − +  + = − + , pero como a c b d= −  = . 

d) Si b = d, entonces f(–1) = –c + d = –c + b, que no coincide necesariamente con f(1) = a + b. 

e) Si a·c < 0, significa que las pendientes de las tangentes son de distinto signo en x = –1 y en x =1. Como la 
función es derivable dos veces, se sabe por el teorema de Bolzano, que existe x0 en [–1, 1] con f´(x0) = 0. 

 

 

11.107 Sea f una función derivable en R. Demuestra que si f´ nunca se anula, entonces f´(x) <0 f´(x) > 0 para 
todo número real.  

Indicación: Si f´ nunca se anula, f es monótona, ¿por qué? 

Supón, por ejemplo, que f es creciente. Sea Rx ∈  y considera 
( ) ( )f x h f x

h

+ −
 para h positivo y para h 

negativo, y concluye. 

Si la derivada nunca se anula no existen dos números reales a y b con f (a) = f (b), pues si existieran el 
teorema de Rolle asegura que la derivada se anularía al menos una vez entre ellos. Así pues, la función es 
siempre creciente o siempre decreciente. 

Si f es creciente, 0)( ≥′ xf  siempre, y como la derivada no se anula, es f´(x)>0 para todo x de R. 
Análogamente se justifica si f es decreciente. 

 

 

11.108 Demuestra, utilizando el problema anterior, que la función dada por la gráfica no puede ser la derivada 
de ninguna función. 

 
 
 
 
 

El problema anterior nos asegura que si la derivada de una función nunca se anula, entonces, dicha derivada 
debe ser siempre positiva o siempre negativa. 

Lo que no puede ocurrir nunca es lo que le pasa a esta presunta derivada: que no se anule nunca y que es 
positiva para ciertos valores y negativa para otros. 

1

1

O X

Y
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RELACIONA Y CONTESTA 

Elige la única respuesta correcta en cada caso:    

11.1 Sean f y g funciones derivables tal que f ′(x) = g ′(x) para todo x real. Indica qué condición de las 
siguientes debemos añadir para concluir que    f (x) = g (x) para todo x real. 

A) f ′′(x) = g ′′(x) para todo x real. 

B) f (0) = g (0) 

C) No hace falta ninguna condición adicional. 

D) Ninguna condición adicional nos permite concluir que f (x) = g (x). 

E) f y g son funciones continuas. 

La opción correcta es B. Al ser f ′(x) = g ′(x), f (x) = g (x) + c, por lo que si f (0) = g (0),entonces c = 0 y f (x) = g (x).  

 
11.2 Una recta que pasa por el punto P(−1, 0) es tangente a la curva y = x − x3 en otro punto Q distinto de P. 

La suma de las coordenadas de Q es: 

A) 1  C) 
3

4
  E) Ninguna es correcta. 

B) 
7

8
  D) 

9

8
 

El punto Q tendrá de coordenadas (a, a − a3) con a ≠ −1. Como la recta en cuestión pasa por P y Q, su 

pendiente es 
1

3

+
−

a

aa
 y, al ser tangente en Q, dicha pendiente es el valor de la derivada en a, es decir, 1 − 3a2.  

Así pues, 
1

3

+
−

a

aa
 = 1 − 3a2, de donde 

1

)1( 2

+
−

a

aa
 = 1 − 3a2, 2a2 + a − 1 = 0 y a = 

2

1
, a = −1, de donde Q es el 

punto de abscisa 
2

1
 y ordenada 

8

3
, por lo que la suma de sus coordenadas es 

8

7
 y la respuesta es B. 

 

11.3 Sea la función definida en R, f (x) = 
xe

x
: 

A) lim ( )
x

f x
→ +∞

 = 1  D) La imagen de f es un conjunto acotado. 

B) f tiene un máximo absoluto en R. E) f tiene un punto de inflexión para x < 0. 

C) f no es derivable en x = 0. 

f (x) es una función continua, con asíntota horizontal y = 0 pues )(lim xf
x +∞→

= 0 y )(lim xf
x −∞→

 = −∞, que pasa por 

el origen y su derivada f ′(x) = 
x

xx

e

xee
2

−
 = 

xe

x−1
 se anula sólo en x = 1, lo que nos lleva a afirmar que la única 

respuesta correcta es B. 

 

Señala, en cada caso, las respuestas correctas:    

11.4 Se tiene la función f (x) = 
2

1−x  senx: 

A) f está acotada inferiormente en R.  D) f tiene al menos un cero en R. 

B) f está acotada superiormente en R.  E) f tiene un único cero en R. 

C) f es decreciente en R. 

Las afirmaciones A y B son falsas pues 






 −
+∞→

xx
x

sen
2

1
lim  = +∞ y 







 −
−∞→

xx
x

sen
2

1
lim = −∞.  

Como f ′(x) = 1 − 
2

1
cos x, es f ′(x) > 0 en todo R por lo que C es también falsa. Al tratarse de una función 

continua, las observaciones anteriores sobre los límites en +∞ y en −∞ nos llevan a afirmar que D es 
verdadera y como la derivada no se anula nunca, sigue que E es también verdadera.
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11.5 La función definida sobre R, f (x) = xe2x − 1 satisface: 
A) Para todo x de R, f ′(x) = (x + 1)e2x  D) lim ( )

x
f x

→ −∞
 = −∞ 

B) f es creciente en 
1

2
, − + ∞ 

 
.  E) La ecuación f (x) = 1 tiene solución única. 

C) lim ( )
x

f x
→ +∞

 = +∞ 

f ′(x) = e2x + 2x e2x = (1 + 2x)e2x, por lo que A es falsa. Si x > −
2

1
, f ′(x) > 0, por lo que B es verdadera. 

Como f (x) = xe2x − 1, )(lim xf
x +∞→

 = +∞ y C es verdadera. ( )1lim 2 −
−∞→

x

x
xe  = 1lim 2 −

−∞→

x

x
xe  = −1 y D es falsa. 

Finalmente, la ecuación f (x) = 1, es decir, xe2x = 2 tiene una única solución pues la curva y = xe2x es negativa 

si x < 0, vale 0 en x = 0 es creciente en x > 0 y continua y x

x
xe2lim

+∞→
= +∞, con lo que E es verdadera.  

11.6 Se tiene la ecuación senx = 3  cos2x. 

A) Esta ecuación equivale a la ecuación  2 3  sen2x + sen x − 3  = 0 

B) Admite cuatro soluciones en R. 

C) Tiene dos soluciones en el intervalo [–π, π]. 

D) Admite dos soluciones en el intervalo [–π, 0] cuyo producto vale 
22

9

π
. 

sen x = 3 cos 2x ⇔ sen x = 3 (cos2 x − sen2 x) ⇔ sen x = 3 (1 − 2 sen2 x) ⇔ 2 3 sen2 x + sen x − 3 = 0, 
por lo que A es verdadera.  

Esta ecuación tiene por soluciones las dadas por senx = 
34

2411 +±−
 = 

34

51±−
 = 

1 3
,

23

−
, habiendo, 

pues, infinitos valores de x para los que senx = 
3

1
 ó senx = 

2

3−
 de donde B es falsa. 

C es falsa pues hay 4 valores de x en [−π, π] solución de la ecuación: 
3

−π
, 

2

3

− π
, arcsen

3

1
, π − arcsen

3

1
. 

Las soluciones en el intervalo [−π, 0] son 
3

−π
 y 

2

3

− π
, por lo que su producto es 

22

9

π
 y D es verdadera. 

 

11.7 Se considera la función f definida en R por  f (x) = x6 − 2x3 + 1 

A) La ecuación f (x) = 0 admite una única solución en R. 

B) La ecuación f(x) = 1 admite dos soluciones en [–1, +∞). 

C) Si x ∈ [–1, 1], f (x) ≤ 4 

D) Si f (x) ≤ 4, entonces x ∈ [−1, 1] 

E) f presenta un punto de inflexión de tangente horizontal en [–1, 1]. 

La función dada, f (x) = x6 − 2x3 + 1 la podemos escribir como f (x) = (x3 − 1)2. Así pues, A es verdadera, la 
única solución de la ecuación f (x) = 0 es x = 1.  

B también es verdadera, pues si (x3 − 1)2 = 1, x = 3 2  y x = 0. 

C también lo es ya que si x ∈ [−1, 1], −1 ≤ x3 ≤ 1, −2 ≤ x3 − 1 ≤ 0, por lo que f (x) ≤ 4. 

D es falsa ya que el hecho de que f (x) ≤ 4, nos lleva a que |x3 − 1| ≤ 2, por lo que −2 ≤ x3 − 1 ≤ 2, es decir  

−1 ≤ x3 ≤ 3, con lo que x ∈ 31, 3 −  , es decir, puede ocurrir que x ∉ [−1, 1]. 

Finalmente E es verdadera ya que f ′(x) = 6x5 − 6x2, f ′′(x) = 30x4 − 12x = 6x (5x3 − 2), por lo que f ′′ se anula 

dos veces en [−1, 1], a saber en x = 0 y en x = 3
2

5
, siendo ambos punto de inflexión, ya que en ellos cambia 

el signo de f ′′(x), pero en uno solo de ellos, x = 0, presenta tangente horizontal.
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Elige la relación correcta entre las dos afirmaciones dadas: 

11.8 Sea f (x) = x3 + ax2 + bx + c, donde a, b y c son números reales. 

a) La gráfica de f corta 3 veces al eje horizontal. 

b) a2 > 3b 

A) a ⇔ b  D) a y b se excluyen entre sí. 

B) a  b pero b  a E) Ninguna es correcta. 

C) b  a pero a   b 

La derivada de f es f ′(x) = 3x2 + 2ax + b. 
Si se verifica a su derivada se anula dos veces, por lo que el discriminante de la ecuación de 2º grado f ′(x) = 0, 
es decir 4a2 − 12b deberá ser positivo, así que a2 > 3b y se verifica b, por lo que a  b. 
Pero b   a, pues b quiere decir que la derivada se anula 2 veces, pero eso no implica que la cúbica corte 3 

veces al eje X, como indica, por ejemplo la función f (x) = x3 + 2x2 + x +1000. Así que la respuesta es B.  

 

Señala el dato innecesario para contestar:  

11.9 Para calcular  la diferencia entre el máximo y el mínimo de f (x) = ax2 + bx + c en el intervalo [0, k] se 
tienen los siguientes datos: 

a) El valor de a c) El valor de c 

b) El valor de b d) El valor de k 

A) Puede eliminarse el dato a.   D) Puede eliminarse el dato d. 

B) Puede eliminarse el dato b.   E) No puede eliminarse ningún dato. 

C) Puede eliminarse el dato c. 

Para hallar la diferencia entre el máximo y el mínimo de f (x) en [0, k] hay que hallar f (x0) − f (x1) siendo x0 la 
abscisa del máximo y x1 la abscisa del mínimo. Así pues, habrá que hallar ax0

2 + bx0 + c − ax1
2 − bx1 − c, es 

decir, a(x0
2 − x1

2) + b(x0 − x1). Para hacer ese cálculo no tenemos que conocer el valor de c y como para hallar 

x0 y x1 que son, o valores que anulan la derivada, es decir, 
a

b

2

−
 ó los extremos, 0 y k, del intervalo, tampoco 

influye el valor de c, tenemos que puede eliminarse el dato c y la respuesta es C. 

 

Analiza si la información suministrada es suficiente para contestar la cuestión: 

11.10 Para probar que la función polinómica y = f(x) presenta un punto de inflexión en P(a, f(a)) sabemos que: 

a) f′′(a) = 0 

b) El polinomio f′′(x) es divisible por (x − a)k, siendo k un número impar. 

A) Cada afirmación es suficiente por sí sola.  D) Son necesarias las dos juntas. 

B) a es suficiente por sí sola, pero b no.  E) Hacen falta más datos. 

C) b es suficiente por sí sola, pero a no. 

 

La condición b no es suficiente por sí sola. Falta decir que f ’’(x) no es divisible por (x-a)k+1,por ejemplo, 
6 4( ) ( 2) , ''( ) 30( 2)f x x f x x= − = − es divisible por 3( 2)x − pero en x = 2 no hay inflexión 

La información dada por a no es suficiente como prueba, por ejemplo, f (x) = x4.  

La respuesta correcta es E. 
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 12  Representación de funciones 
ACTIVIDADES INICIALES 

12.I.    Factorizando previamente las expresiones, resuelve las siguientes ecuaciones: 

a) 3 26 7 14 15 0x x x− − + =  c) 6 4 24 4 0x x x− − + =  

b) 
2

2

1 7

61

x x
x

x x

+
+ = +

−
  d) 2 3 0x x x+ + + + =  

a) 3 2 2
2

1
6 7 14 15 0 ( 1)(6 15) 0 3 5

6 15 0 ,
2 3

x
x x x x x x

x x x x

=
− − + =  − − − =   − − =  = − =

 

b) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2
2

1 7
6 1 1 6 6 1 7 ( 1)

61

x x
x x x x x x x x

x x

+ + = +  + − + = − + − 
−

 

4 2 4 2 36 6 6 6 6 7 7x x x x x x − + = − + −  3 27 12 7 6 0x x x− + + − =   

2

2

( 2)( 7 2 3) 0 22 1 22 1
,

7 7 7 7

x

x x x
x x

=
 − − − + = 

= − = − −

 

c) 6 4 2 24 4 0 ( 1)( 1)( 2)( 2)( 1) 0x x x x x x x x− − + =  + − + − + =  x = −1,  x = 1, x = −2, x = 2 

d) 

5 0 si 3 5 si 3

2 3 0 1 0 si 3 2 1 si 3 2

3 5 0 si 2 5
si 2

3

x x x x

x x x x x x x

x x
x x


− − = < − = −        < −
+ + + + =  + =    − ≤ < −  = −         − ≤ < − 

 + = ≥ − −  = ≥ −


 

Las soluciones son x = –5 y x =
5

3

−
. x = –1 no es solución ya que está fuera del intervalo [–3, –2). 

 

12.II.   Resuelve las siguientes inecuaciones: 

a) 3 7 6 0x x− + ≤       b) 
5 2

0
2 1

x

x

−
≥

+
     c) 

2 1
0

2

x

x

−
≤

+
    d) 2 4 0x x− − ≥  

a) 3 37 6 0 7 6 0 3, 1, 2x x x x x x x− + ≤  − + =  = − = =   

(– ∞ , –3) 4 64 28 6 0x = −  − − + ≤ . Sí  (1, 2) 1,5 3,375 10,5 6 0x =  − + ≤ . Sí 

(–3, 1) 0 6 0x =  > . No    (2, + ∞ ) 3 27 21 6 0x =  − + > . No 
Por tanto, la solución es: (– ∞ , –3] ∪  [1, 2]. 

b) 

2
5x 2 0 x

5x 2 50
12x 1

2x 1 0 x , no pertenece a la solución.
2

 − =  =− ≥   −+  + =  =


 

1
,

2

− −∞   
 

 
7

x 1 0
1

−
 = −  ≥

−
. Sí   

1 2
,

2 5
 −    

2
0 0

1
x

−=  < . No 
2

,
5
 + ∞  

 
3

1 0
3

x =  ≥ . Sí 

Por tanto, la solución es:
1 2

, ,
2 5

−   −∞  ∪  + ∞     
 . 

c) 
2 21 1 0 1, 1

0
2 2 0 2, no pertenece a la solución.

x x x x
x x x

− − =  = = −≤ + + =  = −
 

(– ∞ , –2)
8

3 0
1

x = −  ≤
−

. Sí    [–1, 1] 
1

0 0
2

x
−

 =  ≤ . Sí 

(–2, –1] 
1,25

1,5 0
0,5

x = −  > . No   [1, + ∞ ) 
3

2 0
4

x =  > . No 

Por tanto, la solución es: ( ), 2−∞  − ∪ [–1, 1]. 

d) 
4

2 4 si 2 4 3 0 si 2
2 4 3

2 4 si 2 4 0 si 2
4

x x x x x x
x x

x x x x x
x

− + − < − ≥ < ≤  − − =     − −  ≥ − ≥     ≥   ≥

 Solución: [ )4
, 4,
3

 −∞  ∪  + ∞  
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EJERCICIOS PROPUESTOS 

12.1. Indica los puntos de discontinuidad, los puntos singulares y los puntos críticos para las siguientes 
funciones: 

a) 
3 23 5

( )
2

x x
f x

− +=    c) 
1

( )
2

f x x x= + +   e) ( ) senf x x x= +   g) 
2

2

4
( )

4

x
f x

x

+
=

−
 

b) 
3 2

1
( )

4
f x

x x
=

+ +
    d) ( ) 1 3f x x x= + + −   f) 

2
( )

4

x
f x

x
=

−
  h) f(x) = e|x| 

a) D(f) = R. No hay puntos de discontinuidad. 
23 6

'( ) 0 0, 2
2

x x
f x x x

−= =  = =  son los puntos singulares y críticos. 

b) 20)2)(2(4 223 −==+−+=++ xxxxxx  es un punto de discontinuidad. 

( )
( )23 2

3 2
'( ) 0 0

4

x x
f x x

x x

− +
= =  =

+ +
 ,

3

2−=x  son los puntos singulares y críticos. 

c) D(f) =
1

,
2

−  + ∞ 
 .En x =

2

1−  la función es continua solo por la derecha : 0

2

1
2

1
1)(' ≠

+
+=

x

xf . 

No hay puntos singulares y no hay puntos críticos, ya que en x =
2

1−  la función no es continua. 

d) D(f) = R. No hay puntos de discontinuidad. 

Los puntos x = −1 y x = 3 son críticos pero no singulares (en ellos no existe la primera derivada). 

e) D(f) = R. No hay puntos de discontinuidad. 

f'(x) = 1 + cosx = 0  x = (2 1)k + π , con k∈ Z son puntos singulares y críticos. 

f) D(f) = (–2, 0] ∪ (2, + ∞ ). Es continua en todo su dominio aunque en x = 0 solo por la izquierda. 

f’(x) = 
( )

2 2 2

2 2 2 2

1 4 4 4
·

2 ( 4) 2 4 ( 4)

x x x

x x x x x

− − − − −=
− − −

  f’(x) < 0 { }( ) 0x D f∀ ∈ − .El punto x = 0 se puede considerar 

crítico por la izquierda y corresponde a un mínimo absoluto. 

g) D(f) = (– ∞ ,–2) ∪ (–2, 2) ∪ (2, + ∞ ). Es discontinua para x = 2 y x = – 2. 
2

2 2 2

( 12)
'( ) 0 0

( 4) · 4

x x
f x x

x x

− += =  =
− +

que corresponde a un punto singular y crítico. 

h)
si 0

'( )
si 0

x

x

e x
f x

e x−

     >= 
− <

  No hay puntos de discontinuidad ni singulares. El punto x = 0 es un punto crítico. 

12.2. Calcula los puntos de corte con los ejes de las siguientes funciones: 

 a) 3 2( ) 3f x x x= −            b) ( ) cos
3

x
g x

 =  
 

           c) 2( ) xh x e +=           d) ( ) ( 1)lnk x x x= +  

           a) Eje Y: ( )0 (0) 0 0, 0x f=  =   

Eje X: ( ) ( )( ) 0 0, 3 0, 0 y 3, 0f x x x=  = =   

b) Eje Y: ( )0 (0) 1 0, 1x f=  =   

Eje X: 
3 3

( ) 0 3 3 , 0 con
2 2

f x x k k k
π π =  = + π  + π ∈ 

 
Z 

c) Eje Y: 0x =  ( )2 2(0) 0,f e e=   

Eje X: ( ) 0f x =  2 0xe x+ ≠ ∀ ∈R  

d) Eje Y: 0x =   No existe f(0). 

Eje X: ( ) ( )
1 0

( ) 0 ( 1)ln 0 1, 1 1, 0 y 1, 0
1

x
f x x x x x

x

+ ==  + =   = = −  − =
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12.3.   (TIC) Estudia el signo de las siguientes funciones: 

a) f(x) = x3 + x2 – 6x           c) f(x) = xex           e) 
ln

( )
3

x
f x

x
=

−
  

b) f(x) = 
2

2

4

1

x

x

−
−

        d) f(x) = 2x −          f) ( ) lnf x x=  

a) f(x) = x3+x2 – 6x = x(x –2)(x+3) 

Los puntos de corte con el eje X son: x(x –2)(x+3) = 0  x = 0   x = 2   x = −3 
La función es continua en todo R. Por tanto, solo se consideran los intervalos:  
 (−∞ , −3), (−3, 0), (0, 2) y (2, + ∞ ). 
En (−∞ ,−3) la función es negativa; en (−3, 0) positiva; en (0, 2) negativa; y en (2, + ∞ ) positiva. 
b) Los puntos de corte con el eje X son x = 2 y x = −2. 
Los puntos de discontinuidad son x = 1 y x = −1. 
Se consideran los intervalos de signo: (−∞ , −2),  (−2, −1), (−1, 1),  (1, 2) y (2, + ∞ ). 
En (−∞ ,  −2) la función es positiva; en (−2, −1) negativa; en (−1, 1) positiva; en (1, 2) negativa y en (2, + ∞ ) 
positiva. 

c) Los puntos de corte con el eje X son: 
0

0
0

x
x

x
xe

e

==  
=

 

La única solución es x = 0, ya que el valor de una potencia de base e nunca puede ser nulo. 
La función es continua en todo R. 
En (−∞ , 0) la función es negativa y en (0, + ∞ ) es positiva. 

d) La función es positiva en todo su dominio [ )2, + ∞ , salvo en x = 2. 

e) Los puntos de corte con el eje X son: 10
3

ln ==
−

x
x

x
. El dominio es (0, 3) ∪ (3, + ∞ ). 

En (0, 1) la función es positiva; en (1, 3) es negativa; y en (3, + ∞ ) es positiva. 

f) El dominio es (−∞ , 0) ∪ (0, + ∞ ). 

Los puntos de corte con X son ln 0 1 1, 1x x x x=  =  = = − . 

En (−∞ , −1) la función es positiva; en (−1, 0) es negativa; en (0, 1) es negativa; y en (1, + ∞ ) es positiva. 

 

12.4. Estudia las simetrías de las funciones: 

a) 
2

4

1
( ) 1

x
f x

x

+
= +   b) f(x) = 

2

1

x

x +
  c) 

1
( )f x x

x
= +   d) ( )

1

x
f x

x
=

−
 

a) )(
1

1
)(

)(1
1)(

4

2

4

2

xf
x

x

x

x
xf =++=

−
−++=−  Simétrica respecto del eje Y. Función par. 

b) 
1

2

1

2

1)(

)(2
)(

−
=

+−
−=

+−
−=−

x

x

x

x

x

x
xf  No es par ni impar. 

c) )(
11

)( xf
x

x
x

xxf −=





 +−=

−
+−=−  Simétrica respecto del origen de coordenadas. Función impar. 

d) )(
11

)( xf
x

x

x

x
xf −=

−
−=

−−
−=−  Simétrica respecto del origen de coordenadas. Función impar. 

12.5. (TIC) Indica si las siguientes funciones son periódicas y, en caso afirmativo, indica el período mínimo. 

a) 
sen

( )
1 cos

x
f x

x
=

+
 b) ( ) sen3 sen4f x x x= +  c) 

2

1
( ) 1

cos
f x

x
= +  d) ( ) senf x x x= +  

a) ( )
sen( 2 ) sen

( 2 )
1 cos 2 1 cos

x x
f x

x x

+ π+ π = =
+ + π +

 Función periódica con período 2π. 

b) ( 2 ) sen(3( 2 )) sen(4( 2 )) sen(3 6 ) sen(4 8 ) sen3 sen4 ( )f x x x x x x x f x+ π = + π + + π = + π + + π = + =  Función 

periódica con período 2π. 

c) )(
cos

1
1

)cos(

1
1

)(cos

1
1)(

222
xf

xxx
xf =+=

−
+=

π+
+=π+  Función periódica con período π. 

d) No es periódica.
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12.6. Indica las ramas infinitas que poseen las siguientes funciones: 

  a)  b)  

 

 

 

 
 
a) La función presenta seis ramas infinitas:   b) La función presenta cuatro ramas infinitas: 

1)(lim =
+∞→

xf
x

,  1)(lim =
−∞→

xf
x

,        +∞=
+∞→

)(lim xf
x

    −∞=
−∞→

)(lim xf
x

 

+∞=
+→

)(lim
1

xf
x

,  −∞=
−→

)(lim
1

xf
x

,       +∞=
+−→

)(lim
1

xf
x

   −∞=
−−→

)(lim
1

xf
x

 

−∞=
+−→

)(lim
1

xf
x

,  +∞=
−−→

)(lim
1

xf
x

 

 

12.7. Calcula las asíntotas de las siguientes funciones: 

a) 
2 1

( )
1

x
f x

x

+
=

−
  b) 

22 1
( )

1

x
f x

x

+
=

−
 c) 

2

1
( )

3
f x

x
=

+
 

Con ayuda de estas asíntotas, traza, de forma aproximada, un esquema sobre las ramas infinitas de 
cada una de ellas. 

a) x = 1 es una asíntota vertical porque: 

1

2 1
lim

1x

x

x+→

+ = +∞
−

,  
1

2 1
lim

1x

x

x−→

+ = −∞
−

 

y = 2 es asíntota horizontal porque 
2 1

lim 2 2
1x

x
y

x→±∞

+ =  =
−

 

Al haber asíntota horizontal en + ∞  y en −∞ , no hay oblicuas. 
 
 

b) x = 1 es asíntota vertical pues 
2

1

2 1
lim

1x

x

x+→

+ = +∞
−

 y 
2

1

2 1
lim

1x

x

x−→

+ = −∞
−

. 

No hay asíntota horizontal porque 
22 1

lim
1x

x

x→±∞

+ = ±∞ 
−

y = 2x + 2 es 

asíntota oblicua porque: 

( )

2

2

2

( ) 2 1
lim lim 2

2 1 1 2
lim ( ) 2 lim 2 lim 2

1 1

x x

x x x

f x x

x x x

x x
f x x x

x x

→±∞ →±∞

→±∞ →±∞ →±∞

 += =
−

  + + − = − = =   − − 

  

 
 
 
 
c) El dominio de la función es todo R; por tanto, no existen asíntotas verticales. 

y = 0 es asíntota horizontal porque 
2

1
lim 0

3x x→±∞
=

+
. 

No hay asíntotas oblicuas. 

 

 

 
 
        
    

2

2

O X

Y

2

2

O X

Y

1

1

O X

Y
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12.8. Comprueba que la recta y = x + 6 es una asíntota oblicua de la función 
3 2

2

2 1
( )

5 6

x x x
f x

x x

+ − +
=

− +
. 

3 2 3 2 2

2 2 2

2 1 2 1 ( 6)( 5 6) 22 35
lim ( 6) lim lim 0

5 6 5 6 5 6x x x

x x x x x x x x x x
x

x x x x x x→±∞ →±∞ →±∞

 + − + + − + − + − + −− + = = =  − + − + − + 
 

 

12.9. (PAU) Dada la función ( ) xf x xe−= : 

a) Estudia si tiene asíntotas verticales. 

b) Estudia si tiene asíntotas horizontales u oblicuas y la posición de la curva respecto a ellas. 

a) El dominio es todo R y, por tanto, no puede haber asíntotas verticales. 

b) La recta y = 0 es asíntota horizontal en + ∞  porque lim 0 limx x

x x
xe xe− −

→+∞ →−∞
= = −∞  La función queda por 

encima de la asíntota, ya que para valores grandes de x se verifica que 0 0x
x

x
xe

e
− − = > .No hay asíntota 

oblicua en −∞  ya que lim
x

x

xe

x

−

→−∞
= +∞ . 

 

12.10. Representa gráficamente las siguientes funciones polinómicas: 

a) f(x) = x3 – 12x           c) f(x) = 
4 29

4 2

x x
−   

b) f(x) = x3 – 7x2 + 16x – 13           

   a)                                                                              c)  

 

 

 
   
 

 b)  

 

 

 

 

 

 

12.11. (PAU) Calcula los valores de a y b para que la función f(x) = x3+ ax2 + bx – 113  tenga un máximo en el 

punto (5, 162). 

f(x) = x3 + ax2 + bx – 113 

   f '(x) = 3x2 + 2ax + b 

f(5) =162  125 + 25a + 5b – 113 = 162  25a + 5b = 150  5a + b = 30 

f '(5) = 0  75 + 10a + b = 0  10a + b = −75 

5 30
5 105 21, 135

10 75

a b
a a b

a b

+ =
 = −  = − = + = −

 

Por tanto, la función buscada es f(x) = x3 – 21x2 + 135x – 113. 

 

1

5

O X

Y

1

1

O X

Y
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12.12. (PAU) Calcula los valores de a y b para que la función f(x) = 
1

4
x4 + ax3 + bx2 + 12x −

28

3
 tenga un punto 

de inflexión en (2, 0). 

f(2) = 0   4 + 8a + 4b +24 − 
3

28
 = 0 

f’(x) = x3 + 3ax2 + 2bx + 12 → f’’(x) = 3x2 + 6ax + 2b  
 
f’’(2) = 0   12 + 12a + 2b = 0 

Resolviendo el sistema 4 + 8a + 4b +24 − 
3

28
 = 0  y 12 + 12a + 2b = 0, se obtiene a = 

3

1−
 y b = –4. 

Por tanto, la función buscada es f(x) = 
4

1
x4 – 

3

1
x3 – 4x2 + 12x − 

3

28
 

 
12.13. (PAU)(TIC) Traza la gráfica de las siguientes funciones racionales: 

a) 
2

2

5
( )

4

x
f x

x

+
=

−
      b) 

2

3
( )

3
f x

x
=

+
        c) 

2

( )
3

x
f x

x
=

+
 

Para ello, estudia las siguientes características: 

I. Dominio y continuidad                 III. Simetrías           V. Puntos singulares y crecimiento 

II. Puntos de corte con los ejes      IV. Asíntotas           VI. Puntos de inflexión y concavidad 

a) I. D(f) = (−∞ , −2)∪(−2, 2)∪(2, + ∞ ). Es discontinua para x = –2 y para x = 2. 

II. 
5

0,
4

  − 
 

. 

III. Presenta simetría respecto al eje Y. 
IV.Asíntotas verticales: 2 y 2x x= = − . 

Asíntotas horizontales: y = 1 es asíntota horizontal, ya que: 1)(lim =
±∞→

xf
x

 

V. 
( )22 4

18
)('

−

−=
x

x
xf  ; 00)(' == xxf ; Máximo: 






 −

4

5
,0  

Crece en  (−∞ , −2)∪(−2, 0) y decrece en (0, 2)∪(2, + ∞ ). 

VI.
( )

0
4

7254
)(''

32

2

≠
−

+=
x

x
xf , por tanto, no hay puntos de inflexión. 

Cóncava hacia arriba en (−∞ , −2)∪(2, + ∞ ) y cóncava hacia abajo en (−2, 2). 
 
b) I.D(f) = R. Es continua en todo su dominio. 
II. (0, 1). 
III. Es simétrica respecto al eje Y.  
IV. Solo tiene una asíntota horizontal: y = 0.  

v.
( )22

6
'( )

3

x
f x

x

−=
+

 Decrece en (0, + ∞ ) y crece en (−∞ , 0). 

Máximo en (0, 1). 

vi.
( )

2

32

18( 1)
''( )

3

x
f x

x

−=
+

 f''(x)=0  x = 1, x = −1. Puntos de inflexión 
3

1,
4

 
 
 

 y
3

1,
4

 −   
 

  

Cóncava hacia arriba en (−∞ ,−1)∪(1+ ∞ ) y cóncava hacia abajo en (−1,1). 
c) I.D (f) = (− ∞ , −3)∪(−3, + ∞ ) 
II. (0, 0). 
III. No es simétrica.  
IV. Asíntotas verticales: x = –3.Asíntotas oblicuas: y = x –3. 

v.
( )2

( 6)
'( )

3

x x
f x

x

+=
+

; f'(x) = 0  x = −6, x = 0.  

Decrece en (−6, −3)∪(−3, 0) y crece en (−∞ , −6)∪(0, + ∞ ).  
Máximo en (−6, –12) y mínimo en (0, 0) 

VI.
( )3

18
''( )

3
f x

x
=

+
≠ 0. Por tanto, no hay puntos de inflexión. 

Es cóncava hacia arriba en (−3, + ∞ ) y cóncava hacia abajo en 
(−∞ , −3). 

2

2
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12.14. (TIC) Traza la gráfica de las siguientes funciones irracionales, estudiando su dominio, los puntos de 

corte con los ejes, sus asíntotas y los máximos y mínimos relativos. Establece el crecimiento, la 
concavidad y los puntos de inflexión. 

a) f(x) = x + x         b) f(x) = 
2

1

x

x +
 

 

a) 1. D(f) = [0, + ∞ ) 

2. Puntos de corte con los ejes: (0, 0). 

3. Asíntotas verticales: no tiene. 

Asíntotas horizontales: no tiene. 

Asíntotas oblicuas: no tiene porque 

+∞==−+=
+∞→+∞→

xxxxn
xx
lim)(lim . 

4. Máximos y mínimos: no tiene. 

Crece en todo su dominio. 

5. No tiene puntos de inflexión. 

Es cóncava hacia abajo en todo su dominio. 

 

 

b) 1. D(f) = (−1, + ∞ )  

2. Puntos de corte con los ejes: (0, 0). 

3. x = −1 es asíntota vertical porque +∞=
++−→ 1

lim
2

1 x

x

x
. 

No tiene asíntotas horizontales ni oblicuas. 

4.Máximos y mínimos: Mínimo relativo en el (0,0) 

Crece en (0, + ∞ ). Decrece en (–1, 0) 

5. No tiene puntos de inflexión. 

Es cóncava hacia arriba en todo su dominio. 

 

 

12.15. Estudia los intervalos de crecimiento y los puntos singulares de la siguiente función: 3 2( )f x x= . 

El dominio de la función es todo R. 

33

2
)('

x
xf =     

No hay ningún punto de discontinuidad y ningún punto anula la derivada. Además, para x = 0 la derivada no 
está definida. Por tanto, la función es decreciente en (−∞ , 0) y creciente en (0, + ∞ ). El (0, 0) es un mínimo 
relativo. 
 
 

12.16. (TIC) Halla las asíntotas oblicuas de la función: f(x) = 2 1x −  

y = x es asíntota oblicua en + ∞  porque:  

1
1

lim
2

=−=
+∞→ x

x
m

x
 y 0

1

1
lim)1(lim

2

2 =
+−

−=−−=
+∞→+∞→ xx

xxn
xx

  

y = – x es asíntota oblicua en – ∞  porque:  

1
1

lim
2

−=−=
−∞→ x

x
m

x
 y 2

2

1
lim ( 1 ) lim 0

1x x
n x x

x x→−∞ →−∞

−= − + = =
− −

 

1

1
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12.17. (PAU)(TIC) Traza la gráfica de las siguientes funciones exponenciales, realizando el estudio de: 

I. Dominio IV. Puntos singulares y crecimiento 

II. Puntos de corte con los ejes  V. Asíntotas  

III. Simetrías 

a) f(x) = xxe     b) ( )
xe

f x
x

=  c) f(x) = ex + 1  d) f(x) = 

2 4
1

2

x −
 
 
 

 

a) I. El dominio es todo el conjunto R.  
II. La función no es par ni impar. 

III. Puntos de corte con los ejes 0xxe =  (0, 0) 
IV. No tiene asíntotas verticales porque el dominio es R. 
La recta y = 0 es asíntota tanto en −∞ . 

´ 1
lim lim lim 0

L H
x

x xx x x

x
xe

e e− −→−∞ →−∞ →−∞
= = =

−
 

No hay asíntota oblicua ya que lim lim
x

x

x x

xe
e

x→+∞ →+∞
= = +∞  

V. ' ( ) ( 1) 0 1xf x x e x= + =  = −  

En (−∞ , −1) f'(−2) < 0  La función decrece.  

En (−1, + ∞ ) f'(0) > 0  La función crece. Mínimo en (−1, 
1

e
− ) 

b) I. D(f) = (−∞ , 0)∪(0, + ∞ ) 
II. La función no es par ni impar. 
III. No corta a los ejes. 
IV. La recta x = 0 es asíntota vertical porque:  

0
lim

x

x

e

x+→
= +∞ , 

0
lim

x

x

e

x−→
= −∞   

La recta y = 0 es asíntota horizontal. 

En + ∞  no hay asíntota oblicua, ya que lim lim
x

x

x x

x e
e

x→+∞ →+∞

⋅ = = +∞ . 

v. 
2

( 1)
' ( ) 0 1

xe x
f x x

x

−= =  =  En (−∞ , 0)∪(0, 1) la función decrece;  

y en (1, + ∞ ) crece. Mínimo en (1, e). 
 
c) I. D(f) = (−∞ , + ∞ ) 
II. La función no es par ni impar. 
III. Puntos de corte con los ejes, (0, )e  
IV. Asíntotas verticales no tiene. 
La recta y = 0 es asíntota horizontal. 
No tiene asíntotas oblicuas. 

v. 0)(' 1 ≠= +xexf   
No tiene máximos ni mínimos y la función es siempre creciente. 

 
 
 
 
 

d) I.  D(f) = (−∞ , + ∞ ) 
II. La función es par. 
III.  Punto de corte con los ejes: (0, 16).  
IV. La recta y = 0 es asíntota horizontal. 

v. 002
2

1
ln

2

1
)('

42

==⋅⋅





=

−

xxxf
x

 

En (−∞ ,0) la función es creciente, en (0, + ∞ ) es decreciente. 
En (0, 16) hay un máximo absoluto. 
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12.18. (PAU)(TIC) Traza la gráfica de las siguientes funciones logarítmicas, mediante el estudio de: 

I. Dominio III. Asíntotas 

II. Puntos de corte con los ejes  IV. Puntos singulares y crecimiento 

a) f(x) = x ln x  b) 
ln

( )
x

f x
x

=  c) f(x) = log(x2 – 1)  d) f(x) = ln(2x + 3) 

a) I. D(f) = (0, + ∞ ) 
II. Puntos de corte con los ejes: (1, 0) 
III. No tiene asíntotas verticales porque:  

`

0 0 0 0
2

1
ln

lim ln lim lim lim ( ) 0
1 1

L H

x x x x

x xx x x

x x

+ + + +→ → → →
= = = − =

−
 

No tiene asíntota horizontal porque: lim ln
x

x x
→+∞

= +∞ . 

No hay asíntotas oblicuas porque: 
ln

lim lim ln
x x

x x
x

x→+∞ →+∞
= = +∞ . 

IV.
e

xxxxf
1

1ln0ln1)(' =−==+=  

En
1

0,
e

   
 

 la función decrece y en 
1

,
e

  + ∞ 
 

 crece. Mínimo relativo en  
1 1

,
e e

  − 
 

. 

 
b)  I. D(f) = (0, + ∞ ) 
II. Puntos de corte con los ejes (1, 0)  

III. x = 0 es asíntota vertical porque: −∞=
+→ x

x

x

ln
lim

0    

y = 0 es asíntota horizontal porque: 0
1

lim
ln

lim
'

==
+∞→+∞→ xx

x
x

HL

x
 

IV. exx
x

x
xf ===−= 1ln0

ln1
)('

2
 

En (0, e) la función crece y en (e, + ∞ ) decrece. Máximo relativo en 
1

,e
e

 
 
 

 

 
c) I. D(f) = (−∞ ,–1)∪(1, + ∞ ) 

II. Puntos de corte con los ejes: log(x2 – 1) = 0: ( )2,0−   y ( )0,2  

III. La recta x = –1 es asíntota vertical por la izquierda porque 

−∞=−
−−→

)1log(lim 2

1
x

x
 

La recta x = 1 es asíntota vertical por la derecha porque: −∞=−
+→

)1log(lim 2

1
x

x
 

No tiene asíntotas horizontales ni oblicuas porque: ( )2lim log( 1)
x

x
→±∞

− = +∞  

2 2

2
( ) log( 1) 1lim lim lim 0

1x x x

x
f x x xm

x x→±∞ →±∞ →±∞

− −= = = =  

IV. 00
10)·ln1(

2
)('

2
==

−
= x

x

x
xf  que no pertenece al dominio. 

La función es decreciente en (−∞ ,–1) y creciente en (1, + ∞ ). No presenta extremos relativos. 

d)  I. D(f) = 
3

,
2

−  + ∞ 
 

 

II. Puntos de corte con los ejes ln(2x+3) = 0   2x+3=1  ( 1,0)−   

III. La recta x = 
2

3−
es asíntota vertical porque  ( )

3

2

lim ln 2 3
x

x
+

→−

+ = −∞  

No tiene asíntotas horizontales ni oblicuas. 

IV. 0
32

2
)(' ≠

+
=

x
xf  no tiene extremos relativos. 

La función es creciente en su dominio.

2
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12.19. (TIC) Traza la gráfica de las siguientes funciones trigonométricas, haciendo un estudio completo de sus 

características: 

a) f(x) = sen(2x)           d) f(x) = –2 + cos(2x)      

b) f(x) = sen(2πx)        e) f(x) = tg(2x) 

c) f(x) = sen2(πx)            f) f(x) = sec
2

x 
 
 

 

a) 1. Dominio: todo R 
2. f(−x) = sen(−2x) = –2sen2x  La función es impar. 
f(x + π) = sen(2(x + π)) = sen(2x + 2π) = sen2x = f(x) 
La función es periódica con período π . 
Por tanto, solo es necesario realizar el estudio en el intervalo [0, π]. 
El comportamiento de la gráfica en este intervalo se generalizará a 
todo R. 

3. Eje X: sen2x = 0   2x = 0, 2x = π    x = 0, x =
2

π
  

Los puntos de corte son (0, 0), ,0
2

π   
 

, (π, 0). 

4. Asíntotas: no hay. 

5. f'(x) = 2cos2x = 0  cos2x = 0  x =
4

π
,  x =

4

3π
. En 0,

4

π 
 
 

la función es creciente; en 
3

,
4 4

π π   
 

 decreciente; 

y en 
3

,
4

π  π 
 

  creciente. Máximo ,1
4

π   
 

. Mínimo 
3

, 1
4

π  − 
 

 . 

 
b) 1. Dominio: R 
2. f(−x) = sen(−2πx) = –2sen(2πx) = −f(x)  La función es impar.  
f(x+1) = sen(2π(x+1)) = sen(2πx + 2π) = sen(2πx) = f(x) 
La función es periódica con período 1. 
Solo es necesario realizar el estudio en el intervalo [0, 1]. 
El comportamiento de la gráfica en este intervalo se generalizará a 
todo R. 

3. Los puntos de corte son (0, 0),  
1

,0
2

   
 

,(1, 0). 

4. Asíntotas: no hay. 

5. f'(x) = 2π cos2πx = 0  cos2πx = 0  x =
4

1
,  x =

4

3
 

En 
1

0,
4

   
 

la función es creciente; en 
1 3

,
4 4

 
 
 

 es decreciente; y en 
3

,1
4

 
 
 

 la función es creciente.  

Máximo 
1

,1
4

   
 

.  Mínimo 
3

, 1
4

  − 
 

. 

c) 1. Dominio: R 
2. f(−x) = sen2(−πx) = (−sen(πx))2 = f(x)  La función es par.    
=f(x + 1) = sen2(π (x+1)) = sen2(πx + π) = (−sen(πx))2 = sen2f(πx) = 
f(x)  La función es periódica con período 1. 
Solo es necesario realizar el estudio en el intervalo [0, 1]. 
El comportamiento de la gráfica en este intervalo, se generalizará 
a todo R. 
3. Los puntos de corte son (0, 0), (1, 0). 
4. Asíntotas: no hay.  

5. f'(x) = 2π·senπx·cosπx = 0  x = 0,  x = 
2

1
,  x = 1 

En 
1

0,
2

   
 

la función es creciente. 

En
1

,1
2

   
 

 la función es decreciente. 

Mínimo (0,0).  Máximo 
1

,1
2

   
 

 .  Mínimo (1, 0) 
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d) 1. Dominio: R 
2. f(−x) = –2 + cos (–2x) = −2 + cos(2x)   La función es par.  
La función es periódica con período π . 
Por tanto, solo es necesario realizar el estudio en el intervalo [0, π ]. 
El comportamiento de la gráfica en este intervalo se generalizará a 
todo R. 
3. Puntos de corte con los ejes: (0, –1). 
4. Asíntotas: no hay. 

5. f'(x) = –2sen(2x) = 0  sen(2x) = 0  x = 0, 
2

π
. 

En 0,
2

π   
 

la función es decreciente, y en ,
2

π π 
 

 es creciente. 

Mínimo , 3
2

π  − 
 

 .Máximo (0, –1) 

 
 
 

e) 1. Dominio: R ( )1 2 ; Z
4

k k
 − +  ∈ 
 

π π  

2. Simetrías y período: 
f(−x) = tg(–2x) = – tg(2x) = –f(x)  La función es impar. 

2
2 2

f x tg x
 π π    + =  +     

    
= tg(2x + π ) = tg(2x) = f(x) 

La función es periódica con período 
2

π
. 

Por tanto, solo es necesario realizar el estudio en el intervalo 0,
2

π 
  

. 

El comportamiento de la gráfica en este intervalo, se generalizará a todo R. 
3. Puntos de corte con los ejes: 

Eje X: tg(–2x) = 0   x = 0,  x =
2

π
. Los puntos de corte son (0, 0), ,0

2

π 
 
 

. 

4. Asíntotas: no hay. 
5. Puntos singulares. Intervalos de crecimiento. 
 
f'(x) =2 (1 + tg2(2x)) ≠ 0.  No presenta extremos relativos. Es creciente en todo su dominio. 
 
 
 
f) 1. Dominio: R { }(2 1) ; Zk k− +  ∈π  

2. Simetrías y período 

f(−x) = sec 





 −

2

x
 = sec 








2

x
= f(x)  La función es par. 

f(x+ π4 ) = sec 





 π+

2

4x
 = sec 






 π+ 2

2

x
 = sec 








2

x
 = f(x) 

La función es periódica con período 4π . 
Solo es necesario realizar el estudio en el intervalo [0, π4 ]. 
El comportamiento de la gráfica en este intervalo, se generalizará a 
todo R . 
3. Eje X: No corta al eje X  y corta al eje Y en (0, 1). 
4. Asíntotas: no hay. 

5. f'(x) =
2

sen
2

2cos
2

x

x

 −  
 
 
 
 

 = 0  sen
2

x 
 
 

 = 0  x = 0, π2 , π4 .  

En (0, ) ( ,2 )π ∪ π π  la función es creciente; en (2 ,3 ) (3 ,4 )π π ∪ π π  es decreciente.  

Mínimo: (0, 1).  Máximo: ( π2 , –1) 
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12.20. Partiendo de la gráfica de f(x) = lnx, traza la gráfica de las funciones: f(x) = 1 + lnx  y  f(x) = 1 + ln(x – 1). 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

12.21. A partir de la gráfica de la función f(x) = e–x, traza la gráfica de g(x) = e–|x|. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

12.22. (TIC) A partir de la gráfica de la función f(x) = x2 – 1, traza las gráficas de las siguientes funciones: 

a) 2( ) 1f x x= −            b) 2( ) ( 1) 1 2g x x= − − +  

 

 

 

 
 
 
 
 
 

1

1

O

Y

X

f (x) = e –x

f (x) = e –  x

1

1

O X

Y

f (x) = x 2 – 1

f (x) =  x 2 – 1

1

1
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Y

1
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f (x) = (x – 1)2 – 1 + 2
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EJERCICIOS 

Puntos de discontinuidad 

12.23. Halla el dominio de las siguientes funciones: 

a) 
2

1 1
( )

1
f x

xx
= −

−
    c) 2( ) 1 4f x x= − −     e) 

22 5 2( ) x xf x e − +=  

b) ( ) 2 2 3f x x x= + −     d) ( )( ) ln senf x x=     

a) D(f) = (−∞ , −1)∪(−1, 0) ∪(0, 1)∪(1, + ∞ ) 

b) 
0

2 0 3
,3

2 3 0 2
2

x
x

x x

≥≥    +∞  − ≥ ≥   

 

c) 
2 2

2 2 2

22

4 0 4
0 4 1 1 4 0 3 4 2, 3 3, 2

4 11 4 0

x x
x x x

xx

 − ≥ ≤       ≤ − ≤  − ≤ − ≤  ≤ ≤  − − ∪     − ≤− − ≥  
 

d) senx > 0  x ∈ (2k π , (2k+1) π ), con k ∈ Z 

e) La potencia de base positiva es positiva. Por tanto, la raíz cuadrada siempre existe y el dominio es todo R. 

 

12.24. Indica los puntos de discontinuidad de especial interés (puntos de discontinuidad en los que al menos 
existe uno de los límites laterales) en las funciones del ejercicio anterior. Indica también si en alguno de 
estos puntos la función es continua a la izquierda o a la derecha. 

a) x = −1,  x = 0,  x = 1 

b) En x = 
2

3
 la función es continua por la derecha. 

c) En x = −2 y x = 3  la función es continua por la derecha, y en x = 2 y x = − 3  la función es continua por la 
izquierda. 

d) x = k π , k∈ Z 

e) No hay puntos de discontinuidad. 

Signo de una función 

12.25. Estudia el signo de las funciones siguientes: 

a) f(x) = x3 − x2 − 4x + 4  c) 
2

2

2
( )

4

x
f x

x

+
=

−
 e) 

1
( )

1 x
f x

e
=

−
 g) 2( ) sen cos2f x x x= +  

b) f(x) = x3 + x2 − 16x + 20 d) 
1

( )
2

x
f x

x

−
=

+
 f) 2( ) ln( 8)f x x= −  

a) Los puntos de corte con el eje X son: x = −2,   x = 1,   x = 2. La función es continua en todo R. En (−∞ , −2) 
la función es negativa; en (−2, 1) positiva; en (1, 2) negativa; y en (2, + ∞ ) positiva. 

b) En (−∞ , −5) la función es negativa, y en ( 5,2) (2, )− ∪ +∞ positiva. 

c) El signo de f(x) será el mismo que el de y = x2−4 excepto en x = −2 y x = 2, en los cuales la función no existe.    

Por tanto, es positiva en (−∞ , −2)∪(2,+ ∞ ), y negativa en (−2, 2). 

d) La función es positiva en todo su dominio que es (– ∞ , −2)∪[1, + ∞ ) excepto en x = 1, que vale 0. 

e) El dominio de la función es (−∞ , 0)∪(0, + ∞ ). La función no corta al eje de abscisas.  

En (−∞ , 0) la función es positiva, y en (0, + ∞ ) es negativa. 

f) El dominio de la función es (−∞ , − 8 )∪( 8 , + ∞ ). La función corta al eje X en x = −3,  x = 3.  

Por tanto, se consideran los intervalos (−∞ , −3), (−3, − 8 ), ( 8 , 3) y (3, + ∞ ). En dichos intervalos el signo 
de la función es, respectivamente, positivo, negativo, negativo y positivo. 

g) 2 2 2 2 2( ) sen cos2 sen cos sen cosf x x x x x x x= + = + − = . La función es positiva en todos los números reales 

excepto en los que cosx = 0  x = 
2

k
π ± π  con k∈ Z.
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Simetrías y periodicidad 

12.26. Estudia las simetrías de estas funciones: 

a) 
6

4
( )

1

x
f x

x
=

−
     c) 

2

2
( )

4

x
f x

x

+
=

+
         e) ( ) sen 3 cos 5f x x x= +  

b) 
6

3

1
( )

x
f x

x x

+
=

−
    d) ( )

2

x xe e
f x

−−
=         f) 

sen tg
( )

cos

x x
f x

x

+
=  

a) f(−x) = f(x)  par (simétrica respecto a Y) 

b) f(−x) =−f(x)  impar (simétrica respecto a O) 

c) No es par ni impar. 

d) f(−x) = −f(x)  impar (simétrica respecto a O) 

e) f(−x) = sen(−3x)+cos(–5x) = −sen3x+cos5x  no es par ni impar 
sen tg

( )
cos

x x
f x

x

+=   

f) 
sen( ) tg( ) sen tg sen tg

( ) ( )
cos( ) cos cos

x x x x x x
f x f x

x x x

− + − − − +− = = = − = −
−

 impar (simétrica respecto a O) 

 

12.27. Estudia si son periódicas las siguientes funciones: 

a) f(x) = senx + tg x           b) f(x) = sen 2x + tg2x          c) f(x) = sen3x + tg3x 

a) f(x + 2 π ) = sen(x + 2 π ) + tg(x + 2 π ) = senx + tgx = f(x)  periódica con período T = 2 π  

b) f(x + π ) = sen(2(x + π )) + tg(2(x + π )) = sen(2x + 2 π ) + tg(2x + 2 π ) = sen2x + tg2x = f(x)  periódica con 
período T = π  

c) f(x + 
3

2π
) = sen(3(x + 

3

2π
))+tg(3(x + 

3

2π
)) = sen(3x + 2 π )+tg(3x + 2 π ) = sen3x + tg3x = f(x)  periódica 

con período T = 
3

2π
 

 

12.28. Señala el período de cada una de las siguientes funciones: 

 a) f(x) = secx       c) f(x) = tg (πx)       e) f(x) = sen4 x g) f(x) = sen2 x + cos2 x 

 b) f(x) = tg x   d) f(x) = sen 4x     f) f(x) = sen x + cos 3x  

a) T = 2 π        c) T = 1          e) T = π     g) f(x) = 1 

b) T = π         d) T = 
2

π
          f) T = 2 π                 

 

12.29. Comprueba que si una función f(x) tiene período T, entonces la función f(ax) tiene período 
T

a
. 

Aplicando esta propiedad, halla el período de las siguientes funciones: 

a) f(x) = sen
3

π
x       c) f(x) = tg(3πx)  e) f(x) = sec3πx 

b) f(x) = cos2
3

π
x         d) f(x) = cotg2

3

π
x      

( ) ( )
T

f a x f ax T f ax
a

  + = + =  
  

  f(ax) es periódica con período 
a

T
. 

a) T = 6

3

2 =
π
π

      b) T = 3

3

=
π
π

      c) T = 
3

1

3
=

π
π

      d) T = 3

3

=
π
π

      e) T = 
2 2

3 3

π =
π
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Asíntotas 

12.30. Estudia las asíntotas de la siguiente función polinómica: f(x) = 2x4 – 3x2 + 5x − 2. 

Por ser una función polinómica, no hay asíntotas. 
 

12.31. Estudia las asíntotas de las siguientes funciones racionales: 

a) 
2

3

2 3
( )

1

x x
f x

x

−
=

+
          e) 

2 2 1
( )

1

x x
f x

x

+ +
=

+
           

b) 
2

2

4 3
( )

1

x x
f x

x

−
=

+
           f) 

3

2

3 2
( )

4

x x
f x

x

− −
=

−
  

c) 
3 2

2

2 3 2
( )

2 3

x x
f x

x

− +
=

−
           g) f(x) = 

3

1

x

x −
 

d) 
2

2

( 2)
( )

4

x
f x

x

−
=

+
                      

a) Asíntota vertical: x = −1 a la izquierda y a la derecha. Asíntota horizontal: y = 0 en + ∞  y en −∞ . 

b) No hay asíntotas verticales. Asíntota horizontal: y = 4 en + ∞  y en −∞ . 

c) Asíntotas verticales: x =
2

3
   x = −

2

3
 a la derecha y a la izquierda. No hay asíntotas horizontales.  

Asíntota oblicua: y =
2

3
x −  en + ∞  y en −∞ . 

d) No hay asíntotas verticales. Asíntota horizontal: y = 1 en + ∞  y en −∞ . 

e) No hay ningún tipo de asíntotas. f(x) es la recta y = x+1 salvo en x = −1 que no existe. 

f) Asíntota vertical: x = −2 a la derecha y a la izquierda. No hay asíntotas horizontales. Asíntota oblicua: y = x 
en + ∞  y en −∞ . 

g) Asíntota vertical: x = 1 a la derecha y a la izquierda. No hay asíntotas horizontales ni oblicuas. 

 

 

12.32. Estudia las asíntotas horizontales y oblicuas, y su posición respecto de la curva, para las siguientes 

funciones racionales: 

a)
2

3
( )

4
f x

x

−
=

+
 

b) 
2

2

2 2
( )

2 2

x x
f x

x x

+ +
=

− +
 

c) 
3

2

2
( )

2 1

x
f x

x
=

+
 

a) Asíntota horizontal: y = 0 en + ∞  y en −∞ . En + ∞  y en −∞  la curva queda por debajo de la asíntota. 

b) Asíntota horizontal: y = 1 en + ∞  y en −∞ . 

22

2
1

22

22
22

2

+−
=−

+−
++

xx

x

xx

xx
 

En + ∞  la curva queda por encima de la asíntota. En – ∞  la curva queda por debajo de la asíntota. 

c)
1212

2
)(

22

3

+
−=

+
=

x

x
x

x

x
xf . Asíntota oblicua: y = x en + ∞  y en −∞ . En + ∞  la curva queda por debajo de la 

asíntota y en −∞  queda por encima. 

138 



 

                                                                        Solucionario    
  

 

12.33. Estudia las asíntotas de las siguientes funciones irracionales: 

a)
3

( )
4

f x x= +           c) 2( ) 1f x x= −  

b)
4 16

( )
x

f x
x

−=     d) 44
1

( )
4

f x x= +  

a) El dominio de la función es [−
3

4
, + ∞ ). No tiene asíntotas verticales. 

+∞=+
+∞→ 4

3
lim x

x
  No tiene asíntotas horizontales. 

No tiene asíntotas oblicuas porque 04

3

lim =
+

=
+∞→ x

x
m

x
. 

 
b) El dominio de la función es (−∞ , −2]∪[2,+ ∞ ). 

No tiene asíntotas verticales. 

No tiene asíntotas horizontales porque +∞=−
+∞→ x

x
x

16
lim

4

  y −∞=−
−∞→ x

x
x

16
lim

4

. 

y = x es asíntota en + ∞  y en −∞  porque: 

1
16

lim
2

4

=−=
±∞→ x

x
m

x
                 

( ) ( )
( ) ( )

4 2 4 2
4

4 2 4 2

16 1616 16
lim lim lim 0

16 16x x x

x x x xx
n x

x x x x x x x→±∞ →±∞ →±∞

 − − − +   − − = − = = =    − + − +   

 

 
c) El dominio de la función es (−∞ , −1] ∪[1, + ∞ ). 

No tiene asíntotas verticales ni horizontales. 

y  = x es asíntota oblicua porque:  

1
1

lim
2

=−=
+∞→ x

x
m

x
   0

1

1
lim

1

11
lim1lim

22

22

2 =
+−

−=
















+−






 +−




 −−

=




 −−=

+∞→+∞→+∞→ xxxx

xxxx
xxn

xxx
 

Y también y  = −x por ser la función par. 
 
d) El dominio es todo R. 

No hay asíntotas verticales ni horizontales. 

y = x es asíntota oblicua en + ∞  y por ser una función par, y = −x es asíntota oblicua en −∞  ya que: 

14

1

lim

4 4

=
+

=
+∞→ x

x
m

x
 

4 4 4 24 4

44

4 4 24

4 4 24

1 1 1
4 4 41

lim lim
4 1 1

4 4

1
14lim

1 1
4 4

x x

x

x x x x x x

n x x

x x x x

x x x x

→+∞ →+∞

→+∞

       
  + − + + + +                    = + − = =             + + + +              

= =
+∞    

 + + + +           

0
  =  
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12.34. (TIC) Estudia las asíntotas de las siguientes funciones: 

a) ( )2 2( ) 2
x

f x x e= +             b) 
2 1

( )
x

x
f x

e

+
=            c) ( ) ln(2 3)f x x= −  

a) El dominio es todo R. No hay asíntotas verticales. 

( )2 2lim 2
x

x
x e

→+∞
+ = +∞   No hay asíntota horizontal en + ∞ . 

( ) ( )
2 ´

2 22 2

2 2

2 2
lim 2 lim 2 lim lim

1
2

x x L H

x xx x x x

x x
x e x e

e e

−

→−∞ →+∞ →+∞ →+∞

+ +∞ + = + = = → = +∞ 
 

´

2

2
lim 0

1
4

L H

xx

e
→+∞

+∞ = → = +∞ 
 La recta y = 0 es asíntota horizontal en −∞ . 

( )2 22
lim

x

x

x e
m

x→+∞

+
= = +∞  No hay asíntota oblicua en + ∞ . 

b) El dominio es todo R. No hay asíntotas verticales. 
2 ´ ´1 2 2

lim lim lim 0
L H L H

x x xx x x

x x

e e e→+∞ →+∞ →+∞

+ +∞ +∞   = → = → =   +∞ +∞   
  La recta y = 0 es asíntota horizontal en + ∞ . 

2 1
lim

xx

x

e→−∞

+ = +∞ , 
( )2 1

lim
xx

x
m

xe→−∞

+
= = +∞   No hay asíntota horizontal ni oblicua en −∞ . 

c) El dominio es 
3

,
2

  ∞ 
 

. 
3

2

lim ln(2 3)
x

x
+

→

− = −∞   x = 
3

2
 es asíntota vertical por la derecha. 

lim ln(2 3)
x

x
→+∞

− = +∞    No hay asíntota horizontal ni oblicua en + ∞ . 

 

12.35. (TIC) Estudia las asíntotas de las siguientes funciones: 

a) ( ) xf x x=             b) ( ) ln 1f x x= +  

a) El dominio es (0 + ∞ ). 
0

lim 1x

x
x

+→
= . No tiene asíntotas verticales. 

lim x

x
x

→+∞
= +∞  y lim

x

x

x

x→+∞
= +∞   No hay asíntota horizontal ni oblicua en + ∞ . 

b) El dominio es (−1, + ∞ ) 
1

lim ln 1
x

x
+→−

+ = −∞   x = −1 es asíntota vertical por la derecha. 

lim ln 1
x

x
→+∞

+ = +∞  y 
´ln 1 1

lim lim 0
2( 1)

L H

x x

x

x x→+∞ →+∞

+ +∞ = → = +∞ + 
  No hay asíntota horizontal ni oblicua. 

 
 

12.36. Estudia las asíntotas de las siguientes funciones trigonométricas: 

a) f(x) = senx              

b) f(x) = senx + 3cosx  

a) No tiene asíntotas verticales ya que el dominio es todo R. 

No tiene asíntotas horizontales ya que no existe el límite en + ∞  ni en −∞ . 

b) Al igual que la anterior, no tiene asíntotas. 
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12.37. (TIC) Estudia las asíntotas de las siguientes funciones con valores absolutos: 

a) f(x) = |2x − 3| + x|x − 1| b) f(x) = 
1

x
 c) 

2
( )

2

x
f x

x

+
=

+
 d) f(x) = ln( 2 )x −  

a) La función se puede escribir como una función definida a trozos en la que todos los tramos están 
expresados por polinomios. Por tanto, no tiene asíntotas. 

b) 
0

1
lim

x x+→
= +∞ ,  

0

1
lim

x x−→
− = +∞   x = 0 es asíntota vertical tanto por la izquierda como por la derecha.        

1
lim 0

x x→+∞
= ,

1
lim 0

x x→−∞
− =   y = 0 es asíntota horizontal tanto en + ∞  como en −∞ . 

c) x= −2  es asíntota vertical por la izquierda y por la derecha. 

En −∞ , y = −1 es asíntota horizontal. 

En + ∞ , y = 1 es asíntota horizontal. 

d) x = 2 es asíntota vertical tanto por la izquierda como por la derecha. 

Funciones polinómicas 

12.38. Dada la función f (x) = x3 − 3x2 − 9x + 5: 

a) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento. 

b) Halla los máximos y mínimos relativos. 

c) Con los datos obtenidos en los apartados anteriores, dibuja la gráfica de la función. 

d) ¿Hay puntos de corte con los ejes de coordenadas? 

2'( ) 3 6 9, ''( ) 6 6f x x x f x x= − − = − . Si '( ) 0 1, 3f x x x=  = − =  

a) Crece en (−∞ , −1)∪(3, + ∞ ). Decrece en (–1, 3)       c) 

b) Máximo (−1, 10).  Mínimo (3, −22) 

d) Corta al eje Y en (0, 5) y al eje X en tres puntos. 

 

12.39. Dada la función f(x) = x4 + 4x3 − 2x2 − 12x + 9: 

a) Halla los puntos de corte con los ejes. 

b) Estudia el signo de la función. 

c) Halla el crecimiento de f. 

d) Halla los máximos y mínimos relativos. 

e) Dibuja la gráfica de la función. 

f) ¿Cuántos puntos de inflexión tiene la función?  

 
4 3 2 2 2( ) 4 2 12 9 ( 1) ( 3)f x x x x x x x= + − − + = − +    e) 

)3)(1)(1(4124124)(' 23 +−+=−−+= xxxxxxxf  

a) Puntos de corte con los ejes: (0, 9),  (1, 0)   (−3, 0). 

b) La función es siempre positiva, excepto en los puntos que se   
anula. 

c) Crece: (−3, −1)∪(1,+ ∞ ). Decrece: (−∞ , −3)∪(−1, 1). 

d) Máximo(–1, 16).  Mínimo(−3, 0).  Mínimo(1, 0). 

f) Tiene dos puntos de inflexión. 
1

2

O

Y

X
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12.40. Dada la función f(x) = 4 3 21 14
2

8 3
x ax x bx+ − + − : 

a) Calcula los valores de a y b para que tenga un punto de inflexión en (−2, 0). 

b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento para los valores de a y b hallados. 

c) Halla los extremos relativos para los valores de a y b hallados. 

d) Estudia los intervalos de concavidad para los valores de a y b hallados. 

e) Halla los puntos de inflexión de f. 

f) Dibuja la gráfica de la función. 

g) ¿Cuántos puntos de corte tiene con el eje de abscisas? 

bxaxxxf +−+= 43
2

1
)(' 23 ,  46

2

3
)('' 2 −+= axxxf  

a) 
6

1
04126)2('' ==−−=− aaf  y 60

3

14
28)8(

6

1
20)2( −==−−−−+=− bbf  

Por tanto, 
3

14
62

6

1

8

1
)( 234 −−−+= xxxxxf  

b) 223 )2)(3(
2

1
)(064

2

1

2

1
)(' +−==−−+= xxxfxxxxf .Crece en (3, +∞ ). Decrece en (–∞,  3) 

c) Mínimo en 
625

3,
24

−   
 

    f) 

d) 04
2

3
)('' 2 =−+= xxxf   x=

3

4
 x = −2 

Cóncava hacia arriba (– ∞ , −2)∪ 4
,

3
  + ∞ 
 

  

Cóncava hacia abajo: 
4

2,
3

 −   
 

 

e) Puntos de inflexión (–2, 0) y 
4 1250

,
3 81

  − 
 

. 

 

Funciones racionales 

12.41. Dibuja las siguientes funciones racionales, realizando el estudio de: 

I. Dominio                    IV. Asíntotas                                           

II. Simetrías        V. Puntos singulares y crecimiento  

III. Puntos de corte con los ejes  VI. Puntos de inflexión y concavidad 

a) 
2 4

( )
3

x
f x

x

+
=

−
           b) 

2

2
( )

1

x
f x

x
=

+
           

c) 
3

3
( )

8

x
f x

x
=

−
 

 
a) I. Dominio (– ∞ , 3)∪(3, + ∞ ) 
II. No es par ni impar. 

III. Puntos de corte con los ejes(−2, 0), (0, −
3

4
) 

IV. Asíntotas verticales: x = 3    
Asíntotas horizontales: y = 2 

V. 
2

10
'( )

( 3)
f x

x
= −

−
. Siempre decrece. No tiene extremos 

relativos. 

VI. 
3

20
''( )

( 3)
f x

x
=

−
. Cóncava hacia arriba en (3, + ∞ ) y 

cóncava hacia abajo en (– ∞ , 3). No tiene puntos de inflexión. 

1

5

O X

Y

1

2

O X

Y
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b) I. Dominio: R. 
II. Es una función par. 
III. Puntos de corte con los ejes: (0, 0)  
IV. Asíntotas horizontales: y = 1 

V. 
2 2

2
'( )

( 1)

x
f x

x
=

+
. Decrece en (– ∞ , 0), y crece en (0, + ∞ ). 

Mínimo en (0, 0) 

VI 
2

2 3

2 6
''( )

( 1)

x
f x

x

−=
+

. Cóncava hacia arriba 
3 3

,
3 3

 
−    
 

  

Cóncava hacia abajo: 
3

,
3

 
−∞  −  
 

∪ 3
,

3

 
+ ∞  

 
.  

Puntos de inflexión: 
3 1

,
3 4

 
   

 
 y

3 1
,

3 4

 
−    
 

  

 
 
c) I. Dominio (– ∞ , 2)∪(2, + ∞ ) 
II. No es par ni impar.  
III. Puntos de corte con los ejes: (0, 0) 
IV. Asíntotas verticales: x = 2  
Asíntotas horizontales y = 0.No tiene asíntotas oblicuas. 

V. 
23

3

)8(

)4(6
)('

−
+−=

x

x
xf .  Decrece en ( 3 4− , 2)∪(2, + ∞ ).  

Crece en (– ∞ , 3 4− ). Máximo en
3

3 4
4,

4

 
−    
 

 

VI. 
33

22

)8(

)16(18
)(''

−
+=

x

xx
xf  

Cóncava hacia abajo ( 3 16− , 0) ∪ (0,2)  

Cóncava hacia arriba (– ∞ , 3 16− ) ∪ (2,+ ∞ ) 

Punto de inflexión: 
3

3 2
16,

4

 
−    
 

 

 
 

12.42. (PAU) Calcula el valor de k para que la siguiente función tenga una asíntota oblicua en y = 2x − 5: 

 
3 2

2

2 7 3
( )

3

x kx x k
f x

x

+ + +
=

+
 

3
2

3

372
)(

22

23

+
++=

+
+++=

x

x
kx

x

kxkxx
xf   k = −5 

 

 

12.43. (PAU) Calcula el valor de k para que la siguiente función tenga un máximo relativo en el punto x = 2: 

2

2
( )

2 1

x k
f x

x x

+
=

− +
 

¿Cuál es el valor de este máximo? 

 

22 )1(

2

12

2
)(

−
+=

+−
+=

x

kx

xx

kx
xf ,  

3)1(

)1(2
)('

−
++−=

x

kx
xf   f'(2) = −6−2k = 0  k = −3. Se puede observar que a la 

izquierda de 2 la función crece y a la derecha decrece. El valor de la función en x = 2 es 1. 

1

1

O X

Y
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1
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Funciones irracionales 

12.44. (PAU)(TIC) Dada la función 2( ) 4 8f x x x= − + : 

a) Halla el dominio de f. 

b) Halla los puntos de corte con los ejes. 

c) Estudia el crecimiento de la función. 

d) Halla los máximos y mínimos relativos de f. 

e) Dibuja la gráfica de la función. 

f) De acuerdo con la gráfica, señala los intervalos de concavidad de la función. 

a) Dominio: R  

b) No corta a los ejes. 

c) 
84

2
)('

2 +−

−=
xx

x
xf  

Decrece en (−∞ , 2) y crece en (2, + ∞ ). 

d) Mínimo en (2, 2) 

f) La función siempre es cóncava hacia arriba. 

 

12.45. (PAU)(TIC) Dada la función 
1

( )f x x
x

= + , halla el dominio, los puntos de corte con los ejes, las  

asíntotas y los extremos relativos de f, y traza la gráfica de la función. 

Dominio: [0, + ∞ ) 
Puntos de corte con los ejes: ninguno 

Asíntotas verticales: x = 0 porque +∞=+
+→ x

x
x

1
lim

0
    

Asíntotas oblicuas y = x en + ∞  

32

1
1)('

x
xf −= . Mínimo en 

3
3

1 3 2
,

4 2

 
   

 
 

 
 
 

12.46. (TIC) Dada la función 
3 1

( )
x

f x
x

+
= : 

a) Halla el dominio de f. 

b) Halla los puntos de corte con los ejes. 

c) Estudia las asíntotas de la función. 

d) Calcula los extremos relativos de f. 

e) Traza la gráfica de la función. 

 a) Dominio: (−∞ , −1)∪(0, + ∞ ) 
b) Puntos de corte con los ejes: (−1, 0) 

 c) Asíntotas verticales: x = 0  

 
3

0

1
lim

x

x

x+→

+ = +∞     

 Asíntotas oblicuas y = x en + ∞   y = −x  en  −∞  

 d) 

3
3

3

1
(2 1)

'( )
2 ( 1)

x
x

xf x
x x

+−
=

+
. Mínimo en 

6
3

1 432
,

2 2

 
  
 

1

2

O X

Y

1

2
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Y
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2
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12.47. Halla el valor de k para que la función 
2

( )
1

x k
f x

x

+
=

−
 tenga un extremo relativo en 

5

2
x = . 

a) ¿Qué tipo de extremo es? 

b) Determina el dominio de la función. 

c) Halla las asíntotas de la función para el valor obtenido. 

d) Traza la gráfica de la función para dicho valor. 

e) A la vista de la gráfica, establece los intervalos de crecimiento. 

f) A la vista de la gráfica, establece los intervalos de concavidad. ¿Tiene algún punto de inflexión? 

a) 
( )312

42
)('

−

−−=
x

kx
xf , 

5
' 0 1

2
f k
  =  = 
 

.Es un mínimo. 

b) Dominio: (1, + ∞ ) 
c) Asíntotas verticales: x = 1 
No tiene asíntotas horizontales ni oblicuas. 

d) Crece en  





 ∞+,

2

5
.  Decrece en 

5
1,

2
 
 
 

. 

e) 
( ) 2

11
0

14

211
)(''

5
==

−

−= x
x

x
xf . Punto de inflexión: 








24,
2

11
. 

f) Es cóncava hacia arriba en
11

1,
2

   
 

 y cóncava hacia abajo en 





 ∞+,

2

11
. 

 

Funciones exponenciales 

12.48. (PAU)(TIC) Dada la función f(x) = (1 − x)e–x, calcula: 

a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento. 

b) Los intervalos de concavidad. 

c) Los máximos y mínimos relativos, y los puntos de inflexión de la función. 

d) Con los datos anteriores, traza la gráfica de f. 

20)2()(' ==−= − xxexf x  , 30)3()('' ==−= − xxexf x    

a) Decreciente en (−∞ , 2) y creciente en (2, + ∞ )  d) 

b) Cóncava hacia arriba en (−∞ , 3)  

Cóncava hacia abajo en (3, + ∞ ). 

c) Punto de inflexión en (3, −2e−3). Mínimo (2, −e-2) 

 
 

12.49. (PAU)(TIC) Dada la función f(x) = x2ex, halla: 

a) El dominio de f. 

b) Los puntos de corte con los ejes. 

c) Las asíntotas de la función. 

d) Los intervalos de crecimiento y los extremos relativos. 

e) Con los datos anteriores, traza la gráfica de la función. 

f) A la vista de la gráfica, indica cuántos puntos de inflexión posee. 

a) Dominio: R                                             

b) Punto de corte con los ejes: (0, 0)    e) 

c) No tiene asíntotas verticales ni oblicuas. 

y = 0 es asíntota horizontal en −∞ . 

d) f '(x) = (x2+2x)ex ,  f '(x) = 0  x = 0  x = −2 

Crece en (−∞  −2)∪(0 + ∞ ) y decrece en (−2,  0). 

Máximo: (−2, 4e−2).    Mínimo: (0, 0) 

f) Tiene dos puntos de inflexión.

1
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12.50. Calcula el valor de k para que la función f(x) = 
2

x

x k

e

+
 tenga un punto de inflexión en x = 0. 

Halla, para el valor obtenido: 

a) El dominio de f. 

b) Los puntos de corte con los ejes. 

c) Las asíntotas de la función. 

d) Los intervalos de concavidad y los puntos de inflexión. 

e) Con los datos anteriores, traza la gráfica de la función. 

f) A la vista de la gráfica, indica cuántos máximos y mínimos relativos tiene f. 

g) A la vista de la gráfica, indica, si es que existe, el valor del máximo y mínimo absoluto en todo el 
dominio. 

xe

kxx
xf

+−−= 2
)('

2

 
2 4 2

' '( )
x

x x k
f x

e

− + +=  2020)0('' −==+= kkf  
xe

x
xf

2
)(

2 −=  

a) Dominio: R 

b) Puntos de corte con los ejes (0, −2)  (− 2 , 0)   ( 2 , 0) 
c) Asíntota horizontal: y = 0 en x = + ∞  
d) Cóncava hacia arriba en (– ∞ , 0) ∪ (4, + ∞ ). Cóncava hacia abajo en (0,4).  

Puntos de inflexión: (0, −2) , 
4

14
4,

e

   
 

. 

e) 
 
 
 
 
 
 
 

f) Máximo relativo: ( 31+ ; 0,36). Mínimo relativo: (−0,73; −3,04). 
g) No tiene máximo absoluto y el mínimo absoluto vale −3,04. 
 

Funciones logarítmicas 

12.51. Dada la función f(x) = ln(x2 – 4): 

a) Halla el dominio de f.  e) Estudia el crecimiento y los extremos relativos de f. 

b) Estudia las posibles simetrías de la función.  f) Estudia la concavidad y los puntos de inflexión. 

c) Calcula los puntos de corte con los ejes.  g) Traza la gráfica de la función. 

d) Determina las asíntotas de la función.  

a) Dominio: (−∞ , −2) ∪ (2, + ∞ ) 

b) Simétrica respecto del eje Y (función par)    

c) Puntos de corte con los ejes (− 5 , 0) y ( 5 ,  0)  

d) x = –2 y x = 2 son asíntotas verticales. 

e) Decrece en (−∞ , −2). Crece en (2, + ∞ ). No tiene extremos relativos. 

f) Cóncava hacia abajo en todo su dominio. No tiene puntos de inflexión. 

g) 

2

2

O
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X
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2
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12.52. Dada la función 
1

( ) ln
2

x
f x

x

− =  + 
: 

a) Halla el dominio de f.   

b) Calcula los puntos de corte con los ejes.   

c) Determina las asíntotas de la función.   

 d) Estudia el crecimiento y los extremos relativos de f.  

e) Estudia la concavidad y los puntos de inflexión. 

 f) Traza la gráfica de la función. 

a) Dominio: (−∞ , −2)∪(1, + ∞ ) 

b) No tiene puntos de corte con los ejes. 

c) Asíntotas verticales x = −2 , x = 1     

Asíntota horizontal, y = 0 en + ∞  y en −∞  

)2)(1(

3
)('

+−
=

xx
xf , 

22 )2()1(

36
)(''

+−
+−=
xx

x
xf  

d) Es creciente en todo el dominio. 

No tiene extremos relativos. 

e) Es cóncava hacia arriba en (−∞ , −2). 

Es cóncava hacia abajo en (1, + ∞ ). No tiene puntos de inflexión. 

 
 
 

12.53. Halla el valor de k para que la función 
2

( )
ln

x k
f x

x

+
=  tenga un extremo relativo en x e= .  

Para este  valor: 

a) Estudia el dominio de la función.   

b) Halla los puntos de corte con los ejes.   

c) Calcula e interpreta el valor de 
2

0
lim

lnx

x

x+→
.    

d) Determina las asíntotas de la función.  

e) Estudia el crecimiento y los extremos relativos de f.  

f) Demuestra que la gráfica no tiene puntos de inflexión.  

g) Traza la gráfica de la función. 

 

( )2
22

ln

ln2
)('

xx

kxxx
xf

−−= , 

1
2

2'( ) 0 0

4

e e k
f e k

e

⋅ − −
= =  =     

a) Dominio: (0, 1)∪(1, + ∞ ) 
b) No tiene puntos de corte con los ejes. 

c) 
2 ´

2

0 0 0

0 2
lim lim lim 2 0

1ln 0

L H

x x x

x x
l x

x
x

+ + +→ → →

 = → = = =  
 

d) Asíntota vertical: x = 1 

e) Decrece (0, 1)∪(1, e ).  Crece ( e  ,+ ∞ ).  Mínimo ( e , 2e) 

f) 
( )

( )3
2

ln

2ln3ln2
)(''

x

xx
xf

+−=  .No tiene solución real  no hay puntos 

de inflexión. 
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Funciones trigonométricas 

12.54. (TIC) Dada la función f(x) = 2senx + sen(2x): 

a) Estudia las simetrías y la periodicidad de f. 

b) Calcula los puntos de corte con los ejes. 

c) Halla los extremos relativos. 

d) Traza la gráfica de la función. 

 a) Es una función impar (simétrica respecto de O). Es una función periódica de período T = 2 π . 

 b) 2senx + sen2x = 0  2 senx + 2 senx cosx = 0  
sen 0 0,

cos 1

x x x

x x

=  = = π
 = −  = π

  

 Los puntos de corte son (0, 0) y ( π , 0). 
 c) f '(x) = 2cosx + 2cos2x = 0 2cos2x + cosx−1 = 0   

 
1 5

cos ,1 1 8 1 3
cos 2 3 3

4 4
cos 1

x x x
x

x x

π π =  = =− ± + − ± = =  
 = −  = π

 

 Crece en 0,
3

π   
 

∪ 5
,2

3

π  π 
 

 y decrece en 
5

,
3 3

π π   
 

.Máximo
3 3

,
3 2

 π    
 

 y mínimo 
5 3 3

,
3 2

 π  −  
 

  

d) 

 

 

 

 

 
 
 

12.55. (TIC) Dada la función f(x) = 
sen

1 sen

x

x+
: 

a) Estudia su periodicidad. 

b) Halla las asíntotas verticales de f. 

c) Calcula los puntos de corte con los ejes. 

d) Halla los extremos relativos de f. 

e) Traza la gráfica de la función. 

a) Función periódica de período 2 π . 

b) 
3

2

lim
x

+π→

sen

1 sen

x

x
= −∞

+
 y 

3

2

lim
x

−π→

sen

1 sen

x

x
= −∞

+
.  x =

2

3π
 es asíntota vertical por la izquierda y por la derecha. 

c) 
sen

0 sen 0 0
1 sen

x
x x

x
=  =  =

+
 x = π . Los puntos de corte en [0, 2 π ) son (0, 0) y ( π , 0). 

d) 
2

cos
'( ) 0

(1 sen )

x
f x

x
= = 

+
 

2
x

π= Crece en 0,
2

π 
 
 

 ∪ 3
,2

2

π π 
 

 y decrece en 
3

,
2 2

π π   
 

. Máximo
1

,
2 2

π 
 
 

 

 
 
e)

1
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Otras funciones 

12.56. (TIC) Dada la función f(x) = |x| + |x+1|: 

a) Exprésala mediante una función definida a trozos. 

b) Representa gráficamente la función. 

c) ¿Dónde se encuentran los puntos críticos de f? 

d) Halla los extremos relativos de la función. 

e) Halla el máximo y el mínimo absoluto de f. 

a) 

2 1 si 1

( ) 1 si 1 0

2 1 si 0

x x

f x x

x x

− − ≤ −
=   − < <
 + ≥

 

b)  

 

 

 

 

 

 

 

c) Los puntos críticos son las soluciones de la ecuación f'(x) = 0 más aquellos puntos del dominio donde no 
existe la derivada. Por tanto, todos los valores de x pertenecientes al intervalo [–1, 0] son puntos críticos. 

d) Todos los valores de x pertenecientes al intervalo [–1, 0] son puntos donde la función alcanza un mínimo 
relativo ya que en sus cercanías, a la derecha y a la izquierda, la función no toma valores menores. 

e) La función no posee máximo absoluto. El mínimo absoluto de la función es 1 y se alcanza en cualquiera de 
los puntos del intervalo [–1, 0]. 

 

12.57. (TIC) Dada la función ( )f x x x= +  

a) Estudia el dominio de f. 

b) Calcula los puntos de corte con los ejes. 

c) Comprueba que no tiene ninguna asíntota. 

d) Indica los puntos críticos, estudia el crecimiento y calcula los extremos relativos. 

e) Traza la gráfica de la función. 

si 0
( )

si 0

x x x
f x

x x x

 + ≥= 
+ − <

 

a) Dominio: R 

b) Puntos de corte con los ejes: (0, 0)  y  (−1,0) 

c) No tiene asíntotas. 

d) 

1
1 si 0

2'( )
1

1 si 0
2

x
xf x

x
x

 + >= 
 − <
 −

 f'(x) = 0  x = −
4

1
  e) 

Los puntos críticos son x = −
4

1
  y x = 0 (ya que no existe f'(0)). 

Crece 
1

,
4

 −∞ − 
 

∪ (0, + ∞ ) y decrece 
1

,0
4

 − 
 

 . 

Máximo:
1 1

,
4 4

 − 
 
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PROBLEMAS 

12.58. Las siguientes figuras representan las gráficas de las funciones: 

f(x) = x2 – 1           h(x) = |x2 – 1|            g(x) = (x – 1)2 – 1           j(x) = (x−1)2 

Indica cuál es la gráfica que corresponde a cada una de ellas. 

a)        b)       c)   d) 

     

 

 
 
 
 
 
    a) g(x) = (x − 1)2 − 1          b) h(x) = |x2 − 1|          c) j(x) = (x − 1)2       d) f(x) = x2 − 1 
 

12.59. Construye la gráfica de una función que cumpla todos y cada uno de los siguientes requisitos: 

I. Dominio: D(f) = (–∞, 1) ∪ (1, +∞)  v. Tiene un mínimo relativo en x = 3 2− . 

II. 
1

lim ( )
x

f x
−→

= −∞
1

lim ( )
x

f x
+→

= +∞   VI. Es creciente en el intervalo ( 3 2− , 0). 

III. lim ( ) 0
x

f x
→+∞

= lim ( ) 0
x

f x
→−∞

=   VII. Es decreciente en: (–∞, 3 2− ) ∪ (0, 1) ∪  (1, +∞). 

IV. Tiene un máximo relativo en (0, 0).  

 

 

 

 

 

 

 

 

12.60. (TIC) Dibuja la función 
2

( ) xf x e−=  obteniendo sus asíntotas y extremos relativos. Con la ayuda de 

dicha gráfica, dibuja las funciones 
2( 1)( ) xg x e− +=  y 

2( 1)( ) 1 xh x e− += + . 

 
Asíntota horizontal: y = 0 en + ∞  y en – ∞ . 
Máximo relativo: (0, 1).  

 

 

1

1

O X

Y

1

1

O

Y

f (x) = 1 + e–(x+1)2

f (x) = e–(x+1)2

f (x) = e–x 2
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12.61. Partiendo de la gráfica de y = cosx, construye las gráficas de las siguientes funciones: 

a) y = cos(x + π)        d) y =  
1

cos 2
2 2

x
π + 

 
     

b) y = 2cos x            e) y = |cos x| 

c) y = cos 2x           f) y = cos |x| 

 

 

 

 
    

a)                                                                d)                   
 
 
 
 
    
  
 
 
 
b)       e)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
c)        f)   

 

 

 

 

12.62. La función que aparece en la gráfica es del tipo  

f (x) = a + b sen(cx + d). Indica los valores de a, b, c y d.  

 
 
Se considera la gráfica de la función f(x) = senx. Si se 

comprime horizontalmente a la mitad, se traslada 
2

π
 

unidades hacia la izquierda, se dilata verticalmente al doble y, finalmente, se desplaza una unidad hacia arriba, 
se obtiene la gráfica dada. 

Por tanto, ( ) 1 2sen 2
2

f x x
π = + + 

 
 y los valores buscados son a = 1, b = 2, c = 2, d = 

2

π
.

1

1

O

Y

f (x) = cos x

1

1

O

Y

1

1

O

Y

1

1

O X

Y

1

1

O X

Y

1

1

O X

Y

1

1

O X

Y
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PARA PROFUNDIZAR 

12.63. Dibuja la gráfica de las funciones: 

a) 
2 4 4

( )
1

x x
f x

x

+ +
=

+
 c) 

8
( )

4 x
f x

e−=
+

 e) 
ln

( )
1 ln

x
f x

x
=

+
 

b) 3 2( ) 8 2f x x= −  d) ( )
x x

x x

e e
f x

e e

−

−
+

=
−

  f) ( ) sen cosf x x x=  

 
a)                                                                                           d)                               
 
 
 
 
 
     
 
 
 
 
 
 
b)                          e)    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
c)                        f)                                                                                                                     

 

 

 

 

 

 

12.64. Demuestra la igualdad algebraica: ( ) ( )3 33 3 32 2a b a ab b a b− + + = −  

Apoyándote en la igualdad anterior, demuestra que la recta 0y =  es una asíntota horizontal de la 

función 3 33 3( ) 1 1f x x x= + − − . 

a) ( ) ( )3 33 3 32 2a b a ab b− + + = 3 3 3 3 3 33 2 2 2 2 3a a b ab a b ab b a b+ + − − − = −  

b) ( )3 33 3lim 1 1
x

x x
→+∞

+ − − = ∞ − ∞ =
( ) ( )3 33 3 3 2 6 3 23 3 3

33 2 6 3 23 3

1 1 ( 1) ( 1) ( 1)
lim

( 1) 1 ( 1)x

x x x x x

x x x→+∞

+ − − + + − + −
=

+ + − + −
 

( )
0

)1(1)1(

2
lim

)1(1)1(

11
lim

3 233 63 233 233 63 23

33

=
−+−++

=
−+−++

−−+=
+∞→+∞→ xxxxxx

xx
xx

1

1

O X

Y

1

1

O X

Y

1

1

O X

Y

1

1

O X

Y

1

1

O X

Y
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12.65. De una función f(x) continua en todo R se conoce la 

gráfica de su derivada (figura adjunta). Se sabe, además, 

que f(0) = 1. Dibuja la gráfica de f(x) y encuentra su 

expresión analítica. 
 
 

si 0

( ) 1 si 0

si 0

x a x

f x x

x b x

+ >
=         =
− + <

  

Como la función debe ser continua en 0   a = b = 1 
1 si 0

( )
1 si 0

x x
f x

x x

+ ≥
 = − +   <

= |x|+1 

 

12.66. Se consideran la funciones f, periódica con período T, y g otra función cualquiera: 

a) Demuestra que ( ) ( )g f x  es una función periódica. 

b) ¿Es ( ) ( )f g x  periódica? 

c) Aplicando la propiedad indicada en el apartado a, demuestra que sen( ) xf x e=  es periódica. 

d) ¿Se puede aplicar la propiedad anterior a la función f(x) = sen(lnx)? 

a) ( ) ( ) )())(())(()( xfgxfgTxfgTxfg  ==+=+   fg   es periódica de período T. 

b) En general no. 

c) f(x) = senx es periódica de período 2π. Por el apartado a ( ) sen( ) xg f x e=  es periódica de período 2π. 

d) No. Para poder aplicarla, a la x debe afectarle directamente una función periódica. 

 

RELACIONA Y CONTESTA 

Elige la única respuesta correcta en cada caso: 

12.1.  Se conoce la gráfica de y = f(x): 

 

 

 

La gráfica de y = f(x + π ) + 2 es: 

A)  C)  

 

 

 

B)  D)  

 

 

 

E) Ninguna de las anteriores opciones es cierta. 

Se debe desplazar f(x) 2 unidades hacia arriba y π  unidades a la izquierda. La respuesta correcta es la E.  

O X

Y

1

1

π
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12.2.  La función f(x)=
2

3 1

x

x +
 

A) Es par. D) Presenta una simetría respecto del eje X. 

B) Es impar.  E) Ninguna de las anteriores respuestas es cierta. 

C) Presenta una simetría respecto del eje Y 

La respuesta correcta es la E.  
2

3

( )
( )

( )1

f xx
f x

f xx

− = ≠ −− + 
. Por lo tanto no es par ni impar y, en consecuencia, no presenta simetrías. 

 

12.3.  La representación gráfica de la función f(x) = 1 − |ln(x)| es: 

A)  B)  C)  D)  

 

 

 

 

E) Ninguna de las anteriores 

La respuesta correcta es la D. 
1 ln si ln 0 1 ln si 1

( )
1 ln si ln 0 1 ln si 1

x x x x
f x

x x x x

− ≥ − ≥ = = + < + < 
  

 
12.4. La relación entre los valores de m y n para que la función polinómica f(x)=mx3 + nx2 + mx – n tenga un 

punto de inflexión en x = 
1

3
 es: 

A) m + n = 0  C) m + 2n = 0  E) m = n = 0 
B) m − n = 0  D) m − 2n = 0  

La respuesta correcta es la A.  

2'( ) 3 2f x mx nx m= + + , 
1

''( ) 6 2 0 6 2 0 2 2 0 0
3

f x mx n m n m n m n= + =  ⋅ + =  + =  + =  

 
12.5.  El número de puntos de corte con los ejes de coordenadas de la gráfica de f(x)=ax4 + bx3 + cx2 + dx + e 

puede ser: 

A) Uno con el eje Y e infinitos con el eje X. D) Ninguno con el eje Y y dos con el eje X. 

B) Uno con el eje Y y cinco con el eje X. E) Uno con el eje Y y dos con el eje X. 

C) Ninguno con el eje Y y cuatro con el eje X. 

Al ser una función polinómica debe tener un punto con el eje Y y al ser una función polinómica de cuarto grado 
puede tener de cero a cuatro puntos de corte con el eje X. La respuesta correcta es la E. 
 

Señala, en cada caso, las respuestas correctas: 

12.6.  Dada la función f(x) = xe−x 

A) Tiene un máximo relativo en x = 1.  D) Es cóncava hacia arriba en todo su dominio. 

B) Es discontinua en x = 0.  E) Tiene una asíntota horizontal a la derecha en y = 0. 

C) Tiene una asíntota vertical en x = −2. 

Las respuestas correctas son la A y la E. 

La función es continua en todo R ya que 0xe >  para cualquier x; por tanto, no tiene asíntotas verticales. 

'( ) (1 ) 0 1x x xf x e xe x e x− − −= − = − =  =  

''( ) (1 ) ( 2)x x xf x e x e x e− − −= − − − = − , ''(1) 0f < . Por tanto tiene un máximo en x = 1. 

y = 0 es asíntota horizontal a la derecha ya que 
1

lim lim 0
x xx x

x

e e→+∞ →+∞
= = . 

La función cambia de concavidad en x = 2.  
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12.7.  Dada la función f(x) = 
ln

x

x
 

A) Tiene un mínimo relativo en x = e. 

B) Su dominio es (0  + ∞ ). 

C) Tiene una asíntota vertical.  

D) Es decreciente en todo su dominio. 

E) Cuando los valores de x se acercan a + ∞ los valores de la función se acercan cada vez más a una 

recta oblicua 

Las respuestas correctas son A y C. 
El dominio de la función es (0, 1) υ (1 + ∞ ). En x = 1 tiene una asíntota vertical ya que 

1
lim ( )
x

f x
→

= ∞ . 

2

ln 1
'( )

(ln )

x
f x

x

−= 0 ln 1x x e=  =  = , 
3

2 ln
''( )

·(ln )

x
f x

x x

−= 
2 1 1

''( ) 0f e
e e

−= = >  . 

Tiene un mínimo en x = e.La función es creciente en (e,  + ∞ ) 

No tiene asíntota oblicua ya que 
1

lim lim 0
ln lnx x

x
m

x x x→+∞ →+∞
= = = . 

 

Elige la relación correcta entre las dos afirmaciones dadas:     

12.8.  La función y = f(x) verifica que: 

a) f'(0)=0 y f`'(0)>0. b) Tiene un mínimo relativo en x = 0. 

A) a es equivalente a b  D) a y b no se pueden dar a la vez. 

B) a implica b pero b no implica a. E) Ninguna de las dos afirmaciones se puede verificar. 

C) b implica a pero a no implica b.  

Una función puede tener un mínimo en x = 0 y no ser derivable en x = 0. La respuesta correcta es la B. 
 

Señala el dato innecesario para contestar: 

12.9.  Se verifica que 
3

lim ( )
x

f x
−→

= −∞  y que 
3

lim ( )
x

f x
+→

= −∞ . Como parte de la información para dibujar la 

gráfica de la función g(x) = f(x + 4) se aportan, entre otros, los siguientes datos: 

a) La función f tiene una máximo relativo en x = 5 

b) La función  g tiene un máximo relativo en x = −2 

c) La función es cóncava hacia abajo en todos los puntos de su dominio 

d) La función g tiene una asíntota vertical en x = −1 

A) Puede eliminarse el dato a.  D) Puede eliminarse el dato d. 

B) Puede eliminarse el dato b.  E) No puede eliminarse ningún dato. 

C) Puede eliminarse el dato c. 

g tiene una asíntota vertical en x = –1:
1 1 3

lim ( ) lim ( 4) lim ( )
x x x

g x f x f x
− − −→− →− →

= + = = −∞ . La respuesta correcta es la D. 

 

Analiza si la información suministrada es suficiente para contestar la cuestión: 

12.10.  Se considera una función continua en todo R y se pretende asegurar su concavidad hacia abajo en el 
intervalo (−4,  −1). 

a) La función es cóncava hacia arriba en el intervalo (1, 4). 
b) La función es impar. Es decir, presenta una simetría respecto del origen de coordenadas. 

A) Cada afirmación es suficiente por sí sola.  D) Son necesarias las dos juntas. 
B) a es suficiente por sí sola, pero b no.  E) Hacen falta más datos. 

C) b es suficiente por sí sola, pero a no. 
 

Si la función es impar, la concavidad en x es la contraria de la concavidad en –x. La respuesta correcta es la D.
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 13  Cálculo de primitivas 
ACTIVIDADES INICIALES 

13.I. Escribe los siguientes cocientes en la forma 
( )

( )

P x

Q x
 = 

( )
( )

( )

R x
C x

Q x
+  con grad(R) < grad(Q). 

a) 
3 22 1

2

x x

x

+ −
+

  b) 
4 3 2

2 2

x x x x

x x

− + +
+ +

 

a) 
2

1

2

12 2
23

+
−=

+
−+

x
x

x

xx
           b) 

2

24
12

2 2
2

2

234

++
−++−=

++
++−

xx

x
xx

xx

xxxx
 

 

 

13.II. Halla todas las raíces reales y complejas de los siguientes polinomios y da su factorización en 
polinomios irreducibles con coeficientes reales. 

a) 5 4 3 2( ) 15P x x x x x= + − +   b) 4 2( ) 10 9Q x x x= + +  

a) )52)(3(15)( 222345 +−+=+−+= xxxxxxxxxP . Raíces: x = 0 doble, x = –3, x = 1+2i  y  x = 1 – 2i 

b) )9)(1(910)( 2224 ++=++= xxxxxQ . Raíces: x = i, x = – i, x = 3i y x = –3i 

 

 

13.III. Halla un polinomio de tercer grado con coeficientes reales sabiendo que dos de sus raíces son 1 1x =  y 

2 2 3x i= + . 

2 3 2( ) ( 1)( 2 3 )( 2 3 ) ( 1)( 4 13) 5 17 13P x x x i x i x x x x x x= − − − − + = − − + = − + − . 

 
EJERCICIOS PROPUESTOS 

13.1. Comprueba que F(x) = sen2x es una primitiva de f(x) = sen 2x y G(x) =
1

2
− cos2x, otra primitiva de f(x). 

¿En qué constante se diferencian? 

Como xxxxF 2sencossen2)(' ==  y xxG 2sen)(' = , ambas son primitas de f(x) y, por tanto, F(x) = G(x) + C  

para todo x. Para calcular la constante se toma x = 0, F(0) = 0 y G(0) =
2

1− , 0 =
2

1−  + C, luego C = 
2

1
. 

 

13.2. Calcula la derivada de las funciones f (x) = arctgx y (x) = −arctg
1

x
. Y, sin calculadora, obtén el valor de 

arctg7 + arctg
1

7
. 

2

1
( )

1
f x

x
′ =

+
,  

2

1
( )

1
g x

x
′ =

+
 

Como f(x) y g(x) tienen la misma derivada, son primitivas de la función 
21

1
)(

x
xF

+
=  y, por tanto, f(x) = g(x) + C 

y como f(1) = –g(1), entonces f(1) = –f(1) + C, por tanto, C = 2f(1) = 
2

π
. Así pues, arctg(x) + arctg

x

1
 = 

2

π
 para 

todo x. En particular, arctg7 + arctg
1

7
 = 

2

π
.
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13.3. Calcula las siguientes integrales indefinidas: 

a) ( )sen xx e x dx− +      c) ( )3 21 x dx+  

b) 3
2

1
x dx

x
 − 
                 d) 3 2x x dx  

 

a) ( )
1

1 32
1 2

sen cos cos
1 31
2

x x xx e x dx x e x C x e x C
+

− + = − − + + = − − + +
+

  

b) C
x

xCxxdx
x

x ++=+
+−

−
+

=





 − +−+

 1

4

3

12

1

1
3

1
11 3 412

1
3

1

2
3  

c) CxxCxxdxx ++=+
+

+=




 +

+

 3 5
1

3

2
3 2

5

3

1
3

2
1

1  

d) CxCxdxxdxxx +=+
+

==
+

 6 11
1

6

5
6 53 2

11

6

1
6

5
1

. 

 

 
13.4. Calcula, en cada caso, la función f (x) que verifica las condiciones dadas: 

a) f ’ (x) = cos x + x x  y f (π) = 0 

b) f ′(x) = 
2

3

1
xe

x
−

+
 y f (0) = 1 

c) f ′(x) = x – 2cos x y la gráfica de f corta a la bisectriz del 2.º cuadrante en el punto de abscisa x = π . 

 

a) ( ) )(
5

2
sencoscos 52

3

xfCxxdxxxdxxxx =++=









+=+   

Para calcular C se utiliza f ( π ) = 0, 55

5

2

5

2
sen0 π−=+π+π= CC .  

Luego 55

5

2

5

2
sen)( π−+= xxxf  

b) )()(arctg3
1

1
3

2
xfCexdxedx

x
xx =+−=−

+   

21)0(arctg3)0( 0 ==+−= CCef  

Luego: 2)(arctg3)( +−= xexxf  

c) ( ) )(sen2
2

1
cos2 2 xfCxxdxxx =+−=−  y se sabe que f( π ) = π− . 

π−π−=π−=+π−π=π 22

2

1
sen2

2

1
)( CCf  

Luego: π−π−−= 22

2

1
sen2

2

1
)( xxxf  
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13.5. Calcula las siguientes integrales indefinidas: 

a)  2

+1

+ 2 + 3

t
dt

t t
 d) 

( )


cos lnt
dt

t
  

b) 
2

21+

s

s

e
ds

e
   e)  1+

s

2s

e
ds

e
  

c) ( ) ⋅
202 +1 5x x dx     f) 

2

1- 4

x
dx

x
 

a) Cttdt
tt

t
dt

tt

t +++=
++

+=
++

+  32
322

22

32

1 2

22
 

b) ( ) Ceds
e

e
ds

e

e s
s

s

s

s

++=
+

=
+  2

2

2

2

2

1ln
2

1

1

2

2

1

1
 

c) ( ) ( ) ( ) Cxdxxxdxxx ++=⋅+=⋅+ 
212202202 1

42

5
21

2

5
51  

d) 
( )

Ctdt
t

t += )(lnsen
lncos

 

e) ( ) Ceds
e

e
ds

e

e s

s

s

s

s

+=
+

=
+  )(arctg

11 22
 

f) 
( )

( ) Cxdx
x

x
dx

x

x +=
−

=
−  2

224
arcsen

1

2

1

2
 

 
 

13.6. Halla las primitivas de las siguientes funciones: 

a) 2 4 2( ) 2 (sen )(cos )f x x x x=  

b) ( )tg 3 2x dx+  

a) Cxdxxxxdxxxxxf +−=−−==  25242242 cos
5

1
)cos5)(sen(2

5

1
))(cossen(2)(   

b) ( ) ( )
Cxdx

x

x
dxx ++−=

+
+−−=+  )23cos(ln

3

1

)23cos(

23sen3

3

1
23tg  

 

13.7. Calcula las derivadas de 2( ) tgf x x=  y 
2

1
( )

cos
g x

x
= , simplifícalas al máximo y explica qué observas. 

x

x

x
xxf

32 cos

sen2

cos

1
tg2)(' ==    

x

x
xg

3cos

sen2
)(' =  

Sus derivadas son iguales, luego son dos primitivas de 
x

x
xh

3cos

sen2
)( = . Como f(x) = g(x) + C, mirando su valor en 

x = 0, se tiene que 0 = f(0) = g(0) + C = 1 + C, 2
2

1
tg 1

cos
x

x
= − .
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13.8. Obtén las siguientes primitivas: 

a) ( )2 5 1 cosx x x dx− +  e) lnx x dx  

b) arctg x dx  f) 2(ln )x x dx  

c) arcsen x dx  g) (1 ) xx e dx−−  

d) ( )7 3 1 senx x x dx− +  h) 3 cosxe x dx  

a) ( ) +− dxxxx cos152  
 

 

f g’ 

x2 – 5x + 1 cos x 

2x – 5 sen x 

2 –cos x 

0 –sen x 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) Cxxxxx

Cxxxxxxdxxxx

+−+−−=

=+−+−−−+−=+−
cos52sen15

)sen(2)cos(52sen15cos15

2

22

 

 

 

b) dxx arctg  
 

 

f g’ 

arctg x 1 

21

1

x+
 x 

( ) Cxxxdx
x

x
xxdxx ++−=

+
−=  2

2
1ln

2

1
arctg

1
arctgarctg  

 

 

c)  dxxarcsen  
 

 

f g’ 

arcsen x 1 

21

1

x−
 x 

Cxxxdx
x

x
xxdxx +−+=

−
−=  2

2
1arcsen

1
arcsenarcsen  

 

 

d) ( ) +− dxxxx sen137  
 

 

f g’ 

x7 – 3x + 1 sen x 

7x6 – 3 –cos x 

42x5 –sen x 

210x4 cos x 

840x3 sen x 

2520x2 –cos x 

5040x –sen x 

5040 cos x 

0 sen x 

( ) ( ) ( )

( )
( )

7 7 6

5 4 3 2

7 5 3

6 4 2

3 1 sen 3 1 ( cos ) 7 3 ( sen )

42 cos 210 sen 840 ( cos ) 2520 ( sen )

5040 cos 5040sen 42 840 5043 1 cos

7 210 2520 5043 sen

x x x dx x x x x x

x x x x x x x x

x x x C x x x x x

x x x x C

− + = − + − − − − +

+ − + − − − +

+ − + = − + − + − +

+ − + − +



 

 

 

e)  dxxx ln  
 

 

f g’ 

ln x x  

x

1
 3

3

2
x  

3
3 3 3

3

2 2 2 4
ln ln · ln

3 3 3 9
2 2

ln
3 3

x
x x dx x x dx x x x C

x

x x C

= − = ⋅ − + =

 = − + 
 

 
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f)  dxxx 2)(ln  
 

 

f g’ 

(ln x)2 x 

x

xln2
 2

2

1
x  

( ) ( ) ( )

( )

2 2 22 2 2

22 2 2

1 1 1 1
ln ln ln ln ln

2 2 2 2
1 1 1

ln ln
2 2 4

x x dx x x x x dx x x x x x dx C

x x x x x C

= − = − + + =

= − + +

  
 

 

 

g)  −− dxex x)1(  
 

 

f g’ 

1– x e-x 

–1 –e-x 

0 e-x 

CxeCeexdxex xxxx +=+−−−−=− −−−− )1()1()1(  

 

 

h)  dxxe xcos3  
 

 

f g’ 

e3x cos x 

3e3x sen x 

9e3x –cos x 

3 3 3 3cos sen 3 cos 9 ( cos )x x x xe x dx e x e x e x dx= + + −   

Por tanto, 
( )

C
xsenxe

dxxe
x

x ++= 10

cos3
cos

3
3 . 

 
 

 

13.9.Calcula las siguientes primitivas previa descomposición en fracciones simples: 

 a)  2 + 5

dx

x
  b) ( ) ( ) ( ) - 1 + 3 + 5

xdx

x x x
  

c) ( ) ( )
2 - 1

- 1 - 2

x
dx

x x
  d) 

5 4

3

- 8

- 4

x + x
dx

x x
 

a) Cx
x

dx ++=
+ 52ln

2

1

52
   

b) ( )( )( ) ( ) Cxxxdx
x

dx
x

dx
xxxx

xdx ++−++−=
+

−
+

+
+

−
=

++−  5ln103ln91ln
24

1

5
12
5

3
8
3

1
24
1

531
  

 c) ( )( ) Cxxdx
x

dx
x

dx
xx

x +−+−−=
−

+
−

−=
−−

−  2ln31ln
2

3

1

1

21

12
 

 

 d) ( ) =
+

−+
−

++++=
+−
−++++=

−
−+  dx

x
dx

x
dx

x
x

xx
dx

xxx

xx
dxxxdx

xx

xx

2

3

2

52
4

23)2)(2(

8164
4

4

8 232
2

3

45

 

Cxxxx
xx ++−−++++= 2ln32ln5ln24
23

23
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13.10. Determina las siguientes primitivas: 

a)
( ) ( ) 2

- 1 - 2

dx

x x
  b)

( ) ( )
2

2

2 - 3 - 3

- 1 - 2 + 5

x x
dx

x x x
 c)  3 +1

dx

x
  d) 

3

4 2

- 6

+ 6 + 8

x
dx

x x
 

a) 
( ) ( ) ( )

Cx
x

x
x

dx

x

dx

x

dx

xx

dx +−+
−

+−−=
−

+
−

−+
−

−=
−−  2ln

1

1
1ln

21121 22
  

b) ( )( ) =
+






 −

+
+−

−+−−=
+−

−+
−

−=
+−−

−−  dx
x

dx
xx

x
xdx

xx

x
dx

x
dx

xxx

xx

1
2

1
2
1

2

1

52

22

2

3
1ln

52

23

1

1

521

332
2222

2

 

C
x

xxx +





 −++−+−−=

2

1
arctg

2

1
52ln

2

3
1ln 2   

c) =
+−

+−
+

+
=

+−+
=

+  dx
xx

x

x

dx

xxx

dx

x

dx

1
3

2

3

1

1
3

1

)1)(1(1 223
 

22

2
1 1 2 1 1 2 3ln 1 · ·
3 6 1 2 3 1

2
21
3

x
x dx dx

x x x

−= + − + =
− + −  

    +
 
 
 

   

21 1 3 2 1
ln 1 ln 1 arctg

3 6 3 3 3
x x x x C

 = + − − + + − + 
 

 

d) =
+
++

+
−−=

++
−=

++
−  dx

x

x
dx

x

x
dx

xx

x
dx

xx

x

4

32

2

3

)4)(2(

6

86

6
2222

3

24

3

 

( ) C
x

x
x

x

dx
x

dx
x

x
dx

x
dx

x

x

+





+++







−+−=

=
+








+
+

+

+







−

+
−= 

2
arctg

2

3
)4ln(

2
arctg

2

3
2ln

2

1

1
2

2

1

2

3

4

2

1
2

2

1

2

3

2

2

2

1

22

2222

 

 
13.11. Calcula las siguientes primitivas: 

a) 
1-

1+

x
dx

x
    b)  2

1+

+1

x

x

e
dx

e
  c)  3 +1

1
dx

x
 

a) 
1

1

x
dx

x

−


+ dxdttdx
x

dtxt =−=+= )1(2
2

1
;1  

( )1 2( 1)( 2)
2 6 4

1

x t t dt
dx dt t dt

t tx

− − − −= = − − −
+    =

( ) ( )2
2 6 4ln 1 6 1 4ln 1t t t C x x x C= − + − + = − + + + − + +  

b)
2

1

1

x

x

e
dx

e

+


+ dx
t

dt
dxedtet xx === ;

( )
( ) ( )

2 2 2 22

2 2

1 1 1 1 1 2 1
ln

1 1 2 1 11

1 1
ln ln 1 arctg ln 1 arctg

2 2

x

x

x x

e t t t
dx dt dt dt t dt dt

e t t t tt t

t t t C x e e C

+ + − += = + = − + =
+ + + ++

= − + + + = − + + +

     
 

c) 
3

1

1
dx

x


+ ( ) dxdttdx
x

dtxt === 2
23

3 3
3

1
;  

( )
2

3 3 32 2

3

1 3 1 3 3
3 1 3 3 3ln 1 3 3ln 1

1 1 2 21

t
dx dt t dt dt t t t C x x x C

t tx
= = − + = − + + + = − + + +

+ ++   
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13.12. Halla las primitivas siguientes:  

a) 
3 1

x
dx

x +    b)  
5x

dx
x

+
   (llama 25x

t
x

+
= ) 

a) 
3 1

x
dx

x


+  ( ) dxdtt
x

dx
dtxt === 5

56

6 6
6

;      

( )
5 3

6 4 2 7 5 3
2 23

66 6 65

6 1 6 6 6
6 1 6 6 6arctg ( )

1 1 7 5 31
6 6

2 6 6arctg ( )
7 5

x t t
dx dt t t t dt dt t t t t t C

t tx

x x x x x x C

⋅= = − + − + = − + − + + =
+ ++

= − + − + +

   
 

b) dx
x

x + 5
 (llama 25

t
x

x =+
) 

( )
2

2 2
22 2

5 5 5 1 5 10
1 ; 2

5 1

x t
t t tdt dx dx dx dt

x x x x t

+ − −  =  = + = = −  = 
  −

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 22

5 10 5 1 5 1 5 1 5 1

2 1 2 2 1 21 11

5 1 1 5 5 1 5 1
ln 1 ln 1 ln 1 ln 1

2 1 1 2 5 5
1 1

5 5
ln ( 5)

2 5

x t
dx dt dt dt dt dt

x t tt tt

x x
t t C C

t t x xx x
x x

x x
x x C

x x

+ − − −= = − + + + =
− +− +−

 
 + +   = − − + + + + + = − − + + + + + =   − + + +  − + 
 

+ += + + +
+ −

     

 

 
 

13.13. Transforma en primitivas de polinomios o cocientes de polinomios las siguientes primitivas. (No es 
necesario que las resuelvas): 

a) 5 2sen cosx x dx    b) 
4

3

sen

cos

x
dx

x   c) 
1

cos
dx

x  

a) 5 2sen cosx x dx dxxdtxt sen;cos −==  

5 2 2 2 2 2 2 2sen cos (1 cos ) cos ( sen ) (1 )x x dx x x x dx t t dt= − − − = − −    

b) 
4

3

sen

cos

x
dx

x
 21

2
;

2
tg

t

dt
dx

x
t

+
=






=  

( ) ( ) −+
=

+









+
−









+= dt
tt

t
dt

t

t

t

t

t

dx
x

x
3222

4

23

2

2

4

2

3

4

11

32

1

2

1

1

1

2

cos

sen
 

c) 
1

cos
dx

x
 21

2
;

2
tg

t

dt
dx

x
t

+
=






= ;   −

=
21

2

cos

1

t

dt
dx

x
 

 

13.14. Haz lo mismo que en el ejercicio anterior con las primitivas siguientes: 

a) 
3sen

cos

x
dx

x
   b)  4 2sen cosx x dx    c)  4tg x dx  

a) 
3sen

cos

x
dx

x
 cos ; sent x dt x dx= = ; 

( ) ( )2 23 1 cos sen 1sen 1

cos cos

x x tx
dx dx dt t dt

x x t t

− −  = = = − 
      

b) 4 2sen cosx x dx  21
;tg

t

dt
dxxt

+
== ;  

( )
4

4 2
42

sen cos
1

t
x x dx dt

t
=

+
   

c) 4tg x dx   
21

;tg
t

dt
dxxt

+
== ;   +

= dt
t

t
dxx

2

4
4

1
tg  
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13.15. Prueba el recíproco del teorema de Liouville, es decir: la derivada de ( )( ) g xf x e  con f y g funciones 

racionales, es ( )( ) g xR x e  con R función racional. 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) '( ) '( ) ( ) '( ) '( ) ( ) '( )g x g x g x g xF x f x e F x f x e f x g x e f x f x g x e=  = + = +  

Si f(x) y g(x) son funciones racionales, entonces, )(')()(')( xgxfxfxR +=  es una función racional pues la 
derivada de una función racional es racional y el producto y la suma de racionales es racional. 

 

13.16. Utilizando la no elementalidad de 
22n axx e dx⋅ , prueba que no son elementales las primitivas: 

a)  lnx dx        b)  ln

1
dx

x
      c) 

axe
dx

x
 

Indicación: pon ln x = t2 en a) y b) y x = t2 en c). 

a) dxx ln  Llamando dttedxex tt 22
2; == ;  ( )  == dtetdtteedxx ttt 222 222lnln  que no es elemental. 

b) dx
x ln

1
 Llamando dttedxex tt 22

2; == ;  ( ) dtedt
e

te
dx

x
t

t

t

 ==
2

2

2

2
ln

2

ln

1
 que no es elemental. 

c) dx
x

eax

  Llamando tdtdxtx 2;2 == ;  dtedtt
t

e at
at

 =
2

2

22  que no es  elemental. 

 
EJERCICIOS 

El concepto de primitiva de una función 

13.17. Asocia a cada función f(x) una primitiva F(x). 

( )f x  ( )F x   ( )f x  ( )F x  

26sen (2 1)cos(2 1)x x+ +  3sen(2 1)x +   )12cos()12(sen6 2 ++ xx  )12(sen3 +x  

cos(2 1)x +  
1

sen(2 1)
2

x +   )12cos( +x  )12(sen
2

1 +x  

2 36(2 1) cos(2 1)x x+ +  sen(3(2x 1))+   32 )12cos()12(6 ++ xx  3)12(sen +x  

6cos(6 3)x +  3sen (2 1)x +   )36cos(6 +x  1))sen(3(2x +  

 

13.18. Comprueba que ( ) arcsenF x x=  y ( ) arccosG x x= −  son ambas primitivas de la misma función. ¿De 

qué función se trata? ¿En qué constante difieren? 

21

1
)('

x
xF

−
=  y  

21

1
)('

x
xG

−
= , luego son ambas primitivas de 

21

1
)(

x
xf

−
= . 

Se calcula la constante en la que difieren: F(x) = G(x) + C ;  F(0) = G(0) + C 0
2 2

C C
π π

 = − +  = . 

 

13.19. Una primitiva de cierta función f(x) es 2( ) 3 1F x x x= − + . Encuentra otra primitiva de f(x) cuya gráfica 
pase por el punto A(1, 5). 

Las primitivas de f(x) son de la forma CxxxG ++−= 13)( 2 . Haciendo x = 1 se tiene 5 1 3 1 6C C= − + +  = . 

La primitiva buscada es 613)( 2 ++−= xxxG .
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La integral indefinida. Primitivas inmediatas 

13.20. Comprueba que: 

a) ( ) ( ) ( )26sen 1 cos 1 3sen 1x x dx x C+ + = + +  

b) 4

4 3
4

dx
x C

x
= +  

c) 
( )2

3

ax b ax b
ax b dx C

a

+ +
+ = +  

a) Se comprueba que, efectivamente, ( )( ) ( ) ( )1cos1sen61sen3 2 ++=
′

++ xxCx . 

b) Se comprueba que, efectivamente, ( )
4 3

4 1
4

x
Cx =

′
+ . 

c) Se comprueba que, efectivamente, 
( ) ( )

3

22 2

3 3

ax b ax b ax b
C C ax b

a a

′′   + + +  + = + = +       

. 

 

13.21. Calcula las siguientes primitivas inmediatas indicando de qué tipo son: 

a)  x dx5 3    e) 
x

dx
x

2

2

2 1- - 3

1-
  

b) 
⋅


x x

x
dx

4 - 3 2

2
    f) - xe dx  

c) 
x x x

dx
x

3 2

2

+ 3 - 5 + 7
   g) 

t
dt

t

2

2

2 +

1+
 

d) 
x x

dx
sen + cos

2
 

a) dxx 5 3 . Tipo Cx
r

dxx rr +⋅
+

=⋅ + 1

1

1
 Cxdxx += 5 85 3

8

5
 

b) dx
x

xx

 ⋅−
2

234
. Tipo  += C

a

a
dxa

x
x

ln
 Cxdxdxdx

x
x

x

xx

+−=−=⋅−  3
2ln

2
32

2

234
 

c) dx
x

xxx +−+
2

23 753
. Tipo  Cx

r
dxx rr +⋅

+
=⋅ + 1

1

1
  y  Cxdx

x
+= ln

1
 

C
x

xxxdx
x

dx
x

dxdxxdx
x

xxx +−−+=+−+=+−+  7
ln53

2

11
7

1
53

753 2
22

23

 

d) dx
xx +

2

cossen
. Tipo   += Cxdxx sencos  y  +−= Cxdxx cossen  

 ++−=+=+
Cxxdxxdxxdx

xx
sen

2

1
cos

2

1
cos

2

1
sen

2

1

2

cossen
 

e) dx
x

x −

−−
2

2

1

312
. Tipo Cxdx

x
+=

− arcsen
1

1
2

 

Cxxdx
x

dxdx
x

x +−=
−

−=
−

−−  arcsen32
1

1
32

1

312
22

2

 

f) dxe x − . Tipo ( ) ( )( )f x f xe f x dx e C′ = +  Cedxe xx +−= −−  

g) dt
t

t +
+

2

2

1

2
. Tipo Cxdx

x
+=

+ arctg
1

1
2

 Cttdt
t

dtdt
t

t ++=
+

+=
+
+  )(arctg

1

1

1

2
22

2
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13.22. (PAU) Calcula una primitiva de 
2 3x

y
x

+
= . 

++=+=+ 
−

Cxxxdxxdxxdx
x

x
6

5

2
3

3 22

1

2

32

xxxxf 6
5

2
)( 2 +=  

 

13.23. (PAU) Determina f(x) sabiendo que: 

( ) 24f x x′′′ =  (0) 2f ′′ =  (0) 1f ′ =  (0) 0f =  

xxf 24)( =′′′  entonces f″(x) = 12x2 + C , como f″(0) = 2, se deduce que C = 2. 

f″(x) = 12x2 + 2 entonces f′(x) = 4x3 + 2x + C , como f′(0) = 1, se deduce que C = 1. 

f′(x) = 4x3 + 2x + 1 entonces f(x) = x4 + x2 + x + C, como f(0) = 0, C = 0 y, por tanto, f(x) = x4 + x2 + x. 

 

13.24.  (PAU) De una función y = f(x), x > –1, se sabe que tiene por derivada 
1

a
y

x
′ =

+
 donde a es una 

constante. Determina la función si, además, se sabe que f(0) = 1 y f(1) = –1. 

)()1ln(
1

xfCxadx
x

a =++=
+ . Como f(0 ) = a · 0 + C = 1   C = 1 y como f(1) = aln 2 + 1 = –1   

2ln

2−=a  

La función es 1)1(log21
2ln

)1ln(2
)( 2 ++−=++−= x

x
xf . 

 

13.25. (PAU) Halla una función ( )F x  que verifique que 5 3( ) 2 3x F x x x′ + + =  para 0x ≠ . 

5

3
35 23

)('32)(
x

xx
xFxxxFx

−−==++′   
3

5 4 3

3 2 3 2 1
( )

4 3

x x
F x dx C

x x x x

− −= = − + + +  

 

13.26. (PAU) Halla la ecuación de una curva y = f(x), sabiendo que pasa por el punto (1, 1) y que la pendiente 
de la recta tangente en el punto de abscisa x es 3x + 1. 

Se sabe que f′(x) = 3x+1, luego Cxxxf ++= 2

2

3
)(   y como f(1) = 1, C = 

2

3−
. 

La curva tiene ecuación 
2

3

2

3
)( 2 −+= xxxf . 

 

Otras primitivas inmediatas más generales 

13.27. (PAU) De la función ( ): 1, Rf − + ∞ →  se sabe que 
( )2

3
( )

1
f x

x
′ =

+
 y que f(2) = 0. 

a) Determina f. 

b) Halla la primitiva de f cuya gráfica pasa por el punto (0, 1). 

a) 
( )

C
x

dx
x

xf +
+

−=
+

=  1

3

1

3
)(

2
,   como f(2) = 0, C = 1, 1

1

3
)( +

+
−=

x
xf  

b) Cxxdx
x

xF +++−=





 +

+
−=  1ln31

1

3
)( ,   1 = –3ln (1) + C,   C = 1 

11ln3)( +++−= xxxF  
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13.28. Observa estas dos integrales: 

i) 
x

dx = x + C
x

2
2

2
ln - 5

- 5
 ii) ( )

x
dx = x + C

x
2

2

2
ln + 5

+ 5
 

¿Por qué en la primera integral es preciso tomar el valor absoluto y en la segunda no? 

Porque x2 + 5 es siempre positivo y x2 – 5 no lo es. 

 

13.29. (TIC) Calcula estas integrales: 

a) 
x

dx
x2

5 - 3tg

cos
  c) 

x
dx

x

2ln
 e) 

x
dx

x x2

+ 2

+ 4
 

b)  x dx+ 3   d) 
x + x

dx
x 2

 f)  x xdxsen cos  

a) ( ) Cxdx
x

x +−−=− 3
2

tg35
9

2

cos

tg35
   d) 

2

2
ln

x x
dx x C

x x

+ = − +  

b) Cxdxx ++=+ 3)3(
3

2
3      e) Cxxdx

xx

x ++=
+
+ 4ln

2

1

4

2 2
2

  

c) 
( )

C
x

dx
x

x += 4

lnln
222

      f) C
x

dxxx +=⋅ 2

sen
cossen

2

 

 

13.30. (PAU) De todas las primitivas de la función 2( ) 2tg secf x x x= , halla la que pasa por el punto , 1
4

P
π 

 
 

. 

C
x

dxxxxF +==  2
2

cos

1
sectg2)(    11

4
cos

1

4 2

−==+






 π

=





 π

CCF  

( ) 1
cos

1
2

−=
x

xF  

 

13.31. (PAU) Calcula 
( )x

dx
x

2
1

.
−

  

( ) ( ) Cxx
x

dx
x

x ++−=− 15103
15

21 2
2

 

 

13.32. Calcula la primitiva de la función 2( ) 1f x x x= −  que se anula en el punto de abscisa 2x = . 

3
3

)1(
)(330,

3

)1(
1)(

3232
2 −

−
=−=+=+

−
=−= 

x
xFCCC

x
dxxxxF  

 

13.33. (PAU) Halla la función ( )F x  tal que F(0) = 2, y que sea primitiva de la función ( )
1

x

x

e
f x

e
=

+
. 

2ln2)1ln()(2ln222ln)1ln(
1

)( −++=−==+++=
+

=  xx
x

x

exFCCCedx
e

e
xF  

 

13.34. (PAU) Calcula la integral: ( )( ) ( )x x x x x dx2 220 20 10 .+ + + +  

( ) ( ) Cxx
xxx

dxxxxxx ++++
+

=+




 +++ 23

432
22 10010

43

)20(
102020  
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13.35. (PAU) Calcula ( )x xe x dx
22 3 1 4 .− + −  

( ) Cedxxe xxxx +−=− +−+− 3232 22
41  

 
Integración por partes 

13.36. (TIC) Calcula: 

a) 2xx dx  e)
1

ln
1

x
x

dx
x

+ 
 −    i) 

23 xx e dx−  

b) 
2x

x dx
  f) ( )2 2 1xx x e dx− ++   j) lnx x dx  

c) ( )arctg 1x x dx+        g) ( )ln 1x dx+   k) ( )23 lnx x dx  

d) lnx x dx  h) 
2

ln x
dx

x   l) cos(3 )xe x dx  

a) C
x

dxxdxx x
xx

x +















−=−= 

2

2ln

1

2ln
2

2ln

2

2ln

2
2    

b)
2

2 2 1
2 2

2 ln2 ln2 ln2 ln2

x x
x x

x

x dx x
x dx x dx C

− −
− −

  = = − + = − + +     
    

c) ( )
2

2 2
2 2

1 1 1 1 1 2 2
arctg 1 arctg ( 1) arctg ( 1)

2 2 1 (1 ) 2 2 2 2 2

x x
x x dx x x dx x x dx dx

x x x

− − + = + − = + − + = + + + +      

C
xxxxx ++++−+=

2

)22ln(

22

)1(arctg 22

  

d) C
xxx

dx
x

xxx
dxxx +−=−=  9

4

3

ln2

3

2

3

ln2
ln

3333

 

e)  =
−

++







−
+=

−+
+








−
+=








−
+=








−
+

dx
x

dx
x

x
xdx

xx

x

x

x
xdx

x

x
xdx

x

x
x

1

1

1

1
ln

2

1

)1)(1(1

1
ln

2

1

1

1
ln

1

1
ln

2
2

2
2  

Cx
x

x
xxxxx

x

x
x

dx
x

dx
x

x
x

x
xdx

x
x

x

x
x

++







−
+−+=+−−++








−
+=

=
+

−
−

++







−
+=

−
++








−
+=  

1

1
ln)1)(1(

2

1
1ln

2

1
1ln

2

1

1

1
ln

2

1

1
2
1

1
2
1

1

1
ln

2

1

1

1

1

1
ln

2

1

2

2
2

2

 

f)  

f g’ 

xx +2  12 +− xe  

12 +x  
12

2

1 +−− xe  

2 
12

4

1 +− xe  

0 
12

8

1 +−− xe  

( )
2

2 2 1 2 1

2 1 2

2 1 1

2 4 4

1
( 2 1)

2

x x

x

x x x
x x e dx e C

e x x C

− + − +

− +

 + ++ = − − − + = 
 

= − + + +


 

g)   

f g’ 

ln(x+1) 1 

1

1

+x
 x + 1 

( ) Cxxxdx
x

x
xxdxx +−++=

+
+−++=+  )1ln()1(

1

1
)1ln()1(1ln  
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h) C
x

x
dx

xx

x
dx

x

x ++−=+−=  1ln1lnln
22

 

i) 
( )

C
xe

dxex
x

x +
−

+=⋅
−

− 2

12
3

2
2

   

j) C
x

x
x

dx
x

x
x

x
dxxx +−=−=  4

ln
2

1
·

2
ln

2
ln

2222

 

k) ( ) ( ) ( ) =





 −−=−=  dxxxxxxdxxxxxdxxx 3424324

2
3

4

1
ln

4

1

2

1
ln

4

1
ln

2

1
ln

4

1
ln   

( ) Cxxxxx ++−= 4424

32

1
ln

8

1
ln

4

1
  

l)  

f g’ 

cos(3x) ex 

–3sen(3x) ex 

–9cos(3x) ex 

 −+−−= dxxexexedxxe xxxx ))3(cos9())3(sen3()3(cos)3(cos  

Despejando se obtiene: 

( ) Cxx
e

C
xexe

dxxe
xxx

x ++=+−−= )3(sen3)3cos(
1010

))3(sen3()3(cos
)3(cos  

 

13.37.  (TIC) Calcula realizando una tabla auxiliar con las integrales sucesivas: 

a) 6 cosx x dx   b) 7 7xx e dx  c) cosaxe bx dx   d) ( )3 2 1 xx x e dx+ +  

a)   

f g’ 

x6 cos x 

6x5 sen x 

30x4 –cos x 

120x3 –sen x 

360x2 cos x 

720x sen x 

720 –cos x 

0 –sen x 

Cxxxxxxxxdxxx +−+−++−= )72036030(sen)12020(cos6cos 246356  

b)  

f g’ 

x7 
xe7

 

7x6 
xe7

7

1
 

42x5 
xe7

27

1
 

210x4 
xe7

37

1
 

840x3 
xe7

47

1
 

2520x2 
xe7

57

1
 

5040x 
xe7

67

1
 

5040 
xe7

77

1
 

0 
xe7

87

1
 

C
xxxxxxx

edxex xx +







−+−+−+−= 765

2

4

3

3

4

2

567
777

7

720

7

720

7

360

7

120

7

30

7

6

77
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c)  

f g’ 

cos bx 
axe  

–bsen bx 
axe

a

1
 

–b2cos bx 
axe

a2

1
 

( )

2
2 2

2

2 2

1 1 1
cos cos ( sen ) ( cos )

cos sen
(Despejando)

ax ax ax ax

ax

e bx dx e bx e b bx e b bx
a a a

e a bx b bx b

a a

= − − + − =

+
= − 

 
 

( )
C

ba

bxbbxae
dxbxe

bxbe
a

bxe
a

dxbxe
a

b

ax
ax

axaxax

+
+

+=

−−=







+





22

22

2

sencos
cos

)sen(
1

cos
1

cos1

 

 

d)   

f g’ 

x3 + x2 + 1 ex 

3x2 + 2x ex 

6x + 2 ex 

6 ex 

0 ex 

( ) dxexx x ++ 123 ( ) Cxxxex +−+−= 342 23  

 

 

 

13.38. Determina las funciones : R Rf →  que satisfacen la condición de que la pendiente de la recta 

tangente en un punto genérico ( , )x y  de su gráfica viene dada por la expresión xx e . 

Cxedxexedxxexf xxxx +−=−==  )1()(  

 

 

13.39. (PAU) Sea ( ): 1, 1 Rf − →  definida por ( )2( ) ln 1f x x= − , calcula la primitiva de f cuya gráfica pasa por 

el punto (0, 1). 

( )

C
x

x
xxxdx

x
dx

x
xxx

dx
xx

dxxxdx
x

x
xxdxxxF

+
+
−−−−=

+
+

−
+−−=

=
+−

+−−=
−

−−−=−=

 
 

1

1
ln2)1ln(

1

1

1

1
2)1ln(

)1)(1(

1
22)1ln(

1

2
)1ln(1ln)(

22

2
2

2
22

 

Como pasa por (0, 1) sigue que 11)1ln( ==+− CC  y la función es 1
1

1
ln2)1ln()( 2 +

+
−−−−=

x

x
xxxxF . 

 

 

13.40. (PAU) Calcula la siguiente integral indefinida: ( )2axe x bx c dx+ +  en función de los parámetros         

a, b y c. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

C
aa

bx

a

cbxx
e

dxe
a

bxe
a

cbxxe
a

dxbxe
a

cbxxe
a

dxcbxxe

ax

axaxaxaxaxax

+







++−++=

=++−++=+−++=++ 
32

2

22
222

22

2
1

2
11

2
11

 

 
 

13.41. Basándote en el ejercicio precedente, calcula: ( )2 2 1xe x x dx− −  

Tomando en el ejercicio 40 a = 1, b = –2 y c = –1, se obtiene: 

( ) ( ) ( ) CxxeCxxxedxxxe xxx ++−=++−−−−=−− 342)22(1212 222  
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13.42. Utiliza dos veces la integración por partes para calcular la función f(x) que cumple f(0) = 1 y    
( ) cosxf x e x′ = . 

dxxexexedxxexedxxexf xxxxxx  −+=+== cossencossencoscos)(  

C
xexe

dxxexf
xx

x ++==  2

sencos
cos)( . Como ==+=

2

1
1

2

1
)0( CCf

1
( ) (cos sen )

2 2

xe
f x x x= + +  

Integración de funciones racionales 

13.43. Encuentra dos números reales A y B tales que 
2

4 5

1 1 1

x A B

x x x

−
= +

− + −
 y calcula 

2

4 5

1

x
dx

x

−
− . 

54)1()1(
111

54
2

−=++−
−

+
+

=
−
−

xxBxA
x

B

x

A

x

x
 para todo x 

En particular si se hace x = 1, se obtiene 2B = –1 y si se hace x = –1, –2A = –9
2

9
y

2

1 =−= AB . 

Luego 
1

2
1

1
2
9

1

54
2 −

−

+
+

=
−
−

xxx

x
. Así, Cxx

x

dx

x

dx
dx

x

x +−−+=
−

−
+

=
−
−  1ln

2

1
1ln

2

9

12

1

12

9

1

54
2

 

 

13.44. (PAU) Se consideran las funciones reales 3 2( ) 12 8 9 5f x x x x= − + −  y 2( ) 6 7 2g x x x= − + . Calcula la 

función  
( )

( )
( )

f x
H x dx

g x
=   que cumple H(1) = 1. 

( ) Cxxxxdx
xx

x
dxxdx

xx

xxx
dx

xg

xf
xH ++−++=

+−
−++=

+−
−+−==  276ln

276

712
)12(

276

59812

)(

)(
)( 22

22

23

 

Como H(1) = 1 1 + 1+ ln1 + C = 1, por tanto, C = –1, y la función es ( ) 1276ln)( 22 −+−++= xxxxxH . 
 

13.45. (TIC) Las siguientes integrales dan lugar a funciones tipo arco tangente. Para resolverlas, primero 

debes transformar las fracciones en otras de la forma: 
( )2

1

a

ax b+ +
, cuya integral es ya inmediata: 

( )
( )2 arctg

1

a
dx ax b C

ax b
= + +

+ +  

a)
2

2

1
dx

x+   c)
2

1

4 5
dx

x x− +   e) 
( )2

1

4 3
dx

x+ −  

b)
2

1

9
dx

x+   d) 
2

1

1 2
dx

x+   f) 
2

2

10 41
dx

x x+ +  

a) Cxdx
x

+=
+ arctg2

1

2
2

 

b) C
x

dx
x

dx
x

+





=







+

=
+  3

arctg
3

1

3
1

3
1

3

1

9

1
22

 

c) 
( )

Cxdx
x

dx
xx

+−=
+−

=
+−  )2(arctg

12

1

54

1
22

 

d) ( ) ( ) Cxdx
x

dx
x

+=
+

=
+  2arctg

2

1

21

2

2

1

21

1
22

 

e) 
( )

C
x

dx
x

dx
x

+





 −=







 −+

=
−+  2

3
arctg

2

1

2
3

1

2
1

2

1

34

1
22

 

f) C
x

dx
x

dx
x

dx
xx

+





 +=

+





 +

=
++

=
++  4

5
arctg

2

1

1
4

5
4
1

2

1

16)5(

2

4110

2
222
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13.46. (TIC) Calcula estas integrales correspondientes a los 6 casos posibles de funciones racionales: 

a) 
3

5
dx

x +  e) 
2

2 1

3 2

x
dx

x x

+
− +   i) 

2

1

4
dx

x +  

b) 
2 7

dx

x −  f) 
2

1

4
dx

x −   j) 
4 2

1

3 2
dx

x x+ +  

c) 
2

1

2 3
dx

x x+ +  g) 
2

3 2

3 23

4 3 18

x x
dx

x x x

− + +
+ − −   k) 

( )
3 2

22

3 2

2

x x x
dx

x

+ + +

+
   

d) 
2 4 7

x
dx

x x+ +  h) 
3 2

5

1

x
dx

x x x

+
− − +   l) 

( ) ( )
4 3 2

22

3 2 9 3 5

1 1

x x x x
dx

x x

− + − +

− +
  

 
Caso 1. De 1.er grado (solo una raíz real) 

a) Cxdx
x

++=
+ 5ln3

5

3
     

b) Cx
x

dx +−=
− 72ln

2

1

72
 

Caso 2. De 2.º grado sin raíces reales 

c) 
( ) 







 +=








 ++

=

+






 +
=

++
=

++  2

1
arctg

2

2

2

1
1

2

1

2

2

1
2

1

2
1

21

1

32

1
2222

x
dx

x
dx

x
dx

x
dx

xx
  

d) 
( )

( )2
2 22 2

1 2 4 1 1 2 1 1
2 ln 4 7 ·

4 7 2 4 7 22 3 3 3 2
1

3

x x
dx dx dx x x dx

x x x x x x

+= − = + + − =
+ + + + + + +  + 

 

     

( ) C
x

xx +






 +−++=
3

2
arctg

3

2
74ln

2

1 2  

Caso 3. Solo raíces reales distintas 

e) Cxxdx
x

dx
x

dx
xx

x +−+−−=
−

+
−

−=
+−

+  2ln51ln3
2

5

1

3

23

12
2

  

f) Cxxdx
x

dx
x

dx
x

+−++−=
−

+
+

−
=

−  2ln
4

1
2ln

4

1

2
4
1

2
4
1

4

1
2

 

Caso 4. Solo raíces reales, algunas iguales 

g) 
( )

Cx
x

xdx
x

dx
x

dx
x

dx
xxx

xx +−+
+

++−=
−

+
+
−+

+
−=

−−+
++−  2ln

3

1
3ln2

2

1

3

1

3

2

1834

233
223

2

  

h) 
( )

C
x

xxdx
x

dx
x

dx
x

dx
xxx

x +
−

−−−+=
−

+
−

−+
+

=
+−−

+  1

3
1ln1ln

1

3

1

1

1

1

1

5
223

 

Caso 5. Algunas raíces complejas distintas 

 i) 
2 22

1
1 1 1 1 12 arctg

4 4 2 2 2
1 1

2 2

x
dx dx dx C

x x x

 = = = + +     + +   
   

    

j) C
x

xdx
x

xdx
x

dx
x

dx
xx

+






−=

+







−=

+
−+

+
=

++   2
arctg

2

1
)(arctg

1
2

2

1

2

1
)(arctg

2

1

1

1

23

1
22224

 

Caso 6. Algunas raíces complejas repetidas 

k) 
( ) ( ) ( )

3 2

2 2 2 22 22 2 2

3 2 1 1 2 1 1 1 1 2
·

2 2 2 22 22 2 2
1

2

x x x x x x x
dx dx dx dx dx dx

x x xx x x

+ + + += + = + + =
+ +  + + ++ 

 

       

( ) C
x

x
x +

+
−







++=
)2(2

1

2
arctg

2

1
2ln

2

1
2

2  

l) 
( )( ) ( ) C

x
xxdx

x

x
dx

x
dx

x
dx

xx

xxxx +
+

−−−=
+

+
+

−
−

=
+−

+−+−   )1(2

1
arctg21ln3

1

2

2

1

1

1
2

1

1
3

11

53923
222222

234
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13.47. (TIC) Calcula las siguientes integrales: 

a) 
2

2

1
dx

x −  c) 
2 2 1

x
dx

x x+ +  e) 
3

2 1

x
dx

x x+ +   

b)
2

2

2

9

x
dx

x−  d) 
2 6

dx

x x+ −  f) 
2 2 3

x
dx

x x+ −  

 

a) Cxxdx
x

dx
x

dx
x

++−−=
+

−+
−

=
−  1ln1ln

1

1

1

1

1

2
2

   

b) =
−

−+
+

+−=
+−

+−=
−

+−−=
−  dx

x
dx

x
xdx

xx
dxdx

x

x
dx

x

x

3

3

3

3
2

)3)(3(

18
2

9

18)9(2

9

2
2

2

2

2

 

Cxxx +−−++−= 3ln33ln32    

c) C
x

xdx
x

dx
x

dx
xx

x +
+

++=
+
−+

+
=

++  1

1
1ln

)1(

1

1

1

12 22
  

d) Cxxdx
x

dx
xxx

dx ++−−=
+

−
+

−
=

−+  3ln
5

1
2ln

5

1

3
5
1

2
5
1

62
 

e)  =

+























 +

+−=
+






 +

+−=
++

+−=
++

dx

x

xx

x

dx
xx

xx

dx
dxxdx

xx

x

1
3

2
1

2

3

2

3

2

2

1

4
3

2
12

1

1
)1(

1 2
2

2
2

22

3

  

C
x

xx +






 ++−=
3

12
arctg

3

2

2

1 2  

 f) Cxx
xx

dx
xx

x +−++=
−

+
+

=
−+  1ln

4

1
3ln

4

3

1
4
1

3
4
3

322
 

 

Integración por cambio de variable 

13.48. Calcula las siguientes primitivas realizando el cambio de variable que se indica: 

a) 
4 1

x
dx

x +       2x t=  b) 
2 1 4 2

dx

x x− + −    22 1x t− =  

a)  +
dx

x

x

14
,  == dtdxxtx 2;2  CxCtdt

t
dx

x

x +=+=
+

=
+  )(arctg

2

1
arctg

2

1

1

1

2

1

1

2

2

1 2
24

 

b)  −+− 2412 xx

dx
,  dttdxtx 22;12 2 ==−  

( ) CxCt
t

dt

tt

dtt

xx

dx

xx

dx +−+=++=
+

=
+

=
−+−

=
−+−  1221ln

2

1
21ln

2

1

21

2

2

1

2

2

2

1

)12(212

2

2

1

2412 2
 

 

13.49. (PAU) Calcula la siguiente primitiva: sen(ln )x dx . 

Se hace  dtedxex tt ==  

( )
( )

C
xxx

dxxdxxxxxx

dttetetedttetedttedxx tttttt

+−=−−=

=−−=−==



2

)(lncos)(lnsen
)(lnsen)(lnsen)cos(ln)(lnsen

sencossencossensenlnsen
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13.50. (PAU) Sea la integral ( )2 senx xe e dx . 

a) Intégrala mediante el cambio t = ex. 

b) Calcula la constante de integración para que la función integral pase por el origen de coordenadas. 

a) dxedtet xx == ;  

( ) CeeeCtttdttttdtttdxee xxxxx ++−=++−=−−−==  )(sen)cos(sencoscoscossensen2  

b) )1(sen)1(cos)(sen)(cos0 000 −=++−= CCeee  

 
13.51. (TIC) Calcula las siguientes primitivas: 

a) 
2

1
dx

x+   e) 
dt

a bt−   i) 
2

1 4

x

x
dx

−
  

b) 
4 5 16

1 16

x x

x
dx

+ ⋅
+   f) 

2sec

2 3tg
d

α
α

+ α   j) 
2

arcsen

1

x x
dx

x−
  

c) 
1

x x
dx

e e−+   g) 
1

1

x
dx

x

+
+   k) 

25 2 ln

3

x x
dx

x

+ +
  

d) 
3

1
dx

x x+   h) 
5

31

x
dx

x+
   l) 

( )2

a x
dx

x

+
  

a)  +
dx

x1

2
,   dtdx

x
tx ==

2

1
;  

( ) CxxCttdt
t

dt
t

t
dt

t

t
dx

x
++−=++−=

+
−

+
+=

+
=

+  1ln441ln44
1

1
4

1

)1(4

1

4

1

2
 

b)  +
⋅+

dx
x

xx

161

1654
, dtdxt xx == )4ln(4;4  

( )
CCtt

dt
t

dt
t

t
dt

t

t
dxdx

xx

x

xx

x

xx

+++=+++=

=
+

+
+

=
+
+=

+

⋅+=
+

⋅+ 
)4(arctg

)4ln(

1
)161ln(

)4ln(2

5
arctg

)4ln(

1
)1ln(

)4ln(2

5

1

1

)4ln(

1

1

2

)4ln(2

5

1

51

)4ln(

1

41

)451(4)4ln(

)4ln(

1

161

1654

2

2222

 

c)  −+
dx

ee xx

1
,  == dtdxete xx ; CeCtdt

t
dt

t
t

t
dx

ee
x

xx
+=+=

+
=







 +

=
+  − )(arctgarctg

1

1
1

11
2

 

d)  +
dx

xx 3

1
 ,  dttdxtx 56 6; ==  

( )
( ) Cxxxx

Ctttt
t

dt
dtttdt

t

t
dt

tt

t
dx

xx

++−+−=

=++−+−=
+

−++−=
+

=
+

=
+ 

1ln6632

1ln6632
1

6
666

1

661

663

232
3

23

5

3  

e)  − bta

dt
,  

−
−=−= dt

bta

b
dxbtax

2
; C

b

bta
Cx

b
dx

bbta

dt +−−=+−=−=
−  222

 

f) α
α+

α d
tg32

sec2

,  

Ct
t

dt
ddddtt +α+=+=

+
=α

α+
α

αα=α
α

=α=  tg32ln
3

1
32ln

3

1

32tg32

sec
sec

cos

1
;tg

2
2

2
  

g)  +
+

dx
x

x

1

1
,  

1
;

2
x t dx dt

x
= = 

( ) ( ) =
+

−++−=
+
+=

+
+  dt

t
dtttdt

t

tt
dx

x

x

1

4
422

1

12

1

1 2
2

 

= ( ) CxxxxxCtttt ++−+−=++−+− 1ln44
3

2
1ln44

3

2 23  
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h)  +
dx

x

x
3

5

1
,  dttdxxtx 23;1 223 ==+  

( ) ( ) ( ) ( )
C

xx
Cttdttdt

t

tt
dx

x

xx
dx

x

x +−+=+−=−=−=
+

−+=
+  9

212

3

2

9

2
1

3

221

3

1

1

31)1(

3

1

1

33
32

2

3

23

3

5

 

i)  −
dx

x

x

41

2
,  

dtdxt xx == )2ln(2;2 CCtdt
t

dx x

x

x

+=+=
−

=
−  )2(arcsen

)2ln(

1
)(arcsen

)2ln(

1

1

1

)2ln(

1

41

2
2

 

j)  −
dx

x

xx
21

arcsen
,  dx

x
dtxt

21

1
;arcsen

−
==  

2

2

arcsen
sen cos cos cos sen 1 arcsen

1

x x
dx t t dt t t t dt t t t C x x x C

x
= = − + = − + + = − − + +

−    

k) Para resolver la tercera integral se hace el cambio:  dtdx
x

tx == 1
;ln  

( ) Cxxxdttxxdx
x

x
dxxdx

x
dx

x

xx +++=++=++=++  222
2

ln
6

1

3

1
ln

3

5

3

1

3

1
ln

3

5ln

3

1

3

21

3

5

3

ln25
 

l)
( )

dx
x

xa +
2

, dtdx
x

tx ==
2

1
;      

( ) ( ) ( ) ( ) CxaCtadttadx
x

xa ++=++=+=+ 
332

2

3

2

3

2
2  

 

13.52. (PAU) Calcula ( )( )2ln 1 xx x e dx−+ + . 

( )( ) ( )

( )

2 2

2 2

1
ln 1 ln 1 ln

2
1

(1 ) ln(1 ) 1 ( 1)
2

x x x x

x

x x e dx x x dx xe dx t dt xe e dx

x x e x C

− − − −

−

+ + = + + = − + =

= + + − − + +

    
 

 

13.53. (PAU) Utilizando el cambio de variable t = ex, calcula 
xx ee dx+ . 

== dxedtet xx; CeCedtedxeedxe
xxx ettexex +=+===  +  

 

13.54. (PAU) Calcula 3sec x dx . Indicación: realiza el cambio sen x t=  para obtener una función racional. 

dtdxxtx == cos;sen  

( ) ( ) ( )

C
x

x
x

xC
t

t
t

t

dt
t

dt
t

dt
t

dt
t

dt
t

dx
x

x
dxx

+
−

−−−
+

−+=+
−

−−−
+

−+=

=
−

+
−

−
+

+
+

+
=

−
== 

1sen

1

4

1
1senln

4

1

1sen

1

4

1
1senln

4

1

1

1

4

1
1ln

4

1

1

1

4

1
1ln

4

1

1
4
1

1
4
1

1
4
1

1
4
1

1

1

cos

cos
sec

22224
3

 

 

13.55. (PAU) Calcula 
2 2

dx

x −
 . Indicación: Realiza el cambio 2 2x x t− − = . 

dx
x

xx
dx

x

x
dttxx

2

2
1

2
;2

2

2

2

2

−

−−=









−

−
==−−  

Cxxtdt
t

dx
x

xx

xx
dx

xx

xx

xx

dx +−−−=−=
−

=
−

−−

−−
=

−−

−−

−
=

−  2lnln
1

2

2
·

2

1

2

2
·

2

1

2

2

2

2

22

2

22
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Integración de funciones trigonométricas 

13.56. (PAU) Dada la función 3( ) cos cosf x x x= − . 

a) Halla su integral indefinida. 

b) ¿Cuál es la primitiva de f(x) que pasa por , 0
2

π 
 
 

? 

a) Se hace el cambio dtdxxtx == cos;sen . 

( ) C
x

tdttdxxxdxxx +===−=−  3

sen

3

1
)cos1(coscoscos

3
3223  

b) 
3

1
0

3
2

sen3

−==+






 π

CC    

Luego la primitiva buscada es 
3

1sen
)(

3 −= x
xF . 

 

 

13.57. (TIC) Calcula estas cuatro integrales: 

a) 2sen x dx   

b) 3sen x dx   

c) 2cos x dx    

d) 3cos x dx  

a) dxx 2sen  Se hace por partes: 

dxxxxxdxxxxdxxxxdxx  −+−=−+−=+−= 2222 sencossen)sen1(cossencoscossensen  

Despejando, se obtiene: C
xxx

dxx +−= 2

cossen
sen2  

b) Haciendo el cambio: dtdxxtx =−= sen;cos  

CxxCttdttdxxxdxxxdxx +−=+−=−−=−==  coscos
3

1

3

1
)1(sen)cos1(sensensen 332223  

c) dxx 2cos    Usando el ejercicio anterior, se  tiene que: 

C
xxx

dxxxdxxdxx ++=−=−=  2

cossen
sen)sen1(cos 222  

d) Haciendo el cambio: dtdxxtx == cos;sen  

CxxCttdttdxxxdxxxdxx +−=+−=−=−==  332223 sen
3

1
sen

3

1
)1(cos)sen1(coscoscos  
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13.58. (TIC) Calcula las siguientes integrales: 

a) 2(2sen 3cos )x x dx−  c) 
3

2

cos

sen

x
dx

x  

b) 5 2cos senx x dx  d) 
3

cos

sen

x
dx

x  

a) Cxxxxdxxdxxdxxx +−−=−=−  sen3cossencos3sen2)cos3sen2( 22     (Ver 57a) 

b)  dxxx 25 sencos  Se hace el cambio: dtdxxtx == cos;sen  

( )
CxxxCttt

dttttdtttdxxxxdxxxxdxxx

++−=++−=

=+−=−=−== 
357357

2462222222425

sen
3

1
sen

5

2
sen

7

1

3

1

5

2

7

1

)2()1(cossensen1cossencossencos
 

b)  dx
x

x
2

3

sen

cos
  Se hace el cambio: dtdxxtx == cos;sen  

3 2 2

2 2 2 2

cos (1 sen ) 1 1 1 1
cos sen

sen sen sen

x x t
dx x dx dt dt dt t C x C

x x t t t x

− −= = = − = − − + = − − +      

d)  dx
x

x
3sen

cos
     tx =gcot ;  dtdx

x
=−

2sen

1
 

C
x

C
t

dttdx
xx

x
dx

x

x +−=+−=−==  2

gcot

2sen

1
·

sen

cos

sen

cos 22

23
 

 

 

13.59. (TIC) Calcula estas dos integrales haciendo el cambio tg
2

x
t= : 

a)  dx
x

1

2 + cos
  

b)  dx
x

1

2 + sen
 

Como dtdx
x =⋅





 +

2

1

2
tg1 2 ,  

21

2

t

dt
dx

+
=   y  

2

2

1

1
cos

t

t
x

+
−=   y  

21

2
sen

t

t
x

+
=  

a)
22 22

2

1 x
tg

1 1 2 2 2 2 2 23· arctg arctg
2 cos 1 31 3 3 3 3 32 1

1 3

t
dx dt dt C

x t tt t
t

  
      = = = = = + + + + −    + +     +     

     

b) =
+






 +

=
++

=
+








+
+

=
+ 

4
3

2
111

2
·

1

2
2

1

sen2

1
222

2 t

dt

tt

dt
dt

t
t

t
dx

x
 

C

x

C
t

t

dt
+

















 +







=+























 +

=

+























 +

=  3

1
2

tg2
arctg

3

2

3

2
1

2
arctg

3

2

1
3

2
1

2

3

2

3

2
2
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13.60. (TIC) Consulta las fórmulas de las sumas y restas de senos y cosenos y empléalas para calcular estas 
integrales: 

a) ( ) ( )cos 5 3 sen 3 1x x dx− ⋅ −  c) ( ) ( )sen 2 1 sen 3 5x x dx+ ⋅ +  

b) ( ) ( )cos 2 6 cos 4 2x x dx+ ⋅ −   d) ( ) ( )sen 2 1 cos 3 5x x dx+ ⋅ +  

a) ( ) ( ) −⋅− dxxx 13sen35cos   

Se usan: ba
baba

sensen
2

cos
2

sen2 −=





 +







 −

  




−=−−−=
−=−+−=

22)13()35(

48)13()35(

xxxb

xxxa
 

( ) ( ) C
xx

dxxdxxdxxx +−+−−=−−−=−⋅−  4

)22cos(

16

)48cos(
)22(sen

2

1
)48(sen

2

1
13sen35cos  

b) ( ) ( ) −⋅+ dxxx 24cos62cos  

Se usan: ba
baba

coscos
2

cos
2

cos2 +=





 +







 −

  




−=
+=

82

46

xb

xa
 

( ) ( ) C
xx

dxxdxxdxxx +−++=−++=−⋅+  4

)82(sen

12

)46(sen
)82cos(

2

1
)46cos(

2

1
24cos62cos  

c) ( ) ( ) +⋅+ dxxx 53sen12sen  

Se usan: ab
baba

coscos
2

sen
2

sen2 −=





 +







 −

  




+=
+=
4

65

xb

xa
 

( ) ( ) C
xx

dxxdxxdxxx ++−+=+−+=+⋅+  10

)65(sen

2

)4(sen
)65cos(

2

1
)4cos(

2

1
53sen12sen  

d) ( ) ( ) +⋅+ dxxx 53cos12sen  

Se usan:  ba
baba

sensen
2

cos
2

sen2 −=





 +







 −

  




+=
+=
4

65

xb

xa
 

( ) ( ) C
xx

dxxdxxdxxx ++++−=+−+=+⋅+  2

)4(cos

10

)65(cos
)4(sen

2

1
)65(sen

2

1
53cos12sen  

 

 
Integrales no elementales 

13.61. Partiendo de que 
ax

n

e
dx

x , 0a ≠ , Nn ∈  no es elemental, demuestra que las siguientes integrales no 

son elementales. 

a) 
ln

dx

x    b) 
xee dx  c)  ln(ln )x dx  

a)  x

dx

ln
   Se hace el cambio: dxdtexe tt == ;    = dt

t

e

x

dx t

ln
 

b) dxe
xe     Se hace el cambio: dxedtet xx == ;    dt

t

e
dxe

e

e
dxe

t
x

x

e
e

x
x

 ==  

c)  dxx)ln(ln    Se hace el cambio: dxdtexe tt == ;     ln(ln ) ln tx dx t e dt= ⋅   

Ahora, integrando por partes, se tiene ln(ln ) ln ln
t

t t e
x dx t e dt t e dt

t
= ⋅ = ⋅ −    
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13.62. Utilizando la tabla de integración por partes demuestra que 
xe

dx
x  no es elemental. 

Se calcula dx
x

ex

  por partes: 

Si se toma 
x

xf
1

)( =  y xexg =)('  , se tiene: 

 

 

 

 

 

 

 

Si se toma xexf =)(  y 
x

xg
1

)(' =  , se tiene:  

 

 

 

 

 

Se observa que tanto de una forma como de la otra se llega a sumas de infinitos sumandos y, por tanto, la 
integral no es elemental. 

 
Actividades de síntesis 

13.63. (TIC) Utiliza el método que creas más adecuado para resolver estas integrales: 

a) lnax x dx  f) 2ln 1x x dx+  k) 
2

2

x xe e
dx

− −
 
 
  o) 

( )3
1 x

dx
x

+
  

b) cosxe x dx  g) ( )2 n
x ax b dx+  l) 

2

3 2 2

x
dx

x x x+ −  p) 
( )ln 1

1

x
dx

x

+
+  

c) 3x x dx−  h) 
2cos

dx
x

π
π  m) 2 9x x dx−  q) ( )3sen 3 cos3xe x dx  

d) 
3

ln x
dx

x  i) 
3

1

1

x
dx

x

−
+  n) 

3 2

3x
dx

x x x

−
+ +  r) 

1

5 2 3

3

x x

x
dx−

⋅ +
  

e) 
4

4

1
dx

x −     j) 
2

sen

1 tg

x
dx

x+  ñ) 
( ) ( )

2

2 2

3 2

1 2

x x
dx

x x

+ −
+ +  s) 

2

2 5

1

x
dx

x x

+
+ +  

a)  dxxxa ln ,  

Si a ≠ −1, se llama f (x) = ln x, g ′(x) = xa. 

 dxxxa ln = 
1

1

+a
xa+1 ln x − 

1

1

+a  + dx
x

xa 11 = 
1

1

+a
xa+1 ln x − 

1

1

+a
 · 

1

1

+a
 xa+1 = 

1

1

+a
 xa+1 








+
−

1

1
ln

a
x + C 

Si a = −1,  dxxxa ln =  dx
x

xln = 
2

1
(ln x)2 + C 

b)  dxxex cos , Se procede haciendo la tabla de f y g ′: 
 

f g ′ 
ex cos x 

ex sen x 

ex −cos x 

 dxxex cos  = ex sen x − ex (−cos x) −  dxxex cos , por lo que  

 dxxex cos = 
2

1
ex (sen x + cos x) + C 

f g’ 

x

1
 ex 

2

1

x
−  

ex 

3

2

x

 
ex 

f g’ 

ex 

x

1
 

ex ln x 

ex x(ln x – 1) 
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c)  − dxxx 3   Haciendo x − 3 = t2  y  dx = 2t dt, se tiene:  

 − dxxx 3 =  ⋅+ dtttt 2)3( 2 = 







+ 3

5

5
2 t

t
 = 

5

2 5)3( −x + 2 3)3( −x  + C 

d) dx
x

x 3

ln
  Se denomina ln x = f (x) y 

3

1

x
 = g ′(x) 

Así pues, dx
x

x 3

ln = –
2

1
ln x

2

1

x
+  ⋅ dx

xx 2

11

2

1 = −
2

1
ln x 

2

1

x
 − 

4

1
·

2

1

x
 + C 

e) 
1

4
4 −x

=
)1)(1)(1(

4
2 −++ xxx

=
12 +

+
x

BAx +
1+x

C +
1−x

D = 
1

)1)(1()1)(1()1)((
4

222

−
+++−++−+

x

xxDxxCxBAx
 

De la igualdad 4 = (Ax + B) (x2 − 1) + C (x2 + 1) (x − 1) + D (x2 + 1) (x + 1), haciendo x = 1, es 4 = 4D, con        
x = −1, es 4 = −4C, con x = 0, es 4 = −B − C + D y con x = 2, es 4 = 6A + 3B + 5C + 15D. 

Así pues, D = 1, C = −1, B = −2 y A = 0, por lo que la integral pedida es:  

 −
dx

x 1

4
4

 = −2 arctg x − ln |x + 1| + ln |x − 1| + K 

f) dxxx + 21ln  x ln 21 x+  = 
2

1
x ln (1 + x2), por lo que se puede resolver dxxx + )1ln( 2 que haciendo     

1 + x2 = t  y  2x dx = dt  se transforma en 
1

ln
2

t dt  = 
2

1
(t ln t − t). 

Así que la integral pedida es: dxxx + 21ln  = 
4

1
(1 + x2) ( )1)1ln( 2 −+ x  + C 

g) dxbaxx n + )( 2  

Si n = −1, es: dx
bax

x +2
 = 

a2

1
ln |ax2 + b| + C 

Si n ≠ −1, poniendo ax2 + b = t  y  2ax dx = dt, se tiene que:  

dxbaxx n + )( 2 =  
a2

1  dtt n  = 
)1(2

1

+na
(ax2 + b)n+1 + C 

h)
2cos

dx

x

π
π  = tg ( xπ ) + C 

i) dx
x

x
 +

−

1

1
3

  Haciendo x = t6  y  dx = 6t5 dt, se tiene que resolver 6  +
−

1

1
2

3

t

t
 · t5 dt  

Como t8 − t5 = (t2 + 1) (t6 − t4 − t3 + t2 + t − 1) + (1 − t), la integral pedida es: 

6  −++−− dtttttt )1( 2346 + 6 dt
t

t +
−

1

1
2

= 

= 6 





 −++−− 66 26 36 46 56 7

2

1

3

1

4

1

5

1

7

1
xxxxxx + 6 arctg 6 x  − 3 ln 





 + 16 2x + C 

j)  +
dx

x

x
2tg1

sen = dxxx 2cossen = −
3

1
cos3x + C 

k) dx
ee xx

 






 − − 2

2
; 

2

2 






 − −xx ee
 = 

4

1
(e2x + e−2x − 2)  Así pues, dx

ee xx

 






 − − 2

2
 = 






 −− − xee xx 2

2

1

2

1

4

1 22 + C 

l)  −+ xxx

dxx

223

2

:  
xxx

x

223

2

−+
 = 

22 −+ xx

x
 = 

)1)(2( −+ xx

x
 = 

2+x

A + 
1−x

B =
)1)(2(

)2()1(

−+
++−

xx

xBxA
 

Como x = A(x − 1) + B (x + 2) A = 
3

2
, B = 

3

1
, por lo que:  −+ xxx

dxx

223

2

= 
3

2
ln |x + 2| + 

3

1
ln |x − 1| + C 

m)  − dxxx 92     Haciendo: x2 − 9 = t y 2x dx = dt 

 − dxxx 92  =  dtt
2

1
 = = 

2

1
 · 

3

2 3t = 32 )9(
3

1 −x + C 
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n) dx
xxx

x ++
−

23

3
;    

xxx

x

++
−

23

3
 = 

)1(

3
2 ++

−
xxx

x
 = 

x

A
 + 

12 ++
+
xx

CBx
  = 

xxx

CBxxxxA

++
++++

23

2 )()1(
 

 De la igualdad x − 3 = A (x2 + x + 1) + x (Bx + C), haciendo x = 0, es −3 = A; con x = 1, es −2 = 3A + B + C y con 
x = −1, resulta −4 = A + B − C. Así pues, A = −3, B = 3 y C = 4, por lo que: 

dx
xxx

x ++
−

23

3 = −3 ln |x| + ( ) dx
x

x
++

+

4
3

2
1

43
2

y esta última integral se resuelve poniendo:  

dx
xx

x ++
+

1

43
2

 = 
2

3
dx

xx

x

 ++

+

1
3
82

2
 = 

2

3
dx

xx

x

 ++

++

1
3
512

2
 = 

2

3
ln (x2 + x + 1) + 

2

5

( ) dx
x


++

4
3

2
1

1
2

 y, 

finalmente, ( ) dx
x


++

4
3

2
1

1
2

= 
3

4
dx

x
















 +
+

2

2
3
2
1

1

1 = dx
x









 ++
2

3
121

3
2

3

2 = 
3

2
arctg 







 +
3

12x
 

Así pues, dx
xxx

x ++
−

23

3 = −3 ln |x| + 
2

3
ln (x2 + x + 1) + 

3

5
arctg 







 +
3

12x + K 

ñ) dx
xx

xx ++
−+

22

2

)2()1(

23
     

22

2

)2()1(

23

++
−+

xx

xx
 = 

1+x

A
 + 

2)1( +x

B
 + 

2+x

C
 + 

2)2( +x

D
 = 

22

2222

)2()1(

)1()2()1()2()2)(1(

++
+++++++++

xx

xDxxCxBxxA
 

De la igualdad x2 + 3x − 2 = A (x + 1)(x + 2)2 + B (x + 2)2 + C (x + 1)2 (x + 2) + D (x + 1)2,  haciendo x = −1, −4 = B, 
con  x = −2, es −4 = D, si x = 0, es −2 = 4A + 4B + 2C + D y si x = 1 es 2 = 18A + 9B + 12C + 4D, así que B = −4, 
D = −4, 4A + 2C = 18; 18A + 12C = 54, por lo que A = 9, C = −9 y la integral pedida es: 

dx
xx

xx ++
−+

22

2

)2()1(

23 = 9 ln |x + 1| + 
1

4

+x
 − 9 ln |x + 2| + 

2

4

+x
+ K 

o) dx
x

x + 3)1(
      

x

x 3)1( +
 = 2

1−
x  + 2

1

3x  + 2
3

3x  + 2
5

x , así que dx
x

x + 3)1(
 = 2 x  + 2 3x + 

5

6 5x + 
7

2 7x  + C 

p) dx
x

x +
+

1

)1ln(
  Poniendo 1+x  = t y 

12

1

+x
dx = dt, se tiene que:  

dx
x

x +
+

1

)1ln( = 2  dtt 2ln  = 4 (t ln t − t) = 4 1+x ( )11ln −+x + C 

q) ( ) dxxe x 3cos33sen  Haciendo esen 3x = t  y  esen 3x · 3 cos 3x dx = dt, se tiene que: 

( )sen3 3 cos3xe x dx = 
3

1  dtt2 = 3

9

1
t  = 

9

1
 (esen 3x)3 + C 

r)  −
+⋅

dx
x

xx

13

325
 Operando: 

13

325
−
+⋅

x

xx

 = 15 
x









3

2 + 3 

Así pues  −
+⋅

dx
x

xx

13

325
 = 15 dx

x

 







3

2 + 3x = 
x









3

2

3
2ln

15 + 3x + C 

s)  ++
+

dx
xx

x

1

52
2

    Como 
1

52
2 ++

+
xx

x
 = 

1

412
2 ++

++
xx

x
, se tiene que: 

 ++
+

dx
xx

x

1

52
2

= ln (x2 + x + 1) + 4  ++
dx

xx 1

1
2

= ln (x2 + x + 1) + 4
3

2
arctg 

3

12 +x
+C 

(ver el apartado n de este ejercicio para esta última integral) 
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13.64. (TIC) Resuelve las siguientes integrales por el método más conveniente: 

a) 
2

1

x
dx

x

+
+  c) cos cos

2

x
x dx  e) 

x x

x x

e e
dx

e e

−

−

−
+  

b) ( )2
lnax x dx  d) 

1 sen cos

dx

x x+ −  f) ln( )x x a dx+  

a)  +
+

dx
x

x

1

2
 

Como, 
1

2

+
+

x

x
 = 

1

11

+
++

x

x
 = 1+x + 

1

1

+x
, la integral dada se transforma en: 

 + dxx 1 +  +
dx

x 1

1 = 
3

2 3)1( +x  + 2 1+x  + C 

b)  dxxxa 2)(ln  

Si a = −1, xa(ln x)2 =
x

x 2)(ln
, por lo que  dxxxa 2)(ln =

3

1
(ln x)3 + C 

Si a ≠ −1, haciendo (ln x)2 = f y xa = g′ es  dxxxa 2)(ln = 
1

1

+a
xa+1 (ln x)2 − 

1

2

+a  ⋅ dxxx aln , siendo esta 

última integral la del 1.er  apartado del ejercicio anterior, por lo que:  

 dxxxa 2)(ln = 
1

1

+a
xa+1 (ln x)2 − 

1

2

+a
·

1

1

+a
 xa+1 

1
ln

1
x

a
 − + 

 + C 

c)  dxx
x

cos
2

cos   Como cos a cos b = 
2

1 ( ))(cos)(cos baba −++ , se tiene que: 

 dxx
x

cos
2

cos = 
2

1  dx
x

2

3
cos + 

2

1  dx
x

2
cos  = 

2

1
·

3

2
sen

2

3x + sen
2

x =
3

1
sen

2

3x + sen
2

x
 + C 

d)  −+ xx

dx

cossen1
     

Haciendo tg
2

x = t y 





 +

2
tg1 2 x

·
2

1
dx = dt, es decir, (1 + t2) dx = 2dt,  se tiene:  

2

2

2 2

2
1
2 11

1 1

dt
t

t t
t t

+
−+ −

+ +
    

(Recordar: tg 
2

x = t nos lleva a sen x = 
21

2

t

t

+
 y cos x = 

2

2

1

1

t

t

+
−

) 

Así pues, la integral dada se transforma en:  +−++ 22 121

2

ttt

dt =  + tt

dt

22

2
2

=  +
dt

tt )1(

1
 

Finalmente, 
)1(

1

tt +
=

t

A
 + 

t

B

+1
=

)1(

)1(

tt

BttA

+
++

 que, haciendo t = −1, nos lleva a B = −1 y con t = 0, A = 1: 

 +
dt

tt )1(

1
 = ln |t| − ln |1 + t| y la integral  −+ xx

dx

cossen1
= ln 

2
tg

x − ln 
2

tg1
x+ + C 

e)  −

−

+
−

dx
ee

ee
xx

xx

 = ln (ex + e−x) + C 

 f)  + dxaxx )ln( .  Haciendo ln (x + a) = f y x = g′ es:  + dxaxx )ln( = 
2

1
 x2 ln (x + a) − 

2

1  +
dx

ax

x2

 

Finalmente, como 
ax

x

+

2

 = x − a + 
ax

a

+

2

, la integral pedida resultará: 

 + dxaxx )ln(  = 
2

1
x2 ln (x + a) − 

2

1 ( )





 ++− axaaxx ln

2

1 22 + C 
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13.65. (TIC) Calcula las integrales siguientes: 

a)
32 2 3

2

x x x
dx

x

+ − +
  e) arctgx x dx  i) 5sen x dx  m)

2( 2)( 9)

x dx

x x− −  

b) 
2

2 6 1x x
dx

x x x

 −
+ −  

 
  f) ( )21x x dx−  j) 

1

21

n

n

x
dx

x

−

+  n)
( )

( )( )2

arctg ln

1 ln

x
dx

x x+  

c)
xe

dx
x  g) 2tg secax ax dx⋅  k)

2

3 2

5 19 2

2 5 6

x x
dx

x x x

− +
− − +  ñ)

( )1

dx

x x+  

d) ( )21
sec ln x dx

x  h)
1 x

dx
x

−
  l) 2 sen 2 cos2x x x dx  o) 2 1x x dx+  

 

a)  +−+
dx

x

xxx

2

32 32

= 
2

1  dxx + 
−

dxx 3

2

− 
2

1 
−

dxx 2

1

+ 
2

3  dx
x

1
 = 2

4

1
x  + 3 3 x  − x + 

2

3
ln |x| + C 

b) 
2 2

2 6 1 2 6 1 6
1 4 ln

x x
dx dx x x x C

x x x x x xx

 −  + − = − + − = − − − +       
   

c) Cedx
x

e x
x

+= 2  

d)  dxx
x

)(lnsec
1 2  

Haciendo ln x = t y 
x

1
dx = dt, se llega a   dtt2sec  = tg t = tg (ln x) + C 

e)  dxxx arctg  

Poniendo arctg x = f y x = g′ es 
21

1
)('

x
xf

+
=  y g  (x) = 

2

1
x2 + 

2

1
, por lo que: 

 dxxx arctg  = 
2

1
(x2 + 1) arctg x −

2

1 dx  = 
2

1
(x2 + 1) arctg x −

2

1
x + C 

Nota: Obsérvese la simplificación de los cálculos al tomar g (x) = 
2

1
x2+

2

1
 en lugar de la habitual g (x) = 

2

1
x2 

f)  − dxxx )1( 2      

Poniendo x = t2 y dx = 2t dt, se tiene: 2  − dtttt )1( 4  = 2
3

3t
 − 2

7

7t
 + C = 

3

2 3x − 
7

2 7x + C 

g)  axtg ·sec2 ax dx 

Haciendo tg ax = t y asec2 ax dx = dt, se llega a: 
a

1  dtt = 
a

1
·

2

1
t2 = 

a2

1
tg2 ax + C 

h)  −
dx

x

x1
  El cambio más cómodo es llamar x = sen 2 t y dx = 2 sen t cos t. 

Así pues:  −
dx

x

x1 = dttt
t

t
cossen2

sen

cos =2  dtt2cos , integral que utilizando las identidades 

trigonométricas cos2 t + sen2 t = 1, cos2 t − sen2 t = cos2t, nos lleva a: 

 + dtt )2cos1(  = t +
2

1
sen 2t = arcsen x + x · x−1  = arcsen x  + 2xx − + C 

i)  dxx5sen  Como sen5x = sen4x sen x, se pone cos x = t y −sen x dx = dt, quedándonos, entonces: 

 dxx5sen  = 2 2(1- cos ) senx x dx  = − 2 2(1- t ) dt = −
5

1
t5 − t + 

3

2
t3 = − 

5

1
cos5x − cos x + 

3

2
cos3x + C 

j)  +

−
dx

x

x
n

n

2

1

1
  Haciendo xn = t y nxn−1dx = dt se tiene que:  +

−
dx

x

x
n

n

2

1

1
= 

n

1  + 21 t

dt
 = 

n

1
arctg xn + C 

182 



 

                                                                        Solucionario    
  

k)  +−−
+−

dx
xxx

xx

652

2195
23

2

   Como x3 − 2x2 − 5x + 6 = (x − 1)(x − 3)(x + 2), se escribe: 

)2)(3)(1(

2195 2

+−−
+−
xxx

xx =
231 +

+
−

+
− x

C

x

B

x

A =
)2)(3)(1(

)3)(1()2)(1()2)(3(

+−−
−−++−++−

xxx

xxCxxBxxA
 

La igualdad 5x2 − 19x + 2 = A(x − 3)(x + 2) + B(x − 1)(x + 2) + C(x − 1)(x − 3) nos lleva a A = 2, B = −1, C = 4 y 
la integral dada resulta 2ln|x − 1| − ln|x − 3| + 4 ln|x + 2| + K 

l)  dxxx 2cos2sen2 x   Haciendo sen 2x = t y ln 2·2x cos 2x dx = dt : 
2ln

1  dtt  = 
2ln

1
·

2

1
 sen2 2x + C 

m)  −− )9)(2( 2xx

dxx
 

Como 
)9)(2( 2 −− xx

x =
2−x

A +
3−x

B +
3+x

C =
)9)(2(

)3)(2()3)(2()3)(3(
2 −−

−−++−++−
xx

xxCxxBxxA
, se tiene que la 

igualdad x = A (x − 3)(x + 3) + B (x − 2)(x + 3) + C (x − 2)(x − 3) nos lleva a 3 = 6B, −3 = 30C, 2 = −5A, por lo 
que  

A = −
5

2
, B = 

2

1
, C = –

10

1
 y la integral pedida resulta ser : −

5

2
ln |x − 2| + 

2

1
ln |x − 3| − 

10

1
ln |x + 3| + K 

n) ( ) +
dx

xx

x
2)(ln1

)(lnarctg
 

Llamando arctg (ln x) = t  y 
2)(ln1

1

x+
·

x

1
dx = dt, la integral se transforma en  dtt  = 

2

1
(arctg (ln x))2 + C. 

ñ)  + xx

dx

)1(
. Haciendo x = t y 

x2

1
dx = dt, se tiene que  + xx

dx

)1(
 se transforma en  +

dt
t21

2
: 

 + xx

dx

)1(
=  +

dt
t21

2 = 2 arctg t = 2 arctg x + C. 

o)  + dxxx 12   Haciendo 1 + x = t2 y dx = 2t dt, se tiene: 

 ⋅− dtttt 2)1( 22 =2 







+−

35
2

7

357 ttt
= 2 3)1( x+ 








++−+

3

1
)1(

5

2

7

)1( 2

x
x

+ C =
105

2 3)1( x+ (15x2 −12x + 8) + C 

 
13.66. (TIC) Calcula las siguientes primitivas: 

a) 21 4x dx−   b) 26 8x x dx− −  c) ( )2
1 2 1x dx− −  d) 23 2x x dx− +  

(Indicación: recuerda que para obtener 21 x dx−  se utilizaba el cambio x = sen t) 

a)  − dxx241  =  − dxx 2)2(1  Haciendo 2x = t  y  2dx = dt, se tiene que:  − dxx241 =  − dtt 21
2

1
 

Poniendo ahora t = sen u y dt = cos u du  se tiene: 

 duu2cos
2

1 =
2

1






 +

4

2sen

2

uu = 1

4





 −+ 21arcsen ttt = 1

4





 −+ 24122arcsen xxx  + C 

b)  −− dxxx 86 2   Como 6x − x2 − 8 = 1 − (x − 3)2, se tiene que: 

 −− dxxx 86 2  =  −− dxx 2)3(1  que es igual que las anteriores poniendo x − 3 = t y dx = dt: 

 − dtt21 = 
2

1





 −+ 21arcsen ttt =

2

1





 −−−+− 2)3(1)3()3(arcsen xxx  + C 

c)  −− dxx 2)12(1  Haciendo 2x −1 = t  y  2dx = dt, se tiene que: 

 −− dxx 2)12(1 =
2

1
dtt − 21 =

4

1





 −+ 21arcsen ttt =

4

1





 −−−+− 2)12(1)12()12(arcsen xxx  + C 

d)  +− dxxx 23 2  

Como 3 − x2 + 2x = 4 − (x − 1)2, se tiene  −− dxx 2)1(4  Así, x − 1 = 2t y dx = 2dt, que lleva a:  

2  − dtt244 = 4  − dtt 21  = 2 




 −+ 21arcsen ttt  = 2




















 −−−+− 2

2

1
1

2

1

2

1
arcsen

xxx
 + C 
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13.67. Escribe como integral de un cociente de polinomios 21 x dx+  y resuélvela. 

(Indicación: haz el cambio x = tg t.) 

Si x = tg t y dx = (1 + tg2 t) dt, la integral  + dxx21  se transforma en:  +⋅+ dttt )tg1(tg1 22 =  dt
t3cos

1
 

Poniendo ahora sen t = u  y  cos t dt = du, se tendría que  dt
t3cos

1
 =  −

dt
t

t
22 )sen1(

cos =  −
du

u 22)1(

1
. 

Para resolver  −
du

u 22 )1(

1
, se descomponen en fracciones simples la fracción 

22 )1(

1

u−
:  

22 )1(

1

u−
 = 

22 )1()1(

1

uu −+
 = 

u

A

+1
 + 

2)1( u

B

+
 + 

u

C

−1
 + 

2)1( u

D

−
=  

= 
22

2222

)1()1(

)1()1)(1()1()1)(1(

uu

uDuuCuBuuA

−+
+++−+−+−+

 

Así pues: 1 = A (1 + u) (1 − u)2 + B (1 − u)2 + C (1 − u) (1 + u)2 + D (1 + u)2, que hace que:  
con u = 1, 1 = 4D; con u = −1, 1 = 4B; con u = 0, 1 = A + B + C + D; con u = 2, 1 = 3A + B − 9C + 9D 

De este modo: B = D = 
4

1
, A + C =

2

1
, 3A − 9C =

2

3− , por lo que A =
4

1
, C =

4

1
. 

Así pues,  −
du

u 22 )1(

1
 = 

4

1
ln |1 + u| − 

4

1
·

u+1

1
 − 

4

1
 ln |1 − u| + 

4

1

u−1

1 = 
4

1
ln 

u

u

−
+

1

1
 + 

2

1
21 u

u

−
 

Deshaciendo el cambio, se tendría: 

21 u

u

−
 = 

t

t
2cos

sen = 
2

2

1
1
1

11

x

x

+

+
−

 = 

2

2

1
1

1

x

x

x

+

+  = x 21 x+  

u

u

−
+

1

1
 = 

2

2

1

)1(

u

u

−
+

 = 
t

t
2

2

cos

)sen(1+
 =  

t2cos

1
(1 + sen2 t + 2 sen t) = (1 + x2) 











+
−+

+
−+

21

112
1

1
11

2
xx

 = 

= (1 + x2) 










+
+

+
−

22
1

2

1

1
2

x

x

x
 = (1 + x2) 

2

22

1

12122

x

xxx

+
++−+

 = (1 + x2) + x2 + 2x 21 x+  = 
2

21 




 ++ xx  

Llevando estos cálculos a la integral inicial, se tendría finalmente: 

 + dxx21 =  −
du

u 22 )1(

1 =
4

1
ln

u

u

−
+

1

1 +
2

1
21 u

u

−
=

4

1
ln

2
21 






 ++ xx +
2

1
x 21 x+ = 

= 
2

1





 





 ++++ 22 1ln1 xxxx  + C 

(Se utilizará este resultado en ejercicios posteriores). 

 

13.68. (TIC) Calcula las siguientes primitivas: 

a) 21 4x dx+  b) ( )2
1 2 1x dx+ −  c) 2 6 10x x dx+ +  d) 2 2 5x x dx+ +  

a)  + dxx241 .   Poniendo 2x = t  y  2dx = dt, se tendría:  

 + dxx241  = 
2

1  + dtt21  = 
2

1

2

1 ⋅ 




 





 ++++ 22 1ln1 tttt =

4

1





 





 ++++ 22 412ln412 xxxx + C 

b)  −+ dxx 2)12(1 .   Poniendo 2x − 1 = u  y  2dx = du, la integral dada se convierte en: 

2

1  + duu21  = 
2

1













 





 −++−+−+− 22 )12(1)12(ln)12(1)12(

2

1
xxxx  + C 

c)  ++ dxxx 1062 =  ++ dxx 2)3(1  = 
2

1





 





 ++++++++ 22 )3(13ln)3(1)3( xxxx + C 

d)  ++ dxxx 522 =  ++ dxx 2)1(4 .   Poniendo x + 1 = 2t  y  dx = 2 dt, se tiene:  

 ++ dxx 2)1(4 =  ⋅+ dtt 244 2 = 4  + dtt21  = 2 ( ) ( ) 


















 ++++++++ 22

2
11

2

1
ln

2
11

2

1 xxxx
 + C 
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13.69. Escribe como integral de un cociente de polinomios 2 1x dx−  y resuélvela. 

(Indicación: haz el cambio 
1

sen
x

t
= ). 

Poniendo x = 
tsen

1
 y dx = 

t

t
2sen

cos−
dt, la integral dada se transforma en −  dt

t

t
3

2

sen

cos
. 

Haciendo en esta última integral cos t = u  y  −sen t dt = du, nos lleva a  −
du

u

u
22

2

)1(
, cociente de polinomios. 

22

2

)1( u

u

−
=

u

A

+1
 +

2)1( u

B

+
 + 

u

C

−1
 + 

2)1( u

D

−
=

22

2222

)1()1(

)1()1)(1()1()1)(1(

uu

uDuuCuBuuA

−+
+++−+−+−+

 

En la igualdad, u2 = A (1 + u)(1 − u)2 + B (1 − u)2 + C (1 − u)(1 + u)2 + D (1 + u)2, con u = 1, es 1 = 4D;  
con u = −1, es 1 = 4B; si u = 0, 0 = A + B + C + D; y si u = 2, es 4 = 3A + B − 9C + 9D, por lo que  

B = D = 
4

1
, A + C = −

2

1
 y también 3A − 9C = 

2

3
, así que A =

4

1−   y C =
4

1−  y la integral será : 

=
− du

u

u
22

2

)1( 4

1− ln |1 + u|
4

1−
u+1

1 + 
4

1
ln |1 − u| + 

4

1

u−1

1
 = 

2

1
21 u

u

−
−

4

1
ln 

u

u

−
+

1

1
 

Así pues, deshaciendo el cambio, se tendría: 

21 u

u

−
= 

t

t
2sen

cos
 = 

2

2

1

1
1

x

x
−

 = x 12 −x  

u

u

−
+

1

1
 = 

t

t

cos1

cos1

−
+

 = 

2

2

1
11

1
11

x

x

−−

−+
 = 

1

1
2

2

−−

−+

xx

xx
 = 

2
2 1





 −+ xx  

Luego:  − dxx 12 = =
− du

u

u
22

2

)1(
 

2

1
21 u

u

−
−

4

1
 ln =

−
+

u

u

1

1

2

1










−+−− 1ln1 22 xxxx  + C 

 

 

13.70. Calcula 
2

61

x
dx

x−  haciendo previamente un cambio de variable. 

Si x3 = t  y  3x2 dx = dt, la integral dada se transforma en 
3

1
dt

t − 21

1
. 

Como 
21

1

t−
 = 

t

A

+1
 + 

t

B

−1
 = 

21

)1()1(

t

tBtA

−
++−

, la identidad 1 = A (1 − t) + B (1 + t), lleva a 1 = 2B, 1 = 2A. 

Así pues, dt
t − 21

1
 = 

2

1
ln 

1

1

t

t

+
−

 y se tendrá que: =
− dx

x

x
6

2

1
 

6

1
ln

3

3

1

1

x

x

+
−

 + C 
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13.71. (TIC) Calcula las siguientes primitivas: 

a) 2 4x dx−   c) 2 6 8x x dx+ +         

b) ( )2
2 1x dx− −   d) 2 4x x dx−  

 

a) dxx 42 −  

Como 42 −x  = 2 1
2

2

−






 x
, haciendo 

2

x
 = t  y  

2

1
dx = dt, se tiene: 

2 4x dx−  = 2  −12t  · 2 dt = 4  −12t  dt = 4·
2

1




























−






+−−








1
22

ln1
22

22
xxxx

 =  

= 2 

























 −+−−
2

4
ln

4

4 22 xxxx + C 

b)  −− dxx 1)2( 2 . Si x − 2 = t  y dx = dt, se tiene: 

dtt 12 −  = 
2

1





 −−+−−−−− 1)2(2ln1)2()2( 22 xxxx + C 

c)  ++ dxxx 862  =  −+ dxx 1)3( 2 .  Poniendo x + 3 = t   y  dx = dt, se tiene: 

 −12t dt = 
2

1





 −+++−−++ 1)3(3ln1)3()3( 22 xxxx + C 

d)  − dxxx 42  =  −− dxx 4)2( 2 = 2 
2

2
1

2

x −  − 
  dx   

Poniendo 
2

2−x
 = t  y 

2

1
dx = dt, se tiene: 

 − dxxx 42 = 4  − dtt 12 = 4·
2

1














−






 −+−−−






 −−

1
2

2

2

2
ln1

2

2

2

2
22

xxxx
 = 

2 











 −+−−−−
2

4

2

2
ln4

4

2 2
2 xxx

xx
x

 = 2 











 −+−−−−
2

42
ln4

4

2 2
2 xxx

xx
x + C 

 

 

13.72. Calcula sen x dx  y 7 4senx x dx  haciendo en cada caso un adecuado cambio de variable antes de 

utilizar el método de integración por partes. 

dxx sen : haciendo x = t2  y  dx = 2t dt, se tiene: = dxxsen 2 dttt sen  

Poniendo t = f  y sen t = g ′, es 2 




 +−  dtttt coscos  = 2 (sen t − t cos t) = 2 ( )xxx cossen −  + C 

dxxx 47 sen : si x4 = t  y  4x3 dx = dt, se tiene: 
4

1
dttt sen = 

4

1
(sen t − t cos t) = 

4

1
(sen x4 − x4 cos x4) + C 
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PROBLEMAS 

13.73. La integral 
sen cos

3 sen 2

x x
dx

x

+
+ es una integral racional en sen x y cosx, por lo que el cambio tg

2

x
t =  la 

resolvería. Pero el cálculo es mucho más cómodo si se busca una función g(x) tal que  
g′(x) = sen x +  cosx, y se hace g(x) = t y g′(x) dx = dt. Hazlo así. 

Si g ′(x) = sen x + cos x, entonces g (x) = −cos x + sen x, por lo que g2(x) = 1 − sen 2x. 

Así pues la integral dx
x

xx +
+

2sen3

cossen
, se puede escribir como  −

′
)(4

)(
2 xg

dxxg
que, con g (x) = t  y  g ′(x) dx = dt, 

se transforma en  − 24 t

dt
. Descomponiendo en fracciones simples: 

24

1

t−
 = 

t

A

+2
 + 

t

B

−2
 = 

24

)2()2(

t

tBtA

−
++−

  y  1 = A (2 − t) + B (2 + t) lleva a B =
4

1
, A =

4

1
. 

Luego 
t

t
tt

t

dt

−
+

=−−+=
− 2

2
ln

4

1
2ln

4

1
2ln

4

1

4 2
 

Así pues, dx
x

xx +
+

2sen3

cossen = 
4

1
ln 

xx

xx

sencos2

cossen2

−+
−+

 + C 

 

13.74. Resuelve 
( )3 1

x

x x

e
dx

e e+ −
 con un adecuado cambio de variable. 

Si ex − 1 = t2 y ex dx = 2t dt, se tendría: 

( )
=

−+ dx
ee

e
xx

x

13
 ⋅+ tt

dtt

)4(

2
2

=  + 24

2

t

dt = 
2

1 






+

2

2
1

t

dt
 = arctg 

2

t
 = arctg 

2

1−xe
 + C 

 

13.75. (PAU) Al aplicar integración por partes para calcular  f x x dx( ) sen , donde f es una cierta función 

derivable, se obtiene: 2( ) sen ( )cos 3 cosf x x dx f x x x x dx= − +  . 

Sabiendo que f(1) = 2, encuentra la expresión de f. 

Si  )(xf sen x dx = −f (x) cos x +  dxxx cos3 2 , se tiene que f ′(x) = 3x2, por lo que f (x) = x3 + C.  

Como f (1) = 2, es 2 = 13 + C , luego f (x) = x3 + 1. 

 

13.76. En un examen se ha pedido a los estudiantes que resuelvan la integral 2sen cosx x dx . 

a) Adela la resolvió mediante el cambio de variable senu x= . 

b) Bruno la resolvió con el cambio de variable cosu x= . 

c) Cati lo hizo usando la fórmula 2sen cos sen2x x x= .                                                                                                          

Los tres alumnos dieron respuestas distintas, sin embargo, el profesor les dijo a los tres que la 
habían hecho bien. 

Encuentra las tres respuestas dadas y explica por qué todas eran correctas sin ser iguales. 

Adela: xu sen=   = dxxdu cos CxCuduudxxx +=+==  22 sen2cossen2  

Bruno: xu cos=   −= dxxdu sen CxCuduudxxx +−=+−=−=  22 cos2cossen2  

Cati: = xxx 2sencossen2 Cxdxxdxxx +−==  2cos
2

1
2sencossen2  

Las tres respuestas son correctas, pues difieren solo en una constante. 

En efecto: 
2

1
cos2cos

2

1
;1cossen 222 +−=−+−= xxxx  
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13.77. (PAU) Un punto se mueve en línea recta con una velocidad dada por la fórmula ( ) 12 5v t t= −  m/s. 
Calcula el espacio recorrido, e(t), en cada instante t, sabiendo que e(0) = 10 m. ¿Cuál es la velocidad 
media entre t = 0 s y t = 2 s? Recuerda que la velocidad es la derivada del espacio respecto del tiempo. 

Se sabe que Cttdttdttvte +−=−==  56)512()()( 2 . Como 1010)0( == Ce 2( ) 6 5 10me t t t = − +  

La velocidad media es 
(2) (0)

(0, 2) 7
2 0m

e e
v

−= =
−

m/s. 

 
 

13.78. La aceleración de un móvil que se mueve en una trayectoria rectilínea viene dada por la gráfica 
siguiente: 

Si se sabe que para t = 0, su posición era x(0) = 0 y su velocidad inicial 
también era nula, v(0) = 0, determina las ecuaciones que dan la 
aceleración, la velocidad y la posición de dicho móvil para cualquier 
instante de tiempo. Recuerda que la aceleración es la derivada de la 
velocidad respecto del tiempo. 

 

 

A la vista de la gráfica, se deduce la ecuación de la aceleración: tta 2)( = . De este modo: 

2 2( ) ( ) 2 . Como (0) 0 0 ( )v t a t dt t dt t C v C v t t= = = + =  =  =   

3 3
2( ) ( ) . Como (0) 0 0 ( )

3 3

t t
x t v t dt t dt C x C x t= = = + =  =  =   

 

13.79. Se trasplanta un árbol y se observa que su tasa de crecimiento a los x años es de 
( )2

1
1

1x
−

+
 m por 

año. Si a los 5 años medía 5 m, ¿cuánto medía al ser trasplantado? 

La tasa de crecimiento es la derivada de la función que mide la altura, luego 

( )
C

x
xdx

x
xC +

+
+=

+
−=  1

1

1

1
1)(

2
.  Como 

6

1

6

1
5)5(5 −=++== CCC .  

Luego: 
6

5
)0(

6

1

1

1
)( =−

+
+= C

x
xxC .   Por tanto, al ser trasplantado medía 

6

5
 m. 

 

13.80. (TIC) Sea la función 
( )
2

22

3 4 12
( )

4

x x
f x

x

+ +
=

−
. 

a) Encuentra dos números reales A y B tales que: 
( ) ( )2 2( )

2 2

A B
f x

x x
= +

+ −
. 

b) Basándote en el apartado anterior, calcula ( )f x dx . 

a) 
22

2

)4(

1243

−
++

x

xx
 =

2)2( +x

A
 +

2)2( −x

B = 
23

22

)2()2(

)2()2(

−+
++−

xxx

xBxA
. 

Así pues 3x2 + 4x + 12 = x2 (A + B) + (−4A + 4B)x + 4A + 4B con 3; 4 4 4; 4 4 12A B A B A B+ = − + = + =  

Como se puede observar, la última ecuación da la misma información que la primera, por lo que A = 1, B = 2. 

b) Así pues, dx
x

xx −
++
22

2

)4(

1243
 = −

2

1

+x
 − 

2

2

−x
 + C 

1 2 3 4 5

10

8

6

4

2

O t

a(t )
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13.81. Halla el polinomio de segundo grado P(x) tal que P(0) = 1, P′(0) = 0 y 
( )23

( )

1

P x
dx

x x −  es una función    

racional. 

Se  pide encontrar el polinomio P(x) = ax2 + 1, y tal que  −
+

dx
xx

ax
23

2

)1(

1
 sea una función racional. 

Si se descompone el integrando en fracciones simples, se obtendría: 

23

2

)1(

1

−
+

xx

ax
 = 

x

A +
2x

B +
3x

C +
1−x

D +
2)1( −x

E
 y para que  −

+
dx

xx

ax
23

2

)1(

1
 sea una función racional, debería 

ocurrir que A = 0 y D = 0, por lo que la descomposición tomaría la forma: 

23

2

)1(

1

−
+

xx

ax = 
2x

B +
3x

C
+

2)1( −x

E =
23

322

)1(

)1()1(

−
+−+−

xx

ExxCxxB
 

Así pues ax2 + 1 = (B + E) x3 + x2(−2B + C) + x(B − 2C) + C, con lo que, identificando coeficientes, se tiene que: 
 C = 1, B − 2C = 0, −2B + C = a  y  B + E = 0, es decir, C = 1, B = 2, a = −3, E = −2. 
Por tanto, el polinomio pedido es P(x) = −3x2 + 1. 

 

13.82. (TIC) Calcula 
( )

3

2
1

x
dx

x − : 

a) Usando fracciones simples. b) Mediante el cambio t = x – 1. 

a) 
22

3

)1(

23
2

)1( −
−++=

− x

x
x

x

x
 y, descomponiendo la fracción se tiene que: 

22 )1(

1

1

3

)1(

23

−
+

−
=

−
−

xxx

x
  

Luego 
( ) ( )

Cx
x

xxdx
x

dx
x

dxxdx
x

x +−+
−

−+=
−

+
−

++=
−  1ln3

1

1
2

2

1

1

3

1

1
)2(

1
2

22

3

 

b) Si se hace el cambio 




=
−=
dxdt

xt 1
    se tiene: 

( )
C

x
xxx

t
tttdt

tt
tdt

t

t
dx

x

x +
−

−−+−+−=−++=





 +++=+=

−  1

1
1ln3)1(3)1(

2

11
ln33

2

113
3

)1(

1
22

22

3

2

3

 

Observa que Cxxxxxxx ′++=−++−=−+− 2
2

1
33

2

1

2

1
)1(3)1(

2

1 222  

 
13.83. Encuentra en cada caso la función y = f(x) tal que:  

a) f′(x) = –3x f(x) y que corta al eje vertical en el punto de ordenada 1. 

b) f′(x)=
2( ) ( )

x

f x x f x+
 y f (0) = –1 

c) f′(x) = 2 2 2 2( ) ( ) 1x f x x f x+ − −  y la gráfica de f pasa por el origen. 

a) Como )(3)( xfxxf −=′ , entonces ( ) ′=
′

=− )(ln
)(

)(
3 xf

xf

xf
x . Así pues, ( ) dxxfdxx  ′=− )(ln3  y, por tanto, 

)(ln
2

3 2 xfCx =+− . Se tiene entonces que 
2 23 3

2 2( )
x C x

f x e e C
 − + − 
  ′= = ⋅  y como se sabe que 1)0( =f  se tiene 

que 1=′C . Luego la función buscada es 
2

2

3

)(
x

exf
−

= . 

b)
)1)(()()(

)(
22 xxf

x

xfxxf

x
xf

+
=

+
=′  y, por tanto, ( )( )2

2

1
( ) ( ) ( )

(1 ) 2

x
f x f x f x

x
′′= ⋅ =

+
 

Así pues, ( )( ) ( )222
2

)(
2

1
)1ln(

2

1
)(

2

1

)1(
xfCxdxxfdx

x

x =++′=
+   

Luego puede ser 2( ) ln(1 )f x x C′= ± + +  y como f(0) = – 1, entonces debe ser 1)1ln()( 2 ++−= xxf . 

c) ( ) )1(1)(1)1)(()( 22222 −+=−+−=′ xxfxxxfxf , luego ( ) ( )( )2

2

( )
( 1) arctg ( )

( ) 1

f x
x f x

f x

′ ′− = =
+

  

Así pues: ( )( ) dxxfdxx  ′=− )(arctg)1( 2  y, por tanto, =+− ))((arctg
3

1 3 xfCxx  31
( ) tg

3
f x x x C

 = − + 
 

 

y como 00)0( == Cf . Luego la función buscada es 





 −= xxxf 3

3

1
tg)( . 
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PROFUNDIZACIÓN 

13.84. Calcula
( )22

1

1
dx

x+
  observando que 

( ) ( )
2

2 222 2

1 1

11 1

x

xx x
= −

++ +
 y obteniendo  

( )
2

221

x
dx

x+
  por 

partes. 

Como 
22)1(

1

x+
 = 

21

1

x+
 − 

22

2

)1( x

x

+
, se tiene que:  +

dx
x 22 )1(

1 = arctg x −  +
dx

x

x
22

2

)1(
 

En   +
dx

x

x
22

2

)1(
 =  +

⋅ dx
x

x
x

22 )1(
, haciendo f = x  y  g ′ = 

22 )1( x

x

+
, es g (x) = −

2

1
21

1

x+
, por lo que:  

 +
dx

x

x
22

2

)1(
 = −

2

x
21

1

x+
+

2

1  +
dx

x21

1 = −
2

x
21

1

x+
+

2

1
 arctg x  +

dx
x 22 )1(

1 =
2

1
 arctg x + 

2

1
21 x

x

+
 + C 

 

13.85. (TIC) Obtén 
( )22

2 1

9

x
dx

x x

+

+ +
  y 

( )
3

22 4

x
dx

x +
 . 

 ++
+

dx
xx

x
22 )9(

12
  Si x2 + x + 9 = t y (2x + 1) dx = dt, la integral se transforma en  dt

t2

1 = −
t

1 = −
9

1
2 ++ xx

+ C. 

 +
dx

x

x
22

3

)4(
  Si x2 = t  y  2x dx = dt, la integral dada se transforma en 

2

1

2 ( 4)

t
dt

t +  

2)4( +t

t =
1682 ++ tt

t =
2

1

168

2
2 ++ tt

t =
2

1








+

−
++

+
22 )4(

8

168

82

ttt

t
 dt

t

t + 2)4(
 = 

2

1
ln (t2 + 8t + 16) +

4

4

+t
 

Por tanto, dx
x

x + 22

3

)4(
 = 

4

1
ln (x2 + 4)2 + 

4

2
2 +x

 = 
2

1
ln (x2 + 4) + 

4

2
2 +x

 + C 

 

13.86. Demuestra las siguientes fórmulas de reducción: 

a) 1 21 1
sen sen cos senn n nn

x dx x x x dx
n n

− −−= − +   con n par mayor que 2. 

b) 1 21 1
cos cos sen cosn n nn

x dx x x x dx
n n

− −−= +   con n par mayor que 2. 

c) 
( ) ( ) ( )1 12 2 2

1 1 2 3 1

2 2 2 21 1 1
n n n

x n
dx dx

n nx x x
− −

−
= +

− −+ + +
   

a)  dxxnsen  =  − xn 1sen · senx dx, que llamando f (x) = sen n−1x  y  g ′(x) = sen x, resulta ser: 

 dxxnsen  = –senn−1x · cos x + (n − 1) xn −2sen · cos2 x dx = –senn−1x cos x + (n − 1)  − xn 2sen (1 − sen2x) dx =  

                   = –senn−1x cos x + (n − 1)  −− dxxx nn )sensen( 2  

Así pues  dxxnsen = –senn−1x cos x + (n − 1)  − dxxn 2sen  – (n − 1)  dxxnsen , es decir:  

sennn x dx  = –senn−1x cos x + 2( 1) sennn x dx−−    dxxnsen = –
n

1
 senn−1 x cos x + 

n

n 1−  − dxxn 2sen  

b) De forma análoga resultaría la fórmula pedida, pero podría ser más cómodo si se escribe: 

  dxxncos  =  





 −π

dxxn

2
sen  y, llamando 

2
π − x = t y −dx = dt, quedaría − dttnsen , es decir, aplicando a: 

− 













 −π−−






 −π







 −π−  −− dxx

n

n
xx

n
nn

2
sen

1

2
cos

2
sen

1 21  = 
n

1
cosn−1x sen x + 

n

n 1−
dxxn −2cos  

Obsérvese que estas fórmulas son válidas aunque n no fuera par. La observación de n par tiene sentido pues 
si n fuera impar sería mucho más cómodo hacer la integral directamente sin acudir a ninguna fórmula de 
reducción. 
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c) dx
x n + )1(

1
2

 

Procediendo igual que en el ejercicio 84, se observa que 
nx )1(

1
2+

=
12 )1(

1
−+ nx

−
nx

x

)1( 2

2

+
,  

por lo que: dx
x n + )1(

1
2

 = dx
x n −+ 12 )1(

1 − dx
x

x
n + )1( 2

2

 

Para resolver dx
x

x
n + )1( 2

2

, sea f (x) = x, g ′(x) = 
nx

x

)1( 2+
 g (x) = 

2

1
(1 + x2)1−n 

n−1

1
 

De este modo: dx
x n + )1(

1
2

=  −+ 12 )1(

1
nx

− 







+−

+
+−  −− dx

xnx

x

n nn 1212 )1(

1

)1(2

1

)1()1(2

1
 

dx
x n + )1(

1
2

=
n22

1

−
−

12 )1( −+ nx

x + dx
x n −+ 12 )1(

1 −
2 1

1 1

2 2 (1 )n
dx

n x −− + =  

= 
22

1

−n 12 )1( −+ nx

x +
2 1

1 1
1

2 2 (1 )nn x −
 − − +   dx = 

22

1

−n 12 )1( −+ nx

x + 
2 1

2 3 1

2 2 (1 )n

n
dx

n x −

−
− +  

 

 

 

13.87. Utilizando las fórmulas deducidas en los apartados a y b del ejercicio anterior, obtén: 

a) 4cos x dx              

b) 6sen x dx  

 

a) dxx 4cos  = 
4

1
cos3x sen x + 

4

3
dxx 2cos  

Finalmente, como cos2 x = 
2

1
(1 + cos 2x), sustituyendo en la última integral, se tiene que: 

dxx 4cos =
4

1
cos3 x sen x + 

8

3






 +

2

2sen x
x  + C 

 

b)  dxx6sen  = −
6

1
sen5x cos x + 

6

5  dxx4sen . Ahora,  dxx4sen = −
4

1
sen3x cos x + 

4

3  dxx2sen  

Finalmente, como sen2x = 
2

1
(1 − cos 2x),  sustituyendo en la última integral, se tiene que: 

 dxx6sen = −
6

1
sen5x cosx +

6

5














 −⋅+−

2

2sen

2

1

4

3
cossen

4

1 3 x
xxx = 

= −
6

1
sen5x cosx −

24

5
sen3x cos x + 

16

5






 −

2

2sen x
x  + C
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13.88. Obtén 5xe x dx−  de dos formas diferentes: 

a) Por partes, utilizando el método de la tabla. 

b) Utilizando que ( )5 5
0 1 5 ( )x xe x dx e a a x a x I x− −= + + + =  y obteniendo los coeficientes ai derivando. 

a)  

 

Así pues, 

 ⋅− dxxe x 5 = −x5e−x − 5x4e−x − 20x3e−x  − 60x2e−x  − 120xe−x  − 120e−x + C =  

   = −e−x (x5 + 5x4 + 20x3 + 60x2 + 120x + 120) + C 

 
 
 
 

b)  ⋅− dxxe x 5  = (a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + a5x

5) · e−x 

Derivando: e−x · x5 = (a1 + 2a2x + 3a3x
2 + 4a4x

3 + 5a5x
4)e−x − e−x (a0 + a1x + a2x

2 + a3x
3 + a4x

4 + a5x
5)  

 e−x · x5 dx = −e−x ( )1021
2

32
3

43
4

54
5

5 )2()3()4()5( aaxaaxaaxaaxaaxa −+−+−+−+−+  

Así pues, identificando coeficientes, se tendría: 

a5 = −1  a4 − 5a5 = 0   a3 − 4a4 = 0   a2 − 3a3 = 0 a1 − 2a2 = 0  a0 − a1 = 0  

Es decir:   a4 = −5    a3 = −20   a2 = −60  a1 = −120 a0 = −120 

 ⋅− dxxe x 5  = −e−x (x5 + 5x4 + + 20x3 + 60x2 + 120x + 120) + C 

(Igual, naturalmente, que con la integración directa usando la tabla). 

 

13.89. a) Demuestra que si 0r ≠ , 1r x r x r xx e dx x e r x e dx−= −   

b) Encuentra fórmulas análogas para: lnn x dx  y sennx x dx . 

a)  dxex xr . Poniendo xr = f  y  ex = g ′  es  dxex xr  = xrex − r  − dxex xr 1  

b)  dxxnln .  Si lnnx = f  y  1 = g ′, se tendría  dxxnln  = x lnnx − n  − dxxn 1ln   

 dxxxnsen . Si xn= f y g ′ = sen x, se tendría  dxxxnsen  = −xn cos x + n  − dxxxn cos1  

 
13.90. Expresa como integrales de cocientes de polinomios las siguientes: 

a) 
3

4

2x
dx

x x

+
+  b) 

3

2

1
2
1

2
2

x
x

x dx
x

x
x

−+
−

−−
−

  

a) dx
xx

x +
+
4

3 2
  Si x = t12  y  dx = 12 11t dt, se tendría dx

xx

x +
+
4

3 2
 = 12  +

+
312

4 2

tt

t 11t dt = 12 dt
t

tt +
+

9

812

1

2
 

b) 
−
−−

−
−+

2
12

2
1

2

3

x
xx

x
xx

dx  Si 
2

1

−
−

x

x
 = 6t , es decir, x − 1= 6t x − 2 6t  2 6t  − 1 = x ( 6t  − 1)  x = 

1

12
6

6

−
−

t

t
 y, de este 

modo, se tiene entonces: dx = 
26

6565

)1(

)12(6)1(12

−
−−−

t

tttt
dt = 

26

5

)1(

6

−
−
t

t
dt 

Por tanto, 
−
−−

−
−+

2
12

2
1

2

3

x
xx

x
xx

dx = −6 
−








−
−

+
−
−

3
2

6

6

2
6

6

2
1
12

1
12

t
t
t

t
t
t

26

5

)1( −t

t
dt,  que es una integral cociente de polinomios. 

f g ′ 
x5 e−x 

5x4 −e−x 

20x3 e−x 

60x2 −e−x 

120x e−x 

120 −e−x 

0 e−x 
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13.91. Demuestra que las siguientes integrales se pueden reducir a integrales de cocientes de polinomios. 

a) 2 3 1x x dx− −    

b) ( )
1 5
3 31x x dx−   

c) ( )24 1x x dx−  

 

a) dxxx −− 32 1 . Si 1 − x = t3  y  −dx = 3t2 dt, se tendría : dxxx −− 32 1  = − 2
3 2

1
3

(1 )
t t dt

t
⋅ ⋅

−  

 

b) dxxx − 3
5

3
1

)1(  =
3
5

1 





 −

x

x
x2 dx pues 2 − 

3

5
 = 

3

1
 

Así,  dxxx − 3
5

3
1

)1(  = dx
x

x
x 






 −

3

5
2 1

, que, haciendo 
x

x−1
 = t3, es decir, 1 − x = xt3 1 = x (t3 + 1)          

 x = 
1

1
3 +t

 y dx = 
23

2

)1(

3

+
−

t

t
dt, se transformaría en 

3 2

1
3

( 1)t
−

+ t5
23

2

)1( +t

t
dt, que es un cociente de 

polinomios. 

 

c) dxxx − 24 )1( :   Poniendo x = 4t   y  dx = 4 3t dt, se tendría: dxxx − 24 )1( =  − 24 )1( tt 4t3 dt 

 

 

13.92. Sean p y q números racionales. Demuestra que ( )qpx x dx1− se puede poner como integral de un    

cociente de polinomios si se cumple alguna de estas condiciones: 

a) p es entero. 

b) q es entero. 

c) p y q son no enteros pero p + q sí. 

 

En el ejercicio anterior, se ha visto que (1 )p qx x dx−  con p y q racionales se podría poner como cociente de 

polinomios, al menos en estos tres casos:  

a) p = –2 b) q = 2 c) p + q =
3

1 +
3

5 = 2   

En general, procediendo exactamente igual que antes, si p ∈ Z, o q ∈ Z o p + q ∈ Z, la integral dada se 
convierte en cociente de polinomios:  

En a, si q = 
n

m
, se toma 1 − x = nt . 

En b, si p = 
n

m
, se toma ntx =  y en c se escribe xp (1 − x)q como 

q

x

x






 −1

xp+q, 

y si q = 
n

m
, se toma 

x

x−1 = nt . 
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13.93. El matemático ruso Tchebycheff demostró que las integrales ( )1
qpx x dx−  son elementales 

solamente en los tres casos citados en el ejercicio anterior. Utilizando este resultado, prueba las 
siguientes afirmaciones: 

a) 31 x dx−  no es elemental. 

b) ( )
1

1 n mx dx−  con n y m enteros positivos es elemental si y solo si m o n = 1, o m = n = 2. 

c) sen x dx no es elemental. 

d) sen cosp qx x dx , siendo p y q números racionales, solo es elemental cuando alguno de los dos es 

un entero impar o cuando p + q es un entero par. 

e) 
1 n

x
dx

x+
  con n entero positivo, es elemental solo si n = 1, 2 ó 4. Calcula la integral en los tres 

casos. 

f) senq x dx con q racional es elemental solo si q es entero. 

 

a) Bastaría ver que dxx − 31  no responde a ninguno de los casos anteriores. 

En efecto: en dxx − 31  poniendo x3 = t,  y  3x2dx = dt, se tendría: dxx − 31 =
3

1
3 2

1
t

dt
t − , es decir, 

2
1

3
2

)1(
3

1
tt − −

dt en la que p =
3

2−  ∉ Z, q =
2

1 ∉ Z y p + q = 
3

2−  + 
2

1 = −
6

1
 ∉ Z. 

 

b)  − mnx
1

)1( dx.  Poniendo xn = t  y  nxn−1dx = dt, se tendría:  − mnx
1

)1( dx = 
n

1  − mt
1

)1( n
n

t
−1

dt 

Así pues, si m o n = 1, se está en uno de los dos casos: a o b. 

Si m = n = 2, 
m

1
 + 

n

n−1
 = 0 y se está en el caso c. 

Si m ≠1, n ≠ 1 ni 
m

1
 ni 

n

n−1
 son enteros y su suma 

m

1
 + 

n

1
 − 1 tampoco, si m y n no son ambos igual a 2. 

 

c)  dxxsen . Haciendo sen x = t  y cos x dx = 
t2

1
 dt, la integral dada se transformaría en: 

 4 t ·
t2

1
·

t−1

1
dt = 

2

1
dttt −− − 2

1
4
1

)1(  y ni p ni q son enteros (p =
4

1− , q =
2

1− ), ni p + q =
4

1−
2

1−  = 
4

3−  

 

d) Poniendo  dxxx qp cossen =  − dxxx qp coscossen 1  y haciendo sen x = t  y cos x dx = 
t2

1
dt 

Como cosq−1x = ( ) 2
1

2sen1
−

−
q

x , se tendría  ⋅−
−

dt
t

tt
qp

2

1
)1( 2

1
2  = 

2

1 
−−

− dttt
qp

2
1

2
1

)1(  

Si p o q es un entero impar, 
2

1−p
 o 

2

1−q
 es entero. 

Si p + q es un entero par, resulta que 
2

1−p
 + 

2

1−q
 = 

2

qp +
 − 1 sería entero. 

Pero si ni p ni q es un entero impar, 
2

1−p
 ni 

2

1−q
 es entero y si p + q no es un entero par, 

2

qp + − 1 ∉ Z.
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e) dx
x

x
n +1

. Haciendo xn = t  y  nxn−1 dx = dt, se tendría 
n

1  nt
1

· ( ) 2
1

1 −+ t  · n
n

t
−1

dt = 
n

1  −12
nt ( ) 2

1
1 −+ t dt  

q = −
2

1
 no es entero. 

Si n = 1 ó 2,  
n

2
 − 1 es entero.  Si n = 4, 

n

2 − 1 − 
2

1
 es entero. 

Pero si n ≠ 1, 2 ó 4, 
n

2
 − 1 ∉ Z  y  

n

2 −1 −
2

1 =
n

2
 − 

2

3
 que es entero solamente si n = 4. 

Si n = 1, es dx
x

x +1
, que, poniendo 1 + x = t2 y dx = 2t dt, se transforma en dtt

t

t
2

12

 − =  =− dtt )1(2 2  














+−+= x

x
1

3

)1(
2

3

 + C 

Si n = 2, es dx
x

x + 21
 que, con 1 + x2 = t y 2x dx = dt, se transforma en 

2

1  dt
t

1
 = t  = 21 x+  + C 

Finalmente, si n = 4, se tendría dx
x

x + 41
, que haciendo x2 = t y 2x dx = dt, conduce a 

2

1
dt

t + 21

1
. 

Y poniendo ahora t = tg u y dt = du
u2cos

1
, resultaría 

1 1

2 cos
du

u = 
2

1 cos

2 1 sen

u
du

u
=

−  
2

1 1

2 1
dy

y− con  

y = sen u y duudy cos= . 

Finalmente como, 
21

1

y−
 = 

y

A

+1
 + 

y

B

−1
 = 

21

)1()1(

y

yByA

−
++−

, de la igualdad 1 = A (1 − y) + B (1 + y), se 

obtiene A = B = 
2

1
, por lo que  −

dy
y 21

1 =
2

1
ln

y

y

−
+

1

1 =
2

1
ln

u

u

sen1

sen1

−
+

 

Si t = tg u se tiene que:  1 + t2 = 
u2cos

1
,  cos2u = 

2

1

1 t+
,  sen u = 

21

1
1

t+
−  = 

21 t

t

+
 

u

u

sen1

sen1

−
+

 = 

2

2

1
1

1
1

t

t
t

t

+
−

+
+

 = 
tt

tt

−+

++
2

2

1

1
 = 

2
21 





 ++ tt , por lo que 

2

1
ln 

u

u

sen1

sen1

−
+

 = ln 




 ++ tt21  

Así pues,  +
dx

x

x
41

 = 
2

1
 ln 





 ++ 241 xx  + C 

 

 f) dxxq sen  

Poniendo dxxq sen = dxxq − sensen 1 = 
−
2

1

)sen( 2
q

x sen x dx 

Haciendo cos x = t  y  −sen x dx = 
t2

1
dt, se tiene: dxxq sen = −

2

1 
−

− 2
1

)1(
q

t · 2
1−

t dt 

Así pues, como dttt qp − )1(  es elemental solo cuando p, q o p + q son enteros, se tiene que esta integral 

sería elemental solo si 
2

1−q
 ∈ Z  o 

2

1−q
 − 

2

1
 sea entero, es decir, 

2

1−q ∈ Z  o 
2

q ∈ Z, o sea, q ∈ Z. 

 

Nota: Obsérvese que, en cualquier caso, esta integral se reduce al apartado d, dxxx pq cossen  con p = 0 y 

allí se vio que era elemental cuando alguno era entero impar, en este caso q, o cuando la suma era entero 

par, en este caso q, es decir, dxxq sen  es elemental solo si q ∈ Z. 
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13.94. a) Calcula 
( )

3

4

1

2

x x
dx

x

+ +
+  sin descomponer en fracciones simples. Sugerencia: llama 2x t+ = . 

b) Demuestra que si grad(P) < m + n, existen polinomios q(x) y r(x) con grad(q) < m y grad(r) < n, tales 

que: 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
m n m n

P x q x r x

x a x b x a x b
= +

− − − −
. 

c) Utiliza los apartados anteriores para obtener:
( ) ( )2 3

2 3

dx

x x− −  

 

a) Se escribe el numerador, x3 + x + 1 en potencias de x + 2. 

En concreto: x3 + x + 1 = (x + 2)3 + a (x + 2)2 + b (x + 2) + c = x3 + 6x2 + 12x + 8 + ax2 + 4ax + 4a + bx + 2b + c 

Así pues:  a + 6 = 0,  12 + 4a + b =1,  8 + 4a + 2b + c = 1 

Con lo que, despejando, se obtiene que: a = −6, b = 13, c = −9 

La integral dada se transforma entonces en: 

 +
dx

x 2

1 − 6  +
dx

x 2)2(

1 + 13 +
dx

x 3)2(

1 − 9  +
dx

x 4)2(

1
 = ln |x + 2| +

2

6

+x
−

2

13
2)2(

1

+x
+

3)2(

3

+x
 + C 

 

b) Se descompone en fracciones simples: 

nm bxax

xP

)()(

)(

−−
=

ax

A

−
1 +…+

m
m

ax

A

)( −
+

bx

B

−
1 +…+

n
n

bx

B

)( −
=

m
m

m

ax

AaxA

)(

...)( 1
1

−
++− −

+
n

n
n

bx

BbxB

)(

...)( 1
1

−
++− −

  

y llamando q (x) y r (x) a estos nuevos numeradores resulta que grado q (x) ≤ m − 1 y grado r (x) ≤ n − 1, es 
decir, grado q (x) < m y grado r (x) < n. 

 

c) 
2 3

1

( 2) ( 3)x x− −
 = 

22 ( 2)

a b

x x
+ +

− − 2 33 ( 3) ( 3)

c d e

x x x
+ + =

− − −
 

3 3 2 2 2 2

2 3

( 2)( 3) ( 3) ( 2) ( 3) ( 2) ( 3) ( 2)

( 2) ( 3)

a x x b x c x x d x x e x

x x

− − + − + − − + − − + −
− −

 

Al igualar los numeradores y resolver el sistema, resulta que: a = –3, b = −1, c = 3, d = –2 y e = 1 y el problema 
se reduce a calcular:  

 −− 22 )3()2( xx

dx
=

2 2 3

3 1 3 2 1

2 ( 2) 3 ( 3) ( 3)
dx

x x x x x

− − + − + − − − − − 
 =  

   = –3 ln |x − 2| + 
2

1

−x
+ 3 ln |x − 3| + 

2

3x −
 – 

( )2

1

2 3
C

x
+

−
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RELACIONA Y CONTESTA 

Elige la única respuesta correcta en cada caso: 

1.  Sea f la primitiva en ,
2 2

π π − 
 

de la función g (x) = 
2

1 tg

cos

x

x

+
 que toma el valor 

3

2
−  en x = 0. 

El valor de 
4

f
π 

 
 

 es: 

A) 
2

π
 B) 0  C) 1 D) 

4

π
 E) Ninguna de las anteriores. 

La respuesta correcta es la B.  

Toda las primitivas f de g (x) = 
x

x
2cos

tg1+
 responden a la fórmula f (x) = dx

x

x +
2cos

tg1
 = 

2

1
(1 + tg x)2 + C. 

La dada verifica f (0) = 
2

3− , por lo que 
2

3−  = 
2

1
 + C y C = −2. 

Así pues, la función es f (x) = 
2

1
(1 + tg x)2 − 2, que en 

4

π
 vale 

4
f

π 
 
 

 = 
2

1
(1 + 1)2 − 2 = 0. 

 

2.  Si F (x) es la primitiva de f (x) = 
2

1

9 4x−
 que pasa por el origen. 

A) F(x) = 
1

3
arcsen 

3

2

x
    C) F (x) = arcsen 

2

3

x
  E) Ninguna de las anteriores. 

B) 
2

3
F  
 
 

 = 
6

π
   D) F (1) = 1

2
arcsen 

2

3
 

La respuesta correcta es la D. F (x) =  −
dx

x249

1
 y F (0) = 0. 

dx
x

 − 249

1
 = 

2

1

2
3 1

3

dx

x −  
 

  = 
2

1
2

2 1

3 2
1

3

dx

x −  
 

 = 
2

1
arcsen 

3

2x + C. 

Como F (0) = 0, es 0 = 
1

0
2

⋅  + C y C = 0, siendo entonces F (x) = 
2

1
 arcsen

3

2x
, por lo que F (1) = 

2

1
 arcsen

3

2
. 

 
3.  Sea f una función derivable, definida en [1, +∞) tal que f  (x) · f ′ (x) = 1, siendo f (8) = 4. Entonces: 

A) f 2 (x) + f (x) = 2x   C) lim ( )
x

f x
→+∞

= 1  E) f (x) = x  

B) f (2) = 2   D)
2( )

lim
x

f x

x→+∞
= 0  

La respuesta correcta es la B. Si f (x) · f ′(x) = 1, es que 
2

1
f 2(x) = x + c. Como f (8) = 4, es 

2

1
 · 42 = 8 + c, por lo 

que c = 0 y f 2(x) = 2x, es decir, f (x) = x2 . 

 

Señala, en cada caso, las respuestas correctas: 

4.  Sea f (x) = 
2

5( 1)

2 3

x

x x

+
+ −

 e I el intervalo (1, +∞): 

A) Para todo x ∈ I, f (x) = 
1

3
2

x +
+ 

1

1x −
 

B) La función F (x) = 
1

2
ln |2x + 3| + 2 ln |x − 1| es una primitiva de f sobre I. 

C) Existe una primitiva F de f sobre I tal que F (2) = 5. 

D) Existe una primitiva F de f sobre I tal que F (2) = π . 

E) Existe una primitiva F de f sobre I tal que lim ( )
x

F x
→+∞

 = 5. 

Las respuestas correctas son B, C y D. 
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5. Juan, que no sabe derivar, dice que las funciones f (x) y g (x) son primitivas de una misma función: 

A) f (x) = x

x +1
, g (x) = 2x

x

+1

+1
 

B) fx) = cos 2x, g (x) = −2 cos2x 

C) f (x) = ln (2x2 + 1), g (x) = ln(24x2 + 12) 

D) f (x) = 2sen x ·cos8x − cos x, g (x) = cos5x 2sen x + cos x 

E) f (x) = arctg x,  g (x) = –arctg
1

x
 

Dos funciones son primitivas de una misma función sólo si difieren en una constante. 

A: g (x) = 
1

12

+
+

x

x
 = 

1

1

+
+

x

x
 + 

1+x

x
 = 1 + f (x), luego A es verdadera. 

B: f (x) − g (x) = cos2 x − sen2 x + 2cos2 x = 3 cos2 x − sen2x, por lo que B es falsa. 

C: g (x) = ln 












 + 1212 2x  = ln 12 + ln (2x2 + 1) = ln 12 + f (x) y C es verdadera. 

D: g (x) − f (x) = 2 cos x + 2sen x cos 5x (1 − cos3x) por lo que D es falsa. 

E: f (x) − g (x) = arctg x + arctg 
x

1
 = 

2

π
, con lo que E es verdadera . 

 

6.  Sea f la función definida en R por la fórmula f (x) = 
2

1

1 x+
 y F la primitiva de f tal que F(0) = 0: 

A) F (1) =
4

π
 

B) Si G: ,
2 2

π π − 
 

→ R con G (x) = F (tg x), entonces G (x) G ′(x) = x 

C) F
1

2
 
 
 

 + F
1

3
 
 
 

 = 
4

π
 

D) Sea H: (0, +∞) → R con H(x) = F
1

1x
 
 + 

 + F
2

x

x
 
 + 

. Entonces H(0) = 
4

π
 

E) Para todo x positivo, H ′ (x) = 0 
 

F (x) es la función F (x) = arctg x. 

F (1) = arctg 1 = 
4

π
 y A es verdadera. 

G (x) = F (tg x) = arctg (tg x) = x, por lo que G ′(x) = 1 y  G (x) G ′(x) = x con lo que B es también verdadera. 










2

1
F + F 









3

1
 = arctg

2

1
 + arctg

3

1
 = α  con tgα = tg 










+

3

1
arctg

2

1
arctg  = 

1 1
2 3

1 1
1 ·

2 3

+

−
= 1, por lo que α = 

4

π
 y C es 

verdadera. 

H(0) = F (1) + F (0) = arctg 1 + arctg 0 = 
4
π

 y D es verdadera. 

H (x) = arctg
1

1

+x
+ arctg

2+x

x = α  con tg α = tg 










+
+

+ 2
arctg

1

1
arctg

x

x

x
=

1
1 2
1

1
1 2

x
x x

x
x x

+
+ +

   −    + +   

=
22

22
2

2

++
++

xx

xx
 = 1, 

por lo que H es constante y H ′(x) = 0, con lo que E es también verdadera. 
 
Así pues, son verdaderas las cinco respuestas. 
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7.  Las primitivas de f (x) = 6 sen x cos x son las funciones: 

A) F (x) = 3 sen2x + C   C) F (x) = − 3

2
cos 2x + C  E) F (x) = −3 cos2x + C 

B) F (x) = 3 cos2x + C  D) F (x) = 3 cos 2x + C 

 6 sen x cos x dx = t 6 dt = 3 t2 = 3 sen2 x + C por lo que A es verdadera. 

B es falsa pues las funciones 3 cos2 x y 3 sen2x no difieren en una constante sino en 3 cos 2x. 

C es verdadera pues 3 sen2x + 
2

3
cos 2x = 3 sen2x + 

2

3
 cos2x − 

2

3
sen2x = 

2

3
sen2x + 

2

3
 cos2x = 

2

3
, es 

decir, difieren en una constante, por lo que si la respuesta A es verdadera, C también lo es. 

D es falsa pues las funciones dadas por D y C difieren en 
2

9
cos 2x. 

E es verdadera ya que las funciones dadas por A y E difieren en una constante:  3 sen2x − (−3 cos2x) = 3.  

 

Elige la relación correcta entre las dos afirmaciones dadas: 

 

8. Sea f (x) una función continua. 
a) F (x) es la primitiva de f que pasa por el origen. 

b) F (x) se ha obtenido tomando C = 0 en la expresión ( )f x dx = F (x) + C. 

A) a  ⇔  b  C) b  a pero a /  b E) Ninguna de las anteriores. 

B) a  b pero b /  a D) a y b se excluyen entre sí. 
La respuesta correcta es la E.  
Las afirmaciones a y b no tienen nada que ver, por ejemplo, f (x) = ex. Según a, F (x) sería ex − 1 y en b        
F (x) = ex.  
Nota: Si f (x) fuera una función polinómica, la respuesta sería a ⇔ b. 

 

Señala el dato innecesario para contestar: 

9   La aceleración de una partícula está dada por 
dv

dt
= a + bt + c cos(2πt). Se pide la velocidad, v, en t = 2 

y se dispone de los siguientes datos:  

a) v (0) b) v
1

4
 − 
 

 c) v
1

2
 − 
 

  d) v(−1) 

A) Puede eliminarse el dato a.  C) Puede eliminarse el dato c.  E) No puede eliminarse ningún dato. 
B) Puede eliminarse el dato b.  D) Puede eliminarse el dato d. 

La respuesta correcta es la B. Como 
dt

dv
 = a + bt + c cos(2πt), se tiene que v(t) = at +

2

b
t2 +

π2

c
sen (2πt) + d, 

por lo que v(2) = 2a + 2b + d y basta calcular a, b y d.  

b) v 







−

4

1
 = −

4

1
a + 

32

1
b − 

1

2π
c + d. 

Así pues, los valores que nos hacían falta, a, b y d los podemos obtener con los datos a, c y d. 
 

Analiza si la información suministrada es suficiente para contestar la cuestión: 

10.  Para calcular ( )f x cos2x dx y ( )f x sen2x dx siendo f una función continua y ( )f x cos2x dx no 

elemental, se sabe que:  

a) ( )f x dx = g (x) + C;   b) ( )f x cos 2x dx = h (x) + C. 

A) Cada información es suficiente por sí sola.  D) Son necesarias las dos juntas. 
B) a es suficiente por sí sola, pero b, no.  E) Hacen falta más datos. 
C) b es suficiente por sí sola, pero a, no. 

La respuesta correcta es la D. Se llama I =  )(xf cos2x dx, J =  )(xf sen2x dx.  

 )(xf cos2x dx +  )(xf sen2x dx =  )(xf dx = g (x) y  )(xf cos2x dx −  )(xf sen2x dx =  )(xf cos 2x dx= h (x).  

Así pues, con los dos datos juntos a y b, podemos calcular I y J pues: 
( )

( )

I J g x

I J h x

+ =
 − =
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 14  Integral definida 

ACTIVIDADES INICIALES 

14.I. Con ayuda de la calculadora, obtén la suma de los cien primeros términos de esta progresión:  

,...525,25,55,5,5  

Se trata de una progresión geométrica de razón r = 5 , por lo que: 

35
50

1 1061,1
15

555

1
⋅≈

−
−⋅=

−
−⋅=

r

ara
S n  

14.II. Expresa la función 32)( ++−= xxxf  como una función definida a trozos. 

( 2) ( 3) si 3

( ) ( 2) ( 3) si 3 2

( 2) ( 3) si 2

x x x

f x x x x

x x x

− − − + < −
= − − + + − ≤ ≤
 − + +   >

, es decir, 

2 1 si 3

( ) 5 si 3 2

2 1 si 2

x x

f x x

x x

− − < −
=           − ≤ ≤
 +   >

. 

14.III. Desarrolla estas sumas: 

 a) 
=

−
4

1

2)5(
i

i

 b) 
=

−−+
6

1

1))(1(
i

ii xxi  

a) 301234)45()35()25()15()5( 22222222
4

1

2 =+++=−+−+−+−=−
=i

i  

b) +−++−++−++−+=−+
=

− ))(41())(31())(21())(11())(1( 34231201

6

1

1 xxxxxxxxxxi
i

ii  

5 4 6 5(1 5)( ) (1 6)( )x x x x+ + − + + − 6543210 7)(2 xxxxxxx +++++−−= . 

14.IV. Encuentra los puntos de intersección entre las parábolas: 26)( xxxf −=  y xxxg 2)( 2 −= . 

4,00)4(208262 222 ===−=−−=− xxxxxxxxxx . Los puntos de corte son A(0, 0) y B(4, 8). 

EJERCICIOS PROPUESTOS 

14.1. Obtén con el método visto el área del trapecio limitado por la recta 12 += xy , el eje horizontal y las 
verticales x = 0 y x = 4. Comprueba el resultado calculando el área geométricamente. 

Se divide el intervalo [0, 4] en 4n subintervalos, cada uno de longitud 
n

1
. 

Se calcula la suma de las áreas de los rectángulos obtenidos tomando como base la longitud de cada 
subintervalo y como altura la ordenada del extremo derecho. 

=



 ++−++++=



 +++−++++++= n

n

nn

nn

n

n

n

nnnn
Sn 4

8)14(26421
1

4
21

14
2...

3
21

2
21

1
2

1 

20
420420441641

4
4)41(1

4
4

2

82
1

2

222

+=+=+=






 ++=



 ++=

















+
⋅+

nn

n

n

nn

n

nnn

n
n

n

nn

n
n

n

n
n

n
. 

Se toma como área del recinto el número n
n

SA
+∞→

= lim , es decir, 2020
4

lim =





 +=

+∞→ n
A

n
 u2. 

Geométricamente, el trapecio tiene altura 4 y bases 1 y 9. Su área es: 

204
2

19 =⋅+=A  u2, que coincide con la obtenida con el método anterior.
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14.2. Obtén una fórmula para 333 ...21 n+++ . Para ello procede de forma análoga a la del primer ejemplo, 
desarrollando las cuartas potencias de (n + 1). 

( )
( )

( )

4

44 4 3 2

44 4 3 2

4 4 3 2

1 1

2 1 1 1 4 1 6 1 4 1 1

3 2 1 2 4 2 6 2 4 2 1

1 4 6 4 1

 

     

     

n   n  n n n

=

= + = + ⋅ + ⋅ + ⋅ +

= + = + ⋅ + ⋅ + ⋅ +

+ = + ⋅ + ⋅ + ⋅ +


 

Sumando los primeros miembros y los segundos miembros, se obtiene:  

( ) =++++ 444 121 n   

1)21(4)21(6)21(4)21( 222333444 +++++++++++++++++ nn n n n   

Luego ( ) 1)21(4)21(6)21(41 2223334 +++++++++++++=+ nn n n n   

Se despeja la suma de los n primeros cubos y se aplican las fórmulas ya conocidas: 

( ) =+−+++−+++−+=+++
4

)1()21(4)21(61
21

2224
333 nn n n

n 
  

( )4
1 ( 1)(2 1) 2( 1) ( 1)

4

n n n n n n n+ − + + − + − +
= = ( )[ ] =−−+−++

4

12)12()1(1 3 nnnnn

( ) ( ) ( )
4

1

4

)(1

4

)122133(1 2223223 +=++=−−−−++++= nnnnnnnnnnnn
 

Así pues, 
( ) 222

333

2

)1(

4

1
21 






 +=+=+++ nnnn

n   

 
14.3. Calcula el área limitada por la curva y = x3 + 1, el eje horizontal y las rectas  
            x = 0 y x = 1. Toma en cada subintervalo como ic  el extremo izquierdo. 

Se divide el intervalo [0, 1] en n subintervalos, cada uno de longitud 
n

1
. Se calcula la 

suma de las áreas de los rectángulos obtenidos tomando como base la longitud de 
cada subintervalo y como altura la ordenada del extremo derecho. 








 ++++=











+






+++






++






=

3

333333
211

1...1
2

1
11

n

n
n

nn

n

nnn
Sn


 

Aplicando la fórmula encontrada en el ejercicio anterior: 

22

222

3

22

3

333

4

12

4

5

4

125

4

1241

4

)1(1211

n

n

n

nn

n

nnn

nn

nn
n

nn

n
n

n
Sn

+
+=

++
=







 +++
=







 +
+=







 +++
+=


 

El área del recinto es el número n
n

SA
+∞→

= lim , es decir, 
4

5

4

12

4

5
lim

2
=






 ++=

+∞→ n

n
A

n
u2. 

 

14.4. Sea f continua en [– 1, 4] y g(x) = f(x) + 2. Si 
 

 

4

1
( ) 5f x dx

−
= , calcula 

 

 

4

1
( )g t dt

− . 

15525))1(4(252)()2)(()(
4

1

4

1

4

1

4

1
=⋅+=−−+=+=+=  −−−−

dtdttfdttfdttg  

 

14.5. Si 
 

 

1

0

4
( )

3
f x d x = , 

 

 

2

1

8
( )

3
f x d x = y 

 

 

3

0

1 1
( )

3
f x d x = , halla: 

a) 
 

 

2

0
( )f x dx   b) 

 

 

3

1
( )f x dx   c) 

 

 

3

2
( )f x dx  

a) 4
3

8

3

42

1

1

0

2

0
=+=+=  fff  b) 

3

7

3

4

3

111

0

3

0

3

1
=−=−=  fff  c) 

3

1

3

8

3

72

1

3

1

3

2
−=−=−=  fff

1

1

O

f

X

Y
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14.6. Halla el valor medio de estas funciones: 

a) b) c) 

 

 

 

 
 

 

 

 

a) Se debe encontrar el valor f(c), siendo c el número del ntervalo [0,3], que cumpla 

( ) −⋅=





 +

3

0
03)(1

3
cfdx

x
. Como  






 +

3

0
1

3
dx

x
es el área de un trapecio de altura 3 y bases 2 y 1, su valor 

es 
2
9

3
2

12
1

3

3

0
=⋅+=






 + dx

x
. Entonces, ( )

2

3
)(

2

9
03)( ==−⋅ cfcf , es el valor medio de la función en 

dicho intervalo. 

b) Se debe encontrar el valor g(c), siendo c el número del intervalo [0, 5] que cumpla ( ) −⋅=
5

0
05)()( cgdxxg . 

Se calcula esta integral hallando el área de las tres regiones (un cuarto de círculo que está por encima del eje 
X; un triángulo que está por debajo del eje X; un triángulo que está por encima del eje X). 

El área del cuarto de círculo es π=⋅π
4

22

. 

El área del triángulo que está por debajo del eje X es 1
2

12
=

⋅
. Esto indica que  −=

4

2
1)( dxxf , ya que al estar 

por debajo del eje X, la integral es el opuesto del área. 

El área del triángulo que está por encima del eje X es 
2

1

2

11 =⋅
. 

Con todo esto: 
2

1

2

1
1)()()()(

5

4

4

2

2

0

5

0
−π=+−π=++=  dxxgdxxgdxxgdxxg  

Por tanto, ( )
10

12
)(

2

1
05)(

−π=−π=−⋅ cgcg  es el valor medio de la función en dicho intervalo. 

c) Se debe encontrar el valor h(c), siendo c el número del intervalo [0,1] tal 

que ( ) ( ) −⋅=+−
1

0

2 01)(34 chdxxx .Como ( ) =







+−=+−

1

0

1

0

2
3

2

3

4
32

3
34 xx

x
dxxx ,entonces

( )
3

4
)(

3

4
01)( ==−⋅ chch  es el valor medio de la función en dicho intervalo. 

 

14.7. Calcula:  

a)
 

 

2
3

4

1 tg

tg

t
dt

t

π

π
+   b) 

 

 

1
2

1
( 1)x x dx

−
−   

a) ( )
2

3 3

44

1 tg ln3
ln tg ln tg ln tg ln 3 ln1

tg 3 4 2

t
dt t

t

π π 

ππ 

+ π π    = = − = − =          

b) 

12 21
2

1
1

1 ( 1) 1 1
( 1) 0 0 0

2 2 4 4

x
x x dx

 

 − −

 −− = = ⋅ − ⋅ = 
 

1

1

O X

f

Y

1

1

O X

g

Y

1

1

O X

Y
h(x) = x2 – 4x + 3       
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14.8. Halla    

a)
 

 

4

2
0

2

4 5

x
dx

x x

− +
+ +       b) 

 

 

2
ln(ln )e

e

x
dx

x  

a) 
4 0 02

2 2 40 4

2 2 1 1
ln( 4 5) (ln5 ln5) 0

2 24 5 4 5

x x
dx dx x x

x x x x

 −  

−  −

+ +  = − = − + + = − − = + + + +   

b) [ ]
2 2 2

2

1
1 1

ln(ln ) 1
ln ln 2ln2 ln1 (2 1) 2ln2 1

e

e

x
dx udu u u u du

x u

   

   
= = − = − − − = −    

 

14.9. Calcula las derivadas de las funciones: 

a) 
 

 0
( ) tg

x

f x t dt=       b) 
 

 
( )

e
a

x
g x ae da=  . 

a) Si 
0

( ) tg
x

f x t dt
 

 
=  , por el teorema fundamental del cálculo se sabe que xxf tg)(' = . 

b) Como ( )
e x

a a

x e
g x ae da ae da

  

  
= = −   entonces '( )g x = xxe− . 

 

14.10. Halla las derivadas de las siguientes funciones:  

a) 
 

 

3

2
( ) sen2

x

x
f x t dt

−
=      b)

 

 

2
2

3 2
( )

x x
t

x
g x e dt

+
−

−
=  . 

a) ))2(cos)2(cos(
2

1

2

2cos
)( 23

3

2
xx

t
xf

x

x

−+−=



−=

−
, su derivada es: ))2(sen2)2(sen3)(' 232 xxxxxf −+=  

b) La función 
2

)( teth −=  es continua  )23()()]([)( 2
23

2
−−+== +

− xHxxHtHxg xx
x , con 

2
'( ) xH x e−= , por tanto: 

2 2 22 ( ) (3 2)'( ) (2 1) '( ) 3 '(3 2) (2 1) 3x x xg x x H x x H x x e e− + − −= + + − − = + −  

 

14.11. Calcula el área de la región limitada por la gráfica de 
21 x

x
y

+
= , el eje X y las rectas x = 1 y x = 2. 

La función es positiva en [1, 2] [ ] )2ln5(ln
2
1

)1ln(
2
1

1

2

1
2

2

1
2

−=+=
+

=  xdx
x

x
A  u2 

 

14.12. Calcula el área de la región finita limitada por el eje horizontal y la gráfica de 322 −−= xxy . 

La función es una parábola cóncava hacia arriba que corta al eje X en los puntos de abscisas –1 y 3. 

La región queda por debajo del eje X 
2

32

3

32
3

3
)32(

3

1

2
33

1

2 =





−−=








−−−=−−−=

−− xx
x

dxxxA  u2. 

 

14.13. Calcula el área de la región encerrada entre las gráficas de 2)( xxxf −=  y 
2

3
)( 2 −= xxg . 

Primero hay que calcular los puntos de corte de ambas funciones: 

65,0;15,10324
2

3 222 −===−−−=− xxxxxxx    

La región está limitada entre dos curvas: 2)( xxxf −=  está por arriba y 
2

3
)( 2 −= xxg  está por debajo; así 

pues, el área pedida es:  

1,15 1,15
2

0,65 0,65

3
( ( ) ( )) 2

2
A f x g x dx x x dx

  

 −  −

 = − = − + + = 
   95,1

2

3

23

2
15,1

65,0

23

=







++−

−

x
xx

 u2 
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14.14. Calcula el área de la región limitada por estas cuatro curvas: y = x + 5, y = 2, y = –1, y2 = x. 

La gráfica de la curva y2 = x, que no es una función, se puede obtener dibujando estas dos gráficas: 

y x= ±   

Por tanto, la región es la que se muestra. Los vértices de la región son los 
puntos de intersección de las curvas que se cortan: 

A(–6, –1), B(–3, 2), C(4, 2) y D(1, –1). 

La región que está a la izquierda del eje Y es un trapecio de altura 3 y bases 

6 y 3. Su área es 
2

27
3

2

36
1 =⋅+=A u2. 

Otra región está limitada superiormente por y = 2 e inferiormente por 

xy = , su área la da la integral:  
4

4 2 3
2 0

0

2 16 8
(2 ) 2 8

3 3 3
A x dx x x = − = − = − =     u2    

La otra región está limitada superiormente por xy −=  e inferiormente por y = –1, su área:  

3

1

3

2
)1())1((

1

0

2 3
1

0

1

0
3 =



 −=−=−−−=  xxdxxdxxA  u2

2

33

3

1

3

8

2

27
321 =++=++= AAAA  u2 

 

14.15. Calcula el volumen de un sólido cuya base es un círculo de radio 1 y en el que las secciones 
transversales perpendiculares a la base son triángulos equiláteros. 

Si se centra el círculo en el origen, su ecuación es x2 + y2 = 1, es decir, y2 = 1 – x2. 

A continuación hay que encontrar la función A(x) que da el área de cada uno de los triángulos de la sección. 
La base de cada triángulo equilátero de cada sección es 2y. La altura de cada uno de estos triángulos es 

yyya 3)2( 22 =−= . Por tanto, el área de estos triángulos es 23
2

32
y

yy =⋅
. Así pues, la función A(x) 

es: )1(3)( 2xxA −= 
3

34

3

2

3

2
3

3
3)1(3

1

1

31

1

2 =





 +=








−=−=

−−
x

xdxxV  u3 . 

 

14.16. Halla el volumen del sólido que se forma al girar la región bajo la gráfica de y = 1 + cosx en [0, 2 π ]. 

2 2
2 2

0 0
(1 cos ) (1 cos )V x dx x dx

π π
= π + = π +   2 2(1 cos ) 1 2cos cosx dx x x dx+ = + + = 

22sen cosx x x dx= + +   y, por partes: f(x) = cosx, dg(x) = cosx dx, df(x) = –senx dx, g(x) = senx  

dxxxxxdxxxxxdxxxdxx  −+=−+=+= 2222 coscossen)cos1(cossensencossencos  

Despejando se obtiene: C
xxx

dxx ++= 2

cossen
cos2  

Por tanto, 2
2

0

2

0

2 3
2

cossen
sen2)cos1( π=



 +++π=+π=

ππ

 xxx
xxdxxV  u3 

 

14.17. Halla el volumen de un sólido S cuya base es  la región { }2( , ) tal que 1x y x y≤ ≤  y cuyas secciones 

transversales perpendiculares a la base son cuadrados. 

Cada uno de los cuadrados de las secciones tienen lado 1 – x2; por tanto, 22 )1()( xxA −= . 

El volumen del sólido es: 

13 51 1
2 2 2 4

1 1
1

2 16
(1 ) (1 2 )

3 5 15

x x
V x dx x x dx x

  

 −  −
−

 
= − = − + = − + = 

    u3  

 

Otra posibilidad es tomar las secciones transversales en el plano XZ y perpendiculares al eje Y. Cada uno de 

los lados de las secciones es l = 2x = 2 y  y su área es: 2( ) (2 ) 4A y y y= = , por lo que el volumen del 

sólido es: 
1 12 3

00
4 2 2 uV y dy y

 

 
 = = =  . 

1

1

O X

Y
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14.18. Halla la longitud de la catenaria 
2

xx ee
y

−+=  entre x = 0 y x = 1. 

2
)(

xx ee
xf

−−=′  [ ]
2 21 1 1

21 2 2
0

0 0 0

4 2 1
1 ( ) 2

4 2

x x
x xe e

L f x dx dx e e dx
−   

−

   

+ + −′= + = = + + =    

( ) ( )
1 12 1

00 0

1 1 1 1 1

2 2 2 2
x x x x x xe e dx e e dx e e e

e

 
− − −

  

  = + = + = − = −       u. 

 

 

14.19. La densidad de coches )(xρ  (en coches por km) en los primeros 20 km de una autovía de salida de una 

gran ciudad viene dada por la función ( )15,04sen2300)( ++=ρ xx  siendo x la distancia en km al 

comienzo de la autovía. 

a) Escribe una suma de Riemann para hallar el número de coches en esos 20 km con cinco intervalos 
de igual longitud tomando como punto muestra el extremo izquierdo. 

b) Calcula el número total de coches en esos 20 km y compara el resultado obtenido con el del apartado a. 

a) Se divide [0, 20] en 5 subintervalos de longitud 4 km mediante los puntos 0, 4, 8, 12, 16, 20. 

En cada subintervalo se elige como punto muestra el extremo izquierdo del subintervalo. 


=

Δ⋅ρ
n

i

i xc
1

)(  [ ]
5 5

1 1
1 1

( ) ( ) 4 4 (0) (4) (8) (12) (16) 14 001i i
i i

S x x x− −
= =

= ρ ⋅ Δ = ρ ⋅ = ⋅ ρ + ρ + ρ + ρ + ρ ≈   

b) ( )20 20 20 20

0 0 0 0
( ) 300 2 sen4 0,15 600 300 sen4 0,15x dx x dx dx x dx

    

    
ρ = + + = + +     

Se cambia de variable: tx =+ 15,0 , 2 0,15 2
2 0,15

dx
dt dx x dx t dt

x
=  = + =  

+
 

dtttdtttdxx  ==+ )4sen(2)4sen(215,04sen ; f (t) = t, g'(t) = sen (4t), f '(t) = 1, 
4

)4cos(
)(

t
tg

−=  

8

)4sen(

2

)4cos(
)4cos(

4

1

4

)4cos(
2)4sen(2

ttt
dtt

tt
dttt +−=






 +−⋅=⋅      


8

)15,04sen(

2

)15,04cos(15,0
15,04sen

+
+

++−
=+ xxx

dxx   

( ) ( ) ( ) 20

20

0

0

0,15 cos 4 0,15 sen 4 0,15
300 2 sen 4 0,15 600 20 300 11513

2 8

x x x
x dx

 − + + +
  + + = ⋅ + + ≈ 
  


 

 

14.20. Circulandia, una típica ciudad, está muy poblada cerca del centro pero su población decrece cuando 
nos alejamos de él. En efecto, su densidad de población es 10 000(3 – r) habitantes/km2 siendo r la 
distancia al centro en km. 

a) Si la densidad de población en los confines de la ciudad es 0, ¿cuál es el radio de la zona en la que 
viven? 

b) ¿Cuál es la población de la ciudad? 

 

a) Como la densidad en los confines de la ciudad es 0  10 000(3 – r) = 0, es decir, r = 3 km. 

b) 
3

0
1

lim 2 ( ) 2 ·10 000(3 )
n

i i
n

i

P r r f c r r dr
→+∞

=

≈ π Δ ⋅ = π −  . Se calcula esta integral: 

32 33 3
2

0 0
0

3
2 ·10 000(3 ) 20 000 (3 ) 20 000 90 000 282 743

2 3

r r
r r dr r r dr

 
π − = π − = π − = π ≈ 

   habitantes
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EJERCICIOS 

          Área bajo una curva 

14.21. Halla el área de la región sombreada utilizando los diferentes métodos 
propuestos y comprueba que siempre obtienes el mismo resultado: 

a) Dividiendo el intervalo [2, 3] en n subintervalos de longitud 
n

1
, 

tomando como altura de cada rectángulo la ordenada de su extremo 
derecho y calculando, finalmente, el límite de la suma de las áreas de 
los rectángulos cuando ∞→n . 

b) Procediendo como en a pero tomando como altura de cada rectángulo la 
ordenada de su extremo izquierdo. 

c) Hallando una primitiva F de la función cuya gráfica es la recta 
oblicua que limita la región y calculando F(3) – F(2). 

d) Utilizando la fórmula geométrica que da el área de un trapecio. 

a) La ecuación de la recta que limita superiormente el trapecio es y = x + 1. 

=






 ++=



 ⋅++=



 ++++=



 +++++++++=

2

61

2

1
3

121
3

1
12...1

2
21

1
2

1 22

2
2

2

nnn

n
n

n
n

nn

n
n

nn

n

nnn
Sn



2

2

1 7 7 1 7 1

2 2 2

n n n

n nn

 + += = = + 
 

. El área del recinto es: 
2

71

2

7
limlim =






 +==

+∞→+∞→ n
SA

n
n

n
 u2. 

b) =



 −⋅−++=



 −++++=



 +−+++++++= )1(

2

11
3

1121
3

1
1

1
2...1

1
212

1 2
2

n
n

n
nn

n
n

nn

n

nn
Sn


 

2 2 2

2 2

1 6 1 7 7 1 7 1

2 2 2 2 2

n n n n n n

n nn n

   + − − −= = = = −   
   


7 1 7

lim lim
2 2 2n

n n
A S

n→+∞ →+∞

 = = − = 
 

 u2 

c) Una primitiva de y = x + 1 es x
x

xF +=
2

)(
2


2

7
1

2

9
2

2

2
3

2

3
)2()3(

22

=−=







+−+=−= FFA  u2 

d) La región sombreada es un trapecio de altura 1 y bases 4 y 3. Su área es 
2

7
1

2

34 =⋅+=A  u2 . 

 

14.22. Calcula el área limitada por la curva 12 += xy , el eje horizontal y las rectas verticales x = –2 y x = 2. 

Se divide el intervalo [– 2, 2] en 4n subintervalos, cada uno de longitud 
n

1
. 

Se calcula la suma de las áreas de los rectángulos obtenidos tomando como base la longitud de cada 
subintervalo y como altura la ordenada del extremo derecho. 

=











+






 +−+++






 +−++






 +−= 1

4
2...1

2
21

1
2

1
222

n

n

nnn
Sn  

=











+−






++++−






+++−






+= 1

164
41

82
41

41
4

1
222

n

n

n

n

nnnnn









 +++−+++=
n

n

n

n
n

n

1684)4(21
20

1
2

222 
, y aplicando las fórmulas ya conocidas: 

=



 +−+++=



 +−+++= )41(8

3

)18)(14(2
20

1)164(2

6

)18)(14(4
20

1
2

n
n

nn
n

nn

nn

n

nnn
n

n
Sn  

[ ]
22

2
2

2 3

2

3

28

3

228
)41(24)18)(14(260

3

1

nn

n
nnnnn

n
+=+=+−+++=  

El área del recinto es: 
3

28

3

2

3

28
limlim

2
=






 +==

+∞→+∞→ n
SA

n
n

n
 u2  .

1

1
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14.23. Determina el área de la región limitada por la función 3)( xxf = , el eje horizontal y las rectas verticales 

x = 0 y x = 1. Para ello, utiliza la expresión: 
( ) 2

333

2

1
21 



 +=+++ nn

n . 

Se divide el intervalo [0, 1] en n subintervalos, cada uno de longitud 
n

1
. 

Se calcula la suma de las áreas de los rectángulos obtenidos tomando como base la longitud de cada 
subintervalo y como altura la ordenada del extremo derecho. 

24

234

3

22

3

333333

4

1

4

2

4

1

4

24

)1(
1211

...
211

nnn

nnn

n

nn

nn

n

nn

n

nnn
Sn ++=++=

















 +

=






 +++=

















++






+






= 

 

El área del recinto es: 
4

1

4

1

4

2

4

1
limlim

2
=






 ++==

+∞→+∞→ nn
SA

n
n

n
 u2  . 

Sumas de Riemann. Integral definida 

14.24. Esboza la gráfica de 
x

xf
1

)( =  en [1, 2] y divide este intervalo en 5 subintervalos para probar que: 

 

 

2

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0,2 0,2

1,2 1,4 1,6 1,8 2 1 1,2 1,4 1,6 1,8
dx

x

   + + + + < < + + + +   
    . 

 

Observando el dibujo se aprecia que el área bajo la curva es mayor que la suma de las 
áreas de los rectángulos inferiores y menor que la suma de las áreas de los rectángulos 
superiores. 

 

14.25. (PAU) Sin calcular las integrales, justifica cuál de ellas es mayor: 

 

 

1
2 2

0
senA x x dx=   

 

 

1
2

0
senB x x dx=   

Se ha estudiado que si )()( xgxf ≥  en [a, b], entonces 
b b

a a
f g

  

  
≥  . 

En el intervalo [0,1] se cumple que xxxx 222 sensen ≥  para todo x de dicho intervalo, ya que 2xx ≥  si x 

pertenece a [0, 1]. Así pues, 
1 1

2 2 2

0 0
sen senx x dx x x dx

  

  
≥  . 

 

14.26. (PAU) Contesta, razonando la respuesta, si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones: 

a) 
   

   
( ) ( ) ( )

b c c

a b a
f x dx f x dx f x dx+ =     d) Si 

 

 
( ) 0

b

a
f x dx =  y 0)( >xf  para todo x, entonces a = b. 

b) 
   

   
( ) ( ) ( ) ( )

b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx= ⋅     e) [ ]

   

   
( ) ( ) ( ) ( )

b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx+ = +    

c) Si 
 

 
( ) 0

b

a
f x dx = , entonces a = b. 

a) Es verdadera. Es la propiedad 4 de la integral definida. 

b) Es falsa. Por ejemplo, 
2 2 2

0 0 0
1 2 1 2 2 4x dx dx x dx

   

   
⋅ = ≠ ⋅ = ⋅ =   . 

c) Es falsa. Por ejemplo, 
1

1
0x dx

 

 −
= . 

d) Es verdadera. Si la función es positiva en [a, b], ( )
b

a
f x dx

 

  mide el área bajo la curva, así pues, esa área 

solo puede ser cero si a = b. 
e) Es verdadera. Es la propiedad 2 de la integral definida.

1

1

O X

Y
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Teorema del valor medio 

14.27.  Halla el valor medio de la función 2)2()( −= xxf  en el intervalo [0, 2] y la abscisa del punto en el que se 
alcanza dicho valor medio. 

Se debe encontrar un número c del intervalo [0, 2] que cumpla ( ) −⋅=−
2

0

2 02)()2( cfdxx . 

23
2 2

0
0

( 2) 8
( 2)

3 3

x
x dx

 −− = =  
 

 3

4
)2(

3

4
)(2)(

3

8 2 =−=⋅= ccfcf
2 3 2 3

2 , 2
3 3

c c = + = − ,  

pero solo la segunda pertenece al intervalo [0, 2]. 

 

14.28. La siguiente región está limitada superiormente por la gráfica de la 

función xey = . 

Halla la altura que debe tener un rectángulo de base 2 para que su 
área sea igual a la de la región sombreada. 

El área de la región sombreada es 
2 2 2

00
1x xe dx e e

 

 
 = = −  . 

El teorema del valor medio nos asegura que existe un número c del 

intervalo [0, 2] que cumple 
2

0
( ) (2 0)xe dx f c

 

 
= ⋅ − .  

Así pues, 
2

1
)(2)(1

2
2 −=⋅=− e

cfcfe . 

Por tanto, el rectángulo de base 2 y altura 
2

12 −e
 tiene igual área que el de la región. 

 

14.29. (PAU) Sea [ ] →− 2,2:f  R continua en [– 2, 2] tal que:
  

  

1 2

2 1
( ) ( )f t dt f t dt

−

−
=  . 

¿Se puede asegurar que existen b y c en [– 2, 2] tales que 1−≤b , 1≥c  y f (b) = f (c)? Justifica la 
respuesta. 

Por el teorema del valor medio se sabe que: 

A) Existe un número c del intervalo [1, 2] que cumple 
2

1
( ) ( ) (2 1) ( )f t dt f c f c

 

 
= ⋅ − = . 

B) Existe un número b del intervalo [– 2, –1] que cumple 
1

2
( ) ( ) ( 1 ( 2)) ( )f t dt f b f b

 −

 −
= ⋅ − − − = . 

Como ambas integrales son iguales, se concluye que, en efecto, existen b y c en [– 2, 2] tales que 1−≤b , 
1≥c  y f(b) = f(c). 

 
14.30. Para hacer un estudio sobre la capacidad de memorizar de un niño se utiliza el siguiente modelo: si x 

es su edad en años, entonces su capacidad de memorizar viene dada por: ( ) 1 2 lnf x x x= +  siendo 

50 ≤≤ x . Calcula el valor medio de capacidad de memorizar de un niño entre su primer y su tercer 
cumpleaños. 

El teorema del valor medio nos asegura que existe un número c del intervalo [1, 3] que cumple 
3

1
(1 2 ln ) ( ) (3 1)x x dx f c

 

 
+ ⋅ = ⋅ − . El valor f(c) será el valor medio pedido.  

Se calcula, pues, el valor de la integral y luego se halla f(c): 

 ⋅+=⋅+=⋅+ dxxxxdxxxdxdxxx ln2ln2)ln21( .  

Esta última integral se calcula por partes: f(x) = lnx y dg(x) = xdx, por tanto, dx
x

xdf
1

)( =  y 
2

)(
2x

xg = : 

  





 −=−=⋅−=⋅

2

1
ln

24
ln

22

1
ln

2
ln

22222

x
xx

x
x

dx
x

x
x

x
dxxx  

1

1

O X

Y
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Entonces: 2 1
(1 2 ln ) ln

2
x x dx x x x

 + ⋅ = + −  
 

3
3 2

1
1

1 5 1
(1 2 ln ) ln 9 ln3

2 2 2
x x dx x x x

    + ⋅ = + − = + −           

5 1 5 9 1
9 ln3 ( ) 2 ( ) ln3 3,94

2 2 4 2 2
f c f c

    + − = ⋅  = + − ≈   
   

 es el valor medio de la capacidad de memorizar de 

un niño entre su primer y tercer cumpleaños. 

La regla de Barrow 

14.31. (TIC) Calcula las siguientes integrales definidas: 

a) 
1

0
arctgx dxx  c)  +

2

1
2 2xx

dx
 e) ( ) ++

+2

0
22 1

12
dx

xx

x
 

b) 
π

π−
xdxx sen2  d) 

( ) +
−1

0
2

2

14

12
dx

x

x
 f)  +

3

0 21

1
dx

e x
 

a)  dxxx arctg  se hace por partes:  f (x) = arctg x, dg (x) = x, por lo que df (x) =
21

1

x+
, g (x) = 

2

2x
 y 

dxxx arctg = arctg x ·
2

2x
 − 

2

2

1

1 2

x
dx

x
⋅ 

+ dx
x

x 21

1 2

2
⋅

+ =  +
dx

x

x
2

2

12

1
= 





+
−  dx

x
x

21

1

2

1
  

 dxxx arctg = arctgx x
x

2

1

2

2

− + 
2

1
arctgx + C 

12
1

0
0

1 1
arctg arctg arctg

2 2 2 4 2

x x
x xdx x x

  π
 = − + = − 

 
  

b)  dxxx sen2 se calcula por partes. Llamando f(x) = x2 y dg (x) = senx, es df (x) = 2x, g (x) = − cos x, por lo 

que  dxxx sen2 = − x2 cos x +  dxxx cos2 . 

Para obtener ahora  dxxx cos2 , se procede de la misma forma: f (x) = 2x, g ′(x) = cosx, así que f ′(x) = 2,  

g (x) = senx, con lo que  dxxx sen2 = −x2 cosx + 



 −  dxxxx sen2sen2 = −x2 cosx + 2xsen x + 2cos x + C. 

2 2sen cos 2 sen 2cos 0x xdx x x x x x
 π π

−π −π
 = − + + =  . Observa que la gráfica de la función f(x) = x2senx es 

simétrica respecto al origen, y como el intervalo [– π , π ] está centrado en el origen, dicha integral es 0. 

c)   ++−=


















+

−
+=

+
Cxxdx

xxxx

dx
))2ln((ln

2

1

2
2

1

2

1

22

[ ]
2

2

2 1
1

1 1 1 3
ln ln( 2) (ln2 ln4 ln1 ln3) ln

2 2 2 22

dx
x x

x x

 

 

 = − + = − − + =  +    

d) 
( )

Cxxdx
x

x
dx

x

xx
dx

x

x ++−=







+
−=

+
−+=

+
−  )14ln(

2

1

14

4
1

14

414

14

12 2
22

2

2

2

 

( )2 11
2

2
0 0

2 1 1 ln5
ln(4 1) 1

2 24 1

x
dx x x

x

 

 

−  = − + = − +    

e) ( ) 7

6
1

7

1

1

1

1

12
2

0
2

2

0
22

=+−=





++
−=

++

+ xx
dx

xx

x
 

f) Cambio de variable: 
t

dt
dxdxedtet xx ===    +

=⋅
+

=
+

dt
ttt

dt

t
dx

ex )21(

1

21

1

21

1
, ahora se 

descomponen en fracciones simples: 
1

1, 2
(1 2 ) (1 2 )

A B
A B

t t t t
= +  = = −

+ +
, por 

tanto:
1 1 2

ln ln 1 2 ln
(1 2 ) 1 2 1 2

t
dt dt dt t t C

t t t t t

−= + = − + = +
+ + +    

 y deshaciendo el cambio: 

( )
3 33

3
0

0

1 1
ln ln ln 3 ln 1 2 ln3

31 2 1 2 1 2

x
x

x x

e e
dx e

e e e

 

 

 
= = − = − + + 

+ + +  . 



 Solucionario 
 

                                                                      
                             

Solucionario
 

210 

14.32. Calcula el área que encierra una loma de la función f(x) = senx. 

[ ]0
0

sen cos cos cos0 2x dx x
 π π

 
= − = − π + =  u2   

 

14.33. Calcula el valor de la integral 
 

 

2

senx x dx
π

−π . 

2

-
| | senx xdx

 π

 π  = 
-

| | senx xdx
π

 π  + 
2

senx xdx
 π

 π  = 0 + [ ] π
π− 2cos xx +

2

cos x dx
 π

 π  = −2π – π + 0 = −3π. 

 

14.34. La función 
4

3
)(

x
xf =  nunca es negativa por lo que cualquier suma de Riemann sería positiva y el límite 

de cualquier suma de Riemann positivo. ¿Qué es erróneo entonces en el siguiente razonamiento? 

 

 

1 131

4 3
2 22

3 1 1 9
3 1

3 8 8

x
dx

x x

−

− −−

     = = − = − − − = −    − −      

4

3
)(

x
xf =  no está acotada en [– 2, 1] porque +∞=

→ 40

3
lim

xx
  El límite de las sumas de Riemann no existe. 

 

14.35. Calcula una aproximación por exceso y otra por defecto de ln 2 utilizando una partición en cinco 

subintervalos para calcular 
2

1 x

dx
. 

Por defecto: Se toman 5 rectángulos de base 0,2 y altura el extremo derecho. 

Por exceso: Se toman 5 rectángulos de base 0,2 y altura el extremo izquierdo. 
2

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0,2 0,2

1,2 1,4 1,6 1,8 2 1 1,2 1,4 1,6 1,8
dx

x

 

 

   + + + + < < + + + +   
     

Operando: 
2

1

1
0,6456 ln2 ln1 ln2 0,7456dx

x

 

 
< = − = < . 

 

14.36. Sabiendo que 5 2 1,1487≈ , puedes encontrar otra aproximación de ln2 haciendo una partición en cinco 

subintervalos para calcular 
1

0
2 dxx . Utiliza la integral anterior y la regla de Barrow para demostrar que 

( )[ ] 2ln12lim =−
+∞→

n

n
n . 

Se divide el intervalo [0, 1] en 5 subintervalos, cada uno de longitud 
1

5
. 

1 2 3 4 5
2 3 4 55 5 5 5 5

5
1 1

2 2 2 2 2 1,1487 1,1487 1,1487 1,1487 1,1487 1,545
5 5

S
 

 = + + + + = + + + + ≈     
 

Por otra parte, 
2ln

1

2ln

2
2

1

0

1

0
=








=

x
x dx  64724,02ln545,1

2ln

1 ≈≈  

Análogamente, se divide el intervalo [0, 1] en n subintervalos, cada uno de longitud: 
1

n
 

1 1 1
1 2 1 2

1 1

1 1 1 2 2 2 2 1 2 1
2 2 2 2 2 2

2 1
2 1 2 1

n nn n n
n n n n n

n n
n n

S
n n n n n

         ⋅ −  = + + + = + + + = = =         −            − −  

   

n
n

S
+∞→

lim  = 
2ln

1
2

1

0
= dxx  2ln)12(lim

2ln

1

)12(lim

1

)12(lim

2lim

12

12
lim =−=

−
=

−
=









− +∞→
+∞→+∞→

+∞→
+∞→

n

nn

n

n

n

n

n

n

n

n
n

nnn
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Funciones definidas por una integral. Teorema fundamental del cálculo 

14.37. Calcula la derivada de las siguientes funciones: 

a)
 

 1

sen
( )

x t
f x dt

t
=               c) 

 

 

cos

1
( )

x dt
f x

t
=   

b) 
 

 

2

( )
2

x

x

dt
f x

t
=  , x > 0 d) 

 

 

2
21

( )
x

t

x
f x e dt

+
−=   

 

a) Aunque la integral dt
t

t sen
 no es elemental, pero 

t

t
tg

sen
)( =  es continua para t > 0, el teorema 

fundamental del cálculo asegura que la derivada de 
1

sen
( )

x t
f x dt

t

 

 
=   es 

x

x
xf

sen
)( =′ . 

b) 
2

2 21 1 1 ln
( ) [ln ] (ln ln ) (2ln ln )

2 2 2 2 2

x
x
x

x

dt x
f x t x x x x

t

 

 
= = = − = − = , su derivada es 

x
xf

2

1
)( =′ . 

c) 
cos

cos
1

1
( ) [ln ] ln(cos )

x
xdt

f x t x
t

 

 
= = = , su derivada 

sen
( ) tg

cos

x
f x x

x

−′ = = − . 

d) La integral dte t − 2
 no es elemental, así que no se puede emplear el método de los dos apartados 

anteriores. La función 
2

)( tetg −=  es continua, así pues, )()1()]([)( 212
xGxGtGxf x

x −+== + , siendo 
2

)( xexG −=′ , por tanto: 
222 )1(2 2)(2)1()( xx eexxGxxGxf −+− −⋅=′−⋅+′=′  

 

 

14.38. Calcula  

 

 

1
2

1

0

8
lim

h

h

x dx

h

+

→

+
. 

 

Si se llama 8)( 2 += xxf  y F(x) a una primitiva suya, F '(x) = f(x), entonces, 
1

2

21

0 0

8
(1 ) ( )

lim lim (1) (1) 1 8 3

h

h h

x dx
F h F h

F f
h h

 +

 
→ →

+ + − ′= = = = + =
 

 

 

14.39. (PAU) Dada la función 
 

 

2

0
( )

x
tg x e dt−=  , ¿tiene g(x) puntos de inflexión? Razona tu respuesta. 

 

Por el teorema fundamental del cálculo se sabe que la derivada de 
2

0
( )

x
tg x e dt

 
−

 
=   es 

2
)( xexg −=′ y la 

segunda derivada es 
2

2)( xxexg −−=′′ , que se anula si x = 0. Además, la segunda derivada es positiva a la 
izquierda de x = 0 (g es cóncava hacia arriba) y es negativa a la derecha de x = 0 (g es cóncava hacia abajo). 
Así pues en x = 0 se produce un cambio de curvatura, por tanto, el punto A(0, g(0)) = A(0, 0) es un punto de 
inflexión de g(x). 
 

 

14.40. (PAU) Calcula la derivada de la función 
 

 

2

0
( ) cos

x

f x t dt=  . 

Por el teorema fundamental del cálculo se sabe que 2cos)( xxf =′ . 
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14.41.  Calcula la derivada de estas funciones: 

a) =
x

dttxf
3

2)(        c) =
3

2)(
x

dttxf  

b) =
x

dttxf
sen

3

2)(  d) 
+

=
3

2

1
2)(

x

x
dttxf  

a) Por el teorema fundamental del cálculo se sabe que 2)( xxf =′ . 

b) 

sen3 3sen
2

3
3

sen
( ) 9

3 3

x
x t x

f x t dt
 

 

 
= = = − 

  . Su derivada es 2( ) senf x x′ = . 

c) Por las propiedades de la integral definida se sabe que  −==
x

x
dttdttxf

3

2
3

2)( . Por tanto, 2)( xxf −=′ . 

d) 
33

)1(

3
)(

633131
2

3

2

3

2

xxt
dttxf

x

x

x

x
−+=








==

++

 
3 2 2 5

2 3 2 53(1 ) 3 6
( ) 3 (1 ) 2

3 3

x x x
f x x x x

+′ = − = + − . 

 

 

14.42. Calcula la derivada de estas funciones: 

a) 2
3

1
( )

ln( 1)

x

f x dt
t

=
+          b) 

3

2

1
( )

ln( 1)x
f x dt

t
=

+  

c) 
sen

2
3

1
( )

ln( 1)

x

f x dt
t

=
+       d) 

3

2

1

2

1
( )

ln( 1)

x

x
f x dt

t

+
=

+ . 

La integral ( ) +
dt

t 1ln

1
2

 no es elemental pero sí se sabe que la función 
)1ln(

1
)(

2 +
=

t
tg  es continua. 

a) Por el teorema fundamental del cálculo se sabe que 
)1ln(

1
)(

2 +
=′

x
xf . 

b) 
3

2 2
3

1 1
( )

ln( 1) ln( 1)

x

x
f x dt dt

t t
= = −

+ +  , así pues, 
)1ln(

1
)(

2 +
−=′

x
xf . 

c) )3()(sen)]([)( sen
3 GxGtGxf x −== , siendo 

)1ln(

1
)(

2 +
=′

t
tG , por tanto: 

)1ln(sen

cos
cos)(sen)(

2 +
=′=′

x

x
xxGxf  

d) )()1()]([)( 231 3

2 xGxGtGxf x

x
−+== + , siendo 

)1ln(

1
)(

2 +
=′

t
tG   


2

3 2 2
3 2 4

3 2
( ) (1 )3 ( )2

ln((1 ) 1) ln( 1)

x x
f x G x x G x x

x x
′ ′ ′= + − = −

+ + +
 

 

 

14.43. (PAU) Sea 
 

 

2

1
( ) ln

x

F x t dt=   con 1≥x . 

a) Calcula )(eF ′ . b) ¿Es una función constante? Justifica tu respuesta. 

a) 
2

2 2 2 2
1

1
( ) ln [ ln ] ln 1

x
xF x t dt t t t x x x

 

 
= = − = − +   xxxxx

x

x
xxxxF ln4ln22

2
ln2)( 2

2
22 ==−⋅+=′  

Por tanto, eeeeF 4ln4)( ==′ . 

b) F(x) no es una función constante porque su derivada no es nula. 
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14.44. (PAU) Sea la función 
 

 1
( )

x sent
F x dt

t
=  definida para 1≥x . Halla los valores de x en los que alcanza 

sus máximos y mínimos relativos. 

x

x
xF

sen
)( =′ . Esta derivada se anula si senx = 0, es decir, si x = π  + k π  con k = 0, 1, 2,… Máximo si k = 0, 

2, 4,…, y mínimo si k = 1, 3, 5,… 

 

14.45. (PAU) Dada la función 
 

 

22

0
( ) ( 1)

x
tF x t e dt−= − , definida para todo ∈x R: 

a) Calcula )(xF ′ , estudia el crecimiento de F(x) y halla las abscisas de sus máximos y mínimos 
relativos. 

b) Calcula )(xF ′′ , estudia la concavidad y convexidad de F(x) y halla las abscisas de sus puntos de 
inflexión. 

a) 
2

)1()( 2 xexxF −−=′ . Esta derivada, F'(x), se anula si x = – 1 o x = 1. Se estudia su signo: 

 

 

 

 

 

b) La derivada segunda de F es 
2

)2(2)( 2 xexxxF −−=′′ , que se anula si x = 0, 2−=x , 2=x : 

 

 

 

 

 

 

 

14.46. Demuestra la siguiente igualdad:  −=
bb

dxxbfdxxf
00

)()( . Para ello, realiza el cambio xbt −= . 

Se utiliza el teorema de sustitución en integrales definidas, notando que g '(x) = –1. 

 ==−=−=′−=−
bb

b

bg

g

bb

dxxfdttfdttfdttfdxxgxgfdxxbf
00

0)(

)0(00
)()()()()())(()( . 

 

14.47. (PAU) Sea F(x) la función definida por 
 

 

21

1
( )

xe x
tF x e dt

− −
−=  . 

Halla los puntos en los que se anula la función )(xF ′ . 

La integral dte t − 2
 no es elemental, así que no se puede calcular dicha integral para después derivarla. La 

función 
2

)( tetg −=  es continua, así pues, )1()1()]([)( 1
1 GxeGtGxF xxex

−−−== −− , siendo 
2

)( xexG −=′ , por 

tanto: 
2)1()1(0)1()1()( −−−⋅−=−−⋅−−′=′ xexxx x

eeexeGxF . Dicha derivada se anula si 001 ==− xex . 

 

14.48. (PAU) Sea dtexF
x

t=
2

0

2
)( . Calcula )0(F ′ . 

La función 
2

)( tetg =  es continua, así pues, )0()2()]([)( 2
0 GxGtGxF x −== , siendo 

2
)( xexG =′ , por tanto: 

2)2(202)2()( xexGxF ⋅=−⋅′=′   F' (0) = 2.

x ( )1,−∞−  –1 (–1, 1) 1 ( )∞+,1  
Signo de F' + =0 – =0 + 

Comportamiento de F Creciente 
Máximo 
relativo 

Decreciente 
Mínimo 
relativo 

Creciente 

x ( )2,−∞−
 

2−  ( )0,2−  0 ( )2,0  2  ( )∞+,2  

Signo de 
F'' 

+ =0 – =0 + =0 – 

F 
Cóncava 

hacia 
arriba 

Punto de 
inflexión 

Cóncava 
hacia 
abajo 

Punto de 
inflexión 

Cóncava 
hacia 
arriba 

Punto de 
inflexión 

Cóncava 
hacia 
abajo 
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14.49. (PAU) Halla el punto del intervalo [0, 2] en el que la función 
 

 
2

0

1
( )

1

x t
f x dt

t

−=
+  alcanza su valor mínimo. 

Como la función 
21

1
)(

t

t
tg

+
−=  es continua, se sabe que la derivada de f (x) es 

21

1
)(

x

x
xf

+
−

=′ . 

Esta derivada se anula si x = 1 y como a la izquierda de 1 es negativa y a su derecha es positiva, en el punto 
de abscisa x = 1 se encuentra el mínimo de la función f(x). 

 

 

14.50. (PAU) a)Calcula los extremos relativos y absolutos de la función [ ] →− 1,7:f R definida por 

496)( 23 ++= xxxf . 

b) Sea β  el punto en el que f alcanza su máximo absoluto. Calcula 
 

 7
( )f x dx

β

− . 

a) )4(3123)( 2 +=+=′ xxxxxf  se anula si x = 0 ó si x = –4. Aplicando el criterio de la segunda derivada se ve 
que A(–4, 81) es un máximo relativo y B (0, 49) es un mínimo relativo. Se comparan los valores: f(–4) = 81;  

f(0) = 49; f(–7) = 0; f(1) = 56. Así pues, en x = –4 se alcanza su máximo absoluto que es 81, y en x = –7 se 
alcanza el mínimo absoluto que es 0. 

b) Ya se ha calculado β  = –4 
44

4 3 2 3

7
7

675
( 6 49) 2 49

4 4

x
x x dx x x

−
−

−
−

 
 + + = + + = 

 
  

 

14.51. (PAU) a) Si f es una función continua, obtén )(xF ′  siendo: ( ) 2 3

0
( ) ( )

x

F x f t t t dt= + + . 

b) Si f (1) = 1 y además 
 

 

1

0
( ) 1f t dt = , halla la ecuación de la recta tangente a la gráfica de F (x) en el punto  

(1, F (1)). 

 

a) Como la función 32)()( tttftg ++=  es continua, el teorema fundamental del cálculo asegura que la 

derivada de F(x) es 32)()( xxxfxF ++=′ . 

b) La ecuación de la recta tangente buscada es y – F (1) = F'(1)(x – 1). Se calcula entonces F(1) y F'(1): 

( )
1 13 41 1 1 1

2 3 2 3

0 0 0 0
0 0

1 1 19
(1) ( ) ( ) 1 1

3 4 3 4 12

t t
F f t t t dt f t dt t dt t dt

   
= + +  = + + = + + = + + =   

        

311111)1()1( 32 =++=++=′ fF  

La recta tangente es )1(3
12

19 −=− xy , es decir, 
12

17
3 −= xy . 

 

14.52. Dada ( )221

4
)(

x

x
xf

+

−= , determina el valor del parámetro a > 0 para el que 
 

 
 

0
( ) 1

a

f x dx = − . 

2
2 2 2 2 2

0 0

4 2 2 2
2 1 1 1 2 1, 1

(1 ) 1 1 1

aa x
dx a a a

x x a a

 

 

−  = = − = −  =  + =  = = − + + + +   a = 1 

 

14.53. (PAU) Sean las funciones dtexF
x

t +=
1

2
5)( y g(x) = x2; calcula ( )( )′)(xgF . 

Como la función 
2

5)( tetf +=  es continua, por el teorema fundamental del cálculo se tiene que su derivada 

es
2

5)( xexF +=′ . 

Aplicando la regla de la cadena, ( )( ) 4
522)()())(()( 2 xexxxFxgxgFxgF +⋅=⋅′=′⋅′=′
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14.54. Calcula 

dtex

dte

x
t

x
t

x




+∞→ 2
2

3
2

0

0lim . 

Al presentarse una indeterminación del tipo 
∞
∞

 y estar en las hipótesis del teorema de L´Hôpital, se aplica la 

toma de derivadas en el límite y el teorema fundamental del cálculo: 
3

2

2
2

0

0

lim

x
t

xx
t

e dt

x e dt

 

 
 →+∞

 




 = 
6

2
2 4

2

0

3
lim

2

x

xx
t x

e x

e dt xe x
 →+∞

 
+

 = 
6 6

4 4

5 2

2

6 3 6
lim

2 2

x x

x xx

x e x x e

xe x e→+∞

+

+
 = 

]1[2

]13[6
lim

4

6 6

xxe

xxe
x

x

x +

+
+∞→

 = +∞ 

 

14.55. Si 
 

 
( )

x

c
f t dt  es 5x3 + 40, ¿quién es f(x)?, ¿cuánto vale c? 

Sea 3( ) ( ) 5 40
x

c
g x f t dt x

 

 
= = + ; entonces 215)()( xxfxg ==′ . 

Por otra parte, tomando x = c, g(c) = 0 = 5c3 + 40, de donde c = –2. 

 

Áreas de recintos 

14.56. La curva 22xy =  divide al cuadrado de vértices 1(0,0)V , 2(1,0)V , 3(1,1)V  y 4 (0,1)V  en dos recintos. 

Dibújalos y halla el área del recinto mayor. 

 

La abscisa del punto de intersección de la parábola y el segmento V3V4 es 
2

1=x . 

Por tanto, el área del recinto de la izquierda viene dada por la integral: 
3

1
1 3 222

1
0

0

1
2

2 1 2(1 2 ) 0,4714
3 32

x
A x dx x

 
    = − = − = − ≈ 

   u2 

El área del recinto de la derecha es 5286,04714,011 12 =−≈−= AA  u2. 

Con lo cual, el recinto mayor es el de la derecha. 

 

14.57. Calcula el área encerrada entre 
1

6
)( 2 +

=
x

x
xf  y el eje de abscisas para  [2, 5]x ∈ . 

 
5 52

2 22

6
3ln( 1) 3(ln26 ln5)

1

x
A dx x

x

 

 

   = = + = −   +   u2. 

 

 

 

 

1

1
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Y

2

2
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14.58. Dibuja la superficie limitada por la parábola 542 +−= xxy  y la recta 1+= xy . Calcula el área de dicha 
superficie. 

Los puntos de corte de ambas funciones se obtienen resolviendo la ecuación 

4,1045154 22 ===+−+=+− xxxxxxx . 

Los puntos de corte son A(1, 2) y B(4, 5). 

La región está comprendida entre dos gráficas: la recta 1+= xy  está por 

encima y la parábola 542 +−= xxy  está por debajo. 

El área de la región es:
4 42 2

1 1
( 1 ( 4 5)) ( 5 4)A x x x dx x x dx= + − − + = − + − =   

2

9
4

2

5

3

4

1

23

=







−+−= x

xx
 u2 

 

14.59. Dibuja la gráfica de 4)( 2 −= xxf  en el intervalo [ ]3, 3−  y calcula su integral. 

La gráfica de f(x) se dibuja muy fácilmente a partir de la de la función  
g(x) = x2 – 4, sin más que reflejar su parte negativa respecto al eje X. Como la 
función es positiva y simétrica respecto al eje Y, y el intervalo está centrado en 
el origen, se calcula la integral de esta forma: 

=−++−=− −
dxxdxxdxx

3

2

2
2

0

2
3

3

2 )4(2)4(2|4|  

3

46
4

3
24

3
2

3

2

32

0

3

=







−+








+−= x

x
x

x
 u2 

 

14.60. Halla el valor a > 0, tal que 
 

 

1

0

9
( 1)

2

a

x dx
−

+ = . 

1092212
2

9
1

2

)1(

2
)1( 22

21

0

21

0
==−++−=−+−=








+=+

−−

 aaaaa
a

x
x

dxx

a
a

. Por tanto, 10=a . 

 

14.61. (PAU) Se considera la función 

2

2

si 2
( ) 1

si 2

ax b x
f x

x
x

 + <=  ≥

. Se pide: 

a) Calcula a y b para que f sea continua y derivable en todo R. 

b) Para los valores de a y b obtenidos en el apartado anterior, calcula el área de la región acotada por la 
gráfica de f, el eje horizontal y las rectas x = 1, x = 3.  

 

La función es 

2

2

2

1
si 2

1
( ) si 2 2

16 2
1

si 2

x
x

x
f x x

x
x

     ≤ −

−= + − < <

    ≥


 

a) Está claro que la función es continua en el interior de los tres intervalos de definición. Se impone la 
condición de que sea continua en los extremos de estos intervalos. 

4

11
lim)(lim

222
=






=

−− −→−→ x
xf

xx
, ( ) babaxxf

xx
+=+=

++ −→−→
4lim)(lim 2

22
,

4

1
)2( =−f  1416

4

1
4 =+=+ baba  

( ) babaxxf
xx

+=+=
−− →→

4lim)(lim 2

22
,

4

11
lim)(lim

222
=






=

++ →→ x
xf

xx
, 

4

1
)2( =f  

1

1

O X

Y

1

1

O X

Y
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Por tanto, 
4

1
4 =+ ba , que es la misma ecuación que la anterior. Así pues, si 1416 =+ ba , la función será 

continua en todo R. Se impone ahora la condición de que también sea derivable. 

La función derivada para valores de x distintos de –2 y 2 es: 

3

3

2
si 2

( ) 2 si 2 2

2
si 2

x
x

f x ax x

x
x

−  < −


′ = − < <
−  >


 

4

12
lim)(lim

322
=






 −=′

−− −→−→ x
xf

xx
, aaxxf

xx
42lim)(lim

22
−==′

++ −→−→


16

1
4

4

1 −=−= aa  

aaxxf
xx

42lim)(lim
22

==′
−− →→

,
4

12
lim)(lim

322
−=






 −=′

++ →→ x
xf

xx


16

1
4

4

1 −==− aa  

Para este valor de a, 
2

1
4

4

1 =−= ab . Así pues, si 
16

1−=a  y 
2

1=b , la función es continua y derivable en 

todo R. 

b) 
2 32 3

2 3

21 2
21

1 1 1 17 1 25

16 2 48 2 48 6 48

x x x
A dx dx

x x

   − − −   = + + = + + = + =            
   u2 

 

 

14.62. (PAU) Halla el área de la región comprendida entre las parábolas y = x2; y = – 2x2 + 3. 

1,103332 222 =−==−+−= xxxxx . Los puntos de corte son A(– 1, 1) y B(1, 1). 

La región está comprendida entre dos gráficas: y = – 2x2 + 3 está por arriba; 

y = x2 está por debajo. Como ambas funciones son simétricas respecto del eje Y, el área de la región es: 
1 1 12 2 2 3

00 0
2 ( 2 3 ) 2 ( 3 3) 2 3 4A x x dx x dx x x = − + − = − + = − + =    u2 

 

14.63. Calcula el área de la región limitada por las curvas y = x2, 3

1

xy =  y las rectas x = – 1, x = 1. 

 

Las gráficas de las funciones se cortan en los puntos O(0, 0) y A(1, 1). 

La región está formada por dos trozos: 
0 11 1 3 30 1

3 32 2 4 43 3

1 0
1 0

3 3 3
( ) ( )

3 4 4 3 2

x x
A x x dx x x dx x x

  

 −  
−

   
= − + − = − + − =   

     u2 

 

 

14.64. (PAU) Calcula el área limitada por la gráfica de la función xxf ln)( = , el eje X y la recta tangente a dicha 
gráfica en el punto x = e. 

 

La recta tangente tiene por ecuación y – f(e) = f '(e)(x – e), es decir x
e

y
1= . 

El recinto está formado por dos regiones. Una, limitada por la recta tangente y 

el eje X entre 0 y 1, es un triángulo de base 1 y altura 
1

e
, su área es A1=

1

2e
. 

El  área de la otra es: 

2

2
1

1

1
ln ln 1

2 2 2

e
e x x e

A x dx x x x
e e e

 

 

  = − = − + = − −  
    . 

El área del recinto es 1
2

1
2

1

22

1
21 −=−−+=+= e

e

e

e
AAA   u2.

1

1
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Y

1
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14.65. (PAU) Dada la función 
22 +

=
x

x
y , calcula el área encerrada por la curva, el eje X y las rectas 

perpendiculares al eje X que pasan por el máximo y el mínimo de la función dada. 

La derivada de la función es 
22

2

)2(

2
)(

+
−

=′
x

x
xf , que se anula si 2,2 =−= xx . 

Estudiando el signo de la derivada: 








 −−
4

2
,2A  es mínimo y 











4

2
,2B  es máximo. El recinto está 

comprendido entre 2−=x  y 2=x . Como la función es simétrica respecto del origen, el área pedida es 

igual a [ ] 2ln2ln4ln)2ln(
2

2
2

0
2

2

0
2

=−=+=
+

=  xdx
x

x
A  u2. 

14.66. (PAU) Halla el área del recinto limitado por la gráfica de la función f(x) = x3 – 2x2 + x, y la recta tangente a 
dicha gráfica en el máximo relativo. Representa gráficamente la función hallando los puntos de corte 
con los ejes y los extremos relativos. 

 

La función corta al eje Y en el punto O(0, 0) y al eje X en los puntos O(0, 0) y A(1, 0). 

La derivada de la función es f '(x) = 3x2 – 4x + 1 y se anula si x = 1 o si x = 
3

1
. 

B
1 4

,
3 27

   
 

 es un máximo y C(1, 0) es un mínimo. 

La recta tangente en el máximo es y =
27

4
.  

Para hallar los puntos de corte de dicha tangente con la gráfica de la función, se 

resuelve la ecuación x3 – 2x2 + x = 
27

4
, cuyas soluciones son x =

3

1
 y x = 

3

4
. El recinto está limitado 

superiormente por la recta e inferiormente por la cúbica. 
4

4 4 4 3 2 3
3 33 2 3 2

1 1
1

3 3
3

4 4 2 4 1
( 2 ) 2

27 27 4 3 2 27 12

x x x x
A x x x dx x x x dx

    = − − + = − + − + = − + − + =    
        u2 

14.67. (PAU) a) Dibuja el recinto limitado por las curvas de ecuaciones xy sen= , xy cos= , x = 0 y 
3

π=x . 

b) Calcula el área del recinto descrito en el apartado anterior. 

a) El punto de corte de ambas funciones se encuentra resolviendo la ecuación 

xx cossen = , cuya única solución en el intervalo 0,  
3

π 
  

 es x = 
4

π
. 

b) [ ]4 4
1 0

0
(cos sen ) sen cos 2 1A x x dx x x

π π

= − = + = −  

[ ]3 3
2

44

1 3
(sen cos ) cos sen 2

2 2
A x x dx x x

π π

ππ= − = − − = − − +  

2

3324

2

3

2

3
222

2

3

2

1
1221

−−=−−=+−−−=+= AAA  u2 

 

14.68. (PAU) a) Representa las curvas de ecuaciones 332 +−= xxy  e xy =  
calculando dónde se cortan. 

b) Halla el área del recinto limitado por dichas curvas. 

a)  Los puntos de corte se encuentran resolviendo la ecuación 

3,103433 22 ===+−=+− xxxxxxx  
Los puntos de corte son A(1, 1) y B(3, 3). 

b) El recinto está limitado superiormente por la gráfica de 332 +−= xxy  e 
inferiormente por xy = . Su área viene dada por el valor de la integral:  

( )
33

3 2 2

1
1

4
( 3 3) 2 3

3 3

x
A x x x dx x x

 
= − − + = − + − = 

 
  u2

1

1
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Y

1

1

O X

Y

1

1
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Y
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14.69. (PAU) Sea RRf →:  la función definida por 
4

1
2)( 2 ++= xxxf . 

a) Dibuja el recinto limitado por la gráfica de la función f y sus tangentes en los puntos de abscisa 

2

1
0 =x  y 

2

1
1 −=x . 

b) Prueba que el eje de ordenadas divide el recinto anterior en dos que tienen igual área. 

a) La ecuación de la tangente en el punto de abscisa 
2

1
0 =x  es xy )21( +=  y la de 

la tangente en el punto de abscisa 
2

1
0 −=x  es xy )21( +−= . 

b) Si x < 0, el área del recinto es: 
03 20

2
1

1
2

2

1 1
2 ( 1 2)

4 3 2 4 24

x x x
A x x x dx

−
−

  = + + − − + = + + =  
     u2 

Si x > 0, el área del recinto es: 
1

1 1 3 2 2
2 22 2

0 0
0

1 1 1
2 (1 2)

4 4 3 2 4 24

x x x
A x x x dx x x dx

    = + + − + = − + = − + =    
        u2 

 

14.70. Sean las funciones 2)( xxf =  y 3)( xxg = , determina el área encerrada por las gráficas de ambas 
funciones y la recta x = 2. 

Esas dos funciones se cortan en los puntos A(0, 0) y B(1, 1). Se quiere hallar el área del recinto limitado 

superiormente por 3)( xxg =  e inferiormente por 2)( xxf = , entre x = 1 y x = 2. 

El área la da la integral: 
12

17

3

1

4

1

3

8
4

34
)(

2

1

342

1

23 =





 −−−=








−=−=  xx

dxxxA  u2 

 

 

14.71. (PAU) a) Halla el área del triángulo formado por el eje X y las rectas tangente y normal a la curva y = e –x 
en el punto de abscisa x = –1. 

b) Halla el área de la región limitada por la curva de ecuación y = e –x y el eje X para los valores 01 ≤≤− x . 

a) La derivada de xexf −=)(  es xexf −−=′ )( . La recta tangente a xexf −=)(  en el punto de abscisa x = –1 es 

)1)(1()1( +−′=−− xffy , es decir: xey ⋅−= . 

La recta normal es )1(
)1(

1
)1( +

−′
−=−− x

f
fy , es decir: e

e
x

e
y ++= 11

. 

Así pues, estas rectas cortan al eje de abscisas en los puntos de abscisas x = 0, x = –e2 – 1, respectivamente, 
con lo que la base del triángulo en cuestión es e2 + 1 y su altura e. 

Su área es 
2

3 ee +
 u2. 

b) La región está siempre por encima del eje X. Su área es el valor de la integral: 
0 0

11
1 1x xA e dx e e e

 
− −

− −
 = = − = − + = −   u2 

 

14.72. Calcular 0>a  para que el área encerrada por la gráfica de xxf sen)( = , el eje 0=y , y la recta ax = , sea 
2

1
. 

 

[ ]0
0

1 1
sen cos cos cos0 cos 1 cos

2 2 3

a
a

x dx x a a a a
 

 

π= − = − + = − + =  =  =

1

1

O X

Y
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14.73. (PAU) Dada la función 
4

12
)(

2

2

+
−=

x

x
xf , calcula el área de la región acotada encerrada por su gráfica y el 

eje X. 

La función corta al eje X en los puntos ( 12, 0) ( 2 3, 0)A A−  = −   y (2 3, 0)B . 

El recinto está por debajo del eje X; además la función es simétrica respecto del eje Y, así pues, el área de la 

región viene dada por: 










+
−−=  dx

x

x
A

32

0
2

2

4

12
2  

Se calcula esa integral: 

2

2 2 2

1
12 16 21 8 1 8arctg

24 4
1

2

x x
dx dx dx dx C

x x x

−    = − = − = − +   + +    +  
 

     

34
3

16

3

8
322

2
arctg82

4

12
2

32

0

32

0
2

2

−π=





 π−−=











−−=











+
−−=  x

xdx
x

x
A  u2 

 

14.74. (PAU) a) Halla la recta tangente a la curva de ecuación xxy 33 −=  en el punto de abscisa x = –1. 

b) Dibuja el recinto limitado por dicha recta tangente y la curva dada y calcula el área. 

a) La derivada de ecuación xxy 33 −=  es f'(x) = 3x2 – 3. 

La ecuación de la recta tangente es y – f (– 1) = f'(– 1)(x – (– 1)), es decir, y = 2. 

b) Los puntos de corte de la curva xxy 33 −=  y la recta y = 2 se obtienen resolviendo la 

ecuación 0)2()1(02323 233 =−+=−−=− xxxxxx : 

A(–1, 2) y B(2, 2) son los puntos de corte. 

4

27

4

3
62

2

3

4
))3(2(

2

1

242

1

3 =





−−=








++−=−−=

−− x
xx

dxxxA  u2 

 

14.75. Sea 2)( xxf = . Calcula en función de t el área limitada por la parábola y la cuerda OM. Sea N el punto de 
la parábola en el que la tangente es paralela a dicha cuerda. Demuestra que el área del segmento 

parabólico es 
4

3
del área del triángulo OMN sea cual sea el valor de t. 

 
El punto M tiene por coordenadas M(t, t2), así pues, la pendiente de OM es 

t
t

t =
2

. La recta tangente en el punto N(n, n2) tiene, pues, pendiente t, así 

pues, f'(n) = t, es decir, 2n = t y, por tanto, n = 
2

t
. El punto N es N 








4

,
2

2tt
.  

La recta que contiene a OM tiene por ecuación y = tx, así pues, el segmento 
parabólico tiene un área de: 

2 3 3 3 3
2

1
0

0

( )
2 3 2 3 6

t
t tx x t t t

A tx x dx
 

 

 
= − = − = − = 

    u2 

La altura, h, del triángulo OMN: 
141

42
0,

4
,

2
),(

2

2

2

22

2

+
=

+

−
=









=−








==

t

t

t

tt

ytx
tt

dOMNdh  

Por otra parte la longitud del segmento OM es 1)( 2222 +=+ tttt . El área del triángulo es: 
2

2
32

2

1
4 1
2 8

t
t t

ttA

+
+= =  u2. Así pues, 

3

4

2

1 =
A

A
, de donde 21 3

4
AA = , como se quería probar.

O Xt

N

M

f

Y

1

1

1

1
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Y
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Volúmenes y arcos 

14.76. Halla el volumen del cono que se obtiene al girar alrededor del eje X 
la región comprendida entre el siguiente segmento y el eje 
horizontal, y comprueba que el resultado es correcto. 

 

Se trata de hallar el volumen del sólido de revolución que se obtiene  

al girar 
2

x
y =  alrededor del eje X. 

Se sabe que dicho volumen es igual a: 
42 2 3 34 4

0 0
0

4 16

2 4 12 12 3

x x x
V dx dx

  π = π = π = π = π =  
      u3 

El sólido que se forma es un cono de radio 2 y altura 4. Su volumen es: 
3

16
42

3

1 2 π=⋅⋅π=V  u3 

 

14.77. Calcula el volumen del sólido de revolución obtenido al girar la región bajo la gráfica de xxy sen⋅= y 

por encima del eje horizontal, alrededor del eje X y con [ ]π∈ ,0x . 

Se sabe que dicho volumen es igual a: ( )2
2

0 0
sen senV x x dx x x dx

π π
= π = π   

Se calcula por partes. Se llama f(x) = x y g'(x) = sen2x, entonces, f'(x) = 1 y 
4

)2(sen

2
)(

xx
xg −= . 

2
2 sen(2 ) sen(2 ) sen(2 ) cos(2 )

sen
2 4 2 4 2 4 4 8

x x x x x x x x
x x dx x dx x

     = − − − = − − −     
        

Así pues, 
2 3

2

0
0

sen(2 ) cos(2 )
sen

2 4 4 8 4

x x x x
V x x dx x

ππ   π = π = π − − − =  
    u3 

 

14.78. (PAU) Halla el volumen engendrado por la región plana definida por el eje X, la curva de ecuación 
xey −= , el eje Y y la recta x = 3, al girar alrededor del eje X. 

( )
32 63 32 2

6
0 0

0

1 1
1

2 2 2 2

x
x x e e

V e dx e dx
e

− −  
− −

  

   − − π  = π = π = π = π + = −             u3 

 

14.79. Calcula el volumen del cuerpo que se obtiene al girar en torno al eje X la región bajo la gráfica de la 

curva 
22

1

x
y

+
=  y por encima del eje horizontal, entre las rectas x = 0 y x = 2 . 

Se trata de hallar el volumen del sólido de revolución que se obtiene al girar 
22

1

x
y

+
=  alrededor del eje X. 

Se sabe que dicho volumen es igual a: 

2
2 2

220 0

1 1

22
V dx dx

xx

 
= π = π   ++ 
   

Se calcula esta integral que va a dar lugar a una arcotangente. 

C
x

C
x

dx
x

dx
x

+







=+








=








+

=
+  2

arctg
2

2

2
arctg

2

1

2
1

2

1

2

1

2

1
22

 

El volumen es: 
8

2

42

2
)0arctg1(arctg

2

2

2
arctg

2

2

2

1 22

0

2

0
2

π=π⋅π=−⋅π=














π=
+

π=  x
dx

x
V  u3

1

1

O X

Y

1

1

O X

Y
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14.80. Halla el volumen del sólido formado cuando la región bajo la gráfica de xy sen=  en el intervalo  

[0, π ] gira alrededor del eje X. 

V = 2

0
( )f x dx

 π

 
π ⋅  = π

0
senx dx

 π

  = π [ ]π− 0cos x  = 2π  u3 

 

 

14.81. Calcula el volumen del paraboloide de revolución que se obtiene al girar la región comprendida entre la 

parábola 2xy =  y el eje horizontal, alrededor del eje X desde x = 0 hasta x = 4. 

Se sabe que dicho volumen es igual a: 

454 4
2 2 4

0 0
0

1024
( )

5 5

x
V x dx x dx

  

  

  π= π = π = π = 
    u3 

 

 

14.82. Un móvil se desplaza siguiendo la trayectoria de la gráfica de la función ( )31+= xy , donde x 

representa el tiempo. Calcula el espacio recorrido en el intervalo de tiempo [0, 3]. 

[ ] ( ) ( ) ( )
33 3 3

2 3 3 3

0 0 0 0

9 1 1 2 1
1 ( ) 1 1 9 13 9 13 40 13

4 2 2 27 27
L f x dx x dx x dx x

 ′= + = + + = + = + = −      u 

 

 

14.83. La base de un sólido es la región del plano limitada por el eje Y y las rectas y =1 – x, y = 2x + 5, x = 3. 
Cada sección perpendicular al eje X es un cuadrado. Halla su volumen. 

Cada sección perpendicular al eje x es un cuadrado de lado 2x + 5 − (1 − x) = 3x + 4. Así pues, el volumen 

será 
3

0
( )A x dx

 

  = 
3

2

0
(3 4)x dx

 

 
+  = 

3

0

3

3

1

3

)43(








⋅+x

 = 
9

133

 − 
9

43

 = 237 u3 

 

 

14.84. Determina el volumen generado al girar respecto al eje de abscisas la región acotada por las gráficas de 
las funciones f(x) = x2 y g(x) =  2x. 

Ambas gráficas se cortan en los puntos O(0, 0) y A(2, 4). 

( ) ( ) ( )
23 52 2 222 2 2 4

0 0 0
0

4 64
2 4

3 5 15

x x
V x dx x dx x x dx

  π= π − π = π − = π − = 
     u3 

 

 

14.85. Esboza la gráfica de la función 
2 2

3 3 9x y+ =  y halla la longitud de dicha curva entre x = 1 y x = 27. 

 

3
2

y  = 9 − 3
2

x ; y = 
2
3

3
2

9 





 − x ; y ′ = 

2

3 2
1

3
2

9 





 − x  · 






−

3

2
 · 

3
1

1

x
 

y ′2 = 
3
2

3
2

9

x

x−
; 1 + y ′2 = 

3
2

9

x
; 

2 1 2
2 3 3 31 ´ 9 3 9y dx x dx x dx x C

− −
+ = = = +    

L = ( )
27227

2 3

1
1

9 9
1 9 1 36

2 2
y dx x

 

 

 
′+ = = − = 

  
  u. 

5

5

O X

Y
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Aplicaciones 

14.86. (PAU) La velocidad de un móvil que parte del origen viene dada en m/s por la siguiente gráfica: 

a) Calcula la función espacio–tiempo. 

b) Dibuja la gráfica de la función espacio–tiempo. 

c) Prueba que el área bajo la curva que da la velocidad 
coincide con el espacio total recorrido. 

 

a) La función de posición es una primitiva de la velocidad, 
puesto que la velocidad es la derivada del espacio. 
Observando la gráfica, la función velocidad es continua y está definida a trozos por la siguiente expresión: 

2 si 0 1

( ) 2 si 1 3

5 si 3 5

t t

v t t

t t

      ≤ <
=        ≤ ≤
− + < ≤

, por tanto, la función de posición será: 

2

2

si 0 1

( ) 2 si 1 3

5 si 3 5
2

t A t

s t t B t

t
t C t


 + ≤ <


= + ≤ ≤
− + + < ≤


 

Falta calcular los valores de los parámetros A, B y C: 
Como s(0) = 0, entonces, A = 0. Además, por continuidad, 

1lim)(lim 2

11
==

−− →→
tts

xx
, BBtts

xx
+=+=

++ →→
2)2(lim)(lim

11
, f(1) = 2 + B. Así pues, 2 + B = 1, es decir, B = – 1. 

516)2(lim)(lim
33

=−=+=
−− →→

Btts
xx

, CCt
t

ts
xx

+=







++−=

++ →→ 2

21
5

2
lim)(lim

2

33
, f (3) = 5. Así pues, 

2

11
5

2

21 −==+ CC . 

La función espacio-tiempo es: 

2

2

         si 0 1

( ) 2 1      si 1 3

11
5 si 3 5

2 2

t t

s t t t

t
t t


   ≤ <= −    ≤ ≤
− + − < ≤


 

b) La gráfica de la función espacio es la que se muestra. 

c) El espacio total recorrido es s(5) = 7. 

El área bajo la curva de la velocidad es la de un trapecio de altura 2 y bases 5 

y 2 72
2

25 =⋅+=A  

PROBLEMAS 

14.87. (PAU) Un objeto se mueve a lo largo de una línea recta debido a la acción de una fuerza F que depende 
continuamente de la posición x del objeto en dicha línea recta. Se sabe que el trabajo realizado por la 

fuerza para mover el objeto desde x = a hasta x = b viene dado por =
b

a
dxxFW )( . 

a) Si la fuerza es 
( )21

2
)(

−
=

x
xF , calcula el trabajo para ir desde x = 3 hasta x = 5. 

b) Determina razonadamente si la fuerza ( )22 1

2
)(

+
=

x
xG  realiza más o menos trabajo que F(x) para el 

mismo desplazamiento. 

a) El trabajo es 
( ) 2

1

1

2

1

2
5

3

5

3
2

=





−
=

−
=  x

dx
x

W  J. 

b) Al ser ambas fuerzas positivas en [3, 5], se pueden identificar los trabajos con las áreas que encierran las 
fuerzas bajo ellas. 

Como ( ) ( )
)(

1

2

1

2
)(

222
xF

xx
xG =

−
<

+
= en [3, 5], ya que el denominador de G(x) es mayor que el de F(x), se 

concluye que el trabajo de la fuerza G(x) es menor que el de F(x).

1

1

v (m/s)

T (s)O

1

1

O

s (m)

T (s)
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14.88. Sea [ ] →− aaf ,: R con a > 0 una función continua tal que 0)( =−

a

a
dxxf ; contesta razonadamente a las 

siguientes cuestiones: 

a) ¿Es necesariamente f(x) = 0 para todo x de [–a, a]?  c) ¿Es necesariamente 
 

 
( ) 0

a

a
f x dx

−
− = ? 

b) ¿Es necesariamente 
 

 
( ) 0

a

a
f x dx

−
= ?  d) ¿Cuánto vale ( ) −

+
a

a
dxxxf 2)( ? 

a) No necesariamente, basta que f sea una función impar para que ( )
a

a
f x dx

 

 − = 0. Por ejemplo f (x) = x. 

b) Basta con ver que  0
a

a
x dx

 

 −
=  y sin embargo 2 0

a

a
x dx a

 

 −
= > , por lo que no necesariamente 

| ( ) |
a

a
f x dx

 

 −  = 0. 

c) Análogamente, 0
a

a
x dx

 

 −
− =  y sin embargo 2 0

a

a
x dx a

 

 −
− = > , luego no es cierto que necesariamente  

| ( ) |
a

a
f x dx

 

 −
−  = 0.  

d) ( )( ) 2
a

a
f x x dx

 

 −
+ = ( )

a

a
f x dx

 

 − + 2
a

a
x dx

 

 − = 0 + 0 = 0 

 

14.89. Calcula ( )−
−+

3

3

295 dxxx . Indicación: ( ) 222 95995 xxxxx −+−=−+ . 

3

3
( 5)x

 

 −
+ 29 x− dx = 

3

3
x

 

 −
29 x− dx + 5 

3
2

3
9 x

 

 −
− dx. La primera integral es 0 pues f (x) = x 29 x− es 

una función impar y la segunda vale 5 · 
2

1 π · 32 = 
2

45π
, pues y = 29 x−  es la ecuación de la 

semicircunferencia positiva de centro (0, 0) y radio 3. Así pues, 
3

3
( 5)x

 

 −
+ 29 x− dx = 

2

45π
. 

14.90. Sea 
             

                      

    
2

0

cos si  0
( ) 1 si  0

1
si  0

x
t

x x
F x x

e dt x
x


 <


= =

 >
 

. 

a) Prueba que F es continua en R.  

b) Demuestra que existe F '(x) si 0≠x .   

c) Estudia si F es derivable en x = 0.  

d) Estudia la continuidad de F '(x). 

a) El único punto problemático sería x = 0. 

)(lim
0

xF
x −→

= 1; )(lim
0

xF
x +→

= 

2

0

0
lim

x
t

x

e dt

x+

 

 

→


 = 

1
lim

2

0

x

x

e
+→

 = 1. Finalmente, como F (0) = 1, F es continua en 1. 

b) Si x < 0, F '(x) = −sen x. Si x > 0, F '(x) = 

2

0

x
te

x

 

 

′
 
 
 
 
 
 


 , que existe por tratarse de dos funciones derivables y 

no anularse el denominador. 
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c) Se calculan las derivadas laterales en x = 0, F '(0 −) = − sen 0 = 0 pues si x ≤ 0, F (x) = cos x. 

F '(0 +) = 
0

( ) (0)
lim

x

F x F

x+→

−
 = 

2

0
2

0
lim

x
t

x

e dt x

x+

 

→

−
 = 

2

0

1
lim

2

x

x

e

x+→

−
 = 

2

0

2
lim

2

x

x

x e
+→

= 0 

Así pues, F es derivable en 0 y F '(0) = 0. 

d) F '(x) = 
2 2

0
2

sen si 0

0 si 0

si 0

xx t

x x

x

x e e dt
x

x




−                  <
                  =


⋅ −
>


. Así pues, F ' es continua de entrada, en R − {0}. Se analiza la posible 

continuidad de F '(x )  en x  =  0 . )(lim
0

xF
x

′
+→

=

2 2

0
2

0
lim

x
x t

x

xe e dt

x+

 

 

→

−  =
x

eexe xxx

x 2

2
lim

222 2

0

−+
+→

=
2

0
lim x

x
xe

+→
= 0 

Como )(lim
0

xF
x

′
−→

= )sen(lim
0

x
x

−
−→

= 0 y F '(0) = 0, resulta que F ' es continua en x = 0 y, por tanto, en R. 

 

 

14.91. a) Comprueba que la función f (x) = cos3x · senx es impar y periódica de período π . 

b) Demuestra que 
 

  

4

3 2

0
3 2

cos3 sen cos3 cos3 sen 0x x dx x sen x dx x x dx

π ππ

π π−
⋅ = ⋅ = ⋅ =   . 

 

a) f es impar pues f (−x) = cos(−3x) sen (−x) = −cos 3x sen x = − f (x) 

f (x + π) = f (x), pues cos(3x + π) sen(x + π) = −cos 3x (−sen x) = cos 3x sen x = f (x) 

Finalmente, si 0 < t < π, f (x + t) ≠ f (x) pues f (x + t) = cos(3x + t) sen(x + t) = 
2

1 [ ]xtx 2sen)24(sen ++  y  

f (x) = cos 3x sen x = 
2

1 [ ]xx 2sen4sen + , y al ser la función y = sen x, periódica de período 2π, resulta que 

sen (4x + 2t) ≠ sen 4x pues 0 < 2t < 2π. 

b) Como f es periódica de período π, su integral sobre cualquier intervalo de longitud π valdrá lo mismo, por lo 

que las dos primeras igualdades están probadas, pues 
3

4π −
3

π = π − 0 =
2

π − 





 π
−

2
= π. 

La última igualdad es cierta porque f (x) = cos 3x sen x  es impar y el intervalo de integración es de la forma 
[−a, a]. 

 

14.92. Calcula 
 

 0
( )f x dx

π

  siendo 
2

1
sen)( −= xxf . 

 

En el intervalo [0, π], sen x − 
2

1
 ≥ 0 si x ∈ 



 ππ

6

5
,

6
, siendo negativa en el resto. 

I = 
0

1
sen

2
x dx

 π

 
− =

6

0

1
sen

2
x dx

π 

 

 − 
  +

5
6

6

1
sen

2
x dx

π

π
 

  − 
  +

5
6

1
sen

2
x dx

π

 π

 

 − 
  = 

6

0

1
sen

2
x dx

π 

 

 = − 
  +

6

5
6

1
sen

2
x dx

π

π

 

 

 − 
  +

5
6

1
sen

2
x dx

π

 π

 

 − 
  =

6

0

cos
2

π





 + x
x +

6

6
5

cos
2

π

π




 + x
x +

π

π




 +

6
5

cos
2

x
x =

3
1

12 2

 π= + −  
 

+ 









+π−+π

2

3

12

5

2

3

12
+ 










+π−−π

2

3

12

5
1

2
=2 3 –

6

π − 2 
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14.93.  Algunas de estas afirmaciones son verdaderas y otras falsas. Justifica cómo es cada una de ellas: 

a) 
   

   

4 4 2

2 1 1
ln ln lnt dt t dt t dt= −     c) Si =

3

1

3)(
x

dttxf   =′
3

1

23)(
x

dttxf . 

b) 
 

 

32

4 2
2

2
0

1

x x
dx

x x−

−
=

+ +  d) [ ]
 

 

0
0

2
2

1
ln( 1)

1
dx x

x −−
= −

− . 

a) Verdadera, pues 
2

1
ln t dt

 

  + 
4

2
ln t dt

 

   = 
4

1
ln t dt

 

  . 

b) Verdadera, pues f (x) = 
1

2
24

3

++
−
xx

xx
 es una función impar. 

f (−x) = 
1)()(

)(2)(
24

3

+−+−
−−−

xx

xx =
1

2
24

3

++
+−
xx

xx = −
1

2
24

3

++
−
xx

xx = − f (x) 

c) Falsa. f ' (x) = 3x2 x6 = 3x8, que no tiene nada que ver con 
3

2

1
3

x

t dt
 

   = [ ] 3

1
3 x

t  = x9 − 1. 

d) Falsa. 
0

2

1

1
dx

x

 

 − −  es un número, representado por [ ]0

2
ln | 1|x −− , que es 0 − ln 3 = −ln 3, mientras que 

[ ]0

2)1ln( −−x  no representa ningún número real pues ni ln(−1) ni ln(−3) son números reales. 

 

14.94. Obtén los números A, B y C, siendo: ( ) −−=
2

0

311 dttA , ( )
 1000

3 7

1000
4B t t dt

−
= + , 

=

+
=

5

1

1

k

k

k
dttC . 

A = ( )
2

3

0
1 |1 |t dt

 

 
− −  = 

1
3

0
(1 (1 ))t dt

 

 
− −  + 

2
3

1
(1 1 )t dt

 

 
+ −  =

1
3

0
t dt

 

   + 
2

3

1
(2 )t dt

 

 
−  =  

24

1

1 1
(2 )

4 4
t − −   = 

2

1
 

B = 
1000

3 7

1000
( 4 )t t dt

 

−
+  = 0 pues f (t) = t3 + 4t7 es una función impar. 

C =
5 1

1

k

k
k

tdt
 +

 =
 =

2

1
tdt

 

  +
3

2
tdt

 

  + ... +
6

5
tdt

 

  =
6

1
tdt

 

  =
3

2 6

1

3





 t =

3

2 ( )166 − = 4 6 −
3

2
 

 

14.95. Sea =
x

dttfxg
0

)()(  donde la gráfica de f es la de la figura: 

a) ¿Tiene g algún máximo relativo en [0, 10]? Si es así, 
¿dónde está localizado? 

b) Si hay, da un mínimo relativo de g en [0, 10]. 

c) ¿Para qué valor de x alcanza g el máximo absoluto  
en [0, 10]? ¿Y el mínimo absoluto? 

d) ¿En qué subintervalo de [0, 10] es la gráfica de g cóncava hacia arriba? 

e) Esboza la gráfica de g. 

Al ser g '(x) = f (x), se ve que g '(x) = 0 si x = 1, 3, 5, 7, 9. 

a) En los puntos de abscisa 1, 5, 9, g '(x) pasa de ser positiva a negativa, luego g pasa de ser creciente a 
decreciente, es decir, se trata de máximos relativos. 

b) En los puntos de abscisa 3, 7, g ' (x) pasa de ser negativa a positiva, así que en ellos g (x) presenta 
mínimos relativos. 

c) Se estudia el valor de g en x = 0 y x = 10 y en los puntos del interior en los que se anula la derivada. 

g (0) = 
0

0
f

 

   = 0; g (1) > 0, g (3) < g (1), g (5) < g (1), g (7) < g (1) pues  

g(7) < g(5), g (9) = g (5) y g (10) < g (9). 

Así pues, el máximo absoluto de g se alcanza en x = 1. Análogamente, se 
ve que el mínimo se alcanza en 3. 

d) g ''(x) > 0 si f '(x) > 0 y eso ocurre en (2, 4)∪(6, 8). 

e) La gráfica se muestra a la derecha.

1

1

O

f

X

Y

1

1

O X

Y
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14.96. (PAU) De una función integrable [ ] : 1, 1f − → R se sabe que para x [ ]1 1,−∈  es 21)( xxf +≤ . 

De los números –3; –2; –1; 2,5 y 2,75; ¿cuántos pueden ser el valor de la integral 
 

 

1

1
( )f x dx

− ? 

 

Como −(1 + x2) ≤ f (x) ≤ 1 + x2, se tiene que −
1

2

1
(1 )x dx

 

 −
+  ≤ 

1

1
( )f x dx

 

 −  ≤ 
1

2

1
(1 )x dx

 

 −
+ . 

Es decir, 
3

8
−  ≤ 

1

1
( )f x dx

 

 −  ≤ 
3

8
 por lo que solo −2, −1 y 2,5 podrían ser el  valor de la integral. 

 

 

14.97. Se pretende obtener 2

0

sen2

1 2 sen

x
I dx

x

π

=
+ . 

a) Calcula 2

0

cos

1 2 sen

x
J dx

x

π

=
+ . b) Obtén JI +  y deduce el valor de I . 

 

a) J = dx
x

x
π

+
2

0 sen21

cos
 = [ ] 2

0

1
ln | 1 2sen |

2
x

π
+  = 

2

1
ln 3 

b) I + J = 
2

0

sen2 cos

1 2sen

x x
dx

x

π 

 

+
+  = 

2

0

cos (2sen 1)

1 2sen

x x
dx

x

π 

 

+
+ = 

2

0
cos x dx

π 

  = 1. Así pues, I = 1 − 
2

1
ln 3. 

 

 

14.98. Sean 
 

 

1
2

0
cos ( )I t t dt= π  y 

 

 

1
2

0
sen ( )J t t dt= π . Justifica si son ciertas o no estas afirmaciones: 

a) 0,0 >> JI   c) 1=+ JI  

b)  π=−
1

0
)2cos( dtttJI       d) 

2

1== JI  

 

a) Verdadero, pues, en [0, 1], las funciones continuas f(t) = t cos2 (πt) y g (t) = t sen2 (πt) son no negativas y no 
idénticamente nulas. 

b) I − J = 
1

2 2

0
cos ( ) sen ( )t t t dt

 

 
 π − π   = 

1

0
cos(2 )t t dt

 

 
π . Verdadero. 

c) I + J = 
1

2 2

0
cos ( ) sen ( )t t t dt

 

 
 π + π   = 

1

0
tdt

 

   =
2

1
. Falso. 

d) Como I + J = 
2

1
, es imposible que I = J = 

2

1
. Así que d es falso. 

 

 

14.99. (PAU) Si 
 

 
( ) 0

a

a
f x dx

−
= , ¿se verifica entonces que 

 

 
( ) 0

a

a
xf x dx

−
= ? Si fuese cierto, pruébalo, si fuera 

falso, pon un ejemplo que lo confirme. 

 

Es falso: basta que f sea impar para que ( )
a

a
f x dx

 

 − = 0. Por ejemplo f (x) = x, por lo que 

( )
a

a
x f x dx

 

 − = 2
a

a
x dx

 

 − ≠ 0.
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14.100.  (PAU) Sea f(x) una función tal que, para cualquier que sea x > 0 se cumple que
  

  

0

0
( ) ( )

x

x
f t dt f t dt

−
= −  . 

Prueba que, ( ) ( )f x f x− = −  para todo x > 0. 

 

Como 
0

0

x

x
f f

−
 = −    , 

0

0
0

x

x
f f

−
 +  =   0

x

x
f

−
= , sea cual fuere x > 0. 

Se considera entonces la función ( )
x

x
G x f

−
=   . Como G(0) = 0 y G(x) = 0 para cualquier x > 0 y además 

( ) 0
x

x
G x f

−
− =  = , resulta que G es la función idénticamente nula, luego G'(x) = 0. Pero G(x) = H(x) – H(– x) 

con H'(t) = f(t) pues f es continua. Así pues, G'(x) = H'(x) + H'(– x), o sea f(x) + f(–x) = 0 implica que  
f(–x) = –f(x) como se quería probar. 

 

14.101.  a) Esboza la gráfica de la función dada por 
4

1
)( 2 −

=
x

xf . 

b) ¿Es la integral − −

1

1
2 4

1
dx

x
 positiva o negativa? Justifica tu respuesta. 

c) Halla la integral anterior descomponiendo el integrando en fracciones simples. 

d) Un amigo dice que esa integral se hace más fácil con la sustitución α= sec2x . ¿Tú qué piensas? 

a) La gráfica se muestra a la derecha. 

b) Como en [−1, 1], f (x) < 0, es 
1

2
1

1

4
dx

x

 

 − −  < 0. 

c) 
4

1
2 −x

 = 
2+x

A
 + 

2−x

B
 con A = −

4

1
, B = 

4

1
 

Así pues, 
1

2
1

1

4
dx

x

 

 − −  = 
4

1
ln 

1

12

2

−+
−

x

x = 
4

1






 − 3ln

3

1
ln  = – 

2

1
ln 3 

d) Como x ∈ [−1, 1], carece de sentido llamar x = 
xcos

2
 pues 

αcos

2
 ≥ 2. 

 

14.102.  Determina un polinomio )(xP  de segundo grado sabiendo que 1)2()0( == PP  y que 
3

1
)(

2

0
= dxxP . 

Sea P(x) = ax2 + bx + c con a ≠ 0. P(0) = c = P (2) = 4a + 2b + c = 1, es decir, 4a + 2b = 0 y c = 1. Por otra 

parte, 
2

2

0
( 1)ax bx dx

 

 
+ + = 

3

1
, es decir: a · 

3

8
 + 2b + 2 = 

3

1
, con lo que si 2a + b = 0 y a

3

4
 + b = −

6

5
, se 

tiene que a
3

2
 = 

6

5
, a = 

4

5
, b = −

2

5
, y P(x) =

4

5
 x2 − 

2

5
x + 1. 

 

14.103.  En la figura se muestra la parte positiva de la gráfica de 24 xxy −= . Encuentra la ecuación de una 
recta vertical para que el área de la zona sombreada sea de 9 u2. 

 

Sea x = a La recta vertical señalada 

2

0
(4 )

a

x x dx
 

 
−  = 9, es decir: 

a
x

x
0

3
2

3
2 








− = 9, 2a2 − 

3

3a = 9, a3 − 6a2 + 27 = 0,  

(a − 3)(a2 − 3a − 9) = 0, a = 3, pues las otras soluciones no están en [0, 4].

1

1

O X

Y

1

1

O X

Y
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PROFUNDIZACIÓN 

 

14.104.  Sea g : R → R una función continua tal que si 0≠x , 
1

)(
−

= xe

x
xg  y sea −

=
x

x
dttgxf )()( . 

a) Calcula g(0).  

b) Estudia la continuidad de f en R y obtén f '(x). 

 

a) Como g es continua en 0, se tiene que g (0) = )(lim
0

xg
x →

=
1

lim
0 −→ xx e

x = 1. 

b) f es continua en R pues es derivable ya que g es continua y, al ser f (x) =
x

x
g

 

 − =
0

x
g

 

 − +
0

x

g
 

  , se tiene que: 

f ’(x) = ( ) ( ) ( ) ( )1
( ) 1 ( )

1 1 1

x

x x x

x ex x
g x g x g x g x

e e e−

+−− − − = + − = + =
− − −

 

 

 

 

14.105.  Sea f una función continua y positiva en el intervalo [0, 1]. Halla razonadamente el número de raíces en 

(0, 1) de la función 
  

  

1

0
( ) ( ) ( )

x

x
F x f t dt f t dt= −  . 

 

La función F (x) es continua en [0, 1] (pues es derivable), siendo F (0) = 
0

0
f

  −
1

0
f

  = 0 −
1

0
f

 

  < 0 pues f es 

positiva en [0, 1]. 

Análogamente, F (1) =
1

0
f

 

  −
1

0
f

 

  =
1

0
f

 

  − 0 > 0. Así pues, F tiene al menos una raíz en (0, 1). Se estudia F '(x). 

F '(x) = f (x) − f (x)(−1) = 2f (x) > 0. Así pues, como F '(x) nunca se hace cero en (0, 1), se desprende que F no 
puede tener más de una raíz en dicho intervalo por lo que, junto al argumento anterior, se concluye que solo 
tiene una raíz. 

 

 

 

14.106.  Obtén una fórmula explícita para la función f sabiendo que es derivable en todo R, que si 0≠x , 

0)( ≠xf  y que para todo ∈x R se verifica que [ ] =
x

t dttftexf
0

2 )()( . 

 

De la igualdad [ ]2)(xf  = 
0

( )
x

tte f t dt
 

  , se obtiene, derivando, 2f (x) f '(x) = xex f (x). Así pues, si x ≠ 0, como  

f (x) ≠ 0, resulta 2 f ' (x) = xex, por lo que f (x) = 
2

1  dxex x  =
2

1
[xex − ex] + C. 

Por otra parte, ( )2)0(f =
0

( )tte f t dt
 0

  = 0, así que f (0) = 0 y como se indica que la igualdad dada es válida para 

todo x ∈ R, se tiene que f (0) = 0 = 
2

1
[0 · e0 − e0] + C, por lo que C = 

2

1
, así que f (x)  =  

2

1
[xex − ex] + 

2

1
. 
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14.107.  La figura muestra un semicírculo de radio 1, diámetro horizontal AB y rectas 
tangentes en A y B. ¿A qué distancia del diámetro debe colocarse la recta 
horizontal MN para minimizar el área de la región sombreada? 

Hazlo de dos formas diferentes: minimizando una función dada con una integral 
y minimizando una función que dependa del ángulo α . 

 

Se toma un sistema de ejes perpendiculares con origen en el centro del semicírculo, 
cuya ecuación sería: 

y = 21 x− . Sea y = k la ecuación de la recta MN y se escribe el área sombreada en función de k. 

Área = 2 ( )
2

2

1 1
2 2 2 2

0 1
1 1 1 1 1

k

k
x dx k k k k x dx

 −  

  −

 
 − − − + − − − −
  
    

   =
2 21 1

2 2 2

0 1
2 1 1 2 1

k k

x dx x dx k k k
 −  −

  

 
 − + − + − −
  
   = f (k) 

Para obtener el mínimo valor de f (x), con k ∈ [0, 1], se calcula su derivada respecto de k. 

f '(k) = 2






















−
−−−+

−

−+
−

−⋅
2

2
2

22 1
121

1

)(

1

)(

k

k
k

k

k
k

k

k
k  = 2













−
+−−+

−

−
2

2
2

2

2

1

2
121

1

2

k

k
k

k

k
 =  

     =  2 



 −− 2121 k . Así pues, f '(k) = 0 si 21 k−  = 

2

1
, k = 

2

3
. 

Así pues, la recta MN se debe situar a una distancia de 
2

3
 del diámetro AB. Se comprueba, posteriormente, 

que para ese valor de k, f alcanza el mínimo absoluto. 

Se resuelve ahora el problema sin utilizar el cálculo integral, como indica el enunciado. El área sombreada es: 

2 



 α−αα−++αα−α−π

2
sen

2

cos11
cossen

2

1

24
 = 2 



 αα−α+α−π

cossensen
4

 = f (α) con α ∈ 



 π

2
,0  

f '(α) = 2[−1 + cos α − cos 2α] = 0, si cos 2α − cos α + 1 = 0, es decir, cos2 α − sen2 α − cos α + 1 = 0, es decir, 

2cos2 α − cos α = 0. Así pues, 
2

1
cos,0cos =α=α   . 

Se nota que el valor cos α = 
2

1
 corresponde al valor de k = 

2

3
 obtenido por el procedimiento anterior.  

Se comprueba que cos α = 
2

1
corresponde efectivamente al mínimo absoluto. 

Si cos α = 
2

1
, α = 

3

π
 y f (0) = 2

4

π
 = 

2

π ≈ 1,57,  





 π

2
f  = 2 



 +π−π

1
24

 = 2 



 π−

4
1  = 

2

4 π−
 ≈ 0,43 







 π

3
f  = 2 












−+π−π

4

3

2

3

34
 = 2











 π−
124

3 = 
6

33 π− ≈ 0,34 

Así pues, el mínimo valor corresponde a α = 
3

π
 o k = 

2

3
. 

 

14.108.  Demuestra que el recinto encerrado por la parábola 2
32

12
)( x

a
x

a
xf −= , con a > 0 y el eje X, tiene área 

que no depende de a. ¿Cuánto vale esta área? ¿Qué curva describen los vértices de estas parábolas? 

 

2
2

2 3
0

2 1a

x x dx
a a

 

 

 − 
  = 

a
x

a

x

a

2

0

3

3

2

2 3

1

2

2








− = 

2

2

a
2a2 − 

3

1

a 3

8 3a = 4 − 
3

8
 = 

3

4
, independiente de a. Los 

vértices de estas parábolas son los puntos de abscisa a y ordenada 
2

2

a
a − 

3

1

a
a2 = 

a

1
, es decir, y = 

x

1
. 

A

M N

B
α
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14.109.  a) Escribe  dxxnsen  en términos de  − dxxn 2sen . (Indicación: haz xxf n 1sen)( −=  y xxg sen)( =′  

e integra por partes). 

b) Utiliza el apartado anterior para demostrar que 2 2 2

0 0

1
sen senn nn

x dx x dx
n

π π
−−

=  . 

c) Si n es un entero positivo impar, prueba la fórmula de Wallis: 2

0

2 4 6 ( 1)
sen

3 5 7
n n

x dx
n

π
⋅ ⋅ −

=
⋅ ⋅ 


. 

a) dxxnsen = −senn−1x cos x + dxxxn n 22 cossen)1( −− = −senn−1x cos x + (n – 1)  − xn 2sen (1 − sen2 x)dx = 

                      = −senn−1x cos x + (n – 1) dxxn −2sen  − (n – 1) dxxnsen  

n dxxnsen  = −senn−1 x cos x + (n – 1) dxxn −2sen  dxxnsen =
n

1−
senn−1x cos x +

n

n 1−
dxxn −2sen  

b) 
2

0
senn x dx

π 

  = 
2

0

1 cossen
1

π





− xx

n
n-  + 

n

n 1− 2 2

0
senn x dx

π 
−

  , es decir, 
2

0
senn x dx

π 

   = 

n

n 1− 2 2

0
senn x dx

π 
−

   

c) 
2 2

0
senn x dx

π 
−

  =
2

3

−
−

n

n 2 4

0
senn x dx

π 
−

  , es decir:
2

0
senn x dx

π 

   = 
n

n 1−
2

3

−
−

n

n 2 4

0
senn x dx

π 
−

  . Reiterando, si 

n es un entero positivo impar:
2

0
senn x dx

π 

   = 
n

n 1−
2

3

−
−

n

n

4

5

−
−

n

n
… 

3

2 
π
2

0
sen dxx =

n

n 1−
2

3

−
−

n

n

4

5

−
−

n

n
… 

3

2
· 1. 

 

14.110.  Sea f : R → R definida por xxexf −= 1)( . 

a) Calcula =
1

0
1 )( dxxfI .  

Para cada 1≥n , sea  −=
1

0

1 dxexI xn
n . 

b) Demuestra que si [ ]1,0∈x , entonces nxnn exexx ≤≤ −1 . 

c) Calcula =
1

0
dxxJ n

n  y prueba que si 1≥n , entonces 
11

1

+
≤≤

+ n

e
I

n n . Deduce que In no es un 

número entero. 

d) Mediante la integración por partes demuestra que 1)1(1 −+=+ nn InI . 

e) Sea nn Ienk −= ! . Escribe kn–1 en función de kn y prueba que kn es un número entero para todo n. 

f) Utilizando los apartados c y d prueba que nn Iken +=!  no es un número entero. 

g) Demuestra que el número e es irracional. 

a) I1 = 
1

1

0

xxe dx
 

−

   = 
11

0

xxe
 −
 

 −   + 
1

1

0
1 xe dx

 
−

 
⋅  = e − 2 

b) Si x ∈ [0, 1], 1 ≤ e1−x ≤ e, así que xn ≤ xn · e1−x ≤ e · xn 

c) 
1

1

+n
 ≤ 

1
1

0

n xx e
 

−

   ≤ e · 
1

1

+n


1

1

+n
 ≤ In ≤ 

1+n

e
 si n ≥ 2, es 

3

1
 ≤ In ≤ 

3

e
, I1 = e − 2 no enteros 

d) In+1 = 
1

1 1

0

n xx e dx
 

+ −

   = 
11 1

0

n xx e
 + −
 

 − ⋅   + (n + 1) 
1

1

0

n xx e dx
 

−

  = −1 + (n + 1) In 

e) kn+1 = (n + 1)!e − In+1 = (n + 1)!e − (n + 1)In + 1 = (n + 1)[n!e − In] + 1 = (n + 1)kn + 1 para n > 1 y si n = 1, 
k1 = 1!e − I1 = e − (e − 2) = 2. Así pues kn es entero para n ≥ 1. 

f) Como, según c, In no es entero con n ≥ 1, sigue que n!e = kn + In no es entero con n ≥ 1. 

g) Si n!e no es entero, e es irracional pues, en caso contrario, e = 
b

a
, se tomaría n = b y n!e sería entero. 
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RELACIONA Y CONTESTA 

Elige la única respuesta correcta en cada caso: 

14.1. Si f (x) = 4

0
tg

x

t dt
 

 
 y g (x) = 2x2, entonces ( ) ′fg  






 π

4
 es igual a:  

A) 2π − 1 D) π − 
3

8
 

B) 3π − 
4

1
  E) 1 + 

2

π
 

C) 2π − 
3

2
 

D. ( )′fg  





 π

4
= g ' 














 π

4
f  · f ' 






 π

4
  

g (x) = 2x2, g '(x) = 4x. f (x) = 4

0
tg

x

t
 

  dt; f 





 π

4
= 4 4

0
tg t

 π

  dt = 4 2

0
tg t

π 

  (1 + tg2t −1) dt = 4 2

0
tg t

π 

  (1 + tg2t ) dt –

− 4 2

0
tg t

π 

  dt =
43

0

1
tg

3
t

π
 
  

− 4 2

0
(1 tg 1)t

π 

 
+ − dt = 

3

1 − 4 2

0
(1 tg )t

π 

 
+ dt + 4

0

π 

  dt = 
3

1 − [ ] 4
0

tg t
π 

  + 4
0

t
π 

 
   =

3

1 − 1 +
4

π =  

=
4

π −
3

2
 

Por otra parte, f '(x) = tg4x, con lo que f ' 





 π

4
 = 1. 

g ' 













 π

4
f  = 4 






 −π

3

2

4
= π − 

3

8
. Así pues, ( )′fg  






 π

4
=  π − 

3

8
. 

 

 

14.2. Sobre la integral 
 

 

2

0
sen x dx

π

  se puede afirmar: 

A) Vale 0. D) Es |−cos 2π| + |cos 0|. 

B) No existe, pues y = |sen x| no es integrable.  E) Vale −1.  

C) Vale 4. 

C. 
2

0
| sen |x dx

 π

  = 
0

| sen |x dx
 π

  +
2

| sen |x dx
 π

 π =
0

sen xdx
 π

  −
2

sen xdx
 π

 π
=  

=
0

cos x
 π

 
 −  +

2
cos x

 π

 π
   = 1 + 1 + 1 + 1 = 4 

 

 

14.3. Sea f una función definida en el intervalo abierto (0, 4) con derivada segunda f '' continua. Si f tiene 

extremos locales en los puntos 1 y 2, de la integral I = 
 

 

2

1
( )x f x dx′′ , se puede asegurar que: 

A) I = f (2) − f (1)  D) I = f '(1) − f '(2) 

B) I = f (1) − f (2) E) I = f ''(2) − f ''(1) 

C) I = 2 f '(2) − f '(1)   

B. I = 
2

1
x

 

  f ''(x) dx = 
2

1
( )xf x

 

 
 ′  − 

2

1
( )f x

 

 
′ dx = 

2

1
( )xf x ′  − 

2

1
( )f x   = 2 f '(2) − f '(1) − ( ))1()2( ff − . Al tener f 

extremos locales en 1 y 2, es f ' (2) = f '(1) = 0 por lo que I = f (1) − f (2). 
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Señala, en cada caso, las respuestas correctas: 

14.4. Para cualquier número natural n = 1, 2, 3,…, se llama In =  
 

 

1

2
0 1

nt
dt

t+ . 

A) I1 = ln 2  

B) In ≥ 0 para cada n ∈ N  

C) Para cada n ∈ N, se verifica 
)1(2

1

+n
 ≤ In ≤ 

1

1

+n
.  

D) La sucesión In es creciente.  

E) Para cada n ∈ N, In ≤ 
4

π
 

B, C, E. Al ser In = 
1

2
0 1

nt

t

 

 + dt, es I1 = 
1

2
0 1

t

t

 

 + dt = 
2

1 12

0
ln(1 )t +   = 

2

1
ln 2 por lo que A es falsa. 

Como 
21 t

t n

+
 es mayor o igual que 0 en [0, 1], In ≥ 0, y B es verdadera. 

In = 
1

2
0 1

nt

t

 

 + dt verifica 
1

0 2

nt 

  dt ≤ In ≤ 
1

0

nt
 

  dt pues t ∈ [0, 1]. Así pues, 
)1(2

1

+n
≤  In  ≤ 

1

1

+n
, y C es 

verdadera. 

In = 
1

2
0 1

nt

t

 

 + dt ≥ 
11

2
0 1

nt
dt

t

+ 

 +  = In+1, por lo que la sucesión In es decreciente, y D es falsa. 

In = 
1

2
0 1

nt

t

 

 + dt ≤ 
1

2
0

1

1 t

 

 + dt = 
1

0
arctg t    = 

4

π
, con lo que E es verdadera. 

 

14.5. Sea f la función definida en [0, π] cuya representación gráfica es la de la figura. 

A) 
 

 0
( )f x dx

π

 ≥ 0   

B) 
 

 0
( )f x dx

π

 = 
 

 0
( )f x dx

π

    

C) 
 

 0
( )f x dx

π

  = 
 

 

2

0
( )f x dx

π

 − 
 

 
2

( )f x dx
π

π

   

D) El valor medio de f en [0, π] es 0.  

E) El valor medio de f en [0, π] es inferior a 1. 

A y E.  La afirmación A es verdadera pues 2

0
( )f x dx

π 

  > –
2

( )f x dx
 π

π  . 

B es falsa, pues 
0

| ( ) |f x dx
 π

  > 2

0
( )f x dx

π 

   y 
0

( )f x dx
 π

   < 2

0
( )f x dx

π 

  . 

C es falsa, pues 
0

( )f x dx
 π

  > 0 por lo que 
0

( )f x dx
 π

   =
0

( )f x dx
 π

  = 2

0
( )f x dx

π 

  +
2

( )f x dx
 π

π  ≠ 

≠ 2

0
( )f x dx

π 

  −
2

( )f x dx
 π

π  . 

D es falsa, pues 
0

( )f x dx
 π

  ≠ 0. 

E es verdadera ya que  
0

( )f x dx
 π

   < 2

0
( )f x dx

π 

   < 
2

π
·2 = π, por lo que el valor medio de f en [0, π] es menor 

que 
π
π = 1. 

1

O

Y

X

f

π
2

π
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14.6. Sean I = 
 

 

1
2

0
cos ( )t t dtπ  y J = 

 

 

1
2

0
sen ( )t t dtπ . 

A) I > 0  y J > 0 D) I ≤ 1 

B) I − J = 
24

1

π
  E) I − J  ≤ 

 

 

1

0
cos2 tdtπ  

C) I + J = 1  

 

A, D y E.  A es verdadera pues las funciones continuas f (t) = t cos2(πt) y g (t) = t sen2(πt) son no negativas en 
el intervalo [0, 1]. 

I − J = 
1

0
t

 

  cos (2πt) dt = 
π2

1 1

0
sen2t t π  − 

1

0

1

2

 

 π sen 2πt dt = 
π2

1 1

0
sen2t t π  +

π2

1
 

π2

1
cos

1

0
2 t π  = 0, 

por lo que B es falsa. 

I + J = 
1

0
t

 

  dt = 
2

1
, con lo que C es falsa. 

I = 
1

0
t

 

  cos2 πt dt ≤ 
1

0
t dt = 

2

1
, por lo que D es verdadera. 

Finalmente, I − J = 
1

0
t  cos (2π t) dt ≤

1

0
cos(2 )t

 

 
π dt, así que E es también verdadera. 

 

14.7. Si I = 
 

 

4

6

sen cos

cos sen

x x
dx

x x

π

π

 
+ 

  , entonces: 

A) I = ln 
6

4

cos

cos
π

π

 + ln
6

4

sen

sen
π

π

      D) I = 
2

1
ln 3 

B) I = ln tg
6

 π −   
  

  E) I = 
 

 

4

6

2

sen2
dx

x

π

π  

C) I = ln 3  − 2 ln 2           

B, D y E. Una primitiva de la función f (x) = 
x

x

cos

sen +
x

x

sen

cos
 es la función g (x) = −ln cos x + ln sen x, es decir 

g (x) = ln 
x

x

cos

sen = ln tg x. Así pues I = 4

6

ln tg x
π

π    = ln tg 
4

π − ln tg 
6

π
 = − ln 

3

1 = 
2

1
ln 3. 

La afirmación A es falsa, pues ln
cos

4

cos
6

π

π
 + ln

sen
4

sen
6

π

π
= ln

cos sen
4 4

cos sen
6 6

π π

π π
= ln

2cos sen
4 4

2cos sen
6 6

π π

π π
= ln

sen
2

sen
3

π

π
 = ln

2
3

1
 = 

= ln 
3

2
 ≠ ln 3  que es la respuesta correcta, la D. 

B es verdadera, ya que se ha calculado I = ln tg 
4

π − ln tg 
6

π
 = − ln tg 

6

π
. 

C es falsa pues ln 3 − 2 ln 2  = ln 
2

3
 ≠ ln 3 . 

Finalmente, E también es verdadera, pues I =
4

6

sen cos

cos sen

x x
dx

x x

π

π

 

 

 
+ 

  = 
4

6

2 2sen cos

sen cos

x x
dx

x x

π

π

 

 

+  =  

=
4

6

2

2sen cos
dx

x x

π

π

 

  = 
4

6

2

sen2
dx

x

π

π

 

  .  
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Elige la relación correcta entre las dos afirmaciones dadas: 

14.8. Sea f una función continua en [a, b]. 

a) 
 

 
( )

b

a
f x dx  = 0            b) f  (x) = 0 en [a, b] 

A) a  ⇔  b   D) a  y b  se excluyen entre sí. 

B) a   b  pero b /  a E) Nada de lo anterior. 

C) b   a pero a       /   b  

C. Si f (x) = 0 en [a, b], es ( )
b

a
f x dx

 

  = 0, por lo que b  a.  

Obviamente a /  b, como lo justifica 
2

0
sen 0xdx

 π

 
= . 

 

 

Señala el dato innecesario para contestar: 

14.9. Para calcular 
 

 

8

0
( )f x dx nos dan estos datos: 

a) f (x) es periódica de período 4 . c) f (x) = x para 0 ≤ x < 2 

b) f (x) es una función par . d) f(x) = 4 – x para 2 ≤  x < 4 

A) Puede eliminarse el dato a.  D) Puede eliminarse el dato d. 

B) Puede eliminarse el dato b.  E) No puede eliminarse ningún dato. 

C) Puede eliminarse el dato c. 

B. Con los datos a, c y d se tiene perfectamente definida la función f en [0, 8], pues se tiene en [0, 4] por c y 
d, y a nos dice que es periódica de período 4. Así pues, puede eliminarse el dato b. 

 

 

Analiza si la información suministrada es suficiente para contestar la cuestión: 

14.10. Para decidir el signo de 
 

 
( )

b

a
f x dx siendo f una función continua en [a, b] se sabe que: 

a) f (a) > 0 y f  ‘(x) ≥ 0 en [a, b]  b) f (b) > 0 y f ' (x) ≤ 0 en [a, b] 

A) Cada información es suficiente por sí sola.  D) Son necesarias las dos juntas. 

B) a es suficiente por sí sola, pero b, no.  E) Hacen falta más datos. 

C) b es suficiente por sí sola, pero a, no. 

A. La información a es suficiente por sí sola, pues, según ella, f es creciente en [a, b] y, al ser f (a) > 0, f es 

positiva en [a, b] con lo que ya se sabe el signo de ( )
b

a
f x dx

 

  . 

La información b también es suficiente por sí sola pues, según ella, f es decreciente en [a, b] y, al ser f (b) > 0, f 

es positiva en [a, b] y ya se tiene, entonces, el signo de ( )
b

a
f x dx

 

  . 
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