Solucionario

n Matrices

1.1

1.1

1.1

1.v.

1.1.

ACTIVIDADES INICIALES

Seiala el numero de filas y columnas que componen las tablas de cada uno de los siguientes ejemplos.

a) Un tablero de ajedrez b) Una quiniela de fatbol c) El cuadro de un sudoku

a) Ocho filas y ocho columnas b) Quince filas y tres columnas c) Nueve filas y nueve columnas

Describe tres o cuatro situaciones de la vida cotidiana en las que manejemos tablas numéricas.

Respuesta abierta

En los cuadrados magicos la suma de los elementos de sus filas, columnas o
diagonales es siempre la misma. Completa este cuadrado para que sea magico.

Sumamos los términos de la diagonal que esta completa.

4+6+11+13=34

Como el cuadrado debe ser magico, todas las filas y columnas deben sumar 34.
Con esta informacién hallamos los términos desconocidos.

16 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1

Escribe el vector v, = (3,-2) como combinacién lineal de los vectores v,=(1,3)y v, = (-1, 0).

Hay que encontrar dos nimeros reales, a y b, no simultdneamente nulos, tales que: v,= av, + bv,

Sustituyendo los vectores v,, v, y v, en la expresion anterior, se obtiene:

(3,-2) =a(1,3)+b(-1,0) = (a, 3a) + (b, 0) = (a- b, 3a)
Igualando las componentes resulta:

3=a_b}:>a:_—2:>3:_—2—b:>b:—£_3:ﬂ
-2=3a 3 3 3 3
Por tanto, el vector v, es combinacion lineal de los vectores v, y v, del siguiente modo: v, = %2 Z —% Vs

EJERCICIOS PROPUESTOS

Pon un ejemplo de matriz en los siguientes casos.

a) De dimensioén 5 x 2 b) De dimensién 1 x 6 c) De orden 4

Respuesta abierta, se trata Unicamente de que la matriz A tenga 5 filas y 2 columnas, la B una fila y seis
columnas y la C sea cuadrada con 4 filas y 4 columnas. Por ejemplo:

-1

2 2 1 3 0
3 0 2 0 -3 5

a)A=|4 2 b)B=(2 3 4 -1 0 2) gc=|2 0 3%
5 7 0 6 4 4
6 —a
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1.2

1.3.

1.4.

1.5.

Halla los valores que deben tener las letras para que las matrices My N sean iguales.

6 -1 a b
M=|x y N=|5 9
z 4 -2 ¢

a=6;b=-1,x=5y=9;z=-2;,c=4.

- i coa=(-13 2 5 (0 0 3 2 (2 -4 6 5
UtlllzandoIasmatrnces.A—(4 10 —GJ’B_(4 3 _9 7)yC—(4 _3 2 8)'

Comprueba que se cumplen las propiedades conmutativa y la asociativa de la suma de matrices.

Veamos que se cumple la propiedad conmutativa:
_(-1 3 2 5 00 3 23_(-13 5 7
A+B‘(4 10—6j+(43—9 7j_(8 4 -9 1)
_(0 0 3 2 -13 2 5Y_(-13 5 7
B+A‘(43—9 7]*(4 1 0—6)_(8 4 -9 1)
Luego en efecto A+ B= B+ A.
Veamos que se cumple la propiedad asociativa:

(13 2 5 00 3 2 4 6 5] _
A+(B+C) ‘(4 10 —6j+[( 9 7)( 3 2 8)}_
_(-132 5),(2 4 9 7 1 11112

4 10 6" 8 0 715 12 1 7 9

(13 5 7 4 6 5 SO
(A"B)*C‘(s 4 -9 1)*(4 3 2 8) ( 7 9]

LuegoenefectoA+(B+C)= (A+B)+C

5 -3 2 2 5 4
Halla la matriz opuesta de la matriz A + B, siendo A= |4 7 9|yB=(-1 6 5|.

3 -8 6 8 8 6
5 -3 2 2 5 4 7 2 6 7 2 -6
A+B=|4 7 9|+|-1 6 5(=[3 13 14|= —(A+B)=|-3 -13 -14
3 -8 6 8 8 6) (11 0 12 11 0 -12

Considera las matrices A y B del ejercicio resuelto anterior y calcula:

a) 2A'- 58" b) - 3(A + B) c) %A

3 -1 60

a)A=(31 g g‘j:AT=25 ;B=(g A 2):BT= 7 2

- 43 - 9 4
6 -2) (30 0 24 -2
2AT-5B"=|410|-[35 -10|= | =31 20
8 6 45 20 -37 —14

9 9 13\_(-27 -27 -39
b) - 3(A+B)“3(— 3 7)'(3 -9 —21)

3
_1(38 2 4|2
©) A‘E(—1 5 3)' -

N | =

2
3
2

—_—
Njor —~

2
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1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10. Comprueba que la inversa de A = (2 1) esA'= (_11 _1) .

Dadas las matrices A y B y los numeros reales k=2 y h =5, comprueba que se verifican las propiedades

distributivas.
6 7 9
0 -2 4

(3 2 4
A'(—153) B

Tenemos que comprobar que se cumple:
Propiedad distributiva 12: k(A + B) = KA + kB

_o[(3 24\, (6 7 9Y]_,(9 913)_(18 18 26
2(A+B)‘2K—1 5 3)*[0 -2 4)}‘2(—1 3 7)‘(—2 6 14)

(3 2 4\, (6 7 9)_(6 4 8\, (12 14 18)_(18 18 26
2A+2B'2(—1 5 3j+2(o 2 4)‘(—2 10 6)+(0 4 SJ_(—Z 6 14)

Propiedad distributiva 22: (k + h)A = kA + hA

3 2 4\_(21 14 28
-15 3

27 35 21
(3 2 4 3 2 4\_(6 4 8),(15 10 20\_(21 14 28
2A+5A‘2(—1 5 3]*5(-1 5 3)‘(-2 10 6)+(—5 25 15)‘(-7 35 21]

(2+5)A=7A=7(

1110 2 10
Dadas las matrices: A = [2 11 0], B =[3 2 O]. Explica razonadamente si puedes realizar los
2 3 1 2 10 1

productos ABy BA. En caso afirmativo, halla los resultados.

La matriz A tiene dimensién 3 x 4 y la matriz B es de orden 3, es decir tiene dimension 3 x 3.

No se puede realizar el producto AB pues no coincide el niumero de columnas de A con el de filas de B, pero si se
puede realizar el producto BA pues coincide el nimero de columnas de B con el de filas de A, el resultado es una
matriz de dimension 3 x 4.

2 101110 4 3 30
BA={3 2 0|2 1 1 0({=|7 5 5 0
10 1){2 3 12 3 4 2 2

2 3
11

wosneie(3 96 56 36 96 98 96 96

13 2 1
4 5 3 -2

sea una matriz de tres filas.

Calcula A2 -3A - I, siendo A = ( ) e | la matriz identidad de orden 2.

Dada la matriz A = ( ) , explica razonadamente si existe una matriz B tal que el producto AB

La matriz A tiene dimensién 2 x 4.

Para que pueda efectuarse el producto AB, la matriz B debe tener 4 filas ya que el nimero de columnas de A, 4,
debe coincidir con el de filas de B.

Si la dimension de B es 4 x C siendo C el numero de columnas, la matriz producto AB tendra dimension 2 x C.
Por tanto, la matriz producto AB tendra 2 filas independientemente de cédmo sea la matriz C.

Por tanto, no existe ninguna matriz B tal que AB sea una matriz de 3 filas.

11 2

Al = . _1= 2 1 1 _1 = 1 O
Bastaverque A-A" =/ A-A (1 1)(_1 2) (O 1)

Luego, en efecto, son inversas.
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1.11. Halla la matriz inversa de las matrices Ay By comprueba los resultados obtenidos.
_ (5 7 _(3 -2
4= (% 3) 5= 3)

o (X Y. -1 _ 5 7\(x y\_(1 0).(5x+7z by+7t\_(1 O
Sea A (z t)’ AA ’22(—2 3)(2 t) (0 1) (-2x+3z —2y+3t)~(0 1

5x+7z=1
Identificando se obtiene: Sy+7t=0 = X =i % =_—7 4 =£ ; t=i
-2x+3z=0 29 29 29 29
-2y +3t=1
3 7
Por tanto, la matriz inversa de la matriz A es la matriz: A= 229 259 .
29 29

3 -7 15 14 -35 35
+ +

(5 7)|29 29|-|29 29 29 29 |-
En efecto AA (-2 3) 2 5|7|% 6 14 15

29 29 29 29 29 29

1 _ (X Y). 12 3 -2\ (x y)_(1 0).(3x-2z 3y-2t\_(1 0
Sea B (z t)’BE '23(4 5](2 t) (0 1) (4x+5z 4y+5t)~(0 1

3x-2z=1
Identificando se obtiene: 4x+52=0 =>Zz= _—4; X= i; t= i; y= 2
3y-2t=0 23 23 23 23
4y +5t =1
5 2
Por tanto, la matriz inversa de la matriz B es la matriz: B'= Eg 233 .
23 23

5 2 15 8 6 6
+

JR— —_— JR— _+_
EnefectoBB'=(3 —2)|23 23|=| 23 23 23 23|_(1 0
4 5)/-4 3|7|20 20 & 15|7(0 1

—_— —_— —_t
23 23 23 23 23 23

12 3
1.12. Obtén razonadamente el rango de la matriz A = (4 5 6] .
5 7 9

La fila tercera es la suma de la primera y la segunda.
Las filas primera y segunda no son proporcionales, luego rg(A) = 2.

1.13.Comprueba que en la siguiente matriz el numero de filas linealmente independientes coincide con el
numero de columnas linealmente independientes.

01 3
B=(0 3 9
5 5 15
Por columnas:

La columna tercera es igual al triple de la segunda.
Las columnas primera y segunda no son proporcionales, luego rg(B) = 2.

Por filas:
La fila segunda es el triple de la primera.
Las filas primera y tercera no son proporcionales, luego rg(B) = 2.
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1.14. Calcula el rango de las siguientes matrices aplicando el método de Gauss.

1 2 3 11 0
A=({4 5 6 B=|2 3 -6
7 8 9 4 6 -12

1 2 3 12 3 1 2 3
rg(A)=rg{4 5 6| = rg|3 3 3| = rg|0 -3 -6|=2

7 8 9)FR (33 3)p¥ (0 0 0

11 0 11 0 11 0
rgB)=rgj2 3 6| =rgj4 6 -12 = rg|0 2 -12|=2

46 -12)% (4 6 —12)27 (0 0 o0

1.15. Aplica el método de Gauss para calcular el rango de las matrices siguientes:

ciaia (9332
A=|113 2 1 B=| ] 2
11217 5 -5 0
1 -4 3 -1 -8
1121 3 1121 3
rg(A)=rgj1 1 3 2 1| = rg/l0O 0 1 1 -2(=3
1121 7)gg (0000 4
0 3 1 2 5 03 -1 2 5
111 2 3l 11 2 413
9B)=19l 5 5 5 0 11|n% 90 3 1 2 5| meA”
4 4 3 1 8)Rr%* (0 3 1 2 5
11 2 -1 3 11 2 13
03 12 5| _ lo3 -1 2 5|
9o 3 1 2 55900 0 0 0] 2
0 3 1 2 5)A% 00 0 0 0

1.16. Aplica el método de Gauss-Jordan para calcular las inversas de las siguientes matrices:
_(-1 4 _(2 3
=3 e=(0

Construimos la matriz (A | I2) = (—21 g ‘ (1) (1)j

Transformamos la matriz anterior hasta obtener una matriz de la forma (2 | A™') del siguiente modo:

40|23 2
1 1| —m
w0 11

(-1 4110 -1 4110
(A“Z)‘(z 3‘0 1)W(o 11‘2 1)747 ; ) 0,
-3 4 10|23 4
10| — — 1M1 11— a7
U R s 5 1| T(RIAT)
0 112 1 oo 1|L —
1 1"
3 4 3 4y (3,8 4.4
Portanto, A" = | 11 11| Enefecto, AA"= (7] 4] 11 )= 11 11 11 11/-(1 0
’ 2 1y ’ 2312 1) 16,6 8,310 1
11 M 11 M1 11 1 11 11

Construimos la matriz (B | I2) = G ? ‘ (1) ?j

_(2 3|10 1 10 1 110 1
(B|'2)‘(1 o 1)?’(2 3|9 o]ﬁ(o i 4]7’

1 0|-1 3) _ A “_(-1 3 a_(2 3)(-1 3\_(1 0
(0 1‘1 _2) =(L|B"). B —(1 _2).Enefecto,BB —(1 1)(1 _2)—(0 1]
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1.17.(TIC) Halla la matriz inversa de las siguientes matrices por el método de Gauss - Jordan y comprueba los

resultados.
2 10 3 15
A=(-1 1 3 B=|1 -17
0 4 1 -2 0 2

2 1 0|1 00
1° Se construye lamatriz(A|L)=|-1 1 3|0 1 0].
0 4 1]0 0 1
2° Se realizan transformaciones en la matriz anterior hasta obtener la matriz (/5 | A‘1).
2 1 0|1 00 0 3 6|1 20 1 -1 -3|0 -1 0
(Allk)=[-1 1 3|0 1 0| A=A 5 11 19 3|0 1 0|—2225(0 3 6|1 2 0
0 4 1|0 0 1 0 4 100 1) "° (0 4 1]/0 0 1
1 1 -1 -3|]0 -10 1 1 3]0 -1 0
S N T T O ) S I N
3 3 34 3
0 0 00 7|2 B
3 3
10 -1 LA 0 100 noa 1
1 P2 3]
Fy——2Fy LE+ _
R (001 25 50 —e— |01 0 o1 "1 7 = (| A"
0 0 1 4 8 1 0 0 1 4 8 1
21 21 7 21 21
AL n 1 1
N BRI IEE
Portanto, A'= | — —= Z | .Se puedecomprobarqueAA’1= -1 1 3||— — =1=/0 1 0|=h
21 21 7 0o 4 1)|21 2 7 0 0 1
4 8 1 4 8 1
21 21 7 21 21 7

En el segundo caso, se comprueba que F, =F, —F,, por lo que rg(B)=2 y B no tiene inversa.

1.18. El grafo relaciona 4 puntos importantes de una ciudad: =) L
a) Formar la matriz M asociada al grafo. (
b) ¢ Qué sentido tiene la matriz W*? ’ ’ B

a) Si denotamos por U a la universidad, E a la estacion de autobuses, A al ayuntamiento y B a la biblioteca,
tenemos que la matriz asociada al grafo es:

Hasta: U E A B

20001
) 10 1 0f_
Desde.A1OOO—M
g\l 000
0 00 1h(0 0 0 1 10 00
e amg=|1 0 1 01T 0 1 0]_|1T 0 0 1f_
b)FormemosIamatrlzI\/Iz.MM—1000 1000—0001—C
100 0){1 00O 0 0 0 1

La matriz M? expresa en qué forma se pueden establecer comunicaciones entre los puntos importantes de la
ciudad pasando por uno de ellos.

Asi, por ejemplo, el elemento c24 es igual a 1, eso significa que desde la estacion de trenes se puede comunicar
con la biblioteca a través de otro punto de la ciudad, en este caso, la Universidad: E — U — B.
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1.19.Las conexiones directas por avion entre cuatro ciudades se representan en la matriz: A =

-0 -
OO
OO -0
O O -

¢De cuantas formas se puede viajar de una ciudad a otra haciendo una escala? ;Y haciendo dos
escalas?

La matriz A% expresa en qué forma se puede establecer comunicaciones
entre las cuatro ciudades haciendo una escala.

1 20

A?=

OO0
OO
O A0
OO
OO

1
0
1
0

OO -~0O
OO ~0O
= ON O

0 0 2
1 20
0 0 1

ZAN
\

Por ejemplo:
as1 = 2 indica que hay dos formas diferentes de comunicar la ciudad A consigo misma haciendo una escala. En
efecto haciendo escala en B: A > B > A o haciendo escalaen D: A > D > A.

a2 = 0 indica que no hay ningiin modo de ir desde A hasta B haciendo una escala. Podemos comprobarlo si
observamos el grafo asociado a esta situacion.

ai3 = 1 indica que hay un Unico modo de ir desde A hasta C haciendo escala en una ciudad. En efecto, A>B->C.
ai4 = 0 indica que no hay ningun modo de ir desde A hasta D haciendo una escala.

da las formas que tienen de

oOwow

01 0 1 2

; . A3_11 0 1 0] 10

Del mismo modo, la matriz A” = 010 1 5
1 0 0 0) (0

comunicarse por avion las cuatro ciudades haciendo dos escalas.
Por ejemplo:

as1 = 2 indica que hay dos formas diferentes de comunicar la ciudad D con la ciudad A haciendo dos escalas. En
efecto haciendo escalaen AyB: D > A-> B> AohaciendoescalaenAyD:D>A->D-> A.

as2 = 0 indica que no hay ningiin modo de ir desde D hasta B haciendo dos escalas. Podemos comprobarlo si
observamos el grafo asociado a esta situacion.

as3 = 1 indica que hay un Unico modo de ir desde D hasta C haciendo dos escalas. En efecto, D > A> B> C.
ass = 0 indica que no hay ningun modo de ir desde D hasta D haciendo dos escalas.

1.20.Dado el punto P(2, —1), halla su transformado mediante los siguientes movimientos:
a) Una traslacion de vector guia v = (1, 3) primero y un giro de centro el origen y amplitud 90° después.
b) Un giro de centro el origen y amplitud 90° primero y una traslacién de vector guia v = (1, 3) después.
c) ¢Has obtenido los mismos resultados? Trata de explicar a qué es debido.
a) Traslacion de vector (1, 3): (2, 1)+ (1, 3) = (3, 2)
-sen90° cos90°

Giro de centro el origen y amplitud 90°: (3, 2)( cos90°  sen 900) = (3, 2)(_01 (1)) = (-2, 3)

o o
b) Giro de centro el origen y amplitud 90% (2, —1) (_C;):nggoo 2‘;2 880) = (2, _1)(_01 (1)) =(1,2)

Traslacion de vector (1, 3): (1,2) + (1, 3) = (2, 5)
c) No se han obtenido los mismos resultados ya que como el producto de matrices no es conmutativo entonces, el
producto de movimientos no es conmutativo.
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EJERCICIOS

Operaciones con matrices

1.21.Dadas las matrices A = [__; i) y B= (_01 _51), halla las matrices:
a)2A + 3B b) AB c) BA d) A° e) AB - A? f) 2B+ BA’
_(-2 4 0 -3y _(-2 1
a)2A+35_(—6 8j+(—3 15) ‘(—9 23)
_(-1 2y(0 -T\_(-2 11
b) AB '(—3 4) (—1 5)'(—4 23)
_(0 -\ (-1 2_(3 -4
C)BA'(—1 5)(—3 4)'(—14 18)
g ai= (1 2)(-1 2)(-1 2)_(-5 8)(-1 2)_(-13 14
-3 4)(-3 4)(-3 4)7 -9 10)(-3 4)” |-21 22
2_ (-2 11 -5 6)\_(3 5
e)AB‘A'(—4 23)'(—9 10)'(5 13)
2_o(0 -1 0 -1\(-5 6\_(0 -2 9 -10\_(9 -12
f)zB+BA'2(—1 5)+(—1 5)(—9 1oj'(—2 1oj+(—4o 44)'(42 54)
1 0 -2 2 6 0
1.22. Sean las matrices A = yB=| 0 -4 2 |.Calcula:
-1 4 2
-3 1 -5
a) AB b) BA c) BB' d) AB?
2 6 0
1 0 -2 8 4 10
a) AB:( ) 0 -4 2 =( )
-1 4 2 [_3 ) _5] -8-20-2
b) No es posible realizar el producto BA ya que el numero de columnas de la matriz B no coincide con el numero
de filas de la matriz A.
2 6 0)(2 0 -3 40 -24 0
C)BB'= 0O 4 2|{6 4 1(=|-24 20 -14
-3 1 -5){0 2 -5 0 -14 35
2 6 0 2 6 0 4 12 12
d)ABZ=(11 0 ‘22j 0 4 2||0 4 2 =(11 0 ‘sz 6 18 18 =(‘]g a2 ‘gg)
B -3 1 -5){-3 1 -5 B 9 27 27 a a
2 1
1.23. (PAU) Dadas las matricesA=( 3 1

1 2
5 3)"3:[

J , comprueba que (BA)'= A'B'.
0 6

2 1 7 7
1 2 «_(7 8 30
BA=|3 1 ( )= 8 9 .Luego(BA)=( j
[0 6} 5 3 [30 18} 7 9 18
1 5Y(2 3 0)_(7 8 30

7 9

. AtRt =
Por otra parte: AB —( 18

2 3) (1 1 e)z(

Luego, en efecto, se verifica que (BA)' = A'B.

)
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1.24. (PAU) Dada la matriz A = (? g), iqué relacion deben guardar las constantes a y b para que se verifique

que A?=A?
.-(a 0)(a 0y_(a O : e 2 - a2 0)_(a O
A (1 b) (1 b) (a ‘b sz . Si se verifica que A% = A, entonces (a b bz) (1 bj

Igualando resulta: a?>=a, b>=b,a+b=1=a=00a=1;b=00b =1
También se ha de verificar que a + b = 1, por tanto, las soluciones posibles sona=0,b=1 0 a=1,b=0.

Es decir, hay dos soluciones: A = ((1) (1)) ;A = G 8) .

1.25. (PAU) Encuentra las matrices X cuadradas de orden 2 que verifican la siguiente relacion.

2 1 3 1
1 2 |X=|-1 12
0 3 -3 15

b 2 -1 b 2a-c 2b-d 3 1
Sea la matriz X = (a d) .Entonces: |1 2 (a d) =la+2c b+2d|{=|-1 12
¢ 0 3)\° 3¢ 3d -3 15
Igualando ambas matrices se deducen las siguientes ecuaciones:
2a-¢c=3 2b—d=-1
a+2c=-1 b+2d =12} cuyas solucionesson:a=1; b=2;c=-1y d=5
3c=-3 3d =15

Por lo tanto, la matriz buscada es X = (i Zj = (_11 2) .

1.26. (PAU) ;Qué matrices conmutan con la matriz [; ﬂ ?

Sean las matrices de la forma ()z( )t/) . Si conmutan con la matriz (3 ?

1 2) (x y)_(x+2z y+2t X yy (1 2\ _(x 2x+y
0 1) \z t z t z t)\0 1 z 2z+t

Igualando los elementos uno a uno tenemos: x = t, z = 0.

j , entonces:

Por tanto, las matrices buscadas son de la forma (g Q , cualesquiera que sean x e y.

010

a) Encuentra todas las matrices B cuyo producto con A verifique la propiedad conmutativa, es decir:
AB = BA
b) Calcula A", con n cualquier nimero natural.

0 0 0
1.27.(PAU) DadalamatrizA=|1 0 0]:

«Q
S0
- =0

a
a) Para que AB = BA, la matriz B tiene que ser de orden 3. Supongamos que B = [d

0 0O a b c a b c)(0 0 O 0 0O b ¢ O
10 0| |d e f|=|d e f 1 0 O|=|a b c|=|e f O
01 0)\g h i g h i 010 d e f h i 0

Igualando se obtiene: a=e=i=a;b=c=f=0;d=h=Byg=y

J , entonces:

QR OO

Por tanto, las matrices que verifican la igualdad dada son de la forma B = [

LXT®R

0
o
p

].

0 0 0y(0 0 O 0 00O 0 0 0)(0O 0 O 0 00O
b)A?=AA=|1 0 0|1 O Of=|0 0O Of; A*=A%A=|0 O Of|1 O 0|=|0 O O
01 0)0 10 100 10 0J){0 10 0 0 O

A*=AA=0A=0, .., A" = O, matriz nula para cada n>2.
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- - 3IX+Y=A
1.28.(PAU) Sean las matrices A = G _;) y B= (2 _?;J Resuelve el sistema {X—ZY _28"
3X+Y =A N 3X+Y=A 7Y=A-6B
X-2Y=2B 3X-6Y=6B
2 17
Vo e 12 N (0o a8\|_1(2 17\_|7 7
vequ-e=2 | IHE F)-7(5 %)\ 5 8
7 7
4 34 4 -8
- _(0 -6 7 7|27 7
X=2B+2Y (2 _2)+ M0 6 1 8
7 7 7 7
4 3 2
; w=|7 7 - 7 7
Por tanto, las matrices buscadas son: X i —_8 , Y __5 E
7 7 7 7

1.29.(PAU) Calcula la matriz A2 + A% siendo A = G ‘1’) .

2 (10 a-(1 0 n_(1 0
A (2 1), (3 1j.SuponemosqueA (n 1)

n+1_npa_ (1 0 1 0) _ 1 0
A _AA_(n 1) (1 11_(n+1 1)

De este modo, queda probado por el método de induccion que A" = (1 0) .

n 1
250 20 _ 1 0 1 0y_( 2 0
Por tanto, A™ + A ‘(250 1)"(20 1]‘(270 2]

1.30.(PAU) Dada la matriz A = (; :]

a) Calcula A%y A3.
b) Halla una ley general para calcular A".

a) Calculamos las primeras potencias de la matriz A:

eem Y9-8 oD D40 Y

b) Aplicando el método de induccién, suponemos que A"~ = ((1) n1—1)
noan_ an-1,_ (1 n-=1 1 N_(1 n
y calculamos A" A"=A"" A= (0 1 j(o 1j_(0 1)

Luego la ley general para las potencias de A es A" = ((1) q) .

Solucionario 13
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0 0 1 0 0 1
1.31.(PAU) Se consideran las matrices: M=|0 1 0|yN=|x 1 0].
100 y 00
a) Determina x e y para que N = NM.
b) Calcula M'%%° y M'°%,

0 0 1(0 0 1 y 00 0 0 1)(0 0 1 100
a)Setiene: MN=|0 1 Of(x 1 O|={x 1 0f; NM={x 1 0] (0 1 0|={0 1 x
1 0 0){y 0 O 0 0 1 y 0 0/{1 0 O 0 0 vy

Igualando MN = NM se deduce x=0e y=1.
100

b) Calculamos M? = [O 1 O] =/ Asi: M®=MM=MI=M, M" = M?M? = |...
0 0 1

Si k es impair, M= My sies par M= 1. Por tanto, M9 = M, Mm% =,

a 10 10 1
1.32. (PAU) Halla todas las matrices X de la forma X = (0 b 1J tales que X* = [0 1 OJ .
0 0 ¢ 0 0 1

a 1 0)(a 10 1.0 1
Segun el enunciado se hade cumplir ([0 b 1|0 b 1|=|0 1 0

0 0 ¢)l0 O ¢ 0 0 1
a’ a+b 1 10 1
Operando: | 0 b®> b+c|=({0 1 O
0 0 c? 0 0 1

a’=b?=c?=1

Identificando los términos resultan las ecuaciones:
a+b=b+c=0

=1 b=-1c=1
De estas ecuaciones se obtienen las dos siguientes posibilidades de valores: {: a ’1 b1 ';_ 1

1 1 0 -1 1 0
La matriz X puede tener una de estas dos formas: X=|0 -1 1|oX=|0 1 1
0 0 1 0 0 -1

11 1 011
1.33. (PAU) Se consideran las matrices A = [0 1 1] y B= {0 0 1J . Calcula B y A® (Sugerencia: A= B + ).
0 0 1 0 00

01 1)(0 1 1 0 0 1 0 0 1(0 1 1 0 0O
B=BB=|0 0 1||0 0 1|=|0 0 Of; B*=B°B=|0 0 0||0 O 1|=/0 0 O
0 0 0JlO OO 0 0O 0 0 0JlO OO 0 0O

1 3 6
3=(B+I)3=Bs+BBZI+SBIZ+F‘=B3+3Bz+3B+I=[O 1 3}
0 0 1

1.34.(PAU) Prueba que A" =2""" A, siendo A = G 1) '

Calculamos las potencias sucesivas de la matriz A.
2o (1T Y (1 NY_(2 2y_,(1 1) _
w30 -G 320 12
A= A2A =2AA=2A2=2 -2A=4A = 2?A
A' = APA = 4AA = 4A2 = 8A = 2°A
Suponemos que A" = 2"?A, y vamos a demostrar que A" = 2" 'A:
A"= A"TA = 2"2AA = 2"2 A2 = 2224 = 2" A Luego, en efecto, se verifica la igualdad dada.

Solucionario
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Matriz inversa

1.35.Halla la inversa de las siguientes matrices aplicando la definicion.
1 0 2

A= (:1* g) B={2 -1 3

1 2 1

a_(x vy 1 3 0)(x yy_(1 0
sean’= (5 Y)=an=r= (3 (3 1)=(0 ¢

3x 3y Y_(1 O
3(x+4z y+4tj_(0 1)3
3x=1 1
- — 0
3y_0 :>x:l’y:0’z:_i‘t:l:>A‘1= 3
x+4z=0 3 12 -1 1
y+4t=1 12 4
X y z 1 0 2\ (x y z 100
SeaB'=|t u v|=>BB'=h=[2 -1 3| |t u v|[=|0 10
m n p 1 2 1,\m n p 0 0 1
X+2m y+2n zZ+2p 100
—t+2x+3m -u+2y+3n -v+2z+3p| =0 1 0
2t+x+m 2u+y+n 2v+z+p 0 0 1
xX+2m=1 y+2n=0 z+2p=0
Igualando resulta: —t+2x+3m=0 -u+2y+3n=1 -v+2z+3p=0
2t+x+m=0 2u+y+n=0 2v+z+p=1
-7 4 2 -7 4 2
X=— y:— Z=— —_ J— —
I N
Dedonde: t=— wu=-—— v=— .Portanto,B'=|—- - _—
3 3 3 3 3 3
5 2 1 5 2 -1
m=— n=—— p:—— —_ —_— _—
3 3 3 3 3

1.36. (PAU) Dada la matriz A = (g ] g) .

a) Razona si puede existir una matriz B tal que AB = I, siendo I la matriz identidad; en caso afirmativo,
halla B.

b) ¢ Tiene inversa A? Razona la respuesta.

a b a b

a)SeaB=|c d|.Entonces: AB= 210 c d| = 2atc 2b+d) _ (1 0.
010 c d 0o 1

e f e f
i
1 1 2 2
IgualandoIasdosmatricesresulta:c=0;d=1;b=—5;a=E.Portanto,B= 0 1
e f

b) La matriz A no tiene inversa, ya que no es cuadrada.

1.37.(PAU) Halla, por el método de Gauss, la matriz inversa de A = ((1) ;) .
. - (0 111 0
Partimos del esquema (A | I2) = (1 0 ‘ 0 1)

Permutando las dos filas, la matriz dada se transforma directamente en la matriz unidad. El esquema final es
entonces:

((1) (1) ‘ (1) (1)) =(k |A‘1). La matriz inversa es, por tanto, ella misma; es decir, A = A

Solucionario lTl 15
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1.38. (PAU) Calcula por el método de Gauss la matriz inversa de las siguientes matrices:

1 1 2 13 3
A=12 0 -1 B={1 4 3
-6 -1 0 13 4

1 1 2|1 00
El esquema de partidaes: (A|l3)=| 2 0 -1|0 1 0]. Serealizan transformaciones en las filas hasta
-6 -1 0|0 0 1
obtener el la parte izquierda la matriz identidad, por lo que la parte derecha sera la matriz inversa de A: A
1 1 2|10 0 11 2|1 00 12100
2 0 -1/0 1 O W} 0 2 5|2 10 ﬁ 0 1 E 1 ? 0 F35F,
— — —F,
6 -1 0|0 O 1) A/ (O 5 12|16 0 1 220512601
t1ozgt 00 11 0[5 10 4 10 0[-1 -2 -1
01—1—070106125?0106125=(13|A1)
2| 2 Fuan 000 1]2 5 2) " (00 1|2 -5 -2
00 —|1 2 1| B
2 2
-1 -2 -
La matrizinversaes A'=| 6 12 5
-2 -5 -2
13 3|1 00
El esquema de partidaes: (B|5)=|1 4 3|0 1 0
13 4/0 0 1
13 3|1 00 13 3|1 00
14 3/010—F4%—(010-110|—F=
13 4(00 1) FAr (00 1|10 1 B
13 0|4 0 -3 10 0|7 -3 -3
010[-110 - 0 10[-1 1 0/=(|B"
00 1/-10 1 oo 1)1 0 1
7 -3 -3
La matriz inversa es, por tanto, B'=[-1 1 0].Se puede comprobar que su producto con la matriz B es /.
-1 0 1

110 1 4 4
1.39. (PAU) a) Halla la matriz inversa de las siguientes: A = (1 0 1}, B= [0 2 4J .
010 0 0 1

b) Comprueba los resultados con una multiplicacion.

11 0|1 00 1 1 0|1 0O 1 1 0|1 0O
a)(Alhk)={1 0 1/0 1 0 — o 11/-110|l——|0 -1 1110 —
o 10[/00 1 ®" 1o 10l0o 01 * loo 1411 B@=5
1 1 0[]1 0 O 10 01 0 -1 1 0 -1
0 10/0 0 —1|—%—|0 100 0 1|=(hk|A)=>AT"=[0 0 1]
00 1|-11 1) M o0 1]-11 1 -1 1 1
1 4 4/1 00 14 01 0 -4 1001_124 1
(Bl|h)=|0 2 4|0 1 0 —F 0 2 0({0 1 4|—5——|0 100 -~ -2|=(k]B")
23 1-M2 2
00 1]0 0 1) F-4, (O O 1|0 O 1 %Fz 00 110 0 1
1 -2 4
Luego, la matriz inversa es B'=|0 % -2
o 0 1
b) Multiplicando las matrices A y B por sus inversas se obtiene la matriz unidad:
1 -2 4

11 01 0 1 100 1 4 4 100
10 10 0 1|={0 1 O y 0 2 4|0 -2|=/0 10
010111 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1

ON| =
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Rango de una matriz

10 -1 2 3

a2 -1 0 1 3

1.40. (PAU) Halla el rango de la matriz A = 3 -1 -1 3 6
5 -2 -1 4 9

La fila tercera es la suma de la primera y la segunda.
La fila cuarta es la suma de la segunda y la tercera.
Las filas primera y segunda no son proporcionales, luego rg(A) = 2.

4 6 8 0
1.41. (PAU) Calcula, por el método de Gauss, el rango de la matriz[1 2 3 0]
3450

Puesto que la primera fila es suma de la segunda y tercera, podemos suprimir esta fila: (1 23 Oj .

El rango es 2, ya que las dos filas no son proporcionales.

344 0
1.42. (PAU) Halla el rango de lamatriz: |1 3 2 -2
2 1 2 2

Puesto que la primera fila es suma de la segunda y tercera, podemos suprimir esta fila: G :13 g _sz .

Restando a la segunda fila el doble de la primera se tiene una matriz escalonada de dos filas: ((1) _35 _22 _62) .
El rango es 2.
1 21 0 7
1.43. (PAU) Utilizando el método de Gauss, calcula el rango de la matriz: B = g :13 g :; (2)
-1 -13 -17
1 -2 1 0 7 1 -2 1 0 7 1 -2 1 0 7
2 3 0 10 0o 7 -2 -1 -14 0o 7 -2 -1 -14
o 1 2 -3 2 —2F+F, 0 1 2 -3 2 Fi+Fy o 1 2 -3 2 FaeoF3
-1 -1 3 17 -1 -1 3 1 7 0 -3 4 -1 14
1 -2 1 0 7 1 -2 1 0 7 1 -2 1 0 7
o1 2 -3 2 0o 1 2 -3 2 0o 1 2 -3 2
0 7 -2 -1 -14 F3-TF 0 0 -16 20 -28 F4+3F, 0 0 -16 20 -28 [
0 -3 4 -1 14 0 -3 4 -1 14 0 0 10 -10 20 10
1 -2 1 0 7 1 -2 1 0 7 1 -2 1 0 7
0 1 2 -3 2 0 1 2 -3 2 0 1 2 -3 1 _
0 0 16 20 28| AR 2|0 0 1 4 2 |“RF@R |0 0 1 -1 2|=9B=4
0 O 1 -1 2 0 0 -16 20 -28 4 0O 0 0o 1 1

1.44. (PAU) Calcula los valores de t para los que el rango o caracteristica de la siguiente matriz es 2:

111
2 2 2
3 3 t

Pasaremos esta matriz, por reduccién, a una matriz escalonada:

111 1 1 1 11 1
r9222=r9000=rg( )

33 ¢)p3% (00 t-3) 0013
e Sit=3elrango es 1, ya que en este caso es una matriz con una fila nula: (1 1 1)

e Sit=# 3, el rango es 2, ya que las filas no son proporcionales.
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12 1 ¢t
1.45. (PAU) Calcula el rango de la siguiente matriz para los distintos valores de t: [2 4 6 8 J
3 6 9 12

Pasaremos esta matriz, por reduccién, a una matriz escalonada:

1 2 3 t 1.2 3 t 1 2 3 ¢
rgj2 4 6 8 = rg|0 O 0 8-2t :rg( )
36 9 12)22% |0 0 0 12-3)%=25 \0 0 0 8-2
* Si t =4 el rango de la matriz es 1, ya que la segunda fila seria nula.

* Si t# 4, el rango de la matriz es 2, ya que las filas no son proporcionales.

1.46. (PAU) Haz uso del método de Gauss y discute el rango de la matriz B segun los valores del parametro a:

11 1 2
_la 1 1 1
B=l1 213 -3
4 2 0 a
1T 1 1 2 1T 1 1 2 1 1 -1 2
a 1 1 1 a-1 0 2 -1 a-3 0 0 O
Pl 13 3|TRR 92 02 4 |TER P2 02 -
4 2 0 a £ Lok, 2 0 2 a-4 4 0 0 0 a-3
A partir de esta ultima matriz y simplemente intercambiando las columnas y las filas se obtiene la siguiente matriz
1T -1 1 2
.10 2 2 -1
escalonada: 0 0 a-3 o0
0 0 0 a-3

Si a = 3, hay 2 filas nulas, y se obtiene rg(B) = 2. Sia = 3, rg(B) = 4.

1.47. Dados los vectores fila.
A=(2-34) B=(0 12 C=(12-3) D=(-311)

a) ¢Es el vector C combinacion lineal de los vectores A y B? En caso afirmativo encuentra los
coeficientes de la combinacioén lineal.

b) Escribe el vector D como combinacion lineal de los vectores A, By C.

a) Si el vector C es combinacion lineal de los vectores A y B el rango de la matriz formada por los tres vectores
debe ser dos.

1 2 -3 . 1 2 -3 1.2 -3
rglo 1 2| 22 s glo 1 2| L7 5gl0 1 2(|=3
2 -3 4 0 -7 10 0 0 24

Por lo tanto, los vectores A, By C son linealmente independientes.

b) Hay que encontrar tres numeros reales, a, b y ¢, no simultaneamente nulos, tales que:
D=aA+bB+cC

Sustituyendo los vectores A, By C en la expresion anterior, se obtiene:

(-3,1,1) =a(2,-3,4)+b(0,1,2)+c(1,2,-3)=(2a+c¢,-3a+ b+ 2c,4a + 2b - 3c)
Igualando las componentes resulta:

-3=2a+c
1=-83a+b+2c\ =¢c=-3-2a
1=4a+2b-3c

Sustituyendo el valor de ¢ en las otras dos ecuaciones:

1=-3a+b+2(-3-2a)| _ —7a+b:7}:> M, _ 7. __14
1=4a+2b-3(-3-2a)] ~ 10a+2b=-8 12°

12 12
Por tanto, el vector D es combinacion lineal de los vectores A, By C del siguiente modo:
-1 7 14

D="—A+—-B-—C
1277127 12
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1.48. (PAU) En el espacio vectorial de las matrices de orden 2 sobre R, consideramos las siguientes matrices:
_(1 1 _(1 0 _(1 1
a=(i1) el f) e[ o)
Determina si las matrices A, B y C son linealmente independientes.

Las matrices A, B, C son linealmente dependientes si existen tres escalares, X, y, z, no todos nulos, tales que

XA+ yB+zC= (0 0)

00
X+y+z=0
11 10 1 _(0 O x+z=0
X(1 1)”(0 1]”(0 oj‘(o oj:’ x=0
x+y=0

La unica solucion es x = 0; y = 0, z = 0. Por tanto, las matrices A, B y C son linealmente independientes.

Aplicaciones de las matrices

1.49. Escribe la matriz asociada a cada uno de los siguientes grafos:

a) c)

©
\ |

a)

010 11 1
b)M=[0 0 1| <c)M=[1 0 0| d)yM= f) M=
100 0 1 1

—_ A a0
00
200 -

1
0
0
1

[oNoNoNe)
OO -
OO -~
O -~ 0
O —a
OO oo

1.50. Dado el punto P de coordenadas (-4, 2), halla las coordenadas del punto transformado en los
siguientes movimientos:

a) Una traslacién de vector guia v = (4, 1) c) Una homotecia de centro el origen y razén 2
b) Un giro de centro el origen y amplitud 30° d) Una simetria respecto del origen
a)P =(-4,2)+(4,1)=(0,3)
J3 o1
Doy = cos30° sen30°%) _ 2 2 |2 ofa_ B
0) (0 P = (4. 2) (%00, S ) =42 2 2 =(-203-1.43-2)
2 2

0 (b, P = (4,23 3] =(8.4)

9 @ e =(42) (o %) =@-2)
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1.51. (PAU) Dado el segmento de extremos A(1, 5) y B(3, 7), halla el segmento transformado en los siguientes
movimientos:

a) Una traslacion de vector guia v = (2, 3) c) Una homotecia de centro el origen y razén 4
b) Un giro de centro el origen y amplitud 45° d) Una simetria respecto del origen

Calculamos los transformados de cada punto.

a)A=(1,5)+(2,3)=(3,8)
B =(3,7)+(2,3)=(5,10)
El transformado del segmento AB es el segmento de extremos A’(3, 8) y B'(5, 10).

J2 2

b) (a1, &2) = (1, 5) (_Cs"esn“fgo (5;2222):(1,5) 35 J% = (-2v2,3V2)
2 2
RERF)
(b1 b)=@ 7| Zo Z|=(2/2672)
2 2

El transformado del segmento AB es el segmento de extremos A’ (—2\/5, 3&) yB (_2\/5, 5«/5) .
v 4 0 . 4 0
c) (a1, a2)=(1,5) (0 4j = (4, 20); (b1, b’2) =(3,7) (0 4j = (12, 28)

El transformado del segmento AB es el segmento de extremos A’(4,20) y B'(12, 28).

B an=(1.5 (o &) =15 wur=e7 (g &)=

El transformado del segmento AB es el segmento de extremos A’(-1,-5) y B'(-3, -7).

1.52. (PAU) Se dan los movimientos geométricos planos: T(x, y) = (x-y, x+y), S(x, y) = (2x-y, x + y)
a) Escribe las matrices asociadasa Sya T.

b) Escribe la matriz asociada al movimiento compuesto S- T, que consiste en aplicar primero Ty después
S.

a)T(x,y)=(x—y,x+y):{": I

ey = W= (1)

Por tanto, la matriz asociada a T es: M(T) = (_11 1)

X'=2x-y

) 2= (5]

Sx, y)=2x-y, x+y)= {

Por tanto, la matriz asociada a S es: M(S) = (_21 D

b) La matriz asociada a la transformaciéon compuesta S o T sera = (_11 D (_21 D

e
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1.53. (PAU) Halla las ecuaciones de los siguientes movimientos:
a) Una traslacién de vector guia v = (2, 3) por un giro de centro el origen y amplitud 45°
b) Un giro de centro el origen y amplitud 45° por una traslacion de vector guia v = (2, 3).

a)(X,y)=(xy)+(2,3)=(x+2,y+3)

2 J2 V2
N cos45° sen45°) _ o o |_[~2 2
()= ) oo, )= v 2,y +3) 5 —[7(x—y—1),—7(x+y+5)]
2 2
x"=£(x—y—1)
Es decir, " \/25
y'=—-(x+y+5)
2 2
b) (X, ¥)=(xy) | 3 2 =(ﬁ<x—y>,£<x+y)]
2 22 2
2 2
2 2 /2 J2
=@ | o & +(2,3)=(%(x—y)+2,72<x+y)+3j
2 2
x":ﬁ(x—y)+2
Es decir: \/2_ Lo que prueba que el producto de movimientos no es conmutativo.
y":—z(x+y)+3
2
PROBLEMAS

1.54.(PAU) Se considera el conjunto M de las matrices 3 x 3 tales que en cada fila y en cada columna tienen
dos ceros y un uno. Escribe todas las matrices del conjunto M.

Las matrices pedidas son:
100 010 0 0 1 100 010 0 0 1
My=]0 1 O;Mx=]1 0 O|;M3=|0 1 O|;Ms=|0 O 1|;Ms=|{0 0O 1|;Ms=|1 0 O
0 0 1 0 0 1 100 0 0
1.55. a) Calcula todas las matrices diagonales de orden dos que coinciden con su inversa.

b) Si A es una de estas matrices, calcula su cuadrado.

x 0

Sea A= (0

) la matriz diagonal que tratamos de encontrar.

a) Como A = A y por definicion, AAT =1 se cumple que:

696 95 206 s

; i (1 0. (-1 0).(1 0).(-1 O
Las matrices pedidas son: (0 1),(0 1),(0 _1),(0 _1)

b) De nuevo, como A = A7 se cumple que A% = AAT =,
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1.56. (PAU) Se dice que dos matrices cuadradas, A y B, de orden n x n, son semejantes si existe una matriz
inversible, P, tal que B = P'A P, donde P denota la matriz inversa de P. Determina si son semejantes

_ a1 2 _(1 0
IasmatrlcesAyBcon.A—(0 1) yB—(O _1]-

Si Ay B son semejantes, entonces existe una matriz invertible, P, tal que B = PTAP.
Multiplicando a izquierda por la matriz P a los dos miembros de esta ultima igualdad resulta:

PB=PP'AP = PB=AP

.~_f(a b .(fa b)Y (1 0Y_(1 2\ (a b a -b)_(a+2c b+2d
S'P‘(c dj'e”m”"es' (c d) (0 -1)‘(0 1) (c d)j(c —dj_( ¢ d )

a=a+2c
Igualando: _2 i :+2d = b=c=d=0 y aindeterminado.
-d=d

_(a O
Portanto,P—(0 0)

La matriz P no es inversible sea cual sea el valor de a. De este modo, las matrices dadas no son semejantes.

2
1.57. (PAU) Seiiala para qué valores de a, b, c, d se verifica que (a b) = (0 0] .

c d 00
a?+bc=0
a by _(0 0 _(a b) (a b)_(a*+bc ab+bd) _ (0 0)_ |b@a+d)=0
c d 0 0 c d c d ac+dc cb+d? 00 cla+d)=0
cb+d?=0

Se deduce de la segunda ecuacion: b=006 a = —d.

Sib=0= a=b=d=0. Se obtiene la matriz (2 8)

22 a b
Si a = —d, se deduce que ¢ = Y y se obtiene la matriz | —a? _al:
b

1.58.(PAU) a) Si A y B son matrices diagonales de orden 2, demuestra que AB = BA.

b) Determina las matrices 2 x 2 diagonales A, tales que AA = (; g) .

a) Si Ay B son matrices diagonales de orden 2 x 2, entonces son de la forma: A = (a Oj yB= (8 2) por lo

0 b
.ap-(a@ 0Y(c OY_(ac O0).gpp_(c OY(a O)_(ca O
q“e'AB‘(o b)(o d)‘(o bdj’BA_(O dj(o b)‘(o db)

Luego AB = BA

b) Si A es una matriz diagonal de orden 2 x 2, entonces es de la forma: A = (8 2)
aa—(a 0)(a 0\_(a®> 0)_ (1 0). - -

Luego: AA = (0 bj (0 bj = (0 sz = (0 1j,dedondea—ﬂ yb==%1.

Las matrices que verifican la condicion dada son: A4 = ((1) (1)) ;A= (3 _01) ; Az = (_01 (n Ay = (_01 _01) .
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1.59.(PAU) a) Demuestra que la matriz A = (

1 2
determinando a y B (/ denota la matriz identidad).

2 1] verifica una ecuacion del tipo A> + ¢A + B/ = O,

b) Utiliza el apartado anterior para hallar la inversa de A.

2 - 2 1\ (2 1 2 1 1. 0)_(0 O
a)A+aA+BI=0= (1 2) (1 2)*“(1 2)”3(0 1) (o oj:>

5 4 2 1 1 0\_(0 0 5+20+$=0 - -
= (4 5)*“(1 2)+B(o 1)‘ (o o) = { 4igog S04 BE3
Por tanto, se cumple que: A2—-4A + 3/=0
b) Para hallar la inversa procedemos del siguiente modo:

A2—4A+3/=0=AA-4l)+31=0= A4l - A) =3I

Multiplicando por AT por la izquierda, se tiene:

ATAGI-A) =AT" B3I 4-A=3A"T= A =

a4 18 245 1)-

[V

3 0 8
1.60. Consideremos la matriz A =[ 3 a 6 J

1.61.

-2 0 -5

a) Encuentra el valor de a tal que (A+/1,)?=0.

b) Calcula la inversa de A para el valor obtenido en el apartado anterior.

0 0 0
a)(A+l,)"=|3a+3 (a+1)’ 6a+6| asiquesi a=-1 setiene que (A+/)"=0.
0 0 0

Desarrollando esta ultima expresion se obtiene faciimente la inversa de la matriz A:

(A+1)° =A2+2A+1,=0 = A(-A-2L)=1,.

3 0 8 100 -5 0 -8
b) A partir del apartado anterior, tenemos que A™' = -A-2[,=-{3 -1 6|-2/10 1 0|=-3 -1 —6].
-2 0 -5 0 0 1 2 0 3

10

(PAU) Sea la matriz A = (3 1

) , Y n un numero natural cualquiera. Encuentra el valor de A" paracadany

halla A% — A%,

Aplicaremos el método de induccién. Calculamos las primeras potencias de A

eEYE Y- Y Y-

1

n_
Suponemos que A" = (Sn

(1)) , vemos:

1. Se verifica paran =1
2. Si se cumple para n, también se cumple para n + 1, ya que:

nel_ - (1 0y (1 Oy_( 1 Oy_( 1 0
AT =AA ‘(3 1) (3n 1)_(3+3n 1)_(3(n+1) 1)

En consecuencia nuestra suposicion es cierta. Luego A" = ( ! 0) .

3n 1
350 5250 _ 1 0 1 0y_(0 0
Por tanto, A™ - A™" = (3.350 1] - (3-250 1) - (300 0]
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Solucionario

1.62. (PAU) Una matriz cuadrada A tiene la propiedad de que A2 = 2A + /, donde / es la matriz unidad.
a) Demuestra que A admite matriz inversa, y obtenla en funcién de A.

1+ m 1

b) Dada la matriz B = ( 1 1-

m) , halla los valores de m para los que se verifica que

B?>=2B + I, y escribe la matriz inversa de B para dichos valores.

a)A2=2A+|=A2—2A= 1= AA-2l)=I. Luego A= A- 2]

b) B? = (14—1m 1_1m) (1+1m 1_1,”)=((1+n;)2+1 (1_’5)2“)

_(2+2m 2 1 0)\_(3+2m 2
ZB”'( 2 2—2m)+(0 1)'( 2 3—2mj
(1+m)*+1=3+2m m?=1

= =
(1-m)*+1=3-2m m?=1
- _(0 1 1 _ _(0 1 2 0\ _(-2 1
cparam=-1,8= (0 J)ogr=a-2=(9 1) -(2 9 =(2 )

- _(2 1 1 _ _(2 1 2 0y_(0 1
cparam=1,8= (2 =gt ep-2r=(2 )= (2 9= (0 1)

BZ=ZB+I:>{ m = +1

010
1.63. (PAU) Sea A la matriz [0 0 1J .
100

a) Encuentra la regla del calculo de las potencias sucesivas de A, es decir, de A", para cualquier nimero
natural n.

b) Resuelve la ecuacion matricial X(A* + A% - A) = (1 :13 ?)

a) Hallamos las primeras potencias de la matriz A:

01 0)(0 10 0 0 1
A2=|0 0 1/[0 0 1/=[1 0 0
10 0/1 00 010
0 1 0)(0 0 1 100
A*=10 0 1|1 0 0|=]|0 1 0|=IA*=4AA=AI=A
10 010 0 0 1
En general: A% "= A; A 2= A2 A% = |

by e (43 2 e = (4 3 2 .o (4 3 2
b) X(A* + A2 - A) (1 ] 1):>X(A+A A) (1 ] 1):»x (1 ] 1)

00 1
a b c 4 3 2)_(b c ay_(4 3 2 _(2 4 3
(def)[g)?g] (1 1 1):(efdj_(1 1 1):>X‘(1 1 1)

1.64. (PAU) Demuestra que en el conjunto T de las matrices de la forma M = (

cosbx senbx
—senbx cos bx

numero real no nulo y x otro niumero real, el producto tiene las propiedades asociativa y conmutativa.

) donde b es un

_ ( cosbx senbx)( cosby senby) _
MOOM(y) (—senbx cosbx) (—senby cosbyj

_( cosbxcosby —senbxsenby cosbxsenby +senbxcosby \_ ( cosb(x+y) senb(x+y)) _ M(x + y)
—senbxcosby —cosbxsenby —senbxsenby + cosbxcosby —senb(x+y) cosb(x+y) y

La propiedad asociativa es consecuencia de ser T un subconjunto de M(R).
MO)M(y) = M(y)M(x) ya que M(x)M(y) = M(x + y) = M(y + x) = M(y)M(x)
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cosnx sennx
),xe R

1.65. (PAU) Para cada namero entero n, se considera la matriz: A, = (_ Sennx  cos nx

a) Comprueba que A, An = An+m. b) Como aplicacion de lo anterior, calcula A

cosnx  sen nxj ( cosmx sen mxj -

a) Multiplicando, se tiene: A, A =
—sennx cosnx)\—senmx cosmx

_( cosnxcosmy —sennxsenmy  cosnxsenmy +sennxcosmy \_( cosx(n+m) senx(n+m)) _ A
—Sennxcosmy —Ccosnxsenmy —sennxsenmy + CoSnx cos my —senx(n+m) cosx(n+m) nem
b) Basta observar que A, A, =A== A n = A
Por tanto, la matriz A, = cos(-n)x  sen(-n)x
—-sen(-n)x cos(-n)x

1.66.(PAU) a) Sean P y Q dos matrices cuadradas n x n. ;Bajo qué condiciones se verifica la siguiente
igualdad?
(P+Q)(P-Q=P-@Q

b) Comprueba si se verifica la igualdad anterior para las matrices: P= G _11) y Q= [_21 :D .

a) Tiene que verificarse la propiedad conmutativa del producto, es decir, PQ = QP.

sron(§ G DG 8 o (5 D0 DG

Como PQ # QP, no se verifica la igualdad anterior.

3 -2 -2 4
1.67.(PAU) Sabiendo que la matriz A = g :g :g 162 verifica A2 = A (no es preciso comprobarlo),
3 -3 -3 7

determina un valor no nulo del nimero real A tal que (A A — I)> =1, siendo / la matriz identidad.

Desarrollamos la expresion (A A — /)2
AMA-DP=QA-NNA-D=QA) M- —-IAA - =(AA) AMA)—AA-AA + = N2A2-20A + |.
Tenemos que resolver la ecuacion A2A2 - 2)0A + = | = A2A2-20A =0

Como A% = A, sustituyendo resulta A2A — 2AA = 0, es decir, (A2 -210)A =0

Como A#0, entoncesA?—-2A=0 —> AMA-2)=0=1=0, 4=2. Luego la solucién pedidaes A= 2.

1.68.En la sala de un hospital dedicado al tratamiento de diabéticos se administra insulina de tres clases:
semilenta, lenta y ultralenta. El nimero de unidades diarias que se aplica a cada paciente de los cinco
ingresados viene dado por la siguiente tabla:

Pac.1 Pac.2 | Pac.3 Pac.4 | Pac.5
Semilenta 15 20 30 10
Lenta 20 15 5 20
Ultralenta 5 10 10 15

Teniendo en cuenta que el numero de dias que ha estado internado cada uno de los pacientes es el
siguiente:

Pac.1 Pac.2 | Pac.3 | Pac.4 | Pac.5

N.° de dias

Calcula con ayuda del producto de matrices, cuantas unidades de cada clase fueron administradas.

Obtenemos la matriz unidades diarias: A. Si representamos por D el vector columna que expresa el numero de
dias que ha estado internado cada uno de los pacientes, se tiene que el nimero de unidades de cada clase que
se administré a cada paciente se obtiene multiplicando la matriz A por la matriz D:

3
15 15 20 30 10 7 810
A=(20 20 15 5 20|;D=| 5 |=AD=|735
10 5 10 10 15 12 535
20

Asi pues, se necesitan: 810 unidades de insulina semilenta, 735 unidades de insulina lenta y 535 de ultralenta.

Solucionario lTl 25




1.69.

1.70.

En el dibujo estan representados los cuatro equipos de rescate de una region de montaia. Las flechas
indican las direcciones posibles de comunicacion por radio. Por ejemplo, el equipo de rescate D puede
comunicar directamente con C pero no con A. El equipo D puede comunicar con A pero a través de C.

a) Dibuja el grafo asociado a esta situacion.
b) Forma la matriz M asociada al grafo.
c) Forma la matriz M? e interpreta sus elementos.

d) Interpreta la matriz M + M~.

a) Si denotamos con A al equipo de rescate que lleva casco rojo, por B al
equipo del casco naranja, por C al equipo del casco verde y por D al
equipo del casco azul, entonces tenemos el grafo asociado de la derecha.

1= comunicar directamente

b) Expresamos con: . .
0 = no comunicar directamente

Al equipo:A B C D

A
0110
@
Del equipo c 1 (1) g (1) = M es la matriz asociada al grafo dado. Izl
D 00 10
01 1 001 10 210 1
. . _ AR = _|/1 0 0 0|1 0O 0 O0f_|{0 110
c¢) Si hallamos la matriz M? = MM, obtenemos: M? = MM = 110 11110 1711120
00100010 110 1

La matriz M? expresa en qué forma se pueden establecer comunicaciones entre los equipos a través de otro.
Por ejemplo, vemos que:

a1 = 2 significa que A puede comunicarse con A de dos formas distintas a través de otro equipo:
A->B->AyA->C->A

a2 = 1 significa que A puede comunicarse con B de una sola forma a través de otro equipo: A - C —» B

a3 = 0 significa que A no puede comunicarse con C a través de otro equipo:

Analogamente para los demas elementos de la matriz A.

0110 210 1 2 2 11
T _|1 0 0 O 0110 1110 .
d) Lamatriz T=M+ M? = 110 1 + 112 0 2 2 o 1 da las formas que tienen de
0010 110 1 11 11

comunicarse por radio los cuatro equipos, bien directamente, bien a través de otro equipo.

Por ejemplo, tx4 = 0 significa que el equipo B no puede comunicarse con el equipo D ni directamente ni a través
de un equipo.

PROFUNDIZACION

a 3 12 6
(PAU) Discute razonadamente y en funcion de ay b el rango de la matriz A dada por: { b 1 4 ZJ
a+b 4 16 8

C3 =4C,y C4 =2C, por tanto, las columnas tercera y cuarta dependen de la segunda y no aportan nada al rango
de la matriz. Para estudiar su rango nos fijaremos, pues, solamente en las dos primeras columnas.

3b
Observamos que si a = 3b, la primera columna es [ b ] y, por tanto, proporcional a la segunda columna,

4p

entonces:sia=3b = rg(A)=1,ysia#3b = rg(A)=2
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1.71.Comprueba que si M1 y M. son las matrices asociadas a dos movimientos, no traslaciones, se cumple

(X'.y") = (x,y)- M, } = (¢, ¥) = (%, y) MiM;

I (™) = (') M,

La demostracién es inmediata, basta sustituir la primera ecuacién en la segunda:
(X", y) = (X', yIM2= (x, y) MiM,

1.72. Halla las matrices asociadas a los siguientes movimientos sucesivos:
a) Primero un giro de centro el origen y amplitud 30° y a continuacion una simetria respecto el eje Y.
b) Una simetria respecto el eje Y primero y a continuacion un giro de centro el origen y amplitud 30°.

¢ Qué observas? Razona tu respuesta.

Lo cos30° sen30°) _
B (.1 =) ( Sondare senage) =N | 2 B

27 2
2 2
o1t (V3 1 1 I3 Y10y (V3.1 1 3
W= 1]‘(7 202 ](o 1)‘(‘7“5%5“7y
IR INER
Es decir, (X”, V') = (x, 2 2 | La matriz asociada a estos movimientos sucesivos es: 2 2
" y)=(xy) 1 ﬁ i ﬁ
2 2 2 2
. -1 0)_
) (¢, ¥)= () (9] =%y
J3o1
NN cos30° sen30°)_ 2 2 |- _ﬁ 11 ﬁ
()= 00.9) [ oot sonsee)= x| 2 B [ 2xay-axe iy
2 2
IR INER
Es decir, (X", y") = (x, 2 2 | . La matriz asociada a estos movimientos sucesivos es: 2 2
R B RN
2 2 2 2

c) No se obtiene el mismo resultado, y esto es debido a que como el producto de matrices no es conmutativo, el
producto de movimientos tampoco lo es. De hecho la matriz asociada a cada uno corresponde con el producto de

las matrices.

V3o 31 V3oo1) (V31
22(—10)=22y(—10j2 2 |_| 2 2
I LN A TN - I Y B TN £ i N

1
2 2 2 2 2 2 2 2

1.73.(PAU) En el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden 2 de coeficientes reales consideramos

las matrices A =G _11), B =G g) yC =(1 _02) ¢ Son linealmente independientes?

Hemos de estudiar si alguna de ellas se puede poner como combinacion lineal de las otras dos. Es decir, si
existen x e y tales que:

x+y=1
1 -1 1.0y_(1 -2 —x=-2 in: x=2, y=—
X(z 1)+y(1 2j_(3 0):>Zx+y:3 Solucion: x =2, y = -1
x+2y =0

. . . . 1 -1 1 0)_(1 -2
Por tanto, no son linealmente independientes, pues: 2(2 1) -1 (1 2) = (3 0)
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1.74. (PAU) Estudia las potencias sucesivas de una matriz antisimétrica viendo de qué tipo son.

Sea A una matriz antisimétrica, veamos que A? es una matriz simétrica:
(Az)t = (AA) = AA" = (-A) (-A) = A?, luego A? es una matriz simétrica.

En general, veamos que la potencia de exponente par de una matriz antisimétrica es simétrica. Lo haremos por
induccién. Suponemos 9ue es cierto para el exponente 2n, entonces:
(A2 2) = (APA2)' = (A2) (A?") = AA%" = A?"*2 luego A*"*? es simétrica.

De una manera analoga se demuestra que las potencias de exponente impar de una matriz antisimétrica son
matrices antisimétricas.

En efecto: (A% = (AAA) = A'A'A" = (—A)(—A)(-A) = Ay, por tanto, A® es antisimétrica.

Supongamos que es cierto para el exponente 2n + 1, entonces:

(AP *3) = (A2 A2y = (A2) (AP = A2 (A" T) = A" 3y, por tanto, la matriz A%" 2 es antisimétrica.

1.75. (PAU) Demuestra que toda matriz cuadrada se puede descomponer como suma de una matriz simétrica y
otra antisimétrica.

Sea M una matriz cuadrada que suponemos se puede descomponer en suma de una matriz simétrica S y otra
antisimétrica o hemisimétrica H: M= S + H.

Tomando traspuestas en los dos miembros: M' = S' + H'.

M=S+H

Mt

Como S'=S y H'=-H, se tiene

}:s= % (M+ M), H= %(M—M‘)
Por tanto, acabamos de obtener las matrices A y H en que se puede descomponer toda matriz cuadrada M.

1.76. (PAU) Halla las matrices simétricas de orden dos tales que A? = A.

Consideremos la siguiente matriz: A = (; yj.A2= (X y) (X y) = (x2+y2 xy+yzj = (X y)

z y z)\y z yx+zy y*+2z2 y z
X2+ y?=x X2+ y?=x y=0 _o
yx+zy=y ;= y(x+z-1)=0} = o) = V=
yi+z2=1z y2+z2=7 Xx+z-1=0 z=1-x

Si z=1 - x, sustituyendo este valor de z en la tercera ecuacion, se obtiene:

X?+y?=x X2+y?=x X2+y?=x
= y=*J x-x?
y2+(1—X)2=1—x} y2+1—2x+x2:1—x} X2+y?=x y
X X=X*1 5 pien X —VxX=x*)
x-x> 1-x - x-x? 1-x

Por tanto, la matriz buscada sera de la forma [

2 _ —_— -_—
Si y = 0, sustituyendo este valor de y en la primera y tercera ecuacion, se obtiene: )2(2 :)z(} = {’Z‘ ; 8 )z(;:
. _(0 0). o _ (1 0). o _(1 0)., _(0 O
Por tanto, las matrices buscadas son A = (0 0) Ay = (0 1) ; Az = (O Oj A= (0 1)
Las matrices Az y A4 son un caso particular de las soluciones generales obtenidas anteriormente para x = 1y para

)I;(;r?énto, a las soluciones generales anteriores afiadiremos la matriz nula y la matriz identidad de orden 2.
1.77.(PAU) a) Demuestra que si A y B son matrices inversibles, se cumple que (AB)‘1 =B'A".

b) Suponiendo que exista A ¢ Se cumple que (Az)‘1 = (A‘1)2? ¢Y que (A:’)‘1 = (A‘1)3?

(A", producto de A por si misma n veces). Justifica las respuestas.

a) Veamos que (AB)‘1 =B'A"

ABYB'AY=ABB YA =AIATT=AA" =

Luego en efecto, (AB) ' = B'A™

b) Veamos que (42" = (A2 (42" = (AAY " = A"'A = (A")2 Luego en efecto se verifica.
Veamos que (A% = (A" (A3 = (A2A) = A4y 1= AT A2 = (AT

Luego también es cierto.
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1.78.(PAU) Una matriz cuadrada A es ortogonal si verifica que AA' = I(At es la matriz transpuestade Ae /, es la
matriz identidad). ¢ Para qué valores de a y b es ortogonal la siguiente matriz?

a 0 0
0 cosb senb
0 —senb cosb
a 0 0
=0 cosb -senb

a 0 0
A=|0 <cosb senb|=A
0 senb cosb

0 —-senb cosb

a? 0 0 100
AA'=| 0 cos?b+sen?b 0 =0 1 0|>a?=1=2a=+1
0 0 cos? b +sen?b 00 1

La matriz A es ortogonal si a = + 1, cualquiera que sea el valor de b.

1.79. (PAU) Para una matriz cuadrada, se define su traza como la suma de los elementos de la diagonal
principal. En lo que sigue A y B son matrices cuadradas de orden 2 x 2.

a) Comprueba que se verifica Traza(A + B) = Traza(A) + Traza(B)
b) Comprueba que Traza(AB) = Traza(BA)

c) Utilizando los resultados anteriores, demuestra que es imposible tener AB — BA = I, donde / denota la
matriz identidad.

d) Encuentra dos matrices A y B para las que Traza(AB) # Traza(A) Traza(B).

a)Sea A= (i Zj y B= (S ;):Traza(A)Wraza(B)=a+d+e+h.

Setiene A+B=(8%€ b+1) o aa+B)=a+e+d+h.
c+g d+h
Por tanto, Traza(A + B) = Traza(A) + Traza(B)

b) AB = (igj 32 ar 2’,}) — Traza(AB) = ae + bg + cf + dh.

_(ea+fc eb+fd
BA= (ga+hc gb+hd
Por tanto, Traza(AB) = Traza(BA)

c) Si AB- BA = | =>Traza(AB — BA) = Traza(/)
Pero Traza(AB — BA) = Traza(AB) — Traza(AB) = 0 y Traza(/) = 2.
Por tanto, no se verifica que AB—BA =1

d) Consideremos la siguientes matrices A = (0 1) yB= (O 1) — AB = (0 0)

) = Traza(BA)=ea + fc + gb + hd.

10 0 0 0 1
Se verifica que Traza(AB) = 1, Traza(A) = 0; Traza(B) = 0.
Por tanto, Traza(AB) # Traza(A)Traza(B)

1.80.(PAU) Si rg(A) es el rango de la matriz A, indica, razonando la respuesta, cuales de las siguientes
afirmaciones son ciertas:

a) rg(A) =rg(—A) (—A es la matriz opuesta de A) c) rg(A + B) =rg(A) + rg(B)
b) rg(A) = rg(A") (A'es la matriz traspuesta de A) d) rg(A?) = (rg(A))?

a) rg(A) = rg(-A). Es cierto ya que ambas matrices, A y —A, tienen el mismo ndmero de vectores fila (o columna)
linealmente |ndepend|entes
b) rg(A) = rg(A ). Es cierto ya que las filas de una matriz son las columnas de la otra. El rango es independiente de
que se calcule por filas o por columnas.

c) rg(A + B) = rg(A) + rg(B). Es falso. Basta con poner un contragjemplo:

( j (0 1) =A+B= (O Oj =rg(A) = 2; rg(B) = 2; rg(A + B) = 1 por tener una fila nula.

2 3 3 8
d) rg(A?) = (rg(A))? Es falso. Basta con poner el siguiente contraejemplo:

( 2) Az'(g 2) = rg(A) = 2 y rg(A?) = 2
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1.81.(PAU) Una matriz 3 x 3 de nameros reales A = (a;;) se llama triangular superior si a; = 0 siempre que i > j

(es decir, si todos los elementos situados por debajo de la diagonal principal son 0). Encuentra las

1 0 0 1
matrices triangulares superiores A tales que verifiquen simultaneamente A [1} = [OJ yA [1J = [0] .
1 0 1 0

¢Hay alguna que sea inversible (que tenga inversa)?

a b c
Sea A= [O d e] una matriz triangular superior. Entonces:
0 0 f

1 0) (a b c)(1 0) |[atb+c=0 0 1 (a b ¢\ (0 1 b+c=1
Al1l=|0|=|0 d e||1|=|0|=! d+e=0; Al1]|=|0|=|0 d e||1]|=|0|={d+e=0
1/ (o) (o o fJl1) o F-0 1) o) o o f){1) lo F-0

-1 b 1-b
Resolviendo ambos sistemas, se obtiene: a=-1;c=1-b; e =—d; f=0. Luego, A = [ 0 d -d }
0 O 0

Sid=0=rg(A) =1, entonces A no tiene inversa. Si d # 0 = rg(A) = 2, entonces A no tiene inversa.

RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

1.1.

1.2

1.3.

1.4.

Las matrices A, By C son cuadradas de igual orden, siempre se verifica:
A) AB=BA D)A-B=I,=A=B
B)A+C=B+C&A=B E)AX=B=XA"' =BA™
C)(A+B)A=(B+ A)B

B) La Unica respuesta correctaes A+ C=B+ C< A=B

La inversa de la matriz A = (i _g) es la matriz:
5 2 S5 _2 52
23 23 5 4 : 23 23 7 7
A) 4 3 B) (2 3) C) Ninguna de ellas D) 4 3 E) 43
23 23 23 23 7 7
S5 2
23 23
Mlla s
23 23
310
.o .oa._(1 2 3 4 |1 2 0
Dadaslasmatrlces.A—(0 1 -1 2),3— 2 5 0
6 1
¢Cual de los siguientes productos se puede hallar?
A) AB B) AA C) BB D) BA E) Ninguno de ellos

A) Solo se puede realizar el producto AB, pues es necesario que el numero de columnas de la primera coincida
con el niumero de filas de la segunda.

. _(1 3 _(-2 1 e
Las matrices A = (5 7) yB= ( 3 4) verifican:

A)A'=A B)AB=A'B' C)(A+B)'=-(A"+B') D)(AB)=B'A' E) Ninguna de las anteriores
D) Sélo es correcta (AB)' = B'A’
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01 1
1.5. SiBeslamatrizB=|0 0 1,IamatrizB3es:
000
0 1 1 00 1
A)B’=(0 0 1 B)B°=|0 0 0 c)B’=B D)B*=0
000 000
01 1(0 1 1 (00 1 00 1(0 1 1 (000
D)B’=(0 0 1/|/0 0 1/=|0 0 O B°=(0 0 0/ |0 O 1/=|0 0 0[=0
0 0 0/0 0O 0 00 0 0 0/l0 0O 000

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas:

1.6. Sean A, By C tres matrices cuadradas de orden n:
A)AB=0 =5 A=06B=0 D) (A- B)®=A?-2AB + B®
B)AB=AC=B=C E) (A + B) (A- B) = A>- B®
C) (A + B’ = A* + 2AB + B?

Son correctas A), C) y E) debido a la no conmutatividad del producto de matrices.

100
1.7. SeaA=|0 1 0

a 0 b
A) rg(A) = 2, para cualquier valor de ay b. D)rg(A) =2,sib=0
B)rg(A)=3,sib#0 E)rg(A) =3,siab=0

C)rg(A)=3,siaz0
Son correctas todas menos la C)

Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:

1.8. a) Una matriz antisimétrica es una matriz cuadrada tal, que coincide con su opuesta:
b) Una matriz antisimétrica es aquella en la que aj; = —aj;

A)a=>b,perob = a D)a = byb = a
B)b=>a,peroa == b E) Nada de lo anterior
Claesb

C) Ambas afirmaciones son equivalentes.

Seriala el dato innecesario para contestar:

1.9. Para que el producto AB tenga dimensién 2 x 3:
a) La matriz A debe tener dos filas.
b) La matriz B ha de tener tres columnas.
c) El nimero de columnas de la matriz A es igual al nimero de filas de la matriz B.
d) La matriz B tiene una fila de ceros.

A) Puede eliminarse el dato a. D) Puede eliminarse el dato d.
B) Puede eliminarse el dato b. E) Ninguna de las anteriores.
C) Puede eliminarse el dato c.

D) Es el unico dato innecesario.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:

1.10.Una fila F1 depende linealmente de las filas F. y Fs:

a) Si existen dos numeros a. y as tales que F1 =a; F> + a3 Fs. b) Sirg (F1, F2, F3) = 3.
A) Cada afirmacién es suficiente por si sola. D) Son necesarias las dos juntas.
B) a es suficiente por si sola, pero b no. E) Hacen falta mas datos.

C) b es suficiente por si sola, pero a no.
B) Es la respuesta correcta, ya que la afirmacion b es incorrecta.

E)B’=1
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E Determinantes

21.

ACTIVIDADES INICIALES

Enumera las inversiones que aparecen en las siguientes permutaciones y calcula su paridad,
comparandolas con la permutacion principal 1234.

a) 1342 b) 3412 c) 4321 d) 2314 e)4123 f) 2341
a) 3242, par d) 2131, par
b) 31324142, par e) 414243, impar

c) 414243313221, par f) 21314 <1, impar

Para las siguientes matrices, forma todos los posibles productos en los que aparezca un Unico elemento
de cada fila y columna.

3 0 -3
a)A=|dn 3 byB=(2 3 oc=[-1 2 1
ay ayp 1.5 4 2 5

a) a4, a,a, b)2-5, 1(-3) €)325, (~1)2(=3), 40, 324, (~1}05, 42(-3)

EJERCICIOS PROPUESTOS

(TIC) Halla los siguientes determinantes.

3 4 -6
a)‘_z2 ‘73‘ byl2 1 5
3 1 1
a) _22 _73‘=2-7—(—2)(—3)=14—6=8
3 4 6
b)y[2 1 5|=3+60+12+18—8+15=100
3 -1 1

2.2. Verifica que para las matrices de 6rdenes 2y 3:

a) El determinante de la matriz unidad es 1.
b) El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos de la diagonal principal.

c) Para el orden 3, la definicion en términos de productos de elementos lleva a la regla de Sarrus.

10 100
a)o 1‘=1-1—O-0=1 01 0[=1+0+0-0-0-0=1
0 0 1
0 a, 0 O
a,, _ =
b) = anax 0 a, 0] =aaxass
0 a,
0 0 a,
a11 a12 a13
c) a,, 4, a, |= aiazxasst aiazaszt + ai3az1as2 — a11823a832 — a12821a33 — a13822a831
a31 a32 833
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2.3. (TIC)Desarrolla el siguiente determinante de orden 4 por la segunda fila y halla su valor.

2.4.

2.5.

2.6.

27.

2 0 2 41
|1 10 0
A=l 45 4 2
3 4 1 A1
f?gg 02 1|2 2 -1
15 4 2:—5 4 2|+-1 4 2|=-(0-5+16+16+10+0)+(-8+1+12+12-4-2)=-26
_3 41 4 1 -1 |13 1 -1

(TIC) Calcula el determinante de la siguiente matriz de orden 5 explicando, razonadamente, cada uno de
los pasos dados.

1 1 2 0 1
11 1 10
B=(0 2 -1 0 O
1 2 3 4 0
-1 2 0 0 O
Desarrollamos por la ultima columna:
1 -1 2 0 1
111 a9 031 002 1 |1 1 1
[Bl=|10 2 -1 0 O=1 5 3 4 =—(-1H({1 2 3{-4|0 2 -14=-10-45=-30
12340_1200 -12 0 -1 2 0
-1 2 0 0 O

(PAU) De una matriz cuadrada A se sabe que su determinante vale -1, y que el determinante de la matriz
2A vale -8. ;Cual es el orden de la matriz?

Si A es una matriz de dimension n, se sabe que |kA| = K" |A]. Como |2A| = 8 |A| = 2° |A|, resulta que n = 3.

Escribe una matriz genérica de orden 3 y comprueba que su determinante coincide con el de su matriz
traspuesta.

a1 1 a1 2 a1 3
aZ1 a22 a23
a31 332 a33

= ai1axas3 t aizazzasr + aizaziasy — a1 azzasz — a@12az1a33 — a13 a2 as1

a1 1 a2 1 a3 1
a1 2 822 aS2
a1 3 aZ3 a33

=ai1aza33 + aizazx ast + ai3azr asy — a1 azz asz — @12 d21 sz — 813 a2 as1

Los determinantes coinciden.

(PAU) Obtén el valor del siguiente determinante explicando razonadamente las propiedades que aplicas
en cada paso.

abc -ab a2
—-b*c 2b*> -ab
b?c? -b?*c 3abc

Sacando el factor b ¢ de la primera columna, el factor b de la segunda columna y el factor a de la tercera
columna, se tiene:

abc -ab a2 a -a a
-b?c 2b?> -ab|=bc-b-a|-b 2b -b
b%c? -b?c 3abc bc -bc 3bc

Ahora sacamos el factor a de la primera fila, el factor b de la segunda y el factor bc de la tercera, y se obtiene:

a -a a 17 -1 1
ab’c|-b 2b —b|=abc-a-b -bc|-1 2 -1 =2a2p"c?
bc -bc 3bc 17 -1 3
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2.8. (TIC) Utiliza solo diferencia de filas (sin multiplicar por nimeros), para comprobar que el siguiente

1 2 3 4
determinante vale cero 5 6 7 8
19 10 11 12

13 14 15 16

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

Fi1=F,+ F3— F4. Por tanto, =0.

2.9. (TIC) Transforma el siguiente determinante en otro que tenga nulos todos los elementos de la primera fila

1 0 1 2
. . -1 1 2 -1
salvo el primero y calcula después su valor. 1 3 2 2
2 10 1
1 0 1 2 1 0 0 O
11 2 2 11 3 1/ [} 31
p o |—sme=—| =3 1 0|=-3-6+0+1+0+27=19
1 3 2 G 0G-C 1 3 1 0 4 2 _3
2 10 1 e 2 -1 -2 -3
13 2 1
2.10. (TIC) Calcula el siguiente determinante por el métododeGauss.g g g g
6 4 5 3
1 3 2 1 17 3 2 1 1 1 2 3 11 2 3
3 5 3 2 0O 4 -3 -1 0 1 3 4 01 3 4
3 6 3 2| B3 710 -3 -3 -1 %5% 0 -1 3 3| b 0 0 0 1
6 4 5 3| Ren |0 14 -7 3] 7 |0 -3 -7 14 ‘77 |0 0 2 2
171 2 3
01 3 4
e 70 0 2 2772
0 0 0 1

2.11.(TIC) Transforma la siguiente matriz en una triangular y calcula su determinante. Explica razonadamente

31 11

13 11
cada uno de los pasos dados. 113 1

111 3
31 1 1 3 1 1 1 3 1 11
13 11 -2 2 0 O _—2020_48
1.1 3 1| &h 2 0 2 0] Eobhh -2 2 0 0|
111 3 A3k |-8 2 2 0| °7 -12 0 0 0

2.12.Calcula las inversas de las siguientes matrices y comprueba los resultados obtenidos:

SR

7 7 5
_ (T N - 1 (-7 -5 _ |19 19|. 24 _(2 5) 19 19|_(1 0
|A| = 19¢0.AdJ(A)—(_5 ZJ,A =10 (_1 2)—{1 2 JAAT=D e
19 19 19 19
2 -1 2 1
_ o (4 . p_1(4 2_|5 5 4 (3 2\ 5 5| (10
|B|—10¢0.AdJ(B)—(_2 3),E—ﬁ(_1 3j— 33 : BB _(1 4j__1 31=lo 1
10 10 10 10
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010
2.13. (PAU) (TIC) Calcula la matriz inversa de / — A siendo / la matriz unidad de orden 3y A = [0 0 1} .
0 0 0

1 -1 0
B=I1-A=[0 1 -1|;det(B)=1;

0 0 1
100 . (11 1 -1 01 11
Adj(B)=|1 1 0[;B"'=(Adj(B)) =|0 1 1;BB'=/0 1 1|0 1 1|=/
11 1 0 0 1 0 0o 1)lo 0 1
1 1 3 110
2.14.(TIC) Calcula, si es posible, la matriz inversa de las siguientes matrices: B=|{ 2 0 -1|,C=|1 0 1].
-2 4 2 -1 11
2 5 -
4 2 8 f(4 10 -1 |13 1326
|B|=26% 0; Adj(B)=/10 8 -6|;B'=—|-2 8 7 |=|— — —
1 7 -2 26| g g 2 13 13 26
4 3
13 13 13
a1
12 1 g (-1 -1 5 03 2
ICl=-3 # 0;Adj(C)=|-1 1 2|;C"'=—|-2 1 -1|= 3 3 3
1 -1 -1 1 -2 1 o2 A
3 3

13 1.4 2
2.15.(PAU) (TIC) Sean las matrices A= |1 1|y B= (2 1 1]-
2 0

Estudia, si existe, la matriz inversa de la matriz (AB) y, en caso afirmativo, calculala.

13 775
AB=11G‘1‘ﬂ=353
2 0 2 8 4

Como det (AB) = 0, la matriz AB es singular y, en consecuencia, no tiene inversa.

1 1 1
2.16.(PAU) Calcula, utilizando el concepto de determinante, el rango de la matriz A = g g _13 .
-1 1 2

Como la matriz tiene dimensiones 4 x 3, el mayor rango posible es 3.

17 1 1
El determinante |0 2 1 | =-8 %0, por tanto, el rango de la matriz es 3.
2 0 -3

2.17.(PAU) Se consideran los vectores de R*: u =01,0-1,2); 4, =(2,1, -1, 0); u, = (0, 1, 1, -1).
¢Son linealmente independientes? ¢ Por qué?

Los vectores u,, U, y U, seran linealmente independientes si el rango de la matriz formada por sus

10 -1 2 10 2
coordenadas es tres. Sea la matriz M = [2 1 -1 0 ] .Como |2 1 O0|=3%0=rg(M)=3, los vectores
o1 1 -1 0o 1 -1

dados son linealmente independientes.
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2.18. (PAU) Las matrices A y B tienen 3 filas y 12 columnas, pero en el proceso de edicidon algunas de estas
se han borrado:
1 1 1 . . .. 2 13 ... .. .
A=(3 1 0 .. .. .| B=|{3 0 1 .. .. ..
-7 5 -2 .. .. .. 5§ 4 0 ... .. ..

a) ¢ Se puede averiguar algo sobre los posibles valores de su rango?

b) Si llamamos C a la matriz cuyas columnas son las 24 que forman las dos matrices A y B, ¢ cual sera el
rango de C?

1 1 -1
a)Como |3 -1 0| =0y ‘:13 11‘ =—4, el rango de A es, como minimo, 2, podria ser 3, dependiendo de las
-7 5 =2 B
otras columnas.
2 -1 3
Como [3 0 1| =23=0, elrango de B es 3. No puede ser mayor pues solo tiene tres filas.
5 4 0
b) Esta matriz tiene 3 filas y 24 columnas y su rango, como maximo, sera 3. Ademas podemos afirmar que el
2 -1 3
rango es 3, ya que podemos formar el determinante (3 0 1| #0.
5 4 0

1 k -1 1
2.19.(PAU) Calcula el rango de la matriz A segun los valores de k: A = [2 1 -k 2 J
11 1 k-1

De la matriz dada extraemos los siguientes determinantes:

1 k-1 k=2 1 k1 k=2
2 1 -k =—(k—2)(k+1)=0:{ 2 1 2 |=—(k-2)2k-1)=0=> 1
1 -1 1 k=1 1 -1 k-1 k=2
17 1 -1 1 1 -1 1
eSik=-1=A=|2 1 1 2 |.Como(2 1 2|=3#0=rg(A)=3
17 -1 1 =2 1 -1 =2
1.2 11 1 2
eSik=2=A=(2 1 -2 2|.ComoC3;=-C1yCs=Cy; 2 1‘;&0, por tanto, rg(A) = 2
1 -1 -1 1
1 1 -1 1 1 1 —1
2 2
-Sik=%:>A= 2 1 —% 2 [;como |2 1 —% #0=rg(A)=3
1 -1 1 1 1 -1 -1

2
En resumen, si k=2,rg(A)=2,ysik+#2,rg(A) =3

a 1 1 2
2.20. (PAU) Halla el rango de la siguiente matriz seguin los valores de .. A = [2 o o? 1J
2 1 2

1

o 1 1

Calculamos det (C1 C2 C3) =2 o 2| = -0+ 302 - 20, cuyas raices son oy =0, 02 = 1, 03 = 2.
2 1 1
011 2 01 2

¢ Sio =0, obtenemos M={2 0 0 1|ycomo |2 0 1/=2#0=rg(M)=3
211 2 2 1 2
1112 11 2

e Sio=1,obtenemos M={2 1 1 1|ycomo |2 1 1| =-1#0=rgM)=3
211 2 21 2
2 11 2

e Sia=2,obtenemos M=|2 2 4 1| ycomo F, =F,, se deduce que rg(M) =2
211 2

En resumen: Sia=2,rgM)=2,ysio#2, rg(M)=3
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10 -1
2.21. (PAU) Dada la matriz A = [0 a 3 J
4 1 -a

a) Halla los valores de a para los cuales la matriz A tiene inversa.
b) Para a = 2, calcula la inversa de A.
a) La matriz no tiene inversa cuando su determinante es 0:

|A|=-a*+4a—-3=—(a-1)(a- 3). Esto ocurre cuandoa=16a=3.

170 -1 -7 12 -8 -7 -1 2
b)Paraa=2,A={0 2 3 [;]Al=1;Adj(A)=|-1 2 -1 ;(Adj(A))'= 12 2 -3
4 1 -2 2 -3 2 -8 -1 2
-7 -1 2
Por tanto, Al=112 2 -3
-8 -1 2

2.22. (PAU) Halla para qué valores de m admite inversa la matriz siguiente y calcula dicha inversa para el
menor valor entero positivo de m que hace que exista.

0 1 2
A=(1 0 1
5 m 5

0o 1 2
1 0 1
5 m 5

det(A) = =2m, 2m#=0=>m=0.

El menor valor entero positivo de m para que exista inversa es m = 1. Calculemos la inversa de A param = 1.

01 2 1 0 1 1 3 1 1 (-1 -3 1
A=|1 0 1|;]Al=2;Adj(A)=|-3 -10 5 [;(AdjA)'=|0 -10 2|;A'=—]0 -10 2
5 1 5 1 2 1 5 - 211 5

2.23. (TIC) Resuelve las siguientes ecuaciones matriciales siendo A, By C las siguientes matrices de orden 2:

(11 _(2 1 _(1 2

as(za)  e=(i) (i}
a)XA=B c) XA+B=2C e)XAB-XC=2C
b)AX+B=C d)AX+BX=C f)AX-B-C=0

a) X=BA"'= G D (_43 —11j=(? _01)
oxese-nn( )3 o3 2

o x=(c-8)a"= (3 (4 T)=(F 3

5 -2 3 4
_ ool 7 T 2|7 7
@ x=(a+8)'c=| T, 2(1 3)___1 ]
707 7 7
U
E
e) X=2C(AB-C) ' =| 2, 3
4 2

oxeaeso-(4 ) 33
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2.24. (PAU) Halla la matriz X? + Y?, siendo X e Y las soluciones del siguiente sistema matricial:

1 4
2X+Y=(2 0)
1 -1
X‘Y=(1 o)
1 4
2X+Y = 5 »
1(2_10) 3X—(§ 8):X={§ ;]:Y:X—G ‘Jj:[g ﬂ
X‘y:(1 o)
13 2 14
2 2 1 1 B2y oy (12
x2+v2=[§ 1][5 1]+[? 2][? 2]= 3 ° +[§ ?]= 2
t o)1 o) (0 oo o |3 1)lo o) |3
EJERCICIOS

Calculo y propiedades de los determinantes

2.25.Calcula los siguientes determinantes de orden 2.

2 5 1 0 2 1 0 0 . |10 60
A3 4 |2 -3 ®) |o -1‘ 91 25 ')‘1 6‘
37 -3 1 -1 5 8 7
b)lo o 94 o‘ f"o 3‘ h) |e 5‘
2 5 _ 1 0|__ 2 1__ 0 O0|_ 4 10 60| _
A3 2= ° |2 —3“ 3 el —1“ 2 9 |1 —25“0 ')‘1 6‘_0
3 7_ -3 1__ -1 5 _ 8 7|__
b)O 0_0 d)‘4 O‘_ 4 f)‘0 3‘_ 3 h)6 5‘_ 2
2.26. (TIC) Calcula los siguientes determinantes de orden 3.
12 3 1 2 3 1 0 8
a1 1 -1 c)lz 0 O e)l0 -5 5
2 0 5 0o -2 -1 1 -6 2
18 1 1 1 1 3 3 3
byt 7 0 do -1 1 ff)lo 0 1
16 -1 1 -7 5 5 -3 2
1.2 3 1 2 3 1 0 8
a1 1 -1=-15 c)[7 0 0|=-28 e)|0 -5 5/=60
0 5 0 -2 -1 1 -6 2
18 1 1 1 1 3 3 3
byt 7 0|=0 djo -1 1=4 f)lo 0 1=24
16 -1 1 -7 5 5 -3 2
2.27. (TIC) Calcula los siguientes determinantes de orden 4.
10 1 2 6 9 -2 -3
2 2 3 4 12 1 0
Al 3 0 -2 BYli 7 1 0
01 9 1 2 1.0 -1
10 -1 2 6 9 -2 -3
2 2 3 4|_ 1.2 1 0f__
all 3 0 2~ BYl1 7 1 o™
01 9 1 2 1.0 1
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2.28.

2.29.

2.30.

2.31.

2.32.

a b-1 c d+1
a+1 b c-1 d
a b+1 c d-1
a-1 b c+1 d

Calcula el valor del siguiente determinante:
Como F,+F; =F, +F,, el determinante vale 0.

2x 2 3+x x 2 3
Sean Ay B las matrices siguientes: A= 2 x 5 |yB=(1 x 4|
10 6 x+5 5 6 x

Sabiendo que el determinante de B vale 7, utiliza las propiedades de los determinantes para calcular el
valor del determinante de A.

2x 2 34X X 2 3+x x 2 3] |x 2 x
|A|: 2 x 5 (=211 x 4+1=2[|1 x 4+|1 x 1|=2(7+0)=14
10 6 x+5 5 6 x+5 5 6 x 5 6 5
(PAU) Sea A una matriz cuadrada de orden 2 verificando que 2A? = A. Calcula razonadamente los posibles

valores del determinante de A.
Si2A2= A = |2A%| = |A]|

Al ser A una matriz de orden 2, [2A%| =22 |A% = |A| = 4|AP=|A|= |A|(4|A|-1)=0=|A|=006 |A| = %

Asi pues, los valores posibles del determinante de Ason 0y % .

a b c
(PAU) Si la matriz A = [d e f] tiene determinante n, averigua el valor del determinante de las
g h i
6d 4e 2f d+f e f+e
siguientes matrices: B=|3g 2h i |,C=|a+c b c+b]|.
9a 6b 3c g+i h i+h

e Sacando factores comunes de filas y columnas e intercambiando dos veces las filas del determinante, se
obtiene:

6d 4e 2f 2d 2e 2f d e f a b c
[Bl=13g 2h i|=3-2|g h i|=3-2-2-3|g h i|=—-(-36)|d e f|=36n
9a 6b 3c 3a 3b 3c a b c g h i
¢ A la columna primera se le suma la segunda y se le resta la tercera.
d+f e f+e d e f+e d e f d e e a b c
ICl=|a+c b c+b|=|a b c+b|=|a b c|+|a b b|=-|d e f|+0=-n
g+i h i+h g h i+h g h i g h h g h i

(PAU) Supongamos que Ci, C;, C3 y C4 son las cuatro columnas de una matriz cuadrada A, cuyo
determinante vale 3. Calcula razonadamente:

a) El determinante de la inversa de A
b) El determinante de la matriz 2A

c) El determinante de una matriz cuyas columnas son: 2C; - Cs3, C4, 5C3y C».

b) [2A| = |2¢1, 2C2, 2¢3, 2¢4| = 2* |C1, Ca, C3, Ca| = 2* |A| = 16 - 3 =48

c) |2¢1 — c3, €4, 5¢3, €2l =5 |2¢1 — c3, Ca, €3, C2| = =5 |2¢1 — 3, C2, C3, C4| = (SUmMando la tercera columna a la
primera) = -5 |2¢4, ¢z, €3, ¢4| = —10 |c, €2, €3, Ca| = —30.
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X 2x+1 3x+2
X 2x+3 3x+4
X 2x+5 3x+6

2.33.(PAU) Utiliza las propiedades de los determinantes para desarrollar el siguiente:

Enuncia las propiedades que has utilizado.

X 2x+1 3x+2| (q) |X 2x+1 3x+2| (9)
x 2x+3 3x+4| = (0 2 2 | =0
X 2x+5 3x+6 0 4 4

(1) A las filas segunda y tercera se le resta la fila primera.

(2) Las filas segunda y tercera son proporcionales, en consecuencia, el valor del determinante es cero.

1
2.34.(PAU) Dado el determinante: _01
1

NhAWO
WW=a -
000

a) Halla su valor mediante el desarrollo por la primera fila.
b) Calcula su valor mediante el desarrollo por la cuarta columna.

c) Comprueba que los resultados obtenidos coinciden.

B B A R I
a) =4 3 0/+/0 4 0/=5-4=1 b) =1-1 3 1=1
0 430 b3 41 21 0 430 g 4 3
1 2 3 1 1 2 3 1
c) Los resultados coinciden.
X+2 1 1 1
< 1 X+2 1 1 _
2.35. (PAU) (TIC) Resuelve la ecuacion 1 1 x+2 1 =0.
X X x 3
Aplicando las propiedades de los determinantes, resulta:
X+2 1 1 1 X+2 1 1 1
1 X+2 1 1 —(x+1) x+1 0 0 _
1 1 x+2 1 R-h —(x+1) O x+1 0 0
X X x 3| A3k |-2x-6 x-3 x-3 0

Extraemos el factor (x + 1) de la segunda y tercera fila y desarrollando por la cuarta columna, se obtiene:

-1 1 0
-1 0 1
-2x-6 x-3 x-3

—(x+ 1) =0 =12 (x+1)*=0, por tanto, la solucién es x = 1.

Calculo del rango por determinantes

2.36. (TIC) Calcula, por determinantes, el rango de las siguientes matrices.

11 2 1 -2-3-4-5
aA=|1 10 c)C=|-13 2 6 3
2 11 055 2 1
1 2 3 2 11223
13 3 s 1o 1 11809
b)B=lg 1 4 dD=1g 0 1 146
1 -2 - 0 0 01829
112 1 2 -3
a)A=|1 1 0}; det(A)=0=rg(A)=3 c)-1 3 2|#0=rg(C)=3
2 1 1 0 5 5
2 ERE
b)|3 3 5/#0=rg(B)=3 d)O 0 1 1:2;r&0:>rg(D):4
14 00 0 1
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1 0
2.37. (PAU) Dadas las matrices A = (1 —1] yB= (_32 _21 2) , ¢ées cierto que rg(AB) = rg(A) rg(B)?
2 2

Justifica la respuesta.

10
1 -1

-2 2

rg(A) = 2, pues 3

=-4%£0.

‘ =-1#0. rg(B)=2, pues

rg(AB) < 3 ya que la matriz es de dimensién 3 x 3.

Comorg(A) rg(B)=2 - 2 =4 y rg(AB) < 3, se deduce que la igualdad rg (AB) = rg(A) rg(B) es falsa.

cosa -sena 0
2.38.(PAU) Halla el rango de la siguiente matriz:| sena cosa 0
0 0 1

cosa -seno O
seno. coso O
0 0 1

|A| = =1(cos?a +sen®*a) = 1=rg(A) =3

Calculo de la matriz inversa por determinantes

2.39.(TIC) Calcula la inversa de las siguientes matrices.

14 12 1 110 2914
A=( ) B={1 0 0 c=[0 1 1 D=
1 -6 1 3 3
0 3 1 00 6 5 a3
1
At (Ao|j(A))‘——1(‘6 4)— % % o1 (A J(C))t——g s -0
det(A) 10\-1 1 1 det(C) 0 0 1

N
o
-
o

o

21 19 31 28
149 149 149 149

. t 0 1 0 ﬁ ﬂ i 2_7

gt (Adi(B)) _1 pi_| 149 149 149 149
“Set (B 35 18 -2 -3

149 149 149 149
33 -34 70 -44

149 149 149 149

1 0
. . _(1 3 0 -2 12 -
2.40.(PAU)S|endoIasmatrlcesA—(2 2 1 _4]yB— 0o 3|
-1 1
a) ¢ Es cierto que det (AB) = det (BA)? b) Calcula, si es posible, la inversa de AB.
13 0 -2
(9 -5 10 4 -1 0 |. _ B .
a) AB—(10 _3),BA— 6 6 3 12 ; det(AB) =23, det(BA) =0 . Son distintos.
1T -1 1 =2
-3 5
—1_l -3 5)_ 2_3 2_3
b) (AB) ‘23(—10 9)‘ =)
23 23

o|ao| Lol
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sen x —cos x 0
2.41.(PAU) Sea A = cos x sen x 0 | ¢Para qué valores de x existe la matriz inversa de A?
sen x+cos x sen x—cos x 1

Calcula dicha matriz inversa.

Como |A| =sen? x + cos? x = 1 # 0, la matriz A tiene inversa cualquiera que sea el valor de x.

sen x —cos x -1 senx cosx O
Adj(A)=|cos x senx -—1|. Lamatrizinversa es: A'=|-cosx senx O0].
0 0 1 -1 -1 1

2.42. (PAU) Dadas las matrices A = (; ;) yB= (g ;), halla para qué valores de m la matriz B + mA no tiene

inversa.

Calculamos la matriz B+ mA: B+ mA = (3 1) +m(1 1) = (3+m 1+mj.

2 2 20 2+2m 2
Esta matriz no tiene inversa cuando su determinante es 0: |B + mA| = 23:2'27 1+2m‘ =2m*-2m+4=0=>

= m=-206m=1. Por tanto, la matriz B + mA no tiene inversa cuandom=-26 m=1.

Matrices con parametros

1 a
2.43. (PAU) Calcula los valores de los parametros a, b, ¢, para los cuales rg(B) = 1, donde B = _21 l,l) .
-3 ¢

Para que rg(B) = 1, las dos columnas de la matriz han de ser proporcionales, es decir:

1._3 —a=-1,b=-2,¢c=3
c

a a1 1
2.44.(PAU) Encuentra, en funcion de los valores del parametro a, el rango de la matriz: A = {1 a 1J

a
11 a a
a a 1
Calculamos el determinante extraido de la matriz|1 a a|=a*-a?’-a+1=(a—-1)a+1)
11 a
eSia#-1ya=#1,elrango de esta matriz es 3.
17111
eSia=1,lamatrizAqueda:A={1 1 1 1|=rg(A)=1
17111
-1 -1 1 1
eSia=-1,lamatrizAqueda:A=|1 -1 -1 1| =rg(A)=2, pues Fz=—-F.
17 1 -1 A1
x -1 10
2.45. (PAU) Estudia, segun los valores de x € R, el rango de la matriz: A = —1x f1 ;1 :
1 -1 0 x
x -1 -1 0 x-1 -1 -1 0 x-1 -1 -1 0
_ -x x -1 1 _ 0 x -1 1 _ 0 x -1 1
A= L 1] 6% 0 1 ox 1] 0 1 ox A
1 -1 0 x 0 -1 0 x 0 0 —-x x-1
x 1 1
detA=(x-1)|-1 x 1 | =(x-1)(+1)=>det(A)=0six=16x=-1.Six#1yx=#-1,rg(A)=4.
0 —-x x-1
8 el 7!
e Si x = 1, la matriz transformada es: 0 -1 _1 4 |» como -1 1 1] =2 = rg(A)=3.
0 0 10 0 10
R 2 -1 0
¢ Si x =1, la matriz es: 0 :1 :1 1 | como 0 -1 1|=-2=rg(A)=3.
0 0 1 -2 o 1 =2
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2.46. (PAU) Calcula el rango de la matriz A segun los diferentes valores del parametro real a:
2 0 a 2
A=|-1 0 -1 3
5 a+4 -4 -3

El rango, al menos, es 2 ya que ‘;1 _33

calculamos los determinantes de orden 3 que contengan al que acabamos de calcular:

=15 # 0. Veamos qué debe pasar para que sea 3. Para ello,

2 a 2 0 a 2 2
-1 -1 3| =48+12a =0sia=-4. 0 -1 3|=(@a+4)(B3a+2)=0sia=—4o0a=——
5 -4 -3 a+4 -4 -3 3

En consecuencia: Si a = —4 todos los determinantes de orden tres son nulos, y rg(A) = 2. Si a # -4, rg(A) = 3.

a b c
2.47. (PAU) Considera la matriz A = [Za -b 3cJ donde a, by ¢ son no nulos.
3a 0 4c

a) Determina el nimero de columnas de A que son linealmente independientes.
b) Calcula el rango de A y razona si la matriz tiene inversa.

a) Es evidente que la tercera fila es suma de las otras dos: F3 = F1 + F,. por tanto, solo hay dos filas linealmente
independientes. Consecuentemente, el nimero de columnas linealmente independientes sera también dos, ya
que rg (A) = 2.

b) Como rg (A) = 2, la matriz A es singular y, por tanto, no tiene inversa.

2.48.(PAU) a) Obtén A para que sean linealmente dependientes los vectores u,= (3, 2, 5); u,= (2, 4, 7);
u, =(1,-3, 7).

b) Para A = -3, expresa el vector v = (2, -5, —5) como combinacién lineal de u,, U, y U, .

3 2 5 o7
a)|l2 4 7|=8A+27T=0=>A=——
1 -3 A 8
2=3x+2y+z
b) V =XU;+yu, +zUy = {-5=2x+4y-3z=> x=1y=-1z=1=V =U,—U, + U,
-5=56x+7y-3z
10 -1
2.49. (PAU) a) Demuestra que la matriz A = |1 a b-1| tiene inversa si, y solo si, los parametros
1 a -1

ay b son no nulos.
b) Calcula A'cuandoa=b=1.

a) Para que una matriz cuadrada tenga inversa su determinante tiene que ser no nulo. Calculamos:

10 -1
[A|=11 a b-1| =-a- b. Portanto, A tiene inversasiaz0yb=0
1 a -1

10 -1
bySia=b=1=A=[1 1 0 |;]A=-1
11 -1

11 0 -1 -1 1 1 -1 1 11 -1
Adj(A)=|-1 0 —1[;(AdjA)'=|1 0 -1];A"T==|1 0 -1|=|-10 1]
1 -1 1 0 -1 1 0 -1 1
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2.50. (PAU) a) Halla razonadamente los valores del parametro p para los que la matriz A tiene inversa.
p 0 0
A=11 p+1 1
1 0 p-1
b) Halla la inversa para p = 2.

a) Calculamos det A =p (p— 1) (p + 1). Por tanto, A no tiene inversa parap =0, p=1y p =-1. Para los demas
valores si tiene inversa.

1o o

2 00 2
b)Sip=2,A=|1 3 1|yA'=|0 = —|.
{1 0 1} » 3 3

= 0 1

1 3
2.51. (PAU) Se consideran las matrices: A = G _21 TJ, B= [m 0] donde m es un namero real. Encuentra
0 2

los valores de m para los que AB es inversible.

1 2 13 1+2 3+2
AB = ( m) m 0| = ( +tem + mj La matriz AB es inversible si su determinante es distinto de

1 -1 - 0 2 1-m 1
cero: |AB| = 11+—2nT 3+12m =2m?+ 3m — 2. La matriz AB sera inversiblesim#-2 y m= % .

2.52.(PAU) ;Tiene inversa siempre una matriz cuadrada diagonal de dimensién 4? Justifica la respuesta.
¢Tiene inversa la matriz B? En caso de que la tenga, calculala.

10 00

_|0 a 0 o0

B= 00 b 0 ,cona,b,ce R.
0 0 0 ¢

Para que una matriz tenga inversa, es condicidon necesaria y suficiente que su determinante sea no nulo. Por
tanto, la matriz B tiene inversa cuando a0, b0y c#0.

10 0
abc 0 O O 0 % 0
i i 1 1 0 bc O 0 -
La matriz inversa es: B~ el 0 a 0 0 0 l 0
0 0 0 ab b )
0 0 0 —
c

10
2.53.(PAU) Se consideran las matrices A = [2 k] yB= (‘1( 2 _21) .
0 1

a) Discute, en funcién de los valores que pueda tomar el parametro real k, si la matriz AB tiene inversa.

b) Discute, en funcion de los valores de k, si la matriz BA tiene inversa.

10 kK 0 -1 k O -1
a) Calculamos la matriz AB: AB= |2 k ( P ) =|3k k -2+2k
o 1)\t 12 11 2

Como |AB| = 0, independientemente del valor de k, la matriz AB nunca tiene inversa.

10
oapa_ (kK O —1 = [k -1
b) Calculamos la matriz BA: BA = (1 1 2) [(2) ’1(] = (3 k+2)

Como |BA| = k* + 2k + 3 # 0 para cualquier valor real de k, la matriz BA siempre tiene inversa.

44 Solucionario



1 3
2.54.(PAU) Se consideran las matrices: A = G _21 TI) y B = {m OJ, donde m es un numero real.
0 2

Encuentra los valores de m para los que AB es inversible.

AB=(1 2 m ;18=1+2m 3+2m)
T -1 -Ylg 2 1-m 1

La matriz AB es inversible si su determinante es distinto de cero: |AB| = 1+2m  3+2m

= 2 —
1-m 1 2m?+3m - 2.

Como2m*+3m-2=0sim=-2&6m= % , la matriz AB serd inversible para cualquier valor m=-2 y m# % .

2.55.(PAU) Sea la matriz A= | 2 22 2 2

a) Calcula el valor de su determinante en funcién de a.
b) Encuentra su inversa, si existe, cuando a = 1.

a) Para calcular el determinante hacemos transformaciones elementales:

2a a a a 5 a a a 5a a a a
al=|a 22 a a O5a 2a a al 2|0 a 0 0 gz
a a 2a a 5a a 2a a 0 0 a o0
a a a 2a ba a a 2a 0 0 0 a

(1) Sumamos a la primera columna las otras tres. (2) A cada fila se le resta la primera.

2 1 1 1
b)Paraa=1= A= 1 ? ; j] , Y su determinante vale 5; por tanto, tiene inversa.
171 1 2
4 -1 -1 -1 4 -1 -1 -1
s Aoavia_|-1 4 -1 A1 a_ 111 4 -1 A1
Calculamos la matriz inversa A" : Adj A = 4 1 4 4= A = Slo1 1 4
-1 -1 -1 4 -1 -1 -1 4

011 1700
2.56. (PAU) a) Demuestra que A2— A—-2/=0, siendo: A= [1 0 1}, I= (0 1 OJ
110 0 0 1

b) Calcula A" utilizando el apartado anterior o de cualquier otra forma.

a) Calculamos separadamente los términos de la expresion A2 — A — 2/

01 1H(0 1 1 2 1 1 2 00
A*=11 0 1|1 0 1|={1 2 1|, A2-A=]|0 2 0|=2/ => A>-A-2/=0.
11 0){1 10 11 2 0 0 2

-1 1 1
b)PuestoqueAz—A=ZI:A{l(A—I)} =I:>A‘1=1(A—I)=l 17 -1 1
2 2 2(1 1 -

Ecuaciones matriciales

2.57. (PAU) Resuelve la ecuaciéon matricial AXB = C, siendo A = (; ‘1’) B= G §) yC= (; g]

Como A = [; la ecuacién matricial es | X B= C; XB= C; XBB' = CB™'; X = CB™', siempre que B admita inversa.
Como |B| = 1, la matriz es regular.

(34 o3 D0 D)0
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1 2 3 2 00
2.58.(PAU) Calcula la matriz A sabiendo que se verifica la igualdad: A[O 2 3} = [0 2 OJy explica el
0 0 3 0 0 2

método seguido.

La ecuacion dada es: AB = C, multiplicando a la derecha por B' se obtiene A= CB™".

6 0 0 11191 20011191 2 2 0
B': det(B)=6;Adj(B)=|-6 3 0|;:B'=|0 — —|=A=|0 2 0||0 — —|=|0 1 -1
0 -3 2 2 2 00 2 2 2 0 2
0 0 — 0 0 — 3
3 3

2.59. (PAU) Encuentra una matriz X que verifique la ecuacion AX + B = C, siendo:

100 100 300
A={1 2 0|; B=|0 1 0|; C=|2 5 2]|.
12 4 0 0 1 013

Como A tiene inversa, ya que |A| # 0, despejamos la matriz X: X = AT (C-B).

1

N

Lainversade Aes A™' =

0 2 00 0
0;yC-B=1|2 4 2|=>X=|— 0
] 01 2 2 ;
— 0 —
4 4

o N[~
INERNT Y
INTHN N )

OO -
anN o
W0

0 0 1
2.60.(PAU) Dadas las matrices: A = [ J yB= [0 1 0], halla la matriz X dada por AXA™"' =B.

1 00

ATAXAT'A= AT'BA = X = AT'BA.

1. 0 O
Como |A| # 0, existe AT que es la siguiente: A= [0 3 —1} , entonces:
0 -5 2

1 0 0)/0 0 1)(1 0 O 0 0 1(1 0 O 0 5 3
X=A"BA=|0 3 -1/{0 1 0[|0 2 1|=[-1 3 0|0 2 1(=|-1 6 3
0o -5 2)1 0 0)\0 5 3 2 -5 0)0 5 3 2 -10 -5

1 1 3 10 0 -1 2
2.61.(PAU) Dadas las matrices A= (-1 0 -3|,B=(-1 2|yC= ( )
102 1 0 1 2 1A

a) Halla la inversa de A — BC.

b) Resuelve la ecuacion matricial AX - BCX = A.

10 0 -1 2
a)BC=|-1 2 (02 ‘11 21)= 4 3 -4
0 1)\" Vo2 1

1 -1 3 0 -1 2 10 1
A-BC=|-1 0 -3|-|-4 3 -4|=|3 -3 1
-1 2 1 2 1 - 11 2

-7 -5 6 7 -1 -3
det(A-BC)=-1;AdjA-BC)=|1 1 -1|.Luego(A-BCY'=|5 -1 -2|.
3 2 -3 -6 1 3

b)AX-BCX=A= (A-BC)X=A=X=(A-BC)" A

7 -1 -3)(1 -1 3 11 13 21
Estoes,X=|5 -1 -2{|-1 0 -3|=| 8 -9 16
-6 1 3)\-1 2 1 -10 12 -18
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2.62.(PAU) Considera las matricess: A=| 1 0 1(yB=|0 1 1].
-1 1 1 0 00

a) Determina si A y B son inversibles y, si lo son, calcula la matriz inversa.

b) Resuelve la ecuaciéon matricial BA — A2= AB — X.

a) |A| = -3 existe inversa. Calculamos A=

|
oo|_x°’|'\’°’|*

|
wlmwl_\mlé

|B| = 0y, por tanto, no existe inversa.

b) De la ecuacion BA — A2 = AB - X, despejamos la matriz X:
1. 2 2 1.2 2 2 11 2 11
X=AB-BA+A*=|{1 1 1|-]0 1 2|+|0 2 1|=|1 2 0
-1 00 0 00O -1 0 2 -2 0 2

3 -2 -1 1 1 2
2.63. (PAU) Resuelve la ecuacion matricial B(2A + /) = AXA + B, siendo: A = [—4 1 —1]; B= [—1 0 —1] .
2 0 1 0o -1 1

De la ecuacion B(2A + [) = AXA + B, despejamos la matriz X:
Como B(2A + ) = 2BA + B, entonces, sustituyendo en la ecuacion:
2BA+B=AXA+B=2BA=AXA=2B=AX= X=A"(2B)

1 2 3
Calculamos la matriz A™: A" = [ 2 5 7 ]

2 -4 -5
1 2 3)(2 -2 4 2 -8 6
X=A'@B)=|2 5 7||=2 0 -2|=|-6 -18 12
2 -4 5) (0 -2 2 4 14 -10
PROBLEMAS

2.64.(TIC) Los numeros 20 604, 53 227, 25 755, 20 927 y 78 421 son divisibles por 17. Demuestra que también
es divisible por 17 el determinante:

NN bNbDOaN
ocounwo
hO~NNO
NNMNODNO
=N~ A

2 06 0 4 2 0 6 0 210000+0-1000+6-1000+0-10+4 2 0 6 0 20604
53 2 2 7 % |5 3 2 2 5-10000+3-1000+2-1000+2-10+7 5 3 2 2 53227
2 5 7 5 5 =12 5 7 5 210000+5-1000+7-1000+5-10+5| =2 65 7 5 25755
209 27 2 0 9 2 210000+0-1000+9-1000+2-10+7 2 0 9 2 20927
7 8 4 2 1 7 8 4 2 7-10000+8:1000+4:1000+2:10+1 7 8 4 2 78421

(1) A la quinta columna le sumamos 10 000 C1 + 1000 C; + 100 C5 +10 Cy4, y este determinante es multiplo de 17,
porque lo son todos los elementos de la ultima columna.
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2.65.(PAU) Si la matriz A = (z Z) tiene rango 1 y la matriz B = ()z( vjnl/) tiene rango 2, explica qué valores

puede tener el rango de las matrices C, Dy E. C=

coQT
N X © O
S<avwT
coQvw
[=N=N-—N-)

0
0
y
w

o0
N XOOQ
N XOOQ

Si la matriz A = (z 2) tiene rango 1, la segunda fila es proporcional a la primera, ademas, a= 06 b # 0.

Si la matriz B = (X yj tiene rango 2, entonces X y‘ #0
zZ w zZ w

La matriz C tiene rango 3, pues se cumple alguna de las dos opciones siguientes:

a 0 o0 b 0 O
0 x y|=al¥ y‘iO,sia;tO; 0 x y|=bl% y‘;tO,sibiO.
0 z w zw 0 z w zw
La matriz C no puede tener rango 4, ya que las filas primera y segunda son proporcionales.
a b 00 a b
- c d 0 0| _ c df|_
rg(D) = rg x y 00| g |, v = 2
z w 0O z w
a b 0 O a b O a b 0
_ c d 0 0f_ c d 0] _ ; _ C b= -
rg(E) =rg x 0 y 0 =19y 0 y =rg{x 0 y|.Sibz0=rg(E)=3.Sib=0=rg(E)=2.
z 0w O z 0w z 0w

2.66. (PAU) Halla los valores de x para los cuales la matriz A = (|x|{|2| ;) no tiene inversa.

La matriz A no tiene inversa para los valores de x que anulen su determinante.
2X=x-2=>x=-2

detA=2x-|x-2/=02x]=|x-2| & {2X=—x+2:>x=§

Luego la matriz A tiene inversa para todo valor real de x, excepto parax=-2y x =

w|N

2.67.(PAU) Sean A, By X tres matrices cuadradas del mismo orden que verifican la relacion A X B = I, siendo |
la matriz unidad.

a) Si el determinante de A vale -1 y el de B vale 1, calcula razonadamente el determinante de X.
. .a_(2 3 _(1 -2
b) Calcula de forma razonada la matriz X si A = 3 4]V B= 2 _3)

a) Como |AB| = |A| |B|, tomando determinantes en la igualdad A X B = [ resulta:
JAXB|=[l[=|AlIX]|B[=1=-1|X]-1=1=|X] =-1

b)A-X-B=/=X=A"B".AyBsoninversibles, ya que |A| = -1y |B|=1. A = (;‘ _32); B'= (:g f)
_(-4 3)(-3 2y_(6 -5
De este modo, X = (3 _2) (_2 1) = (_5 4)
2.68. (PAU) Se consideran las matrices cuadradas reales de orden 2, P = G §) yQ= (g g) . Calcula:

a) La matriz P .
b) La matriz real cuadrada X de orden 2, tal que P~ XP = Q.
c) La matriz (PQP ')

a) Como |P| = -1, entonces existe la matriz inversa de P: p'= (_23 _21j
1 _ _ 1 _(1 2Y(2 0\(-3 2)_(2 6)(-3 2
b)P'XP=Q=X=PQP' = X= (2 3)(0 3)(2 _1)-(4 9](2 _J

owarver= (£ 38 35

e 3
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2.69.(PAU) a) Sean Py Q dos matrices cuadradas de orden n que tienen inversa: P’ y Q. ¢Tiene inversa la

matriz PQ? Razona la respuesta.
-1 1
2 0

b) Calcula la matriz inversa de la matriz: P = [
-1 3

2
1
-1

a) La matriz inversa de PQ es Q'P". En efecto, (PQ)(Q'P™")=P(QQ")P"'=PP"' =1
1 -3 7 1

—1!1 3 5

Ble 2 -2

2.70. (PAU) Sea A una matriz cuadrada de orden 3 diagonal:

b)|P|=16= P '=

2.71.

a) ¢, Qué condiciones deben cumplir los elementos de A para que admita inversa?

b) ¢Y cudles para que dicha inversa coincida con A?

a 0 o0
a) Sea la matriz A = [0 b 0] . Para que A tenga inversa tiene que ocurrir que det A # 0; = abc # 0, es decir,
0 0 ¢

para que exista A" tiene que ocurrir que ningun elemento de la diagonal principal sea nulo.

1 _1
- 0 0 a=7
a 0 o0 a 1 ) az=1 a==1
b)SiA=[O b 0]:>A‘1= 0 0 .Paraque A=A"= b= = b*=1= 1b=11
0 0c 1 c?=1 c==1
0 0 — o=t
¢ c
Luego las matrices que cumplen estas condiciones son:
100 10 O 1 0 O
A=(0 1 0 D=0 1 O G=|0 -1 0
0 0 1 00 -1 0 0 -1
-10 0 -1 0 O -1 0 O
B={0 10 E=|{0 10 H=|0 -1 0
0 0 1 0o 0 1 0o 0 -1
1 0 0 -1 0 O
c={0 10 F=10 1 0
0O 0 1 0 0 -1

(PAU) Sean A, By C matrices cuadradas del mismo orden con coeficientes en R.

a) Prueba que de la igualdad AB = AC no puede, en general, deducirse que B = C, buscando dos matrices

2 x 2 distintas B, C tales que AB = AC, siendo A = G D

b) Demuestra que, sin embargo, si det (A) =0y AB = AC, entonces B=C.

0 3

a) Consideremos, por ejemplo, las matrices B = (O _3) yC= (_22 8) que, no son iguales, pero AB = AC.

b) Si det (A) # 0, existe A y, multiplicando a la izquierda por Ala igualdad AB = AC, se obtiene:
A" AB=A"AC;IB=IC;B=C.
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2.72.(PAU) Encuentra dos matrices, X e Y, de orden 2 x 2 con coeficientes en R, tales que

AX+BY=C . _(1 2\ o_(1 -4 _(6 7
{ AX=Y’SIend°'A_(—1 OJ’B_(—Z _,JyC—(_z _5).

AX+BY=Cl v .By=c=(+B)Y=C Y=(+B) C.
AX =Y
. . _(1 0 1 4\_(2 -4). 1__1(0 4
Calculamos lamatriz /| + B: | + B = (0 1) + (_2 _1j = (_2 0),(/+B) "3 (2 2]

i i v 1 (0 4y(6 7Y_ 1(-8 -20\_(1 25
Sustituyendo en la expresion de Y: Y__§ (2 2) (_2 —5) -3 (8 p ) = (_1 _0’5)
Calculamos X despejandola en la segunda ecuacion: AX=Y —» X = Ay
Hallamos la inversade A: A= [ |, 2] = at=1 (0 2

-1 0 2 1 1
: v_ 1(0 2y(1 25Y_1(2 1\ _(1 05
Calculamos finalmente X: X = 51 1) (_1 —O,SJ =5 (0 2) = (0 / j
” : y=(1 05).y,_(1 25
Solucion del sistema: X = (O y ) Y (_1 —0,5)
5 8 11 4 2 A 3 7
2.73. (PAU) Dadas las matrices reales A = (9 4),B= (2 3 2), C= —13 ‘21 yD= (1 2)_

a) Calcula la matriz M= A — 2BC.
b) Justifica que existe la matriz D -, inversa de D, y calcula tal matriz.

c) Calcula las matrices X, Y que cumplan la siguiente relacion: DX = M = YD.

SRR R R L R

b) Como |D| = —1, la matriz D tiene inversa. D' = —(_21 _37) = (_12 _73)

) o _(2 7)(9 14)_(-165 0
c)DX=M=X=D M:X—(1 _3)(_21 4)'(72 2)

) oy (9 14 (2 7TY_(4 21
M=YD = Y=MD :>Y—(_21 4)(1 _3)_(46 —159j

2.74.(PAU) Halla, si existe, una matriz A cuadrada 2 x 2 que cumpla las siguientes condiciones:
1. Coincide con su traspuesta.
2. Verifica la ecuacion matricial: (_11 _11) A (1 _1) = (_33 _33) .

3. Su determinante vale 9.

De 1 se deduce que la matriz A debe ser simétrica: A = (Z Zj .

(1 1Y(a bY(1 -1\ _(-3 -3 a+b -a+d) _ (-3 -3 at+b=-3
pezsedceawce: (Y 1)(5 G)(o 7)=(3 T)= (A 35 3)3{—a+d=—3
De 3 se deduce que: |A|=ad - b*=9

a+b=-3
Resolviendo el sistema { —a+d =-3, se obtiene a=-2; b =-1; d=-5. Por tanto, A = (_2 _1j

-1 -5
ad-b*=9
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2.75.(PAU) Se llama dimension de un espacio vectorial generado por un grupo de vectores al rango de la
matriz cuyas filas son las coordenadas de dichos vectores.

Calcula la dimension del espacio vectorial generado por los vectores (1, 2, 3, 123), (4, 5, 6 456),
(7,8,9,789) y (2, 4, 6, 246).

12 3 123 12 3 123 1 2 3 123

456 45| _ |2 10 210/ __ |2 1 0 210|_
917 8 9 789| "9 |4 2 0 420090 0 0 o0 | 2

2 4 6 246 000 0 000 0

Por tanto, la dimensién del espacio vectorial generado por esos vectores es 2.

PROFUNDIZACION
2.76.Sean A y B dos matrices cuadradas regulares de igual orden. Demuestra:
a) (A7) =A b) (4)" = (47 c)(AB)" =B~ A™"

a) (A A =L (A"YA=1 PorserAregular= (A") = A

b) Multiplicamos por la derecha los dos miembros de la igualdad por Al

AY A =AY A = 1= (AT Al (AT =AY

c¢) Multiplicamos por la derecha por la matriz AB.

(ABY'AB=(B"'A")AB= (AB)' AB=B (A" A)B=B"1B=B" B=1, por tanto, la igualdad dada es cierta.
a b -2a 3b

2.77.(PAU) Se considera la funcioén: f(x) = _01 f1 g g

0o 0 1 x
Sabiendo que f(0) = -3 y f(1) = f(-1), determina ay b.

Desarrollando el determinante, se tiene: f (x) = ax® + bx? —2ax + 3b
Comof(0)=-3=3b=-3=b=-1
f(1)=f(-1)=>a+b-2a+3b=-a+b+2a+3b=a=0

1 1 1 1
1 1 1
2.78.Se llama determinante de Vandermonde, a determinantes delaforma: |[a b c |, :2 :2 gz g, .
a2 b2 cz a3 b3 c3 d3

a) Comprueba que si a, b y ¢ son distintos entre si, el determinante es distinto de 0.

b) Desarrolla el primero y, a partir del resultado, halla el segundo.

T 1 1 @ |1 1 1 1 1 1 (@) (3)
a b c¢c|=|0 b-a c-a|=|0 b-a c-a | = b(bb_—aa) c(cc_—aa) =
a® b* c? 0 b*-ba c*-ca 0 bb-a) c(c-a)
=(b—a)(c—a)‘; l‘=(b—a)(c—a)(c—b).

1) A cada fila le restamos la anterior multiplicada por a.
2) Desarrollamos por la primera columna.
3) Sacamos factor comun (b — a) de la primera columna y (¢ — a) de la segunda columna.

Razonando de forma analoga, se obtiene:

11 1 1

2 b5 Sl=b-a(c-a)(d-a)(c-b)(d-b)(d-0)
a: b* ¢ ad?

Si a, b, ¢ y d son distintos entre si, el valor del determinante es distinto de 0.
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X X X X
2.79.(PAU) Resuelve la ecuacion: ; 3 2 )1( =0
x x 10
§ )1( E)( j(( § 19x —ox 8 T-x 0
Restamos a cada columna la primera: x 0 x 1] " |x X 0 1-x| =X| X 0 1-x|=
- B 0 1-x —x
x x 10 x 0 1-x -x

=x(0¢—(1-x®)=0=> x=006 x*-(1-x)*=0. x* = (1 — x)?, tiene como solucién real x =
Asi, x® —(1 — x)® = 2x* — 3x* + 3x — 1 se puede dividir por ( x—%j , y resulta 2x* — 2x + 2 = 0, cuyas raices (no

1+4/3
>

reales) son x =

1 1+/30 1-V3i

Las cuatro soluciones son: 0, —,
2 2 2

2
2.80.(PAU)Averigua, segun el valor de a, el nUmero de raices reales que tiene la ecuacion : ); ;z : =0
a a a x*?
Sumamos a la primera columna las otras tres:
x> a a a Xx*+3a a a a 1 a a a 1 a a a
a x* a a|_|x*+3a x* a a|_,. 1 x* a a|_,. 0 x*-a O 0 |_
a a x* a X*+3a a x* a (x* + 3a) 1 a x* a (x* + 3a) 0 0 x?—a 0
a a a x? x*+3a a a x*? 1 a a x? 0 0 0 x?-a
= (x® + 3a)(x*-a)?
Por tanto, la ecuacién es: (x* + 3a)(x®* — a)® = 0 y sus raices reales son:
e Sia =0, una Unicaraiz: x = 0. e Sia >0, dos raices: x = i\/g ¢ Sia <0, dos raices: x =+~ -3a
a 0 b 0
.. _ | b+1 a 00
2.81.(PAU)Si A= 0 b+1 0 a
0 0 a b

a) Prueba que para cualquier valor de ay b, el rango de la matriz A es mayor o igual que 2.

b) Determina un par de valores reales de a y b para los cuales sea rg A = 3 y otro par de valores de ay b
de forma que rg A = 4.

a) Calculamos los siguientes determinantes de segundo orden, extraidos de la matriz A:

2=l g =a2;A2=‘2 2‘=bz; aa= |70yl =y
Sia#z0,A1#0=rg(A)=2 Sia=0,yb#0, A220=rg(A) =2
Sia=0yb=0, Az3x0=rg(A)=2. Por tanto, el rango de A siempre es mayor o igual a 2.
a 0 b O
b) A| = ba” 2 8 2=—a4+b2(b+1)2;—a4+b2(b+1)2=0:>a4=b2(b+1)2
0 0 a b

e Para b = 1, sustituyendo se obtiene a = + J2 .Para estos valores la matriz A es la siguiente:

N2 0 1 0 2 o 1
2 N2 0 0
A= ;rg(A)=3yaque | 2 2 0|#0yJAl=0
0 2 0 \/E a(A) yaq 0 5 0 y |A|
0 0 v2 1

e Sihacemos a=0y b =1=]A| # 0y en consecuencia rg(A) = 4.
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2.82.(PAU) Calcula la matriz X en la ecuacion A® X = B, siendo B = [1 ‘2) yA= (a bj cona+d=1y |A=1.

.2 (@ b)(a b) _(a*+bc ab+bd
Calculamos: A (c d)( dj (ca+dc cb+d2)
)=1
=1

Del enunciado se deduce: det(Ad - } = ad-be = 1} a(l-a)-be=1
a+

a+d=1 d=1-a

Andlogamente: det(A)=1} - ad—bc:']} - (1-d)d -bc =1

=>d-d?-bc=1;P+bc=d-1.
a+d=1 a+d=1 a=1-d

Por otro lado: ab+ bd=b(a+d)=b;ca+tdc=c(a+d)=c

i s 2 p2_f(@a=-1 b Y_(a by (1 0)_,_
Sustituyendo en la expresion de A% A (c d—1) (c d) (0 1) A-1
Calculamos A% A*=A2-A=(A-)-A=A2-A=A—I-A=—| Luego: A*=—l, (A% '=(-l"=—/

0 3

De la expresion A° X = B, despejando: (A% A® X = (A" B, X=(A%'B=(-))B=-B= —(1 ‘Zj = (‘1

1 1 1
log3 log30 log 300
(log3)* (log30)> (log300)>

2.83.(PAU) Calcula el valor del determinante:

Conviene recordar que:
log30=log (3-10)=1log3+log10=1+log 3 log 300 =log (3-100)=1log 3 +log 100 =2 + log 3

1 1 1 1 1 1
log3 log30 log300 log3 1+log3 2+log3
(log3)* (log30)* (log300)? (log3)* (1+log3)* (2+log3)?

Restamos a cada columna la anterior, y se obtiene:

1 0 0 ] ]
(llc?gge?)z 1+21IogS 3+21I093 ~ [1+2log3 3+2|093‘=3+2IO(‘]’3_1_2IO(‘]’3=2

RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

a 0 2
21. ElrangodelamatrizA=|0 b 1| es:
0 0 5

A)1,sia=b C)3,siab+0.
B)2,siazbyab=#0 D)3,siazb

E) Ninguna de las anteriores

C) Para que la matriz A tenga rango 3 se tiene que cumplir la siguiente condicion a-b #0.

2 1
3 4

“(F 72 (4 72 54 2)
5 (45 3 o (3 73

D) La matriz adjunta es Adj (A) = (4 ‘3j .

2.2. La matriz adjunta de la matriz A = ( ) es la matriz:

1 2

} =a-a*-bc=1a>+bc=a-1.

0

2
-3

)
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X a b
2.3. Las soluciones de la ecuacion |b x a| =0son:
b a x
A) No tiene solucién real. C)x=-a-b E)x=b,x=a,x=0
B)x=a D)x=-a-b; x=a; x=b
x a b x+a+b a b 1 a b 1 a b
D) |b x a|=|x+a+b x a|=(x+a+b)|1 x a|=(x+a+b)|0 x-a a-b|=
b a x Xx+a+b a x 1 a x 0 x—b
=(x+ta+hbh)(x—-a)(x-b)=0=>x=—(a+b);x=a;x=b.
2.4. Siuna matriz es de orden 3y |A| = -2, el determinante de 4A es:
A) -2 C)-128 E) Ninguno de los anteriores

B) 16 D) 64

C) det (4A) = 4° det A = 4° (-2) = -128

2.5. Sabiendo que det (F1, F2, F3) = 4, el valor de det (—F3, 5F1 + F2, 2F;) es:

A)20 B)8 C)0 D)-8  E)125

B) det (—F3, 5F1 + F, 2F1) = det (—F3, 5F, 2F1) + det (—F3, Fo, 2F1) = -2 det (F3, Fo, F1) =2 det (F3, F, Fg) =
=2 det (Fy, Fs, F2) = 2 det (Fy, Fo, F3)=2-4=8

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas:

2.6. Sea A una matriz regular de orden 3, entonces se verifica:

2.7.

_ 1
A) |A7 = TA] C)[2A|=2°|A|  E) |AT1=—A|

B) |AY= |A" D)JAAT"=1

Son todas correctas, salvo la E: |A‘| =—A|
x—-a-b a b
Dada la ecuacion c x-b-c b =0
c a x—-a-c¢

A) x =0 es una solucion. C) x=a+ b+ ces unasolucion. E) Ninguna de las anteriores.
B) x = a es una solucion. D) x = b — c es una solucion.
x—a-b a b X a b 1 a b

c x—-b-c b = |x x-b-c b =x |1 x-b-c b =

c a X—a-c X a X—a-c 1 a X—a-c

1 a b
=x|0 x-b-c-a 0 =x(x—a—b—c)2=0:> x=0 bédx=a+ b+c. Soncorrectas Ay C.

0 0 x—a-c-b
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Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:

2.8. a) Una matriz cuadrada es inversible si su determinante es no nulo.

b) Una matriz cuadrada es inversible si su rango coincide con su orden.

A) a=b, pero b = a D)azbybs=a
B) b=a, peroa=b E) Ninguna de las anteriores
Claeb

C) a & b. Ambas proposiciones son equivalentes, en consecuencia,a= by b = a.

Senala el dato innecesario para contestar:

2.9. Para resolver la ecuacion matricial XAB — XC = 2C, donde X es la matriz incégnita, nos dan los siguientes
datos:
a) Las matrices A y B son equidimensionales.
b) Las matrices AB y la matriz C tienen el mismo orden.

c) La matriz AB — C es regular.

d) |[AB-C|#0
A) Puede eliminarse el dato a. E) No puede eliminarse ninguno.
B) Puede eliminarse el dato b. D) Puede eliminarse el dato d.

C) Puede eliminarse el dato c.

A) Puede eliminarse el dato a ya que no solo es innecesario, sino que es posible resolver el ejercicio sin que las
matrices A y B sean equidimensionales. Lo que es imprescindible es que AB tenga el mismo orden que la matriz
C y ademas que la matriz AB — C sera regular para que tenga inversa.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:

a 0 o0
2.10.La matrizdadapor A= |2 5 0| tienerango 2.
1 4 ¢
L .la 0
a)Siac=0ya#0oc=#0 b) Si 2 5 #0
A) Cada afirmacién es suficiente por si sola. D) Son necesarias las dos juntas.
B) a es suficiente por si sola, pero b no. E) Hacen falta mas datos.

C) b es suficiente por si sola, pero a no.

B) La afirmacion a es suficiente por si sola, pero no b. Obsérvese que b es insuficiente pues

a 0 o0
a 0 #0= (2 5 0| puede ser distinto de 0, bastaria que c # 0.
25 1 4 ¢
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B Sistemas de ecuaciones

3.L

3.1

3.1.

3.2

ACTIVIDADES INICIALES

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

a) 2x+y=5 b) 2x+y=0 o) 2x+y=5 d) 2x+y=0
4x -2y =-2 —-6x-3y =0 4x+2y =7 5x-3y=0
2x+y=5 4x+2y =10

a 8x=8=x=1y=3

){ 4x -2y =-2 {4x—2y=—2:> = Y
2x+y =0

b) = x=A, y =—2A, ya que las dos ecuaciones son equivalentes.

—-6x-3y =0

c) {4);1}2/_ es incompatible.

d) 2x+y =0 6X+3y=0:x=0,y=0
5x-3y = 0 5x-3y =0

En cada caso, escribe un sistema de ecuaciones cuya solucion sea la sefialada.

x=1+A x=4-3)
=3,y=-2 b =-4,y=5 d

a) x=3,y ){y=—2—x c) x Y ){ -

Respuesta abierta. Por ejemplo:

a) x+y=1 b) X+y=-1 o) x+y=1 d) x-3y=4
X—y=5 2x+2y =-2 2x+3y =7 2x-6y =8

EJERCICIOS PROPUESTOS

Escribe los siguientes sistemas en notaciéon matricial.

2x — =1
3t—2r+5=0 X-y+3z
) trr—3=1 b) <3y+2z=4

- -4x+5y =0

3 (3 7))-(7)

(& 7 8-

Escribe en notacién ordinaria los sistemas de ecuaciones correspondientes a las siguientes ecuaciones
matriciales.

1 -2 0)(a) (2 Y A [
a)|3 3 —1||b|=|0 DN A A
2 1 5)(c -2 0 2 -5/\Z 0
a-2b=2 3)jr_2+z4=3—2
a) 13a+3b-c=0 b) 1 y3 22‘_1
2a-b+5¢c=-2 XSy Hez=
2y-5z=0
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3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

Comprueba que los siguientes sistemas son equivalentes:

2x-4y =5

2x—-4y =
a) {;3 y_75 b){x+3y=7
y= 3x-y=12

Basta observar en el segundo sistema que la tercera ecuacion es suma de las otras dos.

xX+2y =3

. Ahade una ecuacion a este sistema de
4x -3y =1

Considera el siguiente sistema de ecuaciones: {

manera que resulte un sistema equivalente.

Una ecuacion posible puede ser la suma de las dos ecuaciones, es decir, 5x — y = 4.

(PAU) Resuelve por el método de Gauss los siguientes sistemas:

x+2y+z=1 X+y+z=3
a) {2x+y+2z=2 b) {x+2y+3z=6
xX+y+z=1 2x+y=2
X+2y+z=1 X+2y+z=1
X+2y+z=1 x+z=1 x=1-z
a) \2x+y+2z2=2 ——— 1-3y=0 - - N
3*511 y=0 y=0 y=0

X+y+z=1 -y =0

Si a zle damos el valor A, entonces x=1-4,e y=0.

Por tanto, las soluciones son: x=1-A,y=0; z=A.

X+y+z=3 X+y+z=3 X+y+z=3
b) {x+2y+3z=6 ——— y+2z=3 —55— Y +22=3
2X+y =2 |y —2z=—4 0=-1

El sistema es incompatible.

x-y+z=0
2y +3z=3
(PAU) Resuelve por el método de Gauss el siguiente sistema: X+Ly+oz
2x-y+3z=1

4x+3y+9z=7

X-y+z=0 X-y+z=0 x-y+z=0
X+2y+3z=3 3y+2z=3 -z=0
2x-y+3z=1 23t |y+z=1 22 |y+z=1
4x+3y+9z=7 “° |7y+5z=7 —2z=0

De la segunda ecuacion obtenemos que z = 0, y sustituyendo en las demas se obtiene que y =1, x = 1.

2x-4y =5
Resuelve el siguiente sistema, utilizando el método de la matriz inversa: {x)i 3yy_ 7
3 2 43
2 -4\(x\_(5 - A | 10 5/(5)-|10
(1 3)(}/) (7j:>Ax B=x=a-18.x=| 19 §/(7)=]T
10 5 10
Por tanto, x = E;y= i
10 10
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3.8. Utiliza el método de la matriz inversa para resolver, en caso de que sea posible, el siguiente sistema:

2x+3y =1
4x +6y =2
(‘21 gj (;) = G) = AX = B. Como |A| = 0, no existe matriz inversa, y no se puede resolver por este método.
2x+3y =1 x—l(1—3X)
y= S 2x+3y=12x=1-3y ) . El sistema tiene infinitas soluciones.
4x+6y =2 y=2

3.9. (PAU) Resuelve, si es posible, por el método de la matriz inversa, el siguiente sistema:

X+y+z=4
2x+3y—-z=5
3x+4y—-z=2

11 -1\ (x) (4 1 -3 2\(4) (-7
2 3 1|ly|=|5|=2AXx=B=Xx=A"B=>Xx=|-1 2 -1||5|=]|4
3 4 -1)(z) |2 -1 -1 1)l2) (-7

Por tanto, x=-7; y=4;z=-7.

2x+3y—-5z=4
3.10.Resuelve, si es posible, por el método de la matriz inversa, el sistema {x+y—-z=1

y-3z=2
2 3 5)\(x 4 2 3 -5
11 Ajly|=|1]|.Como|Al=|1 1 -1|=0, no existe matriz inversa, y no se puede resolver por este
0 1 3)lz 2 0 1 -3

método.

El sistema dado es equivalente al sistema que se obtiene al eliminar, por ejemplo, la primera ecuacion:

1 x=-1-2k
{Xt};;;z y=2+3k
y= z=k

Por tanto, las soluciones son x = -1-2k; y =2 + 3k; z = k.

3.11.Resuelve, por el método de Cramer, los siguientes sistemas:

Bt A U S
‘0 3 ‘2 0
a) det (C1, C2) = f g‘=4-3=1¢o;x=#=3;y= 11—1 L
4 1 3 4
b) det (C1, C2) = _32 _21‘=4¢0;x= 342 =%;y= ‘243 zg
N R
¢)det (C1, C2) = | * ﬂ:e ¢0;X=%:%;y= ‘16‘7.:‘?1
5 5 5
d) det (C1, C2) = | ;‘:23 ¢0;X=%:%;y=%:%
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3.12.(PAU) Averigua para qué valores del parametro b el siguiente sistema es de Cramer.

2x-by +2z=-1

2x+y=3
4x+3b-1=0
2 -b 2
El sistema es de Cramer para cualquier valorde b,yaque 2 1 0/=-8=0.
4 0 O
-1 -b 2 2 1 2 2 b A1
3 10 2 3 0 2 1 3
-3 0 0 1-3p |4 1-3b 0_3b+5x_4 0 1-3b] 3b*+8b-3
- -8 4T -8 o2 T -8 - 4

3.13.Encuentra la solucion a los siguientes sistemas, utilizando la regla de Cramer.

OO O -~

2y-t=0
-X+y+z=2 -X+y+z=2 x+ey
y+z+2t=0
a){x+2y—-z=1 c) 42x+2y+z=-1 e) P
2 _ = =1 -
X-y+z=0 3x+3y+z 7o t=1
3x-2y-2z=4 2x-y+3z=1 X+y=a
b) {-x+4z=-1 d) 3x+2y+z=0 f)Jy+z=1+a
2x-5y—-6z=-7 4x+y+4z=1 x+z=1-a
2 1 1 -1 2 1 -1 1 2
111 1 2 -1 1 1 -1 1 2 1
- 0o -1 1 2 0 1 2 10
a1 2 1=-9;, x=——1=0y=t—1=1z=1 11
2 1 1 -9 -9 -9
4 -2 -2 3 4 -2 3 -2 4
-1 0 4 -1 -1 4 -1 0 -1
3 2 -2 7 5 -6 2 -7 -6 2 5 -7
b)|-1 0 4|=46; x=—=3,y=—=2,z=—=l
2 5 -6 46 46 46 2
11 1 111 2
c) |2 2 1=0.No se puede utilizar la regla de Cramer. Como rg|2 2 1 -1|=3, el sistemaes
3 3 1 3311
incompatible.
1 -1 3 2 13 2 11
0 2 1 3 0 1 3 20
2 13 1 1 4 4 1 4 1 |4 1 1 2
3 2 1=7;, x=——=0y=——"—=—,Z2= ==
4 1 4 7 7 7 7 7
0 2 0 -1 10 0 -1 12 0 -1
o1 1 2 00 1 2 010 2
12 0 -1 10 1 1 o1 1 1 00 1 1
o1 1 2| 1t o1t -4 _ 011 -1 100 1 1
e) 00 1 1 =-2; x= > =2,y= > =-1z= > =1t
o0 1 -1
a 10 1 a 0 11 a
1+a 1 1 0 1+a 1 0 1 1+a
110 1-a 0 1| —a |1 1-a 1 3a_ [1 0 1- a
o 1 14=2; x=———"=—y=t—— =" 7= 11—
10 1 2 2 2 2 2 2

- 200
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3.14.Estudia la compatibilidad y resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones.

3x+y-z=5 x-2y+z=1
a) 2x-y+2z=0 b) {2x+3y+z=4
y+z=3 Ax-y+3z=7

a) Formamos la matriz de coeficientes M y la matriz ampliada M* y estudiamos sus rangos:

3 1 A 31 15
M=12 1 2|, M=|2 -1 2 0f;

0o 1 1 o 1 1 3
3 1 -1
rgM)=rg(M*)=3,yaque |2 -1 2|=-13=0.
o 1 1
El sistema es compatible determinado.
5 1 -1 3 5 -1 3 1 5
0 -1 2 2 0 2 2 10
x—3 1 1 12 |10 3 1 34 _ |0 1 3 5
T3 1Yt T a3 Tt 3 1
1 -2 1 1 -2 11
byM=(2 3 1|, M=|2 3 1 4|;
4 -1 3 4 -1 3 7
1 -2 1 1 o 1 -2 1
rg(M)=2,yaque |2 3 1:0y‘2 _3‘¢O;rg(M*)=3,yaque 2 3 4{#0.
4 -1 3 4 17

El sistema es incompatible.

3.15.(PAU) Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones, estudiando previamente su compatibilidad.

3x-2y+4z=8
2x+3y—-3z=4
x—-3y—-5z=-6
4x+4y +6z2=18

Formamos la matriz de coeficientes My la matriz ampliada M* y estudiamos sus rangos.

3 2 4 3 2 4 8
12 3 3] . |2 3 -3 4
M=13 3 5M=11 3 5 6|
4 1 6 4 4 6 18
3 2 4

rgM)=3,yaque |2 3 -3| #0yrg(M*)=3,yaque |M|=0
1 -5

Como rg(M) = rg(M*) = nimero incognitas, el sistema es compatible determinado y tiene solucién unica.

Por otra parte, podemos eliminar la cuarta ecuacién por depender linealmente de las otras tres anteriores ya que
3x-2y+4z=8

|[M*| = 0, entonces el sistema dado es equivalente al sistema: {2x+3y-3z=4
x-3y-5z=-6

Resolviendo por Cramer: x=2,y=1,z=1.
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x-2y+z=0
3.16. Resuelve el siguiente sistema: { x+5y—-3z=0

3x+y-z=0
1 -2 1 1 o
Como |1 5 -3 =0y ‘1 5 ‘ # 0, entonces rg(M) = 2, asi que el sistema es compatible indeterminado.
3 1 -1
- - o . - X-2y=-z
Eliminamos la ultima ecuacién y transformamos el sistema en el siguiente: .
X+5y =3z

Resolviendo por Cramer, obtenemos la solucién: x = ;X Ty= ;k; z=A.
x+3y—-z+t=0
X+y+z-2t=0

xX+z+t=0

2x—-z+2t=0

3.17.(PAU) Resuelve el siguiente sistema:

Sea M la matriz de coeficientes. Calculamos su rango, hallando su determinante.

13 -1 1 20 4 7

|1 11 2111 2 I T A I
101 1| 7% (1 0 1 1 K.
2 0 -1 2 2 0 -1 2

Por tanto, rg(M) = 4 = nimero de incognitas.

El sistema tiene solo la solucién trivial x=0; y=0; z=0; t=0.

3.18.Estudia la posicion relativa de los siguientes pares de rectas en el plano.

a) r: 2x+3y =7 ) t: x+2y =1
r':4x-y=7 t':2x+4y =2

b) s: x+2y=1 d) u: 7x+2y=7
s'i:x+2y=5 u':3x—-4y =3

Para cada sistema formamos las matrices de coeficientes M y ampliada M* y estudiamos sus rangos:

a) rg(M) = 2; rg(M*) = 2; el sistema es compatible determinado, las rectas son secantes, el punto de corte es la
solucion del sistema, x = 2; y = 1. Por tanto, el punto P(2, 1) es el Unico punto comun a las dos rectas ry r'.

b) rg(M) = 1; rg(M*) = 2; el sistema es incompatible, no tiene solucién; por tanto, no existe ningin punto comun a
las rectas sy s’. En consecuencia, las rectas son paralelas.

c) rg(M) = 1; rg(M*) = 1; el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones, es decir, infinitos
puntos comunes, por tanto, las rectas t y t son coincidentes.

d) rg(M) = rg(M*) = 2; el sistema es compatible determinado, las rectas son secantes, se cortan en P(1, 0).

3.19.Escribe los sistemas de ecuaciones correspondientes a las situaciones y las rectas representadas en las
siguientes figuras:

a) b)

(BN

[HIN

a) {Zx—y:O b) {2x—y:1
2x—y = X+y=5

w

Solucionario 61




Solucionario

3.20. (PAU) Dado el sistema de ecuaciones lineales {

3.21.

3.22,

3.23.

x—ay=2
ax-y=a+1

a) Discute el sistema segun los valores de a.

b) Resuélvelo cuando la solucién sea unica.

—a

a) |M|:‘; ¥=a"-1=0 = a=16a="-1

1.% caso: Vae R-{1,-1} = rg(M) =2 =rg(M*), el sistema es compatible determinado.
2.°caso: Paraa=1 = rg(M) =1 =rg(M*), el sistema es compatible indeterminado.
3.° caso: Paraa=-1= rg(M) =1 # rg(M*) =2, el sistema es incompatible.

a-a-2 a+2 _ -a+1_ -1

Para a e R - {1, -1} resolvemos este sistema por Cramer: x = > = Y= ==
a -1 a+1 a“ -1 a+1

X+2y+3z=2

Considera el siguiente sistema de ecuaciones: {2x+5y+4z=-1. Determina para qué valores del
x+3y+a’z=3a

parametro real a es compatible y resuélvelo cuando tenga mas de una solucion.

1 2 3
M|=]2 5 4|=a’-1=a=16a=-1.
1 3 &

1.° caso: Vae R-{1,-1} = rg(M) = 3 = rg(M*), el sistema es compatible determinado.
2.°caso: Paraa=1 = rg(M) =2 # rg(M*) = 3, el sistema es incompatible.
3.° caso: Para a = -1 = rg(M) = 2 = rg(M*), el sistema es compatible indeterminado.

Resolvemos en el caso en que a = —1. Eliminando por ejemplo la segunda ecuacién, obtenemos el
X+2y=2-3z

.Lasoluciones: x=12-7\1;y= -5+2\;z= A.
X+3y=-3-z

sistema: {

Dado el siguiente sistema de ecuaciones: {mx ~y=1
X—my =2m -1
a) Discute el sistema, segun los distintos valores del parametro m.

b) Interprétalo geométricamente.

a) Sean M=(T :;),M*:(T __’; 2m1_1);det(M)=1—m2=0 sim=+1

Sim =1, rg(M) = 2 # rg(M*) = 3 =1 rg(M*), el sistema es compatible indeterminado.
Sim=-1, rg(M) = 2 # rg(M*) = 3 =1< rg(M*) =2, el sistema es incompatible.
Para cualquier otro valor, el sistema es compatible determinado.

b) Si m={1,—1}: son dos rectas secantes.

Si m = 1: son dos rectas coincidentes.

Si m = —1: son dos rectas paralelas.

(PAU) Discute y resuelve segun los distintos valores del parametro a, el siguiente sistema.
{x +y+az=1

2x+z=2

rg(; (1) ?) =2=rg (; (1) 61’ ;) El sistema es compatible indeterminado, para cualquier valor de a.

- A(1-2
La solucioén es x=2 x,yz ( a),z=7»

2 2
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Método de Gauss

3.24.Resuelve por el método de Gauss los siguientes sistemas.

X+2y+z=1 X+2y+3z=1 x+y-z=1 2i;§y+::fz
a) 12x+y+2z=2 b) y+2z=0 )\ x-y+z=1 AW 3yy 52—_6
=1 3y =1 - =1 _
X+y+z x+3y X+ty+z 4x+4y +6z=18
X+2y+z=1 X+2y+z=1 X2V 471
a) 12x+y+2z=2 ——z— 1-3y =0 —>{ _}6 B
X+y+z=1 FaoE -y=0 =

Vemos que el numero de ecuaciones no triviales es 2 y que el numero de incégnitas es 3, por tanto, el sistema
es compatible indeterminado.

Si a z le damos el valor A, entonces x =1 - A, e y = 0. Por tanto, las soluciones son: x=1-Ax; y=0; z=A.
X+2y+3z=1 X+2y+3z=1 (x+2y+3z=1
b) \y+2z=0 —qy+2z=0 —y+2z=0
x+3y =1 y-3z=0 z=0
El sistema es compatible determinado. Solucion: x=1;y =0;z=0
X+y—-z=1 X+y—-z=1
C)<x—-y+z=1 —:2y-2z=0
-X+y+z=1 2y =2

El sistema es compatible determinado. Solucién: x =1, y =1, z =1

3x-2y+4z=8 X—-3y-5z=-6 X-3y-52=-6 X—-3y-5z=-6
ay) 2x+3y-3z=4 2x+3y-3z=4 L SyHrz=16 0 g 77216
x-3y-5z=-6  Aor 3x-2y+4z=8 pen |7y +192=26 NI 1;/2 1_22
- - A - z=
4x+4y+6z=18 4x+4y+6z=18 2.7 16y + 262 = 42

El sistema es compatible determinado. La soluciones x=2; y=1;z=1

3.25.(PAU) De los siguientes sistemas, analiza la compatibilidad y resuelve por el método de Gauss los que

sean determinados:

8x+y+4z=9 6x—-y+3z=6 X+y+z=1
a) {5x-2y+4z=6 b) {—6x+8y =-10 c) i3x-4y =5
x+y=1 2x-5y—-5z=4 7x-y-3z=8

8x+y+4z=9 8x+y+4z=9
a) {5x-2y+4z=6 —»{3x+3y =3 , restando F, -F,.
x+y=1 x+y=1
Como la segunda ecuacion y la tercera son equivalentes, el sistema es compatible indeterminado.
6x-y+3z=6 6x-y+3z=6 6x-y+3z=6
b) {—6x+8y=-10 —><7y+3z=-4 —><7y+3z=-4
2x-5y-5z=4 14y +18z=-6 |12z=2

El sistema es compatible determinado. La solucion es x = %,y = %,z = % .
X+y+z=1 X+y+z=1 X+y+z=1
C) 43x—-4y=5 —>:3x-4y=5 —>:3x-4y=5
7x-y-3z=8 10x+2y =11 23x =27
. . . . 27 -17 9
El sistema es compatible determinado. La soluciébnes x=—,y =——,z=—.

23 46
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3.26.(PAU) Resuelve, por el método de Gauss, el siguiente sistema, dejando como parametros libres las
incognitas de mayor subindice.
X+ X,—X;+X,— X, =0
X +X;,—x;=0
3x,+x,+x,—2x;,=0
—X,+X,—2X,+x,=0

X+ X, =Xy + X, —X; =0 X+ X, =X+ X, —X; =0
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 X1+X2—X3+X4—X5=0
X, +X,—Xx; =0 X,—2X,+x,=0
— —4X,—=2X,+Xx, =0 — X3 = X5, X, =2X5— X, X, =0
3X,+ X, + X, —2x, =0 2x,—3X, +2x,— x5 =0
—X;+X%; =0
=X, +X,—2X,+Xx, =0 2X, —3X, +2x,— X5 =0

Solucion: x, =0, X, =2u—-A, X; =W, X, =A, X; =l

Método de la matriz inversa

3.27.(PAU) Resuelve por el método de la matriz inversa los siguientes sistemas:

2x—y=4 xX+y+z=0 x-2y-3z=1
a) 3x+4y =1 c) 2x-y-3z=0 €){x-y+2z=0
y= x+y—-z=1 2x+y+z=3
X-y+z 5x—-2y =6 x-5y+3z=0
b) 12x -3y +2z=2 d) f)ix-y+z=1
xX+y=2
xX+y+z=3 x+y=1
17

2 4-(5 D=5l o) 4G)-()=6)-+ ()55 20|

11

1 -1 1\(x 1 1 -1 1
b) [2 -3 2][y} = [2] . La matriz [2 -3 2] no tiene inversa. Por tanto, el sistema no puede resolverse por
1 1 3 1 1 1

este método.

X—y+z=1 X—y+z=1
Utilizando el método de Gauss: {2x—-3y+2z=0 —»4-y =0 . El sistema es incompatible.
X+y+z=3 2y =2

11 1 (4 2 -2 X\ (4 2 -2)(0
c)A=|2 -1 3[;A"'==|-1 2 5|= |yl=—|-1 -2 5|0|=
1 1 -1 63 0 -3 z) 613 0 -3)l1

@ a=(3 P4 =;(—11 ) A(;jz(gjj(;jzﬁ (g)=;(11 §)(2)= z

N Lolow| ]

4
1 2 -3 1 (3 1 7 X\ 4 (3 -1 -7\ g
e) A=|1 -1 2 [A'=—|3 7 5|=|y|l=—=3 7 -5{0|=|=
2 1 1 -18{3 5 1 z) 83 5 1)(3) |3
3
-1
4 -5 3 1—13—2x1-13-20§1
HA=I1 1 1A"=—|1 3 Al=|y|l=—|1 3 —1|[1|=|2
11 0 —32—91z—32—911g
3
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3.28. (PAU) Resuelve los siguientes sistemas por el método de Cramer:

-x+y+z=3 xX+4y-8z=-8
a)ix-y+z=7 f) J4x+8y—z=76
x+y-z=1 8x-y-4z=110
x+y+z=11 X+y+z=2
b) 2x-y+z=5 d) {2x+3y+5z=11
3x+2y+z=24 x-5y+6z=29
X+y+z=6 x+y=12
c)x+z=4 h) <y +z=11
y+z=5 xX+z=29
X-y+z=3 2x+y—-z=15
d) <2y +3z=15 i) {5x-y+5z=16
3Ix+y=12 xX+4y+z=20
X+2y-3z=-16 X+y-2z=9
e) i3x+y-2z=-10 j)i2x-y+4z=4
2x-3y+z=-4 2x—-y+6z=-1

Resolvemos el primer sistema siguiendo todos los pasos. En los demas, por ser analogo el proceso, daremos

Unicamente la solucion.

3 1 1 -1 3 1 -1 1 3
-1 3_11—1116 1?—118 1_11120

S B e O Sk I R R
b) x = 4; y=25, z=2

c)x=1; y=2, z=3

d)x=3 y=3, z=3

e)x=1; y=5, z=9

f) x = 16; y=2, z=4

g)x=1; y=-2, z=3

h) x = 15; y=-3, z=14

i)x=5; y=4, z=-1

. 5

) x=6; y=-2, z=-

3.29. (PAU) Estudia la compatibilidad y el nimero de soluciones del siguiente sistema aplicando el teorema de

Rouché.

Teorema de Rouché — Frobenius

x+2y+z=1
2x+y+2z=2
3x+3y+3z=3

La tercera ecuacion se puede suprimir, ya que es la suma de las dos anteriores.

2, el sistema es compatible indeterminado.

(1 2 1 « (1 2 11 _ . —
M—(z y 2),M—(2 1 2 2).ComorgM—rgM—

La soluciones x=1-t, y=0, z=t.
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3.30.(PAU) Estudia la compatibilidad y el nimero de soluciones del siguiente sistema aplicando el teorema de

3.31.

Rouché.

X+2y+z=1
2x+y+2z=2
3z+3y+3z=4

La matriz de los coeficientes, M, y la ampliada, M*, son:

12 1 12 1 1
M=12 1 2|, M={2 1 2 2

3 3 3 3 3 3 4
rg(M) = 2, ya que la columna Cs es igual que Cq y las dos primeras columnas no son proporcionales.
rg(M*) = 3, pues det (Cq, C2, B) 20

El sistema es incompatible, ya que rg (M) = rg (M*).

(PAU) Sean Sy S’ dos sistemas de ecuaciones lineales con la misma matriz de coeficientes. Se pide:
a) Justifica con un ejemplo que uno de los sistemas puede ser compatible y el otro incompatible.

b) Si ambos sistemas son compatibles, ¢puede ser uno determinado y el otro indeterminado? Razona tu
respuesta.

X+2y+z=5
a) {x—-y+z=1 es compatible indeterminado ya que E3 = Eq + Ea.
2z+y+2z=6

X+2y+z=5

X-y+z=1 es incompatible y, en cambio, tiene la misma matriz de coeficiente.

2z+y+2z=3
b) Si un sistema es compatible determinado: rg(M) = rg(M*) = n siendo M la matriz de los coeficientes, M* la
matriz ampliada y n el nimero de incognitas; mientras que si es indeterminado: rg(M) = rg(M*) < n.

Por tanto, como la matriz M es la misma para los dos sistemas, no es posible que uno sea determinado y otro
indeterminado.

3.32.(PAU) Aplica el teorema de Rouché-Frdébenius para decir como es el siguiente sistema.

ax+by+cz=a+b+c
bx+cy+az=a+b+c
cz+ay+bz=a+b+c

Hallamos el rango de la matriz ampliada M*:

a b ¢ a+b+c a b c O
M={b ¢ a atb+c|——|b ¢c a 0

C4-C,-C,C;
c a b a+b+c c a b O

Se verifica que rg(M) = rg(M*). Por tanto, el sistema es compatible.
Una solucion evidentees x=1,y=1,z=1.

Segun como sean a, by ¢, habra mas soluciones o no.

Si |[M|] # 0, esta es la Unica solucion.

Si |M| = 0, habra mas soluciones distintas de la dada
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3.33. Para cada uno de los siguientes sistemas:
2x+y+z-t=1
IV. i x—-y+3t=2

3x-2y+5z=-1

| x-3y+z=-1 x+2z=-1 " -3x-y-2z=0
x+2y =3 " 13x+z=4 T2y -z=-2

a) Anade una ecuacion de forma que el sistema resultante sea incompatible.
b) Anade una ecuacion de forma que el sistema resultante sea compatible indeterminado.

a) Afladimos a cada sistema la ecuacion resultante de la suma de las otras, sumando 1 al término independiente.
Por ejemplo, en el primer sistema la suma de ambas ecuaciones seria 2x—y +z =2, por lo que la ecuacién que

anadiremos serd 2x—-y+z=3.

b) Afadimos a cada sistema la ecuacion resultante de la suma de las ofras.

Sistemas homogéneos

X—-y+3z+14t=0
3.34.(PAU) Discute y resuelve el siguiente sistema: {2x-2y +3z+t=0
3x-3y+5z+6t=0

1 13 14 0 1 -1 3 14 0 1 -13 14 0 113 14 0
2 23 10| —%—|0 0 3 -27 0| —/— |0 9 0] —%— |0 1 90
1 0

3 35 6 0) A% (0 0 -4 -36 0

A3R

X—y+3z+14t=0

El sistema dado es equivalente a { . Sistema compatible indeterminado.

z+9t=0
x=A+13u
Haciendo t=n , se obtiene la solucion y="~
y=»A z=-9u
t=pn

3.35.(PAU) Discute y resuelve los siguientes sistemas:

2x+3y+2z=z X::t;_t=o
a) {2x—-y+4z=x py Y27
4x+12y -5z = 3x+t=0
y kd X+y+z=0

a) Operando en las ecuaciones, y colocando la segunda ecuacién en primer lugar se obtiene el sistema:

X-y+4z=0

2x+3y+z=0

4x+11y-5z=0

1 -1 40 1 -1 40 1 -1 4 0 1 -1 40

2 3 10 —4%—|0 5 -7 0| —5—|0 & 7 0| —%—>|0 5 -7 0

4 11 -5 0 4 11 -5 0 0 15 -21 0 0 0 0O

. S . L _ 13h . _ T __
El sistema es compatible indeterminado. Su solucién es x = — 5 y= 5 zZ=A.
b)

11110 11 110 11 110 K
0 11 00 0O 1 1 0O 0o 1 1 00O 0 0 -6 4 0
3 00 10 P 0 3 -3 4 0 R 0 0 6 4 0| A 1
1 11 00 0 2 0 10 0 0 -2 10 0 3 0
rg (M) = 4 = numero de incognitas, luego el sistema lineal homogéneo no tiene mas solucién que la trivial:
x=0;y=0;z=0;t=0.
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Interpretacion geométrica de sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas

3.36.(PAU) Estudia las posiciones relativas de los siguientes pares de rectas:

r: x-2y=4 s: x+5y=3
3 {r':2x—y=1 ¢ {s':x—3y=2
) t: 2x-y =1 ) k: x-2y=2
t':4x-2y =2 k':x-2y =6
I'x—i =4 m: 2x=5
c)q 2Y " ){m'.'3 _9
I':2x-3y =4 Y=
n: y=x p: 6x-3y=4
d h
){"':.V=—X ){p':3x—3y=4

Para cada sistema formamos las matrices de coeficientes M y ampliada M*:

a) rg(M) = 2; rg(M*) = 2, el sistema es compatible determinado, las rectas son secantes, el punto de corte es la
solucion del sistema, x = %2,y = %7 .

b) rg(M) = 1; rg(M*) = 1, el sistema es compatible indeterminado, las rectas son coincidentes.
c) rg(M) = 1; rg(M*) = 2, el sistema es incompatible y las rectas son paralelas.

d) rg(M) = 2; rg(M*) = 2, el sistema es compatible determinado, las rectas son secantes, el punto de corte es la
solucion del sistema, x=0, y = 0.

e) rg(M) = 2; rg(M*) = 2, el sistema es compatible determinado, las rectas son secantes, el punto de corte es la

- . 19 1
solucion del sistema, x = ?,y =3

f) rg(M) = 1; rg(M*) = 2, el sistema es incompatible y las rectas son paralelas.

g) rg(M) = 2; rg(M*) = 2, el sistema es compatible determinado, las rectas son secantes, el punto de corte es la

- . 5 2
solucion del sistema, x = E,y =3

h) rg(M) = 2; rg(M*) = 2, el sistema es compatible determinado, las rectas son secantes, el punto de corte es la
solucién del sistema, x =0,y = % .

3.37.En cada caso, escribe un sistema de ecuaciones lineales que se corresponda con las situaciones
descritas en las figuras.

a) b) c) d)
r r=s d r
1/ 1 1 1 r
o1 X 1 X 1 L NX
a) 3x-4y =-6 b) 2x-4y =-6 o) x+y=1 d) xX-2y=-4
X+2y=8 xX—-2y=-3 X+y=3 X+y=2
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Sistemas que dependen de parametros

3.38.(PAU) Discute y resuelve, segun los valores del parametro, los siguientes sistemas:

2x-y=a xX+ay-z=1 X+2y+z=2 ax+y-z=0
a) sax+3y =4 e)i2x+y—az=2 i) 12x-y+3z=2 m){x+2y+z=0
3Ix-y=2 x-y-z=a-1 S5x-y+az=6 3x+10y+4z=0
xX+Ay+z=1 ax+y+z=a -x+z=2
*x+a’y+az=1
b) {ax zay az f)i2x—-y+Az=2 j)ix+ay+z=1 n) sax+y+2z=3
x+a‘y+z=0
X+y+iz=3 xX+y+az=1 4x+ay—-z=1
xX+2y=5 ax+y+z-4=0 ax+y+z=1 2x+3y =5
c){3x-ay=a g)sx+y+z+1=0 k) sx+ay+z=a n) {x+2y =1
S5x+ay=7 x—ay+z-1=0 xX+y+az=a’ ax+y=3
a’x+3y+2z=0 x+y-z=1 x+oy+z=0+2 x+3y-3z=A\?%
d)iax-y+z=0 h) tax—-y+z=a )ix+y+0z=3 0) {x-y+5z=1
8x+y+4z=0 x—ay+3z=a X+y+z=30 Ax—y—-4z=2)\
2 1 2 1 a
ayM=|a 3|, M=|a 3 4]|;rgM)=2, rg(M*)=2si|M*|=0,esdecir,sia=16a=-8.
3 1 3 1 2

Sia=1,lasoluciones x=1,y=1.Sia=-8,es x=10, y=28. Siae R-{1, -8}, el sistema es incompatible.
2

2 2 2
b) M = (31 ‘:2 ?) s M* = (31 :2 ? (1)j Para a =0 6 para a = 1, rg(M) = 1. Para cualquier a, rg(M*) = 2.

eV ae R-{0, 1}, rg(M) = 2 = rg(M*). El sistema es compatible indeterminado. Aplicando la regla de Cramer, se
a*k(a-1)+1 a’k(a® —1)+1

obtiene: x = cy=k z=
a@a-1) 7 a(1-a)

¢ Sia=0, a=1, el sistema es incompatible.

C)|M*|=-a*+43a-42 =0=>a=1;a=42.

eVae R-{1,42}; IM*| #0, rg(M*) = 3; como rg(M) = 2, el sistema es incompatible.

e Paraa=1, rg(M) =rg(M*) = 2, el sistema es compatible determinado; y tiene solucién tUnica: x =1, y = 2.
e Para a =42, rg(M) =rg(M*) = 2, el sistema es compatible determinado: x =%.y = —%.

d) M |=-5a*-10a+40=-5(a@a-2)(a+4)=0=>a=2;a=-4.

eV ae R-{2,-4}, rg(M) = 3. El sistema unicamente tiene la solucién trivial, x=0; y=0; z=0

4x+3y+2z=0 Ax+3y = 27 K
eParaa=2, {2x-y+z=0 —>{2X y__z —>x:—§,y:0,z:k
8x+y+4z=0 y=
16x+3y+2z=0
Xwoyrez —A4x-y=-z 5k
eParaa=-4, {-4x-y+z=0 — - X=——,y =6k, z=k
8x+y=-4z 4

8x+y+4z=0

e)IM|=-a*+a+2;, M=0sa=2a=-1

e Sia#2ya=-1.Eneste caso, [M| #0; rg(M) =3 =rg(M*). El sistema es compatible determinado.
2-a. __ 2a-1

at1'" a+1’

e Sia=-1:rg(M) =2 <rg(M*) = 3. El sistema es incompatible.

e Sia=2:rg(M) =rg(M*) =2, el sistema es compatible indeterminado =x=A+1,y=0,z=A
IM=-A-1)A+3)=0 = A=11=-3

Por Cramer se obtiene: x =a; y =

2 f—
o SiA# 1y A=#-3. Sistema compatible determinado: x = K —2k+5 (Y=
k?+2k-3

e SiA=16AL=-3= rg(M) = 2; rg(M*) = 3. Sistema incompatible.

2(k-2)
k2+2k-3"

_ 2(2k+)
k2+2k -3
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9 IM=@-1)(a+1)=0 =a=16a=-1.

_ (92
eSia#1ya=-1,rg(M) =3 =rg(M*). Sistema compatible determinado. x = S (Y= 2 ;Z= (a®+3a+6) .
a-1 a+1 (@+MN)(a-1)

eSia=16a=-1,rg(M) =2<rg(M*) = 3. Sistema incompatible.
h)IM|=(a+1)@a-3)=0=a=-1,a=3

eSia#—-1ya=#3, rg(M)=3=rg(M*). Sistema compatible determinado: x =1; y =

1-a
—_—Z .
a-3 a-3

* Si a =1, el sistema es compatible indeterminado. x =2, y = %—k, zZ= —l

2
® Si a =3, rg(M) = 2 <rg(M*) = 3. Sistema incompatible
i)IM=36-5a=0=a= %
eSia ¢§ , rg(M) = 3 = rg(M*). El sistema es compatible determinado: x = 2(3a-23) Y= 2a-14 ,Z= 2
5 5a-36 5a-36 5a-36

eSia= % , rg(M) = 2 < rg(M*) =3. El sistema es incompatible.

DIM=(@-12@+2)=0=>a=1,a=-2
eSiaz1ya=#-2, rg(M) =3 =rg(M*). Sistema compatible determinado. Solucién x=1; y=0; z=0.
¢ Si a = 1. Sistema compatible indeterminado, cuya solucién es x=A,y =u,z=1-A-u
e Sia=-2.rg(M) = 2; rg(M*) = 2. Sistema compatible indeterminado. x=Ay =-1+Az=-1+A
kK)IM|=(@a-1P((@+2)=0=>a=1,a=-2
a+1 . 1 = (a+1)?

eSiax1ya=-2,rg(M) =3 =rg(M*). Sistema compatible determinado: x = — J Y= ;
a+2 a+2 a+2

¢ Si a = 1. Sistema compatible indeterminado, cuya soluciénes x=A, y =y, z=1-A—u.

e Sia=-2.rg(M) = 2< rg(M*) = 3. Sistema incompatible.

DIM=(-1P=0=>a=1.

¢ Si o # 1, el sistema es compatible determinado. Por Cramer se obtiene x = 3o + 5; y = -2; z=-3.
e Si o = 1, es un sistema compatible indeterminado. Solucion: x =4, y =y, z=3-A-pn.

m) M| =-2a-5=0 :a=—g

eSia# —% = |M| # 0. El sistema solo tiene la solucion trivial: x=0; y =0; z= 0.

X+2y =-2
3x+10y =4z

n)M=a*+2a-3=0=>a=1,a=-3

eSia= —g , el sistema se reduce a { . Solucion: x =2, y =A, z=-4A

eSiae R-{1,-3}= rg(M) =3 =rg(M*). Sistema compatible determinado: x = - VY= yZ=

e Sia=1=rg(M) =2; rg(M*) = 3. Sistema incompatible.
e Sia=-3=rg(M) =2; rg(M*) = 2. Sistema compatible indeterminado: x =A-2, y =A-3,z=1

f) El sistema solo tendra solucién si [M*|=0= a= g x=7,y=-3.

o)M|=12L+24; [M=0 = A=-2

e SiA #-2,rg(M) =3, rg(M*) = 3. El sistema es compatible determinado.
_ 3\2+8A+5 . _5A2+402-130 -4 | _ AP=A2-5)+1
T 4(+2) T 12(0+2) T 12(0+2)

e SiA=-2=rg(M) =2; rg(M*) = 3, el sistema es incompatible.
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3.39. (PAU) Discute y resuelve, segun los valores del parametro, los siguientes sistemas:

4x+12y +4z=0 2y+az=a

a) 2x-13y +2z=0 d) {(a-2)x+y+3z=0
(a+2)x-12y +12z=0 (a-1)y=1-a
2x+y-z=a-4 x+y=1

b) {(a-6)y+3z=0 e)Jay+z=0
(a+1)x+2y =3 x+(@a+1)y+az=a+1

x—ay-z=0
c) j(2-2a)x+5y+z=0

4x+y=0
a) Para que un sistema lineal homogéneo tenga soluciones distintas de la trivial tiene que ocurrir que rg(M) < 3
IM| =76 (a—10)=0sia=10.

1.° caso: V ae R - {10}, [M| # 0, de donde rg(M) = 3; solo existe la solucion trivial: x=0, y=0, z=0.

4x+12y+4z=0 x+3y+z=0 2x+2z=0 X =k
2°%cas0:Sia=10, 2x-13y+2z=0 —<:2x-13y+2z=0—>{x+z=0 —>{y=0
12x-12y +12z=0 X-y+z=0 y=0 z=-k

El sistema es compatible indeterminado; existen infinitas soluciones que dependen de un parametro.

b)[M|=a*-2a-15=(a-5)(a+3)=0 = a=5;a=-3.
1.° caso: Vae R-{-3, 5}, | M |z 0 = rg(M) = 3 = rg(M*). El sistema es compatible determinado, tiene solucién
3 . _3@+2) . 5= (6-a)(a+2)

Unica para cada valor de a. X=- ; ;
a+3 a+3 a+3

2.° caso: Para a = -3, rg(M) = 2 < rg(M*)= 3, el sistema es incompatible.

3.%" caso: Para a = 5, rg(M) = 2 = rg(M*): x = 1_27‘, y =3\, z=A. El sistema es compatible indeterminado.
c)|M|=17-2a=0= a=1?7

1. caso:Vae R- {1?7} = | M |#0 = rg(M) = 3. La solucién es Unica, la trivial: x=0, y=0, z=0.

2.° caso: Paraa = g , €l sistema es compatible indeterminado: x =k, y = -4k, z=35k .

d|Mlma@-2)(a-1)=0= a=0;a=1,a=2.

1. caso:Vae R-{0,1,2},| M| 0yrg(M) = 3 = rg(M*). El sistema es compatible determinado; existe una
2@+3) . _ 1 5= a+2

a(@a-2) a

Unica solucién para cada valor del parametroa. x=-—

2.°caso: Paraa=0ya=2,rg(M)=2 <rg(M*)= 3. El sistema es incompatible (no existe solucién).

3. caso: Para a = 1, rg(M) = rg(M*)= 2. El sistema es compatible indeterminado: x =k, y = —%, z= %
e)|M|=a*-a=a(a@a-1)=0 = a=0;a=1.
1. caso:Vae R-{0, 1}; | M |= 0, rg(M) = 3 = rg(M*). El sistema es compatible determinado. Para cada valor de
a existe una solucion unica: x = a Jy=- 1 ;Z= a

a-1 a—1 a-1

2.° caso: Para a = 0, rg(M) = rg(M*)= 2. El sistema es compatible indeterminado: x=A, y =1-A, z=0.

3.%" caso: Para a = 1, rg(M) = 2 < rg(M*)= 3. El sistema es incompatible (no existe solucién).
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3.40. (PAU) Discute y resuelve, segun los valores del parametro, los siguientes sistemas:

(x-y=a
a) {x+a’z=2a+1
x-y+(a*-a)z=2a

(m+1)x+y+z=3
b) <x+2y+mz=4
X+my+2z=2

(a+)x+y+z=0
c)ix+(a+1)y+z=0
(x+y+(a+1)z=0

ax+ay+(a-1)z=a-1
d) sax-z=0
ax—-az=-a+1

X+2y+z=0
e)Jy+2z+t=0
2x+2\y —t=0

a)|M|=a@a-1)=0=>a=0;a=1.

AX+y+z=1
f) J4x+Ay +2z=7
8x+4y +2Az =2}

X+(t+)y+tz=t+1
g) {x+(t+1)y+z=0
x+y=1

(a+)x+y+2z=-2
h) {2x+y+(a+1)z=3
x+(a+1)y+2z=-2

X+y+z=3
i) {4x+mz=m*+4
mx-y-z=-2

(4-a)x-y=0
j) {6x+(9-a)y=0
y+(5-a)z=0

AX+2y+z=1
k) (1-A%)x—(1+1)z=-1-1}
2+M)y=-1

(3+A)x+4y+5z=4+1
) i2x+(1-A)y =2
5x+(5-A)y+5z=5

x+z=0
m) {x+my+2mz=0
2x+my+(2m+3)z=0

mx+y+(m+1)z=0
n) smy+(m+1)z=0
X+2z=1

a’-a-1, -1 1

eV ae R-{0, 1}, rg(M) = 3 = rg(M*). El sistema es compatible determinado: x = y= ;Z=

a-1

e Para a =0, rg(M) = 2 = rg(M*). El sistema es compatible indeterminado: x =1, y =1, z=k .
e Para a = 1, rg(M) = 2 < rg(M*) = 3. El sistema es incompatible; no existe solucion.

b)IM|=-m(m-2)(m+3)=0=>m=0,m=2, m=-3
¢ Si m = 0: rg(M) = rg(M*) = 2. Sistema compatible indeterminado: x=4-2\, y =A, z=-1+1

e Sim = 2: rg(M) = 2;rg(M*) = 3. Sistema incompatible.
e Sim=-3.rg(M) = 2 <rg(M*) = 3. Sistema incompatible.

3 . 2m-9 _ 4m-3
m+3

e En el resto, rg(M) = 3 = rg(M*). Sistema compatible determinado: x =

T i m-6" " mim-6
c)IM=a*(a+3)=0=> a=0,a=-3

¢ Si a =0, solo hay una ecuacion libre: x + y + z= 1. Sistema compatible indeterminado: x =2, y =y, z=-A—-u.
e Sia=-3 = rg(M) = 2 = rg(M*)= Sistema compatible indeterminado: x=y=z=2\.

e Sia#0ya=-3, rg(M)= 3. Solo existe la solucién trivial: x=0; y=0;z=0.

d)M|=a*(a-1)=0=a=0,a=1
* Sia=0, el sistema es incompatible.
e Si a =1, es un sistema compatible indeterminado. Solucién: x=A, y=-A, z=2A

eSiaz#0ya=1,rg(M)=3=rg(M). Sistema compatible determinado: x = 1 (Y= 1 ;z=1.
a a
11 0 2 1 0
e) rg M > 2 (con independencia del valor de A) 0 2 1=-2+2=0; 12 1 =-4+2A+1=20L-3
2 0 -1 2. 0 -1

e Sil= % ,rg (M) =3. Sistema compatible indeterminado: y=0; z= — x; t = 2x.

e SiA= % = rg(M) = 2. Compatible indeterminado: x =3a+2b, y =-2a-b,z=a,t=b
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)M =222 (A +4); IM|=0= A=2 L=-4

1 . A+2  _ A+2

Siiz2yAz-4, rg(M) =3, rg (M*) = 3. Sistema compatible determinado: x = Ty = P Z= .
* y 9(M) 9 (M) P X At+4 y At+4 z A+4

eSiA=2.rgM)=1,rg(M*)=1. x=X,y=l,z=1-2A-p
o Si A =—-4.rg(M) = 2; rg (M*) = 3. Sistema incompatible.

g) IM|=—t(t-1); IM|=0= t=0,t=1

. . . . t+1 2 t+1
e Sitx0yt=1,rg(M)= 3, rg (M*) = 3. Sistema compatible determinado: x :ﬁ; y= 11 ; Z=——.
¢ Si t = 1: El sistema no tiene solucion.

¢ Si t = 0: El sistema es compatible indeterminado: x=A,y =1-A,z=-1.

h)M|=-a(a-1)(@a+4); M=0= a=0,a=1,a=-4

eSia=0 = rg(M)=2, rg (M*) = 2. Sistema compatible indeterminado: x=5+A, y=-7-3\, z=A\.
e Sia=1=rg(M)=2,rg (M) = 3. El sistema es incompatible.

e Sia=-4=rg(M)=2;rg (M*) = 2. Sistema compatible indeterminado: x = 1+A;y=1+A;z=2A

eSiae R-{0,1, -4} = rg(M) = 3 =rg (M*). Sistema compatible determinado: x = _21 Ty = _21 ;Z= 3 1
a- a- a-
M=m(m+1); M =0=>m=0 m=-1
¢ Sim =0 = rg(M) = 2; rg M* = 2. Sistema compatible indeterminado: x=1y=Az=2-2
e Sim=1=rg(M)=2; rg M* = 3. Sistema incompatible.
—m? _ 2
e Sim#0ym=-1=rg(M) =3 =rg(M*). Compatible determinado: x = L Y= m”+2m-2 ;Z= m+m+4
m+1 m+1 m+1

NIM=-(a-5)(a-6)(@a-7)IM|=0=>a=5,a=6,a=7

e Sia=5,rg(M) =2, rg (M) = 2. Sistema compatible indeterminado: x=0, y=0,z=2

e Sia=6=rg(M)=2, rg (M) = 2. Sistema compatible indeterminado: x =-A, y =2\, z=2\A

e Sia=7=rg(M)=2; rg (M*) = 2. Sistema compatible indeterminado: x =-2A, y =6\, z=3A
eSiae R-{5, 6, 7}, rg(M) = 3, rg (M*) = 3. Sistema compatible determinado: x =0; y=0; z= 0.

K)IM[ = (h+2) A+ 1) M[=0= A=—11=-2

2 1 -A+4
VY= y 2= .
A+2 A+2 A+2

e SiA=-2yA=-1,rg(M) =3, rg (M*) = 3. Sistema compatible determinado: x =

o Si A =-2.rg(M) = 2; rg (M*) = 3. Sistema incompatible.
o SiA=-1.rg(M) = 2; rg (M*) = 2. Sistema compatible indeterminado: x=A, y =-1,z=3+A

)M =5(1-2)A [M=0= A=0A=1

e SiA=1yA#0,rg (M)=3=rg (M*)=3. Compatible determinado: x = A+ VY= 2 1 Z= - 31+5
A A(L=1) 5A(A-1)

® SiA=0=rg(M)=2,rg (M)= 3. Sistema incompatible.

¢ SiA=1=rg(M)=2; rg (M*)= 3. Sistema incompatible.

m)|M|=2m=0sim=0

o Si m# 0 solo existe la solucién trivial:  x=0; y=0; z=0.

¢ Sim = 0. rg(M) = 2; el sistema es compatible indeterminado: = x=0,y=A2z=0

n) M| = m* + 1. Como |M| no se anula para ningun valor de m, rg(M) = 3 = rg (M*). El sistema es compatible

. . m?-1 m(m+1) m?
determinado cualquiera que sea m: x = — Yy =— ;2= .
m?+1 m?+1 m?+1
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3.41.(PAU) Discute y resuelve, segun los valores del parametro, los siguientes sistemas:

ax—-y+z=2x
a) {x+2ay-az=y
x+ay-z=0

A=Ax+Ay
b) <A+1=(1-1)z
A-1=y+z

(a-2)x+y—-z=-1
c) y—ax+(2a-1)y+(-a+2)z=a
-x+ay+z=a

x+(a®-1)y+az=1
d) {(a®-1)y+(a-1)z=0

x+a’z=0

a)lM|=(@-12@-2);IM=0=>a=1,a=2

¢ Sia=1:rg(M) =1 =rg(M*). Sistema compatible indeterminado: x=Ay=p,z=A+pn

e Si a = 2: rg(M) = 2 = rg(M*). Sistema compatible indeterminado: x=-A,y=A,z=A
eSiaz#1ya=#2,rg(M)=23=rg(M). El sistema es compatible determinado: x =0;y=0; z=0.

b)IM=(A-1)A|M=0= L=0,A=1
¢ Si A =0. rg(M) = 2 = rg(M*). Sistema compatible indeterminado: x=y,y =-2,z=1
® SiA=1.rg(M) =2 <rg(M*) = 3. Sistema incompatible.

2_ 2 _
eSiA=0yA=1,rg(M) =3, rg(M)=3. Compatibledeterminado:x=—7b }Lz};+3;y= A xx1+2;z= §+1

)M =(a-1)*(a+1); M| = 0= a=1a=-1

e Sia=1.rg(M) =2 = rg(M*). Sistema compatible indeterminado: x=L,y =A,z=1
e Sia=-1.rg(M) = 2 = rg(M*). Sistema compatible indeterminado: x = %,y = x+%,z =i

eSia#1ya=-1,rg(M)= 3 =rg(M*). Compatible determinado: x = —%; y= a;i; z=1.
a- a-

d) M| =a*-2a2+1;M|=0 = a=+1

e Sia=1.rg(M) =1, rg(M*) = 2. El sistema es incompatible.

e Sia=-1.rg(M) = 2; rg(M*)= 3. El sistema es incompatible.

eSiaz1ya=-1,rg(M)=rg(M*) = 3. El sistema es compatible determinado, tiene una unica solucion.

2 —
Por Cramer se obtiene: x = a VY= L ,Z L .
a’-1 (a+1)(a*-1) a’-1
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3.42.(PAU) Discute y resuelve, segun los valores del parametro, los siguientes sistemas:

(x—y+z=2

2x+y—-z=4
kx+y+3z=6
| Xx—2z=0

a) <

(x-y+z=7
2x+my—-4z=m
-x+y—-z=1
l-X+y-z=3

b) <

(ax+z+t=1
ay+z-t=1
ay+z-2t=2
laz—-t=0

d)

e)

(x+y+z=1
2x-y-z=2
kx+y+3z=4

\kx+y-7z=3

(x+y+z=2
xX+2y—-3z=8
kx—-y-z=1
X-y+z=-2

h)

(x+2y+3z=1
X+ky+3z=3
y-z=0
By-z=2

g)

(ox+y+z=0
x-y+z=1
Ix-y-z=1
6x—-y+z=30

(x+y=0
xX+t=4
y+z=1
y+t=2

zZ+t=k

)

2x-y-z=k
X+y+z=2
3x-2y-z=4
(X—-y+2z=3
(kx+ky—z=2
3x—ky =0
5x+ky=0

(X +2z=1

a) |M*| =12 (1-k); 12 (1-k) =0 = k=1. Si k# 1 = rg(M) = 3, rg (M*) = 4. Sistema incompatible.

Si k=1 = rg(M) = 3, rg(M*) = 3. Sistema compatible determinado: x=2;y=1;z=1.

b) El sistema es incompatible, al serlo las dos ultimas ecuaciones.

a 0 1 1 1
0a 1 -1 1
Vo a 1 =2 2
00a -10

Sia =0, el sistema es incompatible. Si a # 0, es compatible determinado: x =

d) [M*| = 30k — 144; [M*]| = 0 =

19

Sik= 5 rg(M) = rg(M*) = 3. Sistema compatible determinado: x=1;y=-—; z

a 01 11
0 a 1 -11
000 -1 1 &

0 0 a -10

19

a 0 1
0 a 1
0 0 0 -1
0 0 a 0 -

Y=

i,z=— yt=—1.
2

a

Q|

- % Sik = rg(M) = 3, rg(M*) = 4. Sistema incompatible

e)|M*|=16-8k; IM*|=0=k=2
Si k # 2, rg(M) = 3, rg(M*) = 4. Sistema incompatible. Si k = 2, es compatible determinado: x=1; y=2; z=-1.
f) La solucion del sistema formado por las ecuaciones que no dependen de kes x=—4;y=1;z=1.

Si x+ky+3z=3= k =4, el sistema es compatible determinado. En los demas casos, es incompatible.

g) IM*|=-4 (a—2)% IM*|=0= a=2.Sia=#2, rg(M) =3, rg(M*) = 4. El sistema es incompatible.

Sia =2, rg(M) = 3, rg(M*) = 3, el sistema es compatible determinado: x=1; y=1;z=1.

1

10

h) La solucion del sistema formado por las 4 primeras ecuacioneses x=1; y=-1;z=2;t= 3.
El sistema sera compatible determinado si k = z + t =5, e incompatible en los demas casos.

i) La solucién del sistema formado por las 3 ultimas ecuaciones es x = —; y =

compatible determinado si k=2x-y—-z= % e incompatible en los demas casos.

i) IM*] = —40k; [M*| =0 = k=0

19
13

9 . .
—; z= — .El sistema sera

13

Si k# 0, rg(M) = 3, rg(M*) = 4. Sistema incompatible. Si k = 0, rg(M) = 2, rg(M*) = 3. Sistema incompatible

3.43.(PAU) Discute y resuelve, seguin los valores del parametro, los siguientes sistemas:

x+2z-3=0
a) 3IX+y+z+1=0
2y-z+2=0

X-y+mz+5=0

X+y+2t=3
3Ix+y+z-t=1

b)

5x-3y+2z-4t=0
2x+y+z+t=2

a) M |=-18 (m+2); [M*|=0=>m=-2.Sim=#-2,rg M =3, rg M* = 4. Sistema incompatible.

Sim=-2,rg M =3, rg M* = 3. Sistema compatible determinado: x=-1; y=0; z= 2.

b) IM|=16 , rg M = 4 = rg M*. El sistema es compatible determinado para cualquier valor de o.

La solucién del sistema es: x =

a+9

a+1.

__o+17,

,t=a+17.

I

8

16

16
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3.44.(PAU) Discute y resuelve, segun los valores de los parametros, los siguientes sistemas:

2x-Ay+pz=4 x+y+az=1 ax+ay+az=0
a){x+z=2 c){x+y+bz=a e) Jax+by+bz=0
X+y+z=2 x+ay+z=1 ax+by+z=0
=1
AX+y+z=p 4x+4\y +2z=2 i:g a
b) {x+y+Az=2 d) {Ax+y+Az=p f) x+3§:b
2x+y+Az= 4Ax+4y +Az=9 -
X+y+Az=n AX+4y +Az =9 x+4y =2a

a) M =p-2; M=0=pn=2
o Siu#2,rg (M) =3, rg(M*)= 3. Sistema compatible determinado: x=2; y=0; z= 0.
e Sipn=2rg(M)=2,yrg(M) =2, el sistema es compatible indeterminado: x=t, y=0;z=2-t.

A1
b)IM=A-1=0=>A=1.Porotrolado, |1 1 2| =(A-2)(u-2)
2 1
e SiL#1,rg (M) =3 = rg(M*). Compatible determinado: x = p — 2; y = i—‘f A@-2)+2;z= W

e SiA=1yu=2rg(M)=2; rg(M*)= 2. Sistema compatible indeterminado: x=0; y = -t + 2; z=t.
e SiA=1yu=2 rg(M)=2; rg(M*)= 3. Sistema incompatible.

11 a 1 1 1 a 1

cg(1 1 b a| —— |0 0 b-a a-1| Elsistemaesincompatible sib=a=1.
1 a 1 1 Foh 0 a-1 1-a O

e Si b =a=1, el sistema es compatible indeterminado: x=A, y =y, z=1-A-p.

* Si b= a=1, el sistema es compatible indeterminado: x =4, y =1-A, z=0.

a*-1 y= a-1

b-a’ -a’

eSib#aya=1, el sistema es compatible determinado: x=1 - z= : L .
-a

d) M| = 12422 =1)=0=A=0,A=1,A=1.
e SiA#0,A=1y A1, |M|=0. El sistema es compatible determinado:

_u(137»2+10)—6k_ _6h-23u 5
12%(%2—1) ’ 12(%2—1)' 3
4 0 2
eSiA=0, como [0 1 p|=20u,sip=0,rg(M)=2;rg(M)=3, sistema incompatible.
0 4 9u
Si u=0, rg (M) = rg(M*) = 2, sistema compatible indeterminado: x =1;2t ;y=0;z=t.
4 2 2 3
eSiA=1,como |1 1 u|[=22u-6,sipy#—,rg(M)=2;rg(M*)=3, sistema incompatible.
4 1 9u 11
. 3 _ o S . . 8 . . -5
Sipu= 11 rg (M) = rg(M*) = 2, sistema compatible indeterminado: x = ﬁ_t yy=t; z= TR
4 2 2 3
eSiA=-1,como|-1 -1 u|=-22u-6,sipy=# TR rg (M) = 2; rg(M*) = 3, sistema incompatible.
-4 -1 9u

Siu= —13—1, rg (M) = rg(M*) = 2, sistema compatible indeterminado: x = —%—t ;y=t; z= % .

e)IM=a(b-a)(1-b);IM|=0= a=0,a=b,b=1

eSia=0yb=006b=1, solo hay una ecuacion independiente. El sistema es C. indeterminado biparamétrico.
eSia=0ysib=0yb=1, hay dos ecuaciones independientes. El sistema es C. indeterminado uniparamétrico.
e Sia=b=1, el sistema es compatible indeterminado biparamétrico.

e Sia=b =1, el sistema es compatible indeterminado uniparamétrico.

e Sib=1y sia=0. El sistema es compatible indeterminado uniparamétrico.

eSia=0,b=1ya=b el sistema es compatible determinado y su solucion es la trivial.

11! 1 1 1! 1 11 1
nl1 21 a 0 1! a-1 0 1! a-1

1 3! b| E5°|0 2! b-1| 5% |0 0!b-2a+1

1 412a) *% |0 3|2a-1 0 0] -a+2

Sia=2yb=3,rg(M)=2, rg(M*)= 2, el sistema es compatible determinado. La soluciéon es x=0; y = 1.
En cualquier otro caso el sistema es incompatible.
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3.45.(PAU) Discute y resuelve, segun los valores de los parametros, los siguientes sistemas:

2x-y-2z=»b x+(A+1)y+pz=»
a) <x+y+z=5 C) SAYy+uUz=A+}
4x-5y+az=-10 X+2y+z=p

x+y=3a+3
b) i2x+y—-z=3a+3b+1
X—-2y+z=-2a+5b-8

2 -1 -2 b 3 0 -1 b+5 3 0 -1 b+5
a)| 1 1 1 S| —— |1 1 1 5 —=— |1 1 1 5
4 -5 a -10 Fathe 9 0 a+5 15 0 0 a+8 -3

5+h. _ —2(2A-5) _

e Sia=-8y b =0. Sistema compatible indeterminado: x = 3 y= 3 A
eSia=-8yb=0,rg(M)=2, rg(M*) = 3. Sistema incompatible.
e Sia= -8, rg(M) = 3, rg(M*) = 3. Compatible determinado: x = b ,b+5. _4b ,10-b.,_ =3b

vy 4 .
a+8 3 a+8 3 a+8

b) Como |M| = 4 = 0, el sistema es compatible determinado independientemente de los valores de a 'y b.
Las solucionesson x=a+2b-1;,y=2a-2b+4;z=a—-b+ 1.

)M=r-w|M=0=>Ar=p.

Veamos cual es el rango de la matriz ampliada M*, cuando A = p. Para ello calculemos el determinante de la
matriz formada por las columnas primera y tercera de M y la columna de los términos independientes:

(VI
0 A 20| =222-2A=2A (A —1), que se anula para A =0y para A = 1. Por tanto:
11 A

eSiA=pu=006A=pn=1,rg(M)=2; rg(M*) = 2. El sistema es compatible indeterminado.
eSiA=pu=0yAr=pu=1,rg(M)=2; rg(M*) = 3. El sistema es incompatible.

o Si A=, rg(M) = 3; rg(M*)= 3. Compatible determinado: x = _ M A kp-3u Y= Atp-2u ; Z= M- - .
A—u A—u A—u
Ax+py =1
3.46.(PAU) Se considera el sistema de ecuaciones {Ay+uz=r donde A, U, r y s son numeros reales
UWx+iz=s

arbitrarios.

Estudia el sistema, segtin los valores de los parametros, sabiendo que A + L # 0.
Se trata de un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas que dependen de cuatro parametros.

A u O A un 0 1
Formamos la matriz de coeficientes y la matrizampliada: M= | 0 A pn M={0 A u r
p 0 A pw 0 A s

IM=M+pd=A+u)(A2—Apn+p?).ComoA+pu=0,sesigueque A2—Au+p2=0.A= %

Por tanto, vemos que las raices son complejas, luego no existe ningun valor real de A o u que haga |M| = 0.

rg(M) = 3 y rg(M*) = 3 cualesquiera que sean ry sy, en consecuencia, el sistema es compatible determinado y
tiene solucion uUnica independientemente del valor de los parametros A, W, ry s.
A2 —hur +u’s A2r—2us +u? A2s — A +ulr

Podemos obtener la solucién por Cramer: x = Y= ,Z=
P A+l Y AP +u® A+l
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3.47. (PAU) Consideremos los sistemas de ecuaciones lineales

2x+y—(3+20)z=0 x+(1+p)z=0

x-y+(3-1)z=0 (=) x+y+u(p-1)z=0
Obtén los conjuntos de soluciones de ambos sistemas y calcula los valores de A y u que hacen que los
sistemas sean equivalentes, es decir, con las mismas soluciones.

Resolvemos el primer sistema:

2x+y=(3+2\)z
x-y=(A-3)z

Resolvemos el segundo sistema:

=3x=3Az=x=Az, y=(3+2\)z-2Az =3z

x=—(1+pn)z
=>-(u-N(1+p)z+y=-pu-Nz=y=u-10)z, x=—(1+n)z
{(u—1)X+y=—u(u—1)z
Hacemos coincidir ambas soluciones:{_(1+“) - 7‘: h=-5
n-1 = 3 u=4

Se obtiene como soluciéon comun para los sistemas dados: x =-5k,y =3k,z=k .

3.48. (PAU) Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales (en él, a, b, ¢ son datos; las incégnitas son

X, ¥, 2):
ay+bx=c
cx+az=>b
bz+cy=a

Si a, by ¢ son no nulos, el sistema tiene solucion unica. Halla dicha solucién.

b a 0
c 0 a
0 c¢c b

=—-2abc # 0 . Se puede resolver el sistema usando la regla de Cramer:

_—a’+b*+c? )= a’ —b*+c? . a’+b’ -c?
—2abc 2bc 2ac 2ab

PROBLEMAS

3.49.(PAU) Juan y Pedro invierten 20 000 € cada uno. Juan coloca una cantidad A al 4% de interés, una
cantidad B al 5% y el resto al 6%. Pedro invierte la misma cantidad A al 5%, la B al 6% y el resto al 4%.
Determina la cantidad B, sabiendo que Juan obtiene unos intereses de 1050 € y Pedro de 950 €.

A+B+C=20000 A+B+C =20000
4A 5B 6C

——+—+——=1050 equivalente a {4A+5B+6C =105000

100 100 100
5A 6B 4C 5A+6B+4C = 95000
4+ =950

100 100 100

Solucién: 5000 € cantidad A, 5000 € cantidad B, 10 000 € cantidad C.

3.50.(PAU) Una tienda vende una clase de calcetines a 12 € el par. Al llegar las rebajas, durante el primer mes
realiza un 30% de descuento sobre el precio inicial y en el segundo mes un 40% también sobre el precio
inicial. Sabiendo que vende un total de 600 pares de calcetines por 5976 € y que en las rebajas ha
vendido la mitad de dicho total, ;a cuantos pares de calcetines se les ha aplicado el descuento del 40%?

Llamamos x, y, z, al nUmero de pares de calcetines que se han vendido sin descuento, con un 30% y un 40% de
descuento, respectivamente. A partir de los datos del enunciado se obtiene el siguiente sistema:

X+y+z=600
y+z=300 , de donde: x = 300; y = 180; z = 120.
12x+0,712y + 0,612z = 5976

Se han vendido 300 pares de calcetines sin rebaja, y 180 y 120 pares de calcetines con rebajas de un 30% y un

40% respectivamente.
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3.51.(PAU) Un namero capicua de cinco cifras verifica:

a) La suma de sus cifras es 9.

b) La cifra de las centenas es igual a la suma de la de las unidades y de la de las decenas.

c) Si se intercambian las cifras de las unidades y de las decenas, el nimero resultante disminuye en 9.

Encuentra el nimero.

Tomamos el niumero capictia xyzyx donde x, y, z son sus cifras. Del enunciado se deduce el siguiente sistema:
X+y+zZ+y+x=9 2x+2y+z=9
X+y-z=0 —ix+y-z=0
10*x+10°y +10%z+10y +x =10 x+10°y +10°z+10x+ y +9 x-y=-1

Por Cramer, se obtiene: x=1; y=2; z= 3. El numero pedido es 12 321.

3.52. (PAU) Roberto quiere hacer una gran fiesta e invitar a sus amigos a unas tortillas, asi que va a la tienda y
compra una docena de huevos, una bolsa de patatas y una botella de aceite. Dado el éxito obtenido,
decide repetir la fiesta, y vuelve a comprar una docena de huevos, y dos botellas de aceite. Cuando llega
a casa se acuerda de que no tiene patatas, vuelve a la tienda para comprar una bolsa de patatas y decide

comprar también otra docena de huevos. En la primera ocasion se gasté 6 €; en la segunda ocasion se
gasto 6,50 € y en la ultima 3,5 €. Calcula, si es posible, el precio de los huevos, de las patatas y del aceite.

Si llamamos x, y, z al precio de una docena de huevos, una bolsa de patatas y una botella de aceite,
respectivamente, resulta el siguiente sistema de tres ecuaciones:

X+y+z=6

X+2z=6,50 x=1,50; y=2; z=2,50.

x+y =350

Por tanto, una docena de huevos cuesta 1,50 €, una bolsa de patatas 2 € y una botella de aceite 2,50 €
3.53.(PAU) En un supermercado se ofrecen dos lotes formados por distintas cantidades de los mismos
productos:

¢ El primer lote estd compuesto por una botella de refresco, tres bolsas de cacahuetes y siete vasos, y su
precio es de 5,65 €.

¢ El segundo lote estd compuesto por una botella de refresco, cuatro bolsas de cacahuetes y diez vasos,
y su precio es de 7,40 €.

Con estos datos, ¢podrias averiguar cuanto deberia valer un lote formado por una botella de refresco,
una bolsa de cacahuetes y un vaso? Justifica la respuesta.

Si llamamos x, y, z al precio en euros de la botella de refresco, de la bolsa de cacahuetes y del vaso,
x+3y+7z=5,65

respectivamente, tenemos:
x+4y+10z=7,40

El sistema es compatible uniparamétrico; hallamos la solucién: x=0,4 + 2A; y = 1,75 -3\; z=A.
Entonces: x+y+z=0,4+2A+1,75-3AL+A=2,15€.
Luego el lote formado por una botella de refresco, una bolsa de cacahuetes y un vaso valdra 2,15 €
3.54.(PAU) Un grupo de personas se reune para ir de excursion, juntandose un total de 20 entre hombres,

mujeres y ninos. Contando hombres y mujeres juntos, su nimero resulta ser el triple del nimero de
nifos. Ademas, si hubiera acudido una mujer mas, su nimero se igualaria al de hombres.

a) Plantea un sistema para averiguar cuantos hombres, mujeres y niios han ido de excursion.

b) Resuelve el problema.

Sean x, y, z el numero de hombres, mujeres y nifios, respectivamente. Del enunciado se deduce:
x+y+z=20 x+y+z=20 x=8

xX+y=3z —3ix+y-3z=0—> Jy=7
x=y+1 x-y=1 z=5

Por tanto, en la excursion hay: 8 hombres, 7 mujeres y 5 nifios.
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3.55.(PAU) Si la altura de Carlos aumentase el triple de la diferencia entre las alturas de Toni y de Abel, Carlos
seria igual de alto que Abel. Las alturas de los tres suman 515 cm. Ocho veces la altura de Toni es lo
mismo que nueve veces la de Carlos. Halla las tres alturas.
Supongamos que las alturas de Carlos, Toniy Abel son x, y, z, respectivamente. Del enunciado se deduce:
x+3(y-z)=z x+3y—-4z=0
X+y+z=515 > {x+y+z=515 >x=160cm; y=180cm;z=175cm.
8y =9x -9x+8y =0

3.56. (PAU) Calcula las edades actuales de una madre y sus dos hijos sabiendo que hace 14 afhos la edad de
la madre era 5 veces la suma de las edades de los hijos, pero que dentro de 10 afios la edad de la madre
sera la suma de las edades que los hijos tengan en ese momento y teniendo en cuenta que cuando el hijo
mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor tendra 42 afios.

Del enunciado se deduce:
x—14=5(y—14+z-14) Xx—5y—5y =-126
x+10=y+10+z+10 —>{x-y-z=10 x=44;y=18;z=16.
Z+x—-y=42 X-y+z=42

La madre tiene actualmente 44 afos, el hijo mayor 18 afios y el hijo menor 16 afios.

3.57. (PAU) Un pescadero compra el martes de una semana 96 kg de merluza y 130 kg de anchoas y paga por
ello un total de 1836 €. El lunes siguiente, el precio de la merluza ha subido un 20% y el de las anchoas
un 30%. Ese dia compra 40 kg de merluza y 50 kg de anchoas, y paga un total de 918 €.

¢Hay datos suficientes para calcular el precio de la merluza y las anchoas el martes? Si la contestacion
es afirmativa calcula dichos precios, si es negativa razona por qué no se puede hacer dicho calculo.

Martes: merluza = x € ; anchoas =y €

Lunes: merluza = 1,20x €; anchoas = 1,30y €

96x +130y =1836 {96x+130y=1836

Del enunciado se deduce el sistema:
unel ! ! {40-1,20x+50-1,30y=918 48x+65y =918

La primera ecuacion es el doble de la segunda. El sistema es compatible indeterminado, no se pueden hallar los

precios pedidos.

3.58.Un supermercado hace el mismo pedido a tres proveedores diferentes A, By C. El pedido consiste en
diferentes cantidades de leche, aceite y vino, expresadas en litros. Cada proveedor marca para cada
producto los precios recogidos en la siguiente tabla (expresados en € por litro):

El pedido que envia el proveedor A cuesta 2000 €, el que recibe de B cuesta 60 € mas que el anterior y,
por ultimo, el que recibe de C le supone 60 € mas que el de B.

a) Formula el problema y determina la composicion del pedido.

b) El sistema de ecuaciones obtenido, ¢de qué tipo es?

0,8x+4y+3z=2000
a) Sean x, y, zlos litros de leche, aceite y vino que pide a cada proveedor. {1,2x+ 4y + 2,5z = 2060
12x+4y +3z=2120

b) El sistema es compatible determinado. La solucién es x = 300, y = 350, z = 120.

3.59. (PAU) Luis, Marta y Oscar son tres amigos. Luis le dice a Marta: Si yo te doy la tercera parte del dinero
que tengo, los tres tendremos la misma cantidad. Calcula lo que tiene cada uno de ellos sabiendo que
entre los tres retinen 60 €.

Sean x, y, z las cantidades de dinero que tienen Luis, Juan y Oscar, respectivamente.
X+y+z=60

Del enunciado se deduce: 2 1 x=30; y=10; z= 20.
—X=y+—Xx=2Z
3 3

Por tanto, Luis tiene 30 €, Marta 10 € y Oscar 20 €.
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3.60. Halla un namero de 3* cifras que verifique las siguientes condiciones:
e La suma de sus cifras es 8*.
¢ La cifra de las centenas es igual a la suma de la cifra de las unidades y la de las decenas.
¢ Si se intercambian las cifras de las unidades y de las decenas, el nimero resultante disminuye en 18.

X+y+z=8
Si las cifras son x, y, z, el sistema que se obtienees {x=y+z
100x+10y +z=100x+10z+y +18

La solucion es el nimero 431.
(* Estos datos han sido cambiados respecto del enunciado original.)

xX+y+z=0
3.61.El sistema { x—y +z =1 es compatible determinado.
x+y-z=0

a) Si se suprime una de las ecuaciones, ;como es el sistema resultante? ;Depende la respuesta de cual

sea la ecuacion suprimida?

b) Si se afade al sistema una nueva ecuacion, ;puede el sistema resultante ser compatible determinado?
¢Y compatible indeterminado? ;Puede ser incompatible? Pon un ejemplo de cada uno de los casos

posibles.
a) El sistema resultante sera compatible indeterminado, independientemente de qué ecuacién se suprima.

b) Sera compatible determinado si se aflade una combinacion de las ecuaciones del sistema, como 2x + 2z =1,
suma de las dos primeras.

No se puede obtener un sistema compatible indeterminado, ya que el rango de la matriz de coeficientes seguira
siendo igual al nUmero de incégnitas.

Se obtiene un sistema incompatible afiadiendo, por ejemplo, x+y+z = 1, incompatible con la primera ecuacion.

3.62.Se tienen tres lingotes, A, By C, con la siguiente composicion:
A: 20 g de oro, 30 g de plata y 40 g de cobre.
B: 30 g de oro, 40 g de plata y 50 g de cobre.
C: 40 g de oro, 50 g de plata y 90 g de cobre.

¢Qué peso habra que tomar de cada uno de estos lingotes si se quiere fabricar un nuevo lingote que

tenga 34 g de oro, 46 g de plata y 65* g de cobre?

gx+iy+iz:34
9 12 18
Sean x, y, z los gramos que se toman de cada lingote. %x+%y +%z=46 ,Xx=39,y=64,z=42
i iy+iz:65
9 12 18

(* Este dato ha sido cambiado respecto del enunciado original.)

3.63.En una bodega han preparado 10 | de mezcla de vino y gaseosa. Al probarla, el bodeguero comprueba
que lleva demasiado vino, por lo que decide afiadir una cierta cantidad de gaseosa extra. Tras afnadirla, la
cantidad de gaseosa en la mezcla es igual al 30% del total. Como aun sigue estando demasiado fuerte,
vuelve a afadir la misma cantidad de gaseosa que antes, con lo que consigue que el vino suponga el

60% de la mezcla.
¢Cuantos litros de gaseosa se afaden en cada ocasién?
¢Cuantos litros de vino hay en la mezcla?

Llamaremos x a los litros de vino, y a los litros de gaseosa que habia al principio y z a la gaseosa afadida en
cada ocasion.

x+y=10
y+z=03(x+y+z)>x=84y=16,z=2.
x=0,6(x+y+2z)

Inicialmente habia 8,4 | de vino y 1,6 | de gaseosa, y en cada ocasion se afiaden 2 | de gaseosa.
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Solucionario

PROFUNDIZACION

1 1 -2 1 -6 X
3.64.(PAU) Considera las matrices A= |2 1 1|,Ci=|2|,C=(-11|,X=|y
2 3 9 o B z

a) Determina el valor o valores de o para los que el sistema AX = C; es incompatible.

b) Determina el valor o valores de B para los que el sistema AX = C, es compatible y, para cada uno de
estos valores, resuelve dicho sistema.

c) Para o =3y B =-13, estudia el sistema AX = C; + C.. Si es posible, resuélvelo, y si no es posible, indica
por qué.

a) |A| = —18. El sistema es compatible determinado para cualquier valor del parametro.
_—B-43  5B+47 Z_B+13
6 18 18

o x5, =13,
B T T

b) x

3.65.(PAU) Se considera el sistema de ecuaciones ([; (:) (;) = (1;3)

a) Calcula los valores de o y B sabiendo que el punto P (2, —1) satisface la primera ecuacion y el punto
Q (2, 0) satisface la segunda.

b) ¢Es compatible determinado el sistema que resulta al sustituir los valores de o y B calculados?
Justifica la respuesta.

(5 9 (=030 = ez

Por satisfacer el punto P(2, —1), la primera ecuacion se verifica: 2 — o = 1 - f.

Por satisfacer el punto Q(2, 0), la segunda ecuacion se verifica: 23 = o.

Resolviendo el sistema 2-0=1-p = =2
B=a B=1
. x+2y=0 . .
b) El sistema resultante es: Xty =2 que es compatible determinado.

Su solucién es: x =4, y=-2.

xcosa+ysena=1

3.66. PAU Sea el sistema de ecuaciones {
xsena—-ycosa=1

a) Resuélvelo determinando x e y en funcién de a.

b) Calcula a paraque x+ y = 1.

) {xcosa+ysena=1 {xcosza+ysenacosa=cosa

xsena-ycosa=1 xsen’a—y cosasena = sena

Sumando miembro a miembro, se obtiene: x (sen? a + cos? a) = sen a + cos a.
X=sena+cosa, y=sena-cosa

b)yx+y=1;sena+cosa+sena—-cosa=1

1 a=£+2kn
2sena=1=sena= — = 6 k=0,1,2...
2 5n
a=—+2kn
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(m*-1)x+3my =0
3.67.Se sabe que existen nimeros x e y que verifican el sistema: { (2mn—-1)x+2ny =0
x+y*=1
¢ Qué relacion existe entre los parametros my n?

El sistema no es lineal debido a la tercera ecuacion, que es cuadratica. Ademas, la Ultima ecuacion no puede
verificar la solucion x = 0; y = 0, que si satisfacen las ecuaciones primera y segunda.

m?-1 3m| _ >
‘2mn—1 on =—4m*n-2n+3m
Dado que el sistema tiene solucién, -4m? n - 2n + 3m = 0, o lo que es lo mismo, n = ) 3:” 5
m?+
ax+by+2cz=a+b
3.68.Se considera el sistema de ecuaciones: <bx—-cz=b , donde a, b, y ¢ son numeros reales

ay-cz=a
arbitrarios. Demuestra que el sistema es compatible determinado si y solo si c# 0y a# —b, y resuélvelo.

2 . . ., . . . . ipe
Como [M| =c(a+b)” =0 < ¢ =006 a=-b, el sistema sera compatible determinado si y solo si no se verifican
estas dos condiciones. La solucion del sistema la obtenemos mediante la regla de Cramer: x =1; y =1; z =0.

3.69.(PAU) Tres amigos acuerdan jugar tres partidas de dados de forma que cuando uno pierda una partida
entregara a cada uno de los otros dos una cantidad igual a la que cada uno de ellos posea en ese
momento. Cada uno perdié una partida y al final cada uno tenia 24 €. ; Cuanto dinero tenia cada jugador
al comenzar el juego?

Sean x, y, z las cantidades del primero, segundo y tercer jugador, respectivamente, al principio del juego. Es
evidente que se juegan tres partidas, ya que cada uno pierde una.

Supongamos que la primera partida la pierde el primer jugador; el saldo de cada uno en ese instante sera:

1% x-y-z 2°% 2y 3% 2z
Supongamos que la segunda partida la pierde el segundo jugador; el saldo de cada uno en ese instante sera:
1% 2(x-y-2 2°% 2y—-(x-y-2z)-2z=3y-x-z 3.° 4z
Supongamos que la tercera partida la pierde el tercer jugador; el saldo de cada uno en ese instante sera:
1% 4(x-y-2) 2°% 2@y -x-2) 3% 4z-2(x-y-z)-(3y —x-2).
Como todos terminan con la misma cantidad de dinero, 24 €, se tienen las siguientes ecuaciones:
4(x-y-2)=24 x-y-2=6
2(3y —x—2z)=24, equivalente a: {—-x+3y-z=12
-X-y+7z=24 —X-y+7z=24

Resolviendo: x =39;y =21;z=12. Los tres amigos tenian 39 €, 21 € y 12 € antes de la partida.

x—-1=4a+b
3.70.(PAU) Dado el sistema y—2=3a-b eliminalos parametros ay b.
zZ=-a+2b

(Eliminar parametros en un sistema es encontrar un sistema equivalente en el que no aparecen dichos
parametros y en el que sus ecuaciones se expresen solo en funcién de las incognitas)

Eliminamos el parametro b.
Sumando E; y Ej, se tiene: x+y-3=Ta.
Sumando E; + 2E,, se tiene: 2y+z—-4=>5a
Ahora eliminamos el parametro a haciendo 5E1 — 7E>:
5x+ 5y —15=35a

—14y -7z + 28 = -35a
5x-9y-7z+13=0

con lo que los parametros a y b quedan eliminados.
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x+y=3a+3
3.71.Elimina los parametros ay b en el siguiente sistema: {2x+y—-z=3a+3b+1
X—-2y+z=-2a+5b-8

1 1 0
2 1 -1
1 -2 1

Estudiamos el determinante de la matriz de los coeficientes: |M|= #0

Entonces el sistema tiene solucion unica cualquiera que sean los valores de a 'y b.

Eliminamos los parametros a y b; primero eliminamos el parametro b entre las ecuaciones segunda y tercera.

2x+y—-z=3a+3b+1 5 10x+5y-5z=15a+15b+5
X—-2y+z=-2a+5b-8 3x—-6y+3z=-6a+15b—-24
Restando miembro a miembro, se obtiene:7x + 11y — 8z = 21a + 29.
Ahora eliminamos el parametro a entre la primera ecuacion y la que acabamos de obtener:
xX+y=3a+3 R Tx+7y =21a+21
7x+11y-8z=21a+29 7x+11y -8z=21a+29
Restando miembro a miembro, se obtiene: 4y — 8z =8
Y simplificando, resulta: y — 2z = 2.
3.72.Se sabe que en el plano, la ecuacién de una recta viene dada por una expresion del tipo ax + by + ¢ = 0.
De forma anéloga, en el espacio tridimensional, una ecuacién de la forma ax + by + cz + d = 0 representa
un plano. Con esta informacion, determina la ecuacion del plano que pasa por los puntos A (-1, 3, 2),

B(0,4,3)y C(1,0,-1), (Los numeros en cada paréntesis representan, respectivamente, las coordenadas
X, y 'y z del punto.

-a+3b+2c+d=0
Sustituyendo las coordenadas de cada punto, se obtiene el sistema {4b+3c+d =0 =a=0,b=-d,c=d
a-c+d=0

La ecuacion del planoes m:—y+z+1=0

3.73.En el espacio, la ecuacion de un plano viene dada por la expresion x — 3y + z + 3 = 0. Demuestra que esta
ecuacion equivale a un sistema compatible indeterminado y biparamétrico (con dos grados de libertad) y
encuentra la solucién de dicho sistema.

La soluciones x=3a-b-3,y=a,z=b

3.74.Una recta en el espacio tridimensional se puede definir como el lugar
geométrico de los puntos de interseccion de dos planos, tal y como se ilustra
en la figura. T r

De esta forma se observa que, en tres dimensiones, son necesarias dos /

ecuaciones independientes para determinar una recta.

Encuentra las ecuaciones paramétricas de la recta definida por la interseccion
de los planos:

mx+y-z-3=0, T:2x+3z+1=0

(Indicacion: resuelve el sistema indeterminado que forman las ecuaciones de los dos planos).

xX+y-z-3=0 -1-3L  5A+7
2x +3z+1=0 2 -

=Z=\X= Y
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RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la tnica respuesta correcta en cada caso:

3.1.

3.2

3.3.

2x+y-3z=-5
La solucion del sistema {x+y+z=6 es:
2x—z=-1

A)x=2;y=1;z=3
B)x=1,y=2;z=3
C)x=3;y=1;,z=2
D)x=-3;y=1;z=2

E) Ninguna de las anteriores

B) El sistema es compatible determinado, la soluciones x=1;y=2;z=3

Halla un nimero de tres cifras, tal que la suma de sus cifras sea 9, la cifra de las decenas sea la media
aritmética de las otras dos cifras, y que si se invierte el orden de las cifras, la diferencia entre el nimero
obtenido y el inicial sea 396.

A) 432 B) 126 C) 234 D) 531 E) 630

X+y+z=9
X+z
2
100x +10y +z—(100z+10y + z) = 396

D) El sistema correspondiente es {y = x=5y=3,z=1

ax+y=1
El sistema de ecuaciones < x+2y =5
-3x+2y =2

A) Tiene solucidn unica si a = %
. s . 2
B) Tiene infinitas soluciones para a = -3

. R . 3
C) Tiene solucién unica si a = -2

D) Tiene solucién unica para cualquier valor de a.

E) Ninguna de las anteriores.

C) La solucion del sistema formado por las dos Ultimas ecuaciones es x = % y= % . Para que el sistema tenga

. 3
solucion, a debe valer —5
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3.4.

3.5.

Dadas las rectas r y s de ecuaciones {: it+b?/y==53 :

A) Sia-b=2,ry s son paralelas.

B) Son secantes para cualquier valor de ay b.

C)Sia-b+#2,ry s son secantes.

D) No existe ningun valor de ay b para que ry s sean coincidentes.

E) Ninguna de las anteriores.

a 2

Ol b

‘: ab-2 =0 solo si ab =2. En los demas casos, la solucién es Unica, las rectas son secantes.

Un sistema de tres ecuaciones, con tres incognitas, se puede resolver mediante la matriz inversa:
A) Siempre.

B) Siempre que no sea homogéneo.

C) Siempre que no tenga dos filas proporcionales.

D) Cuando el rango de la matriz de coeficientes sea 3.

E) Ninguna de las anteriores.

D) El determinante de la matriz sera distinto de 0, luego tendra inversa.

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas:

3.6.

3.7.

Un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas:
A) Puede tener solucion unica.

B) Puede tener infinitas soluciones.

C) Puede ser incompatible.

D) Para poder resolverlo le falta una ecuacion.

E) Si los coeficientes de las ecuaciones son proporcionales, las soluciones dependen de dos parametros.

A), B), C) son correctas.

Un sistema de ecuaciones lineales homogéneo:
A) Siempre tiene solucion.
B) Solo tiene la solucioén trivial.

C) Para que tenga solucion distinta de la trivial, el rango de la matriz de coeficientes ha de ser igual que
el rango de la matriz ampliada.

D) Si tiene solucion distinta de la trivial, entonces tiene infinitas soluciones.

E) Los rangos de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada siempre son iguales.

A), D), E) son correctas.
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Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:

3.8. En un sistema de ecuaciones lineales:

a) Los rangos de las matrices de coeficientes y de las ampliadas son iguales.

b) El sistema tiene infinitas soluciones.

A)aesb
B)a=b,perob = a
C)b=>a,peroa =b

D) ay b son excluyentes entre si

E) Ninguna de las anteriores

C) es la relacion correcta.

Senala el dato innecesario para contestar:
3.9. Consideremos un sistema de cinco ecuaciones lineales con tres incognitas. Sea A la matriz de
coeficientes y A* la matriz ampliada. Para que el sistema sea compatible determinado:
a) rg(A) = rg(A*) = 3 = numero de incognitas
b) rg(A) = 3; rg(A*) = 3
c) Solo hay tres ecuaciones linealmente independientes y, ademas, rg(A) = rg(A*).

d) rg(A) = rg(A*); |A[#0, rg(A*) =3

A) En a no hay un dato innecesario.
B) En b no hay un dato innecesario.
C) En ¢ no hay un dato innecesario.
D) En d no hay un dato innecesario.

E) Todos los datos son necesarios.

B) No hay un dato innecesario en b.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:
10. Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas es de Cramer si se verifica:

a) Si A es la matriz de coeficientes rg(A) = min(m, n).
bym=ny |A|z0

A) Cada afirmacion es suficiente por si sola.

B) a es suficiente por si sola, pero b no.

C) b es suficiente por si sola, pero a no.

D) Las dos son equivalentes.

E) Hacen falta mas datos.

C) b es suficiente por si sola, pero a no.
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n Vectores en el espacio

4.1

4.1l

4.1

ACTIVIDADES INICIALES

Efectia las siguientes operaciones en R®

1 1 3
a) (5,—5, 4]+( 3 -7, 2) b)3[2, -1, Z) c) 6(2, 3,—1) + 4(1, -5, 2)
16 -15 9
a) (?,—2 ,6j b) [6,—3,2) c) (16, -2, 2)

Calcula los valores de a, b y ¢ para que sean ciertas las siguientes igualdades:

a)(a,b+2,7)=(5,1,8)-(a,-3,1)

b) (4—b,3a+b,£j =2(a+2b,-1,c)
5

c)(a+b,b+c,c+a)=(-2,3,1)

a)a=§,b=2
2

b)a:ﬁ, b= E, C:l
13 13 5

c)a=-2,b=0,c=3

EJERCICIOS PROPUESTOS

Dados los vectores de la figura derecha, dibuja los correspondientes a
las siguientes operaciones. - oz
aya+b c)-2b e a+b+c
b
b)3a d)3a -2b f)3a -2b -¢ s
a) c) e)
Y Y Y
- g+z . . i a+ b+ 3
1 — —2b N e L 3
— ol 2 X \O
o1 7~ X
b) d) f)
Y Y Y
33 NN
3a—2b 3a 3@42b-c
— A — o) // 3a
g _2b' < :4 b <
- ) o 2 X ) o2 = X
1 X =
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4.2

43

4.4

4.5

Estudia la dependencia lineal de los siguientes conjuntos de vectores, dados por sus coordenadas en
una base B de V°.

a)a=(1,2,3), b=(2,1,3), ¢=(1,0,1)

b) a=(2,0,1), b=(0,1,0), c=(3,1,2)

a) Son linealmente independientes si no es posible expresar ninguno de ellos como combinacion lineal de los
otros dos.
(1,2,3)=a(2,1,3)+ b(1,0, 1)

1=2a+b 1=4+b b=-3

2=a —4{2=a —7Ja=2

3=3a+b 3=6+b b=-3

Luego a se puede expresar como combinacion lineal de b y C yaque a = 2b -3¢C.

1 2 3
Deotromodo, [2 1 3| =1+6-3-4=0= los vectores son linealmente dependientes.
10 1
b) Ninguno de ellos puede expresarse como combinacion lineal de los otros, ya que el determinante
2 01
0 1 0|=120
3 1 2

Comprueba si forman base de V* los vectores u, = (1, 0,-3); u, =(1,-1,1); u; = (0, 2, —8) expresados
por sus coordenadas en una base de V.

1 0 -3
No forman base porque no son linealmente independientes, pues |1 -1 1 |=0.
0 2 -8

a) Comprueba que los vectores u, = (2,1, 0); u, =(3, -1, 0); u; = (1, 1, 1) expresados en una base B de
Ve, constituyen a su vez otra base de dicho espacio.

b) Halla las coordenadas del vector v = (3, 1, 7), dado en funcién de la base B, respecto de la nueva base
B'={u,, Uy, Us}.

a) Tres vectores forman base si son linealmente independientes. En este caso, el determinante de la matriz
formada con sus componentes es no nulo.

b)(3,1,7)=a(2, 1,0) + b(3, -1, 0) + ¢(1, 1, 1) y resolviendo el sistema se obtiene que v =%ﬁ1 +%ﬁ2 +7Uy .

Sean los vectores a= (2, -3, 0), b= (1,2,4)y ¢ =(0, -5, —2). Haz las siguientes operaciones.

a)3a -2 b e)(a+b)(a-b)
b)24 -3¢ +5b f)(2a+4c)(c-b)
c)a-b g)a-b+b-c+c-a
d) a-(b +¢) h)(¢-a)’+(b-a)
a) (4, 13, -8) e)—8

b) (9, 19, 26) f) 226

c) -4 9)-7

d) 11 h) 54
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4.6

4.7

4.8

4.9

Calcula el valor de m para que el médulo de la proyeccién del vector a= (m, 1, 1) sobre la direccion del
vector b = (5, 0 —2) sea igual a 2.

b

a 5m—2

El médulo de la proyeccion es | = | = | m | =2.
ERREE

Despejando, se comprueba que m = 2i25‘ 29 .

Halla, en cada caso, el valor de b para que los vectores dados sean perpendiculares entre si.
a)u=(6,0,-7); v =(b,1+b,3)

b) u =(5+b,-4,2b); v =(0,2-b, 4)

c)u=(b,-1+b,-3); v =(b,2,b)

En todos los casos debe ocurrir que su producto escalar sea nulo, por tanto:

7
alb=—
) 2
b) b =2

3
c)b=2,b=-1

Las coordenadas de los vectores U y v respecto de una base ortonormal son las siguientes:

<
I

u _(0’ 3, 1) \7 =(1’ 0! _2)
a)Halla u-v.

b) Halla |d ]y |V].

ayu-v =(0,3,1)-(1,0,-2)=-2

b)lu|= 32412 =/10; |v|=,12+22 =[5

Dados los vectores u y v, cuyas coordenadas respecto de una base ortonormal son las siguientes:
u=(231) v =(-2,1, 4)

Demuestraque |u + v|<|u|+|V].

U+v=(231)+(214)=(04,5)
|G+ V= a5 =41
|G1=J25+3+1 =14
V1= a =20

Por tanto, se verificaque |4 + v |<|d|+|V|yaque 41 < /14 +,/ 21
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4.10 Se tienen los vectores u =(1,1,0); v =(2,0,-1); w = (2, -1, 1), dados respecto de una base ortonormal

B. Calcula:
a) Anguloentre u y v. c)Anguloentre v y w.
b) Angulo entre 4 y w. d) Anguloentre t y v + w.
— 1-24+1-0+0-(-1) 2 — 2
a)cos (u,v)= = = (u, v )=arccos — =50° 46’ 6,53"

l2[s  V® T

by cos (5) 1-2+1- (=1)+0-(=1)

—

= (U, w ) = arccos

=1
Jle T2
2240 (-1)+(-1)(-1) 5 -

= == 5
c)cos (v, w) = — = (v, w)=arccos

J5(6 0 V30
1-44+1:(-1)+0-(-2) 3

—~_ = (4, v+w) = arccos

Jelzr T

=73°1316,84"

1
T2

=24°5 4143

w

d) cos (4, v +w) = = 62° 25’ 29,83"

3
\ 42
4.11 Sean los vectores u =(2,0,4)y v =(m, 0, 3) referidos a una base ortonormal B.

a) Calcula m para que el angulo que formen los vectores u y v sea 60°.

b) Para este valor de m, halla u-v, |u|, |v |y los angulos que forman u y v con los vectores de la base.

a)cos60°=l= 2m +12 =420 y9+m? =4m+24 = 20 (9 + m?) = 16m* + 192m + 576 =
2 J22+42 [ mr432

— 4m?—192m—396 = 0 = m =24 +154/3

b) Para m =24+15y3 , resulta: G-v =60+304/3 , |i]|=2V5 , |V |= V1260 + 7203

Los angulos que forman ¢ y v con los vectores de la base son, respectivamente:
o, =63°26" 582", B, =90", v, = 26°33 54,18”
o, =3°26" 582", B, =90, y, =86°33' 54,18"; o', =123°26" 5,82", p', =90°, ¥, = 33° 26'5,82"

4.12 Encuentra un vector ortogonal a los vectores U y v cuyas coordenadas respecto de una base
ortonormal son u =(-1,3,5)y v = (4, 0-5).

ij kK - . -
uxv=]-13 5 |=-15i +15 j —12 k, es decir, el vector (-15, 15, -12) y todos los que tengan sus
4 0 -5

coordenadas proporcionales.

4.13 Halla el area del paralelogramo que tiene por lados los vectores AB y AD de la B
figura, sabiendo que |ﬁ5| =4cm.

p
Y
[\]

AD x AB = 12 k

S S )

W O~

o oxy
1l

Calculando el médulo del producto vectorial, el area pedida es 12 cm?.
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4.14 Si los vectores u y v tienen la misma direccién:

a) ¢Coémo sera su producto escalar? b) ¢ Como sera su producto vectorial?

a) U y v mismosentido: 4 v =|u||v]|cosQ°=|d]|]|V]|
U y v sentido opuesto: U -v =|u||v|cos180°=—|u ||V |

b) Si u y v tienen el misma direccion, sus coordenadas son proporcionales. Entonces u x v = (0, 0, 0).

4.15 Calcula las coordenadas de un vector a de médulo 5 que sea perpendicular al mismo tiempo a los

vectores b = (2,-3,0)y ¢ =(1, -4, 1), expresados respecto de la misma base ortonormal que el vector a.

Go15 2XC 52538 3,2, 5)
|bxc | 38

4.16 Halla el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores u = (3, 0, -2), v = (1,1, 3) y
w =(-1,3,2).

3 0 -2
v=d,v,wl=[1 1 3|=204°
-1 3 2

4.17 a) Determina el producto mixto de los vectores u =(2,5,6), v =(1,3,4)y w =(0, 0, 1).

b) Halla el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores u, v y w

4.18 Halla el producto mixto de los vectores u, v y w cuyas coordenadas respecto de una base ortonormal
son u =(7,0,1), v =(-1,2,5) y w =(2, 2, 4).

7 0 1
[G,v,w]=|-1 2 5|=-20
2 2 4

4.19 a) Calcula el producto mixto de los vectores u =(1,2,3), v =(4,5,6)y w =(7, 8, 9).

b) A partir del resultado obtenido anteriormente ¢se puede afirmar algo sobre la dependencia e
independencia linealde u, vy w?

12 3
4 5 6
7 8 9

a)[lj,V,VT/]= =0

b) Son linealmente dependientes.
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4.20

4.21

4.22

EJERCICIOS
Operaciones con vectores

Dados los vectores u, v y w cuyas coordenadas respecto de una base ortonormal son las siguientes:
u=(1,3,4); v =(51,3); w =(0, 1, 2), calcula la expresion de los siguientes vectores referida a la misma
base:

aju+v,ut+twyv+w d)2u +3v +5w
b) (G + V)+w e) 3u—6(2v —3w)
c)2i,3v,5w

ayu+v=(1,34)+(51,3)=(6,4,7)
u+w=(1,34)+(0,1,2)=(1,4,6)

v+w=(51,3)+(0,1,2)=(52,5)

b) G+v =(1,3,4)+(51,3)= (6, 4,7)
(G+V)+w =(6,4,7)+(0,1,2)=(6,5,9)

c)2d =2(1,3,4)= (2,6, 8)
=3(5,1,3)= (15, 3, 9)
5w =50, 1,2)= (0, 5, 10)

d)20 +3v +5w =(2,6,8)+(15,3,9) + (0, 5, 10) = (17, 14, 27)

e) Primero se calcula2v —3w = (10, 2, 6) - (0, 3, 6) = (10, -1, 0)
30 -6(2v —3w) = (3, 9, 12) - 6(10, -1, 0) = (3, 9, 12) — (60, -6, 0) = (=57, 15, 12)

Con los vectores del ejercicio anterior comprueba la propiedad asociativa de la suma de vectores.

Hay que calcular las coordenadas del vector (4 + v )+ w vy las del vector u + (v + w )y comprobar que son
las mismas.

(u+v)+w =[(1,3,4)+(5,1,3)]+(0,1,2)=(6,4,7)+(0,1,2)= (6, 5,9)
U+(v+w)=(1,34)+[51,3)+(0,1,2)=(1,3,4)+(5,2,5)=(6,5,9)

Luego, en efecto, se verifica la propiedad asociativa de lasuma (0 + v )+ w

1l
<
+
—_
<i
+
I

— w,siendo v =(1,1,5)y

1]
<!

Halla las coordenadas m y n del vector u = (2, m, n) de manera que u
w =(-1,0,1).

u=v-w =2,mn=1,1,5-(-1,0,1)

Igualando componente a componente, se obtienen las siguientes igualdades.
2=1+1
m=1+0=> m=1;,n=4
n=5-1
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Dependencia e independencia lineal. Bases y coordenadas

4.23 Estudia la dependencia lineal del conjunto de vectores {(1, 2, 3); (2, 1, 3); (1, 0, 1)}.

Escribe un vector como combinacion lineal de los restantes: (1, 2, 3) = k(2, 1, 3) + h(1, 0, 1)

1=2k+h
Identificando las componentes, se obtiene el sistema: 2=k
3=3k+h

El sistema tiene solucion, ya que k = 2 y h = -3. Luego el vector (1, 2, 3) es combinacién lineal de los otros dos;
en consecuencia, los vectores dados son linealmente dependientes.

4.24 Demuestra que el conjunto de vectores {(1, 0, 0); (0, 1, 0); (0, 0, 1)} es linealmente independiente.

Si ki(1, 0, 0) + k2(0, 1, 0) + k3(0, 0, 1) = (0, 0, 0), entonces k1 = k2 = k3 = 0. Por consiguiente, son linealmente
independientes.

4.25 (PAU) a) Determina los valores de a para los que resulten linealmente dependientes los vectores (-2, a, a),
(al _2! a) y (a! a, _2)

b) Obtén en esos casos una relacion de dependencia entre los vectores.

-2 a a
a)la -2 a|=-8+2a*+6a*=2(a-1)(a+2)?
a a -2

Cuando a =1 6 a = -2 los vectores son linealmente dependientes.
b)Sia=1:(-2,1,1)=x(1,-2,1) + y(1, 1, -2)

X+y=-2 1
—2x+y=1—>{ : 1.Portanto:(—2,1,1)=—1 1,-2,1)-1(1,1,-2)
x=2y=1 -

Si a = -2: La dependencia lineal es obvia, pues los tres son el mismo vector (-2, -2, -2).

4.26 Si tres vectores e,, €,, €, son linealmente independientes:
a) ¢ También seran independientes los vectores €, + e, —2e,, e, +2e, — €,, €, +3¢€,?

b) ;Y los vectores e, + e,, €, —2¢e,?

a) Si e, e,, €, son linealmente independientes, se pueden tomar como base. Por tanto, para ver si:
V= 8, + 8,28, V, = 6, +26, — 8;; Vs = 6 +36,

son linealmente independientes, se calcula el determinante de la matriz formada con sus coordenadas respecto
de la base B={¢,, €,, €;}

%

11 -2
V,=(1,2-1)=|1 2 -1/ =0=v,, Vv, y V4 son linealmente dependientes.
v,=(130) T3 0

b) Los vectores w, = €, + €, y W, = €, —2¢e, tienen las siguientes coordenadas respecto de la base B:

w, =(1,1,0); w, =(1,-2, 0). Son linealmente independientes ya que sus coordenadas no son proporcionales.
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[ R

base ortonormal, comprueba si es normada, ortogonal u ortonormal.

lu,| = 1[l+0+i =1; |Uy| = ‘/O+i+l =1; |Uy| = 1fi+l+0 =1
5 5 5 5 5 5

N °[r2] N

Luego los vectores dados no son ortogonales y si unitarios. En consecuencia, la base B es normada.

4.27 Dada la base del espacio vectorial VB, B =

# 0= U, y U, no son ortogonales.

4.28 Encuentra una base ortonormal de V* que contenga un vector paralelo a (1, —1, 2).

Se busca un vector ortogonal al dado, por ejemplo, v =(1,1,0)yaque (1,1,0)-(1,-1,2)=1-1=0.
v

Para obtener un vector ortogonal a u = (1,-1,2)y v = (1, 1, 0) basta con hallar el producto vectorialde u y v .

J
1 2| =(=2,2,2).
1

x|

v =(1,-1,2) x (1,1,0) =

<
1
<
_

o

Luego los vectores u =(1,-1,2), v =(1,1,0), w = (=2, 2, 2) constituyen una base ortogonal. Para que sea
ortonormal se dividen las coordenadas de cada vector por su médulo.

012101, 1,2 = JTr 1752 =6 = i, = (T

1V1=1(1,1,0) = J17412 = 2 :»az{ ,
W1=1-2.22)|= 22+ 2242* =23 = G =[-1,

La base buscada es B = {u,, U,, Uy}

4.29 Si los vectores v,, v,, V; constituyen una base de Vi, iformaran base los siguientes conjuntos de
vectores?

a) Vy — Vp,—V, +2V,, Vy — Vy + Vy

b)vi+v, -V, v, —v, +v;,2v, +3v, +3 v,

a) Las coordenadas de v, — v, , -V, + 2V, y V5 — vV, + V, respecto de la base B={v,, V,, V3}son

Vy—V,=(1,-1,0)-V, +2v,=(2,-1,0)y vz — v, + vV, =(-1,1,1).

1 -1 0

Como | 2 -1 0| =1=0,los vectores son linealmente independientes y, por tanto, forman una base de Ve,
-1 1 1

b) Del mismo modo: v,+v,-vz=(1,1,-1); v,{=V,+vy=(1,-1,1)y2v,+ 3V, +3v;=(2, 3, 3).
17 1

Como (1 -1 1[=-12%0, estos tres vectores son linealmente independientes. Por tanto, constituyen una
2 3 3

base de V2.

Solucionario 11




Solucionario

4.30 Siendo b, = ““,F”, b, = (‘ﬁ;'” y by = k:

4.31

a) Comprueba que forman una base ortonormal de V2, siendo i , ] , k la base canénica de V°.

b) Halla las coordenadas del vector i+ ] + k respecto de la base B = {51 , 52 , 53 }.

a)lLa baseB={51, 52, 53}esortonormalyaque|51|=1; |52|=1; |53|=1.

.o 3 3 L I
b1-b2=(%,—,oj-(£ 10J=0;b1-b3=0;b2-b3=0

2 2 2
b) Si las coordenadas del vector i+ ] + Kk respecto de B son (a, b, ¢) entonces:

(1,1, 1)=a[l, @ 0]+b[£, —%, O]+ ¢(0,0, 1)

2 2
(1 3
—a+-—b=1
2 2 -
—‘/Ea+§b=\/73 b=‘/73 !
<—3a—1b=1—> 2 2 - 2
2 2 NERRE J3+1
c=1 ~—a-—b=1 a=
2 2 2

(PAU) Se consideran los vectores de Ve, = (0,0,1) y v=(sen t, cos t, 0) (t es un numero real arbitrario).
Encuentra, si es posible, un tercer vector que forme junto con ellos una base ortonormal.

Los vectores U y v son unitarios y ortogonales. Por tanto, el tercer vector puede ser w = u x v .

ik § g
w=uxv=|0 0 1|=-costi +sentj =(-cost sent,0).
sent cost O

Este vector es unitario, por consiguente la base B={u, v, w } es ortonormal. Tambiénloes B’ ={u, v,-w }.

4.32 (PAU) En un espacio vectorial E sean u,, u,, U, vectores linealmente independientes. Comprueba si los

vectores: v, = U, — U,, V, = U, — U; Y V5 = U; — U, son linealmente dependientes o independientes y,
en caso de dependencia lineal, encuentra la relacion entre ellos. Razona la respuesta.

v, =(1,-1,0), v, =(0,1,-1), v5 =(-1,0, 1) respecto de la base B = {u,, U,, Us}.

1 -1 0
Como |0 1 -1| =0, los vectores v,, vV, y V5 son linealmente dependientes.
-1 0 1
Para hallar la relacién que existe entre ellos, se expresa uno como combinacion lineal de los otros dos.
1=-b
(1,-1,0)=a(0,1,-1)+b(-1,0,1) = {-1=a .Portanto, v, == v, — vz 0 Vv, + vV, + Vg = 0
O=—-a+b
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4.33 (PAU) Dados los vectores 4 =(1,1,1); v =(0,1,-1)y w =(1, 1, 0) de \V®
a) ¢Son linealmente independientes?

b) Halla un vector z tal que u, v, w y Z sean linealmente dependientes.
c) Halla, si es posible, un vector t tal que {u, v, f‘}sea una base de V2.

a) Como det(u, v, w)=0entonces u, v, w son linealmente independientes.

b) Basta que Z sea un vector cualquiera que se obtenga como combinacién lineal de u, v, w, como por
ejemplo: z = 4 + v + w, para que este vector sea linealmente dependientede u, v y w.

Nota: Dado que los vectores u, v, w son linealmente independientes, cualquier vector que se afiada de R®
dependera linealmente de ellos.

c) t sera cualquier vector cuyas coordenadas hagan que det(u, v, t ) # 0. Sea, por ejemplo:

11 1
t=(0,0,1)yaque |0 1 -1 0
00 1

4.34 (PAU) a) Estudia si los vectores v, =(2,1,-1)y v, =(1, -1, 1) son linealmente independientes.

b) Escribe la relacion que deben verificar las coordenadas de un vector v = (a, b, ¢) para que sea
combinacién lineal de v, y v,.

a) Son linealmente independientes al ser sus coordenadas no proporcionales.
b) Sea la combinacién lineal: (a, b, ¢) = A (2, 1, -1) + 1 (1, =1, 1). Operando e igualando se obtiene:
a=2r+u;b=A—-pu;c=-A+L.

2 1 1
Se verifica para cualquier a, siempre que ¢ = —b, por lo tanto v =(a, b, -b) Va,be Ryaque |1 -1 1 |=0.
a b -b

4.35 (PAU) ¢Son a =(1,2,3)y b = (3, 2, 1) linealmente independientes? Da un vector, ¢, de modo que a, b
y C sea una base de V.

Los vectores a y b son linealmente independientes ya que sus coordenadas no son proporcionales.

Para hallar un vector ¢ que juntocon a y b sean una base de V%, basta con que ¢ sea un vector tal que a,
b , € sean linealmente independientes o, lo que es lo mismo, que det(a, b , ¢ )#0. Por ejemplo, el vector
¢ =(0,0,1)hace que B={a, b, ¢}seauna base de V2.

Producto escalar

4.36 Calcula el trabajo realizado por la fuerza f = (2, 3, 1) N al producir en un moévil un desplazamiento dado
por el vectord = (3, 4, 5) m, estando los vectores referidos a una base ortonormal.

T=f-d =@2N,3N,IN)}3m,4m,5m)=2-3J+3-4J+1-5J=23J

4.37 Dos fuerzas f1 y fz tienen 5 y 2 Newton de intensidad, respectivamente; el angulo que forman es igual
a 60°. Halla el producto escalar de ambas fuerzas.

—

fp -f, =1f, |15 | cos (f,f,)=|f||f,| cos60°=5-2-05=5
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4.38 Halla el angulo que forman las fuerzas f1 =(2,3,4) Ny fz = (1, 5, 2) N. Calcula el trabajo que realiza la

fuerza 1?1 + fz al producir en un cuerpo un desplazamiento dado por el vector d = (2, 3,6) m.

772 ik 2+15+8 25

=32°3 23

f,+f,=(234)+(1,52)=(3,8,6)

T=(f,+f,)d =(3,8,6)(2,3,6)=(3-2+8-3+6-6)Nm=66J

4.39 Calcula el trabajo realizado por la resultante de las
fuerzas aplicadas sobre el punto A de la figura, cuando
provocan un desplazamiento dado por el vector AB. /F,
2N
. . 6m
Teniendo en cuenta que cada cuadrado equivalea2 Ny 1 m: F A ’B
((-6, 0)*+ (8, 6)* (10, -6))-(6, 0) = (12, 0):(6, 0) = 72 Nm =72 J N
Fs

4.40 En una base ortonormal los vectores u y v tienen las siguientes coordenadas: u = (1, 2, 3) y
v =(2, -1, 4). Calcula:

a) Su producto escalar.

b) El médulo de cada vector.

c) El angulo que forman u y v.

d) El valor de m para que el vector w = (0, 3, m) sea ortogonal al vector v .
ayu-v=01,23)(2,-1,4)=1-2+2(-1)+3-4=12

byldl=y(123) (123) = /12422432 = J14;|V|= (2 -1,4)- (2 -1 4) = 22+ (-1)2+42 = 21

u-yv de donde (lj/,\\7 ) = arccos _12 =45° 355"

_ _ 12

ldl- vl 1421 J14 421
d) Para que los vectores w y v sean ortogonales su producto escalar tiene que ser cero:
3

VoW =02 (2-1,4)(0,3,m=0=-3+4m=0=m= 2

c) cos (4, V)

4.41 Halla los valores x e y para que el vector (x, y, 1) sea ortogonal a los vectores (3, 2, 0) y (2, 1, -1).

xy,1)L3,2,00=23x+2y=0;(x,y,1)L(2,1,-1)=2x+y-1=0
Resolviendo el sistema, se obtiene: x = 2; y=-3.

4.42 Comprueba si son unitarios los vectores, a = [0,—%,%} y b = (2, 1, 3), estando referidos a una base

ortonormal.

2 2
la|= \/02+(_—3j +(i] =1= a esunitario. |b|= {/22+12+32 = \[14 #1= b no es unitario.

5 5
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4.43 Halla la proyeccion del vector u = (2, 1, 3) sobre el vector v = (-3, 4, 2), dados respecto de una base
ortonormal.

Proyeccion de i sobre v = |u;v| _|2A-3)+1-4+32| _ 4
V| Jap+are2z J29

4.44 Sea B = (u,,u,,u;) una base tal que |u,| =2, |u,| =3, |u;| =1y u,- u, =4, u, ~u; =1, u, -u; =2.
Calcula el valor de m para que los vectores u = 11u, + mu, + 3uU, y v = U, + 2u, + U, sean
ortogonales.

Ulveu v=0s(1u +mu, +3ud;) (U, +20, +U;)=0
1142 +220,-d, + 110, Uy + MU, -Gy +2MU3 + My Uy + 30Uy Uy +6Uy-U, +303 =
=110? +2mu2 + 302 + (22 + m)t,-Uy + 140, Uy +(M+6)Uy Uy =

= 11224 2m 32 + 3+ (22 + m)4 + 141 + (M + 6)2 = 161+ 24m =0 = m = — 101

24

4.45 Dados los vectores u, =(2,0,0); u, =(0,1,-3)y u; = au, + bu, ¢qué relacion deben satisfacer ay b
para que el médulo de u, sea la unidad?

Uy =al, +bi, =a(2,0,0)+b(0,1,-3)=(2a,0, 0) + (0, b, ~3b) = (2a, b, —3b)

iy = {(2a)2 + b2+ (-3b)F =1=> 487+ b?+ 9b*= 1= 4a?+ 10b* = 1

Para que u, sea unitario, los pardmetros a y b deben satisfacer la siguiente relacion: 4a2 + 106 = 1.

4.46 Dos vectores a y b son tales que |a| =10, |5| =103 yla + b | = 20. Halla el angulo que forman los
vectores a y b.

Los vectores a y b determinan un triangulo, y por el teorema del coseno:

=a?+ b —2abcosC = 400 =100 +300—2- 103 cos & = 0=cos C = (5,5)=90°

Nota: téngase en cuenta que (é, 5) =180'-C.

4.47 Pon un contraejemplo para demostrar que de la igualdad u-v

u-w nosededuceque v = w.

Sean u =(4,-1,2); v =(1,2,-1)y w =(0, 2, 1). Se cumple que

<

v =4d-w =0y, encambio, v # w .

4.48 Sean U y v dos vectores tales que (i + v)>=25y (i — v)? = 9. Calcula el producto escalar

<
<

Desarrollando los cuadrados:
25=(U+V)y =U?+V3+20 -V
9=(U-V)P=0u?+v2-20 -V

Restando ambas igualdades, se obtiene que 16 =4 u- v = u- v =4
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4.49 (PAU) Demuestra que si e y €' son dos vectores del mismo médulo, los vectores € + €' y € —e’ son
ortogonales.

Para que los vectores i = e + ¢ y Vv = € — €' sean ortogonales, su producto escalar tiene que ser nulo:

-eée +e-e-¢e-€=0

Dy
D/

GLlV ol i=0o(6+6) (6-6)=
6 6-66=|6F-|6F=0

Por tanto, es cierto que los vectores € + €' y € — €' son ortogonales.

4.50 Simplifica las siguientes expresiones:

a) (i - v)? c)(2u +3v)(u + V)

b)2u-(d -3V) d) (G + v)(d - V)

4.51 Dados los vectores u =(2,4,5)y v =(3, 1, 2), halla el médulo del vector u — v.

i -V =(245-(312=(1,323)=|i-v|=4/12+324+32 = [19

4.52 Sean u y v dos vectores tales que |u|=9y (u + v)-(u - v)=17. Calcula el médulo del vector v .
17=(0 + V) (I -V)=G2- V2= |V)P=|0]p-17=92-17=64; |V |= /64 =8

4.53 Sea B={u,, u,, U;}unabase tal que |u,| =|u,|=|u,|=2y (171/\L72) = (ﬁ) = (ﬁ) = 60°. Calcula el
modulo del vector u = u, + u, + u,.

T S i T S T S
= (Ut +uz ) (U Uy +Uz )= U+ Uy Uy + Uy Uz Uy Uyt Uy +Uy Uz + Uz Uyt Uy Uy + U5 =

= a$+a§+a§+2&1-a2+2a1-a3+2a2-J3=4+4+4+2-2-2-% +2-2-2-% +2-2-2-% =24

Por tanto: |d | = x/ﬂ =2\/E

<y

jap=a-

4.54 (PAU) a)¢Puede haber dos vectores u, v talesque u- v =-3,|u|=1,|v|=2?

b) ¢Qué se puede decir del angulo de dos vectores que verifican |x-y| = | x ||y |? Justifica las
respuestas.

a) Sustituyendo los valores dados por el enunciado en laigualdad ¢- v =|u||v|cos (4, V), se tiene:

—

-3=1-2cos(u, V) :>cos([,/,\\7)=_% =15

No es posible ya que el coseno de un angulo esta acotado entre —1 y 1. Luego no existen vectores U y v que
cumplan esas condiciones.

b) Se sabe que x- y =|x||y | cos( )?/? ) tomando valores absolutos resulta: | X -y | =| x| |y | |cos( )?/? )|
Como x e y verifican |x- y |=| x| |y |, entonces se deduce que |cos( ﬁ ) =1.

Por lo que el angulo que forman los vectores x e y sera 0° 6 180°.

16 Solucionario



4.55 (PAU) Dados los vectores a, b y ¢ tales que |a|=3,|b|=1y|c|=4y a + b + ¢ =0, calcula la
siguiente suma de productos escalares: a-b + b-C + a-¢.

(3+b+C)(a+b+C)=a-a@+b-b+¢C-C+2a-b+2a-C +2b-C=

=GP+ |bPP+|C|?+2a-b +25-C +2b-C
Ahora bien, como & + b + ¢ = 0, el producto anterior es cero. Ademas, | [2=9, |b|?=1y|¢|* = 16.
Sustituyendo estos resultados en la igualdad anterior, se obtiene 0=9+1+16+2(a-b + a-¢ + b-¢).

Despejando, se obtiene: a-b + a-¢ + b-¢ =-13.

4.56 ;Puede ser el médulo de la suma de dos vectores de médulos 10 y 5 mayor que 15? ;Y menor que 4?

Sean|a|=5y|b|=10y|C|=|a + b]|.

Aplicando el teorema del coseno, se tiene:

?=a*+b?>-2abcos C =25+100-2-5-10-cos C =125 - 100 cos C
SiC =180°=¢?=225=|C|=15.Si C =0°= ?=25= |G| =5.

Por tanto, el médulo del vector suma, @ + b, tomara valores en el intervalo [5, 15]. Luego, no puede ser mayor
que 15 ni menor que 5.

4.57 Demuestra las siguientes igualdades entre vectores:

-2

a(u+v-w)(u+v+w)=s(Uu+v)-w b)(u-v-w)-(u+v+w)=u2-(v +w)
a)(U+V -w) (U+V+wW)=(d+VY +(d+V)W-—w-(0+V)-w?>=(d+V)P-w?
bY(G —V —W) (U +V +W)=G°+ G- (V+W)+(-V —W) U +(=V-w) (V+w)=iu2—(V +w)?
4.58 Demuestra que el vector a =(5 E)J —(5 J)E es ortogonal al vector b .
Gdlboab=0s[b¢)d —(b-d)E]l - b=0
[(b-C)d]b-[(b-d)é]lb=(c-b)(d -b)-(d -b)(¢-b)=0
4.59 Dados u =(2,-3,5)y v = (6, -1, 0), halla:
a) Los médulos de ti y v. d) La proyeccion del vector u sobre v .
b) El producto escalarde u y v. e) La proyeccién del vector v sobre u.
c) El angulo que forman. f) El valor de m para que el vector (m, 2, 3) sea ortogonal a u.

a)li|= 22 +(-37+5° =38 V1= 6+ =37
b) G-V =2:6+(-3) (-1)+5:0=15
= 15

€) COS(U, V) = ——=——= = 0,4 = (4, V) = 66° 25' 11"
V38437
i6n de i N L B
d) Proyeccion de u sobre v = - = —
N
e) Proyeccion de v sobre U = _|u;v| - 15
dl 38

2Zm-6+15=0=>m=-4,5
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4.60

4.61

Producto vectorial y producto mixto

Dados los vectores u =(3,1,-1)y v = (2, 3, 4), determina:
a) Los médulos de ti y v. c) Un vector unitario ortogonala u y v.

b) El producto vectorial de u y v. d) El area del paralelogramo que tiene por lados los vectores u y v.

- - uxv 7 -14 7 17 -2 1
a)lul=y11,lv]=429 ) = ”:[ : : j:(_—_J
luxv| V294 294 294 ) \J6 V6 6
i Jj k B} L
bydxv=[3 1 -1=7i-14] +7k d)A=|ixVv]|=4294u°
2 3 4

Dados los vectores u =(1,2,3), v =(2,0,1)y w = (-1, 3, 0), halla:
ayu-v,d-w,v -w,Vv-d d)ldl, V] |w]
b) XV, VXU, UXxw,VxXw e)cos(tﬁ),cos(ﬁ)
c)(uxv)w,(Vvxw)-u
a)i-v =(1,23)-(201)=1-2+2-0+3-1=5
G-w=(1,23)(-1,30)=1(1)+2-3+3-0=5
V-w =(2,01)(-1,3,0=2(-1)+0-3+1-0=-2
V-i=(201)-(1,223)=2-1+0-2+1-3=5
i j ok i j ok
b)ixv =[1 2 3|=(25-4), vxi=|2 0 1|=(=2 -5 4),
2 0 1 12 3
i j ok i j ok
Gxw=|1 2 3|=(9-35), vxw=|2 0 1|=(3,-1,6)
-1.3 0 -1.3 0

C)(UxV)w =(2,5-4)(-1,3,0)=13,(V xw) - =(-3,-1,6) (1,2, 3) =

)
dld|= J12+22+432 = 14,V |= J22+12 = [5,|w|= {12+3% = |[10

%
w

<i

u-v

- _ 5 = 2
o) oSV ) = GIel T Jays RN

=-0,28

=0,6; cos(LT,v\T/ )=

<i

4.62 Calcula razonadamente un vector unitario en el espacio euclideo, que sea perpendicular

simultaneamente a los vectores v =(1,2,3), w =(1,1,-2)y u =(0, 1, 5).

1
1
0

3

Como —-2| =0, los vectores v, w y U son coplanarios.

_ a N

Los vectores v y w son linealmente independientes pues sus coordenadas no son proporcionales.
k

3| =(-7,5-1).

-2

i
m=vxw=(1,2,3)x (1,1,-2)= |1
1

o N~

Este vector es ortogonala U, v y w,porserloa v y w y ser u coplanario con estos.

~ 7 5 1
Como |m | =,/75, los vectores buscados son , .
Im| ( V75 1/ \/ ] [ 75 w/ 75 75 ]
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4.63 Dados los vectores i =3 i — ] + k yv = i+ ] + k , halla su producto vectorial y comprueba que el
vector hallado es ortogonala u ya v.
j

-1
1

=-2i -2j +4k

<y

X

<!

1]
- W
- Xy

xv L u,yaque(-2,-2,4)-(3,-1,1)=-6+2+4=0
xV Lv,yaque(-2,-2,4)-(1,1,1)=-2-2+4=0

<

g

4.64 Determina dos vectores de modulo la unidad y ortogonales a (2, -2, 3) y (3, -3, 2).

i
w = (2,-2,3)x(3,-3,2)=|2
3

=5/ +5); |w|=45°+52=5,/2

N WXy

-2
-3

el 2

. ~ 5 5
Los vectores pedidosson u = | ——, ——, 0
{5,/ 2 542 J

4.65 Halla un vector perpendiculara u =(2,3,4)y v = (-1, 3, -5) y que tenga por médulo 5.
i ] ok o
UxV =2 3 4|=-27i +6j +9k; [UxV|=,272+62+92 = ,/846
-1 3 -5

27 6 9}

El vector pedido es: 5 ; ;
vecorpedt [J846 V846 /846

4.66 Dados los vectores i =3 i — j + k yv =2 i —3 j + k, halla el producto i x Vv y comprueba que este

vector es ortogonal a u y a v. Halla el vector v x u y comparalo con u x v.

ik L
Gxv =3 -1 1|=2i -] -7k
2 -3 1
(GxV)Lie(@xv) =0 o (2,-1,-7)-(3,-1,1)=6+1-7=0
(GXxV)LV &(dxv)-v=0 o (2,-1,-7)-(2,-3,1)=4+3-7=0
ik Lo
Vxid=|2 23 1|=-2i +] +7k
3 -1 1

U =—(uxv). Losvectores v x Ui y U x vV son opuestos.

<i
X

4.67 Dados los vectores u y v de la figura, calcula:

ayu-v c)vxu T

b) 4 x v d)[d, vV, i xV] T~

Las coordenadas de los vectores son: u = (2, 3, 0), v = (-5, 2, 0).

ayu -v=2-(-5)+3-2=-4 c)vxu=-uxv=(0,0,-19)
i j ok 2 30

byixv=|2 3 0|=(0,0,19) d)[d,v,ixv]=|-5 2 0|=19-19=2361
-5 2 0 0 0 19
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4.68 Dados los vectores u =(2,1,3), v =(1,2,3)y w = (-1, -1, 0), calcula el producto mixto [u, v, w]. Halla
el volumen del paralelepipedo que tiene por aristas los vectores dados.

2 1 3
[G,v,w]=det(d,v,w)=|1 2 3|=6
-1 -10

El volumen del paralelepipedo de aristas los vectores t/, v y w es el valor absoluto de su producto mixto.
Entonces V= 6| =6 ul

4.69 Dados los vectores i = (1, 0, 0), ] =(0,1,0)y k = (0, 0, 1), halla el producto mixto [f , ] , k ]-

Deotraforma,[f,]',l?]= 7-(]XR)= ii=1

4.70 Halla el volumen del paralelepipedo cuyas aristas son los vectores
U=(2,1,0), j =(0,1,0)y v =(3,2,1).

El volumen del paralelepipedo de aristas los vectores i, j y Vv es el valor absoluto de su producto mixto.

_ - 210
LG, j,v]=|det(d,j, v)=]0 1 0f=20°
3 2 1

4.71 Si los médulos de los vectores u, v y w son 3, 4 y 5, respectivamente, ;entre qué valores estara
comprendido el valor absoluto de su producto mixto?

[G,V,Wl=d-(Vxw)=|d|-|Vxw]| cos(t,vxw)=|d| |V]|-|w]|sen(v,w)cos(d,vxw )

El valor maximo absoluto del producto mixto w | se obtiene cuando sen(d,v ) y cos(d,vVxw ) toman su

[u, v,
valor absoluto maximo, es decir, cuando sen(u,v ) =+1 y cos(G,vxw ) = *1:

[G,V,wl=|d|-|v]-|w|=3-4-5=860.
m

El valor minimo absoluto se obtiene cuando sen(u,v ) = 0 6 bien cuando cos(u,vxw ) = 0:

[u,v,w]=0

4.72 Dados dos vectores u, v, calcula los siguientes vectores:
a) ux(u+v)+vx(v+u)

b) (G+V)x(d—V)

a) U x(u+v)+v x(v+ud

1
<
X
<y
+
<y
X
<i
+
<i
X
<i
+
<i
X
<y
1
ol
ke
c
[0]
7]
<y
X
<y
I
<i
X
<i
1
< ol
<
<y
X
<i
1
|
<i
X
<y

N
<
X
<i
ko)
c
(0]
7]
<y
X
<
1
<i
X
<i
I
ol

b)(U+Vv)X(U—-V)=UXU-UXV+V XU—-V XV=-—

20 Solucionario



PROBLEMAS

4.73 (PAU) Considera los vectores de R*: & =(1,0,-1), v =(A,-1,0), w = (0, A, -1)
a) ¢Para qué valores de A son linealmente dependientes?

b) Determina, en este caso, x e y de forma que sea w =xu +yv.

1 0 -1

a) Son linealmente dependientessi |[A. -1 0 | =0 4:»1—7»2=0<:>{x=1
0 A -1 A=-1
. x=1
b)eSi A=1 :>(0,1,—1)=x(1,0,—1)+y(1,—1,0):>{y__1
. x=1
o Si =—1:>(0,—1,—1)=x(1,0,—1)+y(—1,—1,O):>{y_1

4.74 (PAU) En un vértice de un cubo se aplican tres fuerzas dirigidas segun las diagonales de las tres caras
que pasan por dichos vértices. Los moédulos o magnitudes de estas fuerzas son 1,2y 3.

Halla el médulo de la fuerza resultante de aquellas tres.

Se toman vectores unitarios en las direccionesde U,V yW: — U, — V, — W

La suma de las tres fuerzas es:

Sea M = G 42V 43— @ =— (1,1, 0)+\/1_

zE R T

Entonces, sumodulo es: |m | =— / 9+16+25 —£=
7z P

(2,0,2) + 0,3,3)= (3,4,5)

1 1
NEARRE

4.75 Determina el area de las siguientes figuras, teniendo en cuenta que, en todos los casos, los médulos de
los vectores son: |[u|=|v|=2;|w|=3

b) c) d)
V \
20 | M SS
%
W 60° U
a)luxv|=2-2-sen45°=2-2- ——2\/_ 2
b)%lﬁ><v7/|=%-2-3-sen80°=33en80°~2,95u2
V - W . o
c) Sea a el vector proyecciéon de v sobre w. a= VAWVT/=2 3c0s60 vT/=lvT/ =|al=1
|W|2 32 3

2|\7xW|+|\7><é|=2-2-3-sen60°+2-1-sen60°=14-§=7«/§u2

d)|a><\7|+%|V'7><("7)|=2-2-sen60°+%-2-3-sen30°=2-2-g+%-2-3-%=(2£+2ju2
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4.76 Las torres de la llamada Puerta de Europa en Madrid tienen forma de prisma
cuadrangular oblicuo. Calcula el volumen y la altura de cada torre teniendo en
cuenta los datos de la figura.

0,35, 11407

El volumen del paralelepipedo sera |[(-35, 0, 0), (0, 35, 0), (0, 35, 114)]| = 139 650 m?.

La altura sera el cociente entre el volumen y el area de la base, esto es
139650 _ 139650 (0,35,0)m

= =114 m
|(-350,0)x(0350) 352

,,,,,,

4.77 Dos remolcadores arrastran hacia puerto un petrolero segtn el esquema de la

figura. Si cada uno tira del barco remolcado con una fuerza de 10° N, calcula el 105N

angulo que forman los dos cables entre si si la resultante tiene un valor de
1,5- 10° N. 1,5 - 105N
Llamando o al angulo formado por la resultante y uno de los dos remolcadores, y 108N

utilizando el teorema del coseno, se obtiene Ry

10" =10" +1.52.10"° -2.10%-1.5-10°% - cos o, operando resulta coso. = 0,75, esto
es, a=41°24" y multiplicando por 2 se obtiene el angulo entre los dos remolcadores: 82°48’.

PROFUNDIZACION

4.78 (PAU) Sean a, b y ¢, tres vectores linealmente independientes. Indica cual o cuales de los siguientes
productos mixtos valen 0.

a)[a+c¢,a—-c¢,a+hb +c] b)[a+C,b,a+b] c)[a-¢,b-¢,¢—al]

En cada caso, razona tu respuesta.

Si a, b y ¢ son tres vectores linealmente independientes constituyen una base. Los vectores de los productos
mixtos respecto de esta base tienen las siguientes coordenadas:

[ ~C,a+b+¢]=[(1,0,1),(1,0,-1),(1,1,1)]
[ ,a+b]=[1,0,1),(0,1,0),(1,1,0)]

[a-¢,b-¢C,¢C - al=[(1,0,-1),(0,1,-1), (-1,0,1)]
Se calculan los productos mixtos pedidos:

(9]
jO

+

O

+

O
(o)
oy

10 1 1 0 1 1 0 -1
10 -1 =220 |0 1 0[=-1#0 | 0 1 —1| =0, pues las filas primera y tercera son proporcionales.
171 1 110 -1 0 1

Solo el tercero de los productos mixtos indicados es nulo.

4.79 Sean A, B, Cy D cuatro puntos arbitrarios del espacio que son coplanarios. Demuestra que se verifica:
[AB]-[CD]+[AC]-[DB]+[AD]-[BC]=0

— —

Llamamos i =[AB], v =[AC]y w =[AD]. Entonces, [CD]= w — v, [DB] =

C
|
I
<
®
(@]
1l
<i
|
<y

3y
|
<i
-
+
<i
—_
Cy
|
I
+
Iy
—
<i
|
Cy
-
1l
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4.80 Demuestra vectorialmente que las tres alturas de un triangulo concurren en un punto.

4.81

Sea H el punto de interseccion de las alturas que parten de los vértices Ay B.
Por lo expuesto en el ejercicio anterior, se cumple:

[AB]-[CH]+[AC]-[HB]+[AH]-[BC]=0
Por ser ortogonales los vectores m y % y los vectores @ y A_C> resulta [Ié] : [C_>H]= 0, lo que indica que

los vectores Ké y CH son también ortogonales; es decir, la altura del vértice C pasa también por el punto H
(ortocentro del triangulo).

Demuestra vectorialmente que las diagonales de un rombo se cortan perpendicularmente.

Sean a y b dos lados no paralelos del rombo.
|a|=|b], ya que un rombo tiene sus cuatro lados iguales.
Los vectores de las diagonalesson m =a +byn=a - b.

Para ver que son ortogonales, se calcula su producto escalar: m-n =(a + b)-(a - b)=|al? =|b|?=0
Luego las diagonales de un rombo se cortan perpendicularmente.

4.82 Demuestra vectorialmente que el angulo inscrito en una semicircunferencia es recto.

Sea O el centro de la circunferencia y sean A, By C tres puntos distintos de la misma, de modo que Ay C sean
extremos de un mismo diametro. Entonces el angulo ABC esta inscrito en la circunferencia.

Sean u =[O_é]y v =[E]=[6é], entonces:
[AB]=V + i y[BCl=V - i
[E]-[l?C]=(V +U)(Vv —u)=|Vv|P—|u?=r~-~=0,donde res el radio.

Luego los vectores [E ly [% ] son ortogonales.

4.83 Demuestra el teorema del coseno utilizando el producto escalar y la

relacion entre los vectores asociados al triangulo de la figura, c=a-b.

!
o)

oy

|G|?=(a-b) - (d-b)=|alP+|b?-2a-b=|al>+|b[*-2cos(&, b)

4.84 (PAU) Dados los vectores u = (1, -1, 2) y v = (3, 1, —1), halla el conjunto de vectores que siendo

perpendiculares a u se pueden escribir como combinacién linealde u y v.

Sea w = (x, y, Z) un vector cualquiera perpendiculara ¢ .Entonces w L U & w U =0 x-y+2z=0.

Por otra parte, el plano generado por ¢ y v es el conjunto de vectores que son combinacion lineal de u y v, es
decir, son vectores de laforma au + bv =a(1,-1,2)+ b(3,1,-1) = (a+ 3b, —a + b, 2a - b).

Para que w pertenezca al plano generado por t y v se tiene que verificar que
a+3b-(-a+bh)+2R2a-b)=0=>6a=0=a=0

Luego los vectores pedidos son de la forma (3b, b, -b) con b € R.

Solucionario 23




Solucionario

4.85 (PAU) Dados los vectores del espacio vectorial Vas= (1, 0,-1), b = 0,2,-1)y ¢ =(2,-2,-1).

a) Halla una base del espacio S engendrado por a, b , C.

b) Encuentra, si existe, el valor de a para que el vector (a, o, —6) pertenezca a S.
c) Halla un vector de Vv que, junto con la base de S obtenida anteriormente, sea una base de R®.

Razona la respuesta.

a) Los vectores @, b y ¢ son linealmente dependientes ya que det(a, b, ¢ ) =0.
Los vectores a y b son linealmente independientes, pues sus coordenadas no son proporcionales.

El espacio S engendrado por a y b esel conjunto formado por todas las combinaciones lineales que se pueden
hacer con los vectores @ y b, es decir, S = {k(1, 0, =1) + h(0, 2, -1) / k, h € R}

Una base de S puede ser la formada por los vectores a y b ya que son linealmente independientes y ademas
generan S.

Por tanto, B(S) ={a, b}={(1,0,-1), (0, 2, 1)}

a=k
k=2h k=4
b) (o, o, —6) = k(1, 0, -1) + h(0, 2, -1) = Ja=2h = =
6=—k—h —-6=-k-h h=2

Por tanto, o = 4.
c) Hay que afadir un vector d que sea linealmente independiente con a y b para que sea una base de VA
Servira cualquier vector que cumpla que det(a, b,d )#0

Sea, por ejemplo, d= (0, 0, 1). Entonces, B' ={a, 5, d } es una base de Ve,

RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

4.1

4.2

Los vectores u =(1,2,3)y v = (-4, 5, 6) estan referidos a una base ortonormal. El angulo que forman es:
A) 136° 58’ 5,16” D) 46° 58’ 5,16”

B) 43° 1’ 54,8” E) Ninguna de las anteriores.

C) 223° 1’ 54,8”

24

V1477

B)|d|=+14;|v|=+77; 0V =24 =cos (G, V)= =0,731 = (4, v ) =43°1' 54,8

Dado el vector u = (2, -3, 4), un vector unitario en la direccion de u sera:

JE—JEJEJ

2’ 3 4

A) (-2, 3,-4) D) {

j E) Ninguna de las anteriores.

2 -3 4
®) [W’W’W

-2 3 4
© (EEE]

2 -3 4 L .
,——,——— | , €S decir, ninguno de los anteriores.

J29 29 29

E)|u|= 429, por tanto, el vector pedido es [

2 Solucionario



4.3

4.4

4.5

El area del paralelogramo que tiene por lados los vectores u =(-1,0,2)y v =(3,1, 4) es:

A) S = 5 unidades cuadradas.
B) S =4105 unidades cuadradas.
C) S=4124 unidades cuadradas.

D) S =v107 unidades cuadradas.

E) Con los datos dados no se puede hallar el area.

=27 +10] —k = |0 x V|=+ 224102+ 1 =/105 u?

B) uxv =

AN XY

j
10
1

w | =

El volumen del paralelepipedo cuyas aristas son los vectores u =(1,-1,3), v =(2,0,1)y w =(0, 0, 3) es:
A) V=2 unidades cubicas.
B) V = 5 unidades cubicas.
C) V=7 unidades cubicas.
D) V=4 unidades cubicas.

E) Ninguna de las anteriores.

1 -1 3
E)V=|det(d,v,w) =2 0 1|=6u°
0 0 3

Halla las coordenadas del vector u = (2, 4, 5) respecto de la base B = {(0, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1)}.

A) Los vectores de B no forman base.

o (72%)

o (.13
222

D) (7,1, 3)

E) Ninguna de las anteriores.

7
a=—
2=b+c ?
C)(2,4,5)=a(0,1,1)+b(1,1,0)+c(1,0,1) = {4=a+b = b=§.
5=a+c 3
c=—
2

Por tanto, las coordenadas de u respecto de la nueva base son g % gj .
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Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas:

4.6 Los vectores u =(2,-1,4), v =(0,0,1)y w = (-4, 2,-8):
A) Forman una base.
B) Son linealmente dependientes.

C) Son linealmente independientes.

D) El vector w se puede expresar como combinacién linealde u y v.

E) det (&,v,w )=0

Son correctas las respuestas B, D y E.

4.7 Las propiedades del producto escalar son:

A) G-V =-v-i
B)u-u =0
C)u-(Vv+w)=U-v+i-w

Son correctas las respuestas B, C y E.

Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:
4.8 Para que tres vectores u, v, w formen una base se ha de cumplir:
a)[u,v,w]=0
b) u, v y w han de ser no nulos y no coplanarios.
A)asb
B)a= b,perob = a
C)b= a,peroa =b
D) ay b son excluyentes entre si.

E) Nada de lo anterior.

A) Las dos afirmaciones son equivalentes.
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Sefiala el dato innecesario para contestar:
4.9 Tres vectores no nulos u, v y w forman una base ortogonal.

a) Si los vectores son ortogonales dos a dos.

b) Si los vectores son unitarios y perpendiculares.
c)Siu-v=0,u-w=0yv- -w=0

d) Si (&,v) = 90°; (&,w ) = 90°; (V,w ) = 90°

A) Puede eliminarse el dato a.

B) Puede eliminarse el dato b.

C) Puede eliminarse el dato c.

D) Puede eliminarse el dato d.

E) No puede eliminarse ningun dato.

B) No es necesario que los vectores sean unitarios.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:

4.10 Sean u y v dos vectores referidos a una base ortonormal. Su producto escalar es nulo si:

a) Son ortogonales.

b) Si uno de los dos es el vector nulo.

A) Cada afirmacion es suficiente por si sola.
B) a es suficiente por si sola, pero b no.

C) b es suficiente por si sola, pero a no.

D) Son necesarias las dos juntas.

E) Hacen falta mas datos.

A) Cada afirmacion es suficiente por si sola para que el producto escalar sea nulo.
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E Planos y rectas en el espacio

ACTIVIDADES INICIALES

5.1 Calcula el valor de los siguientes determinantes:

2 _5 5 -2 3 2 3 x-1 1 0 x+1

a)31‘ b)([0 1 -2 c)| 2 2 y d|0 -2 y-3
1 1 -4 -1 2 z+2 -1 3 z+3

a) |2 ‘15‘=2-1+5-3=2+15=17

5 2 3
b)|[0 1 -2|=-20+4—-3—-10=-29

1 -1 -4

2 3 x-1
c)|2 2 y |=4z+8+4x—4—-3y+2x—2—4y—6z—12=6x—7y—2z—10

-1 2 z+2

1 0 x+1
d|0 -2 y-3|=—2z—6—2x—2—3y+9=—2x—3y—2z+1

-1 3 z+3

5.1 Estudia la compatibilidad de los siguientes sistemas y resuélvelos en los casos en los que sea posible:

2x+3y-z=-2 2x—-y—-2z=-2

a){4x+y+z=4 c){x+y+z=1
5x-y-z=5 3Ix-z=1
3x+2y-z=0

b) {x+2y+z=1

) {2x+y—4z=2
5x+2y-3z=-1

2x-y-2z=7

2 3 -1 2 3 1 -2
a) M= [4 1 1 ] ; M* = {4 1 1 4 ] = rg(M) = rg(M*) = 3. El sistema es compatible determinado.

5 -1 -1 5 1 1 5

-2 3 -1 2 2 41 2 3 -2

4 1 1 4 4 1 4 1 4

5 -1 1| 36 5 5 -1 -36 5 1 5| 36
36 36 36 36 36 36

3 2 -1 32 -1 0
by M={1 2 1 |;M={1 2 1 1 |=rg(M)=rg(M*) =2.Elsistema es compatible indeterminado.
5 2 -3 5 2 -3 -1

Soluciones: x = k—l;y=—7»+§; z=A
2 4

2 -1 -2 2 -1 -2 2
c)M=1 1 1, M*={1 1 1 1|=rg(M)=2;rg(M*)= 3. El sistema es incompatible.
3 0 -1 3 0 -1 1

d) M= @ _11 :‘;) M* :(g _11 :; ;j = rg(M) = rg(M*) = 2. El sistema es compatible indeterminado.

Soluciones: x = g+§7»;y= —§+k; z=A
4 2 2
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5.1

5.2

5.3

5.4

EJERCICIOS PROPUESTOS

Representa los puntos del espacio de tres dimensiones A(2, 2, 3) y B(-1, 2, 1) tomando {O; ;", f, I_\"} como

referencia.
Z
LA ’ .B
0 A
----- e)'d t
bl Y
X :
En el cubo de la figura se toma la referencia:{A; AB, AD, _E'} . Calcula las H G
coordenadas de los puntos F, G, C, My N. E F
1 M
1 N
—_ —_— - /D) ----- C
AF =AB+AE = F(1,0,1
= ) A 5

—_— —, — — — — — — —

_ s s s

AC=AB+BC=AB+AD= C(1,1,0)

m:rc’+cw:rc’+%@:@’+e—c;’+%a;:rg+ro+%rg’3M(1, 1 %]

AN =AM +MN=AC+ 1 CG- ) AD=AB+AD+ AE- ' AD=AB+ AD+ AE = n[1 L, 1
2 2 2 2 2 2 2 2

Las coordenadas de un vector son (4, 0, -2) y las de su origen (=3, 2, —=1). Calcula las coordenadas de su
extremo.

AB =(4,0,-2), A(-3,2,-1), B (b1, bz, bs)

Teniendo en cuenta que AB = @—a , tenemos que:
b,+3=4 b, =1
b,-2=0 =1b,=2 =B(1,2,-3)
by +1=-2 by, =-3

Calcula las coordenadas de los puntos medios de los lados del triangulo de vértices A(2, 2, -1),
B(-1, 3,2) y C(0, -2, 4).

Aplicando la férmula para el calculo de las coordenadas del punto medio de un segmento:
2-1 2+3 —1+2 Yy 151
2 2 2 2'2'2

M punto medio de AB= M(

)

N punto medio de AC = N(2+0, 2_2, _1+4)=N(1, 0, i]
2 2 2 2

P punto medio de BC= P _1+0, 3_2, 2+4) _p —1,1,3
2 2 2 2 2

Solucionario 29




Solucionario

5.5 (PAU) Dado el segmento AB, donde A (-5, 4,-2)y B (-2, 1, -2):

5.6

5.7

_— 4 —_—
a) Calcula las coordenadas del punto M tal que AM = EAB'

b) Calcula las coordenadas del punto N tal que E\E %rB

c) Calcula las coordenadas del punto medio de WN.

) My, ), A0~ B = (5., mg +2)= 203,300~ (4,-4.0) >
m+5=4=>m=-1, m-4=-4=-m,=0; m;+2=0= m; =-2. Entonces M(-1, 0,-2)
b) N(n1, na, na), mzéA_é: (ny+5,n,—4,n, +2)=§(3,—3,0)= (2,-2,0)=
n+5=2=n=-3;n,-4=-2=n,=2; n; +2=0= n; =-2. Entonces N(-3, 2, -2)

-1-3 0+2 -2-2
T2 2

c) P punto medio de MN = P( j: P(-2,1,-2)=B

Indica qué tipo de elemento geométrico (curva, recta, plano o superficie) representan, en cada caso, las
siguientes ecuaciones. Indica su dimension y calcula las coordenadas de uno de sus puntos.

X+y+2z=1 x=t x=t+s
- +2 —-_Z= = 2 =
){2x+z=0 b)x+2y-z=0 c)Jy=t d)y=t
Z=0 Z=S

a) Como la dimensién es 1y es lineal, es unarecta. Si x=0=z=0= y =1, entonces un punto es A(0, 1, 0).
b) La dimensién es 2 y es lineal, por lo que es un plano. Six=0, z=0 = y =0, entonces un punto es O(0, 0, 0).
c) La dimension es 1 y no es lineal, por lo que es una curva. Si t =0= 0O(0, 0, 0).

d) La dimension es 2 y es lineal, por lo que es un plano. Sit=1, s=-1 = A(0, 1, -1).

Comprueba si los puntos A(-3, 1 3), B(3, 1, 5) y C(1, -1, 2) pertenecen o no a la recta que pasa por
P(-1, 1, -1) y tiene como vector director v = (-2, 0, =3). Calcula dos puntos mas de esta recta.

x=-1-2\
Las ecuaciones paramétricas son r: <y =1
z=-1-3)r
A=1
-3=-1-2A
A(-3,13)=41=1 =i1=1 =Ae¢r
3=-1-31 —
r=2
3
3=-1-2 A=-2
B(3,1,5)=1=1 =41=1 =Ber
5=-1-3A A=-2
1=-1-2)
C(1,-1,2)=4-1#1 =>Cer
2=-1-3A

Dos puntos de esta recta se obtienen sustituyendo A por dos valores distintos:
A=0= Pi(-1,1,-1); A=1 = Py(-3,1,-4)
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5.8 Considera la recta que pasa por el punto S(1, -2, 5) y lleva la direccién del vector v = (-2, 2, 0).
a) Calcula su ecuacion vectorial.

b) Halla sus ecuaciones paramétricas.

a) Ecuacion vectorial: p=(1,-2,5)+ A (-2, 2, 0)

x=1-2)
b) Ecuaciones paramétricas: {y =-2+2\
z=5

5.9 Calcula, en cada caso, unas ecuaciones implicitas de la recta que cumple las siguientes condiciones:
a) Pasa por el punto A(-1, 1, 3) y lleva la direccién del vector u = (-1, -2, 4).
b) Pasa por los puntos A(2, 2, -1) y B(2, -4, 2).
c) Pasa por el punto A(-1, -2, 0) y es paralela al segmento de extremos B(0, -3, 1) y C(1, 1, 0).
d) Pasa por el punto A(2, -2, -3) y es paralela al eje Y.

x==1-X
a)r:ly=1-2n = r: X+1:,V—1:Z—3 N 2x—-2=-y+1 2x-y+3=0
-1 -2 4 4x+4=-z+3 4x+z+1=0

z=3+4\

y= 2 2L = r:
z=-1+)

x-2 y-2 z+1 —2x+4=0 x-2=0
= = = =
-2 1 y-2=-2z-2 y+2z=0

-1 -x-1=z x+z+1=0

4 -1

y==2+A=r:

xX-2 y+2 z+3 {X:Z
= = =

o 1 0

x=-1+A

y-—2+47»:>r x+1_y+2 _z :{4x+4:y+23{4x—y+2:0
1

{ z=-3

5.10 Halla las ecuaciones implicitas de las rectas sobre las que descansan los lados del triangulo de vértices
A(1! _1’ 1)! B(o! 1! 2) y C(1! 2! _3)

x=1-A
AB-: y=—1+27&:AB:X_1=y+1=Z_1 N 2x-2=-y-1 2x+y-1=0
-1 2 1 X-1=-z+1 X+z-2=0
zZ=1+A
x=1 1 y+1 z-1  [3x-3=0 1=0
ac:ly=te = Ao S 2L PORD e
z=1-4\ B TAyma=eze yroz+i=
X=A
BC:ly=1+1 = Bc:X-¥=1_2z-2 _ px=y-1 _ |x-y+1=0
1 -5 -5x=2z-2 5x+z-2=0
z=2-5\
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5.11 Halla unas ecuaciones paramétricas para las rectas de ecuaciones implicitas:

x+y=0 3x-2y-z=0
: b) s:
? {zx—y+z=0 ) s {x+y+z—3=0
Xx+y=0 x=h 3x-2y-z=0 x=1-%
a)r:{ a =y = b)s:{ B __ =A(1,1,1) y B(0,-3,6)= 1y =1-4L
2x-y+z=0 Y xX+y+z-3=0 e teo

5.12 (PAU) Dada la recta r : {X =Y
x+z=0

a) Calcula dos puntos de ella.

b) Calcula los puntos simétricos de los hallados en el apartado anterior respecto del origen de
coordenadas.

c) Calcula la recta simétrica de r respecto del origen de coordenadas.

a) 0(0,0,0)y A(1,1,-1)

1+a —0o. 1+ b —0; —12+c

b) El simétrico de O respecto de O es él mismo. Sea A'(a, b, ¢) = > 5

—0= A(-1,-1,1)

c) La recta simétrica de r respecto de O es ella misma.

5.13 Comprueba si los puntos A(3, -2, -2), B(1, 0, 1) y C(2, 1, —1) pertenecen o no al plano de ecuaciones

x=1-A+p
paramétricas m:{y =A-p
z=2-A-p
1-A+pn=3
A@B,-2,-2) {A-u=-2 = A =1, u=3. Compatible > Ae =
2-A-pu=-2
T-A+u=1 ] ]
B(1,0,1) sA—-u=0 = A=—, u=—.Compatible = Be &
2 2
2-A—-p=1
1-A+u=2
C(2,1,-1) {A—-p=1 = Sumando las dos primeras ecuaciones se obtiene 1 = 3 = Incompatible = C¢ &
2-A-pu=-1

5.14 Calcula las ecuaciones paramétricas y la ecuacion implicita del plano que cumple las siguientes
condiciones.

a) Pasa por A(2, 2, 2) y lleva la direccién de u =(0,-2,1)y v = (3,1, 2).

b) Pasa por A(2, 2, 2) y tiene como vectores de direcciéon u =(-3,-2,1)y AB, donde B(1, 2, -1).

0 3 x-2
a)|2 -1 y-2/=0=>-4x+8+3y—-6+x-2+6z2-12=0=>-3x+3y+6z-12=0=mn: x—y—-2z+4=0
1 2 z-2
ﬁZ, 2.2) -1 -3 x-2
b) <AB(-1,0, -3)=| 0 -2 y-2|=0=>2z-4+9y-18-6x+12+y—-2=0= n: 3x-5y-z+6=0
-~ 1 z-2
u(-3, -2, 1)

32 Solucionario




5.15 Calcula unas ecuaciones paramétricas del plano de ecuacién implicita x + y + z = 3 e indica uno de sus
puntos y dos vectores de direccion independientes.

X=X
Haciendo x=A,y=pu: sy =u
z=3-A-pu

Un punto seria el A(0, 0, 3) y dos vectores de direccion independientes v =(1,0,-1)y v =(0, 1, -1).

5.16 Comprueba que las siguientes ecuaciones paramétricas representan el mismo plano. Para ello:
a) Obtén tres puntos no alineados del primero.

b) Comprueba que los puntos obtenidos también pertenecen al segundo plano.

X=2+A+p x=s
Iy =—H my=t-s
Z=2-A+p z=4-2t+s

a)A=0,u=0= A(2,0,2; A =0, p0=1=B@3,-1,3; L =1, 1 =0 =C(@3,0, 1)

§=2
b)A(2,0,2)= <t-s=0 = Compatiblet=s=2 =Ae n
4-2t+s=2

s=3

B@3, -1,3)=> {t—s=—1 = Compatiblet=2,s=3 = Be 7
s
t-s=0 = Compatiblet=3,s=3 =>Cen
4

5.17 Halla la ecuacién del plano que pasa por los puntos A(2, -2, 1), B(1, -2, -1) y C(0, -1, 2).

i@,—2,1) -1 -2 x-2
AB(-1,0,-2)=10 1 y+2=0= —z+1+4y+8+2x-4+y+2=0=>n: 2x+5y-z+7=0
AG-211 2 1z

5.18 Halla las ecuaciones de los siguientes planos:
a) Paralelo a XOY 'y que pasa por A(-1, 2, -2).
b) Paralelo a XOZ y que pasa por B(3, -2, 0).
c) Paralelo a YOZ y que pasa por C(0, -2, -2).

a)z=-2 b)y=-2 c)x=0

5.19 En la figura aparece un tetraedro de vértices los puntos O, A, B y C. Calcula las ZJr
ecuaciones de los planos que contienen a las cuatro caras del tetraedro. C

4=k =k T

Los puntos son O(0, 0, 0), A(2, 0, 0), B(0, 3, 0) y C(0, 0, 5).

: T B
Las ecuaciones de las caras son: 0} B
OAB:z=0 OBC:x=0 OAC:y=0
z X y XA
-2 -2 x-2
ABC: |3 0 y |=0=>15x-30+10y+6z=0= 15x+10y+6z—-30=0
0 5 z
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5.20 Indica un vector director y otro normal del plano de ecuaciéon -2x + 2y + z= 0.

Dos puntos del plano: x=0,y=0 =z=0 = 0(0,0,0); x=0,y=1=2+z=0 = z=-2 = A(0, 1, -2).

Un vector de direccién es OA = 0, 1, -2).

Un vector normal es n = (-2, 2, 1).

5.21 Halla un vector director y otro normal del plano que pasa por los puntos A[— 1, 2, %J y B[l, -1, 0), y

2
por el origen de coordenadas.

-1 % X

La ecuacion del planoes |2 -1 y|=0= z+%y+%x—z=0:>n:2x+y=0
1 0 z
3

Un vector de direccién es el a = (—1, 2, %) paralelo a (-3, 6, 1).
Un vector normal es n = (2, 1, 0).

5.22 Un plano tiene como vector normal el n = (2, -3, 2) y pasa por el punto A(-1, 2, -5). Escribe su ecuacién
normal, su ecuacion implicita y sus ecuaciones paramétricas.

Elplanoes2(x +1)-3(y-2)+2(z+5)=0 =>2x+2-3y+6+2z+10=0=2x-3y+2z+18=0

X=X
y=u
3
z=-9-A+—
2”

5.23 Halla la recta perpendicular al plano x + z= 2 y que pasa por el punto A(1, 2, 0).

Vector normal del plano: n = (1,0, 1)

Este vector n sera un vector de direccion de la recta r buscada. Por tanto:

X=1+A ] 5 _s
r: y:2 :X;:L:E: y_
1 0 1 xX—-z=1
Z=A

5.24 Halla el plano perpendicular a la recta %: % =z y que pasa por el origen de coordenadas.

El vector (2, 1, 1) es de direccion de la recta y, por tanto, normal del plano. En consecuencia, la ecuacion del
planosera m: 2x+y+z=0.

X+y+z=3

ue pasa por el punto A(1, 0, 1).
2x+y=3 y que pasa p P ( )

5.25 Halla el plano perpendicular a la recta {

Dos puntos de larecta: x=0,y=3,z=0 = A(0,3,0); x=1,y=1,z=1 = B(1,1, 1)

Entonces Zl§=(1,—2, 1) es normal al plano buscado: n: x—1-2y+z-1=0=>x-2y+z-2=0
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5.26 Estudia la posicion relativa de la recta r y el plano & en los siguientes casos:

x=2+3\

a)r:y=2A n:3x-y+2z+1=0
z=-2+4)\
x=2t+3

b)yr: Jy=t-1 n:x=-3y+z-8=0
z=t+2

a)3(2+3L)=21+2(-2+41)+1=0 =151 +3=0 = x=—% = Se cortan en el punto P[g%zi;j

b)2t+3-3t+3+t+2-8=0 = 0t =0 = La recta esta contenida en el plano.

. L. . y-z=2
5.27 Estudia la posicion relativa del plano x—-2y—-z+2 =0y larecta
udi posici iv p X—-2y-z y {x—3y+7=0

Dos puntos de la recta son, por ejemplo, A(-1, 2, 0) y B(-4, 1, —-1).

x=-1-3)
Unas posibles ecuaciones paramétricas de la recta son {y =2-2
Z=-A

-1-3A-4+2A+ A+2=0 = 0L =3 = Larecta es paralela al plano.

+y=

2 0
5.28 (PAU) Calcula el valor de k para que la recta {x):- sk esté contenidaenel planox+y-z-1=0.

Dos puntos de la recta son, por ejemplo, A(0, 0, k) y B(1, =2, k— 1).
X=X

Unas posibles ecuaciones paramétricas de la recta son <y = -2\
z=k-A

X+y-z-1=A-2A—-k+ A—1=0 =20A=k+1 = k=-1

5.29 Estudia la posicion relativa de los planos © y ©' en los siguientes casos:

aym:2x-y-z=0 w:=6x+3y+3z-3=0
1 1 1 1

b rx=-y=-2z+ — =0 't—— X+ —y+z—-— =0

)Rix-—y-2z 2 e 2x 2y z 2

c)m:2x-y-z=0 n:2x+y-z-3=0

(2 -1 -1 (2 -1 -1 0 — 1. W =
a)M_(_6 3 3)yM_(_6 3 3 _3].rg(M) 1;rg(M') =2 = Los planos son paralelos.

1

1 -1 =2 1 -1 -2 1
by M=| y M'= 2 | rgM)=1;rg (M') =1 = Los planos son coincidentes.
1 ——

4
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5.30 Estudia la posicion relativa de los planos n y 7':

x=1+A+p
a) m:Jy=—-A+2n n:z=3
z=3
xX=2A x=3-2A+p
b)yn: Jy=p T y=rA-1
z=A+2u-1 z=p
1 1 x-1
a) Se halla la ecuacioén implicita del primer plano: (-1 2 y |=0 = z-3=0 = Los planos son
0 0 z-3

coincidentes.

b) Se halla la ecuacion implicita de cada plano:

10 «x

01 y |=0=2z+1-x-2y=0=x+2y-z=1

1 2 z+1

-2 1 x-3

1T 0 y+1[=0=>x-3+2y+2-z=0=x+2y-z=1
0o 1 z

Los planos son coincidentes.

5.31 (PAU) Dados los puntos A(1, 2, 3), B(-1, 1, 0), C(2, 1, -1) y D(4, 2, 2), estudia la posiciéon de los planos
determinados por A, By Cy por A, By D. ;Cémo son los puntos A, B, Cy D?

-2 1 x-1

Ecuacién del plano que pasapor A, By C: |-1 -1 y-2|=0=x-11y+3z+12=0
-3 4 z-3
-2 3 x-1

Ecuacién del plano que pasaporA,ByD: |-1 0 y-2|=0=x-11y+3z+12=0
-3 -1 z-3

Los planos son coincidentes. Los puntos A, B, Cy D son coplanarios.

5.32 Estudia la posicion relativa de los planos siguientes

n:x=3y—-2z=2 w:-2x+6y+4z=-4 n':3x-9y-62=6

1 -3 -2 1 -3 -2 2
M=-2 6 4 |yM=(-2 6 4 -4|.rgM)=1=rg(M')=1 = El sistema es compatible
3 -9 -6 3 -9 -6 6

indeterminado con dos parametros. Entonces los tres planos son coincidentes.

5.33 Estudia la posicion relativa de los planos:

n:x-y=-3z=1 w:=2x+2y+6z=-2 n'ixty+z=0

1 -1 -3 1 -1 -3 -1
M=(-2 2 6 |yM=-2 2 6 2|.rgM)=2=rg(M)=2
1 1 1 1 1 1 0

El sistema es compatible indeterminado con un parametro. Ademas, los dos primeros planos son coincidentes.
Se trata, por tanto, de dos planos coincidentes y otro que los corta.
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5.34 Estudia la posicion relativa de los planos que se indican a continuacion.

n:2x+4y-2z=0 wix+2y-z=0 n":—%x—y+%z=0

La primera ecuacion es el doble de la segunda, la tercera la mitad de la segunda y cambiada de signo. Por
consiguiente, los tres planos son coincidentes.

5.35 Estudia la posicion relativa de los siguientes planos.

n:x-y=-2z=1 w:2x-3y+z=15 n'ixt+z=-4

17 -1 =2 17 1 -2 1
M=(2 -3 1JyM'=[2 -3 1 15].rg(M)=3:rg(M')=3:Elsistemaescompatible

1 0 1 1 0 1 -4
determinado. Los planos forman triedro. Para hallar el punto comun a los tres planos, se resuelve el sistema:
1 -1 -2 1 1 2 1 -1 1
15 -3 1 2 15 1 2 -3 15
-4 1 1 4 1 1 -4 -
X = #: ﬂ:—s;yz L — ] ﬁz_g;zz 0—= _8= 1:>P(—5’ -8, 1)
-8 -8 -8 -8 -8 -8

5.36 (PAU) Calcula el valor de k para que los siguientes planos formen un prisma.

n:x=3y—-2z=2 n'-2x+y-z=-3 n":5y+5z=k

Para que formen prisma debe verificarse que rg(M) = 2, rg(M" ) = 3 y que no haya dos planos paralelos.

1 -3 -2
Facilmente se observa que ningln par de planos son paralelos y que rg(M) =2,yaque: |-2 1 -1|=0
0 5 5
1 -3 2
Por tanto, a lo unico que hay que obligaresaque |-2 1 -3|#2#0=k-20+15-6k 20 =k = —-1.

0 5 «k

5.37 (PAU) Calcula el valor de k para que los siguientes planos se corten en una recta.

n:xX-y=2 n:2x+y-z=-3 n":5x+y—-kz=-4

Para que se corten en una recta debe verificarse que rg(M) =2, rg(M" ) = 2.

Para que rg(M) = 2, se debe obligar a que:

1 -1 0
2 1 -1|=0=>-k+5+1-2k=0=k=2
5 1 -k
1 -1 0 1 -1 2
Para este valor de k, elrangode M' es2,yaque [2 1 -1|=0y |2 1 -3(=0
5 1 =2 5 1 -4

Por tanto, para k = 2, los tres planos se cortan en una recta.
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5.38 Estudia la posicion relativa de las rectas:

x=2-2\ X=A
r:iy=3-A siy=-1+2)\
z=1+A z=7-3\

Punto de r: A(2, 3, 1); vector de r: u (-2, -1, 1); punto de s: B(0, -1, 7); vector de s: v (1, 2, =3)

2 1 (-2 1 -2
Se calcula el rango de las matrices M= (U v)=|-1 2 yM':(ﬁ v AB): -1 2 -4

1 -3 1 -3 6
-2 1 =2
ComorgM)=2y |-1 2 -4|=0 =rg(M')=2 = Las rectas se cortan en un punto.
1 -3 6
x=2-2) X=U
2-20=u
r:iy=3-A ys:jy=-1+2u= = 3-A=-1+4-4A = Ar=0=P(23,1)
3-A=-1+2u
z=14+A z=7-3u

5.39 Estudia la posicion relativa de las rectas siguientes.

x=—2+2\
2x+y—-z=1
r: X—2v=0 s:iy=—1+A
y= z=1+5)

—4+4)N-1+1-1-51=1 - oA=7
—2+20+2-20=0 or=0
Ademas, tienen el mismo vector de direccion (2, 1, 5), por lo que las rectas son paralelas.

= No hay ninguin punto comun a las dos rectas.

5.40 Dadas las siguientes rectas, estudia su posicion relativa en el espacio.
,- X+y-z=2 s: x-2y-2z=3
"|12x-z=3 "12x-3y =0
Puntosderr A(2,1,1)y B (0, -1, =3); vectorde r. u = (-2, -2, —4)
Puntosde s: C(3,2,-2)y D(O, 0, —%) ;vectorde s: v = (—3, -2, 1)

2
2 -3 2 231
SiM= v)=|-2 -2 yM':(ﬁ v AC): -2 -2 1 |,rgM)=2yrg(M'") =3 = se cruzan.
4 1 4 1 3
2 2

5.41 (PAU) Calcula el valor de k para que las rectas r y s se corten en un punto. Halla las coordenadas de ese
punto de corte.

x=2-A x=-1+2\
riy=2+A si{y=-1+A
z=3\ z=k-3\
Punto de r: A(2, 2, 0); vectorde - u = (-1, 1, 3); punto de s: B(-1, -1, k); vectorde s: v =(2, 1, -3)
-1 2 (-1 2 -3
Elrangode M=(u v)=| 1 1 | es 2. Para cortarse, M'=(ﬁ v AB)= 1 1 -3| debe tener rango 2.
3 -3 3 -3 &k
= det(M')=-k+9-18+9+9-2k=0 =-3k+9=0 = k=3
X=2-A x=-1+2u 9 he142
rily=24ny sily=—t+p =4 77 T -2 = Elpunto de corte es P(3, 1, -3).
2+A=-1+u

z=3\ z=3-3u
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5.42 Escribe las ecuaciones de los siguientes haces de planos:

a) Paralelos al plano n:3x+3y-z-3=0. d) Paralelos al plano coordenado XZ.
b) Que tienen como vector normal el n = (-1, 2, -3). e) Que contienen al eje de coordenadas Y.
-y+z=0
c) Que contienen alarecta r: X—y=2 .
2x-y+z=0

a)3x+3y-z+D=0

b)-x+2y-3z+D=0

C)x-y+z+ A(2x-y+z)=0yademaselplano2x-y+z=0
dy+D=0

e)x+ Az=0yademasel planoz=0
5.43 Escribe la ecuacion del haz de planos secantes que contienen a la bisectriz del angulo formado por
los ejes X e Y.

x-y=0

La bisectriz de XOY tiene por ecuaciones r: { 0
Z=

La ecuacion del haz que contiene a rsera x—y +Az =0 afadiendo el plano z= 0.

5.44 Escribe la ecuacion del haz de planos que contiene a la recta que pasa por los puntos A(1, -1, 3) y
B(0, -2, 1).

Las ecuaciones en forma continua de AB son

x-1_y+1 z-3 x-1=y+1 x-y-2=0
-1 -1 =2 2x-2=z-3 |2x-z+1=0

La ecuacién delhazes x—-y -2+ A (2x - z+ 1) = 0 afiadiendo 2x - z+ 1 = 0.

x=1+t
5.45 Escribe la ecuacion del haz de planos que contiene a la recta de ecuaciones paramétricas: r:{y =-2+t
z=2+2t

Las ecuaciones en forma continua de AB son x—1 = y+2 = z-2 {x—1:y+2 {x—y—S:O

1 2 2x—-2=2z-2 2x-z=0

La ecuacion del hazes x - y - 3 + A (2x — z) = 0 afiadiendo 2x - z = 0.

5.46 (PAU) Halla la recta que esta contenida en todos los planos de la forma n: x = 2y +Az = 0, siendo A
cualquier numero real.

x-2y =0

n:Xx-2y+Az=0=> r:{
z=0

5.47 Calcula la ecuacién de la recta perpendicular al plano ©: 2x + 2y - 3z = 6 y que pasa por el punto
A(-2, 3,4).

La recta buscada r tiene como vector de direccién a n = (2, 2, —3) normal del plano & y pasa por A(-2, 3, 4).

X=-2+2) 2 3 4 5-0
Portanto, r:Jy =3+2\ _Xte_y-s_z-4 _ (Xmy+o=
2 2 -3 3x+2z-2=0
z=4-3\
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5.48 Calcula la ecuacion del plano perpendicular a n: x — y + 3z = 4 y que contiene a la recta de ecuaciones

x=1+t
paramétricas r:{y =2-t
z=3+2t

El plano 7' buscado tiene como vectores de direccion u = (1, -1, 2) de larecta ry el normal n = (1, -1, 3) del
plano © . Ademas, pasa por el punto (1, 2, 3) de la recta r.

17 1 x-1
Por tanto, n':|-1 -1 y-2|=0 =>x+y-3=0
2 3 z-3

5.49 (PAU) Verifica si los puntos A, By C estan o no alineados:
a) A2, 2,-1), B(1, 3, 1), C(0, 4, 3)
b) A(1, -2, 3), B(4, 3, -1), C(7, 8, -4)

a) A_é =(-1,1,2); Té = (-2, 2,4). Como Ié = 2/Té = A, By C estan alineados.

b) A_é =(3, 5, -4); AC = (6, 10, =7). E y AC son linealmente independientes y, por tanto, A, By C no estan
alineados.

5.50 (PAU) Verifica si los puntos A, B, Cy D son o no coplanarios:
a) A(2,1, 0), B(4, 2, 0), C(1, -2, 0), D(1, 2, 0)
b) A(1,1,1), B(2, 2, 1), C(-1, 2, 2), D(2, 1, 2)

a) Todos los puntos pertenecen al plano z = 0. Son, por tanto, coplanarios.

b) Se calcula la ecuacion del plano que pasa por los puntos A, By C:

. . 1 -2 x-1
AB =(1,1,-2); AC=(-2,1,1)=|1 1 y-1=0= n: x+y+z=3
2 1 z-1

El punto D no pertenecea m yaque2+1+2-3%0 = A, B, Cy D no son coplanarios.

5.51 Calcula la ecuacion del plano que contiene a la recta r y al punto A en los siguientes casos:

X—-2y+3z=6 x=-1+2
a)r:{ Y¥32=0 A@2,2,-2) b)r:ly =2 A2,2,2)
y=2 zZ=-)\

a)x—-2y+3z-6+A(y-2)=0=>2-4-6-6+ 7\.(2+2)=0:>7\.=£
x—2y+32—6+%(y—z)=0 > n:2x+3y-z-12=0

b) El plano = buscado quedara determinado por P (-1, 0, 0) y los vectores u =(1,1,-1)y PA = 3, 2, 2).

1 3 x+1
1 2 y |=022z+2x+2-3y+2x+2-2y-3z=0=n: 4x-5y-2z+4=0
-1 2 z
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EJERCICIOS

Coordenadas de un vector

5.52 Para cada uno de los siguientes casos calcula las coordenadas del vector de origen el punto A y de
extremo el punto B.

1 2 3
a) A(2, o’ _3)! B(O, _3! 5) b)A(E! _2! E]!B(_1’ g’ 2]
2B = (-2 - 2B =313
a) AB =(-2,-3, 8) b) AB [2,5,1j

5.53 Del vector P_d = (-2, 0, 3) se sabe que el origen tiene coordenadas P(1, -2, 3). Calcula las coordenadas
del extremo Q.

G=p+PQ=(1-23)+(-20,3)=(-1,-26)= Q= (-1, -2, 6)

5.54 Del vector PQ = (4, -1, 2) se sabe que el extremo tiene coordenadas Q(2, -3, —4). Calcula las
coordenadas del origen P.

p=G-PQ=(2, -3, -4)- (4, -1,2)= (-2, -2, -6) = P=(-2, -2, -6)

Coordenadas del punto medio. Divisiéon de un segmento

5.55 Calcula las coordenadas del punto medio del segmento de extremos A y B para cada uno de los
siguientes casos:

1 4 2

a) A(_3s 2’ _3)s B(1, _2’ _1) b) A(Es _31 _EJ ’ B(_z’ 5, 2)
-5 -7 1

a) M(-1, 0, -2) b) M(?, 7z 3]

5.56 Calcula las coordenadas de dos puntos A y B que dividan al segmento de extremos P(2, 2, -1) y
Q(5, -4, -7) en tres segmentos de la misma longitud.

3=3a,-6=4,=3
PQ=3PA = (3,-6,6)=3(a1—2,a,—2,a3+1) >1-6=3a,-6=>4a,=0 = A(3,0,-3)
-6=3a;+3=>a;=-3

3-3p_3=b-4
2

—_—

B 3(3,—6,—6)=%(b1—2, ba—2, b+ 1) = —6:%b2—3:b2:—2 — B(4, -2, -5)

—6:%b3+%:>b3 =-5

ID_Q’:

N | w
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5.57 (PAU) Calcula las coordenadas de tres puntos A, B y C que dividan al segmento de extremos

P[1, %, —%J y Q[— 3, %, %] en cuatro segmentos de la misma longitud.

-4=43,-4=4a,=0
E]s 1=4a2—2:>a2:i 3A(0,§,—1J
3 4 4 3
i—4a +§:a —
3 3773

PQ=4PA = (—4, 1, %):4(531—1, a,——,a,+

2

A 1 , —4=2b-2= b =1
PQ =2PB = (4, 1, §j=2(b1—1, b~ by +§)3 1=2b,-1=by,=1 = B(-1,1,0)

—_2b3+4:>b3_o

3
:—c— =cC 2
== 4= 4) 4 51
PQ=§ C3[4,1, jZE[Q 1¢,- :_02__202 n :>C[_2'Z'§j
1
——c+ =c
3 3= 3

5.58 Dado el segmento de extremos A(2, 1, -1) y B(5, -2, 8):
a) Calcula las coordenadas del punto C de forma que B sea el punto medio del segmento AC.

b) Calcula las coordenadas de dos puntos P y Q pertenecientes al segmento AB y tales que dividan a
este en tres segmentos de igual longitud.

a) (2+x 1+y —1+z

2 5 5 j:(5,—2,8)3x=8;y=—5;z=17 = El punto buscado es C(8, -5, 17).

b) AP = (p1— 2, pa—1, ps+ 1) = %A_é =(1,-1,3) = P(3, 0, 2); E:%A_B}(z, -2, 6)= Q4, -1, 5)

Ecuaciones de la recta

5.59 Escribe las ecuaciones paramétricas, la ecuacion en forma continua y las ecuaciones implicitas de la
recta:
a) Que pasa por los puntos A(1, -2, 0) y B(2, -3, -1).

b) Que pasa por el punto A(-2, -2, 0) y lleva la direcciéon del vector u = (-1, -1, 4).

c) Que pasa por el punto A(—%, -2, %) y lleva la direccién del vector u = [%, 0, %J

x=1+A
a) AB: y=—2—k:AB:X—_1=y+2=iz —x+1=y+2: X+y+1=0
1 -1 -1 -X+1=z x+z-1=0
zZ=-\
x=-2-1 2 2 X+2=y+2 [x-y=0
b) r: y:—2—k:>r:x+ _yre_z “Yre y=
-1 -1 4 4x+8=-z 4x+z+8=0
z=4)\
2 1
X=—=+—=A 2 1 3
c)r ——23 > :>r-x+§—Y+2—Z_§:> };+2_101 1= y+2=0
y—1 ] 1 o0 1 —X+—=—z-—  |3x-2z+3=0
Z=—422 3 2 2 3 3 6
2 2
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5.60 Dados los puntos A(1, -1, 2) y B(-1, -2, 0), calcula unas ecuaciones implicitas para la recta que pasa por
el origen de coordenadas y lleva la direccion del vector AB.

r:izlzij{x:Zyj{x—Zy:O
-2 X=2z x-z=0

5.61 Calcula dos puntos de cada una de las siguientes rectas.

X=-2+2) 1 2 x-2y+z=0
a)r:iy=-1+2 b)r:x—_‘l=L=i c)r:{2x—)};—z;0

zZ=-1+2\

a) L=0 = A(-2, -1, -1); A =1 = B(0, 0, 1)
b) A(1, -2, 0); B(0, 0, -2)

“0 = {—2y+z:0

o) x —2y+z:—1:>
-y-z=0

yoz=-2 y=1tz=1=B(1,1,1)

—y=0z=0=A(0,0,0). x=1 3{

5.62 Calcula un punto y un vector de direccion de cada una de las siguientes rectas:

x=-3 2 2 2x+y=3
z=1-4)\ - =
a) P(0, -2, 1); ti=(-3,3,-4)
b) P(0, 2, -2); u=(-2,1, 3)
X=A
c)ly=3-20 = P(0,3,-1); i=(1,-2,2)
z=-1+2A

5.63 Calcula la ecuaciéon en forma continua y las ecuaciones implicitas de la recta de ecuaciones
paramétricas:

x=1-2
r:qy=2+2A
z=3-3A
Forma continua: X—1=¥=2_Z=3 _ |molicitas: 2x+y-4=0
-1 2 -3 3x-z=0

5.64 Calcula las ecuaciones paramétricas y la ecuacion en forma continua de la recta de ecuaciones

3x-y-z-1=0
implicitas: r: {x):- yy_ zz—3 =0
-y-z=1 S
x=0= =>z=-2,y=1=A(0,1,-2);, x=1=> TEthyme= LAl
y-z=3 yoese

X=2A
Vector de direccion: AB = (1,1, 2) = Paramétricas: <y =1+A . Forma continua: %: yT_1 = 222

zZ=-2+2A\
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5.65 Escribe las ecuaciones de cada una de las siguientes rectas.

a) b) c)
Z Z
Z ’
1 1
1 Y " 0) 1 — :Y o) 1 .Y
0 ' vl 1
/ 1 // /\
X X
X
y=0 x=3 z=0
9125 o {2 o [

5.66 Escribe la ecuaciéon en forma continua de las rectas que se indican a continuacion. Ten en cuenta que las
ecuaciones dadas no estan en forma continua.

x _2y-2 z-1 _-x+1_2y-4 3z-2

a)r:—= b) r:
2 3 -3 3 2 -4
ayr 1:2y—2:z—1:>i_y—1:z—1
2 3 -3 2 3 -3
2
Z_i
b)r:—x+1:2y—4:32—2:x—1:y—2: 3
3 2 —4 -3 1 4
3

5.67 Se considera la recta que pasa por el punto A(-1, 2, -3) y tiene como direccion la del vectoru = (2, -1, 2).
a) Escribe las ecuaciones paramétricas y las ecuaciones continuas de la recta.

b) Decide cuales de los siguientes puntos pertenecen a la recta y cuales no: P(5, -1, 3), Q(-3, 3, —-4),

c) Escribe dos puntos mas de dicha recta.

x=-1+2\
a) Ecuaciones paramétricas: <y =2-A Ecuacion en forma continua: x+1 . _12 = 223
z=-3+2) B

b) P si pertenece (A = 3); Q no pertenece (no existe ningun valor de A ); R si pertenece (A = % ).

c) S(-5,4,-7)para A=-2y T(3,0, 1) para A = 2.

5.68 Verifica si los siguientes puntos pertenecen o no a una misma recta. En caso afirmativo, calcula sus
ecuaciones paramétricas.

a)A(2,-1,2),B(3,0,3)y C(4,1,4) b) A(1,-1,1), B(-1,-2,1) y C(3, -1, 1)
- X=2+A
a) AB =(1,1,1); AC =(2, 2,2). Como AC =2AB, entonces A, By C estan alineados: {y =-1+A
Z=2+A\

b) Ié =(-2,-1,0); Ié = (2, 0, 0). Como no son proporcionales, A, By C no estan alineados.
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Ecuaciones del plano

5.69 Escribe las ecuaciones paramétricas y la ecuacién implicita del plano:
a) Que pasa por el punto A(-1, 3, 1) y lleva la direccion de los vectores u =(1,-1,3)y v = (-1, -1, 4).
b) Que pasa por los puntos A(1, -1, 2), B(2, 0, -1) y C(-3, 1, 0).

c) Que pasa por el punto A(—%, 2, 1) y lleva la direccién de los vectores ﬂ:[1 0 1)

2 3772
- (1 1 3
v=|—, ——, —|.
(2 22]

d) Que contiene al triangulo de vértices A(1, 0, 0), B(0, 1, 0) y C(0, 0, 1).

X==THh-p 14 4 x41
a){y=3-A-u =|-1 -1 y-3|=0=>x+7y+2z-22=0
z=1+3r+4uy |3 4 z-1
. x=1+A-2u 1 -2 x-1
b) AB=(1,1,-3); AC=(-4,2,-2)|| (-2,1, -1) = {y =—1+A+pu=|1 1 y+1/=0=2x+7y+3z-1=0
z=2-3)-p |3 -1 z-2
X:—%+27\.+u 2 1 X+§
C)iy=2-n =|0 1 y-2|=0=6x-6y—-4z+23=0
z:l+37»+3u 3 3 -1
2 2
x=1-A-p
d) AB=(-1,1,0):; AC=(-1,0,1) = ly =4 = x+y+z-1=0
zZ=yu

5.70 Dados los puntos A(1, 1, -2), B(-1, -2, -3) y C(1, 1, 0), calcula la ecuacién implicita del plano que pasa por
el origen de coordenadas y tiene como vectores directores AB y AC.

X =2\

— . 2 0 x
AB =(-2,-3,-1); AC =(0,0,2) = sy=3L =|3 0 y|=0= 3x-2y=0
z=r+2n0 |1 2 2
5.71 Calcula dos puntos de cada uno de los siguientes planos.
x=1-A+p
aAniiy=2+2A—p b) m:2x+y-3z=1
z=3-3A-2u

= z=0 =

a) {ﬁig:A(LZ, 3): {kf; = B(0, 4, 0) b) {XZO =y=1 = A(0,1,0); {’:? =y=4 = B0, 4,1)

5.72 Calcula un punto, dos vectores de direccion linealmente independientes y un vector normal de cada uno
de los siguientes planos.

x=-1-A
a)T:iy=31-2pn b) t:3x-y-2z=0
z=1-2\-p
- - -1 0 x+1 -
a)P(-1,0,1); u =(-1,3,-2),v =(0,-2,-1); |3 2 y |[=0=7x+y-2z+9=0=n =(7,1,-2)
-2 1 z-1

X=A\
b) n =(3,-1,-2); 7y =3A-2u = 0(0,0,0); ¢ =(1,3,0), v =(0,-2,1)

Z=U
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5.73 Escribe unas ecuaciones paramétricas para el plano de ecuacién implicita © : x—-2y + 3z=1.
x=1+21-3un

y=»r
Z=U

5.74 Escribe las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por A(1, 3, -2) y tiene como vector normal

n =(1,-2,0).
x=-5+2)
x-2y+D=0.Como A(1,3,-2) >1-6+D=0 =>D=5 = x-2y+5=0 = Paramétricas: {y =\
z=U
x=-2-2\A+3p
5.75 Escribe la ecuacion implicita del plano de ecuaciones paramétricas: n:<y =1-2A -2
z=1+2A-2p
-2 3 x+2
Ecuacion implicita: |-2 -2 y-1|=0= 4x+y+5z+2=0
2 -2 z-1
5.76 Comprueba si los puntos P(-1, 3, 5) y Q(2, -1, —1) pertenecen o no a los siguientes planos.
x=-1+2\L+p
amn:iiy=2-3A-p b) t:x-2y+3z=1
z=1+2A+3p
—1=—1+2A+p 20 +u=0 2=-1+2A+p 20+u=3
a)13=2-3Ar-p =<3A+pu=-1= SCD.=>Pemn; -1=2-3A-u =<3A+u=3 =Sl =Qen
5=1+21+3n 2 +3u=4 -1=1+2A+3pu 2 +3u=-2

b) P no verifica la ecuacion: -1 -6+ 1521 = P¢ ©n; Q si verifica la ecuacion: 2+2-3=1 => Qe m.

5.77 Verifica si los siguientes puntos pertenecen o no a un mismo plano. En caso afirmativo, calcula su
ecuacion.

a) A2, 1, 1), B(1, 0, -2), C(-1, 2, 0) y D(-2, 0, 5) b) A(1,1,1), B(-1,2,1), C(2,-1,1) y D(-2, 2, 2)

Sirg (ZE AC, Zﬁ) =3 = no coplanarios. Si rg (ZE AC, Kﬁ) < 3 = coplanarios

-1 -3 -4 -2 1 -3
ayrg| -1 1 -1 |=2=coplanarios: x+2y-z-3=0 b)rgl 1 -2 1 |=3= no coplanarios
-3 -1 4 0O 0 1
5.78 Escribe las ecuaciones de cada uno de los siguientes planos:
a) b) c)
Z V4 ZJ.C
o N b RN b
0 Y 0 Y
X X X/ a
a)z=0 b)y=b o) X429
a b c
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5.79

5.80

5.81

Posiciones relativas de recta y plano

(TIC) En cada uno de los siguientes casos, estudia la posiciéon relativa del plano &t : x—y +2z=1y las
rectas siguientes.
x=1+t x=1+2t
a)r:cy=-2t b)s:i=l=z—1 c)t:{y=4t
z =3t 2 4 1 z=t

a)1+t+2t+6t=1 = t=0 = Larecta corta al plano en el punto P(1, 0, 0).

x-y+2z=1 1 -1 2 1 -1 2 1
b) 4x-2y=0 M=|{4 -2 0| M'=|4 -2 0 O |;rg(M)=2;rg(M')= 3. Recta paralela al plano.
X_27=_2 1 0 -2 1.0 -2 -2

c)1+2t-4t+2t=1 = 0t=0 = La recta esta contenida en el plano.

(TIC) En los siguientes casos, calcula el punto de interseccion de la recta r con el plano «.
xX_Yy
a)r:—=—=— 12x+y-z=0
=T mrexvy
x=10-3t
b) r:iy=-7+2t n:3x+2y—-z+1=0
z=-1+t

a) Escribiendo la recta r en paramétricas y sustituyendo en el plano se obtiene:

2t-t-t=0 =0-t=0 = Larecta esta contenida en el plano.

b) 3(10-3t)+2(-7+2t)+1-t+1=0 = -6t =-18 = t =3 = La recta corta al plano en el punto P(1, -1, 2).

Posiciones relativas de tres planos

(TIC) Estudia la posicion relativa de los dos planos © y n'en los siguientes casos:

a)yn:2x-y+z=0 d r:2x-y+z-2=0
n'-2x+y+z=1 n':—6x+3y—-3z-2=0

by n:2x-y+z=0 e)w:x+y-1=0
n':—4x+2y—-2z=1 T:x+z-2=0

c)m:2x—y+z=0
n':-4x+2y-2z=0

a) rg(M) = 2; rg(M')= 2 = se cortan en una recta.
b) rg(M) = 1; rg(M")= 2 = planos paralelos.

c) rg(M) =1;rg(M")= 1= planos coincidentes.

d) rg(M) =1; rg(M')=2 = planos paralelos.

e)rg(M) =2; rg(M')=2 = se cortan en una recta.
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Posiciones relativas de tres planos

5.82 (TIC) Estudia la posicion relativa de los tres planos 1, ©'y ©" en los siguientes casos:

n:2x-y+z=0
n:3x+y+4z=0
n''ix+y-z=3

a)

m1u2x—y+z=0
n':x-2y+3z=1
n'':3x-3y+4z=1

c)n:2x+y+z=0
n':x+y-z=0
n''ix+2z=1

d) n:2x-4y+6z+1=0

e)

nt':x+2y+z=0
n'':ix-2y+3z-1=0
n:x+y—-z=0
n:3x+2y +1=0
' x+2z+1=0

f)n:2x—y+3z=4

nix-2y-z=-7
n'i-2x+y—-z=2

n:-2x-y+3z=3
n:6x+3y-9z=-9
n'':-10x -5y +15z =15

h) n:-2x-y+3z=3
n:6x+3y-9z2=-9
t'':-10x -5y +15z2 =10

i) n:xX+y-z=0
n:x-y+z=0
n':x=0

(M)=3;rg(M")=3 = Se cortan en un punto.

(M) =2;rg(M")=2 = Se cortan en una recta sin que haya ninguna pareja de planos coincidentes.
c) rg(M) =2; rg(M'")=3 = No existe ninguna pareja de planos paralelos, los tres planos forman un prisma.
d)rg(M) =2;rg(M')=3 = Como & y n'" son paralelos, son dos planos paralelos y uno que los corta.
e)rg(M) =2;rg(M')=2 = Se cortan en una recta sin que haya ninguna pareja de planos coincidentes.

f) rg(M) = 3; rg(M'")=3 = Se cortan en un punto.

g) rg(M) =1;rg(M')=1 = Los tres planos son coincidentes.

h) rg(M) =1; rg(M")=2 = Dos planos coincidentes y uno paralelo a ellos.

i)rg(M) =2;rg(M")=2 = Se cortan en una recta sin que haya ninguna pareja de planos coincidentes.

Posiciones relativas de dos rectas

5.83 (TIC) Estudia la posicion relativa de las rectas ry s en los siguientes casos:

a)r:x__2=1=z+1 s:x_+2='y_+8=z+5 d)r:i:i:i s:x__1=y__1=£
-1 2 1 2 1 2 3 3 2 1
X =2t x=-3+t
b)r:%:y;1=§ s:{y=—2t e)r:%:yT2=z45 s:{y=-5-t
x =—t _ x =5+4t
c)r:x=-y=z s:{y: f)r:%:yT2=§ s:iy=5+4t
z=-t z=5+6t

a)Rectar i =(-1,2,1); P(2,0, -1)Recta s: v = (1,2, 1); Q(-2, -8, -5) = PQ = (-4, -8, —4) || (1, 2, 1)
rg(M)=rg(u,v)=2;rg(M")=rg(u,v, PQ ) =2 = Rectas secantes.

b)Rectar i = (-2, 2, 3); P(0, -1, 0). Recta s: v = (2, -2, -3); Q(0, 0, 0) = PQ = (0, 1, 0)
rg(M)=rg(u,v)=1;rg(M"Y=rg(u,Vv, PQ ) = 2 = Rectas paralelas.

c)Rectar & =(1,-1,1); P(0, 0, 0). Rectas: v = (-1, 1, -1); Q0, 0, 0) = PQ = (0, 0, 0)
):

rg(M) =rg(u,v )=1;,rg(M")=rg(u,v, PQ ) =1 = Rectas coincidentes.
(1,2, 3); PO, 0,0). Rectas: v =(3,2,1); Q(1,1,0) = PQ =(1, 1, 0)

rgM)=rg(u,v)=2;rg(M")=rg(u,v, PQ ) = 3 = Rectas que se cruzan.

d)Rectar. u

=(3,2,4); P(0, 2, 5). Rectas: v =(1, -1, 3); Q(-3, -5, 6) = PQ = (-3, -7, 1)
rg(M)=rg(u,v)=2;rg(M")=rg(u,v, PQ ) =2 = Rectas secantes.

e)Rectar u

fyRectar. u = (2, 2, 3); P(0, 2, 0). Rectas: v =(4,4,6); Q(5,5,5) = Ej = (5, 3, 5)
rgM)=rg(u,v)=1,rg(M")=rg(u,v, PQ ) = 2 = Rectas paralelas.
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Haces de planos

5.84 Escribe la ecuacion del haz de planos paralelos, tal que uno de ellos pase por los puntos:

A(-2,1,1) B(3, 0, -3) C(-2,1, 4)

5 0 x+2
Plano que pasaporA,ByC: |-1 0 y-1|=0=> n: x+5y-3=0=Haz:x+5y+D=0.
-4 3 z-1

5.85 Escribe la ecuacion del haz de planos secantes en las rectas:

x=1-2 1 2 2x+y+3z=3
a)r:iy=-2+2 b)s:%:%:% c)t:{zx ;’ +z:1
z=1-22 - yrz=
ayr X yH2 ozt Xy =0yl A@x—Zz-1)=0U2x-2-1=0
1 2 \2x-z-1=0
by s: XN _YH2_z  X+2y43=0 43+ A (Bx-22-3)=0U3x-22-3=0
2 1 3 |3x-2z-3=0

C)Haz: 2x+y+3z-3+ A(2x-2y+z-1)=0u2x-2y+z-1=0

PROBLEMAS

5.86 (PAU) Dados los puntos A(-1, 2, 0) y B(5, -2, 4), calcula las coordenadas del punto C que esta situado

en el interior del segmento de extremos A y B, tal que la distancia de C a B sea el triple que la distancia
de C a A.

Equivale a partir el segmento en cuatro partes iguales, luego buscamos C tal que AC = %Ké .

c, =1 03:130(%, 1 1]

Tomando coordenadas, tenemos (c,+1,¢,-2, ¢;) = %(6, -4,4)=>c¢,= %

5.87 (PAU) Calcula el valor de a para que los puntos A(2, 0, -1), B(1, 2, -2) y C(1, a, a) pertenezcan a una
misma recta.

AB I AC = -1,2,-D||(-1,a1+a) = _—1 _2 :1_—12 Incompatible, no existe ningun valor de a.
-1 a 1+a

5.88 Calcula todos los valores de m que hacen que los puntos del espacio A(0, 2, 2), B(1, 1, m? - 1)y
C(2, 0, 2m) pertenezcan a una misma recta. Escribe unas ecuaciones implicitas para esa recta.

AB =(1,-1,m?=3); AC = (2, =2, 2m - 2) = 2(m* - 3) = 2m - 2 :2m2—2m—4=0:{:i21

-1 1

m=2:1_y—2_z—23 X+y=2 :x y—2_z—23 X+y=2
1 X—-z=-2 1 -1 -2 2x+z=2

5.89 (PAU) Calcula el valor de m para que los puntos del espacio A(0, 1, 2), B(1, 0, 3), C(1, m, 1) y
D(m, -1, 2m) pertenezcan a un mismo plano.

Para que A, B, Cy D sean coplanarios se debe verificar que el rango de la matriz cuyas filas son los vectores
AB, Té y E sea 2. Por tanto:

1 -1 1
rgl 1 m-1 -1 |[=2=>m-4=0= m=2,m=-2
m -2 2m-2
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5.90 (PAU)Dado el plano ®:6x+4y-3z-d=0:
a) Calcula el valor de d para que el plano pase por el punto P(2, 0, 0).

b) Calcula las coordenadas de A, By C, que son los puntos de corte de los ejes de coordenadas con el
plano &.

c) Calcula las coordenadas del baricentro del triangulo de vértices A, By C.
a)6-2+4-0-3-0-d=0=>d=12 = n: 6x+4y-3z-12=0.

by 1X=0 L p= s 170 L yoa Y0 oo 40,0, -4), B(0, 3, 0), C(2, 0, 0)
y=0 z=0 z=0

c) G(Z, 1, ﬁj
3 3

5.91 (PAU) Calcula el valor de a para que los puntos A(3, 0, 2), B(0, a, a), C(1, 2, 2) y D(-1, -1, 0) sean
coplanarios. Para este valor hallado, calcula la ecuacion del plano que contiene a los cuatro puntos.

-2 -4 x-3
Ecuacién del plano que pasapor A, C yD: | 2 -1 y |=0=m:2x+2y-5z+3=0
0 -2 z-2

Para que B pertenezca a n, se debe verificar: 2a-5a+4=0 = a=

w|h

5.92 Dos de los vértices de un triangulo son los puntos A(-2, 1, 3) y B(2, -1, 4). El baricentro esta situado en

el punto G[%, —%, 3J . Calcula las coordenadas del tercer vértice C.
Sea C(a, b, c) el vértice buscado. Entonces 2 +32+a =%, 1_;+b = —%, 3+:+C =3 =C(1,-1,2)

5.93 (PAU) Escribe la ecuacién del plano que pasa por los puntos A(3, 1, =1) y B(2, 0, 3), y es paralelo a la
x-2 y+1 z-3
1 3 4

recta de ecuaciones: r:

1
-1
4

1
AB=(-1 -14), u.=(134)= 3 =0=m: 8x—4y+2z-19=0
4

- a W

N < X

+

5.94 (PAU) Determina la ecuacion del plano que pasa por el punto P(-2, -3, 2) y es paralelo a las rectas:

2 1 3 x=2+3t
r:x+1 =y3— =Z_4 s:{y=t
B B z=-1-t
. . -1 3 x+2
u=(-13-4;5u=31-"=|3 1 y+3|=0=n:x-13y—-10z-17=0
-4 -1 z-2

5.95 (PAU) Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(2, -3, 0) y es paralela a la recta determinada

x=1+t+s
por la interseccion de los planos ©t : 2x-3y+z=0y n':<y=t-s
z=2+2t+s
1 1 x-1 ~ _
il -1 y |=0=n":3x+y-2z+1=0=r|s: {3x+y 2z+1=0
2 1 z-2 2x-3y+z=0
13 1 2 1 1 11 x=2+5L
Dos punios de s P(O, 5 _j ' Q(__' 0. _] = ﬁ)(__' = _—jll (5,7,11) =r: {y=-3+7L
0 e ! ! re% z=11\
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5.96 Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto P(-1, 1, —=2) y es perpendicular a la recta

r- 2x+y+z=1
lx-y+z=0

U=(2-1,-3)esnormalan = 2x-y-3z+D=0=>-2-1+6+D=0=>D=-3 = n: 2x-y-3z-3=0

5.97 Halla la ecuacion de la recta perpendicular al plano n: 2x — y + 2z — 1 = 0 y que pasa por el punto

P(-1, 0, 3).
x=-1+2\
El vector normal del plano es de direccién de la recta buscada. Por tanto: r: <y =-A
z=3+2\

5.98 Halla la ecuacion del plano paralelo a © : —=x + 2y + 3z -4 = 0 y que pasa por el punto medio del segmento
de extremos A(1, -2, 3) y B(-3, 4, =3).

Punto medio de Ay B: M(—1, 1, 0). Todos los planos paralelos a © son -x +2y + 3z+ D = 0.
De ellos, el que pasa por Mcumplira: 1+2+D=0 =>D=-3 = n': -x+2y+3z-3 =0

5.99 Determina el plano perpendicular al segmento de extremos A(2, -1, 0) y B(-2, 2, =1) y que pasa por su
punto medio.

M[O, % _?1) . El vector normal al plano sera A_é =(-4,3,-1). Elplanosera-4x+3y-z+D=0

:%+%+D=O:>D=—2 = -4x+3y-z-2=0

5.100 (PAU) Determina la ecuacién del plano que pasa por los puntos A(1, -1, 1) y B(0, 3, =2) y es paralelo al

eje Z.
. -1 0 x-1
Vectores de direccién: AB=(-1,4,-3)y (0,0, 1) 4 0 y+1=0=mn:4x+y-3=0
-3 1 z-1

5.101 (PAU) Determina la ecuacion del plano paralelo a los ejes de coordenadas X e Y, y que pasa por el punto

xX=2+t
de interseccion de larecta r:{y =1-t conelplano w: x+2y—-2z+3=0.
z=3t

Punto de interseccion de rcon el plano: 2 +t+2-2t-6t+3=0=-7t=-7T=t=1=P@3,0,3) = n: z=3.

5.102 Halla la ecuacion de la recta paralela a los planos coordenados XY y XZ y que pasa por el punto
P(1, -1, 3).

x-1_y+1_z-3 N y=-1
1 0 0 z=3
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X—-kz=2 x-1

5.103 (PAU) Dadas las rectas r:{y R y s:T=y+1= z, ¢sexiste algun valor de k que haga que

estas rectas sean secantes?

X—kz=2

1.0 —k 10 -k 2
y-z=-3 |01 -1 101 =1 =3 _
x—-2z=1 conM_1 0 -2 M‘1 0 -2 1 ;M =0e k=2
y-z=-1 o1 -1 01 -1 -1

Parak=2,rgM)=2yrg(M")=3; para k #2,rgM)=3yrg(M")=4

En cualquier caso, el sistema es incompatible. Por tanto, no existe ningun valor de k para el cual las rectas se
corten en un punto.

5.104 Escribe la ecuacion del plano que contiene a la recta r y es paralelo a la recta s, donde:

1 x =2t
r:x; =L2=z s:qy=t+1
- z=t-1
_ - 2 2 x+1
u=(2-21u,=211,P(-100 =2 1 y |=0=n:x-2z+1=0
1 1 z

5.105 Calcula la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(0, 1, 3) y corta a las rectas siguientes. Para ello,
estudia previamente la posicion relativa que ocupan las dos rectas.

x=t
- -2y =1 - =2
a)r:1=1=z 2 s: x=2y b)r:qy=1+t s: X-y+z
3 2 -1 2x-2y-z=-2 =24t X+2y+z=8

a) U, =(3,2,-1); U, = (2,1, 2); punto de r A0, 0, 2); punto de s: B(-1, 0, 0) = AB = (1, 0, -2)

Comorg(u,,ug)=2yrg(u,,u ,AB ) =3 = Las rectas ry s se cruzan.

_, |x y-1 z-3
El plano = que pasa por Py tiene como vectores U, y PA: |0 -1 -1 |=0 =>x-y+z=2
3 2 -1
. |x y-1 z-3
El plano ©' que pasa por Py tiene como vectores Uy y PB: |-1 -1 -3 |=0=>x-4y+z=-1
2 1 2

X-y+z=2

La recta buscada sera t:
x—4y+z=-1

b) u, =(1,1,1); ug =(-1,0,1); punto de r: A(0, 1, 2); punto de s: B(4, 2, 0) —AB (4,1, -2)
Comorg(u,,ug)=2yrg(u,,u ,AB ) = 2 = Las rectas ry s se cortan. El punto de corte es:

=1 X=A

" = Q(1, 2, 3). Larecta tbuscadapasapor Py Q. PQ=(1,1,0)=t {y =1+

{t—1—t+2+t=2 {t
t=1 ,-3

=
t+2+2t+2+t=8

5.106 (PAU) Calcula la ecuacidon de la recta que pasa por el punto P(-1, 2, 3) y que toca a los ejes de

coordenadas Xy Z.
X ==\
Obviamente, la recta buscada es la que pasa por O(0, 0, 0) y por P(-1, 2, 3). Por tanto: t: <y =2\
z=3\
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5.107 (PAU) Se considera la recta r que pasa por el punto A(3, 0, 0) y
tiene como direccién la del vector n = (1,1, -1).

P
Se consideran, también, los planos paralelos de ecuaciones T
n:2x+y=0,n":2x+y+3=0. /\//
La recta r determina un segmento PQ interior a los planos © y ©n’. Q/
Calcula las coordenadas del puntomedio M de dicho segmento. ‘
-

x=3+t
{P:rr\ne2-(3+t)+t=O:>t:—2:P(1,—2, 2)
r:yy=t =
t

= El punto medio es M 1 S5
7=_ Q=rnn'-2-B+t)+t+3=0=1t=-3=Q(0, -3, 3) .

222
5.108 Escribe una expresion algebraica que determine todos los planos que contienen a larecta
X1y _z
2 -1 2
De todos los planos anteriores, escribe la ecuacion del que pasa por el punto B(-1, 0, 4).
Haz de planos secantesenlarectar. x+2y—-1+ A(2y+z)=0u2y+z=0

Si pasa por B, verificaque -1-1+4A=0=> k=% =S>x+2y—-1+ %(2y+z)=0sn: 2x + 6y +z-2=0

X+y—-z=-6 S_x+2_y—2_z+1
2x-z=-2 2 m 2

5.109 (PAU) Dadas las rectas r: {

Estudia sus posiciones relativas segun los valores de m.
u, =(1,1,2); ug =(2, m, 2); punto de r: A (-1, =5, 0); punto de s: B (-2, 2, -1) :A_é (-1,7,-1)

1 1 2 1 1 2 1 1
M:(2 m 2) M'={2 m 2 |;rgM=2 2 m
-1 7 -1 7

-1

2
2|=0=>m=-14

-1

Sim=-14,rg(M")= 2y las rectas se cortan. Sim=-14, rg(M") = 3 y las rectas se cruzan.

5.110 En la figura aparece representado un prisma recto de base cuadrada 7
de lado 3 unidades y de altura 4 unidades. ‘ 2
o)
a) Calcula las coordenadas de los vértices. c 5 Y
b) Calcula las ecuaciones paramétricas de las rectas a las que X v
pertenecen las aristas GFy AE. D, Na
c) Calcula las ecuaciones de los planos CBFG y BAEF. K H
F
d) Calcula unas ecuaciones implicitas para la diagonal DA de la cara
OAED.
e) Calcula unas ecuaciones implicitas para la diagonal GA del prisma.
f) Calcula la ecuaciéon implicita del plano GEAC.
a) A(0, 3, 0); B(3, 3, 0); C(3, 0, 0); O(0, 0, 0); d)pa: X-¥=3_ 2 [x=0
0 3 4 4y -3z=12

D(0, 0, -4); E(0, 3, -4); F(3, 3, -4); G(3, 0, -4)
by 6F:{* =2 ; ap: 1X=0 6) GA: X _¥=3_z_ |4x+32=0

=4 y=3 -3 3 4 4y -3z=12

3 1 X
c) CBFG: x=3; BAEF: y=3 f)l-3 -1 y-3|=0= GEAC: x+y-3=0
-4 0 z
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5.111 (PAU) Del paralelogramo ABCD se conocen los vértices A(-2, 0, 1), B(1, -1, 2) y C(4, 2, -3).
a) Calcula las coordenadas del cuarto vértice, D.
b) Calcula la ecuacioén del plano que contiene al paralelogramo.
c) Calcula las ecuaciones de las diagonales del paralelogramo.

a) En un paralelogramo, las diagonales se cortan en su punto medio.
El punto medio de estas diagonales es M, que es el punto medio de AC, es decir, M(1, 1, —=1).

1+a

—=1=a=1
B1 -1 2)
-1+b
D@ b ¢)= =1=b=3 = D(1, 3, -4)
M1 1 1)
24C_ yc-4
2
b) La ecuacion del plano que contiene a A, B, Cy D es:
3 3 x+2
-1 1 y |=0=>ABCD:x+9y+6z-4=0
1 -2 z-1
c) Diagonal AC: L2=X=Z—_1; Diagonal BD: X1 _y+1_2z-2
3 1 =2 0 2 -3
5.112 Dado el tetraedro de vértices A(0, -1, 2), B(1, 1, -1), C(-1, 1, 2) A
y D(-1, 0, 1):

a) Calcula las coordenadas de los puntos medios M, N, Py Q de sus
aristas AB, AC, DCy DB.

b) Comprueba que los puntos M, N, Py Q son coplanarios.

c) Estudia la posicion relativa de la recta que contiene a la arista AD y D
del plano que contienea M, N, Py Q.
aMLollin-2 02 p(-11 2] qf0 10
2 2 2 2 2 2
b) Plano que pasa por M, Ny P:
4 3 1
12
0 2 y |=0=>mn:6x+10y+4z-5=0
3 4 2
2 2
Se comprueba facilmente que Qe .
c) La recta es paralela al plano.
5.113 Tres vértices de una de las caras de un paralelepipedo A
ABCDA'B'C'D' son los puntos A(1, 2, -1), B(0, 2,1) y C(3, 2, -5). =
a) Calcula las coordenadas del cuarto vértice D de la cara By- ~ M.
considerada, sabiendo que Ay C son vértices opuestos. SN

b) Sabiendo que todas las diagonales del paralelepipedo se cortan % v
en el punto M (1, 4, 1), calcula las coordenadas de los otros cuatro C/ A
vértices de la figura.

a) El punto N(2, 2, —3), punto medio del segmento E, debera ser también punto medio del segmento BD.

Por tanto, las coordenadas del vértice D seran D(4, 2, -7).

b) M es el punto medio de AA', BB', CC' y DD'. Por tanto: A'(1, 6, 3), B2, 6, 1), C'(-1, 8, 7), D'(=2, 6, 9)
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5.114 Dados los puntos A(12,-3)y B(0, -2, 1),y el plano ®w:4x-3y-2z-1=0:
a) Escribe la expresion del haz de planos que contienen a la recta que pasa por los puntos Ay B.

b) Comprueba si entre todos esos planos se encuentra .

Recta que pasa por Ay B: x-1_y-2_z+3  |4x-y-2=0
-1 -4 4 y+z+1=0
a) Haz de planos que contienen alarecta AB: 4x—y—2+ A(y+z+1)=0uy+z+1=0

b) El plano ©® no pertenece a este haz ya que, por ejemplo, el punto A no pertenece a él.

5.115 Se consideran los puntos A(2, 1, 0), B(0, 2, 1), C(1, 0, 2) y
D(3, 0, 0), vértices de un cuadrilatero.

a) Comprueba que pertenecen a un mismo plano y calcula su
ecuacion.

b) Comprueba que entre los cuatro puntos no hay tres que estén
alineados.

c) Calcula las coordenadas del punto donde se cortan las
diagonales del cuadrilatero.

d) Calcula las coordenadas de M, N, Py Q, puntos medios de los
lados AB, BC, CDy DA.

e) Comprueba que MNPQ es un paralelogramo.

f) Calcula las coordenadas del punto donde se cortan las diagonales del paralelogramo MNPQ.

a) AB =(-2,1,1), AC =(1,-1,2)y AD =(1,-1,0), BC =(1,-2, 1), BD = (3, -2, -1)

Plano que pasaporA,B,CyD:x+y+z-3=0.

b) Entre ETé y AD no hay dos paralelos. Eé y BD tampoco lo son = no hay tres puntos alineados.

x-y-1=0
. y—-1=0 2x+3y-6=0 2x+z-4=0
D A ; di | BD: to d rte:
c) Diagona C{Z tg_4-0 iagona {y—22=0 = punto de corte 2x+3y-6=0 =
y—-2z=0
R[g,i,z]
555
d) Puntos medios de los lados: M[1 3 l) N(l 3] P(2, 0, 1); Q(S 1 0]
2°2 2 2’
e) MN = (71 71 1] QP = (_— j Como MN = QP MNPQ es un paralelogramo.
333
f) Las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio. Por tanto, S| — 22

5.116 Se consideran los puntos A(1, 1, 1), B(0, 2, 1), C(2, 0, 1) y D(2, 1, 0).
a) Verifica si de esos cuatro puntos hay tres que estan alineados. ; Forman un cuadrilatero?

b) Comprueba que pertenecen a un mismo plano y calcula su ecuacién.

a) Se consideran los vectores AB = (-1,1,0), AC = (1,-1,0)y AD = (1,0, -1).
Se observa que A, By C estan alineados y, por tanto, ABCD no es un cuadrilatero.

-1 1 x-2
0 y-1
0o -1 z

b) Plano que pasa por A, By D: =0= ABCD: x+y+z-3=0.
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PROFUNDIZACION

5.117 En el paralelepipedo de la figura se toma como referencia el H P G
origen Ay los vectores Té, E y E )
a) Calcula las coordenadas de los puntos A, B, C, D, E, F, Gy H.
b) Calcula las ecuaciones de los planos HGC y BCD.

c) Calcula las ecuaciones de las rectas que contienen a las 4 B
diagonales DBy DG.

d) Calcula las coordenadas de:

P: punto medio del segmento HG
M: punto tal que MF = 2EM

N: punto tal que ﬁ; = 2%
e) Calcula las coordenadas del baricentro del triangulo MPN.
f) Calcula la ecuacién del plano determinado por los puntos I, Py N.

g) Calcula las ecuaciones de la recta que contiene al segmento VIN.

a) A0, 0, 0), B(1, 0, 0), C(1, 1, 0), D(0, 1, 0), E(0, O, 1), F(1, 0, 1), G(1, 1, 1), H(0, 1, 1)
b)HGC:y=1;BCD:z=0

¢) pB: 270 pG: {¥7%
x+y=1 y=1

d) P(%, 1 1); M(% 0, 1] : N(% 1 o]

1 1 1
P— —_—— X__
6 6 3
) 0 -1 y |=0=PMN:6x-y+z-3=0
-1 0 z-1
x_1

o 3_y_z-1

MN : = ="

9) 3= 3

5.118 Dada la familia de los planos que tienen por ecuacién: (2+ A)x+y+ (A —1)z=0.
a) Calcula dos de ellos.
b) Comprueba que los planos elegidos pasan por el punto P(1, -3, —1).

c) ¢Hay alguna recta que esté contenida en todos los planos considerados? En caso afirmativo, escribe
su ecuacion.

a)A=0=>2x+y-z=0; A=1 =>3x+y=0
by 2+ A)-3+(A —-1)-(-1)=2+ A —3- A +1=0= P pertenece a todos los planos.
2x+y-z=0

2x+y—-z+ A(x+2)=0 :
C)2x+y-z (x+2) =>r {x+z=0
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5.119

5.120

En el prisma triangular de la figura se toma como referencia el origen A y los vectores Té, AF y AD.
a) Calcula las coordenadas de los puntos A, B, C, D, Ey F. E
b) Calcula la ecuacion del plano CBE.

c) Calcula las ecuaciones de la recta que contiene a la diagonal BE. D C

d) Calcula las coordenadas de:

M: punto tal que MB = 2AM

N: punto tal que ﬁ; = ZE

e) Calcula las ecuaciones de la recta que contiene al segmento VIN.

a) A(0, 0, 0); B(1, 0, 0); C(1, 0, 1); D(0, 0, 1); E(O, 1, 1); F(0, 1, 0)
b)CBE: x+y=1

@BE;x_-Lx:;:{Yﬂ

-1 X+y=1
d) M(l, 0, oj ; N(O, 2 1)
3 3
w1
eMN: —3-Y_Z2 3y-2z=0
-1 2 3 |6x+3y=2

Se llama baricentro de un tetraedro al punto en el que cada coordenada es la media aritmética de las
cuatro coordenadas correspondientes a los vértices. Dado el tetraedro de vértices O(0, 0, 0), A(1, 1, 1),
B(0,-1,2)y C(-10, 1):

0]
a) Calcula el baricentro G del tetraedro.
b) Calcula los baricentros Go, Ga, Gg y G¢ de las cuatro caras.
c) Elige un vértice del tetraedro y el baricentro de la cara opuesta y (o
comprueba que la recta que une estos dos puntos contiene al baricentro del ’
tetraedro.
d) Comprueba que AG, = %A_é . B A

e) Calcula las coordenadas del baricentro del tetraedro determinado por los puntos Go, Ga, Gsg y Gg,
e interpreta los resultados.

a) Baricentro: G(0, 0, 1)
b) Baricentro de las cuatro caras: ABC: G, (0, 0, %j ; OAB: Gc(%, 0, 1) ; OAC: G (O, % %) ;

OBC: GA(—l, —l, 1]
3 3

c) Recta que pasa por O(0, 0, 0) y G, (0, 0, %) : {; ig Obviamente (0, 0, 1), pertenece a esta recta OG,,

d) AG, = (—%, —%, oj; AG =(-1,-1,0) y, por tanto, AGA:%A_é
O+1+0—1 0+0+1—1 £+1+E+1
o8 3 33 3 3 |_00o01=6
4 4 4
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—-y+2z=7
5.121 Considera la recta r:{i_l}:_5§=_8 yelplano n:ax+2y+z=bh.

a) Calcula los valores de a y de b para que la recta sea paralela al plano.
b) Calcula los valores de a y de b para que la recta corte al plano.
c) Calcula los valores de a y de b para que la recta esté contenida en el plano.

1 -1 2 1.1 2 7
ayM={1 1 5|, M'={1 1 -5 -8

a 2 1 a 2 1 b
M|=7a+14=0<a=-2;|-1 -5 -8|=23+7b=0<b=-"
2 1 b 7

Paraa=-2y b+ —? ,rg(M) =2,rg(M') =3 = La recta es paralela al plano.
b) Para a #2, rg(M) =rg(M') =3 = La recta corta al plano.

c)Paraa=-2y b= —%, rg(M) =rg(M') =2 = La recta esta contenida en el plano.

5.122 Escribe la condicion que deben verificar a, b y ¢ para que los puntos A(1, 0, a), B(1, b, 0) y C(c, 0, 1)
estén alineados.

AB = (0, b, -a); AC =(c—1,0,1-a)

Para que A, By C estén alineados, Ié y Ié deben ser proporcionales: ¢ = 1, b = 0 y cualquier valor de a.

5.123 Escribe la condicion que deben verificar a, b y ¢ para que los puntos A(1, 0, a), B(1, b, 0), C(c, 0, 1) y
D(1, 1, 1) sean coplanarios.

AB = (0, b, -a); AC =(c—1,0,1-a); AD =(0, 1, 1—a)

Para que A, By C sean coplanarios, debe verificarse que rg(AB,AC ,AD )< 3

0 c-1 O
b 0 1
-a 1-a 1-a

c=1
at+tb=a-b

Por tanto: =0=(1-c)a+ b(1-c)(1 -a)=0:>(1—c)(a+b—ab)=0:{

5.124 Estudia la posicion relativa de los siguientes planos segun los diferentes valores de m:

n:mx+y+z=1 wix+tmy+z=1 n'ix+ty+mz=1

m 1 1 )
M=l1 m 1|=|M=(m+2)(m-1)
1 1 m

Sim=-2, m#-1, los tres planos forman triedro y se cortan en el punto P 1 , L , L
m+2 m+2 m+2

Si m=-2, los tres planos forman prisma.
Sim =1, los tres planos son coincidentes.

5.125 Calcula los valores de los parametros a y b que hacen que los siguientes planos se corten todos en una
misma recta:

m:x+2y-z=0 w:x+2y—-2z+1=0 n''iax+2y+bz-1=0

1 2 -1 12 -1 0
M={1 2 -2 M'=|1 2 -2 -1
a 2 b a 2 b 1

Para que los planos se corten en una recta, el sistema debe ser compatible indeterminado con un grado de
libertad. Por tanto, se debe verificar que rg(M) =rg(M") = 2.

12 A 2 10
1 2 -2/=0=22-23=0=a=1;|2 -2 1=0=2b=0=b=0
a 2 b 2 b 1
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5.126 Estudia la posicion relativa de los siguientes planos segun los diferentes valores de my n:

n:x+ty+z=1 wix+2y+3z=1 m':y+mz=n

Si m# 2, los tres planos forman triedro y se cortan en el punto P(1+ n 2n n j

m-2"2-m' m-2

Sim = 2, los tres planos forman prisma.

RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

5.1

5.2

5.3

X=2+A

Se considera el plano &,: 2x+y—-mz+1=0ylarectar:{y=A2A . Calcula el valor de m para que la
z=1+3A

recta sea paralela al plano.

A)m=2

B)m=-1

C)m=1

D) En ningun caso la recta es paralela al plano.
E) La recta siempre es paralela al plano.

C. Un vector de direccion de la recta es (1, 1, 3). Un vector normal del plano es (2, 1, -m). Para que la recta sea
paralela al plano, los dos vectores deben ser perpendiculares y, por tanto, su producto escalar nulo:

(1,1,3)-(2,1,-m)=2+1-3m=0 = m=1

Dados los puntos A(-3, 2, 5) y B(1, 2, -m) y el plano ©: 2x + y — z = 3, se sabe que el segmento de
extremos A y B no contiene ninglin punto en comun con n. En estas condiciones, se puede afirmar que:

A)ms -1 D)mz-2
Bym<-1 E) Ninguna de las anteriores.
C)m=-2

B. Si el segmento de extremos A y B no contiene ningun punto comun con el plano, es debido a que los dos
puntos estan a un mismo lado del plano. Al sustituir las coordenadas de A en & se obtiene -6 +2 -5 -3 <0.

Por tanto, al sustituir las condenadas de B también se debe obtener un numero negativo:
2+2+m-3=1+m<0 = m<-1

Dados los puntos A(1, -1, 2), B(5, 3, -6) y C(m,m + n,_z—n] , los valores de m y n para que el baricentro del

tridangulo ABC sea el punto G(2, 2, 2) son:

A)m=4 n=0 D)m=0 n=-4
Bym=-4 n=0 E) Ninguna de las anteriores respuestas es correcta.
C)m=0 n=4
145 143 2-6-7 m=0
E. El baricentro es | > XSt mM*n 2 |-(222)={m+n=4.
3 3 n=-20

El sistema no tiene solucion.
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5.4

2x—6

Dada la recta r: 2 =y —1=-2z,un punto Py un vector de direccion u de ella son:
A) P(-6,-1,0) u =(4,0,0) D) P(3, 1, 0) u=(2,1,-1)
B) P(6, 1, 0) u=(4,0,0) E) P(3, 1, 0) u=(21,1)

C) P(6, 1, 0) u=(4,1,1)

D.r:

x;3 =y-1= i1 . Se observa que el punto y el vector de direccién son los indicados en la respuesta D.

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas:

5.5

5.6

5.7

Sean los planos &,: x+y—-2z+3=0;y m, 3y+z-4=0. Entonces:
A) Los planos son paralelos.

B) La recta interseccion de ambos planos tiene por vector director a d = (-7,1,-3).
C) El plano —x + 5y + 4z — 11 = 0 pertenece al haz definido por «, y =,.

D) Los planos forman un angulo de 90°.

E) El punto (-2, 1, 1) pertenece a la recta definida por los dos planos.

B, Cy E. Un vector normal de =, es (1, 1, —2). Un vector normal de =, es (0, 3, 1). No son paralelos y, por tanto,

los planos no son paralelos. Un vector de la recta determinada por los planos es (7, —1, 3). El plano de C
pertenece al haz determinado por m, y m,,ya que es — &, + 27, = 0. Los planos no son perpendiculares, ya que
el producto escalar de sus vectores no es nulo. (-2, 1, 1) si pertenece a la recta ya que verifica sus ecuaciones.

Si Ay B son dos puntos diferentes del espacio y el vector n = (2, 1, =3) es un vector normal del plano =.
A)SiAyBsonpuntosdelplanon = n y AB son perpendiculares.

B)ny AB son perpendiculares = Ay B son puntos del plano «.

C) Si al menos uno de los dos puntos Ay B pertenecea t = n y AB son perpendiculares.

D)ny AB no son perpendiculares = Al menos uno de los dos puntos Ay B no pertenecena 7.

E) Si ninguno de los puntos pertenece al plano t = n y AB no son perpendiculares.

Ay D. A es cierta ya que n es perpendicular a cualquier vector de direccion del plano y al AB . D es cierta ya

que si A y B pertenecen al plano, entonces n es perpendicular a E .
B no es cierta ya que A y B pueden ser exteriores a © y determinar un vector de direccion de dicho plano. C no

—_—

es cierta ya que si uno de los puntos pertenece al plano para que AB sea perpendicular a n, el otro también
debe pertenecer. E no es cierta pues equivale a B.

Se consideran los puntos del espacio A(a, 0, 0), B(0, b, 0), C(0, 0, ¢) y O(0, 0, 0).

A) Si A, B, Cy O son coplanarios < a=b=c=0.

B) Si A, B, Cy O son coplanarios < a-b-c=0.

C) Si alguno de los valores a, by ¢ es no nulo = el volumen del tetraedro es diferente de 0.

D) El volumen del tetraedro de vértices A, B, Cy D es abc.

E) Suponiendo que los valores de a, b y ¢ son todos no nulos, la ecuacion del plano que pasa por A, By
y

Ces £+—+£=1.
a b c

By E. El plano que pasa por los puntos A, By C es bcx + acy + abz = abc. Para que O pertenezca a este plano

es suficiente con que uno de los valores a, b o ¢ sea igual a 0. El volumen del tetraedro ABCO es %abc .
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Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:

5.8 Se consideran los planos 1: Ax+ By + Cz+D=0m: A'x+B'y+Cz+D'=0yn;: A"x+B"y+C"z+ D" =0

A B C
y lamatriz M=| A' B' C
All Bll Cll

a) El rango de la matriz M es 2.

b) Los planos se cortan en una recta.

A) a es equivalente a b.

B) a implica b, pero b no implica a.
C) b implica a, pero a no implica b.
D) ay b no se pueden dar a la vez.

E) Ninguna de las dos afirmaciones se puede verificar.

A B CD
C. La respuesta a no implica la b, ya que el rango de la matriz [A' B CD ] puede ser 3.
All BII Cll DII

Seriala el dato innecesario para contestar:

5.9 Para calcular las ecuaciones de las rectas donde descansan los lados del cuadrilatero ABCD se dan los
siguientes datos:

a) Las coordenadas de los vértices opuestos Ay C
b) Las coordenadas del vértice B
c) Las coordenadas del punto donde se cortan las diagonales

d) El hecho de que el cuadrilatero es un paralelogramo

A) Puede eliminarse el dato a.
B) Puede eliminarse el dato b.
C) Puede eliminarse el dato c.
D) Puede eliminarse el dato d.
E) No puede eliminarse ningun dato.

C. Las diagonales se cortan en el punto medio; es decir, en el punto medio de Ay C.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:

5.10 Demuestra que si 4 es un vector director de la recta ry n es perpendicular al plano =, la recta r esta
contenida en el plano &t siempre que:

a)u-n=0
b) Existe un punto P que pertenece ary a .

A) Cada afirmacion es suficiente por si sola.
B) a es suficiente por si sola, pero b no.

C) b es suficiente por si sola, pero a no.

D) Son necesarias las dos juntas.

E) Hacen falta mas datos.

D. Se debe cumplir a la vez que los vectores sean perpendiculares (su producto escalar sea nulo) y que por lo
menos un punto de r esté contenido en la recta ya que si se diera solo la primera condicion, la recta podria ser
paralela al plano.
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E Propiedades métricas

6.1

6.1l

6.1

6.2

6.3

6.4

ACTIVIDADES INICIALES

Dados los puntos P(-1, 3) y Q(2, -5), y larecta r: 2x — y = 2, calcula:

a)d(P, Q) b) d(P, r) c)d(Q, r)
a) V73 b)gﬁ o) %\/E
Se tienenlasrectasr: x-y=10, s :x_+13=% y t:3x-3y=1. Halla:
a) d(r, s) b) d(r, f) c)(r.s) d)(s,f)
2942 3 3
a)o b) —— c) arccos—— =~ 59° 2'10,48" d) arccos——— =59°2'10,48"
’ "6 ) oot Taa e

EJERCICIOS PROPUESTOS

Calcula el angulo que forman entre si las siguientes rectas, a partir de sus vectores directores.

r_i_y+1_z—3 s_x—2_1_z+5
"1 2 4 3 1 -2

arccosi ~58° 20' 20,82"

76

Halla el angulo que forman entre si las rectas:

,e xX—-2y—-z=0 s:{x=1
X+y+3z=-1 Z=-

arccos

4
~55°33'0,35"

5V2

Calcula el angulo que forman las siguientes parejas de planos.

a) n:x+y+z=0 7w':3x-z=-2

b) n:—-x+4y+2z=3 nw':y=5

a) arccos ~ 68° 34' 59,83"

2
30
b) arccosi =29°12'21,35"

J21

Determina el valor de k para que el plano que pasa por los puntos A(1, -2, 3), B(0, 0, 0) y C(k, —1, k) sea
perpendicular al plano & : 2x+ y = 3.

. . i
BA=(1,-2,3)y BC=(k -1,k = |1 -2
kK -1

= (3 - 2k, 2k, 2k —1) es perpendiculara (2, 1,0) = k=3

X WXy
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6.5 Halla el angulo formado por los siguientes planos y rectas.

. _ x=1_ y+2 z+1 . _ . y=-3
a)w:x+y-2z=-1, r: 2 =1 -1 b)w:-3x+ 2y +z—3,r.{x+22=1
1 L} " 7 L} "
a) arcsen— = 9° 35' 38,64 b) arcsen =~ 56° 47' 20,72
6 N 70

X+y-z+2=0

6.6 Halla los valores de m para que larectar: { yelplanon:2x+y—-mz =1.

-y+z+5=0
a) Formen un angulo de 30°. b) Sean perpendiculares. c) Sean paralelos.
aym=2 +47 b) No es posible. cym=1

6.7 El triangulo de vértices A(2, 0, 3), B(-1, 1, 1) y C(0, 1, 2) se proyecta ortogonalmente sobre el plano de
ecuacion : x + 2y — z— 2 = 0. Halla los vértices del triangulo proyectado.

w(302) 8(2.22)y (235
2 2 3 33 333

6.8 Halla la proyeccion ortogonal de la recta r sobre el planon: x+y+ z=0, donde r: X;4 = T_1 = %
p(7 2 -5
33 3
. ‘. . x+y=-1
6.9 Determina la proyeccion ortogonal de la recta r de ecuacion r: sobre el plano de
3x-y+2z=0

ecuacion w: 4x — 3y + z + 3 = 0. Calcula, si existe, el punto de interseccion entre la recta r y su proyectada.

r,_{14x+18y—22+17:0

-1 1 17
"|4x-3y+z+3=0 '

. El punto de intersecciébnes | —, —, —
10 10 10

6.10 Sean A, B y C tres puntos del espacio dados por sus coordenadas A(1, 2, 4), B(-1, 3, 1) y C(4, 5, 2).
Comprueba la desigualdad triangular.

Vamos a ver que d(B, C) < d(A, B) + d(A, C).
d(A, C)= |AC | =\ 32+37+22 = \[22
d(A B)=|AB|= | 2 +£+3% = [1a
d(B,C)=|BC|= |5 +2°+F =30

Evidentemente d(B, C) < d(A, B) + d(A, C), por lo que se verifica la desigualdad triangular.

6.11 Halla la ecuacién del plano mediador del segmento de extremos A(1, 3, —1) y B(4, 6, 0).

Sea M el punto medio del segmento de extremos A y B. Entonces M(1 +4 643 A+ Oj = (5 9 1 j

202 2 272 2

Como AB = (3, 3, 1), la ecuacion del plano sera: 3(X—gj + 3(y—%]+ (z+%)= 0=>3x+3y+ z—%= 0.

Solucionario 63




Solucionario

6.12 Halla la distancia entre el plano © que pasa por el origen de coordenadas y los puntos A(1, 2, 0) y
B(—1, 1, 3) y el plano paralelo a & que pasa por el punto (1, 1, 1).

X y z
1 2 0
-1 1 3

Ecuacién del plano : det(OX , OA, OB ) =0 = =0=m:2x—y+2z=0

d(P, ﬂ:): M:L:Q:E u

J2z+1z412 J6 6 3

6.13 Determina el punto del plano de ecuacidon n : x — z = 3 que esta mas cerca del punto P(3, 1, 4), asi como la
distancia entre el punto Py el plano .

. X —
Hallamos la recta r perpendicular al plano &t que pasa por P. r: e =

El punto pedido es la interseccion de nt y r, para ello expresamos la recta r en paramétricas y sustituimos estos
valores en la ecuacion del plano:

x=t+3
r:dly=1 =St+3-(-t+4)=3;2t=4=4=>1t=2
z=-t+4

Por tanto, el punto Q pedido es Q(5, 1, 2). d(P, n) = d(P, Q) = \/(5 —32+(1-12+(2-42=22 u.

6.14 Calcula la distancia del punto P(3, 4, 5) alarectar: x:1 = y-2|-2 = z+15

Un punto de la recta es A, (-1, =2, —-5) y el vector de direccién es u, = (1, 2, —1). Por tanto:

) ‘ﬁxﬁr _|(4,6,10)x(1, 2, -1)| _|(-26,14,2)| _[876 _ =
G T Az jazon o Je Ve

x-y=0

6.15 Halla la distancia del punto P(1, 3, -1) y larecta r: {
xX+y-z=0

Un punto de la recta es A/ (0, 0, 0) y el vector direccional u, = (1, -1, 0)x(1,1,-1)= (1, 1, 2).

Por tanto, d(P, 1) = ‘Fp’xﬁ, _ a3 -0x(112)| _[(7.-3-2)| _/62 "
o || [(11.2)] 112 e

6.16 Determina la posicion relativa y la distancia entre las siguientes rectas.

_ =2 x=3-5t
r:{x y +3z s:{

2y—z=-1 y=-1+t
z=4+2t

Son paralelas y la distancia es %4 u.

6.17 Halla la posicion relativa y la distancia entre las rectas:

,-L_-V"'3_z_1 C[2x-3y+2=0
-1 2 3 " 13x-y+1=0
2345
Se cruzan y su distancia es 35 u.
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6.18 Determina la posicion relativa y la distancia entre las rectas:

x=1+A 4 5
r:{y=1-2» s: x; =y;2=z+1
z=5-T7\A B

. . 32 16+ 21
Se cruzan con distancia

u.
J756 63

6.19 (PAU) Halla la distancia entre las rectas r y s de ecuaciones:

xX+2y—-z=1 x-1
r: s: ==
x—-y=1 1 2

F=(1,2,-1)x(1,-1,0)=(-1,-1,-3) || (1, 1, 3); A- (1,0, 0)
Se determina el plano que contiene a ry es paralelo a s:

n,=(1,1,3)x(1,2,-3)=(-9,6,1); =:-9(x-1)+6y+z=0 => -9x+6y+z+9=0

d(r,S)=d((1,O,—1),n)=|_g+0_1+9|= 1 =1/118
J81+36+1 4118 118

6.20 (PAU) Obtén la ecuacion de la recta perpendicular comun a las rectas r y s, siendo las ecuaciones de r

s las siguientes: r: x=0 s: x=0
y 9 T lz=0 ' ly=3

Al estudiar la posicion relativa vemos que las rectas ry s se cortan perpendicularmente:
rns="P(0,3,0)

g, =(0,10) . _
6, = (0,0, 1)}u, xu; =(1,0,0)

La recta buscada viene determinada por Py u, xu,: t:

N < X
Il
o w ~

6.21 Calcula el area de la figura.

Es un trapecio de bases 7 y 4 y de altura 2, por lo que el érea es 11 u?.

6.22 Determina la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(0, 2, 0) y B(0, 0, 2) y corta al eje X en un punto
C tal que el area del triangulo ABC es igual a 4.

El punto C es (ix/g 0, 0) y la ecuacion buscada es 4x12x/g(y +z-2)=0
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6.23 Calcula el volumen del paralelepipedo de la figura:

(4,5, 2)

(3,4,-1)
Calculando el producto mixto, el volumen es 11 ul.

6.24 Suponiendo que los vértices de un tetraedro son los puntos A(1, 1, -2), B(0, 2, 1), C(3, 2, -2) y
D(3, 0, —6), calcula el volumen de dicha figura e interpreta el resultado obtenido.

El volumen es 0 pues el producto mixto es 0. Los puntos son coplanarios.

6.25 Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto P(1, 2, 3) sabiendo que el triAngulo formado por las
rectas en que corta a los planos cartesianos es equilatero. Calcula el volumen determinado por dicho
plano y los planos coordenados.

El plano es de la forma — X Y2, Como pasa por P, el planoes x + y+ z— 6 = 0 y el volumen, 36 u.
a a a

EJERCICIOS

Angulo entre dos rectas

6.26 (PAU) Estudia la posicion relativa de las rectas ry s y obtén, si es posible, el angulo que forman, siendo:

x =1+2A

r:qy=0 s: {x=1
z=20+2 Z=y+2
x=1
s:{y=A .Como u, =(2,0,2)y ug =(0, 1, 1) no son proporcionales y tienen en comun el punto P(1, 0, 2),
z=2+A

las rectas son secantes.
20,2011 _ 2

- - 1
cos(r,s ) = cos (0.4, ) = Jara1s1  JBy2 2

= (r,s)=60°

+y+z+3=0
6.27 (PAU) Considera las rectas r: Xry+z , S :x_+1= y+1= z+d . Halla el valor de d para que las
x-y-z-1=0 2 -2
rectas sean secantes. Para ese valor de d, determina el angulo que forman ry s.
x=-1 X=-1+2n
Como P, (-1,0,-2)y u, =(1,1,1)x(1,-1,-1)=(0,2,-2) || (0,1, -1) = r:iy =\ 7Sy =-1+un

z=-2-)A z=—-d-2u

Para que ry s se corten, el siguiente sistema ha de tener solucién unica:

-1=-1+2n u=0
A=-1+u = JA=-1 = Sid =1, las rectas se cortan.
—2-A=-d-2u “1=-d—>d=1
_ O -1)-21-2)_ 142 J2 o~ .
cos(r,s)=cos|(u,Ug| = = —=—=—-— = (rs)=45
55) = o1 Ty et 2 Yais Yz 2
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6.28 (PAU) Estudia la posicion relativa de las siguientes rectas. Razona la respuesta.
o X+y-2z+1=0 I 2x+y-z-1=0
"lax—y+z-1=0 2" Ix-y-2z+1=0

Calcula el coseno del angulo que determinan las direcciones de las dos rectas.

=0 -2x@ 1) =(-1-5,-3)
""12=05x=0y=-1>R,0 -10)

LU= -Dx(1-1-2)=(-3,3,-3)
21 2=05x=0,y=1-R,(0,1,0)

-1 -5 -3
R1 R, =(0,2,0);rg(u,, U,, R{R,)=3yaque |-3 3 -3| #0. Entonces las rectas se cruzan.
0o 2 0

|(-=1,-5-3)(-3,3,-3)[ _ 1
\/12+51’+32\/32+32+32 V105

= 84° 23’ 58,53”

cos(r1,r2 )= cos(u1,u2) = (rT,?2 ) = arccos

1
4 105

6.29 (PAU) Estudia la posicion relativa de las rectas ry s, y calcula el angulo que forman:

1 x=3+A
r x2— =%=% st{y=3+2A
z=4+3\

Buscamos un punto y el vector director de cada recta.
Ar(1,0,0); d, =(2,3,4); As(3,3,4); ig =(1,2,3) = A A, =(2,3,4)

Como rg( A A, U,, Ug)=2yaque det( A A, U,, Ug) =0, las rectas ry s son coplanarias; como no son
paralelas pues sus vectores directores no son paralelos, se deduce, por consiguiente, que las rectas son

secantes.
— )\ 2-1+3-2+4-3 _ 20 .\ _ 20 ) _ o "
cos(q,rz)—cos(u,,us)— o \/12+22+32_\/406 é(rﬂrz)—arccos(%] =6° 58’ 56,99

Angulos entre dos planos
6.30 (PAU) Calcula el angulo que forman los planos n: x+y+z=1y ' :x-2y+z=2.

— — 1-2+1
n,=(1,1,1;n, =(1,-2,1) = cos(n,n’) = cos(ﬁn,ﬁ ) = % =0 = los planos dados son ortogonales.
3,6

6.31 (PAU) Halla el angulo que forman los planos 11 y 72, donde 71 es el plano determinado por los puntos
(0,0, 8), (-5, 1, 2) y (0, -2, 0) y m2 es el plano perpendicular alarecta: x-1=y -2 =% que pasa por el
punto (0, 0, 1).

A(0,0,8), B(-5,1,2), C(0, -2, 0)= AB = (-5, 1,-6); AC=(0, -2, -8)= AB x AC =(-20,-40, 10) || i, =(2, 4 1)
Ay, =0, =(1,1,6)

S

cos (n1,n2)= cos(nm,nnz) =

2,4, -10)-(116] _ 2+4-6

J22ra 12 1212162 J21-/38

=0, entonces (ﬁ) =90°
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x=1+A
6.32 (PAU) Halla el angulo que forman el plano determinado por las rectas r : x = % = 3 ; z ys:qy=i-1
z=3-A
con el plano de ecuacion 2x—y + z=1.
Las rectas r y s determinan un plano porque se cortan en el punto P(-1, -3, 5).
x y z-3
Sea o el plano determinadoporrys: |1 3 -2 |=0=a:-x-y-2z+6=0=n, =(1,1,2)
11 -1
. — 112)(2 -11 1 —
B:2x—y+z=1= n=(2, 1, 1):cos(a,ﬁ)= w=g=— = ((x,B)= 60°
Joys 6 2
Angulo de recta y plano
. x-1_y-3 _z
6.33 (PAU) Calcula el angulo que forma la recta = = 4 = 1 con el plano x + z=17.
_ - — — a.-n —~
u=2,1,1); n,=(1,0,1)=> sen(r,oc) = cos(u,,na) = |4’ f| = (10NE11 -3 =£: (r,oc) =60°
da||n] J1+1Ja+141 J26 2

6.34 (PAU) Dados los puntos A(3, 0, 0), B(0, 0, 0), C(0, 2, 0) y D(1, 1, 2), determina el angulo formado por el
plano que pasa por los puntos A, By Cy la recta que pasa por Cy D.

BA =(3,0,0); BC =(0,2,0) = i, =BA x BC =(3,0,0)x(0,2,0)= (0,0, 6); i, =CD = (1, -1, 2)
- f\)_ |(O’016)(11_112)| _ 12 2 Zﬁzﬁ

sen (I’,O() = COs (u,,n

“Jo.06)] |1-12)] 6y6 J6 6 3

= (r,0)=54° 44' 8,2

6.35 (PAU) Para qué valores de A son el planor: x+Ay—z+1=0ylarectar: {;;_2:;::31 _o
a) Paralelos b) Perpendiculares

Calcula, en funcion del parametro A, el angulo que forman la recta r y el plano =.
n,=(1,x-1);u,=(1,-2,0)x(2,-2,1)=(-2,-1,2) || (2, 1, -2)

a)riine i, LA, & i, =0=>(2,1,-2)- (1,1, -1)=0=>4=—4

byrlrne d, || n, @l=&=_—1:>?»=l
2 1 =2 2
—~\ — |4, A A+ 4 —~\_ [A+4]
sen(r,n)—cos(u,,nn)—lﬁ:l|ﬁn| 3\/}\2+2:(r,n)—arcsen3 )

-z
6.36 (PAU) Halla el angulo que forman la recta r de ecuacién r: { 0 con el plano que contiene a la recta

s:-x=y-2=1-2zyal punto A(3, 1, 6).

X ==k x-0 y-2 z-1
r:iy=0 =u,=(-1,0, 1). El plano o. que contiene a sy a r es: 3 -1 5| =-4x-2y+2z+2=0
7= -1 1 -1

—/i)_'a,-ﬁa|_ 3 _\/23 (r/,&)=60°

Por tanto, n, = (-2, -1, 1); sen (r/?x) = cos(u,,
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Proyeccion ortogonal

6.37 (PAU) Calcula la proyeccion ortogonal del punto P(0, 0, 0) sobre el planon: x+y+z=1.

A
La ecuacion de la recta r que pasa por Py es perpendicular al plano wes: r: A
A

N < X
I

Intersecciéonde rymA+ A+ A=1=A =% . Por tanto, la proyeccién de P sobre 7 es Q(% % %)

x-1

6.38 (PAU) Dados la recta r : ==——=—_yelplanon: x+ y+z -4 =0, halla la ecuacion de la recta s,

proyeccion ortogonal de r sobre .

A(1,-1,0); d,=(2,1,1); n, =(1,1,1)

x-1 y+1 z
2 1 1
1 1 1

El plano o que contiene a ry es perpendicular a m: =0=a:y-z+1=0

y-z+1=0

La recta s proyeccion ortogonal de rsobre tes s :
X+y+z-4=0

6.39 (PAU) Halla la ecuacion continua de la proyeccion ortogonal de la recta (x, y, z) = (2, 1, 1) + t (-1, 0, 2)
sobre el plano 2x+y -z =0.

Llamemos r a la recta dada y = al plano dado.
x-2 y-1 z-1

El plano o que pasa por ry es perpendiculara mt:| -1 0 2|=0=0a:2x-3y+z-2=0
2 17 -1
BV mZE0 G A Xy = (21, -1)x(2, <3, 1) = (<2, 4, ~8) [| (1, 2, 4); As(0, -1, 1)
. 2X—3y+222 s T o s by ) ) ) ) y &y ) S ) y

Por tanto, s: x = y_+1 = Z—+1
2 4

L. L. x-1 y-1 z-2

6.40 (PAU) Halla la ecuacion de la proyeccion ortogonal r de la recta r : 2 = 1 = 2 sobre el plano

a:x—-3y+2z+12=0.

A(1,1,2); 4, =(2,1,2); A, =(1,-3,2)

x-1 y-1 z-2
2 1 2
1 -3 2

El plano B que contiene a ry es perpendicular a o es f3: =0=>B:8x-2y-7z+8=0

x-3y+2z+12=0

La ecuacion de la recta I’ se obtiene como interseccion de los planos oy B, por tanto, 7 :
P yB.p {8x—2y—7z+8=0
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Distancia entre dos puntos
6.41 (PAU) Halla el punto del plano &t : x + y + z = 1, que equidista de los puntos A(1, -1, 2), B(3, 1, 2) y
C(1,1,0).

Sea P,(xo, Yo, Zo) un punto genérico del plano n. Entonces se verifica xo + yo + 2o = 1
d(Pr, A) = d(Pr, B) = d(Py, C)

V(o =12+ (yo + 17+ (29 =2 =4/ (X0 =30 +(yo =17+ (2o = 2)* =4 (xo =12+ (yo — 1) +(Zo — O)?

Xo+Yo+2Zg=1 Xg+Yo+2Zo=1 X, =4
(Xo =N + (Vo + 12 +(20 =2)* = (X9 =3)* + (Vo — 1 +(2 = 2)* = { X, + Y, =2 = Yo=—2
(X0—3)2+(YO—1)2+(20—2)2:(X0—1)2+(YO—1)2+(20—0)2 Xo+2p=3 z, =1

Por tanto, la solucion es P,(4, -2, —1).

6.42 (PAU) Calcula razonadamente la ecuacion que han de cumplir los puntos del espacio que equidistan de
A(6, 10, -6) y B(-4, 8, 6).

Sea P(x, y, z) un punto cualquiera del espacio.
d(P, A) = d(P, B):>\/(x—6)2+(y—10)2+(z+6)2 =\/(x+4)2+(y—8)2+(z—6)2

Elevando al cuadrado y desarrollando, se obtiene 5x + y — 6z - 14 = 0.
5x + y—6z- 14 = 0 es la ecuacion del plano mediador del segmento de extremos Ay B.

6.43 (PAU) Calcula los puntos de la recta r que pasa por los puntos Py Q de coordenadas P(-1, 2, 3)
y Q(3, 5, 0) cuya distancia al punto C(-1, 0, 1) es de 12 unidades.

x=-1+4t
LarectaPQesr: Jy =2+3t = un punto genérico de la recta es A-(—1 + 4t, 2 + 3t, 3 — 3f).
z=3-3t

d(A,C) =12 =/ (4t +(2+3tP +(2-3t =12 = 16£ + 4 + 9P — 12t + 4 + 9P — 12t = 144 = 34f = 136 = t = +2

Parat=2=A,(-1+8,2+6,3-6)= A/(7, 8,-3)
Parat=-2=A,(-1-8,2-6,3+6)= A/ (-9, 4,9)

6.44 (PAU) La distancia del punto P(1, 2, 3) a otro A del eje de abscisas es 7. Halla las coordenadas del punto A.
El punto A, por pertenecer al eje de abscisas, tiene por coordenadas A(x, 0, 0). Luego:
d(P, A) = \/(x—1)2+(—2)2+(—3)2 =7 (x-1)2=36ox-1=+t6ox=70x=-5
Los puntos posibles son A(7, 0, 0) y A(-5, 0, 0).

Distancia de un punto a un plano

6.45 Determina la distancia que hay desde el origen de coordenadas al plano que contiene a las rectas:

_ - =3-2
x-1 =22 6 s:{x y

=2 -
2 y 4 z=2y -2

r:

Veamos si ry s con coplanarias: d, = (2, -1, 2); A-(1, 2, 3); U =(1,2,0)x(0, -2, 1) = (2, -1, =2); As(3, 0, -2)

2 -2 -5
rg(A, Ay, U,, Us)=3yaque g —1 3;&0

Por tanto, las rectas r y s no son coplanarias y no existe el plano que las contiene, en consecuencia, no se puede
hallar la distancia pedida.
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—z=1
6.46 (PAU) Calcula los puntos de la recta r: {i N Jz/ _s que equidistan de los planos:

a:2x+y—-2z=0 B:x-2y+2z-1=0
X=A
r:iy=2-A = P:(A, 2-A, -1+ &) es un punto genérico de r.
z=-1+L
d(P,a):|27»+2—7»—2(—1+7L)| :|4—7L| 4—x=5x—7:>x=ﬂ:>/:,(ﬂ,l,§)
' 3 3 L A-A_ BT 6 666
P.g)= |7L 2(2-A)+2(-1+AL)— 1| (5A=T7) 3 3 4—k:—5k+7:k:§ (ié —_j
3 3 4 4 4 4
. 11 1 5 3 5 1
L t did P =, =, = Pl 2 .
os puntos pedidos son r(e 5 6] y ,[4 2 4)

6.47 (PAU) Determina la distancia entre el plano de ecuaciéon n : 9 = 2x + y + 2z y el plano que contiene a los
puntos A(1, 0, 1), B(-2, 2, 1) y al origen de coordenadas O.

Xy z
1.0 -1
-2 2 1

Ecuacién del plano o que pasa por A, B, O: =0 a:2x+y+2z=0=>n,=(2,1,2); n,=(2,1,2)

[9-0] _9
Jrr1ze22 o

Entonces los planos o y  son paralelos, y d(o, ©t) =

x=1+3t+s
6.48 (PAU) Estudia la posicion relativa de los siguientes planos o : {y = -2t yB:x+2y+z+3=0.
z=t-s

Calcula la distancia entre ambos planos.

n, =(3,-2,1)x(1,0,-1)=(2, 4, 2); ﬁB =(1,2,1); Ax(1,0,0)
Como los vectores normales son proporcionales, los planos o y B son paralelos.

1+3

6.49 (PAU) Encuentra la distancia del origen al plano determinado por las rectas
x=1
r:qy=2+t y s:

{x—y+1=0
z=1+t

x-z=0

Como rg (A,AS, a, Us) = 2 las rectas determinan un plano.
=0, 1,1 A(1,2,1); G, =(1,-1,0)x(1,0,-1) = (1, 1, 1); As(0, 1, 0)
x-1 y-2 z-1

0 1 1
1 1

El plano o determinado por ry s: =0=a:y-z-1=0

Entonces d(O,0) = - —=—=— U
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Distancia de un punto a una recta

xX+2y—-z+3=0
3x+5y+2z-1=0
Calcula la ecuacién del plano perpendicular a la recta y que contiene al punto P.

6.50 (PAU) Dada la recta r: { , calcula la distancia entre el punto P(0, 1, 6) y la recta anterior.

X =-1+9\
u, =(1,2,-1)X (3,5,2)=(9,-5,-1); P, (-1,0,2) = r: 1y =-5\
z=2-LA

ﬁrxPrP‘ [(9, -5 -1)x(1,14)|_ [1926
- = = =,/18=3/2 u
|dp | Vo2 +52+12 107
El plano perpendicular a r que pasa por P: 9(x - 0)-5(y—-1)-1(z-6)=0 = 9x-5y-z+11=0

dP, r) =

6.51 (PAU) Encuentra la distancia del origen a la recta determinada por los planos 7y y m donde
m:x+2y+z+4=0ymes el plano que pasa por los puntos (1,1, 1), (1, 2, 3) y (2, 0, 0).

x-1 y-1 z-1
! 0 1 2| =0 =>x+2y-2z-2=0
1 -1 -1
_ ij ok .
rem e X T TERAS0 0By =1 2 1| =4i+2]=i, = (42 0)
X+2y—Z—2:0 1 2 1

OA xii 10 — _
d(O,r)=‘ o _] (=10, -3)x( 4,2,0)|=\/4_T;u
|dp | Jar+22 5

x+y=0

6.52 (PAU) Calcula la distancia del punto P(1,0, 3) alarectar: {2x s

u, =(1,1,0)x(2,0,-1) = (-1, 1, -2);
El © plano que pasa por Py es perpendicularares: -(x— 1)+ (y-0)-2(z-3)=0 = x-y+2z-7=0

7
X=—
X+y=0 67 7 77
2x-2z=0 Sly=—"= rynsecortanenelpuntoQ(—,_—,—].
6 6 6 3
X-y+2z-7=0 7
Z=—
3
1% (7 (2)* _.66
dP,nN=dP,Q=,|=| +|=| +|=| = u
en=ar.o= (2] (3 (3] -5
xX=2+t
6.53 (PAU) Determina la distancia del punto (1,1, 1) alarectar: sy =1-t
z=4

Sea r el plano que pasa por Py es perpendicularar: (x—1)-(y-1)+0(z-1)=0=>x-y=0

Intersecciondenyr. 2+t -(1-£)=0 = 2t+1 =0:>t=—%:rynse cortan en el punto Q[% % 4].

2 2
d(P, r) = d(P, Q)=\/(1j +(1] +32= 19,
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Distancia entre rectas. Perpendicular comun

6.54 (PAU) En el espacio euclideo, halla la distancia entre la recta que pasa por los puntos A(1, 0, 0) y
B(0, 1, 1) y la recta correspondiente al eje Y.

AB =(-1,1,1); OC =(0,1,0) = AB x OC = (-1,0,~1)]| (1,0, 1)
El plano &t que contiene ary es paraleloa s: 1(x-1)+0(y-0)+1(z-0)=0=> n:x+z-1=0

do.m= 1ot V2,

6.55 (PAU) En cada caso, estudia si las rectas dadas se cruzan y, en caso afirmativo, calcula su distancia.

x=t
. . [2x-y=0
a)Ly:Jy=1-t YLZI{X+Z—3=0
z=1+2t
x=t-1
2x-y=0
b) Li: =t+1ylL;:
) L1 i’(_ yL: {3y—22=0

a) u, =(1,-1,2); P4(0,1,1); u, =(2,-1,0)x(1,0,1)=(-1,-2,1); P20, 0, 3) = ?Pé =(0,-1,2)

1 -1 2
L1y L, se cruzan, pues det(u,, U,, P,P,)#0,yaque |-1 -2 1| =-3%0
0 -1 2

e Calculo de la distancia de L1 a Lo.

El determinante anterior es el producto mixto de u,, U, y P, P, . Su valor absoluto, 3, es el volumen del

paralelepipedo determinado por u,, U, y PP, .

Si se divide el volumen del paralelepipedo por la superficie del paralelogramo de la base, obtenemos la distancia
entre las caras opuestas, que coincide con la distancia entre las dos rectas:

Area base = | i x i, | = |(1, -1, 2)x (-1, -2, 1)] = |(3, -3, -3)| = \/9+9+9 =3,/3

‘[171,&2,P1P2]‘_ 3 1 _43

= =— Uu

| dy x 0 | 3/3 V3 3

d(/_1, Lz) =

b) d,=(1,1,1); P(-1,1,0); (2,-1,0)x(0, 3,-2) = (2, 4,6) || u,=(1,2, 3); Q0,0,0) = PQ =(1,-1,0)

Como det(u,, Uy, PQ )# 0 las rectas L1 y Lo se cruzan.

e Calculo de la distancia entre L1y Ly:
n,=d;xud,=(1,1,1x(1,2,3)=(1,-2,1)

Plano m que contienea Ly yesparaleloa L 1(x+1)-2(y-1)+z=0 > n:x-2y+z+3=0

3 3 _3/6_46

d(L1v L2)= d(Q! ﬂ:)= —_—F——==——=—U

J1+4+1 J6 8 2
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+3z-2=0 -2z-1=0
6.56 (PAU) Dadas las rectas r: Xz : X-ez :
y-4z=0 y+z-3=0
a) Determina su posicion relativa. b) Calcula la distancia entre ambas.

a)d, =(1,0,3)x(0,1,-4)=(-3,4,1); ug =(1,0,-2)x(0,1,1)=(2,-1, 1)

No son paralelas. Para ver si se cruzan o se cortan, se halla el rango de la siguiente matriz:

10 3 |-2 10 3 |-2 10 3 |-2
(1) (1) ié _01 —FEFE 8 (1) :g (1) T 8 3 :g (1) = incompatible. Las rectas se
01 1]-3 " loo 5]|-3 00 2
cruzan.

x=2-3% x=1+2u
byr:ly=4r ;s:ly=3-p = P,(2,0,0),Ps1,3,0), PP, =(-1,3,0)

zZ=A z=p

-3 4 1

‘[u“as’ﬁ —21 _31 (1) 10 10 _243

d(r, s) = — = - _ _ "
|d, x | [(-3,4,)x(2-11 [(55-5)] J75 3

+y=z+4 -2=0
6.57 (PAU) Determina la perpendicular comun a las rectas: r : {x y=2 s: {x

X+2y=7 y+3=0

X=1+2A i =2 -11)
Py =3 = p o 3oan
7= 7\’ r(+ y DTy )
x=2
1
Siqy=-3 > =00 ) P =(1-2A,6+Au-27)
Z=u Ps(Z 3u)

PP-U =-6L+u+8=0 — _
U H S A=p=2o P,[E,Z,ﬁj;/v{z,-s,ﬁjz PP, = (ﬂ 2 o] Il G =(1,2 0)
PP, —u—-1=0 5 555 5 55

2_8
-2 _y+3 _ 5

La recta perpendicular comun pasa por Ps y lleva la direccion (1, 2, 0), entonces es X 2 0

=0 x—-ay=0
6.58 (PAU) Demuestra que las rectas r: {Jz/_ 0 y s: {z a 5y se cruzan, cualquiera que sea el valor del

parametro a. Calcula la recta perpendicular cominary r.

=1 B,
X i =(10,0) X=al G —(a10)
Y=Y =00600 SR T lR005)
:O r 1 z= 5 s » Yy
. 100
El det(u,, s, PP, )= 1 0| =0, por lo que las rectas se cruzan.
0 0 5

res el eje X'y s es una recta perpendicular al eje Z en el punto (0, 0, 5), por tanto, la recta perpendicular comun
x=0

es el eje Z de ecuacion: qy =0.
z=n
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Calculo de areas y volumenes

6.59 (PAU) a) Determina el plano & que pasa por los puntos de coordenadas A(0, 0, 3), B(2, 0, -3) y C(2, -2, 0).

b) Calcula el area del triangulo que forman los puntos en que el plano © corta a los tres ejes de
coordenadas.

a) AB =(2,0,-6); AC = (2,-2,-3) = AB x AC =(-12,-6,-4) = fi, = (6, 3, 2)
n:6(x-0)+3(y-0)+2(z-3)=0=>mn:6x+3y+2z-6=0

b) Puntos de corte de & con los ejes de coordenadas:

Eje X: X0 (1, 0, 0) Eje Y: Y5(0, 2, 0) Eje Z: Z,(0, 0, 3)

Xo Yy =(=1,2,0); XoZy =(-1,0,3)= X, Y, x XoZ, = (6,3, 2)

El area del triangulo Xo Yo Zo es % | Xo Yo X XoZy | = %l(G, 3,2)|= —‘36+29+4 = % u?

6.60 (PAU) Sean A(-3, 4, 0), B(3, 6, 3) y C(-1, 2, 1) los tres vértices de un triangulo. Se pide:

6.61

a) Calcular la ecuacion del plano que contiene al triangulo.
b) Calcular el coseno de cada uno de los tres angulos del triangulo.

c) Calcular el area del triangulo.

a) AB =(6,2,3); AC =(2,-2,1); AB x AC =(8,0,-16) = i = (1,0, ~2)
n:1(x+3)+0(y-4)-2(z-0)=0 = m:x-2z+3=0
(6,23) (2-21)_11
J49 Jo 21
cos(BA BG)= (8723 (4 -4-2)_38_19 0 x (22-1:(442)_2_ 1

J49 {36 42 21 Jo V36 18 9

C)SABC=%IEXEI=%I(S,O,—16)|=4 5 u?

b)cos(A_Bi,A_C’)=

(PAU) Los planosn: x+y+z=4,n": x—z=0,n": x+ y =3 tienen un Unico punto en comun. Se pide:
a) Determinarlo.

b) Hallar las ecuaciones de las rectas en que cada uno de esos planos corta a x=0.

c) Volumen del tetraedro limitado por esos tres planos y el plano x = 0.

a) Para hallar el punto de corte de los tres planos, se resuelve el sistema formado por sus ecuaciones.

11 114 10 0|1
10 -110| —%=— |1 0 -1|{0| =»x=1,y=2;,z=1 = Punto de corte: P(1, 2, 1)
11 03 11 013
b) Interseccion de los planos &, ', ©" con el plano o, : x =0
x=0 x=0 x=0
x=0 , [x=0 " x=0
oNT = ivized y=A ; anNnt= N Z_O:s: y=u;, onNnn = ‘it _3:t: y=3
y+z= z=4-A B z=0 Y= z=
c) La base esta en el plano o : x = 0. Los vectores del triangulo de la base se obtienen del siguiente modo:
0=0 0=0 0=0 _
AB=(0,-1,1)
ros=u=Ar =A@04,0);rnt=>{A=3 =B(0,3,1);snt=u=3=C(0,3,0)= <__
0=4-% 4-1=P 0= AC=(0,-10)
EXE=(1,0,0)3SABC=%|?XEI=%u2
- 1 1 11 1 3
El vértice opuesto es P(1, 2, 1). La altura del tetraedro es d(P, oc)=ﬁ=1:>V=ESb-h=§-E-1=gu
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6.62 (PAU) a) Calcula la distancia del origen al plano que contiene a los puntos A(-1, 0, 3), B(2, 1, —1)
y C(-3, 2, 0).

b) Calcula el volumen del tetraedro de vértices en estos tres puntos y el origen.
a) Ecuacion del plano ©t que pasa por A, By C: AB = (3,1, -4); AC = (-2,2,-3)= n, =AB x AC = (5,17, 8)
npasaporA(-1,0,3)=5(x+1)+17(y-0)+8(z-3)=0=5x+17y +8z-19=0

_|-19]  _ 19 _19 42
d(O, m) = = = u
V52 +172+82 /378 126
-1 0 3
b) Vietraearo = — | 2 1 -1 =l-19=Eu3
61-3 2 0 6

PROBLEMAS

6.63 (PAU) Considera un cuadrado cuyo centro es el punto C(1, 1, —1) y tiene uno de sus lados en la recta:

. Xx-2_y-1_2z-1
1 1 0

a) Calcula la ecuacion del plano en el que se encuentra el cuadrado.
b) Calcula la longitud del lado del cuadrado.

a) Se tiene que hallar la ecuacion de un plano determinado por una recta y un punto exterior a ella, ya que el
punto no verifica la ecuacion de la recta.

d, =(1,1,0) X(x,y,2); A2, 1,1)

x-2 y-1 z-1

det(AX, G,, AC)=0=| 1 1 0 |=0=-20x-2)+(z-1)+2(y-1)=0=2x-2y-2z-1=0

i j ok
‘_, -1 0 -2
AC xu 1 1 0
ll=d(C,r)= BRSO =3 3/=i=3ﬁu
2 |d, | JPrP+1240 2 2

6.64 (PAU) Halla el punto P' simétrico de P(3, 4, 0) respecto al plano 1 : x + y + z = 0. Indica los pasos que se
den al resolver el problema.

x=3+A
Se halla la ecuacion de la recta r que pasa por Py es perpendicularan = r: {y =4+
z=A
. . 7 25 7
Se halla la interseccion de ry (3+K)+(4+X)+k=03k=—§ > M 3'3 3
3+x" 2 , b
=—=>X'=-——
2 3 3
Simétrico de P respecto de M = 4+y =§3y'=—g = P _é,_g‘_ﬂ
2 3 3 3 3 3
0+Z7 7 , 14
= —— Z=——
2 3 3
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6.65 (PAU) Halla las coordenadas del punto simétrico de A(—2, —2, —3) respecto del plano de ecuacion
general 2x+y+z—-3=0.

X=-2+2\
Se halla la ecuacién de la recta r que pasa por Ay es perpendicularan=r: {y =-2+2A
z=-3+A

Intersecciénde ry m: 2(-2 +20) + (-2+A)+(-3+A)-3=0 = 6L-12=0 = A=2 = M(2,0,-1)
x2_,
'22 x'=6
Simétrico de A respecto de M: A'(x', ', Z) = yT_ =0 =Jy'=2=A'(6,2,1)
z'=1
z'-3

L

2

6.66 (PAU) En un cubo, calcula el angulo que forma la recta BC con la recta que une B H G
con el punto medio del lado EH.

Se elige como origen de coordenadas el punto D. Como nos piden un angulo, la arista
del cubo es indiferente. Si tomamos como arista 2, B(2, 2, 0); C(0, 2, 0); M(1, 0, 2); C

BC =(=2,0,0); BM = (-1, -2, 2)
‘B_c' - BM
cos ¢ = =

2 _1
|BC|[BM| J4vo 3

= @ = arccos (%} =70° 31’ 43,6

-1=0 -z-2=0
6.67 (PAU) Se consideran las rectas r: {X : {x z

, S el plano &, que pasa por los puntos
2y+z-1=0"" |y—-z-2-¢ ¥ & Pl@NOT Quepasap pu

A(1,0,2),B(2,1,2)y C(1,0, 1).

a) Da la ecuacién general o implicita de x.

b) Una de las dos rectas corta a n. Determinala y halla el punto de corte con .
c) Calcula el seno del angulo que forman dicha recta y el plano x.

d) Comprueba que la otra recta es paralela a © y calcula la ecuacion general del plano que la contiene y
es paralelo a &

a) AB =(1,1,0); AC =(0,0,-1)= i, =AB x AC = (-1, 1, 0)
n:-1x-1)+1(y-0)+0(z-2)=0 =>n:x-y—-1=0
b) 4, =(1,0,0)x(0,2, 1)=(0,-1,2); G, =(1,0,-1)x(0, 1, -1) = (1, 1, 1)

U, no es paralelo atyaque 4, n, =1=0, por tanto, r corta a .

x =1
r. 4y =—A . Sustituyendo las coordenadas de ren n: 1 -(-A) — 1 =0 = A = 0 = El punto de corte es (1, 0, 1).
z=1+2\

01211 0] = (1, %) = arcsen—— = 18° 26 5,82"

0. -1 2)[-110)] 10 J10

d) dg-n, =(1,1,1)(-1,1, 0) =0, por tanto, s es paralela a & o estd contenida en .

c) sen(r, m) = cos(u,, n,)

Ps (2, 2, 0). Como Ps no pertenece a wt, entonces la recta s es paralela a «.
Ecuacion del plano ©' que pasa por sy es paraleloan: (x—2)-(y-2)=0 = x-y=0
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6.68 (PAU) a) Demuestra que los planos nt: 2x+ 3y —4z=6 y n': —-3x + 4y — 2z = —2 no son paralelos y calcula

sus planos bisectores.

b) Calcula el angulo que forman entre si ambos planos bisectores.

a) Ty ©' se cortan, pues sus vectores normales n, = (2, 3,-4)y n, = (=3, 4, -2), no son paralelos.

|2x +3y —4z-6| _ |-3x+4y-2z+2
J4+9+16 J9+16+4

Planos bisectores: d((x, y, z), t) = d((x, y, 2), ®') =

o:5x—-y—-2z-8=0

2x+3y—4z-6==x(-3x+4y—2z+ 2). Los planos bisectores son:
o:-x+7y—-6z-4=0

b) Como A, i, =(5,-1,-2) - (-1,7,-6) =-5—-7 + 12 = 0, entonces (oToT) = 90°

6.69 (PAU) Sean Py(1, 2, 1), Py(2, 3, 1), Ps(—1, 4, 3) y P4(0, 5, 3).

a) Demuestra que los cuatro puntos estan en el mismo plano. Da la ecuacién de ese plano.
b) Verifica que el poligono que tiene como vértice esos cuatro puntos es un rectangulo.

c) Calcula el area de ese rectangulo.

x-1 y-2 z-1
1 1 0
-2 2 2

a) El plano o que pasa por P1, P2y Ps: =0=2x-2y+4z-2=0=>x-y+2z-1=0

Como P4(0, 5, 3) verifica la ecuacién de o, yaque 0 -5+ 6 —1=0, P, € oo = P1, P2, P3y P4 son coplanarios.
b) AP, =(1,1,0), PPy =(-2,2,2), P,P, =(-2,2,2), P, =(1,1,0); PP,-P,P; =0

Luego los vectores son paralelos dos a dos y perpendiculares dos a dos, por tanto, forman un rectangulo.
N A
C) PP, xP,Py=|1 1 0|=2j-2j +4k =>S=|(2,-2,4)|=+22+(-2)2+42=,24=2,/6 u?
-2 2 2

6.70 (PAU) Considérese la recta r de R® de vector director (1, 1, 0) que pasa por el origen. Escribe las

6.71

ecuaciones paramétricas de todas las rectas que pasan por el origen, que estan contenidas en el plano
x -y =0y que forman, ademas, un angulo de 60° con r.

Para hallar el vector director de la recta que queremos encontrar, hemos de tener en cuenta que es
perpendicular al vector normal al plano (1, -1, 0). Por tanto, sera de la forma (1, 1, c).

También debe cumplir que cos((1, 1, ¢), (1, 1, 0)) = %

cos((1, 1, ¢), (1, 1,0))=(j’11’+‘;)+'S’jﬂ=J2+202\/E =%:>\/ 22+0%)=4=22+c%)=16 = =6 >c=1,/6

Luego hay dos rectas que cumplen las condiciones pedidas y cuyas ecuaciones son:

X_y_ Z X_y_ 2

y-1_2z+3 ys:x—1=y+1
1 2 1 -1

wWI|N

(PAU) a) Calcula la distancia entre las rectas ry s, siendo r : % =

b) Obtén la ecuacion de la recta perpendicular comin a ambas.

a) Vector normal al plano © que contiene a ry es paralelo a s: (0, 1, 2)x (1, -1, 3) = (5, 2, -1)

Ecuacién del plano: 5(x — 0) +2(y -1)-1(z+3)=0 = m:5x+2y-z-5=0

1+2(-1)-0-5_ 2 ’

J52+22+ (=12 |30

b) ou: (5, 2, -1)x (0, 1, 2) = (5, 10, 5) || qu1 =(1,-2,1)=1x-0)-2(y-1)+1(z+3)=0=o: x—-2y+z+5=0
o2 Ny, =(5,2,-1)x(1,-1,3)=(5,-16,-7) = 5(x-1)-16(y + 1) - 7(2) =0 = 02: 5x - 16y 7z2-21=0

d(r, s)=d((1,-1,0), n) = |5

X-2y+z+5=0

La perpendicular comun se obtiene como interseccion de los planos de ecuaciones:
5x-16y —-7z-21=0
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x+y=0 _{4x—6y=0

6.72 (PAU) Halla los vértices del triangulo formado por las rectas rq: , I ,
x—-z=1 y+2z=-2

o 3x+5z=3
13y +5z=-3

a) ¢Es un tridngulo rectangulo? ;Qué vértice corresponde al angulo recto?

b) Halla el area del triAngulo.

x+y=0 x+y=0 4x -6y =0

a)Vertices: X 21 L a©0 1) X721 g1 0 1Y T2 0,4, -3
4x -6y =0 3x+5z=3 3x+5z=3
y+2z=-2 3y+5z=-3 3y+5z=-3

AB =(1,-1,1); AC = (6,4, -2): BC =(5,5,-3) = AB-AC =0 = el angulo recto corresponde al vértice A.

J4+64+100 =42 ?

i k o )
b) ABx AC=[1 -1 1| =-2i +8j +10k :>S=%|(—2,8,10)|=
6 -2

1
2
6.73 (PAU) Sea el plano & de ecuacion x + 2y + 3z = 5.

a) Encuentra la ecuacion de un plano paralelo a  y cuya distancia al origen sea 3. ;Cuantas soluciones
hay?

b) Calcula el punto P del plano &t que esta mas préximo del origen.

c) Sea Q el punto (1, 1, 1). Se sabe que los segmentos OP y OQ son dos lados de un paralelogramo.
Halla los vértices y el area de dicho paralelogramo.

k|

a) Sear’ el plano pedido. ' : x+2y+3z+ k=0 = d(O, =—| =3:>k=31/14;k=13,/14
) P P Y ( ) N 12+22+ 32 I
X+2y+3z+3J14 =0

Hay dos soluciones, a ambos lados del punto O:
x+2y+32—3x/ﬁ:0

X=A
b) Recta que pasa por Oy es perpendicular a w. Su vector direcciones n, =(1,2,3)=>r:<y =2\
z=3\
e 5 ., 5 10 15
Interseccionde rym: A+ 2(20) +3(3A)=5= 14A=5 = A= Yy — Interseccién es P 212 14

c)ﬁh?ﬂ%:(s 10 15]+(1,1,1)=[E,2—4, 29
14° 14" 14

— T T — | = Estas son las coordenadas del punto R.
14 14 14

— == 5 10 15 5 10 5 5 2
S=|0Px0Q|=|—, —, — XL, ND|=||-—, —, —— | |=— 46 u
| Ql ‘(14 14 14) ( )‘ ‘( 14 14 14]‘ 14\/—
6.74 (PAU) Dados los puntos A(1, 5, -2), B(4, 0, 1) y C(-3, 2, 0):
a) Prueba que son los vértices de un triangulo.
b) Halla la longitud del segmento que determina el punto By su proyeccion sobre el lado AC.
a) AB = 3,-5,3)y AC = (-4, -3, 2) no son paralelos. Luego los tres puntos son los vértices de un triangulo.

b) |E X El =|(-1,-18, -29)| = |/ 1166 u? es el area del paralelogramo determinado por AB y AC.

Longitud de la base del paralelogramo = |/Té| =429 u= Altura= - 1166 = 33814 u

J 29 29
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6.75 (PAU) Halla el lugar geométrico de los puntos P que determinan con A(1, 0, 0), B(0, 1, 0) y C(0, 0, 1) un

tetraedro de volumen % .

Sea P un punto cualquiera del espacio P(x, y, z). Entonces AB = (-1,1,0); AC = (-1,0,1)y AP = x-1,v,2)

Como Vietraedro = %ldet(A_é ﬁ , AP | entonces |det (Ié Ié , AP )N =1

— — -1 10
det(AB,AC,AP)=| -1 0 1| =x-1+y+z
x-1y z

Habra dos soluciones:
det(/Té,/Té,TﬁF—1 = x-1+y+z=-1= o:x+y+z=0
det(ﬁ,ﬁ,ﬁ)=1 = x-1+y+z=1= o':x+y+z=2

El lugar geométrico de los puntos P es un par de planos o y o' paralelos al plano n determinado por A, By C.

6.76 (PAU) ¢;Son coplanarios los puntos A(1, 1, 0), B(1, 0, —1), C(3, 2, -1) y D(0, 1, 1)? Justifica la respuesta. Da
la ecuacion del plano que determinan los tres primeros puntos. ;Contiene este plano alguna recta que
pase por el origen? Calcula los angulos que forma tal plano con los ejes coordenados.

x-1 y-1 z
0 -1 -1
2 1 -1

. AB =(0, -1, -1); AC =(2, 1, —1); el plano que pasa por A, By C: =0=a:x-y+z=0

Como el punto D(0, 1, 1) verifica la ecuacion anterior, los puntos A, B, C y D son coplanarios.

o El plano o pasa por el origen, entonces existen infinitas rectas de o que pasan por O. Por ejemplo, cualquier

recta perpendicular al vector n, = (1, -1, 1) que pase por O cumple las condiciones %=£ =z

|(L-110,0,1f _ 1 | -11)-001 _ 1

R R S N N ER
|L-11)001 _ 1
EENENCENE

o=p=y=351551,8"

e cos(90° - ) =

cos(90° —y) =

6.77 Halla el plano de la familia mx + y + z— (m + 1) = 0 que esta situado a distancia 1 del origen.

—m—1| 1 1 3
do, m)= |—=1 o m*+1+2m=m?*+2 < m=—, luego el plano buscadoes —x+y+z-==0.
N +1+1 2 2 2

x+1 y+2 z-3

6.78 Un cuadrado tiene un lado sobre la recta r, donde r : 2 2 2

y un vértice en el punto

P(3, 0, 1). Calcula el area del cuadrado.

Como P no pertenece a la recta dada, para calcular el lado del cuadrado bastara calcular la distancia entre el
punto Py larectar.

Por tanto, sea el punto A(-1, -2, 3) de la recta ry sea (4, 2, 4) su vector director.
(4,2, -2)x(4,2,4) [(12,—24,0)

dP,r) =
7.0 J16+4+16 6

= 2\/€ u mide el lado del cuadrado, entonces A = 20 U
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X =2
-1 i . .
=== ZT y s: {y =—A halla los puntos que dan la minima distancia y
zZ=-}
determina la ecuacioén de la perpendicular comin a ambas rectas.

6.79 Dadas las rectas r:

Un punto genérico de la recta r sera P(3 + 2a, a, 1 + a) y un punto genérico de s sera Q(b, —b, -b).

P_Q"(Z,1,1)=2(3+2a—b)+a+b+1+a+b=0;
P_Q"“’—L1)=3+Za—b—a—b+1+a+b=o

x:£+h
3
Entonce36a=—7y2a—b=—4:>a=_—7yb=E (E 7,—lj Q[é,—s,—éj =—1—lk
3 3 6 6 33 3 6 2
1 3
Z=———-=
6 2

o:ix+2y—z=1
6.80 (PAU) Dados los planos o, :2x+y —-z=0
o3 :3x+3y—-2z=1
a) Analiza su posicion relativa.

b) Halla el punto simétrico del origen de coordenadas respecto a la recta interseccion de los dos
primeros planos.

c) Halla la proyeccién ortogonal del origen sobre el plano x + 2y — z=1.

a) Como rg(M)=rg(M') = 2, los planos se cortan en una recta.

xX=-1+A
Resolviendo el sistema = r: {y =A
z=-2+3\

b) Plano & perpendicular a r desde O:

i
11

Simétrico de O(0, 0, 0) respecto de M: O' (_i 14 _2)

4

X+y+32=0 => (-1 +1)+A+3(-2+31)=0 = A= -

1

(AT

i

—_

1111 11

X=2A
c) Ecuaciones de la recta s que pasa por Oy es perpendicular a oy {y =2\
Z=-A\

= S(l l —%j es la proyeccion de O sobre ai.

Interseccién de sy au: A + 2(20) (-A)=1=> BA=1 = A = 53

1
6
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6.81 (PAU) Dado el planon:2x+4=0ylarectar: {x -

a) Determina su posicion en el espacio.
b) Calcula, si existe, el punto P intersecciondeny r.
c) Halla el angulo que formanzy r.

d) Dado el punto Q(2, 0, —1) de r, halla su simétrico respecto del plano & y la ecuacion de la recta
simétrica a r respecto de .

a)n, =(2,0,0); d, =(1,0,-1)x(0,1,0)=(1,0, 1)
g,-n, =(1,0,1)-(2,0,0)=0, entonces ry o no son paralelos. Por tanto, la recta y el plano se cortan.

2x =4 X =-2
b) Para hallar la interseccion de ry «t resolveremos el sistema {x—-z=3 ={y=0 = P(-2,0,-5)

y=0 z=-5
— == . 2 —
c)sen(r,a)=cos(u,n,)= |(2’ 0,0)(10, 1)| = 2 =1 v entonces (r, o) = 45°,
20010 42 J2 2
X=2+A
d) Recta que pasa por Qy es perpendicularam, s: {y =0
z=-1

Intersecciébnde sy m 2(2+A)+4=0 = A=-4 = M(-2,0,-1)
El simétrico de Q respecto de M es Q'(-6, 0, —1).
La recta r simétrica de r respecto a n es la que pasa por Q' y por P.

X=-2+A
PQ' =(-4,0,4)||(1,0,-1) = r: {y=0
z=-5-1

6.82 (PAU) Determina A para que el triangulo formado por los puntos de coordenadas (-A, 0, A), (0, 1, A+ 1) y
(2 - A, —A, 0) tenga area minima.

Llamamos A, B, C, respectivamente, a los tres puntos: A(-A, 0, &), B(0, 1, A + 1), C(2 — A, —A, 0)
AB = (M 1,1); AC = (2, -\, ) = AB x AC = (0, 2 +A% 32— 2)

Snsc = %pﬁz x AC | = % J @+ 020 +(-2-202) =% J 22+02)

Es evidente que la expresion anterior es minima cuando A = 0, y sustituyendo se obtiene:

SABC=%\/2'22 =J2

6.83 (PAU) Calcula el volumen de un cubo del que se sabe que tiene una arista sobre cada una de las rectas:

x=1+2) 8 6
r:{y=-2-6X s:%=%=z1_4
z=-1-}

La arista del cubo sera la distancia entre ambas rectas. u, = (2, -6, —1); u = (13, 2, 14); As(0, 8, 6)
Plano o que contiene a ry es paralelo a s: (2, -6, —1)x (13, 2, 14) = (-82, 41, 82) || n, = (2, 1, -2)
Ecuacidondelplanoa: 2 (x—1)+1(y +2)-2(z+1)=0=>2x+y—-2z-2=0

|2 0+8-2- 6—2| _6

=2 = Voo =2=81°
Ja+1+4 3

Arista = d(r, s) = d(As, ) =
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PROFUNDIZACION

6.84 (PAU) Sean A, By C los puntos de la recta x — 12 =y_+6=z_;6

2 que estan en los planos coordenados

x=0,y=0y z=0, respectivamente.
a) Determina razonadamente cual de los tres puntos se encuentra entre los otros dos.

b) Siendo D un punto exterior a la recta, indica, razonadamente, cual de los triangulos DAB, DAC o DBC
tiene mayor area.

a) Se determinan los puntos A, By C hallando las intersecciones de la recta con los planos x=0,y=0y z=0.

., _y+6_z-6 ., _y+t6_z-6 ., _y+t6_z-6 A(0,-30,-30)
N R i R S e R B = X R )
x=0 y=0 z=0 C(10,-10,0)

AB = (15, 30, 45); AC = (10, 20, 30); BC = (-5, -10, —15)

Los puntos A, By C pertenecen a la recta ry, por tanto, estan alineados. Calculamos las distancias entre ellos:
d(A, B)=+/152+302+452 = \[3150
d(A C)=+102+202+30% = /1400 =
d(B, C)=~/52+102+152 =~/350

Se deduce que los puntos A y B son los mas distantes y, en consecuencia, el punto C se encuentra entre ellos.

b) Los tres tridngulos DAB, DAC y DCB tienen todos la misma altura desde D, por tanto, el de mayor area sera el
que tiene mayor base. En consecuencia, el triangulo de mayor area es el DAB.

d(A B)>d(A, C)
{d(A, B)>d(B, C)

6.85 (PAU) Un rayo luminoso que estd en el plano determinado por el punto A(1, 1, 1) y la recta

x-1_y-2_z+1
1 1

Se pregunta si el rayo reflejado ilumina el punto Q(2, 2, 3). Justifica la respuesta.

r

parte del punto A y se refleja en la recta r, incidiendo en ella en el punto P(2, 3, 1).

Q' es el simétrico de Q respecto r. Si Q' esta alineado con A y P, entonces el reflejo del rayo AP pasara por Q.
El plano o que pasa por Qy es perpendicularar: (x—2)+ (y-2)+2(z-3)=0=oa:x+y+2z=10

Se halla lainterseccionder you (1+A)+(2+A)+2(-1+20)=10=> A = % = M(g g 2)

2+x' 5 2+y' 7 3+2 _

Simétrico de Q respecto de M: ;
2 2 2 2 2

; 2=Q(@3,5,1)
Como los vectores AP = (1,2,0)y AQ = (2, 4, 0) son paralelos, los puntos A, Py Q' estan alineados. En
consecuencia, el rayo que parte de Ay se refleja sobre la recta r en el punto P se comprueba que pasa por Q.

6.86 (PAU) De un plano se sabe que contiene los puntos A(0, 0, 0) y B(0, 0, 2). Ademas se sabe que el plano
x-1=0

contiene el punto C, que estaen larectar:
2x-y-1=0

y equidista de A y de B. Encuentra la ecuaciéon

del plano.

Il
> a A

X
Se halla el punto C de r que equidista de A y de B. En paramétricas, r: 1y
z

Sea o el plano mediador de Ay de B. P(x, y, z) = d(P, A) = d(P, B) :>\/ xX2+y?+ 72 =\/ X+y?+(z-27 = z=1
Laintersecciondeoayres:x=1,y=1,z=1 = C(1,1,1)
Sea B el plano que pasa por A(0, 0, 0), B(0, 0, 2) y C(1, 1, 1).

AB = (0, 0, 2); AC = 1,1,1) > AB x AC = (-2,2,0)]| (1,-1,0)= ﬁﬁ, entonces la ecuacion del plano f es:
B:1(x-0)-1(y-0)+0(z-0)=0, esdecir, B:x-y=0
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6.87 (PAU) Halla de forma razonada un punto P del plano determinado por los puntos A(2, 0, 0), B(0, 4, 0) y
C(0, 0, 6) que esté a igual distancia de los tres (P se llama circuncentro del triAngulo cuyos vértices son
A,By C).

Sea P(x, y, z) el punto buscado.

d(P,A)=d(P,B)= (x—=2P+ VP +Z=xX*+(y-4)?+7 = a:x-2y+3=0

d(P,A)=d(P,C)= (x-2+y*+Z=x*+y+(z-6)> = P:x-3z+8=0

Sea & el plano que contiene a A, By C:

AB =(-2,4,0); AC =(-2,0,6) = AB x AC = (24,12, 8)(6,3,2) = 7,

m:6(x—2)+3y+2z=0 = 6x+3y+2z-12=0

El punto P pertenece a los planos «, B y n. Resolvemos el sistema formado por sus ecuaciones:
x-2y+3=0
x-3z+8=0 =X
6x+3y+2z-12=0

—, ¥y =——,z=—— = El circuncentro es el punto P
49 49 49

13 80 135 (13 @@j
- 49° 49’ 49 )’

6.88 (PAU) Calcula la longitud del segmento de la recta r comprendido entre los planos n y @', donde:

2x-y=0
r:{x y

:3x+z=5 ‘i x—-y-z=0
X—2z=0 T:3x+2z T:X-y-2z

2 1.0 0) (2 -1 0 0 5 5 5
Pi=rAan=|1 0 -1 0|=|1 0 -1 0 :>P1(—,—,—j
3 0 1 5 4 0 0 5 4 2 4

2 1.0 0) (2 -1 0 0
Po=rAamr=[1 0 -1 0|=[1 0 -1 0 :>Pg(O,O,O).d(P1,P2)=‘/§+2—5+2—5=ﬂu
1 -1 -1 0 0 0 -2 0 16 4 16 4

X—-2y+2z=3

. Halla todos los puntos de dicha recta tales
X+y—-4z=3

6.89 (PAU) Considérese la recta r de ecuaciones {

que su distancia al origen de coordenadas es ,/ 14 .

x=3+2\
Ecuaciones paramétricas de larectar. {y =2, . Sea P,(3 + 2), 2A, A) un punto genérico de la recta r.
z=\

d(P, 0)= J14 = d(P, 0)*=14 => (3+ 21— 02+ (2h—0)2+ (A —0)2 =14 => 9+ 124 + 402 + 432 + )% = 14
1

9x2+12x_5=0:>x=_12i— V144+180 _ | 3 .Sikzljp1£ﬂ,z‘1j;sik=_§:>Pz(j’ﬂ‘i]
18 5 3 3'3'3 3 3'" 33

3
6.90 (PAU) Sea el tetraedro de vértices A(0, 0, 0), B(1, 1, 1), C(3, 0, 0) y D(0, 3, 0).
a) Calcula la ecuacioén del plano que contiene la cara BCD y la del plano que contiene la cara ACD.

b) Calcula las ecuaciones de dos de las alturas del tetraedro, la que pasa por el vértice A y la que pasa
por el vértice B, respectivamente. (Nota: la altura de un tetraedro es la recta que pasa por un vértice y es
perpendicular al plano que determina la cara opuesta).

c) Comprueba que las dos alturas anteriores se cortan en un punto P.

d) Comprueba si la recta que une cualquier vértice del tetraedro con el punto P es perpendicular a la cara
opuesta, es decir, es una altura del tetraedro.

— — x-1 y-1 z-1
a) BC =(2,-1,-1); BD = (-1, 2, -1). Plano o que contiene a BCD =| 2 -1 -1|=0oa:x+y+z=3
-1 2 -1
— . Xy z
AC =(3,0,0); AD =(0, 3, 0). Plano 8 que contienea ACD=|3 0 0| =0=2z=0
0 3 0
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b) BC x BD= (2, -1, ~1)x (-1, 2, 1) = (3, 3, 3) || figep = (1, 1, 1) = La altura que pasa por A es hAé =% = %
- = _ ~ _ x-1_y-1_2z-1
AC x AD =(3,0,0)x(0,3,0)=(0,0,9) || ngcp =(0,0, 1) = La altura que pasa por B es hg: o "o T
x=t x=1
C)ha:sy=t;hg:qy =1 = lIgualando, t =1y k = 0. Entonces, se cortan en el punto P(1, 1, 1) = B.
z=t z=1+k

d) AP = (1,1,1); Ngep = (3, 3, 3). Como AP [| ngcp la rectay el plano son perpendiculares.
CP =(=2,1,1); A,y =AB x AD = (1,1, 1)x(0, 3, 0) = (-3, 0, 3)
Como C_P> no es paralelo al vector n,g, , recta y plano no son perpendiculares; por tanto, CP no es una altura.

DP =(1,-2,1); Ay =AB x AC =(1,1,1)x(3,0,0) = (0, 3, -3)

Como DP no es paralelo al vector 1, , recta y plano no son perpendiculares, por tanto, DP no es una altura.

_y=0

6.91 (PAU) Halla los puntos cuya distancia al origen es el triple que su distancia a la rectar: {x

u, =(1,-1,0)x(0, 0, 1) = (-1, -1, 0); A-(0, 0, 2); P(x, y, Z) un punto genérico.

ﬁ =Xy z-2); ALPXxU, =(X,¥,2-2)x(-1,-1,0)=(z-2,-z+ 2, -x + y)

J(@Z-2P+(-z+ 22+ (-x+y)
— = ;d(O, P) =y X2+ y2+ 22
|d| J2

\/(2—2)2+(—z+2)2+(—x+y)2

7z

r

|ﬁxﬁ
dP, r) =

d(O,P)=3(P,r); y x*+y*+2% =3

:>x2+y2+22=%()(2—2xy+y2+222—82+8)

Simplificando, se obtiene: 75 + 7,\/2 +162 - 18xy —72z+72=0

6.92 (PAU) Dadalarectar: x—1=2y=2z+ 2y los puntos P(-1, 2, 0) y Q(5, b, c), se pide:
a) Halla b y c sabiendo que la recta PQ es paralelaar.
b) Halla la distancia entre los puntos Py Q.
c) Halla el volumen del cilindro obtenido al girar el segmento PQ en torno ar.

r:x—1_y _z+1

2 1 1

= U, =(2,1,1)

a) P_d =(6, b-2, ¢). Para que P_é sea paralelo a r, las coordenadas de P_d han de ser proporcionales a las de u, :

b) d(P, @)= |PQ|= {6 +3+3* =36 u

¢) Hemos de hallar el radio de la base del cilindro, que es la distanciade Par.
H,xﬁ| _|1-4,6)]_53 "

| 4, | (210 Je
2
V=n @ 3.6 = M ~ 203,925 u®
7% 2

dP,r) =
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RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

El angulo formado por los planos &t : 2x+y—z=4y n' : x—-3z=2es:
A) 229° 47 ’49,32” D) 40° 12’ 10,68”
B) 49° 47’ 49,32” E) Ninguna de las anteriores es correcta.

C) 139° 47’ 49,32”

B) fig=(21,—1); ig=(1,0,-3); [ =+6;]g=+10 = cos (a,B) = % = (0,B) = 49° 47° 49,32’

El angulo formado porelplano & : x+y+z=2ylarectar: x-2 =yT+1=§ es:
A) 22° 12’ 27,56” D) 37° 47’ 32,44
B) 157° 47’ 32,44” E) Ninguna de las anteriores es correcta.

C) 67° 47’ 32,44

C.ig=(1,1,1) G,=(1,23)|id=3;|dd=14;sen(r0)= = (r,0)=67° 47 32,44’

14-3

La distancia entre los planos n:2x-y+z=4 y n":4x—-2y+2z=6:

A)d(r, ') =2 C)d(r,n') = % E) Ninguna de las anteriores es correcta.
B)d(nn')-i D)d(1c1t')'i
’ V6 ’ V6
4-3 1 6
Doa:2x—-y+z=4;:2x—-y+z=3 = do,f) = —m———=—=—1u
y B y (o, B) 71t J6 6

Halla el volumen del tetraedro de vértices A(2, 1, 3), B(0, 1, 3), C(4, 2, 1) y D(3, 2, 1).
A) 2 unidades cubicas. C) 1 unidad cubica. E) 5 unidades cubicas.
B) Los puntos no forman un tetraedro. D) 3 unidades cubicas.

B. AB =(=2,0,0); AC =(2,1,-2); AD =(1,1,-2) = det(AB ,AC,AD)=0 = A, B, Cy D no forman un
tetraedro.

Los puntos A(1, 5, 4), B(2, 1, =3) y C(7, 4, 1) son vértices consecutivos del paralelogramo ABCD. Las
coordenadas de D son:

A) D(3, 4, 4) B) D(1, 2, 1) C)D(1, 8, 8) D) D(6, 8, 4) E) D(6, 8, 8)

E. E = (% +CD = (% + EZ\ =(7,4,1)+(-1,4,7) = (6, 8, 8). Luego, las coordenadas de D son D(6, 8, 8).

Seriala, en cada caso, las respuestas correctas:

6.6

Dos planos ty n' son ortogonales:
A)Sin.-n.=0

B) Sicos(n, ') =0

C) Si n, y n_ son linealmente dependientes.

D) Si el vector normal de &t es ortogonal a cualquier recta contenida en 1’.
E) Sicos(m,="') =1

Son correctas las respuestas A, By D.
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6.7 Para hallar la distancia entre dos rectas paralelas ry s se hace:
A) Se toma un punto P de ry otro Q de s, entonces d(r, s) = d(P, Q).
B) Si son paralelas u, = u; entonces d(r, s) = |4, |-
C) Se toma un punto A de ry se calcula la distancia de A a la recta s, entonces d(r, s) = d(A, s).
D) Se halla un plano © perpendiculararyas.Sea A,= nsnr yAs= ntns,entonces d(r, s) = d(A,, As).
E) Se toma un punto As de sy se calcula la distancia de Asa la recta r, entonces d(r, s) = d(As, ).

Son correctas las respuestas C, D y E.

Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:

6.8 Sean dos puntos distintos Py P'y un plano .

a) d(P, m) = d(P’, w) b) Py P' son simétricos respecto de 7.
A)acs b D) ay b son excluyentes.
B)a—=b,perob = a E) Ninguna de las anteriores es correcta.

C)b=a,peroa = b
C.b=a,peroa = b

Seriala el dato innecesario para contestar:
6.9 Para hallar la proyeccioén sobre el plano & de la recta r:
A) Ty r se cortan en el punto (0, 2, 0). D) El punto B(4, 0, 0) pertenece al plano .

B) r tiene por vector director a u, = (2, 0, -1). E) No puede eliminarse ninguno.

C) El vector normalanes n, = (1, 2, -3).

D. Para determinar el plano © basta con un punto y su vector normal.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:

6.10 Demuestra que si U, es el vector director de la recta ry n es perpendicular al plano T, la recta r esta
contenida en el plano &t siempre que:

a)ur-n=0 b) Existe un punto P que pertenece ary am.
A) Cada afirmacién es suficiente por si sola. D) Son necesarias las dos juntas.

B) a es suficiente por si sola, pero b no. E) Hacen falta mas datos.

C) b es suficiente por si sola, pero a no.

D. Son necesarias las dos juntas.
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Solucionario

Lugares geométricos en el espacio

ACTIVIDADES INICIALES

7.1 Escribe unas ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos A(1, 2, -3) y B(-2, -1, 1).
Calcula, ademas, un par de ecuaciones implicitas que la determinen.

x=1-3t
AB=(-3,-3,4)= ly=2-3t = x-1_y-2_z+3 x-y+1=0
-3 -3 4 4x+3z+5=0
z=-3+4t

7.1 Indica si las siguientes ecuaciones paramétricas determinan o no la misma recta:

x=4—1s
x=2-t 12
y=-1-t y=1—Es
z=2+2t z7=—2+s

Para que representaran la misma recta, deberia verificarse que:
1

2-t=4-—s

1 s=4+2t
—1—t=1—Es:> s=4+2t
242t=—24s (S=4F2A

Como en los tres casos se obtiene la misma relacién entre ty s, las ecuaciones representan a la misma recta.

7.1 Escribe unas ecuaciones paramétricas para el plano que pasa por los puntos A(-1, -2, 0), B(2, -1, 1) y
C(0, -3, 2). Calcula su ecuacion implicita.

x=-1+3t+s
AB=3,1,1)y AC=(1,-1,2)=> Jy=-2+t-s =

z=t+2s
3 1 x+1
=1 -1 y+2|=0=>3x-5y-4z-7=0
1 2 z

7.lV Indica si las siguientes ecuaciones paramétricas determinan el mismo plano:

x=3-s x=1-2A
y=2t-s y=1+A+p
z=-2t+2s zZ=2+A-p

El punto (3, 0, 0) pertenece al primer plano t = s = 0 y sin embargo no pertenece al segundo, ya que:
3=1-A A=-2
0=1+A+p =>u=-1+2=1 el sistema es incompatible. Por tanto, representan diferentes planos.
0=2+A-p u=2-2=0
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7.2

7.3

EJERCICIOS PROPUESTOS
Calcula las ecuaciones de los siguientes lugares geométricos e identificalos indicando sus elementos
mas importantes.
a) Puntos del plano que equidistan de los puntos A(3, -1) y B(-5, 3).
b) Puntos del plano que equidistan de lasrectas r: x—y=0ys:2x+y=0.

c) Puntos del plano tales que su distancia al eje de abscisas es el doble de su distancia al origen de
coordenadas.

d) Puntos del plano cuya distancia al origen de coordenadas es la mitad de su distancia al punto (0, 2).

a) Sea P(x, y) un punto cualquiera del lugar.

d(P, A) = d(P, B) = {(x=3P2+(y +1)? = {(x+572+(y —3)? =

=X -bx+9+ )P +2y+1=xX+10x+25+ ) -6y+9 = 16x-8y+24=0=2x-y+3=0

Se trata de la mediatriz del segmento de extremos Ay B.

b) El lugar pedido esta formado por las dos bisectrices de las rectas ry s. Sea P(x, y) un punto de las bisectrices.

X-y _. 2x+y X-y | 2x+y

e N N A N
= (V5 -2V2)x-(V5+v2)y =0; (V5 +2v2)x - (/5 -2)y =

c) Sea P(x, y) un punto cualquiera del lugar.

d(P,r=dP,s

H+

d(P, OX) = |y|; d(P, 0) = VX’ +y* = |y|=2yx*+y® = y? =4x* +4y* = 4x* +3y? =0

El tnico punto que verifica esta ecuacion es el origen de coordenadas. El lugar geométrico es este unico punto.
d) Sea P(x, y) un punto cualquiera del lugar.

Iyt = \/x (Y =2 A+ 4= P+ Ay + 4= 38+ 3 +dy—4=0= X2 +y +4y—i=0

2
Se trata de una circunferencia de centro C( A Bj ( j y de radio r = ‘/—+B— ‘f 16 i i
2’ 3 36 3 3

Calcula las ecuaciones de las siguientes conicas e identificalas indicando sus elementos mas
importantes:

a) Puntos del plano que distan 3 unidades del punto P(2, -2).
b) Puntos del plano cuya diferencia de distancias a los puntos F(0, 4) y F'(0, —4) es 2.
c) Puntos del plano que equidistan de la recta y = 2 y del punto (0, -2).

d) Puntos del plano cuya suma de distancias a los puntos F(3, 0) y F'(-3, 0) es 10.

a) Circunferencia de centro P(2, -2) y radio 3: (x — 2)2 +(y+ 2)2 =9= X+ y2 -4x+4y-1=0
2 2

b) Hipérbola centrada en el origen y con ejes sobre los ejes de coordenadas: yT—X— =

15

c) Parabola de foco F(0, —2) y directriz y =2: y-2=x*+(y+2)? = y?+4—-4y =x*>+y? +4+4y = x* = -8y

2 2

d) Elipse centrada en el origen y con ejes sobre los ejes de coordenadas: ;(_5+y_ =1

16
Escribe las ecuaciones paramétricas de la circunferencia con centro en el origen de coordenadas
y radio r.

X =rcost
y =rsent
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x=t
7.4 (TIC) Para la curva de ecuaciones paramétricas { 12’ completa la tabla y dibuja de forma
y=1-
aproximada su grafica.
e 2 -1 -0,5 0 0,5 1 2
| x Y
Ly o
t -2 -1 -0,5 0 0,5 1 2 / \
X -2 -1 -0,5 0 0,5 1 2
y -3 0 0,75 1 0,75 0 -3 [ \
x? y?
7.5 Comprueba que unas posibles ecuaciones paramétricas para la elipse _2+F =1 pueden ser:
a
X = a cost
y = b sent

2 2 2 2 2 2 2 2
x_2+y_2=(acozst) +(bse2nt) _a cczs t+b sezn t=coszt+sen2t=1
b a b a b

Q

7.6 Escribe las ecuaciones implicita y explicita de las curvas cuyas ecuaciones paramétricas son:

x—2
Tt x=t+¢t
ai b { )
y=—+2t y=1+t
2
)2
a) t :>t=£:>y=l+2£ :>y=l+i
1 X 2 X 2 x
y=—+2t
2
Ce 1 4 . . 1 4
Ecuacién implicita: y ———— =0 . Ecuacién explicita: y = —+—
2 x 2 x
x=t+t’ 2 X x? 3_ 2., .2 32 2
b) Sx=t-(I+t°)=ty=>t=—y=1+—5=2y =y +x =y -y °-x"=0
y=1+t2 y y

Ecuacion implicita: y* — y* — x* = 0 con (x, y) # (0, 0). No existe la ecuacion explicita.

7.7 Pasa a coordenadas polares los siguientes puntos dados en cartesianas: A(3, 3); B(— \/5,\/5); C(-1, 0);

p(3,-3).

r2=x?+y?=32+32=18 [r=/18=3J2

A@3,3 = = A|3V2, E]
® 9 igo-L 1 0 =arctg(1) =~ [ 4
X 4
r2=x2+y2=\/52+\/§2=4 r=2
B(_‘/E,‘/E): y = 31'538[2, 3_1.5)
tgo=—=-1 e=arctg(—1)=T 4
X
r2=x2+y2=1 ,e
Cc(-1,0 - c(,
1.0 tgo=2=0 :{9=arctg(0)=n: (1 )
X
rP=x*+y*=3%+ 37212 r=v12=2J3 o
D(3,_'\/§): X \/5 = \/3 11TE3D[2\/§‘ _j
tgb=—=-——— 6=arctg| -—— |=— 6
y 3 3 6
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7.8

7.9

Pasa a coordenadas cartesianas los puntos que tienen por coordenadas polares:

. 2, . 3n
A2, T); 3(1, ?J, (0, 0); 0(3, 5 ) .

A@, ) {XTroes=2cosn=-2_ 5 ) C(0, 0): C(0, 0)
y =rsenb=2sennt =0
2n 1 3n
X=rcosb=c0s—=—— x=rcos®=3cos—=0
3[1,@ : 3 2_p[ 133 D(3,3—“]: 2 5 pP(0,-3)
3 2n 3 2° 2 2 3n

y=rsen9=sen?= y=rsen6=33en7=—3

2

Escribe la ecuacién implicita en coordenadas polares de:
a) La recta que pasa por el origen de coordenadas y por el punto (-1, -1).
b) La circunferencia que pasa por los puntos A (2, 0); B (-2, 0) y C (0, —2).

a) Se trata de la bisectriz del primer y tercer cuadrante cuya ecuacion en coordenadas cartesianas es y = x.

T
0=—
Portanto,rcose=rsen93&ne=£=1étge=1: 4

cosO r ezﬁ

4

b) La circunferencia que pasa por A(2, 0), B(-2, 0) y C(0, -2) tiene por ecuacion implicita en coordenadas
cartesianas x° + y2 = 4 de centro el origen y radio 2. Por tanto, su ecuacion en coordenadas polares es r = 2.

7.10 (PAU) Calcula la ecuacion del plano mediador del segmento de extremos A(1, -2, 3) y B(5, 0, 3).

d(P, A) = d(P, B) = {(x—12+(y+2)2 +(z=37 =y[(x=572 +y2 +(z-3)* =
S X -2+ 1+ P +4y+ 4+ -62+9=x-10x+25+ )2+ - 62+9 = 8x+4y-20=0
La ecuacién del plano mediadores m:2x+y-5=0.

7.11 (PAU) Calcula las ecuaciones de los planos bisectores de los planos =, que pasa por los puntos

A(1,1,2),B(2,2,0)y C(-1, 3,2),y n', de ecuacion 2x+2y-z+5=0.

1 -1 x-2
Planon:|1 1 y-2|=0=2z+2y-4+2x-4+z=0=x+y+z=4
-2 0 z

d(P, ) = d(P, TE,):>x+y+z—4:i 2x+2y—-z+5 N x+y+z—4:i2x+2y—z+5
VP4 224224 (-1 V3 3

Los planos bisectores seran:

{x/g(x+y+z—4):2x+2y—z+5 :{oc:(2—\/§)x+(2—«/§)y—(1+\/§)z+5+4\/§:0

V3(x+y+z-4)=-2x-2y+z-5 |B:(2+3)x+(2+3)y+(/3-1)z+5-4/3 =0

7.12 (PAU) Calcula los siguientes lugares geométricos:

a) Puntos del espacio que distan 3 unidades de larectar: {jz/:g

b) Puntos del espacio que distan 3 unidades del plano ©: x+ y=0.

a)Larectareseleje X.SiP(x, y, 2) = d(P, )= \y?’+2*> =y +7=9

Se trata de una superficie cilindrica de eje el eje X.

oIX+y= 3J2
B:x+y= -3y2

b) Se trata de dos planos paralelosan: x+y=0. P(x, y, z) = d(P, ) = Xty _ 3= {

J2
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7.13 Indica cudles de las siguientes expresiones determinan una superficie y, en caso afirmativo, cuales
representan un plano.

s+2
X=2t+ts x=2(t-1+
a)qy=t-s c)Jy=t+1
z=t+2 z=s+1
b)x+2y+§=3 dy+z+senx=0

a) Representan una superficie ya que son tres ecuaciones dependientes de dos parametros. Pero no determinan
un plano, puesto que no todas las expresiones son de primer grado (hay un factor ¢ s).

b) Representa una superficie que es un plano ya que es una ecuacién de primer grado.
c) Representan una superficie que, ademas, es un plano.
d) Es una superficie pero no un plano. El sumando senx no es polinémico.

7.14 Halla dos puntos y la ecuacién implicita de la superficie:

X=2+s
y=t'+s?
z=1+t

Sis=0,t=0=A(2,01).Sis=-1,t=2=B(1,5, 3)
y=(z- 1P+ (x-2P>y=2-2z+1+X-4x+4= y=xX+7-4x-22+5= X —y+Z-4x-2z+5=0

x*+y*+z*=4

x2+y?+22-4z=0

7.15 Di qué tipo de curva representan las siguientes ecuaciones implicitas: {
Halla unas ecuaciones paramétricas para la misma.

La primera ecuacion representa una superficie esférica de centro el origen y radio 2. La segunda representa otra
superficie esférica de centro el punto (0, 0, 2) y radio 2.

Se cortan en la circunferencia contenida en el plano z = 1 de centro (0, 0, 1) y radio r = ¥22 —1? = V3

X = «/gcost
Luego las ecuaciones paramétricas son <y = \/gsent
z=1

7.16 (PAU) Escribe la ecuacion de las superficies esféricas cuyas caracteristicas son las siguientes:
a) De centro, el punto C(-2, 1, 2), y de radio, r = 4.
b) Uno de sus diametros es el segmento de extremos A(2, -1, 3) y B(4, -1, 1).
a)(x+ 202+ (y- 12+ (z-22=4" =X+ + P +4x-2y-4z-7=0
b) El centro estara situado en el punto medio de AB: M(3, -1, 2).
El radio sera d(M, A) = r=v1+0+1=+2
Laesferaes: (x - 32+ (y+ 12+ (z-22= V22 = X+ P+ - 6x+2y-4z+12=0

7.17 Escribe unas ecuaciones paramétricas para la superficie esférica que tiene por ecuacion
X+y +2-2x+4y-6z+11=0.

x=1+x/§~cosoc~sen[3

C(1,-2,3)y r= 1/%+?+§—11 =3 = Las ecuaciones paramétricas son: |y = —2+x/§-cosoc-cos[3

z=3+x/§~senoc
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7.18 (PAU)Halla la ecuacion de la superficie esférica cuyo centro es P(2, -2, 0) y tal que el plano que pasa por
los puntos A(0, 1, —1), B(-1, 0, —1) y C(1, 1, 1) es tangente a ella. Calcula las coordenadas del punto de

tangencia.
-1 1 X
Planot que pasaporA,ByC: |-1 0 y-1|=0 =22x-2y-z+1=0
0 2 z+1
[4+4+1|

Radio de la esfera: r = d(P, &) = 3 = La ecuacion de la esfera es: (x — 2)2 +(y+ 2)2 +7=9

Jo

{(x—2)2+(y+2)2+22 :93{x2+y2+22—4x+4y—1:0

=>x24+y?+72-2241=0= X2+ y2 +(z-1°=0=>
2x-2y-z+1=0 —4x+4y =-2z+2

= x=0,y=0, z=1. El punto de tangencia es el Q(0, 0, 1).

7.19 (PAU) Halla la ecuacion de la superficie esférica de radio r = 4, tangente a los planos XY e YZ, y que pasa
por el punto A(1, 2, 4 +7 )- Calcula los puntos de tangencia con estos planos coordenados.

Como r =4y es tangente a XOY'y YOZ, el centro es de la forma C(4, b, 4).
Por tanto, d(C, A) =4 =+9+(b-2)?+7 =4= (b—-2=0=b =2 =C(4, 2, 4)

La ecuacion de la esfera es: (x — 4)2 +(y- 2)2 +(z- 4)2 =16, y los puntos de tangencia son: (4, 2,0) y (0,2,4).

7.20 (PAU) Estudia la posicion relativa de la esfera y el plano en los siguientes casos:
a) 0: X+ +72+2x-8=0; w :x+2y+2z-8=0
b)o :xX*+y*+2°-2y+4z-4=0;n;y-3=0

c) Esfera de centro el origen de coordenadas y radio 3, y plano & : x+ 2y + 2z + 10 = 0.

-1-8
a)C(-1,0,0);r=3;d(C, n) =ﬁ = % =3.r=d(C, n)= El plano es tangente a la esfera.
1-3
b) C(0,1,-2);r=3;d(C, m)= % =2.r>d(C, n) = El plano corta a la esfera en una circunferencia.
10
c) C(0,0,0);r=3;dC, n)= % :%. r<d(C, n) = El plano es exterior a la esfera.

7.21 (PAU) Estudia la posicion relativa de la esfera y la recta en los siguientes casos:

x+2y=-18

a) Esfera de centro C(0,0,0)yr=6,yrectas: {z _o

=7
b) 6:xX°+y?+ 22 +2x—-35=0; r:{”:
Z=
x> +y?+7° =36
a)ix=-2y-18 = (2y+18)%+y?=36=5y?+72y+288=0; A=b?—4ac =5184-5760=-576<0=
z=0

No hay soluciones reales, por lo que la recta es exterior a la esfera.

x2+y?2+22+2x-35=0

A3 24
b) x=3 :>9+y2+16+6—35:0:>y2:4:>{ (3.2,4)

B(3,-2,4)

. La recta corta a la esfera.

z=4
Solucionario 93




Solucionario

7.22 Pasa a coordenadas cartesianas los siguientes puntos determinados por sus coordenadas cilindricas y

esféricas:

AR 0,2)= (3 5,3)iB 0. = (6 m, ) B)AK o, B)=( m 055l o, B)= (4. 7]

a) x =rcosf = SCOSE—S[ 1]: g,y_rsene 33enﬂ 3-£:£ z=3=> A[—S i 3]
3 2 2 3 2

x=rcos@=4cosn=4-(-1)=-4; y=rsend=3sent=3-0=0; z= -4 = B(-4, 0, -4)

b) x=rcoso senB=3cosn sen0=0;y=rsena sen=3senn sen0 =0; z=rcosP=3cos 0 =3 = A(0, 0, 3)

X = 40052 sen— V2 y= 4senz sen— V2 z= 4cos— 2V3 :>B(«/_ V2, Zx/_)

7.23 Pasa a coordenadas cilindricas los siguientes puntos: A (x, y, 2) = (0, 2,2),B(x, y, z) = (4, -2, %j

—Jx+y?=Ja=2 r=yJx?+y*=J20=2J5

tgo=Y =291 :A(Q,E,Z) tgo=—2=—1— 6-_0,46 rad :>B(2\/§;—0,46; 1)
x 0 2 2 4 2 2
z=z=2 1
Z=7Z=—
2

7.24 Pasa a coordenadas esféricas los siguientes puntos: A(x, y, z) = (0, 3, 3), B(x, y, z) = [— 1,_—1 1)

2’4
r=Jx*+y’+2° tgo=L cosp=—-Z
X NXE+y?+Z?

r=v18=3J2; tga:%:azﬁ; cosB:i:JE:B:Z:A( 32, L nj

2 32 2
7 h /7
r=¥2 e =t 020,39 cosp=—4_ =1~ p=135= 8| Y. 039 135
4 2 J21 V21 4
4

7.25 Halla las ecuaciones paramétricas de la superficie cénica de vértice V(1, 4, —1) y de directriz la curva:

x=t
=(t+2)?
z=(t-1)>°
x=1+s(t-1) x=1+s(t-1)
y =4+s[(t+2)2 —4} =y =4+s(t*+4t)
z=—1+s[(t-1°+1] |z=-1+s(t*-3t*+3t)
x=1
7.26 Halla las ecuaciones paramétricas de la superficie cilindrica de directriz {y =2 cost y tal que sus
z = sent
generatrices son paralelas al eje X.
x=1+s
La direccion de las generatrices sera (1, 0, 0). Las ecuaciones seran: {y =2cost
z=sent
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x=1+t
7.27 Halla las ecuaciones paramétricas de la superficie de traslacion de directriz <y =0 y generatriz el eje

z=-t
de coordenadas Z.
x=0
El punto de corte de las dos curvas es P(0, 0, 1). Una generatrizes OZ: {y =0
z=s
x=1+t+0 x =1+t
Por tanto:{y =0+0 =:y=0 = y =0. Se trata del plano coordenado OXZ: y =0

z=-t+s-1 z=—-t+s-1

7.28 Halla las ecuaciones paramétricas de la superficie de revoluciéon que se engendra al girar, alrededor del
eje Z, larecta que pasa por los puntos O(0, 0, 0) y A(1, 1, 1).

x=t Xx =tcoss—tsens
La recta que pasa por O(0, 0, 0) y A(1, 1, 1) es <y =t . Las ecuaciones paramétricas seran :{y =tsens+tcoss
7.29 (TIC) Identifica las siguientes cuadricas:
2 2 2 2
X y z 2, .2 2 X 2 2 2
a) ———-——=1 b) x“+y*“+2z° =1 c) —+2y“ =2z d) x“-2y“ =4z
) s 4 16 ) y ) 2t ) y
2 2 2 2 2 2
a) X Yy _z =1 = _x_+y_+z_ =—1= Hiperboloide de dos hojas
9 4 16 9 4 16
2 2 2
b) x2+y2+22°=1 = XT+yT+ZT=1:> Elipsoide
2

X2 X2 y2
c) =—+2y? =2z = z="—+2_ = Paraboloide eliptico
2 4 1

2 2

d) x2-2y?=4z = z= XT—'V? = Paraboloide hiperbolico

7.30 a) Di qué tipo de cuadrica representa la ecuacion: 36x% —4y?—9z% =144

b) Indica el tipo y elementos de la cénica que se obtiene al cortar la cuadrica por los planos x =1, y =1

yz=1.
2 2 2 2 2 2
a) Dividiendo por 144: Xy _z._ 1= _x_+y_+z_ =—-1= Se trata de un hiperboloide de dos hojas.
4 36 16 4 36 16
y: z2 3
b) Interseccion con x = 1: =—+— = —— = Interseccién vacia
36 16
2 2 2 2 2 2
X z 37 x° z 37 X z
Intersecciéoncony =1 -—+—=-—=>-—-—=—= ——-—— =1 = Hipérbola contenida en y = 1
YT T4 6 T3 4 16 36 37 148 P y
9
2 2 2 2 2
Interseccién con z = 1: _x_+y_:_1_7:>x_ Y _ 17

4 3 36 4 36 16 17
4

9

LAY S R érbola contenida en z =1

= 7 @— = Hip
4
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EJERCICIOS

Lugares geométricos en el plano

7.31 Representa y halla la ecuacion de la mediatriz del segmento de extremos A(3, 2) y B(-1, 4).

d(P, A) = d(P, B) = y(x=3Y+(y—2)° ={(x+12+(y—4) = 4
B
X-bx+9+ P -dy+4=x+2x+1+ " -8y +16 =
8x-4y+4=0=>2x-y+1=0 A
0| 1 X

7.32 Halla la ecuacion de las bisectrices de lasrectas r: x—2y=0ys: x+3y=0.

Represéntalas y comprueba que son perpendiculares.

X-2y _ x+3y y[:
V5 10 '

Las ecuaciones de las bisectrices seran:

V2x-2V2y =x+3y = a: (V2 - )x - (2J2 +3)y =0 RS

dP,rn)=d/P,s) =

[HEN

x/Ex—Z\/Ey =-x-3y = b:(«/§+1)x+(3—2«/§)y=0
Las bisectrices a y b son perpendiculares ya que:

(V2 -1)- (V2 +1)-(3+242)-(3-2V2)=1-9+8 =0

7.33 Halla el lugar geométrico de los puntos del plano tales que sus distancias alarectar:2x+ y—-3 =0 son
iguales a una unidad. Identifica el lugar.

dpP,n=1=

2x+y-3 12 =3+45
w=13{a X+y +‘/_ Son dos rectas paralelas a r.

J5 b:2x+y=3—\/§.

7.34 Halla el lugar geométrico de los puntos del plano tales que su minima distancia a la circunferencia de
centro el origen de coordenadas, y de radio 2, sea igual a una unidad. Representa e identifica el lugar.

Y
Como la minima distancia de un punto P a una circunferencia de centro C es la e ~
distancia entre el punto Py el punto interseccion de la circunferencia con PC, se / . N\
trata de dos circunferencias concéntricas con la dada y de radios 1y 3
respectivamente. o A X
\ /
N e

7.35 Halla el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de distancias a los ejes de coordenadas
coincida con el cuadrado de su distancia al origen. Representa e identifica el lugar.

d(P, OX) + d(P, OY) = d(P, O) Y b
2 /-\71'
y+x=(\/x2+y2j Sy+x=xX+yY =X+ -x-y=0 3
7 ( o
Se trata de una circunferencia de centro C(llj y radio r = l+l = l =—2
22 4 4 2 2 0 —x
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7.36 Halla el lugar geométrico de los puntos del plano tales que:
a) Su distancia al punto fijo A(1, —3) sea igual a 2.
b) La suma de distancias a los puntos fijos A(-3, 0) y B(3, 0) sea igual a 10.
c) La diferencia de distancias a los puntos fijos A(0, -5) y B(0, 5) sea igual a 8.
d) Equidisten del punto F(0,2) y de larectay +2=0.
Identifica cada uno de estos lugares.

a) Circunferencia de centro A(1, =3) yradio 2: (x = 1)°+ (y + 3’ =4 = xX*+ )’ —2x + 6y + 6 = 0
i f - x? % 1 x? 2 1

b) Elipse de focos A(-3, 0) y B(3, 0) y semieje mayor 5: —+——=1=>-—+>—=

) ( )y BB, 0)y ) y 25 25-9 25 16

2 2 2 2

. - . y X y< X
c) Hipérbola de focos A(0, —-5) y B(0, 5) y semieje real en OY'y con longitud 4: =—— =1 ——-—
) Hip (0,-5)y B(0, 5) y ] y 9 16 2516 P

d) Parabola: x* = 8y

7.37 Halla la ecuacién de cada una de las siguientes cénicas:
a) Circunferencia de centro C(1, —4) y radio r = 3.
b) Elipse de focos F'(0, -2) y F(0, 2) y semieje mayor 3.
c) Hipérbola de focos F'(-3, 0) y F(3, 0) y semieje real 2.
d) Parabola de foco F(—-2, 0) y directriz x -2 = 0.

a)(x- 172+ (y+4)P2=9= 5+ —2x+8y+8=0
2 2 2 2

b) y_+ X :13y_+x_:1
9 9-4 9 5
2 2 2 2

0 X YV XY,
4 9-4 4 5

d) x—=2=y(x+272 +y? = y® =-8x

7.38 (TIC) Halla el lugar geométrico de los puntos del plano tales que equidisten de la bisectriz del primer y
tercer cuadrantes y del punto (0, 4). Representa e identifica el lugar.

d(P, y = x) = d(P, (0,4)) = xJ—_y =x2+(y-4)? => x> +y? -2xy =2x2 +2y? +32-16y >
2

= x? +y? +2xy —16y + 32 =0 = Se trata de una parabola de foco F(0, 4) y directriz y = x.

Y

(SN
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Ecuaciones paramétricas de una curva

7.39 Identifica y escribe unas ecuaciones paramétricas de las siguientes curvas del plano:

a)2x—3y+4=0 c)y’-y-x-2=0 )2 +2y/-3=0 g)X*-y*—-4=0
b)X*+y —y=0 d)x+y—xy=0 f)X*+2y7-2=0 h) y’e* =1

x=t
a) Recta: 2t +4

y:

3
1
1 1 x=§cost

b) Circunferencia centro C(O’Ej y radio E:

y—l+lsent
2 2

2 1% 9
1 9 ) x=[t——] -
c ——| =x+— . Parabola:
)(y 2) y) t 2) 4

d) Hipérbola de asintotas x =1, y = 1: t
y=T—"
t-1
X =\/§cost
. 2
y =\/§sent
2

2 {x:x/Ecost

f) X?+y2 =1. Elipse centrada en (0, 0) y de semiejes a = V2 ,b=1:

e) Circunferencia centro C(0, 0) y radio \/g

y =sent
2
2 2 -4
9) X —Y__1. Hipérbola: X= ost
4 4
y =2tgt

X x =-2t
h) y =e 2. Exponencial decreciente: { .
y=e

7.40 Escribe las ecuaciones paramétricas para la curva X+ y3 = xy utilizando el parametro t=1.
x
t
X=——
_ 3,43,3 2 3 3 t t°+1
Comoy=tx = x°+t°x" =x-tx=x"-t=> x+x-t =t:>x(1+t )=l‘:>X=ﬂ3 2
+
£+

7.41 Escribe la ecuacion implicita de cada una de las siguientes curvas determinadas por unas ecuaciones
paramétricas, e identificalas.

3

X =2cost x =2t X=— x = 2cost
A1y - 2sent b1, - 4t2 -2t +1 °) cost Dy = sent
y= y=at -t y =6tgt y=
2 2 1 X2 y2
a) x*+y? =4(cos’t+sen’t)=4 = x*+y? =4 o XY _ —tg?t=1=>"—-Z_ =1
)y =4 ) y ) 376 oot ¢ 3 6
Circunferencia C(0,0) y r= 2. Hipérbola

2 2

Parabola Elipse

x X x Y x?
b) y:4(—) —2-E+1:x2—x+1:>y:x2—x+1 d) (—] +y2:coszt+sen2t:1:>7+y2:1

98 Solucionario




2t

X=——"
3
7.42 Eliminando t en las ecuaciones paramétricas: 1';:2 , calcula la ecuacion implicita de la curva que
TS
determinan. Observa que y = tx.
2t
ST 2t 2 3 2
) :>y=t-—3=t-x:>t=1:>x= X :>x+y—2=—y:>x3+y3 =2yx
y= 2t 1+t X 1+L X X
1+t3 X3

7.43 (TIC) Con la ayuda de una tabla de valores, representa de forma aproximada las siguientes curvas, dadas
por ecuaciones paramétricas:

x—t+1
=t +1 =Y
a{x + " :
y=t2+1 y=t—1
t
a) B 3] 2] 1]0 [ 1]2]3]4 (Y
b9 10| 5 | 2 | 1 | 2 |5 1017
2 26| 7 [ 0 | 1 | 2 | 9 | 28| 65 1
[ X
\
i 1 1 Y
150|512 -
5 5 5
213 2 | 2|2 0 X
3 3 3 \
013 2% 2

Coordenadas polares en el plano

7.44 Pasa a coordenadas polares los puntos dados en coordenadas cartesianas A(-1, V3 )y B(-2, -2).

r = (—1)2+\/§2 =2 on r= '(_2)2_'_(_2)2 :2\/5 5
A(r, 0): \/5 2 :A[Z, —); B(r, 6): 2 51 33[2\/5’ _]
9=arctg—=_7E 3 G=arctg_—2=— 4

-1 3 4

7.45 Pasa a coordenadas cartesianas los puntos dados en coordenadas polares A (2, %‘j y 3(1, 5—“] .

3
5 1
x=2cosﬂ=—\/§ x=cos?n=§ ] \/5
Ax, y): ; :A(—x/E,\/E); B(x, y): \/_:B(E'_7]
y=23enTn=x/§ y:sen%=—73

7.46 Determina la ecuacion en coordenadas polares de la curva de ecuacion x2+y? —x2-y?=y.

r—r’=rsen9=1-r=send
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3

7.47 Determina la ecuacion implicita de la curva cuya ecuacion en coordenadas polares es r = 1-cose "
—cos

¢ Qué tipo de curva es?

=>yx*+y? -x=3=y?>=6x+9

Se trata de una parabola de eje el eje X'y abierta hacia la derecha.

7.48 Calcula la ecuacion en coordenadas cartesianas de la curva cuya ecuaciéon en coordenadas polares es
r=7cos 0 . Identificala.

tge:%:cosez\/ ! ! - X = JxP+y?

1+tg’o 1.7 _\/x2+y2
2

X

7x 7V 49

En coordenadas rectangulares sera: x> +y? =———— = x?+y?2-7x=0=|x-=| +y2="2
lxz +y2 2 4

Es una circunferencia de centro (% 0] y radio g .

Lugares geométricos en el espacio

7.49 (PAU) Calcula la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los puntos
A(-1, -1, 4) y B(3, -3, 0). Identifica este lugar geométrico.

d(P, A) = d(P, B) = {(x+12 +(y +12 +(z—4) =[(x =32 +(y +3) + 2% =
S H2X+ 1+ A2+ 1+ -82+16 =X -6x+9+ )P +6y+9+2 = 8x-4y-8z=0=2x-y-2z=0

Se trata del plano mediador del segmento de extremos A y B, es decir, el plano perpendicular al segmento AB
que pasa por su punto medio.

7.50 (PAU) Calcula la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los planos:

x=t
T iJy=Ss n':x-y=0
z=t+s

Identifica este lugar geométrico.

La ecuacioén implicita del plano m esx+y—-z=0.
Xty-z_ X-y _ a:(\/g—x/E)X—(\/g+\/E)y+\/§Z=0
V3 V2 b: (V3 +V2)x-(¥3-+2)y-+2z=0

Se trata de los planos a y b bisectores del diedro que forman © y n', es decir, los planos perpendiculares que
dividen al diedro que forman © y &' en cuatro partes iguales.

dP, t)=dP, ') =
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7.51 Dados los puntos del espacio A(-5, 0, 0) y B(5, 0, 0):
a) Calcula la distancia d que los separa.

b) Halla la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del espacio que distan d unidades de A y de B
alavez.

c) Identifica el lugar hallado.

a) d(A, B)=v10%2 =10 unidades
V(x+5P% +y?+ 7 =10_ x2+y2+22+10x—75=02{x2+y2+22+10x—75:0
1’()(_5)2_;’_}/24_22 :10 X2+y2+22—10X—75=0 X:O

c) Se trata de la circunferencia que se obtiene al cortar la esfera de centro C(-5, 0, 0) y radio 10 con el plano
x = 0. Esta circunferencia tiene centro en O(0, 0, 0) y radio V75 .

b) d(P, A) = d(P, B)=10:>{

7.52 Calcula la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del espacio que distan 5 unidades de la recta
;e x=3
Ny=a’

d(P, ) =|PQ|, con Q3, 4, \) tal que PQ=(3-x,4-y,A=2) L i, =(0,0,1)= A-z=0=A=z

Por tanto, d(P, r) = \/(x —3) +(y—4)?+0% =5 = La ecuacion del lugar geométrico es (x — 3)° + (y — 4)° = 25.
Se trata de un cilindro de eje ry tal que el corte con planos paralelos a XOY son circunferencias de radio 5.
Obviamente, los puntos del eje Z, que son de la forma (0, 0, f), verifican la ecuacion del lugar.

Ecuacion de una superficie

7.53 Indica si las siguientes ecuaciones dependientes de parametros representan alguna superficie y, en caso
afirmativo, indica si la superficie es un plano.

x=1+A+22 x =1+ x =1+ A +p? X=1+A+p
a){y=2-1 b) {y=2-A c)iy=2-p d) iy=2-2A
z=3 z=3-A z=3 z=3-A

a) Al aparecer un unico parametro, se trata de una curva y no de una superficie.

b) Al aparecer un Unico parametro y ser todas las expresiones de primer grado, se trata de una recta.
c) Se trata de una superficie pero no es un plano ya que las expresiones no son todas de primer grado.
d) Se trata de una superficie. Es un plano ya que las expresiones son todas de primer grado.

7.54 Calcula, en cada caso, la ecuacion implicita de las superficies cuyas ecuaciones paramétricas son:

x=1+t+s x=t%+s?
a){y=-2-t+s b) iy=-t+s
Z=S Z=S
x=Trt+s x=1+t+z
a){y=-2—-t+s =" St=x-1-z=z-2-y=>x+y-2z+1=0
y=-2-t+z
z=s
x=t2+s2 sez
b) {y=-t+s :{ - = x=(z-yP+22= y?+22°-2yz-x=0
t=s-y=z-y
z=s
x2 y2
7.55 Escribe las ecuaciones paramétricas de la superficie que tiene por ecuacion implicita: m+m =1
x =13cost
Ecuaciones paramétricas: {y =12sent
z=3s
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Coordenadas cilindricas y esféricas

7.56 Determina las coordenadas cilindricas del punto: P(x, y, z) = (3, V3 , 3).

r= ’x2+y2: ’32+(\/§)2:\/E:2\/§

0 = arctg Z:arctg Q:E rad = P[zﬁ, E, 3)
X 3 6 6
z=3

7.57 Determina las coordenadas cartesianas de un punto cuyas coordenadas cilindricas son P[Z, %, —3) .

X=I‘COSG:ZCOS%=\/§; y:rsenezzsen%ﬂ; z=z=-3 :P(«/g, 1,-3)

7.58 Determina las coordenadas esféricas del punto: P(x, y, z) = (0, 1, 1).

;B =arccos z —arccos—— == ;
X2 +y?+ 2 V2 4

N3

r=x?+y?+22 =0+ +P =2; a:arctglzarctg%:
X
=P \/E,E,Ej
[ 2 4

7.59 Determina las coordenadas cartesianas de un punto cuyas coordenadas esféricas son P(Z«/E, 3711:, %) .

x =rsenfcoso = 2x/Esen34—ncos3—27t =0
3n 3n

y =rsenfseno = ZﬁsenTsen? =-2 = P(0,-2,-2)

z:rcosB:2x/§cos%:—2

7.60 Calcula la longitud del segmento OA, sabiendo que las coordenadas cilindricas de A son (JE, %, 2) .

x=rcosezx/§cos77?=1; y=rsen9=x/§sen74—n=—1;z=2 = A1, -1, 2):‘6&‘: 2 +(-12+22 =6

La superficie esférica

7.61 En cada uno de los siguientes casos, calcula las coordenadas del centro y la medida del radio de las

esferas:
a) X+ + 2 —2x+4y—6z-2=0 b) 4x* + 4y* + 42" —4x -8y -4z+5=0
a) Sea C(a, b, c) el centro de la esfera y r el radio. Se verifica:

D=-2=-2a

E=4=-2b . _ |4 16 36
oo 6o o —a=1b=-2c=3r=+16 =4 = Centro C(1, -2, 3), raduor-1/2+7+7+2_4

G=-2=a’+b*+c*-r?

b) La ecuacion de la esfera se puede escribir como x? + y? + z2 —x -2y — z +% =0.

D=-1=-2a
E=-2=-2b 1 1 1 1 1.1 . 1 4 1 5 1
F=-1=-2¢c »a=—b=1c=—r=,/—==—=CentroC| —,1,— |, radior=,—+—+———=—

2 2 4 2 2" 72 4 4 4 4 2

Gz%zaz+b2+cz—r2
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7.62

7.63

7.64

7.65

(PAU) Dada la esfera de ecuacion x* + y* + 22 -2z - 3 = 0.
a) Calcula las coordenadas de su centro y la medida de su radio.

b) Calcula la ecuacién del plano tangente a la esfera en el punto P(0, 0, 3).

a) C(0,0, 1), r= 1/%+3 =V4=2

b) C_I5 =(0,0,2)|| n =(0,0,1) = z+ D =0. El plano debe pasarporP=3+D=0=D=-3=2-3=0.

(PAU) Determina la posicion relativa de los planos: n: 3y +5z=22, n':y+2z=3, n": z= 4 respecto de
la superficie esférica de ecuacion: X’ + y* + 2 —4x + 2y —4z+5=0.

El centro de la esfera es el punto C(2, -1, 2) y el radio mide r = ?+%+?—5 =J4=2u.

d(C, m)= ﬁ >r=2 = Elplano nt es exterior a la esfera.
0 . .
"V=——__<r=2= Elplano ©'es secante a la esfera. La corta en una circunferencia.
d(C, ') W = Elp b

diC,n'")= 2 - r=2 = Elplano n" es tangente a la esfera en el punto P(2, -1, 4).

2

(PAU) a) Calcula la ecuacion de la superficie esférica que tiene por diametro el segmento de extremos
A(-2,0,3)y B(0, 2, 1).

x=k+t
b) Calcula el valor, o los valores, de k para que larectar:Jy =t sea tangente a la esfera del apartado
z=t

anterior.

a) El centro de la esfera sera el punto medio del segmento. Por tanto, C(-1, 1, 2).

El radio medira la mitad del diametro. Por tanto, r = %\/22 +224+(=2)2 =+/3 .

La ecuacién de la superficie esférica sera: (x +1° +(y -1 +(z-2)? =3 = x> +y? + 22 +2x -2y -4z+3=0.
b) Se sustituye x = k + t; y = t; z = t en la superficie y se obtiene la ecuacion 3t* + (2k —4)t + k* + 2k +3 =0 .

Para que la recta sea tangente, la ecuacion anterior debera tener una Unica solucién. Entonces:

B —5+\/ﬁ_ K= -5-/15

A=-8k>-40k-20=0=k =
2 2

Se considera la esfera de centro C(1, 1, 1) y tangente al plano de ecuacion 9x — 2y + 6z = 2:
a) Calcula la medida del radio de la esfera.
b) Halla la ecuacién de la esfera.

c) Escribe la ecuacion del plano tangente a la esfera y que pasa por el punto P(1, 2, 1).

p—2+6—ﬂ
a)r=d(C9x -2y +6z-2=0)="————=-=1
V81+4+36

b) La ecuacion de la esfera sera: (x 1% +(y -1 +(z-1° =1 = x*+y?+2*2-2x-2y-2z+2=0.

¢) Un vector normal del plano buscado es el CP = (0, 1, 0). Ademas, el plano tangente debe contener a P. Por
tanto: y+ D=0, entonces2+ D=0,luegoD=-2ey—-2=0.
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7.66 Escribe la ecuacion de la esfera, del plano &t y de la circunferencia C que aparece en la figura.

V4
— |
T '

12
1+ \ :
Ok—+— :
1 1 4
X
. . *+y?+22 =9
Esfera: ¥’ + y*+ =9 Plano :z=2 Circunferencia C : A
zZ =

7.67 Halla la ecuacion de la esfera concéntrica con la esfera de ecuacion 4x* + 4y2 + 47 - 4x + 16y +1=0,y
que tenga por radio la unidad.

4P + 4y + 47 — 4x + 16y+1=0:>x2+y2+22—x+4y+%=030entr0 C(%,—Z,Oj,radior=‘/%+?—%:2

La esfera concéntrica de radio 1 sera:

2
(x—%) +(y+2)2+22=12:)(2+y2+22—x+4y+?=0:>4x2+4y2+422—4x+16y+13=0

Curvas en el espacio

7.68 Halla la ecuacion implicita que determina los puntos de la curva que tiene por ecuaciones paramétricas:

x=1+t
y=t
z=t
X =1+t
_p 1‘2:}/:(x—1)2 y:x2—2x+1
y= e _ (2 3 3_2 |y3_22 =
R t:(tf:(t)z:y =z y’-z=0

7.69 Identifica cada una de las siguientes curvas del espacio:

x=t X = cost x2+y2+zz=l 2 2

4 X" +y" =
a){y=t b) {y = sent c) 1 d) {1_3
z=t z=t z=z =

a) Recta que pasa por el origen de coordenadas y tiene como direccion la del vector u = (1, 1, 1).
b) Hélice.

c) Circunferencia que se obtiene al cortar la esfera de centro el origen y radio % con el plano z= %

d) Circunferencia que se obtiene al cortar el superficie cilindrica X2+ y2 =1 con el plano z = 3. Tiene su centro en
C(0, 0, 3), radio 1 y esta contenida en el plano z = 3.
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Superficies conicas, cilindricas, de traslacion y de revolucién

7.70 Halla las ecuaciones paramétricas y la ecuacion implicita de la superficie cénica cuyo vértice es el punto
V(0, 0, 4) y cuya directriz es la circunferencia contenida en el plano XY, con centro el origen de
coordenadas y cuyo radio mide 3 unidades.

z

X
x = 3cost x = 3s-cost
La circunferencia es:{y =3sent.  La superficie es:{y = 3s-sent < 16x2+16y% =9(4—z)?.
z=0 z=4-4s
e o . . x2+y2=9
7.71 Calcula la ecuacion implicita de la superficie cilindrica cuya directriz es D : 1 y cuyas
ZzZ=
. x=0
generatrices son paralelas alarecta r: y=o0'
x = 3cost x = 3cost
D :{y =3sent . El vector director de las generatrices es v = (0, 0, 1). La superficie es:{y = 3sent < X+ y2= 9.
z=1 z=1+s
xX=2+t X=s
7.72 Dadas las curvas C: {y=2-t y D: 1y =s, halla la ecuacion implicita de la superficie de traslacion
z=t? z=0
engendrada por C cuando se mueve sobre D.
X=2+t+s-2 X=s+t 5
El punto comines A(2,2,0). \y=2-t+s-2 ={y=8s-t =2t=x-y =z= (x—4y)
z=t*+0-0 z=t

7.73 Calcula la ecuacién implicita y unas ecuaciones paramétricas de la superficie de revolucién engendrada

por la curva de ecuaciones {y N al girar alrededor del eje Z.
x

z=2

x =tcoss—0sens X =tcoss
y =tsens+0coss = {y =tsens = x* +y* =t* = (2-z)°
z=2-t z=2-t
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Superficies cuadricas

7.74 (TIC) Identifica las siguientes cuadricas:

a) 2 +y -7 =1 d)2x* +y* -2 =-1
b)%xz+yz+zz=1 e)%xz+y2—z=0
c) 1 -y -z=0
2
2 y2 Z2 X2 y2 2
a) 5 +1—2—1—2 =1 = Hiperboloide de una hoja d) 5 +1—2 7 = —1= Hiperboloide de dos hojas
1 1
&) &)
X2 y2 Z2 2
b) —— +Z5+— =1 = Elipsoide e)z= +y? = Paraboloide eliptico
(Vo) T T (v2f

i

7.75 (TIC) Di el tipo de cuadrica que representan las siguientes ecuaciones, e indica el tipo y elementos de las
conicas que se obtienen al cortar por los planos x=2,y=-1y z=3:

c)z= —y? = Paraboloide hiperbdlico

a) y=x2+22 b) y = x2 - z?
a) y = x? + z2 = Paraboloide eliptico.

—y2 4 52 _ 2
{y XA {y =4+z = Parabola contenida en el plano x = 2, vértice (2, 4, 0) y eje paralelo al eje Y.

x=2 x=2
_ 2, 52 41— 2, 52
{y—x1+z :>{ L )1( RN Conjunto vacio
= - y - -
—y2 4 52 _ 2
{y _;( RN {y _;( +9 = Parabola contenida en el plano z = 3, vértice (0, 9, 3) y eje paralelo al eje Y.
zZ= zZ=
b) y = x? — 22 = Paraboloide hiperbdlico.
—y2_ 52 42
{y _; z = {y _: z = Parabola contenida en el plano x = 2, vértice (2, 4, 0) y eje paralelo al eje Y.
X = X =
_ 22 4 y2_ 2
{y - X1 z :{ L )1( z = Hipérbola contenida en el plano y = —1.
y=- y=-
_ 22 _ 2 _
{y _;( LN {y ; 9 = Parabola contenida en el plano z = 3, vértice (0, -9, 3) y eje paralelo al eje Y.
Z= zZ=

7.76 (TIC) Mediante el estudio de las diferentes secciones que se obtienen al cortar las siguientes superficies
por planos paralelos a los planos de coordenadas, indica qué tipo de cuadrica corresponde a cada una

de ellas:
2 2 2 2 2 2
a) x_+y__zz= c) X_+y_+22= e) x_+y__z=o
2 2 2 2 2 2
2 2 2 2
)x _y__z=0 )x__y__zz=
2 2 2 2

a) XY: circunferencias; XZ: hipérbolas; YZ: hipérbolas = Hiperboloide de una hoja.

b) XY: hipérbolas para z# 0 y dos rectas para z = 0; XZ: parabolas; YZ: parabolas = Paraboloide hiperbdlico.
c¢) XY: circunferencias; XZ: elipses; YZ: elipses = Elipsoide.

d) XY: hipérbolas; XZ: hipérbolas; YZ: elipses = Hiperboloide de una hoja.

e) XY: circunferencias; XZ: parabolas; YZ: parabolas = Paraboloide eliptico.
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PROBLEMAS

7.77 Calcula la longitud del segmento que tiene por extremos los puntos cuyas coordenadas polares son

o )oale ).

A[:‘scos%,3sen3—1t ) = —ﬁﬁ ;B(2cosE,ZSenﬁ ] =(0,-2)=
4 4 2 2 2 2

e R B (R R e

7.78 Calcula las coordenadas polares y rectangulares del vértice A del triangulo equilatero AOC, sabiendo que

el punto A pertenece al primer cuadrante y que las coordenadas cartesianas de O y de C son O(0, 0)
y C(6, 0).

Las coordenadas polares del punto C son (6, 0). Por tanto, las coordenadas polares de A seran: A(r,e) = (6, g] .

X = 6cosE =3
Las coordenadas rectangulares de A seran: 3 =A (3, 3x/§) .
y=6 sen% = 3\/5

7.79 Dada la ecuacion en coordenadas polares r = 4cos® .

a) Escribe dicha ecuacién en coordenadas cartesianas.

b) Estudia la figura geométrica que representa, e indica los elementos mas importantes que la
determinan.

a) cosf=—>_  portanto: yx?+y> =4—X:>x2+y2—4x=0

X2+y2 'X2+y2

b) Circunferencia de centro C(2, 0) y radio r = 1/? =2.

7.80 Demuestra que la ecuacion en coordenadas polares r = sen 0 representa una circunferencia.

7.81

Calcula el centro y el radio de la misma.

seno=—Y  — Jx?+y2=—Y __ x24y?_y -0 Circunferencia de centro C(O,%j y radio r = \/g =

VX2 +y? N

N| =

Dados los puntos del espacio A(2, -2, 5), B(2,—4, 3) y C(2, -2, 1), y el plano de ecuaciéon t:x+y+z=3:

a) Halla las coordenadas del centro de la superficie esférica que pasa por los puntos A, By C y tal que
dicho centro esta situado en el plano dado.
b) Halla la medida del radio de la esfera anterior.
c) Escribe la ecuacion de la superficie esférica.
Plano mediador del segmento AB: y + z—1=0; plano mediador del segmento AC: z-3=0
a) El centro estara situado en la interseccion de los planos mediadores calculados con el plano proporcionado:
y+z=1
z=3 =>x=2y=-2z=3=C(2,-2, 3)
X+y+z=3
b) Radio: r =d(C, A)=+/4 =2
c) (x =2 +(y+2+(z-3)7*=4
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7.82 (PAU) Dados los puntos del espacio: A(1, 0, 0), B(1, 1, 0), C(1, 0, 1) y D(2, 0, 0):
a) Calcula la ecuacion de la unica esfera que pasa por los cuatro puntos.
b) Halla las coordenadas del centro y del radio de la esfera.
c) Calcula la superficie de la esfera.

d) Calcula el volumen de la esfera.

a) La ecuacion de la esfera es X’ + y*+ 22+ Ax + By + Cz+ D=0
1+A+D=0
1+‘1+A+B+D:O:>
1+1+A+C+D=0
4+2A+D=0

A=-3,B=-1,C=-1,D=2

La esfera es X+ 2+ Z - 3x-y-2z+2=0

b) C1:§’ CZ:l’ Ca=l =C Ell s r=y=Ft—+—-2=—+
2 2 2 222 272

c) Superficie: S=4n A=

3n
d) Volumen: vl :%n?’f_gn i

u2

7.83 Un objeto se lanza con una velocidad inicial vo, formando esta un angulo a con la horizontal. La posicion
del objeto, con respecto al tiempo ¢, viene dada por las ecuaciones paramétricas

x =(v,cosa)t

y = (v,sena)t - %gt2

siendo g el valor de la aceleracion de la gravedad.
a) Calcula la ecuacion implicita de la trayectoria del movil.
b) Interpreta la forma de dicha trayectoria.

c) Suponiendo que o = 30° vo =500 m/sy g =9,8 m/s?; calcula la distancia horizontal recorrida por el
objeto y la duracion del movimiento.

2
a)t= X = y=v, seno- X —lg X :(tgoc)x—%x2
Vv, coso vocoso. 27 | v,coso 2v,° cos” o
b) y =(tga)x— g x? es una parabola de eje paralelo al eje de ordenadas y abierta hacia abajo.

2v,? cos’ o
o |x=(500c0s30°)t = 250+/3 ¢
y = (500sen30° )t — 4,9t = 250t — 4,9

Para y =0 = t= 0, es decir, momento inicial, o t = @ =~ 51s, es decir, momento final.

X = 25043 - 51=22 092,5 m

El alcance es de aproximadamente 22 093 m y la duracién del movimiento de aproximadamente 51 s.
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2x-y=-1

3y-_22-7 y los puntos A(0, 1,-1) y B(1, 1, -2):

7.84 Dada larectar :{

a) Calcula las coordenadas del punto de interseccion del plano mediador del segmento de extremos Ay
B con larectar.

b) Se considera la esfera que pasa por A y B y que tiene su centro situado en la recta r. Calcula las
coordenadas del centro de la esfera y la medida de su radio.

c) Calcula la ecuacién de la superficie esférica anterior.

a) Punto medio de AB: M(% 1, —%J

El vector normal del plano buscado sera el AB y ademas debera contener al punto M.

AB = (10,~1)= x—z+D:03%+%+D:O:>D:—2: X-2-2=0
C:x-z-2=0nr=C(0,1,-2)

b) El centro sera el punto C y el radio sera la distancia que separaa Cde A: r =d(C,A) = W =1

c) La ecuacion de la esfera sera: x2 +(y — 12 +(z+2P =1 =>x2+y?+22 -2y +4z+4=0

7.85 La circunferencia de la figura esta determinada por la interseccion de la esfera cuya ecuacion es
X +y*+22-4z-6=0 con el plano de ecuacién © : 2x—y—2z+13=0.

a) Calcula el centro Cy el radio R de la esfera. P

b) Halla las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por C g T,
y por el centro T de la circunferencia. \ =
R

c) Calcula las coordenadas del punto T.

Cc
d) Calcula la medida del radio r de la circunferencia.
: 0o 0 4 . Radi : 2 02,02

a) Centro de la esfera: C| ~—, ~, =~ |= C(0,0,2); Radio de la esfera: R = J02 402 +22 —(-6) =410
b) El vector normal al plano tiene la misma direccién que la recta buscada.

x =2t
Entonces: CT :{y =—t

z=2-2t

¢) T=CTnn=202t)—(-1)-2(2-2t)+13=0 = t = -1 =T(-2,1,4)

2
d) Sea rel radio de la circunferencia: (d(C, T)? +r?=R? =r= \/10 - (1/(—2)2 +1 4 22) =v10-9 =1

PROFUNDIZACION

7.86 Halla el lugar geométrico de los puntos del plano que describe el punto medio de un segmento de 10
unidades de longitud, y cuyos extremos se apoyan constantemente uno en el eje de ordenadas y el otro
en el eje de abscisas. Identifica dicho lugar.

Sean A(0, a) y B(b, 0): a* + b* = 100. Sea (x, y) un punto genérico = (X, y) = [gg) = {Z i 5; .

Como a° + b* = 100, sustituyendo, X+ y2 = 25 que es una circunferencia de centro el origen y radio 5.
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Solucionario

7.87 Calcula la ecuacion del lugar geométrico de los puntos C del espacio tales que el area del triangulo ABC
es 1, siendo A(0, -1, 0) y B(0, 1, 0). Identifica el lugar.

La mitad del médulo del producto vectorial de AB = (0,2,0)y AP = (x, y + 1, ) es el area del triangulo =

R
0 2 0|=(2z 0, —-2x) = V4Z%+4x? =2 = 4xX*+ 47°= 4 = x*+ 72 = 1. Se trata de una superficie
X y+1 z

cilindrica.

=t
7.88 (TIC) Identifica y halla la ecuacion implicita de la curva cuyas ecuaciones paramétricas son: +tt
Y=iie
2
L=t:x=;2:>x= 12:x= 2X s=> X+ =x=>x+y?—-x=0
X Xx° +
y 1+ y
1+ = +3
X X

Circunferencia de C(%,Oj yr= 1_

7.89 Halla la ecuacion implicita en coordenadas esféricas de la esfera cuya ecuacion es: xX* + y* + 22 — 2x = 0.

X =rcosasenf
y =rsenasenf = x* +y?+ 2z -2x =r’cos’ a.sen’B+r’sen’asen’B+r?cos’p—-2rcosasenf=0=
z=rcosf

r’sen?B+r2cos’B-2rcosasenB=0=>r?-2rcosasenp=0=r =2cosasenp

x = 2cost
7.90 Dada la superficie de ecuaciones paramétricas: {y = 2sent
z=s

a) Calcula su ecuacion implicita en coordenadas cartesianas, e identificala.

b) Calcula su ecuacion implicita en coordenadas cilindricas.

a) x> +y? =4sen’t+4cos’t =4 = x*+ y*= 4 = Superficie cilindrica

b) r2cos?0+r2sen?0=4 = r? =4 = Ecuacion de la superficie r = 2

7.91 Dados el plano de ecuaciéon & : x+ 2y —2z+ 18 =0y la esfera X+ y2 +22-2x+ 4y -4=0:

a) Calcula el haz de planos paralelos a ©t. T T Py
b) Calcula las ecuaciones de los planos tangentes a la esfera y que son
paralelos a &.

a) Haz de planos paralelosa n: x+2y-2z+D=0

b) Los planos buscados deben pertenecer al haz anterior y ademas deben
verificar que la distancia del centro de la esfera a ellos coincida con la medida del radio. Centro: C(1, -2, 0);

Radio: r=v1+4+4=3
f-4+D| {D:12: mix+2y-2z+12=0
=3=

dC,my=1 "2
Cm= e D=-6= mwix+2y-2z-6=0
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7.92 (TIC) Considera la curva C :{

4y’ + 72 =4

x=0

a) Di qué tipo de curva es e indica sus elementos mas importantes.

b) Escribe las ecuaciones paramétricas de dicha curva.

c) Escribe la ecuacion implicita de la superficie que se genera al girar la curva C alrededor del eje Z.
2

2 _
a) C: yo 22 =1 = La curva es una elipse contenida en el plano YOZ y de semiejes 1 y 2 respectivamente.

x=0
x=0
b) Ecuaciones paramétricas C : |y = cost
z=2sent
X =-—costsens 5 ) ) ) )
c) ly =costcoss = sen?s+cos?s = +2y =X +}; =1 =>x2+y?+% =1 = Elipsoide
cos“t z 4
z=2sent 1-<
4
+z=7 x=2t
7.93 Dadas las rectas r :{i_o_ ys:qy=0 y la esfera X+ y2 + 22— 2x - 6y + 2z + 2 = 0, calcula las
- z=7-t

ecuaciones de los planos tangentes a la esfera y que sean paralelos a las rectas ry s.

El vector n normal de los planos buscados debe ser perpendicular a los vectores:

u, =(0,1,-1)y dg = (2, 0,-1) de direccion de las rectas ry s.

Por tanto, n =, xud, =(-1,—2,—2). Los planos tendran por ecuacion x + 2y + 2z+ D =0
Centro de la esfera: C(1, 3, —1); Radio: r = «/m =3

_ [1+6-2+D| 3 {D=4 = MiX+2y+2z+4=0

d(c,
O = s 27 Do-14 = nx+2y+22-14=0

RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

71

7.2

El centro y el radio de la esfera de ecuacion X’ + y*+ 22— 4x + 2z + 1 = 0 son:

A) Centro (2,1, -1) y radio r = 4. D) Centro (2, 1, -1) y radio r = 2.

B) Centro (2, 0, -1) y radio r = 4. E) La ecuacién no representa una esfera.
C) Centro (2, 0, -1) y radio r = 2.

C. La ecuacion de la esfera es (x = 2) =4 + ?+ (z+ 1= 1+ 1=0= (x - 2)2+)?+ (z+ 1)?= 4. Por tanto, el
centro es (2, 0, -1) y el radio 2.

. . X =-2+ sent
Las ecuaciones paramétricas representan:
y = cost
A) Una esfera de centro el origen de coordenadas. D) Una esfera de radio 1.
B) Una recta en el plano de direccién (1, 1). E) Ninguna de las opciones anteriores.

C) Una circunferencia en el plano de centro (-2, 0) y radio 1.

C. Como sent = x + 2, entonces: sen’t + cos’t = (x + 2)2 + y2 =1
Se trata, por tanto, de una circunferencia con centro (-2, 0) y radio 1.
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7.3 El lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los puntos A(1, 0, 2) y B(-1, 2, -2) es:
A) La recta que pasa por el punto M(0, 1, 0) y tiene direccion perpendicular al vector AB.

B) El plano que contiene a los puntos A y By tiene como uno de sus vectores de direccion el AB.
C)Elplano t: x-y+2z+1=0.

D) Elplano w:-x+y-2z=0.

E) Ninguna de las anteriores opciones es cierta.

C. Sea X(x, y) un punto genérico del plano.

d(X, A) = d(X, B) > (x =12 +y2 +(z=2)2 =J(x+ 1% +(y —2)2 +(z+2)® =
S+ 1 -2X+ P+ P+ 4 -4z=X+1+2x+ P +4-4y+ P +4+4z2= 1 x-y+2z+1=0

7.4 La posicion relativa de la esfera X+ y2 +22-2x-3=0 yelplano n:2x-y-z+3=0es:

A) El plano corta a la esfera en una circunferencia de centro C(1, 1, 1) y radio 1.

B) El plano corta a la esfera en una circunferencia de centro C(-2, 1, 1) y radio V2.
C) El plano es tangente a la esfera en el punto P(1, 0, 2).

D) El plano es tangente a la esfera en el punto P(-1, 0, 1).

E) Ninguna de las anteriores opciones es cierta.

E. La esfera tiene centro O(1, 0, 0) y radio 2. d(O, &) -_2+3 _ 5 > 2 . El plano es exterior a la esfera.

Ja+1+1 6

7.5 La ecuacion de la superficie cilindrica de directriz la circunferencia contenida en el plano XOY y con
centro en el origen y radio 1 y de generatrices paralelas al eje Z es:

A) x> +y?=1 C) x?+y?=12z=1 E) x> +y2+22=0
B) x?+y*=12=0 D) x2+y?+2z% =1
. . . o x%+y? =1
A. Las ecuaciones implicitas de la circunferencia directriz son 0
Z =
X =cost
Las ecuaciones paramétricas de la superficie cilindrica son |y =sent = La implicita es X+ y2 =1.
z=s

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas:

7.6 La circunferencia de centro C(1, -1) y radio r = J2 verifica que:
A) Su ecuacion en coordenadas cartesianas carece de término independiente.

x =1+ 2cost

B) Sus ecuaciones paramétricas son
y =-1+2sent

x=1+x/5cost

C) Sus ecuaciones paramétricas son
y=-1+ V2 sent

D) Su ecuacién en coordenadas polares es r = V2.
E) Ninguna de las anteriores opciones es cierta.
A. La ecuacion de la circunferencia es x* + y2 - 2x + 2y = 0y carece de término independiente.

x=1+\/§cost

C. Las ecuaciones paramétricas son
y=-1+ V2 sent

La respuesta D no es cierta, pues la ecuacioén polar r = V2 representa una circunferencia de radio V2 pero
centrada en el origen de coordenadas.
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7.7 Se considera la superficie cuadrica de ecuacion 4x* + y* + 22 = 4.

A) Al cortarla, por planos paralelos, al plano coordenado XOY se obtiene siempre una elipse o una
circunferencia.

B) Al cortarla por el plano z = 2, se obtiene una elipse.

C) Al cortarla por el plano z = 1, se obtiene una elipse.

D) Al cortarla por el plano x = 1, se obtiene el punto (1, 0, 0).
E) Se trata de un elipsoide de semiejes 1,2y 2.

2 2 2 2 2 2
C,DYE: 4x2+y2+z22=4=% Y 2 X YV 2 _4
1 4 4 1 22 22

La respuesta A no es cierta, ya que muchos de los planos indicados son exteriores a la elipse.
La respuesta B no es cierta, ya que al cortarla por z = 2, se obtiene el punto (0, 0 2).

Elige la relacién correcta entre las dos afirmaciones dadas:
7.8 Se considera un punto P del plano cuyas coordenadas polares son P(r, 6) con r> 0.

a) Se verifica que tg0 es real y negativa. b) Se verifica que el punto pertenece al tercer cuadrante.
A) a es equivalente a b. D) ay b no se pueden dar a la vez.

B) a implica b, pero b no implica a. E) Ninguna de las dos afirmaciones se puede verificar.
C) b implica a, pero a no implica b.

D. Si la tangente es real y negativa, el angulo 6 pertenece al segundo o cuarto cuadrante. Por tanto, no pueden
darse las dos condiciones a la vez.

Seriala el dato innecesario para contestar:

7.9 Para calcular la ecuacion de una elipse en el plano se dan los siguientes datos:

a) Los ejes son paralelos a los ejes de coordenadas. c) La semidistancia focal es ¢ = 3.

b) El centro de la elipse es el punto P(-1, 2). d) Pasa por el punto Q(4, 2).

A) Puede eliminarse el dato a. D) Puede eliminarse el dato d.

B) Puede eliminarse el dato b. E) No puede eliminarse ningun dato.

C) Puede eliminarse el dato c.

. . . . (x+1)% (y-2)?
E. Silos ejes son paralelos a los ejes de coordenadas y el centro es (-1, 2), la elipse es >+ =1.
a

b2

L2 —>a=5b=4

2 2 _
Para calcular a y b se necesitan las dos condiciones c=3 y 2—623+i =1: { 2a —b%=3
a a =25

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:

7.10 Al cortar la esfera de ecuacion x* + y* + 22 = 1 mediante el plano © se obtiene una circunferencia. Se
pretende hallar el radio de dicha circunferencia y, para ello, se proporciona:

a) La ecuacion del plano 7. b) La distancia del plano =& al origen de coordenadas.
A) Cada dato es suficiente por si solo para poder hallar la b
solucioén. A

B) a es suficiente por si solo, pero b no. i i

C) b es suficiente por si solo, pero a no. C £

D) Son necesarios los dos datos juntos.
E) Hacen falta mas datos.

A. Si se conoce la ecuacioén del plano, se puede obtener la ecuacion de
la circunferencia y, por tanto, su centro y su radio.

Si se conoce la distancia d del plano al origen de coordenadas, el radio de la circunferencia se puede obtener
mediante r =VR? —d? , siendo R = 1 el radio de la esfera.
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E Limites de sucesiones y de funciones

ACTIVIDADES INICIALES

8.l. Calcula el término general, el término que ocupa el octavo lugar y la suma de los ocho primeros términos
para las sucesiones siguientes.

a) 2, 6,10, 14, ... b) 2, 6, 18, 54, ... c) 1,3,1,1,
33 3
a) Progresion aritmética: a1=2,d=4 = a,=2+(n-1)-4=4n-2, a3=30, S =M=128
o o _ n—1 7 2.38-2
b) Progresion geométrica: a1=2,r=3 = a,=2-3"", g3=2-3"' =4374, S, =T=6560
1 8
1 1 1 1 n 8 3'3)
c) Progresion aritmética: a1 = —,d= — = a,=—+(n-1)-—=—, ag=—, S§g=——+—=12
3 3 3 3 3 3 2

8.1l. En una region, la poblacion crece anualmente en un 2%.
a) Escribe la sucesion del nimero de habitantes seguin el numero de afios transcurridos desde 2008,
sabiendo que en ese afio eran 3 500 000.

b) Calcula en qué aino se alcanzara una poblacion de 4 000 000 de habitantes.

c) Calcula en qué aiio se doblara la poblacion inicial.

a) az008 = 3 500 000, az000 = 3 500 000 - 1,02 = 3 570 000, ... , a,= 3 500 000 - 1,02" 2008

b) a,= 4 000 000 = 3 500 000 - 1,02" %% = 1,02" **® = 1,142857 = n - 2008 =—'°9|’1’114(2;57 = 6,74 afios
0g’l,
c) 1,02" 72008 =2:3500000 _, . 5008=—1992 _35 cuando pasen 35 afios.
3500 000 log 1,02

EJERCICIOS PROPUESTOS

n-1,
n+1

8.1. Dada la sucesién de término general a, =

a) Calcula sus tres primeros términos.

b) Halla el lugar que ocupa el término a_ = g

c) Demuestra que es creciente.

d) Halla, si es que existen, una cota superior y una cota inferior.

a) a —9—0 a 1 a 2 1
T2 273 P42
15 s-1 A o
b) a, =1—=—1:>15-(s+1)=17~(s—1)2s=16. Es el término que ocupa el lugar 16°.
s+
n n-1 2 . .
C) a,,1—a, - = > 0. Por tanto, a,.4 > a, Yy la sucesion es creciente.

“h+2 n+l n?+3n+2

d) a, =1 __2 . Una cota superior es 1 y una cota inferior es 0.
+
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8.2. Se considera la siguiente sucesion definida por recurrencia: a, =3; a,,,=2a,.

a) Calcula sus cuatro primeros términos y di de qué tipo es.
b) Halla su término general.
c) Demuestra que es mondétona creciente.

d) Demuestra que no esta acotada superiormente.

a)as=3, ax=6, az= 12, as= 24. Es una progresion geométrica.
b) a,=a,-r""'=3.2""=a,=3.2""
C) @y —a,=3-2"-3.2""=3.(2.2"-2"")=3.2"" 0= a,,, >a, = Es creciente.

d) Dado el numero real M, se puede encontrar un término mayor que él:

In[—j
3.2"" s M = 2! >%:> In(2"’1)>In[%j:>(n—1)ln2>ln(%): ns>—37 1

8.3. Demuestra que los términos de la siguiente sucesion tienden a 2.

- 2n+1
" n+10

19
lan =2/ = n+10

<g paran> E—10
€

8.4. Calcula el limite de las siguientes sucesiones.

_ap3
a) lim (7 - n?) b) lim —30 *+2n+1
N—>eo n-e 2n“+n+10
a) —eo b) —o
8.5. (TIC) Calcula los limites:
a) lim[ 27 =80
nsel  4f3
2 2 _
b) lim (2n +3n+5)3(3n +5n—6)
n—e n(5n° —n)
a) lim 2n’—gn = +oo
no={ |3
2 2 _ .
b) lim (2n +3n+5)3(3n +5n-6) =£=§
n—seo n(5n° —n) 5
8.6. (TIC) Halla los limites siguientes.
3 2 2 _ 2n2+n
a) lim (3n° +3n 26)(2n 3n+2) b) Iim(2n+3]
n—e 6n° +1 n-=\ 2n—3
. 6n°-3n*-3n*>+2n®>+6n-4
a) lim 5 =0
n—eo 6n° +1
i 2n+3 " 6
b) |:1°°:| . enlinw(2n2+n)(m—1) _ en|ﬂ’1m(2n2+n)[2n_3] _ e+°° oo
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8.7.

8.8.

8.9.

(PAU)(TIC) Estudia el dominio de las siguientes funciones:

) F(x) = X ~2X+8 ¢) F(x)= | —— &) £(x) = log (x* + 3x — 4)
8 Inx
{ 6 2x?-3 1

b) f(x)=2x+ 3X_§ d) f(x)=x3——3x2 f) f(x)=1_e"

a) D(f) = R ya que se trata de una funcién polinémica.
b) 3x-220= x> 2 = D(f) = [E,Jrooj

5 5 5
c) Inx>0=x>1= D(f) = (1, +e)
d) x*-3x2=0=x3(x-3)=0=>x=0,x=3=D(f) = (=, 0) U (0, 3) U (3, +e)
e) x> +3x-4>0= (x-1)(x+4)>0= D(f) = (—o0, —4) U (1, +c0)
fl1-e*=0=>e*=1=x=0= D(f)=(-o0, 0) U (0, +)

(TIC) Estudia el dominio de las funciones siguientes:

a) f(x) = x-|x +1-3x? c) f(x)=x +2cos x
1+ x 2x

b) f(x _xadex d) f(x)=—=°X

) F(x) |x+1-x ) ) 1+ senx

a)D(f) =R

X+1-x=0 si x=>-1

. No tiene solucion. D(f) = R
-x-1-x=0 si x<-1

b) |x+1|—x:0:>{

¢)D(f)=R

d) 1 + senx = 0 = senx = —1 = La funcion existe en todo R excepto en x =37n+2kn, con ke Z.

(TIC) Encuentra el dominio y el recorrido de las funciones:

a) f(x)=x2+3 b) f(x)=2++vx +1

a) D(f) =R; R(f) = [3, + =) b) D(f) = [-1, + o ); R(f) = [2, + )
8.10. Dada la grafica de f{x): y

Calcula: lim f(x), lim f(x), Iin12f(x) , lim f(x), f

x—2% x—2" X—> x—-5%
xl_i)rg_ f(x), xli_)n_15f(x), XILT+ f(x), xILT- f(x), )I(i_n)10f(x) \
1.
1 X

8.11.

lim f(x)=6, lim f(x)=2, no existe lim f(x),
x—2* x—=2~ x—2

lim f(x)=6, lim f(x)=6, lim f(x)=6, lim f(x)=22~3, limf(x)=22~3, limf(x)=22~3
xX—-5 x—0" 7 Xx—0" 7 x—0 7

x—-5% X—-5"

Dada la grafica de g(x): Y l
Calcula: lim , i , lim g(x), lim , i , \/
Jim g(x), lim g(x), lim g(x), lim g(x), lim g(x) TN

limg(x), lim g(x), lim g(x), limg(x)
x->1 x—2% x—2" x—2

o&
(@}
H
>

lim g(x)=-3, lim g(x)=2, no existe Iim2 g(x), lim g(x)=1,
x—-2" X—-2" xX— x—1"

lim g(x)=0, no existe Iim1 g(x), lim g(x)=0, lim g(x)=0, Iim2 g(x)=0
X= x—2" x—2~ X—

x—1"
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8.12. Dada la grafica de f{x), calcula:

=) ) ]

\1 X

I

o}

b) )I(i_r:})f(x)

b) lim f(x)=0. No existe lim f(x), ni Iimof(x)
x—0* Xx—0" X

a) lim f(x)=+eo, lim f(x)=— . No existe. Iim1f(x)
x—1" X—

x—1"

8.13. Dada la grafica de g(x), calcula: R4
/
a) lim g(x) ~_ &
x—-1 \1
b) lim g(x) O\1 X
x—1 \
™~~~
[
l

a) lim g(x)=+4, lim g(x)=+ce, Iim1g(x)=+o<> b) lim g(x)=—c, lim g(x)=—, Iim1g(x)=—oo
x—-1 x—-1" X—= x—1 x—1" X=

8.14. Dibuja la funcion f(x) = Inx y calcula sus limites en el infinito.

Y
£ _— lim f(x)=+co
[ X —>+o0
1 T
lim f(x)no existe, porque el logaritmo no esta definido en
ol 1 X X——eo
/ (_°° 10]
8.15. Dada la grafica de f(x), calcula: Y \
. . \f
a) lim f(x) b) lim f(x)
X—>+e0 X—>—oo \
~T 1\ \ — X
. . 2= -\ o ™~—"x 31
a) lim f(x)=0 b) lim f(x)=0 \
X—>+o0 X——oco
\
8.16. Dada la grafica de g(x), halla los siguientes limites: Yy
a) lim g(x) /
X—>+oo
g
b Jim g(x) /
a) lim g(x)=+e b) lim g(x)=0
X—>—c0

X—>+o0
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8.17. (TIC) Calcula el valor de los siguientes limites.

3 _gy2
a) Ilmw c) Ilm(x—ij e) Iim( 1—x—e"+e"‘)
x—1 x+1 x—0 X X—>—o00
3x2-8 . 2
b) lim —— d) lim (x/x +1+\/X+1)
x>-2 X+2 X—>+o0

3x*-9x2+6 0
a) lm="—=2 "~ > -
x—1 X+1

2
2 . 3x2-8 [ 2 2
o i L8 2] SB[y S (2]
x>-2  X+2
c) |im(X—§]:|:0—§:|:°o, lim [X—§J=|:0+—i}=—oo, Iim(x—gj:{O’—i}:ax’
x—0 X 0 x—0* X o+ X—0~ X 0~

d) lim (m+m):[+m+m]:+m
)=

X—>+oo

e) lim (41 x—-e“+e”
X——oco

8.18. Sabiendo que lim f(x)=-2, limg(x)=2 y lim h(x)=2, calcula los siguientes limites.
x—a x—a xX—a

12

a) lim (2f(x)-2g(x)+ h(x)) 00+ 9(0)

b) qu3( (f(x))2+(g(x))2] d) Iim[f () _f (*>+9<X)]

x-2| g(x) h(x)
a) lim (2f(x)-2g(x) +h(x))=2-(-2)-2-2+2=-6  <)lim 2 :{ 3 }:w
lim x-af(x)+g(x) [-2+2

x—2

b) |ima( (F(x))° +(g(x)) ) V(=2 +22 =8 =22 d)nm(ﬂ—%j:‘—;—%?

a(x)
8.19. (PAU)(TIC) Halla el valor de los siguientes limites.

a) lim (-4x2+5x-2) ¢) lim e) imS——— g) lim
X oo

X —>+oo 'ZX +X -1 x—>0x +x-2 x—2

—6x°-3x%+1 . 2 2 x+3 (x 1]
b Ilm— d) lim (2x —\4x —1) lim h) lim
) jim 3x*-2x+5 ) njm -3 x2-9 )i 2x-3
a) lim (- 4x2 +5x - 2)= lim - 4x% = —o
X—>+oo X—>+oo
6x°-3x*+1 6x*-3x2+1 [4e _ . 6x®
b) im ————= ———————=|— | >/=lim —— =+
x> 3x?—2x+5  xo+= 3x% +2x+5 Foo X4 3X
¢) lim 3x2+x-2 oo /= lim 3x2 3 3x/§
X—>+o0 ,2X4+X3—1 +oco X—>+oo ’2X
(2x2—\/4x —1)(2x2+\/4x4— ) ]
d) lim (2 —\/4x4—1):[oo—oo]—>/= lim lim —{—]:0
x>t x>t 2+ 4x* —1 ooyt 1 L
2
&) lim2X X _ 0 _g
x>0 x“+x-2 -2

X+3 o 1 1

. 0 .
f) lim — =[—}—>l= lim = lim =
x>3x-9 |0 x->-3(x-3)(x+3) x>3x-3 6

el (e m%*:(;J“:{@ﬂ—+°° i

1 im L[ x—1 1] lim 2-x i —1
-1 jx—Z _ [,ﬂ N :eHZX*Z 23" ) _ gx2(2x-3)(x-2) _ exTZZX 3 _ g
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8.20. (TIC) Calcula los siguientes limites:

f— 3_
a) Iimw d) Iimm
x—0 X3 x—2 x-2
b) lim sen2x e) lim tg5x
x=0 X x50 tg2x
. sen(x-1) . 2
oim T 1 f) lim——
X2
X R
. tgx(1-cosx) [0 . (2] X1
a) lim———~==|—|—>/=lim = lim =—
x—0 X3 0 x—0 x3 x—0 2X3 2
b) lim SEN2X _ i 2X _,
x->0 X x—=0 X
. sen(x=1) .  x-1 1 1
c) lim =lim =lim =—
=1 x2-1 x>1x2 -1 xoix 41 2
3 _ 3 _ _ 2
d) lim senbc® -8) o x°-8_ (x-2)0¢+2x4d)
xX—2 xX-2 x—=2 X—2 Xx—2 xX—-2
e) lim 99X _ iy X _5
x-0tg2x x-02x 2
2 2
f) lim =lim X =0
x=0 ¥ -1 x-0 x
EJERCICIOS

Sucesiones. Limites de sucesiones

8.21. Halla el término general de las siguientes sucesiones.

a)10,7,4,1,-2, ... d) 1, 8, 27, 64, 125, ...
b) E,i,ﬁ,ﬁ,ﬂ’"_ e) 0,7, 26, 63, 124, ...
3’5’7°9' 11
2345
c) POk Ryt Ty R X}
3’4’5’6
a) a,=10+(n-1)-(-3)=-3n+13 d) a, =n°
__2n e) a,=n°-1

n

T 2n+1
_2+n-1_n+1
3+n-1 n+2

c) a,

8.22. Halla el lugar que ocupa el término que vale —— en la sucesién —,—,—,—,—,...
400 14 9 16 25

n? +1

El término general de la sucesion es a, = —— . Por tanto:
n

2
_A0T ST+ 401s? = 40082 + 400 = 5% = 400 = s = +/400 = 20

Solucionario E ‘ 9
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8.23. (PAU) Estudia la monotonia y la acotacién de las siguientes sucesiones:
2n+3 2n*-3  _2n+3

= , = , =
n n2 n n2 n 2n

20n+1+3 2n+3  2n’+8n+3

-a, = - =-— < 0 = Es decreciente.
T (1) n? n2(n+1y?
2n+3 . . .
a, =——— > 0= Acotada superiormente por a; =5 e inferiormente por 0.
n

2 2 _ 2 _ 2 _
_2An+1)°-3 2n°-3 2n“+4n-1 2n 3—3(2n+1)>0:Escreciente.

T T e n2 (12 n? n?(n+1)
2n?-3 3 . L _
b, = =2 oz < 2 = Acotada superiormente por 2 e inferiormente por by = -
n
2(n+1)+3 2n+3 2n+5-4n-6 2n+1 .
Cpi1—Cp = - = =— < 0 = Es decreciente.
2n+1 2n 2n+1 2n+1

2n+3

>0 = Acotada superiormente por ¢4 —g e inferiormente por 0.

8.24.Dada la sucesion a, = 3+% :

a) Demuestra que es decreciente y acotada inferiormente.
b) Calcula su limite.
c) Averigua a partir de qué término los siguientes se aproximan a 3, con un error menor de € = 0,001.

1 _3_12_ 21
n+1 n n“+n

< 0. La sucesion es decreciente. Una cota inferior de la sucesion es 3.

a) a1 —a,=3+

b) lim (3+1J:{3+i}—>/=3+0:3
n

n—eo +oo

c) |a,7 —3| <0,001= <0,001= 1 <0,001= n=1001. A partir del término 1001.
n

3+l—3
n

8.25. Calcula los limites de las siguientes sucesiones.

2
a) lim 2n 3-|-2n2—3 d) lim (2n+3)2(—3n+2)+3 g) lim 3/(8n-2+3)(—n+3)
no«  nN°4+n n—e 2n“ —-n+7 n—e n“-3n+6

3n+1

2n*+2n%*-3 . (2n+3 n+1 . (2n+5\2n+1
b) lim 22 2T =2 e) lim|[0*>.0%7 h) lim[ 2172
ns= n*-2n+3 ns=\ n°-1 5 noe\ n-7
3n%43
2n*+2n-3 . n+3 . [Vn?+n)
c) lim ———«+— f) lim i) lim| ———
n>=3n*-3n+5 n>e \ 4n+3 noel  2n+1
o 2.2 3
o 273 o
a) || iziiman® n® _0_g f)J n+3 _ =l A2
| o | noe oy 1 1 ew4n+ o0 4 2
+7
n
2+2 3
[0 n 2 2 . —8n%+21n+9 o
hadt - __h n _|1Z2|_4s 3 o TeT Y 5| 2 —3_g—_
0| 2| 1= m o[ B Q’Jn"i‘l 7 3n+6 LP' 2
n n?> nd
Moo 2+2.5 2 2n+5 nbmg,m
c)|—|—>/=lm—0 1T == h) | fim —22 2% 8
oo N—eo 3 5 3 noe N—7
- - 3_7+72
n n

10 E Solucionario



2 3
d) lim 2 =549 =) B _ 4 i (1j _
n—e 2n°—n+7 oo 2 2 8
2n? +5n+3 [ 2+§+i2 2
e) li :[—}el:lim n_n- _
n—e= 50 —5n o noe g 5 5
n

8.26. Calcula los limites de las siguientes sucesiones.

a) Iim(V2n2+1—n) b) Iim(\/2n2+1—\/n2—+1) c) Iim[nz—\/n4+n2+1)

n—eco Nn—oco n—eo

a) lim (\/2n2+1—n):[m_m]_>
(x/2n2+1—n)(\/2n2+1+n) 22 +1— 1 1+i2 1
— 1= lim = lim = lim n =[ }=+oo
noe J2n?+1+n = J2n +1+n "*""\/ 2 1 1 [0+0
2
b) Iim(\/2n2+‘|—\/n2+1)=[oo—oo],-nd= Iim%:[o—%]:m
e N2 14+ P +H1 +

(nz—\/n4+n2+1 (n2+ n4+n2+1)
c) lim (nz—\/n4+n2+‘|)=[oo—oo]—>lz lim =

n> n* n

e e (n2 +Vn*t+n?+ 1)
n?> 1
) _n 1
. -n* -1 —o0 . 2 2 -1 1
= |Im—=|:—:|—>/=|lm n_n = =——
n%wn2+ ln4_n2+1 oo n—oo n2 n4 n2 1 1+1 2
— -t
n n* n* n

8.27.Halla los limites de las sucesiones siguientes.

2n-3)>"" 2n*+n-3 e n2—n)
a) Iim[ ] b) lim| ———— c) lim| —;
n—e\ 2N+ 3 n—oe\ 2n“ —-n-3 n—e( n°+1

2n+1 " 2n-3 ) -6 . -12n-6
i 2n-3 . lim (2n+1)[ —1] lim (2n+1)( ] lim ~
a) lim [ — [1 ]_) | = e 2n+3 =g 2n+3) _ gno= 2n+3 — g 6
N—eo

2n+3

! 2 6n%+n
1 ' 1) 2 -3
2n*+n-3 3 Jim (3"*5)[7;;” 3‘1] lim (3n+%j[ 22” ] lim ——3 5
b) lim — =[1"]1->l=e ne=n- —g"" 2n?-n-3) _ gn>=2n?-n+3 — g
n—e| 2n°—n-3

2 2_ 3_q,2
"2 _n n?+2n+1 lim (n2+2n+1)["2 ’771} im (n2+2n+1){—127—1j im =" —3n2 —3n-1...
c) lim =[1"]—>1= e"” o+t ) _ gnoe n?+1) — gnoe n2+1 _ [e_m]: 0

n? +1

n—eo

8.28. a) Escribe una sucesion monétona creciente, acotada superiormente, con todos sus términos negativos.

b) Escribe una sucesion que no sea creciente ni decreciente, y que sea acotada superiormente y acotada
inferiormente.

c) Escribe una sucesion que sea creciente y decreciente a la vez.

d) Escribe una sucesion acotada superiormente, decreciente y no convergente.
1 1 1 1 1

a)a,=—— > -l-——,——,——,——,...
) @ n 2 3 4 5

b) a, =(-1)" — -1,1,-1,1, -1, ... Es oscilante. Ademas solo toma dos valores, por lo que esta acotada.
c)anr=1 — 1,1,1,1, ... Las funciones constantes son crecientes y decrecientes a la vez.
an

d)a,=-n — -1,-2,-3, ..

Solucionario E 11



Dominio y recorrido de una funcién
8.29. Halla el dominio y recorrido de las funciones cuyas graficas se muestran a continuacion.
c)

a)

g

a) Dominio: R. Recorrido: [-3, + =)
b) Dominio: [-2t, 2t ]. Recorrido: [-1,75; 1,75]
¢) Dominio: (-, =1)u(1, + ). Recorrido: R

8.30. (PAU)(TIC) Halla el dominio de las siguientes funciones.

3 —_— f—
a) flx) =y e) £(x) = 1-In(x - |x])
b) f(x) = 1+2*/; f) F(x) = 1= Senx
x“ -1 cos x
o) flx) = H1ogix 6) f(x) = 1+ tgx
Ix

e
D=

a) 2x* +x2-20=0= (x-2)(2x* +5x+10)=0= x=2 = D(f) = (- o0, 2)U(2, + o)

x=>0 x=0

x>-1>0

x>0

c) { , =DM =(0,2)u(2 +)
x“#4

d)x=0=D(f) =10, +e)

e) La funcion no existe ni para los x positivos ni para los negativos. D(f) = &

f) cosx = 0 = la funcion existe en todo R excepto en los x = g+ kr con ke Z.
g) La funcion existe en todo R excepto en los x = g+ krm con ke Z.

8.31.Halla el dominio y el recorrido de las siguientes funciones.

a) flx)=— by Fx) =

<

a) D(f) = (=0, 2)U(2, + o0 ); R(f) = (= o=, 0)(0, + o)

b) D(f) = (0, + 0 ); R(f) = (0, + <o)
12 E Solucionario



8.32.(TIC) Halla el dominio de las funciones siguientes.

a) f(x)=; b) f(x)=Vx+1+Vx+2 c¢) f(x)= |x2—1| d) f(x) I
1 Vx i 1-Vx—1
x+1>0 x>-1
a = = D(f)=[-1 0)u(0, +o
){—1+x/x+1¢0 {Xio (0=t ) )
> >—
b x+120 _ X2 1 = D =[-1, +e)
xX+22>20 X=>-2
c¢) Todos los valores del radicando son positivos. Por tanto, el dominio de la funcién es todo R.
d) x-1>20 x>1 {x21 {xg‘] D(f) = [1, 2)
= = = = =1,
1-Vx-1>0 |(Vx-1<1 [x-1<1  [x<2
Limites de funciones
8.33.Dada la grafica de la funcion y = f(x), indica, si existen, los valores Yy
de los siguientes limites. En caso de que no existan, indica los f
valores de los limites laterales.
a) lim f(x) c) lim f(x) e) limf(x) ..
X—>—oo X—>4o0 x—0 \ ﬁ\
b) lim f(x) d) limf(x) io 1 X
a) 2 )5 d)5 |
b) lim f(x)=2, lim f(x)=-- = No existe e)1
x—-1" x—-1"
8.34.Dada la grafica de la funcion y = f(x), indica, si existen, los valores Y 1
de los siguientes limites. En caso de que no existan, indica los ]
valores de los limites laterales. f
a) lim f(x) c) lim f(x) e) limf(x)
X—>—oo X—+o0 x—2 & i
LY X
b) lim f(x) d) lim f(x) !
xX—-2 x—0 !
a) —eo b) lim f(x)=0, lim f(x)=-1= No existe.
x—-2" x—-2"
c)0 d)0 e)1
8.35. Dada la grafica de la funcion y = f(x), indica, si vy :
existen, los valores de los siguientes limites. En caso !
de que no existan, indica los valores de los limites .
laterales. I ¢
a) lim f(x) c) lim f(x) e) limf(x) .
X—>—oo X—>toe x—2 I
B e e S B s B
b) xll_)rr_12f(x) d) )I(l_rgf(x) o 1 X
a)—1 b) lim f(x) =0; lim f(x) no existe.
x—-2" x—-2"
c)1 d) No existe; no existen los laterales.

e) No existe; lim f(x)=+co; lim f(x) no existe.
x—2* x—2"
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8.36.Dada la grafica de las siguientes funciones halla, si existen, los valores de los limites que se indican a
continuacién. En caso de que no existan, indica los valores de los limites laterales.

lim f(x) lim f(x) )I(i_rgf(x)

X—y—o0 X—y+oo

a) y b) y

a) 1, 1y 0, respectivamente b) lim f(x)=0, lim f(x)=0, no existe Iirrz) f(x).

X—>—o0 X—>+oo

8.37. Calcula los limites siguientes.

.1 .1 .1 .1
s b) e M D ime
1 1 . 1 1
a) lim — = | =t lim — = | =+, lim — =+
x—0" X 0* x—0" X o* x>0 x
b) lim %:[l}zwo, lim i:{l}z—w, |Iml=°<>
x—0" X 0" x—0" X 0 x=0 x
1 -1 . 1 -1 1
C) lim — = |[= lim — ===, lim — = —
x—0" X x—0" X x-0 x
d) lim _—Jz{_—j}z—m, lim _—1=[_—1}=+oo, I|m—1=oo
x—0" X x—=0" X B x>0 x

8.38. Halla los siguientes limites.

b) lim — ¢) lim

1 1
a) lim ———— —_—
) x-2" Y x4 _16 x->2 {x*_16 x>28x4 _16
a) lim ;—[i}—+
x—2% 14/ X4 -16 o*

b) Ilim o existe, ya que no estan definidas las raices de indice par de los numeros negativos.
x—27 4
x* -1

-
-
[0}

¢) lim ——— no existe al no existir lim

1
=28 x* - 16 -2 4yt 16

8.39.(TIC) Halla los limites siguientes.

a) lim > b) im 2= ¢ lim>—  q) im "X ¢ lim X lim 11X
x-0* Inx x-0~ Inx x-0Inx x-0t X x>0 X x—=0 X
a)0 b) No existe. c) No existe.  d) {;—T} = —oo e) No existe. f) No existe.
8.40. (TIC) Calcula los siguientes limites:
a) lim 1+ tgx b) lim 1+ tgx o) i 1+ tgx
n* COSX n~ COS X & COS X
=5 x> 2
a) lim 1+tgx=[ﬁ}=+oo b) lim 1+tgx=[+i’}=+oo o) lim 19X _
nt COS X 0 L& COsX 0o X_% Cos X

2
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8.41.(TIC) Halla los limites que se indican a continuacion.

2
a) lim X +5x=3 e) lim 2* i) lim 4

X —+o0 4 X—>—o0 X—>+400 ,3X2+5X—3
2 _ x
V3x*+5x-3 [1) i) tim (x—e)

b) lim —————  f) lim
il 4 X—tea\ 2 X
1 X
c) lim (x +e*) g) lim (—] k) Jim 27
X—>+e0 x>\ 2 X
. X i 4 i —X
d) lim 2 h) lim ————— ) Jim 2
X—>+o0 x>+ 3x°+5x-3 =
2 * ”
o) lim 3 5X=3 f lim [l) {(lj }:0
X —>+oo 4 Xt 2 2
by lim YSX_+5X=3 _ g) lim (1j = lim (1j = oo
X —>+oo 4 X7 e
. X) = [+ 00 4 00] = 4oo im ————=
©) X'Ln:m(xnte )_[+ +oo] =+ h) lerTm 3x2 +5x-3
d) lim 2% = [2*]= 4 i) lim —2 o
Am, = [3x? +5x -3
e) lim 2= lim 27 =0 ) lim (x—e™)=[-eo— o] = oo
X —>—oo X —>-+oo X7

8.42. Calcula los limites:

. (1Y
m) JL’IL(EJ

(1Y
" X'L'IL[EJ

k) lim 27 =[2~]=0

lim 27 = lim 2¥ = 4o

X—>—o0 X —>+o0

m) lim

l3) |5
im(3) = m[3) <o

—_

n) lim

a) lim (4x*-5x?-3)  ¢) lim(x*-x2+x-1) e) lim (2x*+x*-2x+1) g) lim (2x*-2x+5)
X—3+o0 X——00 X—>+oo X—3—o00
b) lim (-2x°+5x-6) d) lim [—1x5—1x2) f) lim(2x+x°=2) h) lim [—3x4—1x)
X400 X—>—c0 2 3 X4 3 X—3—c0 3
a) +oo C) —o €) +oo g) +oo
b) —0o0 d) +oo f) —o0 h) —oo
8.43. Halla los limites:
. 2x3 4+ x? -1 . —A4x*+x? . 2x?+3x+2 o 2x% 41
a) lim ————— d) lim —(——— g) lim ————— j) lim
Xodeo  — X7 4+3 x>—e 34+ X x>— —3x“+3 X=X+
3 _ 3 2 _ 2
b) lim 2X_*t2x+3 e) lim —2X*3 hy lim 23X =2y 24X
x>+ —x?43x x> x2 x> -3x+5 xo>= x34x
_ 3 _ 4 _ 5 6
¢) lim —2X°*+3 f lim 22X *1 i) lim —2X *1 1) lim 22X *X
x40 1-Xx x>0 —3x° +3 x> §5—x x> 3x“+3
4 2
a) -2 d) tim =X e g9 -2 i fim 2 -
X—>too X 3 X X
_ 3
b) —eo e) lim 2X2+3=0 hy fim =2~ k)0
X—>+oo X Xt 3 )
2 4x° 2x°®
C) +oo f) = i) lim = —oo 1) lim = oo
) ) 3 ) X—>4o0 —X2 X =300 3)(2
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8.44.(TIC) Determina los siguientes limites de funciones.

. V2x?+2x+3 . 2x?-3x+5
a) lim ——— d) Iim ——
X—=>+o0 2x+3 X—>+o0 3/4x6+x2_1

2
b) lim ——2X_*1 e) lim
x>+ x® +3x -1 X+ _2x2+5
/ 6 2 2
c) lim sz f) li 3x7+1
x—+e —2x2 41 x>—e 3X+3
V2x? +2x+3 2x2 2
a) lim = lim =—
X—>oo 2x+3 X—teo 2X 2
b) +e
C)—oo
2 3 42
d) = = =32
) Ya 2
e) No existe.

8.45. (PAU)(TIC) Halla los limites:
. x? x?
a) lim -
x| X—1 x-2
3_ 5,2 3 2
b) lim X 22x X -2+2x
x—4o|  x°—1 x°+1

a) [eo—oo] > /= lim | —2_|=_1
)| ] H+°°(x2—3x+2]

f) lim = lim = lim

x——o 33X+ 3 X—>—o0 X—>+o0 —3x 3
g)0
h) —
|)+o<>
o
c) Iim( 2 2 J

x| x2 4 x?41

C [x*+x+2 x?*-2x+2
d) lim -

X—>—0 x-3 X+2
o[ 2-2]-0-0-0

~+oo —+oo

—4x* +2x° 8x* —4x+10
b) [e0o—c0 I=lm|——|=-4 d) [—oo+o0 /=Ilm|——— =8
) fomel 1= fim (220 ) [t 1= i | S0
8.46. (PAU)(TIC) Calcula los siguientes limites.
a) lim (2x—\/x2+x—3) c) lim (\/x2—2x+5—\/x2+x+5)
X—>+o0 X——o0
b) lim (\/2x2—3x+5—\/2x2+x+1) d) lim (1/x2—1x+3—£J
X =400 X—>4o0 2 3
2 2
2 iim (ZX—\/X +x—3)(2x+\/x +x—3j_ i 4x* —x?_x+3 i 3x2 — x+3 e
Xt 2x+Vx2 +x-3 P ox+UX2+x-3 T 2x+4Ux?+x-3
(\/ZXZ—3x+5—x/2x2+x+1j(\/2x2—3x+5+\/2x2+x+1j
b) lim -
X V2x? —3x+5 +v2x2 + x +1
_ lim —-4x+4 4 2
= [2x% —3x+5 + 2x2 +x+1 22
(\/x2—2x+5—\/x2+x+5)(\/x2—2x+5+\/x2+x+5) _3x 3

lim

c) lim
X—>—co

VX2 —2x+5 +Vx2 +x+5

X‘>’“\/x —2x+5+\/x +x+5 2

2 1 X 2 1 X 2 2
{\/X —2X+3—3]{JX —2X+3+3J X2—1X+3—L 8X —1X+3
d) lim = lim 9 _ |jm -9 2 = oo
X—>4oo X—>too X—>too
\/x2—1x+3+£ -txizaX -txizsX
2 3 2 3 2 3
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8.47.(TIC) Calcula los siguientes limites de funciones distinguiendo, si es necesario, los dos limites laterales.

.oox-1
a) lim—;
x=1x° +1

. xX*-7x+16
) lim —————
x—-4 x° —-2x —24

2
f) lim X+
x-1 x—1

. 2x+1
lim
x>-3 X+3

2
. X =

h) lim —;
x—3 X° —

4

. 2x? +5x -1 XA 462 +Ax+1
d) lim— 5 i) lim
x-5 x% —5x% —25x +125 x—-2 X2 +2x+1
e) lim xt-a’ i) lim L
x—>ax2.|.a2 J X—>aX2—a2
. -1 0
a) li =—=
)X—>1x2+1 2
. 2x+1 [7}
lim =|—|=—o0
. 2x+1 | 7] |x-3" 3—X 0 . +1 .
b) lim == = lim no existe
x=3 3-X 0 . 2x+1 7 x-3 3-Xx
lim =| — | =+
x—3~ 3—X 0+
| x2—7x+16_{@}__
X2 —Tx+16 [607] |xsa* x2—2x-24 [0 x> -7x+16 .
c) Ilim ———=|— = —————ho existe
x—>—4 x° —2x—-24 0 lim x2—7x+16_[60}_ x4 x° —2x—24
xod X2 —2x-24 |07 |
2x% +5x 1 _{E}_
d) lim 2x* +5x -1 _[ﬁ] x-5" x* —5x* -26x+125 [ 0 -
x5 x3 —5x2—25x+125 | 0 |'| . 2x2 +5x -1 74
lim — > =| | =
x—5- X° —5x“ —-25x+125 0
. 2x% +5x—1
lim 3 > = 4oo
x-5 x° —B5x° —25x+125
2,2 2,2 2
) imX =% - % 0 siaz0 ImX =% —imX —lm1=1 sia=0
x—a X2 +32 232 x—a X2 +a x—0 X2 x—0
ox2+1 [ 2]
) lim =|— | =+ )
X +1 [ 2] [xo1 x—1 (VR XS +1 .
f) li == - = lim no existe
x-1 x =1 0 X2+1 _|: 2 B x—=1 X —
x> X—=1 - 07__
2x +1 _—5}
m =|—|=—oc0
. 2x+1 [-5] |x>-3t x+3 [ 0OF . 2x+1 .
) lim =|—1; - = lim no existe
x—>-3 X+3 0 im 2X+1_ —_5}_ x>-3 X+3
x>-3~ X+3 |0
2_
h) lim = 9_ 99
x=3 x4 -4 5
) imX +4x" +6% +4x+1_0 _
x—>-2 X2 +2x+1 1
j) lim X +a’ = 2—32 no existe
D a2 | 0
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8.48. (PAU)(TIC) Calcula los siguientes limites.

x*-x-6 x*+3x-10 x*+2x%-x-2 X' —x* -3 +5x-2
a) lim ———— c) lim—u—————— e) im ——— g¢g) lim——————
x-3 x2 + 4x - 21 x2x3 - x? —8x+12 x—>-2 x%+2x% - x-2 x> xXP_2x+1
x?+3x-18 X2 —2x+1 x*+3x2—24x-80 3x+2
b) lim ——— d) lim lim h) lim | (x+1
)y x*-27 ) o x* —x* —3x* +5x -2 0 X2 +x-12 ) Jim, (( ) x2]
X2
a) lim —XG—[E}—H lim X=3X+2) _p (x+2) 1
-3 x24+4x-21 |0 x=3(X=3)(x+7) x=3(x+7) 2
2 — [
by lim M:H%,:”m (x-3)x+6) _9 1
x-3  x° =27 0 -3 (x-3)(x“+3x+9) 27 3
x*+3x-10 0 (x=2)(x+5) x+5 7]
)Ilm——— —/=1lim = lim ==
x-2x3-x2-8x+12 |0 x=2 (x=2)%(x+3) x>2(x-2)(x+3) |0
xX+5 {7}
im ————— = — | =4 )
-2t (x=2)(x+3) |0* x“+3x-10 .
/= = lim = ao 50 existe
im X+5 [l}_ L o2 —xP-8x+12
x-2 (x=2)(x+3) |0
2 o & +
d) lim ); 2x +1 =[9}—>I—I|m (x31) _lim 1 z[l}z +oo S X =1
x>1x*—x3-3x2+5x-2 |0 =>1(x=1)°(x+2) x>1(x-1)(x+2) |0 — 8i X T
4 3_y_ 3 _ 3 _ _Q_
&) lim x*+2x% —x 2:[9}_”: im (x+2)(x2 10 _ im x2 1_-8 1:_3
=2 x3+2x2-x-2 |0 x=>2(x+2)(x“-1) x>-2x°-1 4-1
3 2 _ _
f) lim X +32x 24 x 80: 9 = (x+4) (x-5) _ — lim (x+4)(x 5):£:0
x—-4 X +x-12 0 xa—4 (x+4)(x-3) x—-4 x-3 -7
. x*—x*-3x2+5x-2 -8
g) lim 5 =—=-2
x—>-1 X —=2x+1 4
3x+2 . (x+1)(3x+2)j [O} - ((x+1Bx+2)) . (3x+2] -1
h I|m X+1 =[0-0o| >/=lim| —F——|=|= |>/=IlMm| ————|=lMm| —— |=— =1
) [( ) +X2j [ ] x+1[ X3+X2 0 X——1 X2(X+1) x——1 x2 1
8.49. (TIC) Calcula:
x+1-2 2-Jx Vx+6-3
a) lim c) lim ————— e) lim
x>3  x—3 x>43-x+5 x—)34_1/x+1
x—-1 x?+3a?-2a
b I| d) lim —— f) im—— ,a>0
) -2 3 - 1/ )x—>12 xX+3 )x—>a X—a
a) lim XX *+1=2 [—}—H—Iim( x+1-2) X+1+2)—Iim x—3 T B
=3 x-3 [0 8 (x=3)(Vx+1+2) I (x=3)(Vx+1+2) P (Vx+1+2) 4

x2_4 0 (x—2)(x+2)(3+\/x+7) _ (x—2)(x+2)(3+\/x+7)
o)im = (5| (s VxeT)[3dxet) o 2-x -
= lim - (x+2)(3+x+7) = 24

¢) lim —— 2-4x =[O}—>I—I|m (2_\/—)(2+\/—)(3+\/ﬁ) , (4—x)(3+ﬁ)

M3 Vxrs 43 Vxe5)[2e Vx|[BexeE) % (a-x)(2en]
_“m3+\/x+5 6_3
Caoh 24yx 42
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8.50.

i x+6-3 [0 i (\/x 6—3)(\/x+6+3)(4+\/x+13) . (x—3)(4+m)
N2 Vxi1a _[5}% _Xlin3(4—\/x+13)(x/x+6 +3)(4+\/T13)_XILns (3-x)(Vx+6+3) -
i (x—3)(4+\/x+13) i 44+/x+13 _i__i

3 (x-3)(Vx+6+3) -(Jx+6+3) 6 3

—[=lim
x—a

g

(x—a)(x+a)

= lim = lim

(TIC) Halla los limites siguientes.

X

(\/x2 +3a° —Za)(\/x2 +3a° +2a)

= lim

—-a

x-~a (x—a)(\/x2+3a2 +2a) x-a | x? +3a% +2a C4a 2

(x—a)(\/ x? +3a” +2a)

2a 1

xX+a

e (x—a)(\/ x? +3a’ +2a) )

2x%+
j X 1:[0“0]20

. 3—-2x\x+3 . 4— x \2x+1
a) lim| — f) lim [—
x>=1 x°+1 x»>-1"\ x“ -1
x2 2x+1
2 2xd 2
b) fim | X1 g) lim 2+1 *
x—2t| X —2 x>+ 2X° +3
Vx 2x241
. x+3 ) . 2-3x
) Jim (5 os) ) Jim (25%)
X
d) Iim(1+senx]se7 i Iim( cos x )°°52x
x-0 1+ x x-0\ cos x + cos? x
1
. 1+Inx \inx x | 2x\X
) X'L"#[ X1 ] ) Iim[i]
x—0 3
X 1 1 2x
_ (3-2x\x3 (5Y2 (22 [2 10  (4-x\axm |(BY
a) lim =2 =2 =2 =— f) lim | = =|=| |=+
x=>-1 x* +1 2 5 5 5 x—-1T\ x* =1 0
x2 4 2x+1 )
2 2x—4 ey 2
b) lim | = LLY [%)0 =[+oo+“]=+oo g) lim X2+1 : =[1J A
x—2f X —2 0 x—+teo| 2x% 1+ 3 2 4
2Jx 2x%+1
o) lim (X221 _[o=]=0 hy lim [223X]7 2 i [2X12
x—+e\ 3x% +5 X—o—eo\ x4 4 X—o+oo\ x4 — 4
X
. (1+senx\senx - cos X cosBx (!
d) lim| ——— =1=1 i) lim| —————— ===
x=0 T+ x x—-0{ cos X +Ccos” x 2
1 1
— - x . a2x \¥ 0
&) tim [1EINX Y[ 1o | [ ]2 e piim| EEE (2] 2y
x> X =1 0" x—0 3
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8.51. (PAU)(TIC) Halla los limites siguientes.

2 - V=x
_(x+4Y"  (2x+3)° " (P ax ) (V=x 1)
a) lim c) lim e) lim|——— g) lim|——
x—+o\ X+ 3 x——o\ 2X —3 x—+0| X° +2 xo-| J_x
2 A 2Jx
 (2x?+5x )" . [ eX +e2X e ((x+dx )T . Y
b) lim| ———— d) lim| ———— f) lim h) lim —
x—=+o{ 2x° +3x x—0 2 X >0l x_\/; x—0l 2—@™ ¥
X+4 x+3 lim (x+3)[i4—1] lim (X+3).L 4
a) lim ( 3] :[T’ﬂel:eﬁ*"’ W mgor x =gl=g
X—teo\ X +
2
2 x%+2x lim (x2+2x)[72" *5"71J lim (x2+2x) —2X
b) lim [;XZ +§XJ |:1N:| -/ = o 2x7+3x = (2x2+3x] =e™ =+
x—teo| 2x° +3x
43 _ x“+3 lim (x2+3) X34 lim (x2+3) 8
o) lim (§x+§j — iim [ §x+2j :[fﬂ_),:ex%m (—2x—3 ):exﬁm (—2x—3]:e—°" -0
X——oo\ 2X — X—+oo |\ —2X —
1
eX+e¥ e
d) lim =1=1
x—0
3
2x-4 lim (2 74[)( +4X71] ' Ax=2 - 8x%-20x+8
xote| X342
2Vx lim (24x [—”&71] im _4X
f) lim [XJFﬁJ :[1“}—>l=exlﬂ“'( o :exmx—& =e*
X—>+oo X — X
(N =x+1 o - (x 1 . - xi"lm(ﬁ)[%_q xinlw(\/;)[%j 1
g) lim T = lim Tx =[1J—>I=e =e =e =e
X——o0 —X X—>+oo X
—Xx X
h Iim[ ] =10 =1
x=0| 2—g™¥

1

2
a) lim seg X c) lim —3X__ e) lim(1+senx)”
x>0 2x“ -1 x-0 In(1+ x) x—0
2 1 2
b) lim 2tg 2x d) lim [1+senxe f lim 1—c023 x
x>0 x“ +2x+5 x—0~ 2 x—0 x
2
a) lim > X -9 o
x>02x% -1 -1
2
b) |im2tgi:9:
x>0 x“+2x+5 5
oy lim—X |81 im X4
x=0In(1+x) |0 x=0 X

1 oo
d) lim (Hsﬂjx :{[lj }:[ 7] = oo
x—0" 2 2
20 E Solucionario

g) lim2x2.cotg? x
x—0

, 1+ x?
lim

=0 (In(1+ x))?

1

- COS X \x

i) Ilm[ ]
x—0t 2

1

j) lim(cos x) <
x—0




1

lim l(1+sen x-1) lim 360X

i x = had — @x—-0Xx —@ax->0 X = 1=
e))l(linm(1+senx) [1 J—)/ e e e'=e
X2
. 1-cos?’x [0 . (1-cosx)(1+cosx) . — (1+cosx) . 1+cosx 2
f)lim ———=|=|—>/=Ilim = lim = lim =—=1
x—0 X2 x—0 X2 x—0 X2 x—0 2 2
. 2 2. T 2X2 T 2X2 _
g))l(lirg)Zx cotg® x =0 ]e/—)l(l_rgtgzx ‘l'ﬂl)_xz =2
2
h) |im”—X2={i+}=+m
x>0 (In(1+x))” LO
1 oo
i) fim (Cosxjx - [1) -0
x—0" 2 2
. i
2 lim i(cos x-1) lim cosx-1 lim —2- A
) Iirrg)(cosx) =[1°°J — [ =e0x —e X ek —g2- L
X—>

PROBLEMAS

8.53.Dada la sucesion a, = n_+1:
n

a) Comprueba que su limite es 1.

b) Encuentra un término a partir del cual todos los siguientes pertenezcan al intervalo de centro 1 y radio

€=0,01.
c) Encuentra un término a partir del cual todos los siguientes pertenezcan al intervalo de centro 1 y radio
€=0,0015.
ﬂ +1 1+1
a) |im”—”:[i’°}—>/= lim 0 = fim — 1 =" —1
n—oe N 400 N—oo Q noe 1
n

b) |a, - 1< 001= ”—”-1‘ <o,o1:»‘l
n n

< 0,01 :>l< 001=n >$: 100 = El término buscado es n = 100.
n

n+1_4
n

c) Ja, —1<0,0015 =

<0,0015= U <O,OO15:>1<O,OO15:>n> ! =666,67
n n 0,0015

El término buscado es el n = 666.

2 n
8.54.(PAU) Calcula el valor de a para que el limite de la sucesion de término general a, = [nan-l-:] sea 2.
n“+n+

2 n Jim n[n2+an+2_1]
. n“+an+2 - w | n2
lim — :[1+ J—>/:e"_> n°n+2
n-el n°+n+2

2 _ _ 2
Calculamos el limite del exponente: |lim n nanJqu = lim n[ (2a n J: lim (f hn =a-1
noe | NT4+n+2 nse \N“+n+2) noen“+n+2

Entonces lim a, =e*'=2= a-1=In2=a=1+In2
n—eo
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8.55.En el aifo 2008, y en una cierta zona de bosque mediterraneo, hay 1000 unidades de arboles de una
determinada especie. Si se supone que cada afio la cantidad de arboles crece en un 4%:

a) Escribe los primeros términos de la sucesion que indica el nimero de arboles que habra segtn los

afnos transcurridos.
b) Escribe el término general de dicha sucesion.

c) ¢ Cuantos arboles habria en el aino 2016 si se siguieran dando estas mismas condiciones?

d) A partir del aiio 2016, y debido a un plan de regeneracion, se espera que el crecimiento se modifique

segun el modelo b, = W , donde n es el numero de anos transcurridos desde 2008.

2
¢En qué porcentaje crecera el numero de unidades en 2017 respecto de 2016?
e) Realiza un grafico que represente el nimero de arboles entre los afios 2008 y 2020.

f) ¢ Se estabilizara el numero de arboles? ;En qué cantidad?

a) 1000, 1040, 1082, 1125, ...
b) a,= 1000 - 1,04", siendo n el nimero de afios transcurridos desde 2008.
c) ag= 1000 - 1,04% = 1369 arboles

5476
d)by=13092 5470 . 3 _43..un333%
3 3 1369
2
e)
2500
2000 —
1500 o
10004e o o ® * °
500
o +4+—+—t—t+—+—+—+—+—+—+—+—+—+
3349333953837
lcNoNoNoNoNoNoNoNoNoNolNolNo]
AN AN AN AN ANANANANANNANANAN
f) 1im 12897=7) _ 5 4369 = 2738 arboles
N—co n-6
2

8.56. (PAU) Calcula los valores de ay b para que se verifiquen las siguientes igualdades.

2
a) Iim[n +1+an+b]=0
noe| nN+1

b) lim

n—eo

n?+2n+3
2n+1

+an+bj=0

- (n?*+1 [ n*+1+an*+bn+an+b
a) lim 1 +an+b |=lim

((1+a)n2+(a+b)n+1+bJ:0:>

= lim
n—es| N+ n—ses n+1 n—ses n+1
a=0 o ib=1
a+b=0
. (n*+2n+3 . (n*+2n+3+2an*+2bn+an+b
b) lim| —————+an+b |=Iim =
n—es + n—es 2n+1
2 —
— lim (1+2a)n“+(a+2b+2)n+3+b ~0 1+2a=0 za:—lb:—g
n—eo 2n+1 a+2b+2=0 2 4
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8.57.Se forma un cubo de lado n con cubos de lado 1 unidad, y se pintan las caras del cubo grande. Después,
se cuentan los cubos pequeinos que tienen tres caras pintadas, los que tienen dos y los que tienen una.

a) Forma la sucesion del nimero de cubos con tres caras pintadas, segun que el lado del cubo grande
sea 1, 2, 3, etc., unidades. Escribe el término general.

b) Forma la sucesion del nimero de cubos con dos caras pintadas, segun que el lado del cubo grande
sea 1, 2, 3, etc., unidades. Escribe el término general.

c) Forma la sucesion del nimero de cubos con una cara pintada, segun que el lado del cubo grande sea
1, 2, 3, etc., unidades. Escribe el término general.

Si la medida es 1, solo tiene un cubo con las seis caras pintadas, por lo que el primer término de las tres
sucesiones es 0. Consideremos, por tanto, n > 1.

a) Tres caras pintadas: 8, 8, 8,8, ..., a,=8
b) Dos caras pintadas: 0, 12, 24, 36, ..., a, = 12(n - 2)
¢) Una cara pintada: 0, 6, 24, 54, ..., a, = 6(n — 2)2

8.58.Un cuadrado tiene 20 cm de lado. En él se inscribe una circunferencia, dentro de ella otro cuadrado,
después otra circunferencia, y asi sucesivamente.

a) Halla los primeros términos correspondientes a las sucesiones de los perimetros y de las areas de los
cuadrados, por un lado, y de las circunferencias, por otro.

b) Calcula los términos generales de las sucesiones anteriores.

c) Calcula el limite, si es que existe, de las sucesiones anteriores.

a) Cuadrados: Perimetros: 80, 40 \/E , 40, 20 \/E .... Areas: 400, 200, 100, 50, ...

Circulos: Perimetros: 20, 10\/5 n,10m, 5\/5 n, ... Areas: 100m, 507, 257, 2—2515,

n-1
b) Cuadrados: Perimetros: 80-[72] ; Areas: 400

2!771

1007
) n-1

n-1
Circulos: Perimetros: 207{%] : Areas

c) Todas las sucesiones tienen limite 0.

8.59. (PAU) Calcula el valor de k para que se verifique que:

3 2
a) lim (\/X2+kx—3—\/x2—3x+5)=£ b) lim X P X thxt3
X 2 x1 x3—x2 - x+1

(\/x2+kx—3—\/x2—3x+5)(\/x2+kx—3+\/x2—3x+5)

a) lim (\/x2+kx—3—\/x2—3x+5)= lim =
X ke Xoteo VX2 +kx—3 +4x?—3x+5

. (k+3)x-8 k+3 k+3 5

lim = = =—= k=2

o I rkx-3 42 -3x+5 N1+J1 2 2

b) lim
x>1 x3 _x? _x+1

X% +x? +kx+3 _[5+k

0 } . Para que el limite pueda valer 2, es necesarioque 5 + k=0 = k= -5.

Efectivamente, en este caso: lim

2
x>1 x3 - x% — x+1

xX+x*-5x+3 [0 (x=1%(x+3) . x+3 4
L T T 2 s =1lim - = lim =—=
0 > (x=1)(x+1) x>1x+1 2
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8.60. Una empresa presta servicios de asesoramiento informatico para corregir errores habituales en los PC

8.61.

mediante consultas telefonicas. La siguiente funcion expresa el coste total anual, en euros, de prestar x
consultas telefénicas, teniendo en cuenta los gastos de salarios, local, conexiones y equipos:

f(x)=7,5x+6500
a) Escribe la expresion de la funcion que facilita el coste unitario de cada asesoramiento cuando se han
contestado x consultas telefonicas.

b) Suponiendo que la ley se verifica indefinidamente, halla el coste aproximado de cada servicio
teleféonico cuando se presta una gran cantidad de ellos.

c) Si se decide cobrar por cada servicio prestado un 25% mas del coste hallado en el apartado anterior,
icual es el beneficio obtenido al resolver 8000 consultas?

f(x) _7,5x+6500
X X

a) Costes por unidad: C(x)=

b) lim 7,5x +6500

X—>+o0 X

=75 €

c) Se cobrara 7,5 - 1,25 = 9,375 € por servicio. Luego el beneficio es de 1,875 €.
Al resolver 8000 consultas el beneficio obtenido sera de 15 000 €.

La poblacion de insectos en una laguna centroamericana evoluciona con el paso de x dias segun la

siguiente funcion:
15 000x + /20 000x + 8000
f(x)= 3

x+1

a) Indica la poblacién que existe al comienzo del periodo considerado.
b) Indica la poblacion cuando han pasado 5, 7 y 10 dias.
c) Si la poblacion siguiese la ley indicada de forma indefinida, ;en qué valor aproximado se estabilizaria?

a) f(0) = 51,6 = 52 insectos
b) A los 5 dias: f(5) = 12 532 insectos; a los 7 dias: f(7) = 13 153 insectos; a los 10 dias: f{10) = 13 660 insectos

15000x + /20.000x+8000 15000
c) lim 3 = 1 =15000 insectos

X—teo x+1

8.62.Una empresa que fabrica discos duros externos para ordenadores personales se plantea fabricar un

minimo de 200 unidades en un determinado periodo de tiempo y estima que:
» Si fabrica esas 200 unidades minimas, los costes totales de produccion ascienden a 4000 €.

¢ Por cada 20 unidades que fabrique que superen esas 200 y siempre que no pasen de 900, los costes
disminuyen en 25 céntimos por unidad fabricada.

¢ A partir de esas 900 unidades, los costes por unidad producida vienen dados por la expresion:
f(x) =11+ e—0,00154x

a) Escribe las expresiones de las funciones que determinan los costes totales y por unidad, segun el
numero de unidades vendidas.
b) Indica el dominio de las anteriores funciones.

c) Estudia la tendencia de las anteriores funciones cuando el niumero de unidades producidas es muy
grande.

a)
Costes por unidad: Costes totales:
4000 _ 0,25(x=200) i 500 < x <900 4000, 0,25x(x=200) ;i 560 < x <900
C,(x)=1 200 20 C;(x)=1 200 20
114 g 0:00154x si x>900 11x + xe 000154« si x>900

b) El dominio de ambas es [200, + ).

c) Cuando se fabrica un numero x muy grande de unidades, los costes por unidad tienden a estabilizarse en
11 € y los totales, obviamente, crecen indefinidamente.
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8.63.El tiempo, en segundos, que tarda un atleta en correr 100 metros lisos viene dado por la funcion:
f(x)=9+e™* donde x es el nimero de dias que ha entrenado previamente. Calcula el tiempo que tardara
en realizar la carrera tras un largo periodo de entrenamiento.

lim (9+e’x)=9 s

X—>+o0

PROFUNDIZACION
8.64.Da una explicacion de por qué no existen los siguientes limites:
a) lim senx d) lim cosl
X —>+o0 x—0 X
. 1 .
b) limsen— e) lim tgx
x—0 X X—3+00
. . 1
c) lim cosx f) limtg—
X —>+o0 x—0 X

senx, cosx y tgx oscilan indefinidamente (entre —1 y 1 0 entre —« y + ), de forma que nunca se acercan a
ningun nimero ni se hacen muy grandes o muy pequefias cuando x se hace muy grande (apartados a, cy e).

De igual forma, no existe Iim0 senl: lim seny , haciendo y = 1. Anéalogamente los apartados b, d y f.
X— X X

y—>+oo

8.65.Pon un ejemplo de dos funciones f(x) y g(x) tales que exista Iin})(f(x)+g(x)) , pero que no exista Iirr:)f(x)
X x—=

ni )I(i_rr(n)g(x) .
f(x)= sen(lj ; g(x)= —sen(lj = f(x) + g(x)=sen (lj + (—sen(ln =0 y se verifica el enunciado.
X X X X

8.66. (TIC) Calcula los siguientes limites.

ox2-1 Cox%-1
a) lim —— c) lim ——
X oo |X— 1| x—-1+ |X - 1|
2 2
b) fim X1 d) tim X =1
X—=e |X - 1| x—1" |X—1|
2 _ 2 _4
a) lim = lim = lim (X +1)=+eo
X—>oo |x—1| X—too X —1 X—>+o0
2 2
by lim 21 tim X1 im (x4 1) = oo
X—>—oo |X—1| x—>—m_(x_1) X—>—o0
2 _ 2 _
o) lim X1 im 222 imx1)=2
x—1" |X - 1| x=1t X — x—1"
x*-1_ . x*-1

d) lim - = lim—(x +1)=-2
x—=1" |X - 1| x—=1" — (X - 1) x—=1"
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8.67.(TIC) Calcula los limites siguientes.

. X P+ x-2 o x?4x-2 . x*4+x-2
a) lim ————— ) lim ————= e) lim —————
x>t |x% +3x+2) x>2" [x*+3x+2 x>t [x% +3x+2)
2 _ 2 _ 2 _
b) lim x2+—x2 d) lim x2+—x2 f) lim x2+—x2
x—>-1" |x +3x+2| X—y—ee |x +3x+2| x—-2* X +3x+2|
2 f— — [ -
a) lim X *X=2 _ i XENx*2) g (X=D+2) o x=1
PR x2+3x+2| ot |(X+ (X +2)  xore (XHN(X+2)  xore x+1
2 — — — —
b) lim X +x-2 _ im (x=-N(x+2) _ im (x=N(x+2) _ im 1 x:[%}:_m
x>t |x2+3x+2| ot |(XH)(X+2) ot ~(x+1)(X+2) ot x+1 [0
2 p— p— p— p— —
o) lim X +x-2 — lim (x=1)(x+2) — lim (x 1)(x+2): im X '12_3:3
x—-2 |X2 +3X+2| o2 |(X+ (X +2)  xo2 (X+N(X+2) xo2 x+1 -1
2 — p— p— p—
d) lim X“+x-2 — lim (x=1)(x+2) — lim (x 1)(x+2): lim X 1:1
x+m|x2 +3x+2| xom |(X+ (X +2)  xo= (X+N(X+2) x> x+1
2 p— — p— p—
e) X’ +x-2 _ im (x=1(x+2) _ lim (x=1N(x+2) _ im X 1:[3}:_06
ot [P +3x+2] ot (XX +2)] ot (X 1)(x+2) o x+1 0 L07
2 [ - f— f—
f lim X +x-2 _ (x=1(x+2) - lim (x=1(x+2) — lim 1 X:i:—B
x—-2* [x2 +3X+2| o2t [(XHN(X+2)]  xo2 —(X+1)(X+2) xo2 X+1 -1

8.68. (TIC) Calcula los siguientes limites.

X —-X X —-X
. e +e . e +e
a) lim ———— b) lim ———
x—+0 @X — @7 x5 @¥ —@7¥
e* e 1
i e* + e* . T+ e2x 1
a) lim = lim =—=1
x>t @X @7 X x—>+ee1 1
- T2
e* e e
ex e* 1 1
—X X Ty
. e +e . x X . 2x 1
b) lim = lim £—€ = |im £ =—=-
x—+o @ X _ @ x—+0 @ X @ xotoo 1 1 -1
- 2x
e* e

1 1

- . . . i . eX+te X
8.69.(TIC) Calcula el siguiente limite, estudiando previamente los limites laterales: lim ——
x>0 —
eXx—e X
1 A ; 1 1
ex e ex e x
11 1 1 1+ 1t [ [ 2
ex+e X X x . X . eX+ex x g x . eX+1
lim ——— = lim £—f—= lim —€—=—=1; lim ———— = lim €-—2— = lim =—=-1
x—0" - x—0* = x—0" x—=0"  — — x>0 = — x—=0" £
eX_e X ex e X 1—72 ex_eX eX ex ex_1
— ™ 1 1
1 1 ex = L
e; e; e X e X

26 E Solucionario



8.70. Se considera la sucesion 5, 6, 8, 11, 15, 20, 26, ...

a) Cuando una sucesion verifica que la sucesion formada por los nimeros que se obtienen al restar a
cada término el anterior, empezando por el segundo, es una progresion aritmética, se dice que la
sucesion inicial es una progresion aritmética de segundo grado. Comprueba que la sucesiéon dada es de
este tipo.

b) Las progresiones aritméticas de segundo grado tienen por término general un polinomio en n de

segundo grado. Halla el término general de la sucesién dada.

a) La sucesion que se forma al restar a cada término el anterior, empezando por el segundo, es:

1,2,3,4,5,6, ..

Efectivamente, es una progresion aritmética de primer término a1 =1y de razén d = 1.

b) an= an’+bn+c
n=1=a+b+c=a,=5
n=2=4a+2b+c=a,=6=

,b:—%,c:S. Por tanto, an=%n2— %n+5
n=3=9a+3b+c=a;=38

3a+b=1 1
=2a=1=> a=—
Sa+b=2 2

8.71.Se considera la sucesién 1, 3, 6, 12, 23, 41, ...
a) ¢Como definirias qué es una progresion aritmética de tercer grado?
Comprueba que la sucesién dada es de este tipo.
b) ¢ Qué forma tienen los términos generales de las progresiones aritméticas de tercer grado?

Halla el término general de la sucesion dada.

a) Una sucesion es una progresion aritmética de tercer grado cuando la sucesién formada por la diferencia de
cada término con el anterior es una progresion aritmética de segundo grado.

Partiendo de la sucesion dada, la sucesion formada por cada término menos el anterior es 2, 3, 6, 11, 18, ...,
que es una progresion aritmética de segundo grado ya que si se vuelve a restar a cada término el anterior, se
obtiene 1, 3, 5, 7, ..., que es una progresion aritmética.
=1
atbrctd 7a+3b+c=2
8a+4b+2c+d=3

=an® + bn? : 1 -
b) a, =an” +bn“+cn+d 278+ 9b+3c+d =6 =+<19a+5b+c=3

37a+7b+c=6
64a+16b+4c+d =12
12a+2b =1
= et =>6a=2= a=1,b=—§,c=2—5,d=—2:> an=1n3—§n2+§n—2
18a+2b=3 3 2 6 3 2 6
8.72.Dada la sucesion definida por recurrencia:
a - 1
" 14a,
a) Calcula sus primeros términos.
b) Sabiendo que es convergente, calcula su limite.
a)a-1a-1 1a_1 2a-1 3
1= LW, da2="7—=—7",d3~ =T, dd=—F ==
1+1 2 1+1 3 1+§ 5
2 3
b) Como se sabe que la sucesion es convergente: lim a, =lim a,_; =L
Por tanto: LzL:L2 +L_1:03L:ﬁ
1+L 2
g -1-45 . g - N
(La soluciéon L = — no tiene sentido ya que es una sucesion de términos positivos).
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8.73.Dada la sucesion definida por recurrencia:

a =42, a,=+2-a,4

a) Calcula sus primeros términos.

b) Sabiendo que es convergente, calcula su limite.

a, =248 =¥128

a, = V28128 ='{32768

b) Como se sabe que la sucesion es convergente: lim a, =lim a,_, =L

Portanto: L=v2L = > =2l =1? -2l =0=L-(L-2)=0=>L=2
(La solucion L = 0 no tiene sentido ya que todos los términos son mayores que 1).

8.74.Calcula los siguientes limites.

. 1+2+3+...+n
a) lim ————
n—w 2n

2+4+6+8+...+2n

b) lim

n-ses n?+1
c) Iim[1[1+1j+1 (1+3)+1 (1+E)+...+1 [1+£D

n-e| N n) n n) n n n n

. 14243+..4n __ (1+n)n _ n’+n 1
a) lim 3 = lim = =

X—e 2n Xoe 2.2n xoe 4N 4

2+2

b) lim 2+4+6:8+...+2n _ lim ( +2 n)n _2_,

X—o0 n°+1 x> 2n°+2 2

1+ +1+" |n

.11 1) 1 2) 1 3 1 n .1 n n .1 2n+1+n . 3n+1 3
c) im|—|1+— |+— [1+—= [+— | 1+— [+...+— | 1+— | |= lm| - ———— | F lim —- = lim =—

x=| N n) n n) n n n n X0l N 2 X= 2 x=e 2n 2

8.75. Halla los siguientes limites:
1 2 3 n

a) lim12) -+ —+—5+..+—
)x_m (nz n?  n? nz]

. 1 1 1 1
o fo{i-3) -3 (-2 (-7)

12(1+n)n )

. 1.2 3 ny_ . 2 . _6n"+6n 6)_
a) >!|—>mm12[n_2+n_2+n_2+m+?j_“m n—z_lm 2 =lim [6+nj_6
b) lim 16[1—%] [1_%] (1_%)“(1_%] _ “m[16(2—1)(2+1)(3—1)(32+;)(24—12)(4+1)....(n—1)(n+1)j:

X 2 3 4 n X0 2°3%4°..n

4.8.9.4.3.5E-4-7 (n_ 4.9.92 .42 (p_q\2
i 16°1:3:2:4:3-5-4-7.(n-Nn+N) _ . 16-1-2-3 4 (n=1Pn(n+1) _ . 16(n+1) _

X—sen 223242, _n? X—sen 223242, n? x>e 21
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RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

8.1.

8.2.

8.3.

X—>—c0

X
El valor de lim Iogz[2 22 J vale:

A) + oo D)o
B) - E) El limite no existe.
C)1

D) Calculando el limite:

2-2% 2-0
lim lo =lo =log,1=0
Jm 92[ 5 J 92( 5 j 92

El valor de lim (x—\/x2 + a) es:

X—>+oo

A) +oo D) a
B) - E) -a
C)o

C) Calculando el limite:

(ra)xeleng) e

lim (x—x/x2+aj= lim —gim X=X -8 _|_ 49
X—>+oo X—>+oo X+\/X2+a xa+oox+ X2 +a oo
2x-3 2x? +1)"*
Los valores de A= lim y B= lim [—J son:
== Jax? +1+416x* +1 x| = 2x ~1

A)A=1 B=0 D)A=—1 B=-c

2 Y 2 Y
B)A=1 B=+oo E)A=—1 B=0

2 Y 2 Y
C)A= 1 B=-

2

E) Calculando ambos limites:

A= lim 2x-3 . -2x-3

= lim

X2

-2 2 1

Javie 4 2
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8.4. La funcién y = f (x) verifica que:

lim f(x) =+ lim f(x)=2
x—-3" X—y—o0

lim f(x) = +oo lim f(x) = 2
x—-3" x—0

lim f(x) =5 lim f(x) =1
X—>+oo x—4

En estas condiciones, su grafica puede ser:

A) C)
| -
< /e
: a2y
| L

E) Ninguna de las graficas anteriores puede representar a la funcion y = f(x).

D) Porque en la opcién A, lim f(x)=—co,

x—-3"

lim f(x)=—.En la opcién B,

x—-3*

lim f(x) no existe. En la opcién C,
x—5

lim f(x) no existey lim f(x)=—oco.
x—5 x—-3"

3

_y2
Los valores de ay b que hacen que: lim : X2 tax+b
x->2x° -Tx“+16x-12

C)a=-8, b=12

8.5. =-5 son:

A)a=8, b=-12 E) Ninguna de las anteriores opciones es cierta.

B)a=8, b=12 D)a=-8, b=-12
3_,2 _
C) lim 3X X2 tax+b = 8-4+2a+bh . Para que este limite sea finito, es necesario que 4 + 2a + b = 0.
=2 x° —7Tx° +16x-12 0

x*-x*+ax+b im (x-2)(x*+x+a+2) i x*+x+a+2 8+a

En este caso, lim = =a=-8,b=12.
x=>2x3 _7x? +16x-12 x-2 (x-2)(x?-5x+6) x-2 x?_-5x+6 0
3,2 _
Se comprueba que para estos valores el limite vale: lim X = X" -8x+12 bx=2 _10 =-5

52 X3 _7x2 116x—12 x-26x—14 2

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas:

8.6. Dada la grafica de f(x):

' Y/o A) XIi_)nlof(x)=2 D) Iir_r;_ f(x) = +eo
/ B) lim f(x) = 6 E) lim f(x)=0
EESEE C) lim f(x)=3

ol 1 E/ X x—-3*

A, C, Dy E. Observando la grafica se aprecia que la respuesta no cierta es la B, ya que Iim2f(x) no existe.
X—
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8.7. La sucesion a, es convergente y verifica que: a,,, = /1+a,

A) Si a;=2 entonces la sucesion es monétona decreciente. D) El limite de la sucesion es 1.

B) Si a1=1 entonces la sucesiéon es monétona creciente. E) El limite de la sucesion es 1+46 sia>1y1sia<1.

1+/5
2

C) El limite de la sucesion es

C)Si lim a,=L=L=v1+L :>L2—L—1:O:L:1+\/g

X—>oo 2

; A, B) se comprueban con calculadora.

Elige la relacion entre las dos afirmaciones dadas:

8.8. Dadas las sucesiones de términos generales respectivos a, y bp:

a) Las dos son convergentes. b) La sucesion de término general c,= a,+ b, es convergente.
A)as b D) ay b no se pueden dar a la vez.
B)a = b,perob=» a E) Ninguna de las dos afirmaciones se puede verificar.

C)b=a,peroa=pb

B)Sian=(-1)"yb,=(-1)""" = a,+b,=0= lim(a, +b,)=0, pero los limites de a, y b, no existen.

n—soo

Sefiala el dato innecesario para contestar:

8.9. Se quiere obtener el limite Iimz% donde P(x) y Q(x) son funciones polindmicas. Se dan los siguientes
X——
datos:
a) P(0)=Q(0)=0 c) El resto de dividir Q(x) entre x + 2 es 0.

b) El resto de dividir P(x) entre x + 2 es 3.  d) El resto de dividir Q(x) entre (x + 2)* es 2.

A) Puede eliminarse el dato a. D) Puede eliminarse el dato d.
B) Puede eliminarse el dato b. E) Los datos no son suficientes para poder calcular el limite.
C) Puede eliminarse el dato c.

Son innecesarios los datos a y d, ya que con b y ¢ se puede calcular el valor del limite:

im PO _ i A(x+2)+3 ={§}=
x>2Q(x) x>2Q(x)(x+2)+0 [0

Si cogiésemos el dato d en lugar del dato c, no podriamos determinar si la solucién es + e« 0 —c.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:
8.10. Se quiere obtener el limite en el origen de coordenadas de la funcién f(x) continua en R. Se sabe que:
a) La funcion verifica que f (—x) = f (x) para cualquier x. b) lim f(x)=3
x—0%

A) Cada dato es suficiente por si solo para hallar el limite. D) Son necesarios los dos datos juntos.
B) a es suficiente por si solo, pero b no. E) Hacen falta mas datos.

C) b es suficiente por si solo, pero a no.

C) Por ser continua en todo R, también lo es en x = 0. Por tanto: Iim0 f(x)= IirE\ f(x)= Iing f(x)=3
X x—0- x—0+
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Solucionario

n Continuidad

ACTIVIDADES INICIALES

9.l. Dibuja la grafica de las siguientes funciones.

X+2 si x<-1
a) f(x)=9-x si—-1<x<2
x-4 si x>2

b) f(x)=2x-3+[2x - 3|

a) Six € (—~, —1).El segmento de recta pasa por el punto (-2, 0) y se Y

acerca al (-1, 1).

Six e [-1, 2] . El segmento de recta pasa por (-1, 1) y por (2, —2).

Si x € (2, +<), el segmento de recta se acerca a (2, —2) y pasa por (4, 0).

b)
Y
/
[(x)
1
/
i X
9.ll. Escribe la expresion algebraica de la funcion. Y
3 si x<2 1

f(x)= —%x+2 si2<x<4

2x-8 si x>4

EJERCICIOS PROPUESTOS

9.1. Indica si las siguientes funciones son o no continuas en el punto x = 2.

3x%2-1si x>2

a) f(x)=< 2 b) f(x)=v-2x2+6

—+10 si x<2
X

a) lim f(x)= Iim(£+10j=11; lim f(x)= Iim(3x2—1):11; fi2) =11

x—2" x—=2 X x—2" x—2

Por tanto, la funcién es continua en x = 2.

b) No existe f(2), ya que v-8+6 =+/—-2 no es un nimero real. Por tanto, f no es continua en x = 2.
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9.2. Seiala el mayor conjunto de nimeros reales para los que la funcion f(x) sea continua en cada uno de
los siguientes casos.

a) fix) = x* = 252 b) F(x) = ﬁ ¢) f(x)=x+1

a) Continua en todo el conjunto de los numeros reales.
b) Continua en todo el conjunto de los niumeros reales excepto en x = 1.

c) Continua en (—1,+ ) y continua en x = -1 por la derecha.

ax+a si x<-2
9.3. Indica el valor o los valores de a, si es que existen, para que la funcion: f(x) =

si x>-2
x+4

a) Sea continua en x = -2.
b) Presente una discontinuidad evitable en x = -2.
c) Presente una discontinuidad de salto finito en x = -2.

d) Presente discontinuidad de salto infinito en x = -2.

a)
lim f(x)= Iim2 y) =-1
_o* X—-
X X f(-2) = —a. Por tanto: fes continuaen x=-2sia=1.
lim f(x)= I|m2(ax+a)=—a
xX—-2" X——

b) Para ningun valor de a, la funcién presenta una discontinuidad evitable en x = -2.
c) Para cualquier valor de a distinto de 1, la funcién presenta en x = —2 una discontinuidad de salto finito.
d) Para ningun valor de a, la funcién presenta una discontinuidad de salto infinito en x = -2.

9.4. Estudia la continuidad de las funciones:

3

a) f(x)=% c) f(x)=Vx2 -5
X+242—X

b) f(x)=log(x? +1) d) g(x)=2+[2x -3

a) x?-x-2<0=(x-2)x+1)<0=xe(-12)
b) x2 +1>0 para cualquier x. Por tanto, siempre se puede hallar su logaritmo. La funcién es continua en R.

c) x2—5203xe(—oo, —\/EJU[\/E +o°)

d) Para cualquier x, 2+ |2x - 3| >0 vy, por tanto, siempre se puede calcular su raiz cuadrada.

2 si x<-2
9.5. Dada la funcién f, represéntala y estudia su continuidad: f(x)={ x? si —2<x<1
1 si x>1
X
Y
f(x) 1 . -
Los tres tramos 2, X y — son continuos en su dominio.
— X
11 Ademas, es continua en x = 1 y discontinua, con una discontinuidad de salto
0 1 X finito, en x = -2.
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9.6.

9.7.

9.8.

9.9.

Comprueba que las siguientes funciones cortan al eje Xy, en cada caso, establece un intervalo abierto
donde esté incluido el punto de corte.

a)fix)=x"+3x+4x -7 b) f(x) = 2x - cosx

f(1)=1>0

a) Es continua en todo R por ser polindmica:
f(0)=-7<0

}: Jce (0,1)/f(c)=0

b) Es continua en todo R por ser diferencia de funciones continuas en todo R.
f(1)=2-054=146>0

f(0)=-1<0 }3306(0,1)”((:):0

(TIC) Demuestra que la ecuacién x*+ x =1 =0 tiene solucion positiva. Halla la anterior solucién con una
cifra decimal exacta.

Se considera la funcion f (x) = Xt x—1 que, por ser polindmica, es continua en todo R.

£(0)=-1<0

e (0,1) /f(c) =0
f(1)=1>0 }2 o @D7He)
£(0,5) = ~0,4375 < 0

f(1)=1>0

£(0,5)=-0,4375 <0
£(0,75) = 0,066 > 0

£(0,625) = —0,22 < 0
£(0,75) = 0,066 > 0

(
E }:306(0,5; 1) /f(c)=0
(

}:>EI ce (0,5, 0,75) /f(c)=0

}:3 ce (0,625; 0,75) /f(c)=0

£(0,71875)=-0,014 < 0

=3 ce(0,71875; 075) /f(c)=0
£(0,75) = 0,066 > 0

La raiz aproximada es x = 0,7.

(PAU) Dada la funcion f(x) = Inx:

a) Comprueba que es continua en el intervalo [%, 1] para cualquier nimero natural n.
b) Halla un intervalo de la forma [%, 1} en el que haya algun punto donde la funcién tome el valor -2.

a) La funcién f(x) = Inx es continua en todo su dominio (0, + ) y, en cualquier intervalo {l 1} con n natural.
n

b) Para n = 8§, f[%) = In% =-2,079 y f(1) = In1 = 0. Aplicando el teorema de los valores intermedios, la funcién

toma en E 1} todos los valores entre —2,079 y 0. En particular, existe un punto donde tome el valor -2.

Al hacer un recorrido continuo por una carretera con una pendiente muy pronunciada, un ciclista lleva
una velocidad de 8 km/h cuando pasa por el kilémetro 125 y de 6 km/h cuando pasa por el kilémetro 124.

a) ¢ Existe algun punto entre los dos kildmetros donde el ciclista haya llevado una velocidad de 7 km/h?

b) ¢Puede asegurarse que no ha habido ningin momento entre los dos puntos donde el ciclista haya
llevado una velocidad de 20 km/h?

a) Si, se puede asegurar gracias al teorema de los valores intermedios.
b) No se puede asegurar que no exista.
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9.10. (PAU) Dada la funcion

9.11

x2+2x+2 si x<0

f(x)= %x+2 si 0<x<1
E si x>1
2

a) Estudia su acotacion en los intervalos: [-1, 1], [-2, 2], [-3, 3].
b) Estudia si la funcion toma el valor M = 3 y, en caso afirmativo, indica un intervalo de longitud 1 donde

haya un punto que verifique esta propiedad.

a) La funcion es continua en todos los puntos. En el intervalo [-1, 1] la funcion esta acotada. El maximo vale g
y se alcanza en x = 1. El minimo vale 1 y se alcanza en x = —1. En el intervalo [-2, 2] la funcién esta acotada. El
maximo vale g y se alcanza en cualquier punto del intervalo [1, 2]. El minimo vale 1 y se alcanza en x = -1.

En el intervalo [-3, 3] la funcion esta acotada. El maximo vale 5 y se alcanza en x = -3. El minimo vale 1 y se
alcanzaen x = —-1.

b) Como f(-3) = 5y f(—2) = 2, la funcién toma cualquier valor comprendido entre 5y 2 en el intervalo [-3, -2] y,
por tanto, existe algun punto de (-3, —2) donde la funcién vale 3.

EJERCICIOS

Continuidad de una funcién

.Indica si las siguientes funciones son o no continuas en el punto que se indica.

2
a) f(x)=22X—+1,enx=2 e) f(x)=|n|2x2+4x—6,enx=0
x“-3x+2
b) f(x)—; enx-i f) f(x)=tgx,enx==
2-y3-2x 2 ’
c) f(x)=In(2x2 +4x-6),en x=-3 g) f(x)=tgx ,en x= g

d) f(x)=In(2x2 +4x-6),enx=0

a) No es continua en x = 2 porque f(x) no esta definida en x = 2, ya que en dicho punto, el denominador se anula.
3 3 3

b) Si, es continua ya que f(%) -2 -2 3 y Iim3 f(x)= -2 - 3

/ 2 4 / 4
2-[3-2.2 72 2-[3-2.2
2 2

c) No es continua en x = =3 ya que no existe el logaritmo de cero.
d) No es continua en x = 0 ya que no existe el logaritmo de los numeros negativos.
e) Si, es continua en x = 0 ya que f(0)= Iimof(x) =In|-6/=In6 .

X—

f) Si, es continua en x = © ya que f(rn)=limf(x)=tgn=0.
X—>T

g) No es continua en x = g ya que no existe tgg . Observa que la tangente es el cociente entre el seno y el

T
coseno, que se anula en E .
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9.12.(TIC) Traza la grafica de las siguientes funciones definidas a trozos, indica su dominio y estudia su
continuidad, especificando, en su caso, el tipo de discontinuidad.

-2x-7 si x<-2 -1 si x<—1
a) f(x)={1-x2 si -2<x<1 c) f(x)=4{x3 si —1<x<1
-1 si x21 -x2+4x-2  si x>1
(1 3 .
—Xx+— si x<-1
2 2
b) f(x)=4x? si —1sx<2
-x+6 si x>2

a) Es continua en todos los puntos excepto en c) lim f(x)=-1, Im f(x)=-1, f(-1)=-1;
x = 1 donde se presenta un punto de ot e
discontinuidad no evitable de salto finito. Jim f(x)=1, lim f(x)=1, f(1)="1

La funcioén es continua en 1 y en —1 y, en consecuencia,
en todo R.
Y

\ N f(X)

. A
\/ f(x) Ao X

b) Es continua en todo el conjunto de los numeros
reales.

Ne <

(@)
TN
>

Y

Y
o R

9.13. Estudia la continuidad de las siguientes funciones estableciendo en cada caso el subconjunto de
numeros reales mas amplio posible donde la funcion sea continua.

a) flx) = % f) fix) = Vx®—3x+2 k) fx) = x2-In(x —1)
x"+x°+4
_ 2x% -1 _ [x?-3x+2 _ x
|E’)f()()-—x3_x_6 g) f(x) = 12 ) fix) = T
c)fix)= e +x-cos x h) fx) = 3— m) fix) = —\
x-1 cos X
d) fix) = e +2x-e* +3 i) fx) = x-e~ n) fix) = 21
1-2cos” x —senx
_ 2x+x? i _x
e)f(x)'m J)f(x)-m

a) La funcion es continua en todos los numeros reales excepto en aquellos en que se anula el denominador.
-1£v-15

X +x2+4=0=x%= — = No existe ningun real que anule el denominador.

Por tanto, la funcién es continua en todo R.
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b) La funcion es continua en todos los numeros reales excepto en aquellos en que se anula el denominador.

x3—x-6=0=(x-2)(x?+2x+3)=0= x =2. La funcién es continua en todo R excepto en x = 2.

c) Continua en todo R ya que es suma y producto de funciones continuas en todo R.

d) Continua en todo R ya que es suma y producto de funciones continuas en todo R.

€e)3-Vx+4=0=2Vx+4=3=>x+4=9=>x=5

x+420 {"2‘4 Es conti (=4, 5) U (5, + o)
= = S continua en s ) , Foo).
3-Vx+4=20 [x25

Ademas es continua en x = —4 por la derecha.

f) Solo existe la raiz cuadrada de los numeros positivos o nulos. Por tanto:
x3-3x+220= (x+2)(x-1?20= x+2>0= x>-2= La funcion es continua en (=2, + o).

Ademas, es continua en x = —2 por la derecha.

x2—3x+2> (x—2)(x—1)>0
g) x+2 = X+2 ~ = Lafuncién es continua en (-2, 1) U (2, + ). Ademas, es continua en
X #-2 X#-2

x =1 por la izquierda y en x = 2 por la derecha.

h) Las raices cubicas estan definidas tanto para nimeros positivos como para nimeros negativos.
La funcién es continua en todo R excepto en x = 1.

i) Continua en todo R ya que es producto de funciones continuas en todo R.

j) x>0 = X>OjContinuaen(0,1)u(1,+oo).
Inx#0 x#1

k) Continua en todo el dominio de definicion del logaritmo neperiano, que, dado que x — 1 > 0 implica que
x> 1, es, en este caso, el intervalo (1, + ).

x>0 x>0
) 1 Continuaen |0,— |U| —,+ o |.
T+Inx#0 *—

m) cos x # 0 = Continua en todo R excepto en los puntos de la forma x = g + kn con k entero.

senx =1

n)—2cos? x—senx+1=0=-2+2sen’ x—senx+1=0=2sen’ x—senx—-1=0=senx =—= = 1
4 senx=—§

x =L+ 2kn
2
Continua en todo R excepto en los puntos { x = 7—675 + 2kn  con k cualquier niUmero entero.

x:m+2kn
6
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9.14.(PAU) Calcula el valor o los valores que se deben dar a k para que las siguientes funciones sean
continuas en todo el conjunto de los nimeros reales.

a) Flx) = %x2+1 si x<-2
2x+ k si x>-2
2 .
x° -2k si x<1
b) f(x)=
x2-3x-k si x>1
¢) F(x)= xX*+kx  si x<3
In(x-2) si x>3
kx? -1 si x<3
d) fx)=4 _
e si x>3
2
x“—-5x+6 si x%3
e) f(x) =14 x%2 —2x-
2k-3 si x=3

a) %(—2)2+1=2(—2)+k:>k=7

Para k = 7: lim f(x)= lim [%x2+1j=3, lim f(x)= lim 2x+7)=3 y f(-2) = 3 por lo que la funcién es
x—-2"

X—-2" X—-2 X—-2
continua en x = -2y, por tanto, en todo R.
b)1-2k=-2-k=k=3

Para k = 3: lim f(x) = Iim1(x2 —6)=-5,

x—1 x—1

en x =1y, por tanto, en todo R.
c) 9+3k=In1=0= k=-3

lim f(x)= Iim1(x2 ~3x-3)=-5 yf(1) = -5 por lo que la funcién es continua
+ X—

Para k= -3 : lim f(x)= Iim(x2 —3x):0, Iim+ f(x)= IimSIn(x—2) =0 y f(3) = 0 por lo que la funcién es continua

x—3~ x—>3 x—3

en x = 3y, por tanto, en todo R.

d) 9k—1=e°=13k=§

Para k = E: lim f(x)= Iim(gx2 —‘Ij =1, lim f(x)=lim eX 0 =1 y f(3) = 1 por lo que la funcién es continua en
9 x-53 x—-3\ 9 X—3* X—3

x =3y, por tanto, en todo R.
13

2_ — p— —
&) lim f(x)= lim X-=2X+6 _ iy X=2)(X=3) _ o X=2 1 5o ianto, 2k-3 =t o k=13
x—3 x-3 x2 _2x—-3 x-3 (x=3)(x+1) x>3x+1 4 4 8

x+b si x <1
9.15.(PAU) Calcula los valores de a y b para que la funcién f(x)=<e*'+ax  si1< x <3 seacontinua en
x*-2x-2 six2>3
todo R.
1+b=e"+a 1-e
>b=a=——
e*?+3a=1 3
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9.16. Expresa las siguientes funciones como funciones definidas a trozos y estudia su continuidad.

2

a) f(x)=|x-2| d) f(x)= )|(x-|4-1)|( f) £(x) =2+
2
DI e ) =51 9 )= zxa

c) f(x)=|x—2|+|x+1

a)f(x)=|x-2|= {)2(_)2( z: ii; = Continua en todo R.

2X—-x+2 si 2 2 si 2
b)f(x)=2x+|x-2| = Xox+ St X< X+ S! X<2 _ Continua en todo R.
2Xx+x-2 si x=22 3x-2 si x=22
-2x+1 si x<-1
c) f(x)=|x—2|+|x+1=13 si —1< x <2 = Continua en todo R.

2x-1 six>2

xX(x+1)
XX+x | ~(x+1) X< s x<
d) f(x)= = = ) = Es continua en todo R excepto en x = -1.
[x+1 | x(x+1) X si x>-1
—— si x>-1
x+1
x+|x| 0 si x<-1 0 si x<0
e) f(x)=———=40 si —1<x<0=7 2x . = Continua en todo R.
2+|x+1 ox si x>0
si x>0 x+3
x+3
—2x+1 :
0
f) f(x)=e?M = € S X<¥ _, Continua en todo R.
e si x20
2
2 X si x<0
g) f(X)=——————= = La funcién es continua en todo R excepto en x = 1.
2|x|+2x-4 X2

si x=20,x=#1
4x -4

Teorema de Bolzano y teorema de los valores intermedios

9.17.Comprueba que las siguientes funciones cortan al eje X en al menos un punto, e indica un intervalo de
extremos de numeros enteros consecutivos al cual pertenezca dicho punto.

a) f(x)=2x*-x3+x%-1
b) f(x)=cos x— x+1
c) f(x)=x-e*-x-16

d) f(x)= x*+x%—cosnx+2

a)f(0)=-1<0, f(1) =1>0 = La funcién corta al eje X en un punto del intervalo (0, 1).

b) (1) = cos1 > 0, f(2) = cos2 — 1 < 0 = La funcién corta al eje X en un punto del intervalo (1, 2).

c) f(2) = 2e?-18<0, f(3) = 3e®~ 19> 0 = La funcion corta al eje X en un punto del intervalo (2, 3).
)

d) (-2) =-3<0, f(-1) =3 > 0 = La funcion corta al eje X en un punto del intervalo (-2, -1).
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9.18. (PAU) Comprueba que las siguientes funciones toman el valor M indicado en algun punto del intervalo
propuesto.

a) f(x)=x*-x>-x+5; M=-1en (-2, -1)
_x 3
b) f(x)=x-e +3;M=Een(—1,0)

c) f(x)=senx—cosx+2; M=3en (1, 2)

a) f(-2) =-17, f(-1) = 6. En (-2, —1) toma todos los valores comprendidos entre —17 y 6. En particular, toma el

valor —1.

b) (1) =3 — e, f(0) = 3. En (-1, 0) toma todos los valores comprendidos entre 3 — e y 3. En particular, toma el
valor 1,5.

¢) f(1) = 2,3, f(2) = 3,32. En (1, 2) toma todos los valores comprendidos entre 2,3 y 3,32. En particular, toma el
valor 3.

9.19.(PAU) Para cada una de las siguientes funciones, y considerando el intervalo sefalado, estudia, si es
acotada, e indica, si es que existen, el valor del supremo, infimo, maximo y minimo.

2x -1

a) fix) =—x*+ 5x -6 en [1, 3] d) f(x)= r en [-2, 0]

b) f(x) =-x*-2x—-1en [-1, 0] e) f(x)=x2+5x—6 en (-3, 0)
X 1

c) f(x)= 2% 4 en [-2, 1] f) f(x)= \/; en (0, 1]

a) La funcion es continua en un intervalo cerrado. Por Weierstrass, existe maximo y minimo. Supremo y maximo
en x =2,5yvale M =0,25. Infimo y minimo en x =1y vale m=-2.

b) La funcién es continua en un intervalo cerrado. Por Weierstrass, existe maximo y minimo.
Supremo y maximo en x = -1 y vale M = 0. infimo y minimo en x =0 y vale m = -1.

c) La funcién es continua en un intervalo cerrado. Por Weierstrass, existe maximo y minimo.
Supremo y maximo en x = -2 y vale M = 0,25. infimo y minimo en x = 1 y vale m = -0,5.

d) La funcién no es acotada ni superiormente ni inferiormente. Por tanto, no posee ni infimo, ni minimo, ni

supremo ni maximo.
e) La funcién es acotada. infimo y minimo en x = —2,5 y vale m = -12,25. Sin maximo pero supremo M = —6.

f) La funcién no es acotada superiormente pero si inferiormente. No tiene, pues, supremo ni maximo. El infimo y

minimo se alcanzaen x =1y vale m=1.

PROBLEMAS

4
9.20. Escribe la expresion de una funcion continua en todo R y tal que coincida con f(x) = X2 : en todos los
X

puntos del dominio de esta ultima.

4 _ 2
X2 L = (X =D(x+ (X" +1) = x? +1. El dominio de f(x) es todo R excepto x =1y x=-1.
x% -1 (x=1(x+1)

La funcion g(x) = x2 +1 es continua y coincide con f{(x) en todos los puntos del dominio de esta tltima.

9.21. Halla el valor que se debe dar a f(7) para que la funcién f(x) = X_—37_2 sea continua en [3, +x).
x_
- Jx-3-2  (Wx-3-2fx-3+2) x-3-4 .
lim —————=lim = lim = lim =

1
1 x=7  xo1 (x-7)Wx-3+2) 7 (x-7)Wx-3+2) *=7Jx-3+2 4

VXZ372 G xe[3,7)0(7 o)
La funcion f(x)={ X—7 es continua en [3,+ o).
— si x=7
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9.22.(TIC) a) Comprueba que la ecuacion senx — 2x + 3 = 0 tiene una solucion en el intervalo (1, 2).
b) Calcula dicha solucion con aproximacion a las centésimas.

a) La funcion f(x) = senx — 2x + 3 es continua y verifica que: f{(1) > 0, f(2) < 0, luego por Bolzano tiene una
solucion en el intervalo.

b) Como f(1) - (2) < 0 = puede aplicarse el método de la biseccion:

Intervalo [ an, bs] Punto medio Valor de f (cn)
Paso an by Cn
1 1 2 1.5 0,9975
2 1,5 2 1,75 0,4840
3 1,75 2 1,875 0,2041
4 1,875 2 1,9375 0,0585
5 1,9375 2 1,9687 -0,0156
6 1,9375 1,9687 1,9531 0,0216
7 1,9531 1,9687 1,9609 0,0031
8 1,9609 1,9687 1,9648 0,0062

La solucion aproximada con dos decimales exactos es ¢ = 1,96.

9.23. (PAU) Un equipo de investigacion ha estimado que el nUmero de bacterias, en miles, de un cultivo, en
funcion del tiempo t que ha pasado desde un instante inicial t = 0 horas, viene dado por la funcién.

3t2+1 si 0<t<3
f(t)=

i si t>3

t+1

a) Comprueba que la funcién es continua en todo su dominio.
b) Haz una representacion de la funcion.

c) Demuestra que existe algun instante en el que el nUmero de bacterias es de 3500. Da un intervalo de
tiempo de longitud menor a 30 minutos en el que esté incluido ese instante.

a) lim f(t)=Ilim gt2 +1|=3, lim f(t)= Iimi=£=3, f(i3)=3
t—3" t—>3\ 9 t—3* t-3t+1 4
La funcién es continua en t = 3 y, por tanto, en todo su dominio [0, + o).
b)
Y
f(x)
1 b
o 1 X
4t
c) 3,5=ﬁ:3,5t+3,5=4t:>0,5t=3,5:>t=7
+

En el intervalo (6h 45min, 7h15min), en t = 7, en el que el numero de bacterias es 3,5 miles (3500).

9.24.(TIC) a) Comprueba que la ecuacion x* + 4x* — 5x — 4 = 0 tiene tres raices reales. Para eso, estudia el signo
de la funcién en algunos valores enteros.

b) Calcula tres intervalos de longitud 1 en los que estén incluidas las raices.

a) f(-5) = -4, f(-4) = 16, f(-1) = 4, f(0) = -4, f(1) = -4, f(2) = 10
b) La funcion tiene raices en los intervalos (-5, —4), (-1, 0) y (1, 2).
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9.25.

9.26.

9.27.

Para hacer un adorno con forma de cono, se quiere recortar en una cartulina un
sector circular de 50 cm de perimetro, contando los lados rectos y el arco. Se
quiere saber qué longitud deben tener los lados rectos para que el area sea
maxima. Escribe la funcién que determina el area en funcién del radio y estudia su
acotacion.

Si el angulo de sector es o. radianes = el perimetro del sector circular es

P:(x-x+2x:50:a:50_2x.
X
. ax? 50-2x x2 2
El area del sector es S:T: -7:(25—x)~x:25x—x .
X

El maximo de esta funcion se alcanza en el vértice de la parabola. Es decir, en x = 12,5 cm.

PROFUNDIZACION

x si|x]<1

Representa graficamente la funciéon y estudia su continuidad: f(x)= {1 si |x| o1
1 si x<-1 Y
f(x)=<x si—1< x <1
1 si x>1 1
Es discontinua en x = -1 ya que: 1 X
lim f(x)=-121= lim f(x) y continua en los demas numeros reales. /g‘
x—-1F x—-1"

Se considera una funcion f(x) continua en [a, b] y que verifica que f(a) - f(b) < 0. El teorema de Bolzano
asegura que existe un punto x = ¢ < (a, b) tal que f(c) = 0. Mediante el método de la biseccion, se
construye la sucesion de intervalos encajados: [a, b] = [a1, b1] o [a2, b2] o ....o [an, bs] o .... con la
ayuda de los puntos medios cj.

a) Comprueba que, cuando se ha dado un paso en el método de la biseccion, se verifica que:
b-a

le;—¢|< 2

b) Comprueba que, cuando se han dado dos pasos en el método de la biseccion, se verifica que
-a b-a

|c2—c|<b
8

y cuando se han dado tres |c; - ¢| <

c) ¢ Qué relacion se verifica entre ¢, y ¢ cuando se han dado n pasos en el método de la biseccion?

d) ¢Cuantos decimales exactos se obtienen al considerar ¢, como aproximacion de la solucion de la
ecuacion f(x) = 0, si el intervalo es [a, b] =[1, 2] y se han dado 10 pasos en el método de la biseccion?

e) ¢Cuantos pasos es necesario dar para asegurar cuatro decimales exactos en las condiciones del
apartado d?

a) ¢1 es el punto medio de a y b. Por tanto, la distancia entre ¢4 y la raiz ¢ es menor que el radio del intervalo que
b-a b-a

es . Es decir, |c; —¢| <

b) c2 es el punto medio de az y b,. Por tanto, la distancia entre c; y la raiz ¢ es menor que el radio del intervalo

que es bz%z b-a Es decir, |c, —¢| < b;a )

c3 es el punto medio de asz y bs. Por tanto, la distancia entre c3 y la raiz ¢ es menor que el radio del intervalo que
by-a; b-a b-a
2 23 '

es . Es decir, |c3 —¢| <

b-a

2!1

¢) Razonando de forma analoga, |c, —¢| <

b-a _2-1 = L =0,00098 . Lo cual quiere decir que hay tres decimales exactos.

d) |Cn _C|< on - 210 210

b-a
2n

4 2
<10 :>Iog( o

e) j<|og']0’4 = log1-nlog2 <-4 =nlog2>4=n> I 42 =1329=>n=14
og
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9.28. Estudia la continuidad de las funciones siguientes.

sen1 si x#0 X senl si x#0
a) f(x)= x b) f(x)= x
0 six=0 0 si x=0

x—0

. 1 . " 1 .
a) limsen— no existe ya que cuando x se hace muy proximo a cero, — se hace muy grande. Sin embargo,
X X

por muy grande que se haga el angulo, el seno sigue oscilando indefinidamente entre —1 y 1 y no se acerca a
ningun valor fijo. Por tanto, la funcion es discontinua en x = 0.

x—=0

. 1 1 . -
b) lim xsen— =0 ya que cuando x se acerca a 0, y aunque sen— oscile entre —1 y 1, al multiplicar el valor de
X X
1 . ~ . -
sen — por un valor cada vez mas pequefio, el resultado es cada vez mas pequefio.
X

La funcién es continua en x = 0.

RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

x?—ax-5 si -5<x<-3

9.1. Los valores de ay b para que la funcion f(x)=:-2 si —3< x <2 seacontinua en todo su
log, x” si 2<x<3
dominio son:
A)a=2 b=-2 D)a=2 b=2
B)a=-2 b=2 E) La funcion es continua en todo su dominio.

Cla=-2 b=-2
La respuesta correcta es C.

Para que sea continua, los limites laterales en x = -3 y x = 2 deben coincidir y ser iguales al valor de la funcién
en el punto.

Enx=-3,9+3a-5=-2,luegoa=-2yenx=2,—2=log 2b que se verifica para b = -2. Por tanto, la
respuesta valida es C.

9.2. El valor de k para que la funcién f(x) = 1 X " 15 x > X% =1 sea continua en todo R es:
k si x=-1
A) k=-1 D) Para cualquier valor de k, la funcién es continua en R.
B) k=1 E) No existe ningun valor de k que haga continua la funcién en todo R.

C)k=0

E) No es continua para ningun k pues en x = —1, los limites laterales se van al infinito, pues queda 0 en el
denominador de la fraccion.

2
9.3. Lafuncioén fix) = x—x36
A) Es continua en x = 3.
B) Presenta una discontinuidad evitable en x = 3.
C) Presenta una discontinuidad de salto finito en x = 3.
D) Presenta una discontinuidad de salto infinito en x = 3.

E) Ninguna de las anteriores opciones es cierta.
B) En x = 3, la funcion no esta definida, pero tomando limites:

2 2
lim X —x—6:9: lim (x+2)(x—3):5 y lim X —x—6:9: lim (x+2)(x—3):
x-3~  X-=3 0 x-o3° x-3 x—3t  X-3 0 xo3t x-3
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9.4.La funcion f es continua en [-2, 3] y verifica que f(-2) =6y f(3) = 4.

9.5.

A) La ecuacion f(x) = 0 tiene, por lo menos, una solucion en [-2, 3].
B) La ecuacion f(x) = 0 no tiene solucion en [-2, 3].
C) La ecuacién f(x) = 5 tiene, por lo menos, una solucién en [-2, 3].
D) La ecuacion f(x) = 5 no tiene solucion en [-2, 3].

E) Ninguna de las respuestas anteriores es cierta.

C) Dado que f es una funcién continua en un intervalo cerrado y toma los valores 4 y 6 en sus extremos,
podemos asegurar por el teorema de los valores intermedios que f toma en ese intervalo todos los valores
comprendidos entre 4 y 6, por tanto, en particular, tomara el valor 5.

Las respuestas A y B no son validas porque no podemos garantizar que tome el valor 0 en este intervalo por no
ser intermedio entre el 4 y el 6.

La funcién cuya gréafica es: Y
A) Es continua en x = -1.

B) Es continua por la derecha en x = -1.

C) Es continua por la izquierda en x = -1. /
D) Es continua por la derecha y por la izquierda en x = -1.

E) No es continua ni por la izquierda ni por la derecha en x = -1.

C) Pues existe el limite por la izquierda y coincide con el valor de la
funcién en el punto.

No es continua por la derecha por no coincidir el limite lateral derecho con el valor de la funcién.

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas:

9.6.

9.7.

La ecuacién x*+ ax’ + b = 0:

A) Tiene, al menos, una solucion.
B) Tiene, al menos, dos soluciones.
C) Puede no tener solucion.

D) Puede tener so6lo una solucion.

E) Puede tener mas de una solucién.

A, Dy E. Por tener grado impar sus limites en +~ son te, respectivamente, y por ser ademas continua, la
funcion debe cortar al menos una vez al eje de abscisas, es decir tener una solucion. Puede que sélo lo corte
una vez o puede que lo corte hasta 5 veces, dependera de si las soluciones son reales o complejas.

A la vista de la grafica de la siguiente funcion, se Y

puede afirmar que:

A) Tiene una discontinuidad evitable en x = -1. /

B) Tiene una discontinuidad de salto finito en x = -1. / 1]
C) Tiene una discontinuidad de salto infinito en x = 2. 1

D) Tiene una discontinuidad de salto finito en x = 9. o 1 X

E) Es continua por la derecha y por la izquierda en x = 15.

B, C, y D. La discontinuidad en x = —1 no es evitable porque el limite por la derecha no coincide con el limite por
la izquierda, y si es de salto finito porque los limites laterales se diferencian en 4 unidades.

En x = 2, tiene una discontinuidad de salto infinito, pues el limite por la derecha es + o .
En x = 9, tiene una discontinuidad de salto finito porque los limites laterales se diferencian en 4 unidades.
Y finalmente, en x = 15 es continua por la derecha pero no por la izquierda.
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Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:
9.8. El dominio de la funcién f es el intervalo [3, 7] y es continua en dicho dominio.
a) f(x) = 0 tiene una raiz en el intervalo (3, 7). b) f(3) - (7) < 0.

A) a es equivalente a b.

B) a implica b pero b no implica a.
C) b implica a pero a no implica b.
D) ay b no se pueden dar a la vez.

E) Ninguna de las dos afirmaciones se puede verificar.

C) Es clara por el teorema de Bolzano, que asegura al menos una raiz si hay cambio de signo en los extremos.
Ay B no son correctas, porque por ejemplo la funcién constante 0 verifica a, pero no b.
Finalmente, la D seria un contraejemplo del teorema de Bolzano.

Sefiala el dato innecesario para contestar:

9.9. Se desea estudiar si la ecuacion f(x) = 6 tiene o no solucion en el intervalo [-3, 3], y para ello se dan los
siguientes datos:

a) El dominio de la funcién es todo R. c)2<f(-3)<4

b) f es continua en [-3, 3]. d)8<f(3)<10

A) Puede eliminarse el dato a.
B) Puede eliminarse el dato b.
C) Puede eliminarse el dato c.
D) Puede eliminarse el dato d.

E) No puede eliminarse ningun dato.

A) Para el teorema de los valores intermedios basta que la funcién sea continua en el intervalo cerrado (por
tanto, su dominio se puede reducir a ese intervalo) y que tome ciertos valores en los extremos, de manera que
el valor que buscamos resulte ser uno intermedio entre aquellos.

Por tanto, las respuestas C y D no son validas al eliminar los valores extremos que hacen que el 6 sea, en
cualquiera de los rangos que admiten, un valor intermedio.

Analiza si la informacion suministrada es suficiente para contestar la cuestion:
9.10. Para demostrar que los Gnicos puntos donde la funcién y = f(x) puede cambiar de signo son x=-2,x=0
y x =1, se afirma que:

a) fes una funcién polinémica de tercer grado. b) Se verifica que f(-2) = f(0) = f(1) = 0

A) Cada afirmacién es suficiente por si sola.
B) a es suficiente por si sola, pero b no.

C) b es suficiente por si sola, pero a no.

D) Son necesarias las dos juntas.

E) Hacen falta mas datos.

D) a es necesaria pues indica que f puede tener como maximo tres raices y, por tanto, tres lugares de cambio
de signo y b es necesaria para concretar los puntos en los que se cambia el signo.
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m Derivadas

10.l. Dada la funcién f(x) = x> -3x+1:

ACTIVIDADES INICIALES

a) Calcula las rectas secantes que pasan por los puntos A(3, 1) y B(5, 11), y por A y C(4, 5),
respectivamente. ; Cuales son sus pendientes?

f(b)-£(3)

b) Calcula lim
b—3 b-3

c) Halla la ecuacion de la recta tangente en A(3, 1).

a) La recta que pasa por esos puntos tiene pendiente m = % =5, luego su ecuacion es y -1=5(x-3);

y =5x—-14. La recta que pasa por esos puntos tiene pendiente m = j—; =4, luego su ecuacion es

y—-1=4(x-3); Es decir, y = 4x — 11.

m“mfwyiw):mnE—BUH—1:mnbw—3)
b3 p—3 b—>3 b-3 b3 ph—3

3.

c) La pendiente de dicha recta es 3 pues es m = Lim M;(S) Asi pues, la ecuacion de la recta tangente es

-3 b-
y—1=3(x-3). Estoes, y=3x-8.
10.1l. La funcién f(x)= x° + x+1 admite funcién inversa f'. Utiliza la calculadora para aproximar f7(10).

Como f(f'(10))=10, se busca x con x°+x+1=10; x° + x = 9. La solucién esta entre 1y 2.

Haciendo una tabla de valores, se tiene:

1,6 1,5 1,7 1,45 1,49
3,0858 0,9375 —2,2218 -1,14 —-0,1666

Asi pues, la solucion buscada esta entre 1,49 y 1,50, luego x = 1,49...

10.1ll. Calcula la inversa de f(x)=% y dibuja las graficas de f y f'. Comprueba que (fof‘1)(x)= Xy

que (f'of)(x)=x.

Para calcular la inversa se escribe y = % y se despeja x: f'(x)= 3X2_1 .
e 2[3x2—1j+1 - 3(2x3+1
(fof”)(x)zf[ > j: 3 ::x;(f*of)(x)zf*( 3 j: 5
2 1
10.IV. Dadas g(x)=—— y f(x)=——, calcula:
x-3 x-2
a) (fog)(x) y sudominio b) (g<f)(x) y sudominio
2 1 x-3
a) D(f)=R—-{2} y D(g)=R—{3}, (fog)(x)=f = = = D(fog)=R-{3,4]
x-3 2 5, 8-2x
x-3
2(x-2
b) (gof)(x)zg(szg, gof esta definida six¢1 ysifloestd, x#2 = D(gof)=R-42, Z}
x-2 7-3x 3 3
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EJERCICIOS PROPUESTOS

10.1. Aplicando la definicion de derivada, decide si las siguientes funciones son derivables en los puntos
indicados y calcula, si existe, la derivada.

a) f(x)=x3, en x=1 c)f(x)=vVx+2,enx=2
b) f(x)=sen x,en x=0 d) fix)=x|x],enx=0
- 3 _ 3 2 2
a) F(t) lim FAEM=T) (1+hf—1_ . K +30°+30 hin +3h+3):3
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
b) F(0) = lim (M=) _y,senh _,
h—0 h h-0 h
, . f(2+h)-f(2) . ~h+4-2 . ~h+4-2 vh+4+2 . h 1
c) f(2)=lim = lim = lim . = lim =—
h=0 h =0 h =0 h Jhta+2 m0nlJhra+2) 4

d) Se expresa f(x) como una funcién definida a trozos:

: . lim —=0
F(x) = X(=x) six<0_ -x? six<0 £(0) = lim f(h)~f(0) _|nso- h
X X six>0 |x2 six>0 h—0 h i hz_o
hsot b

Luego f(0)=0

10.2. Estudia si las siguientes funciones son derivables en los puntos indicados.

2 . 2 . 2 .
a)f(x)= 1% S XS0 ona_0 b)fx=lX*2 SiXsT gna-1 o) fig=1X S XST ena-1
3x si x>0 x*—x+3 si x>1 2x si x>1

En todos los casos se comienza estudiando si la funcién es continua en a, ya que si no lo es, no sera derivable.

. h?
f(h)—f0) _|im 5 =0
a) f(0)= L'”?)T = 3h = Luego no existe el limite, por tanto, la funcién no es derivable en a = 0.
lim—=3
h—0" h
2
st iim (1+h) +2—3=”mih(h+2)=2
b) F(1) = lim ZH DI _ o h o h , = Luego F(1)=2.
"o h _ (1+h)’=(1+h)+3-3 _ h(h*+3h+2)
lim =lim—-— 7 =
h—0* h h—0"

c) En este caso la funcién no es derivable en a = 1 pues no es continua en a = 1.

10.3. Calcula el area del triangulo formado por el eje vertical y las rectas tangente y normal a la curva

f(x) = 1 en el punto de abscisa 1, previa deduccion del nimero f(1).
X

Y
1 1
_1 V=X
Fty=lim M=)y teh =P
h—0 h h—0 h h—0 h(1+h) V= x
La recta tangente tiene pendiente m = —1 y pasa por el punto A(1, f(1)) = 1
= A(1, 1), luego su ecuacién es y = —x + 2 y la recta normal en A(1, 1) tiene
pendiente m’ = 1, luego su ecuacién es y = x.
Hay que calcular el area del triangulo rectangulo de la figura cuyos vértices y=—x+2
son O(0, 0), A(1, 1) y B(0, 2), por tanto, el area es 1 u?. 1 X
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10.4. La tangente a la curva y = f(x) en el punto P(2, f(2)) pasa también por el punto Q(-3, 0).
Sabiendo que f'(2) = %, calcula f(2).

. . 1 1 3
La ecuacion de la recta que pasa por Q con pendiente > es y= EX +§ y, como la recta pasa por el punto,

5 5
P(Z, Ej’ f2)=> .

10.5. Esboza las graficas de y = f'(x), y = f"(x) para una funcion f: (0, +<) - R cuya |V
grafica es la de la figura. 5]

o/ s

Y Y
1.
(0]
f f”
1.
1 X

10.6. Si f(x) =|x - 3|(x— 3), decide si existen los numeros f'(0) y f'(3).

Se expresa f(x) como una funcion definida a trozos:

f(X):{(—X+3)(X—3) si x<3 _ —(X—?:)2 si x<3
(x=3)(x-3) si x>3 (x-372 si x>3

Se estudia qué ocurre con f'(3):
2

. lim =0
won _ J-2(x=3) si x<3 vy i TN —F(3) _Jiso h
f(x)‘{z(x—s) si x>3 = 1@)=lm h o
I|m7:0
h—0"

-2(x-3) si x<3

Asi pues f’(x):{ 2(x-3) si x>3

= 2|x—3| que, como ya se sabe, no es derivable en x = 3, pues

—2h

yoar - FB+h)-F(3) | M ——=-2
F(3)=]im h = 2h
A

Six#3, f”(x):{_zz ;i )’:;% _Luego f(0)=—2.
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x*+2x-1 si x<0

. . Calcula, si existen, f(-2), f"(2), f(0), f"(0), f(3) y f"(3).
2x-1 si x>0

10.7. Dada la funcién: f(x) ={

_ X+hP+2(x+h)—1-(x*+2x -1
Six<0 f’(x):Lingf(x+h) f(x)=|hing( f 20 -1 ) _oxs2 y
f”(x):limf(x+h)_f(x)=|im2<x+h)+2_(2x+2)=2
h—0 h h—0 h

Se sabe que f(-2)=-2y f(-2)=2 .

im 2(x+h)-1-(2x-1)

Six>0 f(x)=lim lim .

ot 1) _ =2 y, por tanto, () =0

Asi pues, f/(x)= {2X2+2 S X< r@)=2y(3)=0.

Para calcular las derivadas en x = 0 se observa primero si fy f son continuas alli y se calculan los limites

laterales:
2 e —_ —
lim f(h);f(O) —lim h +2hh1 (-1) _o
f(0): " =07 asi pues f(0) =2
lim f(h)—1(0) lim 2h-1-(-1) s
h—0* h h—0* h
lim f(h);f(O) _iim 2h+i—(2) _s
” - Jh—>0" h—0" I . ”
’(0): o -r0) . 202 asi pues no existe f”(0)
lim = lim =0
h—0* h h-0"  h

x*+x si x<1

10.8. ¢ Existe alguna derivada lateral para fen x=1? f(x) = {
xX+2 si x>1

L feh=f) (4P +(1+h)-2

F) = i!LO’ h h—0" h =3
(1) = lim Fa+m =) _ i, O +h);2 =2 por tanto, se deduce que no existe.
h—0" h—0"
x*+x si x<0
10.9. Calcula las derivadas laterales en x =0 de la funcion: f(x) =} .. ¢Es fderivable en x=07?

—+1 si x>0
2

_ 2
#(07) = lim J=FO) e 7 +h
h—0" h h—>0" h
2
—+1-0 2
707y = lim 1M=FO) _ 2 _im T2
h—0* h h—0* h h-0*  2h

Luego la funcién no es derivable en x = 0.
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10.10.

10.11.

10.12.

10.13.

x* si x<-2

—4(x+1) si-2<x<0
3x>-4 si0<x<2
12x+1 si x>2

Dada la funcién: f(x)=

Calcula las derivadas laterales en x=-2, x =0y x = 2. ; La funcién es derivable en dichos puntos?
Enx=0

- —4(h+1)+4 -
F(07) = lim {=FO) _ o SAhe)+4 4,

h—0" h h—0" h h->0" h

f()=f(0) _ - 3 =4+4

f(0") = lim = lim 3h =0, luego la funcién no es derivable en x = 0.
h—0" h—0* h h—0"
Enx=-2
2
Fl-2) = f(h 2) f(-2) _ iim (h-2)" -4 — iim h(h-4) _ 4
h~>0 h—0" h h—0"
f(-27) = lim f(h_2)_f(_2) = im —HAZD A2, 240 -4, luego la funcién es derivable en x = 2y
h—0* h h—0* h h-0" h
f(-2) =-4.
Enx=2
_ 2 A _ 2
F(27) = lim f(h+2)-f(2) — lim 3(h+2)-4-8 — lim 3h* +12h —12
h—0" h h—0" h h—0" h
F(27) = f(h+2) f(2) _ —im 12(h+2)+1—8: lim 12h+24+1—8: lim 12h+17:+eo,luego la funcién no
h—>0 h—0* h h—0* h h—0* h

es derivable en x = 2.
X3
Encuentra la abscisa de los puntos de la curva y = 3 x2 4+ x+1 en el que la tangente sea paralela a la

bisectriz del primer cuadrante.

Se buscan puntos en los que la pendiente de la recta tangente sea 1. Para ello se iguala la derivada a 1.

f(x)=3x*-2x+1=1six=006six==

¢Hay algun punto en la grafica de f(x) = con tangente horizontal?

(x2 —1)—x-2x

e 1

Se buscan puntos en los que la pendiente de la tangente sea 0: f'(x) =0,como —x?2-1=0

no tiene soluciones reales, no hay ningin punto con tangente horizontal.

Calcula la derivada de las siguientes funciones:

5

a) f(x)=(x- )(3x -x+4) b) F(x) = ———— c) F(x) = (x* +3x° +2x = 1)(2x + 1)(x* - 3x + 4)
X"+ x“+1

a) f(x)=3(x-1) (3x - X+4)+(x *(6x—1)

b) f’(x):5x (x*+x7+1)- 5(4x3+2x)

(x +x +1)2

) F(x)=(4x° +9x* + 2)(2x + 1)(x* =3x +4) + 2(x* +3x® + 2x = 1)(x* =3x + 4) + (x* +3x°> + 2x - 1)(2x + 1)(2x - 3)
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10.14. Copia y completa la siguiente tabla:

fix) gx) f(x) g'(x) (Feg)x) (Fog)(x)

0 1 1 2 5 4 0
1 4 3 0 1 2 4
2 1 2 -1 3 -1 -3
3 2 0 4 2 1 4

10.15. Sean f(x) = x’- x y g(x) = 3x. Calcula:

10.16.

10.17.

10.18.

a)(g~f)'(1) b) (g £)'(0) c) (fog)'(1) d)(f-g)'(10)
Calculando las derivadas de ambas funciones: f(x) = 3x° -1 yg(x)=3

a) (gof)'(1) =g(f(1)f'(1)=3-2=6

b) (g£)'(0) =g'(f0))f’(0)=3-(-1)=-3

c) (fog)(=f(9(1)g(1)=26-3=78

d) (fog)'(10)= 2699 - 3 = 8097

Comprueba, utilizando la derivada de la funcion inversa, que la derivada de la funcién f(x)=+ x es la
que ya conoces.

Como f'(x)=x* y (f)'(x)=2x, se tiene que x =(f"of)(x). Derivando, se obtiene:

1

1= (F1of)(x) = (f*)'(ﬂ)-f'(x) =2 xf'(x), luego 1=2v/x-f'(x) porlo que f'(x)= o

Calcula la ecuacion de la tangente a la curva y = x enel punto de abscisa 32, previa deduccion de la
derivada de dicha funcion.

Como f'(x)=x°y (f")'(x)=5x*, se tiene que x =(f"=f)(x). Derivando se obtiene:

1= (F o)) = (F)' (¥ x )F(x) = 5 x* (), luego 1=5 x* f' | f
( )'(x)=( )( ) (x)= '(x), luego (x) porlo que f'(x)= 5\/7

Por tanto, la ecuacion de la recta tangente buscada es y =f'(32)(x-32)+f(32) = %x+§

=
Calcula en cada caso, el valor de a:

a)f'(2)=3 (0)=2 (fy(0)=a

b)f(-1)=4 f'(4=-1 (F')@)=a

c)f'(5)=a (3)=5 (F)@3)=6

yoy= — -1 _1
5 ! _L:l
D@y ey s
| = T 1
) £'(5) =1 (F"(3)) @) 6
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10.19.

10.20.

10.21.

10.22.

10.23.

10.24.

10.25.

Calcula la derivada en x =11 de la inversa de la funcién f(x) = x°.

La funcién inversa de fes f'(x) = ¥x . Teniendo en cuenta que f'(x) = 3x?, se obtiene:

D D R L1
y )(11)_"’(f’1(”)>_3(311)2 -

2x+1

. i . 1
Obtén la ecuacion de la tangente a la curva y = e“" " en el punto de abscisa -3

2 il +1 —
f’[—%] =2e [ 2j =2,y f[%) = 1; por tanto, la ecuacion de la recta tangente es y = 2(x+%)+1 Y = 2x+2.

X3 +x+1

¢Existe algin punto enlacurvay= e con tangente horizontal?

. . 3 .

Se iguala la derivada a 0: f/(x) = (3x2 +1)ex ***1 =0 .Pero como la derivada no se anula nunca, tanto 3x2 +1
3+x+1 . s . .

como e* son siempre positivas, por tanto, la curva no tiene tangentes horizontales.

-1

Obtén la ecuacién de la tangente a la curva y = e "enel punto de abscisa 0.

f(x)=e*e® ", f(0)=1yf(0) =1, luego la recta tangente es y = x + 1.

Aproxima con la calculadora las abscisas de los puntos de corte de y=3*e y=x+1.

3*=x+1=3-x-1=0 . Una solucion es x = 0, la otra esta entre —1 y -0, 1.
Se hace una tabla de valores y se obtiene:

X —1 —0,5 —0,1 -0,2
3—x-1 0,333333 0,07735 —0,00404 0,00274

La solucion esta entre —0,2 y —0,1 asi que es x = -0,1...
Con ayuda de la calculadora grafica obtenemos x = — 0,17398.

Calcula la derivada de f(x) = In[(x? +1)]*.

3(x? +1)2 22X 6x

Flx)= (e X+

Calcula la ecuacion de la tangente a la curva y = In x trazada desde el origen.
La ecuacién de la recta tangente a la curva por el punto (a, f(a)) es y = 1 x+Ina-1.
a

Si pasa por el origen debe ser 0 = Ilna— 1, entonces Ina =1, a = e y la ecuacién buscada es y =

o |x
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10.26.

10.27.

10.28.

10.29.

10.30.

10.31.

10.32.

10.33.

¢Hay algun punto de la graficade y =In,| ::+ X con tangente horizontal?

Como DI(f) = (-1, 1)y £'(x)= L

horizontales.

Calcula, simplificando al maximo, la derivada de la funcion f(x) = In[

2

no se anula en ese intervalo, por tanto, la grafica no tiene tangentes

Flx) = [ex —1][ex(ex
e*+1

Calcula la ecuacion de la recta tangente a la curva f(x) = senx en el origen.

—1)-e*(e* + 1)] _ —2e”

(-1

e?* —1

f’(0)=cos0 =1y f(0) = 0, asi pues la recta tangente es y = x.

e* +1
e*-1)"

¢Hay algun punto de la grafica de f(x)=tg2x en el que la tangente tenga menor pendiente que la
bisectriz del primer cuadrante?

F(x) =

cos? 2x

Obtén la derivada de las funciones:

a) f(x)= sen(x2 +e?* —\/7)

a) fi(x)= cos(x2 +e —\/;)(2x+2e2" -

b) f(x)=.senx

o

> 2, luego las tangentes a la curva siempre tienen pendiente mayor o igual que 2.

Encuentra los puntos con abscisa en [0,2r] para los que la tangente a la curva f(x)=senx +cos x
sea horizontal.

f’(x)=cos x —senx =0 si cos x = sen x, luego x =

T, 5n
4

Los puntos buscados son P(%ﬁj y Q(%,—\/E

. . . senx
Pon tu calculadora en grados y obtén, con ayuda de la misma, Img
X

de utilizar radianes en analisis?

T .

. ¢ Te convences de la ventaja

0,1°

-0,1°

0,01°

0,001°

El limite es i.

f(x)

0,017453283

0,017453283 | 0,017453292 0,017453292

Halla las derivadas de las funciones:

a) f(x)=sen®*(x*-x)

b) f(x) =

a) f'(x)=3sen?(x? - x)-cos(x? — x)-(2x —1)

b)

F'(x)

1

cos®(3x% +2x)

~ 3cos’ (3x? +2x)sen(3x” +2x)(6x+2) (18x+6)sen(3x” +2x)

cos®(3x% +2x)
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10.34. Calcula la derivada de las funciones siguientes:

a) f(x)=arcsen (e*) c) f(x)=+ arccos x
b) f(x)=arctg(1+x?) d) f(x)=In(senx+arcsenx)
p :L i) = — 1 1
2 1) m % ) 2+varccos x x/1—x2
b) F(x)= — 2% d) f'(x):+~[oosx+ ! ]
1+(1+X2) senx+arcsenx 1—x2

10.35. Calcula la derivada de y = arccotgx. (Recuerda que cotg x = %)
X

-1
X% +1

-y'(1+tg’ y) _ ( 1

1
x=colgy=—-=1=
tgy tg’y tg’y

+1J =y (¥*+1)=y' =

10.36. Deriva y simplifica todo lo que puedas la funcion: f(x)=arctg x + arctg [1)
X

10.37. Deriva las funciones:

a) f(x) = arctg(arctg x) b) f(x)= arctg(tg x - arctg(x))

, 1 1 , 1 arctgx  tgx
a) f(x)= . b) f(x)= . +
) 1 1+arctg?(x) 1+x2 ) 1(x) 1+ tg’x-arctg®(x) (coszx 1+x2J

10.38. Calcula, mediante derivada logaritmica, las derivadas de:
a) fix)=x",conx>0 b) fix) =x*"*,con x>0

a) In(f(x))=Inx* = xInx = f’((x) =Inx+1= f(x) = x*(nx +1)

F(x)

senx senx
b) In(f(x))=Inx*" =senxInx = 00 " cos xIn x + —— = f(x) = x> (cosxln X+ j
X X X

10.39. Si f y g son funciones positivas y derivables, deduce la derivada de fg y L mediante derivacion
g

logaritmica.

f ’ ’ ’
In(fg)=Inf +Ing, derivando, se obtiene: & = F.9
g

—+Z=(fg) =fg+fg’
; 9:5(9) g+fg

2

o) '
g f_g:[LJ fg-fg
g g

In(i) =Inf-Ing , derivando se obtiene: ~—=+ =— ==
g g

10.40. Obtén la ecuacion de la tangente a la curva: n°y°cos x — X’y + 2 = 0 en el punto P(r, 1).

Derivando la expresion, se obtiene: —nzyssen X +3n2y2ycos X —2Xy — )(2y =0,six=m, y=1y se obtiene:
—3n2}/ -2 —nz}/ =0, luego y’' = 1 y la ecuacién de la recta tangente es: y = —i(x—n)+1 = —i+§.
2n 2n 2r 2
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10.41. Obtén la ecuacion de la tangente a la curva x* + y* = 13 en P(2, 3) de dos formas: utilizando la derivacion
implicita, y despejando y.

Derivacion implicita: 2x + 2yy’=0en x = 2, y = 3 se tiene y'= —% .
Despejando y (observa que se esta cerca de y = 3, luego y es positivo):

y =~+13-x? :>y'=—%,enx=2y=—§.Asi pues, la recta tangente esy=—§x+ g
13—x

10.42. Usa la derivacion implicita para calcular la pendiente de la recta tangente a la curva dada en el punto de
abscisa x:

a)x2y3=27,six=1 b)xzy—2xy3+6=2x+2y,six=0

a) Se deriva: 2xy3 + 3x2y2y '=0. Six = 1, entonces y =3y, por tanto, y’=—-2. La tangente es y = —2x + 5.

b) Se deriva: 2xy + X°y '— 2y°— 6xy’y =2 + 2y . Si x = 0, entonces y = 3y, por tanto, y '= —28. La ecuacién de
la tangente es y = —28x + 3.

10.43. Usa la derivacién implicita para calcular f" (x) si 3x* — 2(f(x))* = 12.

2

10.44. Obtén con la calculadora sen (0,2) y hallalo también mediante la aproximacion lineal de y = sen x en
a=0.

Con calculadora: sen (0,2) = 0,19866933 y con la aproximacién lineal L(0,2) =sen 0 + 0,2:cos 0 = 0,2.

(=0, F(X)= 205 6-4r(x)f" ) iy - 320 0T
Bx = 4N ()= 0, £'0) =525 841001 ()= 4F(F () = £0) ==
3_2{ 3x } ) [ 3x2—121 ox?
F(x) = 2f(x) | _ B[O -9x* _ 2 _ ov-so¢ 26

10.45. Utiliza diferenciales para aproximar el valor de 2,001” + 3 -2,001* - 5 - 2,001? y compara el resultado con
el numero obtenido directamente con la calculadora.

Se considera f(x) = x" + 3x* = 5x%, f'(x) = 7x°+ 12x*— 10x . Por tanto, f(2) = 156 y f’(2) = 524.
L(2,001)= f(2) + £'(2) 0,001 = 156 + 0,524 = 156,524.
Con calculadora se obtiene 156,5247396.

EJERCICIOS

Derivada de una funcién en un punto

10.46. Calcula la derivada, por definicién, de las siguientes funciones en los puntos indicados:

a) f(x)=3x?>-4x en x=1 b) f(x)= 13 en x=-1 c) f(x)=v2x+1 enx=4

X+

3(1+h)’ —4(1+h)+1 3h? +2h

im M= ()

a) f'(1)= =1lim =1lim =lim(3h+2)=2
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
b) (1) = lim FA+h)—fCN) o Mhe2)=1/2 o —h
h—0 h h—0 h h—0 2h(h+2)
, . f(4+h)-f(4) . J2nh+9-3 . . (J2h+9-3 J2h+9+3) 2h 1
c) f(4)=1im =lim =limlim . = =—
-0 h s h h=0 10 h V2h+9+3) "0h(J2h+9+3) 3
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10.47.

10.48.

10.49.

Explica por qué no existen las derivadas de las funciones siguientes en los puntos indicados:

a) f(x)=|x-5 enx=5 b) f(x)= enx=2 c) f(x)=|x2—7x+12| enx=4
x_
- h i -
a) 15+ =1(5) = u: 1 s _h >0 . Luego no existe la derivada pues no existe el limite Iimw .
h h -1 si h<0 h—0 h

b) La funcidn no es continua en x = 2 (tiene una asintota vertical) y, por tanto, no es derivable.

fa+h)—f4)  |[h*+h |a[(h+1) {h+1 si h>0

°) h h h -h-1 si h<0’

Luego no existe la derivada pues no existe L'“Ew .

Estudia la continuidad y la derivabilidad de las siguientes funciones en los puntos indicados:

2
X' -3x+2 six#1 7-3x six<2

a) f(x)= x—-1 enx=1 b) f(x)= , : en x = 2
-1 six=1 x*—Tx+11 six22

2
X°—-3x+2 — lim (x-2)(x-1) -1

a) Continuidad: lim
x—1

x-1 x—1 x -1
(1+h)?-3(1+h)+2 1
_ 2
Derivabilidad: f'(1) = lim FQ+h)=(1) = lim h = lim— =1
h—0 h h—0 h h—0 h2
b) Continuidad: lim f(x)= lim (7-3x)=1, lim f(x)= lim (x2 —7x+11)=1 y f(2) = 1.La funcién es continua.
x—2" x—2" x—2* x—27F
. 7-3(2+h)-1
lim —————=-3
- . o F2+h)-F(2) _ Jhoo h
D I Cf'(2) = lim————" =
erivabilidad: £'(2) = lim h  @+hP-7@+h)+11-1 _ h(h-3)
lim = lim =-3
h—0* h h—o* h

Interpretacion geométrica: rectas tangente y normal

(TIC) Calcula la ecuacion de la recta tangente a cada grafica en el punto indicado. Comprueba a
continuacion tu respuesta representando, en la calculadora grafica o en el ordenador, la grafica de la
funcion y la de la recta tangente:

a) fix) = x* + 1 en A(3, f(3)) b) g(x)=+ x+1 en B(3, g(3)) c) h(x)= 1 1 en C(0, h(0))
X+
a)f’(x) =2x, f’(3) =6y f(3)= 10 . La recta tangente es y = 6x — 8.
b) g'(3) = lim I8 *+M=9B@) _ o Jh+4-2 . h 1y =2
h—0 h h—>0  h h—0 h(x/h+4 +2) 4
La recta tangente es y = lx + é
4 4
L
c) h'(0) = lim AO=1O) _ iy 41 i =t =—1.h(0) = 1. La recta tangente es y = — x + 1.
t—0 t t—0 t t—0 t(t + ’])
Y Y v
y:%x +% ; h
f i
1
y:6x_8 / | :k
28 ol 1 X
| oI X \
o| 1 X Polys-x+1
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10.50.

10.51.

10.52.

10.53.

10.54.

10.55.

Halla los puntos de interseccion de las funciones y=x e y =1. Comprueba que en dichos puntos la
x

1 .
tangente a y = — es perpendiculara y = x.
X

X = 1 = x>=1 x=106 x=-1. Calculamos la pendiente de la tangente en los puntos x =1y x = —1.
X

PO () 0 B v Y B
h—0 h h—0 A h—0 h(h +1)
i+1
fl(_1): I|m f(_1+h)_f(_1) — ||m h—1 — ||m :_1
h—0 h h—0 h h—0 h(h—1)

Luego las rectas tangentes son y=-x+ 2 e y=—x— 2, ambas perpendiculares a y = x.

Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafica de y = x* trazadas desde el punto
P (1, -2). Representa graficamente la parabola y las dos tangentes obtenidas.

f’(a) = 2a, la ecuacioén de la recta tangente a la parabola por el punto A(a, Y
a’) esy=2ax - a’.

Si se quiere que pase por el punto P(1, —2) debe ser -2 = 2a — a’ cuyas

soluciones son a =1++/3 ya=1- V3 y las tangentes buscadas son

1.
y =2l1+v3)x-22++3) y y = 21-V3)x—2[2-V3). e X
%(1,—2)

Sea f(x) = x* + ax + b. Halla los valores de a y b para que la recta y = 2x sea tangente a la grafica en el
punto P(2, 4).

Como la parabola pasa por P(2, 4) debe ser4 + 2a + b = 4.

Ademas, como la tangente en ese punto tiene pendiente 2, debe ser f’(2)=2-2+a=2,luegoa=-2y b =4.

Halla todas las tangentes a la curva y = x* que pasen por P(2, 0).

La tangente a la curva por el punto de abscisa x = a tiene ecuacion y = 4a°x - 3a*.

3
Para que pase por P(2, 0) debe ser 0 = 8a°-3a'=a=0 ya= % .Las tangentessony=0e y= [gj (4x — 8).

(TIC) Dibuja las graficas de las funciones f(x) = X%, g(x) = -x* + 6x — 5 y traza las dos rectas que son
tangentes a ambas graficas. Halla las ecuaciones de dichas rectas.

La ecuacion de la recta tangente a la curva y = X% en el punto de abscisa
X=aesy= 2ax — a°.

La ecuacién de la recta tangente a la curva y = -’ +6x—5enel punto de
abscisa x = b es y = (—2b+6)x + b — 5.

2a=-2b+6

Para que sean la misma recta debe ser { a2 = p2_5"

Resolviendo el sistema se obtienen las soluciones: a=1,b=2ya=2,b=1.
Las tangentes comunes son y=2x—1ey=4x—-4.

Demuestra que la recta y = —x es tangente a la curva dada por la ecuacién y = x* — 6X* + 8x. Halla los
puntos de tangencia. ;Vuelve a cortar a la curva esa tangente?

Se calculan los puntos de corte de ambas curvas: —x = X° = 6xX° + 8X.

Las soluciones de esta ecuaciéon son x = 0, x = 3.

Luego las curvas se cortan en dos puntos. La recta sera tangente en el punto de abscisa x = a si f’(a)= —1.

Como f’(a) = 3a®— 12a + 8, se tiene f’(0) = 8, luego alli la recta corta la curva pero no es tangente y f’(3) = —1.
Asi pues, la recta dada es tangente a la curva en el punto P(3, —-3).
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10.56. Halla el area limitada por la recta y = 4, la normal a la curva y = -x* + 5xen el punto de abscisax=2y la
tangente a la parabola y = X*+2x+3,enel punto de abscisa x = 1.

Se representa graficamente dicha area.
Y y=4x+ 2

tw

/A y=4

]7/ y=-4x+8

o 1 X

Para ello se halla la normal a la curva y = —x* +5x enel punto de abscisa x = 2:
f'(2)=1 y=—x+8

Y la tangente a la parabola y = X¥+2x+3enx=1 esy=4x+2.

Se hallan lo puntos de interseccion de las tres rectas:

1 6 34
A(§,4),B(4, 4)y C[g,—].

5
Elarcaes A= [4-1)[3%_4 =49 4%
2 2)\ 5

3 _ 2
10.57. Dada la funciéon f(x) = w
x“+3

Y es paralela a la asintota de dicha funcioén.

, comprueba que la recta tangente en el punto de corte con el eje

La funcion corta al eje Y en A(0, f(0)) = A(O, g) y la pendiente de la recta tangente en ese punto es 7'(0).

, (3x* —2x+3)(x* +3) - 2x(x* - x* +3x+5)
F(x) = 2 — £'(0)=1
(x*+3)

3,2
Como f(x)= w =x-1+ 28 , la asintota es y = x — 1 que también tiene pendiente 1.
x“+3 x“+3

f(a+h)-f(a) _
-

10.58. ;Qué interpretacion geométrica se puede dar al hecho de que I,,'"(} o0 ?

La funcion tiene tangente vertical en dicho punto.

10.59. Supdn que g es continua en x = 0, pero no derivable, donde g(0) = 3. Sea f(x) = xg(x).

¢(Es fderivable en x=07? Calcula la ecuacién de la tangente a la curva y = f(x) en P (0, 0).

Se comprueba si existe f'(0)=lim f(h)-1(0) =lim hg;fh)

h—0 h h—0

= ng g(h)=3 por ser g continua en x = 0.

La tangente a y = f(x) en P(0, 0) es y = 3x.
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Funcién derivada. Derivadas sucesivas

10.60. Aplicando la definicién, calcula la derivada de las funciones siguientes en los puntos en los que estén

definidas:

a) f(x)=x*-5x c) f(x)=v12-4x

b) F(x) = —— 8) Fx)= VX
X+2 x+1

a) f(x)=x®—-5x

#(x) = lim Fx+h) =) _ (x+h)’ =5(x+h)—x*>+5x _ im h(3x? +3xh + h? —5) 325
h—0 h h—0 h h—0 h
b) f(x)= 3 , Si x#-2
X+2
3 3
fl(X):”m f(X+h)—f(X):|im X+h+2 X+2: H -3h — -3
h—0 h B0 h h=0 h(x +h+2)(x+2)  (x+2)?
c) f(x)=v12—-4x ,six<3
F100 = tim TOEM =T _ J12-4(x+h)-J12-4x _
h—>0 h h—0 h
J12—4(x+h)-V12-4x J12-4(x+h)+/12-4x —4h -2
= ||m . = |Im =
h-0 h V12-4(x+h)+312-4x 120 p(12-4(x+h) +312-4x) V12-4x
d) f(x):ﬂ,six>0
X+1
Nx+h J;
£ = fim Fx+h)=f(X) _ . xehsd_x+d _ (X +INx+h—(x+h+1Wx _
h—0 h—0 h h—0 h(x+h+1)(x+1)
—iim (x+MWx+h=(x+h+IWx (x+Wx+h+(x+h+1INx _im h[(X+1)2—2><(X+1)+hXJ
0 h(x+h+1)(x+1) (AN X+ h+ (e h+ x50 i b (1) ((cH IV x+h +(xc+h+ 1 x)
o ox+1
2(x +172Vx

10.61. Demuestra que la segunda derivada de una funcién polinémica de segundo grado es siempre una
funcion constante. ¢ Cuanto vale esa constante?

P(x) = ax* + bx + c; entonces P '(x) = 2ax + b 'y P "(x) = 2a que es constante. La constante es el doble del
coeficiente principal.

10.62. Encuentra un polinomio f(x) sabiendo que f(1) =2; f'(1) =4; f"(1)=10; f "(1) =12,y " (x)=0sin>3.

Como las derivadas son cero a partir de la cuarta, el polinomio es de tercer grado: f(x) = ax® + bx’+cx+d y sus
derivadas sucesivas son: f’(x) = 3ax’+2b+c, f(x) = 6ax+2by f’’(x) = 6a.

6a=12
Utilizando los valores de la funcion y las derivadas en x = 1 se plantea el sistema 6a+2b=10 .
3a+2b+c=4

a+b+c+d=2
Resolviendo el sistema se tiene que el polinomio buscado es f (x) = 2x° — x* + 1.
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Derivadas laterales

10.63. (PAU) Dada la funcién

_[x*+ax+b six<1
f(x)_{cx six>1

Calcula a, by c para que la funcién sea derivable en x = 1, sabiendo que f(0) = f(4).

Para que la funcién sea continua en x = 1 se debe cumplirque 1 +a+ b =c.
Para que sea derivable en x = 1 debe ser a + 2 = ¢y, como f(0) = f(4), debe ser b = 4c.

Resolviendo el sistema se tiene que a = _77 ,b=1yc= %

10.64. (TIC) Calcula las derivadas laterales de la funcion f(x)=|2x-4|+ x en el punto x = 2. ;(Es la funcién
derivable en dicho punto? Esboza su grafica.

. » . _J4-x six<2 Y
Se escribe la funcion a trozos: f(x)—{3x_4 Six>2
y=3x-4
y=—x+4
1.
f(27)= lim fR+m-1@)_ y, 4=2-h-2__, o 1 X
h—0~ h h—0" h
F(2%) = lim f(2+h)-1(2) _ im 6+3h—4—2=3
h—0* h—0* h

La funcién no es derivable en x = 2.

10.65. Calcula las derivadas laterales en x = 1 (si existen) y decide si las funciones son derivables en dicho

punto.

a) f(x)=V1-x° o 0 ={5, 5]
Cfx=1)* six<1 _{x’ si x <1

b) f(x)_{(x—1)z si x>1 9 1= x slx>1

a) La funcion esta definida en [-1, 1], luego no existe la derivada lateral a derecha.

V-2h-h?

f'(17) = lim — = —oo , La funcion no es derivable en x = 1.
h—0"
h? h?
b)f'(1")= lim —=0. f'(1") = lim — =0. La funcién es derivable en x=1y f’(1) = 0.
h—0~ h h—0* h
2 —
c) f'(17) = lim M =2.f'(1") = lim M = +oo . La funcién no es derivable en x = 1.
h—=0~ h h—0*
2 —_ —
) F) = tim 22221 pry = im P21 Z 1 La funcién no es derivable en x = 1.
h—0" h h—0*
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10.66. Dadas las funciones:
fix)=x*+2x-1
g(x) = —x* + 6x + 2

f(x) six<1
F(X)={g((x)) six>1

Calcula:

a) f(1), f (x)y limf(x) b)g'(1),g" (x)y limg'(x) c) F(1)y F(1")
¢Es F(x) derivable en x =1? ;Es F(x) continuaen x=1?

a)f'(x)=2x+2,f’ (1) =4y Iirr11 fi(x)=4

b)g'(x)=-2x+6,g(1)=4y Iirr11 g(x)=4

c) Observa que F(1)=g(1)=7

F(1)= lim F(1+h) F(1)= im (1+h) +2(1+h)—1 7= im h®+4h 5=+°o
h—0~ h h—0~ h h—0~
2
F'(1) = lim F(1+h)—F(1)= im —(1+h) +6(1+h)+2—7= im h(—h+4)=4
h—0* h h—0~ h h—0~

Como F(17) y F(1%) no coinciden, la funcién F(x) no es derivable x = 1 a pesar de que lim f'(x) = lim g’(x) . El
x—>1 x—>1"

problema es que F(x) no es continua en x =1 pues lim F(x)=Ilimf(x)=2 y Iirr11 F(x)= Iirr11 g(x)=7=F(7).
x—1 x—1 x—1 x—>1"

Derivadas de las operaciones con funciones

10.67. Dadas las funciones f(x)=x*>+2x+1 y g(x)=3x-1, calcula:

a) f(x) y g'(x) e) (f2) (x)
b) (5f)(x) f) (fg) (x)
¢) (F+g)"(x) a) [5] (x)
d) (2f -3g)"(x) h) [gi) (x)

a) fi(x)=2x+2 y g'(x)=3

b) (5) (x) = 5f(x) = 10x+10

’

c) (f+g) (x)=f'(x)+g'(x)=2x+5

d) (2f—39)’(x)=2f '(x)-3g9'(x)=2(2x+2)-9=4x-5

e) (?) (x) = 2(x)7 '(x) = 2" + 2x + (2x+2)

f) (f- g), (x)=F'(x)g(x)+f(x)g '(x) = (2x + 2)(3x = 1)+ 3(x% + 2x +1)

9) (gj(x): g'(xX)F(x)—g(X)f'(x) _ 3(x*+2x+1)—(3x-1)(2x+2)  5-3x
f (F(x))° (x* +2x+1y (x+1)°

’

5 ~10g'(x)  -30
h || (x)= -
: [92] Y7 g00f BT
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v x*+1
X+

los puntos en los que su grafica admite una tangente paralela a la bisectriz del segundo cuadrante.

10.68. (TIC) Dada la funcién f(x) = , represéntala con la calculadora grafica o el ordenador, y aproxima

En la grafica hay dos puntos en los que la tangente es paralela a la bisectriz del segundo cuadrante. Como se

x(x+1)_m

2 —
quiere f(x) = —1, se calcula f'(x) = YX_*1 > = x-1 =—1si (x+1?Vx2+1+x-1=0.
(x+1) (x+ 12V %2 +1

La solucién x = 0 es facil de encontrar por tanteo. La segunda solucion se
aproxima con ayuda de la calculadora. En la grafica se observa que esta entre
-3 y —2 mas cerca del —2. Haciendo una pequefia tabla con los valores:

-2 -2,2 -2,1 -2,15 -2,16
0,34164 0,08044 —0,10148 —0,0045 0,01338

Se observa que x -1+ (x+12V x?2+1>0 six<-2,16y x—1+(x+1°V x*+1<0
si x > —-2,15 luego el segundo punto buscado tiene abscisa x = -2,15....

10.69. Demuestra esta sencilla férmula que nos da la derivada segunda de un producto:
(fg)ll=fllg+2flgl+fgll

(fg)"=[(fg)]'=(f'g+fg')' =f"g+f'g'+f'g'+ig"=f"g+2f'g'+ig"

Derivada de la funcion compuesta

10.70. (TIC) Calcula la derivada de las siguientes funciones compuestas:

a) f(x)=(Vx +x) o) Fx)= (x+3)
5
2x+1 X2
b) f(x)= & d) f(x)_m
F(x) = 5lx +x) | —— 41 " :3(”3)2 8 _ 24(x+3)
a) F'(x) = 5(x +x) [2&+J o) i =o[ K2) L 2
b) f'(x):l X_3—4X—4_3 d) f.(X)ZZX(3X—6)—512x2 :—GX(X+§)
2V2x+1  x (3x-6) (3x-6)

10.71. Sabiendo que f(2) =1; f(2) =3; g(2) =2; g'(2) =5y g'(1) = 0, calcula:

a) (f-9)'(2) ¢) (f*29)'2) e) (Va)'@
b) (g°f)'(2) d) (—og) (2) f) ()@
a) (f+9)'(2)=f(g(2)g'(2) =1 '(2)-5=15

b) (g-f)'(2)=g'(f(2))f'(2)=g'(1):3=0
(fzog) = 2f(9(2))f (9(2))g"(2) = 2f(2)f(2)5=10-1-3 = 30

1 ) [1) vor . FGR) o0 (2 .
—og ['2)=| = |(9@)g'(2) = ——LL_g'(2)=——=L .5 =15
r (f(9(2))) (f(2))

g'(2) _sﬁ
e) (Vg)@=-2"L 2o

f) (F")'(2)=nf""(2)f'(2) = 3n
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10.72.

10.73.

10.74.

10.75.

10.76.

10.77.

10.78.

Si f(x) = X%, ¢es lo mismo F'(x%) que g'(x), siendo g(x) = f(x*)?

No, pues f(x) = 2x, luego F(x°) = 2x° y g'(x) = F(x*)- (x*)y=2x* - 2x = 4x°

3 3

Obtén la derivada de f(x) = 12+ X y, a partir del resultado obtenido, escribe la derivada de g(x) = 12+x .
- X
200 3 _ 9,3 2
F(x) = 3x°(2 x)+21+x _ 2x +6x2 +1
(2-x) (2-x)
Como g(x) = f(—x), se tiene que g'(x)= —f’(-x)= 2)(—6)(21
(2+x)

Sea f una funcion derivable que cumple f(x + 3) = 8x — 12 cualquiera que sea el valor de x. Calcula f(f(1))
y f(f(1)).

Derivando la expresion f(x + 3) = 8x — 12 se tiene (f(x+3))’= (8x —12), f’(x + 3) - 1= 8 para todo x.

Asipues, f'(1)=8yf(8)=f(5+3)=8-5-12=28 yf'(f(1))=f((f{(1)—3)+3)=8

Si f(x) = max(x, X’) y g = fof , calcula g'(—%]

Se escribe f como una funcién a trozos:

_x si0<x<1 vy 1 si O<x<1
f(x)_{xz six>16 x<0 f(x)_{Zx si x>106 x<0

Yot yvech ey ee 1=
9 (=)= N (=5) =1 (T (=5) =11 =1

Derivada de la funcién inversa

Encuentra una férmula para calcular la derivada de la funcion f(x) =</ x utilizando su funcién inversa.
Aplica el resultado obtenido para calcular la derivada en x = 5 de la funcién f.

’

F(x)=x"y (F'(x))'=nx"" x=(f"f)(x) Derivando, 1=(f") (f(x))f’(x):n(ﬁ/;)an'(x) luego

FX) =y 5y =
(x) n(Q/;)M y £'(3) n(Q/g)M

Comprueba que, en general, las derivadas de funciones inversas no son inversas entre si. Utiliza para
ello las funciones f(x)= x>y g(x)=+x .

F(X)=2x y g'(x) = ——. Se calcula (Fog')(x) = 2—— = —!

2Jx m:W?&X'

Calcula en cada caso, el valor de b:
a)f'1)=-5 fY0)=1 (F")0)=»b
b)f'(0)=1 f'(-5)=0 (f")(-5)=b
c)f'-1)=b f'6)=-1 (F')(6)=8

Ty = ;:L:_l _1=f"(f! = 1 :l
a) (YO Z=e "7 O =1 )= 1y 6=
Tur e 1 1
D T e
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Derivadas de las funciones elementales

10.79. (TIC) Calcula las derivadas de estas funciones:

a) f(x)=3+x* e) f(x)=(3-x?)’
b) f(x)=i2 f) f(x)=sen®(x?)
X
(3+x2] ( 1 ]
c) f(x)=In g) f(x)=3arcsen| —
3 X
d) f(x)=e** h) f(x)=(sen(x2)+cos3)3
a) f/(x)=2x e) F(x) = -6x(3 - x2f
b) f’(x):_—f f) £(x) = 6xsen® (x*)cos(x*)
X
oy 2X pon_ B
C)f(X)—BH2 g)f(X)——xm
d) F'(x) = 2xe3**° h) f’(x)=3(sen(x2)+c033)2(2xcos(x2))

10.80. (TIC) Calcula las derivadas de las siguientes funciones en los puntos en los que existan:

2

a) f(x)=NX_ d) f(x)= X INX

arctgx x“ -1
b) f(x)=e*cos x+e “senx e) f(x)=sen((sen3x3+1)3)

1 sen?(2x)+2senx cos x + cos?(2x)
c) F(x)=Yx+3+— f) f(x)=
) f(x) Txs2 ) f(x) sen(2x)
sen x

cos x-arctg x — 112

a)f'(x)= T
(arctg x)

b) f'(x) = e*(cos x —senx)+ e *(—senx +cos x) = (cos x —senx)(e* +e™*)
)= 1 B 1
3(¥x+3) 3(¥Yx+2)

c) f(x

2xInx + x)(x* —1)- 2x®Inx
(e -1f

e) f'(x)= Cos((sen3x3 + 1)3)3(sen3x3 + 1)2 3sen®x®cos x* - 3x2 =

4) 7(x) = ¢

= 27cos((sen3 (x*)+ 1)3)(sen3 (x*)+ 1)2 sen’(x*)cos(x*) x?

f) Antes de derivar conviene escribir la funcién de forma mas sencilla utilizando las propiedades de las razones
trigonométricas:

f(x)

_ sen?(2x)+ 2sen x cos x +cos?(2x) _1+2senxcosx _ 1+sen(2x) 1 _ —2c0s(2x)

= = +1= f(x)= 3
sen(2x) sen(2x) sen(2x) sen(2x) (sen(2x))
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10.81. (TIC) Halla las derivadas de las siguientes funciones:
2% In(x* + x)

tg (nx)

arcsen(3%)

a) f(x)=In(x*+1)-tgx c) f(x)= xcos’ (e*)

e) f(x)=

b) f(x)=sen(x/x2+4) d) F(x) = ‘j:_1 f F(6) = 4\{22

In(x?+1)
cos? x

a)f'(x)= Xzzi1-tgx+

xcos( x? +4)

0) Fx) = —
VX2 +

21% (3x* +1)tg(n x)  2m°In(x° +x)

¢) Fi(x) = X3+ x ~ cos?(nx)
(tg(n x))2

P e

9 f,(x):e [2x 15 x—1J:eXZ(4X(X—1)—1)
x—1 2(x—1Wx -1

In3-(xcos (j ))3 —arcsen(S")(cosB(ex)—SxeX cosz(ex)sen(ex))

&) Flx)= —V1=3

(xcos® (e*))2

el(1+t)V -t _@(3?—2)
2,/ te! (:‘I 32 )3

f) F(t) =

NFre

10.82. (TIC) Calcula las derivadas sucesivas de las siguientes funciones y escribe la expresion general de la
derivada enésima.

a) f(x)=x" c) f(x)=e™* e) f(x)=In(x)
b) f(x)=senx d) f(x)=% f) f(x)=cos(3x)
a) FIX)=—T X1k siksn+1 F(x)=0

(n—k)!
b) f*(x)=sen x, F*"(x)=cos x, F*"?(x)=-senx y f*"*3)(x)=—-cos x

c) f(x)=7"e"™™

Q) (= EU
X
e) fn)(x) — (_ 1)”—1,(7,.' _1)'
X

f) £47(x) = 3" cos(3x), F*"V(x)=-3*"*"sen(3x), F"*?(x)=-3*"2 cos(3x) y F*"¥(x)=3*"3sen(3x)
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10.83. (PAU) Determina las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la grafica de la funcién
3

f(x)=2xe* +x2_—2 en el punto de abscisa x = 0.
x“+4

3x%(x2 + 4)-2x(x* - 2)
(x2+ 4)2
1

1 1
Latangentees y=2x— —ylanormaly=——x—- —.
g y > y y 5 >

f(0)=2 y f(0)= ‘?1

f'(x)=2e*(1+ x)+

10.84. La funcion f(x) = Jx no es derivable en x = 0 y la funciéon g(x) = senx, si. {Es derivable en x =0 la

funcién p(x) = JVx sen x?

Como D(p) = [0, +), solo se puede calcular la derivada lateral a derecha. Dicha derivada, si existe,y para

calcularla observa que existen los limites lim vh =0y lim % =1, luego
h—0* h—0*
p'(0%) = lim 2SN iy htim S8 6420
h—0* h—0* h—0"

10.85. ;Para qué valores de x se anulan las derivadas de las funciones siguientes?:

3x+1 cos x
a) f(x)=—— e) f(x)=———
2x 1-sen x
b) f(x)=e** - 4e* f) f(x)=xInx—x
<) f(x)=|n(x+1) g) f(x)=ex?
xX-2
d) F(x)=In| |1HSenX h) Fx)= 19X
1-sen x 1+sen x
a) Fi(x) = 6x—4(3x+1) _ —-6x-4 “0 & —Bx—4=0 x= -2
4x° 4x° 3
b) f'(x)=2e%* —4e* =e*(2e* -4)=0 & 26*~4=0s x=In2
c) f'(x)=———— no se anula nunca.
) F(x) & |
(x+1)(x-2)
d) f'(X)=l coSX _ ZCOSX | COSZX -1« Nose anula nunca.
2\1+senx 1-senx COS“ X COSX
2
e) fi(x)= > x(1-senx)+cos'x _ 1 no se anula nunca.

(1-senx)?  1-senx

f) f'(x)=Inx=0 & x=1
X2 2
) F'x)=era- X =%

37 =0 © X¥-6x=0=x=0yx=6.
X_

_1+senx—senxcos’x _ sen’x—senx+1

h) f'(x =
)70 cos? x(1+senx)’  cos’x(1+senx)

que no se aula nunca.
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10.86.

10.87.

10.88.

. 3m
—<
Sea la funcion: f(x)={5%"X S 5 =X <3T £ udia su continuidad y su derivabilidad en x = 31 .

x-3n si3n<x<12

lim f(x)=sen(3n)=0= lim f(x)=f(3n). Luego la funcién es continua en x =3n
x—3n*

x—=3n"

. 37
—<
Fx)= {008 X S SX<IT i Fx) = cos(3m) = —1# lim F(x).

1si3n<x<12 -

X—3n x—3n"

La funcién no es derivable en x = 3mn.

(x—m)+cos(x—m) six<mw

Estudia en qué puntos es derivable la funcion: f(x)= sen(x —m) Six>
_ T
X-7

Si x # m, la funcion es continua por ser composicion, suma y cociente de funciones continuas y derivables con
denominadores no nulos.

1-sen(x—m) six<m
f'(x)=4(x—-m)cos(x—m)—sen(x—m)

3 six>m
(x-7)

Continuidad: lim f(x)= lim ((x —n)+cos(x —m))=1=f(x) = lim f(x) = lim M=1

XoT x> xon* x—n* X—T
Luego la funcion es continua en todo R.
Derivabilidad: lim f'(x) = lim (1-sen(x—=)) =1
lim £(x) = lim (x—m)cos(x—m)—sen(x—m) _ im

x—nt x—n" (X —TC) x—nt

(cos(x—n)_sen(x—n) 1 ]: im cos(x—m)—1
(x-m)  (x-m) (x-n)
-sen’(x—n) _ . -sen(x-m) 0

o' (x—m)(1+cos(x—m)) x-r (1+cos(x-m)) 2

Los limites no coinciden, luego la funcién no es derivable en x = .

Derivacién logaritmica e implicita

(TIC) Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) f(x)=x"*

b) f(x)=x*

c) f(x)=(x+ senx)&

)SBI’]X—COSX

d) f(x)=(senx+cos x

a) f(x) = x"* (—In X +1"—Xj

X

b) f/(x) = x° e* (In X +l]
X

¢) F(x) = (X+Senx)&(ln(x+senx) + x/7(1+cosx)J

2x X +senx

(cos x —senx)’

d)f(x) = (senx+cos x)™" [(cos x +senx)In(sen x +cos x) —
Senx +cos X
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10.89.

10.90.

10.91.

10.92.

10.93.

Dada la curva 2xy + y— x -6 = 0, se pide:
a) Calcula la segunda coordenada del punto P(5), que pertenece a dicha curva.

b) Calcula y’(5) utilizando la derivacién implicita.

c) Calcula y’'(5) despejando previamente la y y derivando, posteriormente, la funcion obtenida. (Los

valores obtenidos deben coincidir).

a) Sustituyendo x por 5 se tiene 10y + y=11luegoy=1= P (5, 1)

b) Derivando se obtiene 2y + 2xy’ + y '—= 1= 0 y sustituyendo x por 5e ypor 1: 2 -1 + 10y’ + y —1 = 0. luego
-1

y(5)= T

X+6 -11 1
c)(2x+ 1)y =x+6luego y = ey =—  —___
A 4 qov 2x +1 y (2)(+1)2 11

Aproximacion lineal de una funcion en un punto. Diferencial de una funcién
(TIC) Sabiendo que In2=0,69315, obtén la aproximacion lineal de la funcién f(x)=log,x en x=2y
utilizala para obtener los valores aproximados de f(x) en x = 2,01; x = 1,9 y x = 2,9. Compara estos
resultados con los obtenidos con la calculadora. {Qué ocurre a medida que nos alejamos del 2?
2In2

(x-2)=14 222
0,01

L(x) = log, 2+
(x) = log, 22
L(2,01)=1+

1,3863

= 1,007213. Con la calculadora se obtiene log»>(2,01) = 1,007196.

L(1,9)=1- 1 ?(,)8133 = 0,927866. Con la calculadora se obtiene logz(1,9) = 0,925999.
L(2,9)=1+ 7 1(3)8?33 = 1,650477. Con la calculadora se obtiene log»(2,9) = 1,536053

A medida que nos alejamos del 2 la aproximacion lineal va empeorando.

Realiza una estimacion lineal de la variaciéon de la funcién f(x)=1+ 1 al incrementar laxde2a2,1.
X+

7 8 7 .8 101
f2)= =, f'(2)= > yL(2,1)= —+>(21-2)=—
(2) 3 (2) 9 yL(21) 3 9( ) 25

La variacion de la funcién es Ay y la estimacion lineal de la variacién es dy = f(2) Ay = —(2,1-2) =0,0889..

© | oo

Ay = f(2,1)-f(2)=0,0892.

PROBLEMAS

Se dice que dos curvas son tangentes en un punto si comparten recta tangente en el mismo. Encuentra
una parabola del tipo y = x>+ bx +c¢ que sea tangente a lacurva y = (x —3)3 en el punto de abscisa x = 3.

Como la tangente a y = (x —3)3 en x = 3 tiene ecuacioén y = 0, se quiere que la parabola pase por P(3, 0) y que
su derivada en x = 3 valga 0.

Se plantea el sistema: 9+3b+c=0 y 6 + b=0. Resolviendo, se tiecneb=-6yc=9.

Por tanto, la parabola buscada tiene ecuacion y = xX*—6x + 9.

Dadas las parabolas f(x)=x?>—-4x+3 y g(x)=x*-16x+63, calcula el area del triangulo formado por
el eje X'y las rectas tangentes a dichas parabolas en el punto de corte entre ellas.

Se comienza calculando el punto de corte: X—4x+3=x-16x+63= x=5.El punto de corte es A(5, 8).
En A(5, 8) la recta tangente a f(x) = x> —4x+3 es y—8 =6 (x — 5). Operando se obtiene y = 6x — 22.
En A(5, 8) larecta tangente a g(x) = x*-16x+63 es y—8=—6 (x— 5). Operando se obtiene y = —6x + 38.

El area del triangulo de vértices A(5, 8), B[E,Oj y C(B,Oj esA= (—ﬂ +1—9j 8_32 u?,
3 3 3 3)2 3
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10.94. (PAU) Una particula se mueve a lo largo de la grafica de la curva y = 12X2

10.95.

10.96.

En el punto P[Z, ?] la abandona y sigue desplazandose a lo largo de la recta tangente a dicha curva.

a) Halla la ecuacion de dicha recta tangente.

b) Si el desplazamiento es de izquierda a derecha, encuentra el punto en el que la particula encuentra al
eje X.

c) Si el desplazamiento es de derecha a izquierda, encuentra el punto en el que la particula encuentra a
la asintota vertical mas proxima al punto P.

a) y'= 2+2x° y(z)-— La ecuacion de la tangente es y —Ex— 32 .
(1—x )2 9 9
. . . . X 0 32
b) Como la particula no corta al eje en (1, 2) cuando sigue la trayectoria y = T debe ser ?x iy =0
-X

La particula encuentra el eje X en el punto A( 3,2; 0).

c) La asintota mas préxima a P es x = 1. Luego la particula se encuentra con esa asintota en 8(1 —%j

La hoja de Descartes es la curva que corresponde a la grafica de la ecuacion: X+ y3 = 3xy y tiene esta
forma tan singular:

Y
a) Explica por qué la hoja de Descartes no es una funcién.
b) Comprueba que el punto (%,%) pertenece a la hoja de
Descartes. 4
c) Mediante la derivacion implicita comprueba que la tangente > : <

a la curva en el punto [%,%) es paralela a la asintota de la

hoja de Descartes.

a) La hoja de Descartes no es una funciéon porque corta a algunas rectas verticales mas de una vez (por
ejemplo, a la recta x =1).

b) Sustituyendo x e y por % se observa que se verifica la ecuacion X+ y3 = 3xy.

c) 3x° + 3y2y =3y+3xy’. Six=y =% se tiene %+%y‘= %+%y' , luego la pendiente de la tangente en dicho

punto es y’= —1 que es paralela a la asintota.

Dadas las dos curvas y3 +5xy+3x-2y=0y xy2 +7xy + 2x + 3y =0, se pide:
a) Demuestra que ambas pasan por el origen de coordenadas.
b) Demuestra que las rectas tangentes a dichas curvas en el origen son perpendiculares entre si.

a) Al sustituir en ambas ecuaciones x = y = 0, se observa que se cumplen ambas igualdades.
b) Se calcula las derivadas implicitas de ambas curvas y se sustituye x e y por 0 para obtener y’(0).

3y?y + 5y +5xy’+ 3 — 2y = 0. Por tanto, y(0)=% V2 +2xyy'+ Ty +7xy'+ 2 + 3y’ = 0. Por tanto, y’(0) = %2 .

Luego las tangentes tienen pendientes % y %2 y, por tanto, son perpendiculares.
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10.97.

10.98.

10.99.

10.100.Determina todas las funciones f con f(x) = a+bx*+cx+dcona#0 y que verifican f(-1) = f(1) = 0.

(PAU) Halla el area del triangulo formado por el eje X y las rectas tangente y normal a la curva de

ecuacion y = e * en el punto de abscisa x = -1.

. . x 1 .
Las rectas tangente y normal tienen ecuaciones y =—-ex e y=—+—+e¢e respectivamente.
e e

Que cortan al eje X en los puntos B(0,0) y C(-e*-1,0).

e’ +1)e
El triangulo de vértices A(-1,e), B(0, 0) y C(-e* -1, 0) tiene area (T) u.

Sea f: [-2, 2] — R la funcion definida por:
fix) = (1 x ) (1-[x])
donde [x] representa la parte entera de x, es decir, el mayor entero menor o igual que x.
Justifica la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones:
a) fes derivable en (-2, 2).
b) Si x no es entero, f*¥(x) = 0.
a) Se escribe f como una funcién definida a trozos:
3(1+x) sixe(-2,-1)
2(1+x) sixe (-10)
1-x sixe (0,1)
0 sixe (12)

f(x) = . Ademas f(—2) = -3, f{—1) = 0, 0) = 1, (1) = 0, f2) = 1.

Se observa que la funcién no es continua en x = 0 porque los limites laterales no coinciden.
Derivando en los intervalos abiertos se tiene que

3 sixe(-2-1)

, 2 sixe(-10) - . .
fi(x)= ) , luego la funcién es derivable si x no es entero.
-1 sixe (0,1)
0 sixe (12)
0 sixe(-2-1) 0 sixe(-2-1)
w0 sixe(=10) ., . |0 sixe(-10)
D=1 sixe(0.1) T X0 sixe(0,1)
0 sixe(12) 0 sixe(12)

Por tanto, las derivadas sucesivas ya seran 0.

Sea f la funcion definida en (0, +) por f(x)= x’lnx—%xz. Demuestra que para todo entero n > 3, es

2(-1)""(n—-3)!

Xn—z

" (x) =

f(x)=2xInx-2x, f(x)=2Inx, f"(x) =z y a partir de aqui se tiene las derivadas sucesivas de 1 siempre
X X

(17n!

Xn+1

multiplicadas por 2. Como si g(x) = 1 ,g"(x) = , y se obtiene el resultado buscado.
X

¢Alguna de las funciones obtenidas anteriormente verifica f(0) = f(1)?

Derivando se obtiene f(x) = 3ax* + 2bx + c. Se quiere que 3a—2b+c=3a+2b+c=0.
Luegob=0yc=-3a.

Las funciones que verifican esto son de la forma f(x) = ax® — 3ax + d.

Si ademas se impone la condicion de que f(0) = f(1) debe ser d = a — 3a + d, luego a deberia ser 0. Asi pues,

ninguna de las anteriores verifica f(0) = f{(1).
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10.101.

10.102.

10.103.

10.104.

10.105.

Se quiere demostrar el hecho ya conocido de que la tangente a una circunferencia en un punto P es
perpendicular al radio que va desde el centro de la misma al punto P. Para ello sigue estos pasos:

a) Encuentra la ecuacion de la circunferencia de centro el origen y radio a.

b) Quédate solo con la semicircunferencia superior para que asi sea una funcion.

c) Calcula la pendiente de la tangente a dicha semicircunferencia en el punto P(xo, yo) con x>0.
d) Calcula la pendiente del radio OP.

e) Comprueba que el producto de las dos pendientes calculadas es -1.

a) x*+y*=a’

b) y =vVa®-x?
c) y':_—x. La pendiente en P(xo, yo) €s X _X si yo # 0.
a? - x? Jyai-x,2 Yo
d) La pendiente del radio OP es la pendiente de la recta que pasa por O(0, 0) y P(xo, Yo), luego vale Yo
Xo

e) “Xo . Yo = “XoYo _ _4
Yo Xo Yo' Xo

Demuestra que si fes periddica y derivable, entonces f' también es periodica.

Se supone f periddica de periodo T. Entonces f(x)=f(x+kT) para k entero.

Derivando se tiene que f’(x)=f'(x+kT) para cualquier k entero y, por tanto, f también es periddica.

1 si 0<x<7

2 si x>7 y que f(7) = 3.

Encuentra una funcién f definida en (0, +-) tal que f'(x) = {

f(x)={XJra st 0<x<7 Si queremos f(7) = 3 debe ser a=—4 o0 b=—-11.

2x+b si x>7

Para que ademas sea continua en x = 7 deben cumplirse ambas condiciones.

Un profesor algo despistado propone a sus estudiantes que encuentren una funciéon f definida en
1 si 0<x<7

2 si x>7 y que f(7) = 3. Un estudiante intenta calcular fy se lleva una

(0, +c0) tal que f'(x) = {
sorpresa. Explica qué ha ocurrido.

L . - , x+a si 0<x<7 ,
Si se intenta hallar una funcidn con estas caracteristicas se tendria f(x) = . que deberia ser
2x+b si x>7

continua en x = 7 pues es derivable alli, luego a = -4 y b =—11 pero la funcién asi obtenida no es derivable en
x =7 y,por tanto, su derivada no vale en 1 en x = 7 como deberia.

f(x+h)—f(x—-h)
2h )

Supdn que fes derivable en x. Demuestra que f'(x) = Ihlng

(Indicacion: resta y suma f(x) en el numerador).

i FOCER)=F(x=h) _ . FOx+h) = F00) = (F(x =)~ f(x)) _ ”ml(f(x+h)—f(x) B f(x—h)—f(x)] _

lim

h—0 2h h—0 2h h—0 2 h h
A Fxrh)=f(x) o f(x=h)-f(x))_1 ., o
= 2@'5“0 h Lano p J > (F'(x)+F'(x))=f"(x)
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10.106. En la figura adjunta se representa la grafica de la funcién derivada f' de Y
una cierta funcion f: [0, 1] - R.

a) Halla una expresion algebraica de f sabiendo que su grafica pasa por H
el origen de coordenadas. y=fx

b) Representa graficamente la funcion f(x).

c) ¢ Se verifica f[%j =0?

2x siOstl x> +a si OSXS%

a) f'(x)= 2 Luego f(x)= )
—2x+2 si §<X<1 x> +2x+b si 5<x<1

Como f(0) = 0y, al ser fderivable, f es continua en % ,setienequea=0y % = —%+ 1+ b luego b = _71 .

b) Y
1.
fl—o
(0] 1 /X

c) En la grafica de f’(x) se observa que no existe f(%j . Se comprueba calculando:

1- 2[h+%)—1 1 —2(h+%)+2—1
f'"I= |=lm—4—=2%f"—- |= M —nlt——=-2
2 h—0" h 2 h

h—0*

10.107. Se ha medido la arista de un cubo y el resultado ha sido 12 cm, luego el volumen de dicho cubo sera de
1728 cm® Se supone que el aparato de medida tiene un error maximo del 2%. Utiliza la aproximacion

lineal en x = 12 de la funcién que nos da su volumen, V(x) = x*, para calcular el maximo error cometido
al hallar el volumen.

L(x)=1728 + 432(x — 12), luego L(12 £ 0,24) = 1728 £ 432 - 0,24 = 1728 + 103,68
Luego el error maximo es de 103,68 cm®.

10.108. Haz una estimacion lineal de la variacion del area y el volumen de una esfera al aumentar su radio, R,
un 1%. ¢ Cual es la variacion real?

A(R)=4nR? L(R%0,01R)=4nR?+0,08nR?. La variacién del area es de +0,08nR? .

Como A(R+0,01R) = 4n(R+0,01R)* = 4nR?+0,08nR? +0,00041tR? , la variacion real maxima es de 0,0804nR?

V(R)= %nRs, L(R+0,01R) = %nf\” +0,04nR?® . La variacion del volumen es de +0,04nR* .

0,000004
—T

3 R? , la variacion real maxima

Como V(R+0,01R) = %R(R +0,01R)® = %RRS +0,047R" +0,00047R> +

es de 0,0404013xR*.
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10.109. El coste total de produccion de g unidades de cierto producto viene dado, en €, por la expresion
C(q) = 2q2 + 5q + 10. Una empresa produce en la actualidad un total de 50 unidades y estudia la
posibilidad de aumentar la produccién a 50,5 unidades. Estima, utilizando la aproximacién lineal, cual
sera la diferencia de costes si se producen 50,5 unidades en lugar de 50.

L(g +0,5)=C(q) + 0,5:C'(g). L(50,5) = 5260 + 0,5-205 = 5260 + 102,5.
Luego la diferencia de costes es de 102,5 €.

10.110. Halla la funcién f que cumple que (1+x2)f"(x) + 2xf'(x) = 2 para todo x, sabiendo que f(0) = f(0) = 0.

2x+C

Como (1+x%)f"(x) + 2xf(x) es la derivada de (1+x°)f(x), tenemos que (1+x°)f(x) = 2x + C= f'(x) = Y
X

como f'(0)=0=C=0.
f(x)=In(1+x*)+B ycomo f(0) =0 = B =0, luego f(x)=In(1+x?)

10.111. Sea f(x) la funcién definida por f(x) = x* seni2 six#0y f(0) = 0. Prueba que f es derivable en R, pero
X
que en cualquier entorno de 0 f' no esta acotada.

12 1 £(0+h)—£(0) hzse”iz 1
Six#0f’(x) =2xsen— — —cos—- . Ademas f’(0) = |lim = lim h™ _ \im hsen— =0
x? X X2 h—0 h h—0 h h—0 h?

pues —h < hsen% <h y h— 0. Por tanto, f’(x) es también derivable para x =0y f’(0) = 0.

lim (2xseniz—3cosi2j =0-Ilim Ecosi2 =0, yaque seni2 y cosl2 estan acotados entre -1y 1.
X0 x*  x X x=0 x X X X

10.112. Los siguientes limites se pueden escribir como el valor de la derivada de una cierta funcién en un
punto. Aplicando esta idea, calculalos.

20 _
a) lim (1+ x) 1 b) lim cos X ¢) lim tgx -1 d) lim 1+ cos x
x—0 )¢ xF xF T x> X—T
2 X—— 4 X——
2 4
_ 20
a) Tomando f(x) = x°, f'(1) = lim Fix+1)=f(1) = lim (T+x)" -1 20
x—0 X x—0 X
oS x cos(h+gj f(h+g)—f(g)
b)Seaf(x)=cosx—£, lim =lim =lim I e ) P
2 .4 X—E h—0 h h—0 h 2 2
2
T T
tg(h+—)—tg(—)
c)LIamandof(x)=tgxyh=x—E, lim tgx_1=|im 4 4 =f'[£j=;=2
Xl T ho0 h 4 2 T
4 X—— cos”| —
; i)
d) Llamando f (x) =cosxy h=x—n lim 1+cosx = LII'T(I) cos(h + ) - cosw =f'(n)=-sen(n)=0
X—>T X_Tc —
; 2x a b
10.113. a) Encuentra dos numeros reales a y b para los que: +

x*-1 x-1 x+1

2x

b) Sea f:R-{-1,11 >R definida mediante la formula f(x)=—;
X p—

b Obtén una expresiéon para la
derivada n-ésima de f.

a) Debe ser 2x = ax + a + bx — b para todo x. En particular, six=0setiene0=a—-bysix=1, 2= 2a, luego
los numeros buscadossona=1y b= 1.
2x 1

b) f(x)=—— = +—  Comosi g(x):l,g")(x):
x=1 x-1 x+1 X

(- 1)"1n! se tiene £)(x) = (—1)"n!1 . (_1)nn!1 |
X’H (X_1)n+ (X+1)n+
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10.114. Sea f una funcién definida en R que pasa por el origen, que admite segunda derivada y que verifica
[f(x)]* + f(x)-f"(x) = 2. Calcula la ecuacién de la tangente a la grafica de fen el punto (3, 1).

Se sabe que 2 = [f'(x)F + f(x)-f"(x) = (f(x)-f’(x)),.

Luego 2=(f(x)f(x)) y una funcion cuya derivada es 2 tiene la forma 2x + a, asi pues
f(x)f'(x)=2x+a.Como f(0) = 0, debe ser a =0y se tiene f(3)f'(3)=6=1f'(3)=6=1f'(3)=6. Asi pues, la
ecuacion de la recta tangente en (3, 1) es y = 6x — 17.

10.115. a) Demuestra que la funcion f :R — R dada por f(x)=e* + x tiene inversa.

b) Prueba que existe una funcién g:R — R derivable y tal que g(x)+e?* = x para cualquier nimero
real x.

c) Calcula g'(1).

a) La funcion es continua y su derivada f'(x)=e* +1 es siempre positiva, luego la funcion es estrictamente
creciente.

Una funcion continua estrictamente creciente admite inversa.

b) La funcion que se busca es g(x) = f1(x).

Se sabe que x = (f o F)x)=f(F(x))=6" ¥ +F(x).

Y también que si (f')'(x) = ﬁ siempre que f'(f'(x)) =0 y como es positiva, se tiene que f'(x) es
X

derivable.

Luego g(x) = f‘1(x) cumple ambas condiciones.

c) Se comienza calculando g(1). Como g(x) = f'(x), se tiene que 1=f(g(1))=e9" +1= 9" =0 = g(1) =1

1 1 1
f(g() f'() e+1’

Por tanto, (g)'(1) =

10.116. Una particula que se mueve en el plano XY baja deslizandose a lo largo de la curva de ecuacion
y=+ x*+9 .En el punto P (4, 5) abandona la curva y sigue por la recta tangente a dicha curva.

a) Calcula el punto R del eje Y por el que pasara la particula.

b)¢ Existe algun otro punto Q de la curva tal que la recta tangente a la curva en el punto Q corte al eje Y
en el mismo punto R anterior?

X

a) Como f'(x) = ;F'(4)= % La recta tangente en P(4,5)es y—5 = % (x — 4). Operando se obtiene que

X“+9

la recta tangente es y = %x + % , que corta al ejeY en R[O, %j .

a

b) La recta tangente a f(x) en el punto Q(a, f(a)) tiene ecuacién y — f(a) = [ J(x — a). Operando se

a’+9
ax 9
+ .
Ja?+9 a2 +9

obtiene que la recta tangente es y =

=%:a=4 6 a=-4.

Si queremos que pase por R(O, gj debe ser
5 a’+9

Por consiguiente, la recta tangente a la curva en el punto Q(—4, 5) también corta al Y en R(O, %]
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10.117.

10.118.

10.119.

Sea g una funcién definida positiva y continua en R, y f una funcién continua en x = 1 tal que

lim—X)__g
x—-1 ()(_1)3
f . f
Demuestra que — es derivable en x =1y calcula [—]'(1).
g9 g9
. f(x) .
Como I|m1 PR =0 y fes continua, se deduce que f (1) = 0.
X— X_
Ademas, por ser g continua y positiva: lim L = L Por otro lado,
h=0g(1+h) g(1)
_1\2
lim f+h) =lim f(x) =lim (x=1) fgx) = lim(x —1)%- lim f(x)3 =0-0=0 pues ambos limites existen.
h=0 h ->1(x=1) x>t (x=1) x—1 x=1(x—1)
Asi pues:
f(1+h
f (fj(”h)_[f]m ((1+h))_f((11)) f1+h f(1+h 1 1
Llay=1im~9 9/ —iim¥ IO _ iy LOLR)_ iy OER) iy —0——=0
g h—0 h h—0 h h—0 hg(’] + h) h—0 h h—0 g(‘] + h) g(1)

2

5 1+x2j y calcula (fof')(2).

Define a trozos la funcion f(x) = min( X

. X2 1
Resolvemos la inecuacion T3 <

v como 1 + x* es siempre positiva, se obtiene la inecuacion equivalente:
+ X

x2(1+x%)<2 = x* +x2 -2 <0, resolviendo la ecuacion bicuadrada x* + x2 -2 =0 se obtiene las soluciones
= -1y x=1. Observando qué ocurre en los intervalos (—, —1),[-1, 1]y (1, +) se tiene que:
1 x2

si xe[-11] y =—>

Si x e (—oo,—1) U (1,40
1+ x2 5 T S xe e uli)

2
X <

2
2

X sixe[-11]
La funcién es: f(x) =

T sixe[-11]

_4]2
f'(2)= ~22 ——%,Iuego (fof')(2):f(f'(2)):f[__):( 25) _ 8

(1+22f

Demuestra que si la funcion f (x) esta acotada en un entorno de 0, entonces la funcién g (x) = xzf(x) es
derivable en x = 0.

Como f esta acotada en un entorno del O: Lirr?)hf(h) =0, g'(0)= /L"Q)
— —

2
) i hf(h)=0.
h h—0
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10.120.

PROFUNDIZACION

(TIC) Las funciones trigonométricas, seno, coseno y tangente, estan asociadas a la llamada
circunferencia goniométrica. De manera analoga, la hipérbola también tiene asociadas sus razones
trigonométricas:

X -X

Seno hiperbdlico (BC): senh x = % Y
C
x + —X 1'
Coseno hiperbélico (OB): coshx = % A
0] B X

Tangente hiperbédlica (AD): tgh x = senh x

cosh x
(Siendo x el area coloreada en la figura).
a) Representa dichas funciones en tu calculadora grafica.
b) Comprueba que cosh?(x) — senh?(x) = 1.
c) Calcula las derivadas de las funciones trigonométricas hiperbdlicas.
a)

Y Y Y
'y = senh| x y=1gh x
1 14
1 X 1 X
¥ =cosh x
o 1 X
X -X 2 X -X 2 2x -2x 2x -2X
b) e’ +e _|e*-e e +2+e -7 +2-e -1
2 2 4
c) (senh)'(x)= (e _267 j' =° J;ei =cosh(x); (cosh)'(x)= [e J;e? j' -° —2e’ = senh(x)

10.121.

Considera una funcion f: R — R que satisface las siguientes propiedades:

i) f(x1 + x2) = f (x41) f(x2) para cualesquiera x1, Xa.

i) f(0)#0

iii) £(0) =1

a) Demuestra que f(0) = 1. Indicacion: Toma x1=x2=0eni.

b) Demuestra que f(x) # 0 para todo x. Indicaciéon: Toma x2 =—x1 en i.

c) Utiliza la definicion de derivada para probar que f(x) = f (x) para todo nimero real x.

d)Sea g otra funcién que satisface las condiciones i, ii, iii y considera k(x) = % Demuestra que k es
X

derivable en todo R, y obtén k’(x). ¢ Qué relacion hay entre fy g?

e)¢ Conoces alguna funcion f que satisfaga las condiciones i, ii, iii? ¢ Puede haber mas de una?

a) Llamando a = f(0) = f(0 + 0) = f(0)f (0) = a’. Por tanto, a = a° luegpa=06a=1ycomof(0)#0 se
concluye que f(0) = 1.
b) Como f (0) = f(x + (—x)) = fix)f (—x)=1, entonces f (x) no puede ser cero.
¢) Utiliza la definicion de derivada para probar que f’(x) = f(x) para todo numero real x.
f(x+h)—f(x) lim f(x)f(h)—f(x) _ f(h)-1
h

F'(x) = lim - = lim - () lim == = F(x)f (0) = £(x)1=(x)
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F)fh) _ f(x)
8) k') lim KEEM=KCO _ o g00g(h) gx) _ i FOOR)=G0gth) _ 00 - F(h)—g(h)

=0 h h=0 h 50 g(x)gthh  g(x)r=0  g(h)h
f(h)—g(h HoDI f(h)—g(h
Como fy g son derivables y f(x) = f(x) y g'(x) =g(x): lim = (M=-9(h) _0_ iweptar ,y, - FlN)=9(R) _0_,
h—0 g(h)h 0 h-0 g(h)h+g(h) 1
K(x) = 0, luego k(x) es una funcién constante ya que su derivada se anula para todo % =a=f(x)=ag(x)
g(x

Pero como f(0) =1y g(0) = 1 entonces a = 1 y f(x) = g(x).
e) La funcién f(x) = " satisface las tres condiciones y por d es la unica.

10.122. Sea h(x) = f(x) - g(x), donde fy g son funciones derivables.
a)Encuentra férmulas para h'(x), h"(x) y h"(x) en términos de f, g y sus derivadas.
b)¢ Te sugieren estos calculos alguna expresion para h")(x)?
a) h'(x)=1f(x)'g(x)+f(x)g'(x), luego
h"(x)=f(x)"g(x)+1'(x)g'(x)+1'(x)g'(x)+1(x)g "(x) = f(x)"g(x)+2f '(x)g '(x) +f(x)g "(x)
h™(x) =f(x)" g(x)+F"(x)g'(x)+2f"(x)g '(x) + 2f'(x)g "(x) + '(x)g "(x) + F(x)g "'(x) =
=f(x)"g(x)+3f"(x)g'(x)-3f'(x)g "(x)+f(x)g "(x)
h9(x) = F(x)V g (x) + 4 (x)g '(x) + 6f "(x)g "(x) + 4 '(x)g 7 (x) + F(x)g(x)

b) h”’(x)=i(Z)f”‘“(x)-g“(x) con fO(x)=f(x)

10.123. Supodn que fy g son funciones derivables en todo R y tales que:
i) (0)=1;g(0)=0 i) F(x) =-g (x); g'(x)="F(x)

a) Sea h(x) = f(x) + gz(x). Calcula h’(x) y utiliza el resultado obtenido para probar que fz(x) +gz(x) =1
para todo x.

b) Supén que Fy G son otro par de funciones derivables que verifican i, ii y considera la funcion
kix) = [f(x)-F(x)]’+ [g(x)-G(x)]’. Calcula K(x) y utiliza el resultado obtenido para decidir qué
relacion existe entre fy Fyentregy G.

c)¢ Conoces algun par de funciones fy g que verifiquen i, ii? ; Puede haber otras?

a) h'(x) = (F2(x) + g2(x)) = 2" (X)F(x)+ 29" (x)g(X) = ~2g(x)f(x) + 2f(x)g(x) = 0

Luego h(x) es constante y como h(0) = f(0) + g(0) =1 + 0 = 1, entonces h(x) = 1 para todo x y, por tanto,

fz(x) + gz(x) =1 para todo x.

by K'(x) = [F(0) - FOOP + [900) - GF) = 2((x) - F ()){F(x)~ F(x)+ 2(g" (x)~ G (x)Ng(x) - G(x)) =
2(-g(x) + G))F(X) - F(x)) + 2(F(x)~ F(x))(g(x) - G(x)) = 0

Luego k es constante y como k(0) = (f(0) — F(O))2 + (g(0) — G(O))2 = 0, entonces k(x) = 0 para todo x, y como k
es la suma de dos cuadrados, deben ser f(x) — F(x) = 0 y g(x) — G(x) =0, luego f(x) = F(x) y g(x) = G(x) para
todo x.

¢)Si, f(x) = cosx y g(x) = senx satisfacen las condiciones, y por b) son las Unicas.

10.124. Para cada namero real x, se considera el numero complejo e que, naturalmente, dependera de x, es
decir, sera de la forma e* = f{x) + ig(x), donde fy g son funciones reales de variable real.

Se supone que las reglas de derivacion para estas funciones son las mismas que para funciones reales,
es decir, (*) =ie™ =F(x) + ig’(x).

a)Toma x =0y calcula f(0) y g(0).

b) A partir de la igualdad e* = f{x) + ig(x), demuestra que i e* = —g(x) + if(x).
c)Prueba que f(x) =-g(x) y g'(x) = f(x).

d) Utiliza el problema anterior y decide quiénes tienen que ser f(x) y g(x).
e)Demuestra que €™+ 1=0.

a)e’® =e® =1=1+0i = f(0)+ig(0) entonces f(0)=1y g(0) = 0.

b) Como = -1 se obtiene la igualdad.
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10.125.

10.126.

c) Por un lado se tiene que (e™)'= ie/* = £(x) + ig’(x), y por otro iei* = —g(x) + if(x), luego

f’(x) +ig’(x) = —g(x) + if(x) y, como para que dos numeros complejos sean iguales deben tener iguales la parte
real y la parte imaginaria, se obtiene f’(x) = —g(x) y g'(x) = f(x).

d)Se sabe que i) f(0) =1y g(0) = 0;ii) f (x) = —g(x) y g'(x) = f(x) por el problema anterior deben ser f(x) = cosx y
g(x)= senx.

e™+1=cosm+isenn+1=—-1+0i+1=0

Sea fla funcion definida en [-1, 2] por f(x) = [x] sen(nx).
a) Escribe la formula para fen [-1,0]; [0, 1] y [1, 2].

b) Estudia la derivabilidad de fen 0 y en 1 e interpreta graficamente los resultados obtenidos.

a) [x] = -1 en [-1, 0) luego f(x) = [x] sen(nx)= — sen(nx) en [-1, O] (pues Y
f(0) = [0] sen(0) = 0 = sen(n-0).

[x]1=0en ][0, 1) luego f(x) = [x] sen(rnx) = 0 en [0,1] (pues
f(1)=[1]sen(xr)=1-0=0.

[x] =1 en[1, 2)luego f(x) = [x] sen(nx) = sen(nx) en [1, 2] (pues f |

f(2) =[2] sen(2r) = 0 = sen(2m"). 0 1\ X
-sen(nx) -1<x<0

f(x)= 0<x<1
sen(mx) 1<x<2

—cos(nx)n -1<x<0
b) f'(x)=4 0 0<x<1
cos(mx)t 1<x<2

Como la funcién es continua en 0 y en 1, para ver si es derivable basta estudiar los limites:

lim f'(x) = lim(—cos(nx)nr)=—n y lim f'(x)= lim 0 =0 luego no es derivable en x = 0.
x—0~ x—0" x—0" x—0"

lim f'(x) = Iinl 0=0y Iirr11 f'(x)= Iinl cos(nx)n =my tampoco lo es en x = 1.

x—1

Sea f(x) = x* sen 1 si x # 0y f(0) = 0. Se supone que h y k son dos funciones tales que
X

h’(x) = sen®(sen(x+1)), k’(x) = f(x+ 1), h(0) =3 y k(0) = 0.

Halla:

a) (F+h) (0)

b) (kof) (0)
c) a’(xz), siendo o(x) = h(xz).

a) (foh)'(0)=r'(h(0))h'(0) =f'(3)sen’(sen1) = {BSen (%} —cos (%ﬂ sen’(sen1)
b) Se comienza calculando la derivada de fen x = 0.

£'(0) = ”mhzseTn[;j

h—=0

= lim hsen (l) =0 pues sen (l) esta acotada.
h—0 h h

Entonces:
(kof)'(0)=k'(f(0))f'(0) = k'(0)-f'(0)=k'(0)-0=0

c) o'(x) = 2xh'(x?) Luego, o'(x?)=2x%h"(x*) = 2x*(sen®(sen(x* +1))).
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10.127. Se dice que un numero a es raiz miltiple del polinomio p(x), de multiplicidad n, con n=1, 2, 3, ... si

p(x) = (x- a)" q(x), con qg(a) # 0.
a) ¢Es a =3, raiz de multiplicidad 2 del polinomio P(x) = (x — 3)2 (x2 —4x + 3)?

b) Prueba que si a es raiz multiple de p(x), de multiplicidad n, entonces es raiz multiple de p’(x), de
multiplicidad n—1.

a) (X — 4x + 3) = (x — 3)(x — 1) por tanto, P(x) = (x — 3)2(x* — 4x + 3) = (x — 3)*(x = 3)(x — 1) = (x = 3)}(x — 1)
Luego a = 3 es raiz de multiplicidad 3 del polinomio P(x).

b) Sea a raiz multiple de p(x) de multiplicidad n. Por definicion de raiz multiple de un polinomio se tiene que
p(x)=(x—-a)"q(x) con q(a) # 0.

Derivando: p'(x)=n(x—a)"'q(x)+(x-a)"q'(x) = (x-a)""'[ng(x)+(x —a)q'(x)]

Se comprueba si Q(x)=nq(x)+(x—a)q'(x) se anula en x= a:

Q(a)= nq(a)+(a—a)q'(a)=nq(a)= 0 puesto que se tenia que g(a) # 0.

Como p'(x)=(x-a)""[ng(x)+(x—-a)g'(x)] y ademas nq(a)+(a—a)q'(a)=0, se tiene que a es raiz multiple
de p’(x) de multiplicidad n — 1.

RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

10.1.

10.2.

10.3.

Sea funa funcién definida en R, que admite segunda derivada en todo R.
A) Si f(0) > f(1), entonces f'(0) > f/(1)

B) Si g(x) = f(sen x), entonces g’(0) > f/(0)

C) V x e R, se verifica que (f- f')(x) — f(x) f’(x) 20

D) Si f(2) = 1, entonces lim fx-f@ _,
X

-2 x-2
E) Existen nimeros a para los que lim f'(x)# lim f'(x).
x—=a" x—a*

’ ’

C es verdadera pues (f-f') (x) = f'(x) f'(x) + f(x) f(x), por lo que (f-f’) (x) — f(x) f"(x) = (F'(x)f’ =0.

Sea g(x) = 2x — 6 y f una funcién tal que f'(x) = e” . La tangente a la curva y = (fo g)(x) en el punto de
abscisa 3 verifica:

A) Es horizontal. D) Es paralela a la grafica de y = g(x).

B) Tiene pendiente negativa. E) Nada de lo anterior.

C) Su pendiente es mayor que f'(1).

D es verdadera y todas las demas falsas:

’ ’

(Fog) (x)= f(g(3)) - g(3). Como g(3)=0 y g13)=2,es (fog) (3)=F(0)-2=2

. ‘s 1+
Considera la funcién f(x) = In ~rsenx
1-senx

A)Esta definida en x = 37” ;

B) Presenta un punto con tangente horizontal.

C)Su derivada siempre es positiva;

D) No es derivable en los puntos de corte con el eje horizontal.

E) |F(x)| =1 en los puntos en los que es derivable.

1

= >1
|cos x|

E es verdadera ya que |cosx| < 1 sea cual fuere x, por lo que |f’(x)|
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Senala, en cada caso, las respuestas correctas:

10.4.

10.5.

10.6.

10.7.

Sea f: R — R derivable y tal que su grafica es simétrica respecto de la recta x = 2.

A) Para todo x, f(2 + x) =f(2 — x) D) Si lim f(x) =1, entonces, Iirp f(x) =1
B) Para todo x, f(x) = f(4 — x) E) Si lim f/(x)=1, entonces lim f'(x)=-1
X=>+oo X—=—o0

C) Para todo x, /(2 + x) = f'(2x)

Es verdadera la A, B, D y E. Si la grafica es simétrica respecto de la recta x = 2, debe ocurrir que f(2 + x) = f(2 -
x) sea cual fuere x.

Observando ahora que los numeros x y 4 — x equidistan de 2 pues |2 — x| = |4 — x — 2| concluimos que B
también es verdadera.

La afirmacion C es falsa como lo prueba la funcion f(x) = (x — 2)2 y x =0, por ejemplo.

Para todo x mayor que 1 se verifica:

A)Si f(x) = e , entonces f’(x) = e* D) Si f(x) = senx, entonces f”(x) = sen(x + )
B) Si f(x) = e , entonces f’(x) = 2xe* E) Si f(x) = cosx, entonces f”(x) = cos(x + )
1
C)Si f(x) = , ent f'(x)= ———
)Si f(x) T—x entonces f”(x) A= x)?

D es verdadera ya que si f(x) = sen x, f’(x) = cos x, f’(xX)=—sen x y sen (x+ 7) =— sen Xx.
E también es verdadera ya que f(x) = cosx nos lleva a f’(x) = — sen x, f”(x) =— cos X y COS(X + 7) = — COS X.

A es falsa pues si f(x) —eX ,F(x)= 2xe*" . B también, ya que f’(x) = 2" +4xPe" = 2+ 4x2)ex2 .

. 1 1 2
Cesfalsa, puessif(x)= — , f(X) = —— y /(X)) = ——.
p ()= 1= G YW=

Sea f: [-2, 2] - [-2, 2] la funcién definida por f(x)= (1-| x |) (1-[x]).

A) fes continua en el intervalo (-2, 2). D)Sixe Z, ) (x)=0.
B) fes derivable en el intervalo (-2, 2). E) lim f/(x)=f'(0")
x—0~

C) fes impar.

D es verdadera ya que si x>0, x ¢ Z, f(x) = (-1) (1—=[x]) + (1-|x]) - 0=[x] — 1, por lo que f(x) = 0, con lo que
x)=0ysix<0,xe Z f(x)=1- (1=[x]) + (1=] x]) - 0=1-[x], con lo que ”(x) = 0 y F*(x) también sera 0.
La afirmacion A es falsa ya que f no es continua en x = 0. B es obviamente falsa al no ser f continua en (-2, 2).
C también es falsa pues, por ejemplo, f(1,5)=0,5-0=0 vy f(-1,5)=-0,5-3=-1,5.

Sea f: R - R una funcién que admite derivada segunda en cada punto, C su grafica, Tq larecta y=x+1
yT.larectay=—x+1.

A)Si T, es tangente a C en x=1, entonces (1) =1.
B)Si T es tangente a C en x = 0, entonces f'(0) = 1.
C)Si Ty es tangente a Cen x=1y T, es tangente a C en x= 3, existe a € (1, 3) con f'(a) = 0.

D)Si T4 es tangente a C en x =1 y T, es tangente a C en x = 3, existe a € (1, 3) en el que la tangente es
horizontal.

A es verdadera pues /(1) mide la pendiente de la tangente a C en x =1 y la pendiente de T, es 1.

B es falsa, ya que la pendiente de T, no es 1 sino —1.

C es verdadera ya que nos dicen que (1) = 1y f(3) = —1 por lo que al ser " una funcién continua (ya que
existe f”(x)), el teorema de Bolzano nos asegura que tomara alguna vez el valor 0 en (1, 3).

Andlogamente D también es verdadera pues al ser C verdadera, en el punto con x =a € (1, 3) en el que
f(a) = 0, la tangente es horizontal.
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Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:

10.8. Sea f: R — R derivable
a: La tangente ala curva y = 2 (x) en el punto de abscisa 3 es horizontal.
b: La curva y = f(x) corta al eje de abscisas en el punto de abscisa 3.
A)aesb D) ay b se excluyen entre si.

B)a=bperob=a E) Nada de lo anterior

C)b=>aperoa =b

La relacién correcta es la C.

y’ =2f(x) f(x) porloquesisedab,esf(3)=0,conloquey’(3)=0ysedaa.Asiqueb=a,peroa = b
como prueba, por ejemplo, y = ((x—3)2 + 1)2 , con lo que f(x) = (x —3)2 + 1 verifica a pues

y'=2 ((x -3+ 1) 2(x — 3), es decir, y’(3) = 0 pero f(x) = (x — 3)2 + 1 no corta al eje horizontal, es decir, no se
verifica b.

Sefiala el dato innecesario para contestar:

10.9. Sea f(x) = xg(x) + a sen x + be* donde g : R — R es una funcion derivable. Para calcular la ecuacién de la
tangente a la curva y = f(x) en el punto de abscisa 0, nos dan los siguientes datos.

a) La curva y = g(x) corta al eje vertical en el punto (0, 4).
b) Las curvas y = f(x), y = g(x) se cortan en el punto de abscisa 1.

c) y = g(x) tiene tangente paralela a la bisectriz del primer cuadrante en (0, 4).

d) El punto (0, a + b) es el maximo de la curva y =

1+ x2°
A) Puede eliminarse el dato a. D) Puede eliminarse el dato d.
B) Puede eliminarse en el dato b. E) No puede eliminarse ningun dato.

C) Puede eliminarse en el dato c.

La ecuacién de la tangente pedida es y — f(0) =f (0)x, f(0)=b.
f’(x) = g(x) + xg’(x) + a cos x + be*, por lo que /(0) = g(0) + a + b con el dato a), obtenemos g(0) = 4.
El dato b nos dice que f(1) = g(1), o sea, g(1) + asen 1 + be = g(1), asi que a sen 1 + be =0, que junto al dato

d) nos permite calcular a y b ya que el maximo de la curva y =

1
T se alcanza en x =0 y vale 1, por lo que
+ X

segun d, a + b = 1, que junto a la igualdad anterior, dada por el dato b, nos permite calcular a y b y hemos
obtenido la ecuacioén de la tangente a y = f(x) sin tener que utilizar el dato c, asi que la respuesta es C.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:
10.10. Calcular la ecuacion de la tangente a la curva f(x) = ng(x) en el punto de abscisa 0.
a: La curva y = g(x) es continua en x=0.

b: La funcién y = g(x) no es continua en x = 0, pero esta acotada en un entorno de 0.

A) Cada informacioén, a y b, es suficiente por si sola. D) Son necesarias las dos juntas.

B) a es suficiente por si sola, pero b, no. E) Hacen falta mas datos

C) b es suficiente por si sola, pero a, no.

Cada afirmacion, a y b es suficiente por si sola y la respuesta es A.

Damos por hecho que existe f(0). La ecuacion de la tangente a dicha curva en x=0 es y = f/(0)x

f(0+h)—£(0) _ lim h2g(h)
h h—0 h

Si se verifica a Lmhg(h): ’|1|_r110h -I|1|Lnog(h) =0-9g(0)=0, f(0)= I|1|_r;r}) = Al_rn)hg(h).

Si se verifica b ,I7imohg(h) =0 por que f(h) = h tiende a 0 en 0 y g(h) es acotada en un entorno de O.
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m Funciones derivables

ACTIVIDADES INICIALES

11.I. Cuenta la tradicion que sobre la tumba de
Arquimedes habia esculpido un cilindro con una
esfera inscrita. Arquimedes hallé la relacion T
entre sus volimenes y el volumen del cono de R
igual radio y altura que el cilindro. Para ello, l
utilizé planos paralelos a las bases y comparé
las areas de los circulos obtenidos (ver figura).
¢ Queé relacion se obtiene? Hallala.

. 2 2
Radio de la esfera (r1): R?> =r,° + x> = r* = R? — x?

Radio del cilindro (r2): r, =R
Radio del cono (r3): %: L ry =X

. 2 2 2 5 s . . ,
Se tiene, pues, que r;” =r," —r;° . Por tanto, el area del circulo de la esfera es igual al area del circulo del
cilindro menos la del cono.

11.1l. Halla el area total y el volumen de un cono formado con un sector
circular de radio g y angulo a radianes. o

El arco que abarca un angulo de o radianes mide ag.
El radio r de la circunferencia que mide ag es:

o .
2nr=o0g =>r= 2_g , que es el radio del cono. Se calcula su altura h.
n

La altura es el otro cateto del triangulo de hipotenusa g y cateto Z—g:
T

2
h? =92—[%j :hzzi\/mtz—ocz :
n

2n

2
n(a—gj 9 Jan? —o?

2
El area total del cono es n((;—gj +M . El'volumen del cono es 2r 27;
|
11.1ll. Utilizando la semejanza de triangulos, halla la expresion del area lateraly =~ . __ -
del volumen de un tronco de cono.
Se calcula primero la altura x correspondiente al cono pequefiito que se le ha h
quitado al cono primigenio para formar el tronco de cono.
Por semejanza: R =L =X = L Asi pues, la altura H del cono inicial =77 R
h+x x R-r
era H=x+h:i+h= Rn .
R-r R-r

Tanto el volumen del tronco como su area lateral se calcularan restando las respectivas medidas del cono
inicial y del cono pequeiito suprimido.

2 Rh m .o rh =£h(R3 -r®)
R-r 3 R-r 3 R-r
Para calcular el area lateral, se deben conocer las generatrices G del cono inicia y g del cono suprimido.

2 2
oo+ () - ()
R-r R-r

) , ( Rh? , ( rh )
Area lateral del tronco de cono: A=7R,/R° + R_ —Tryrc+ B
-r

Volumen del tronco de cono: V = %R

-r
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EJERCICIOS PROPUESTOS

ax+blnx six<1 .
Sea f(x) = . Calcula ay b para que f sea derivable en x=1.
x? six>1

Primero se impondra la condicién de que sea continua en x = 1. Para eso se estudia sus limites laterales y el
valor de la funcion en dicho punto:

lim f(x)= lim(ax+bIinx)=a-1+bin1=a, lim f(x)= lim(x?)=1? =1, f)=a
x—>1 x—>1 +

x—1 x—-1"
Se igualan las expresiones anteriores y se tiene que el valor de a debe ser a = 1.
Abordando la derivabilidad en x = 1. La funcion derivada para x #1 es:

a+£ six<1 1+£ six<1
f'(x) = X =f(x)= X

2x six>1 2x six>1

Como ya se tiene seguridad de que fes continua en x = 1, se sabe que para que f sea derivable en x = 1
basta con que lim f(x)= lim f(x):
x—1" x—1"

lim f(x) = lim [1+2j = 1+%= 1+b, limf(x)=1lim2x=2-1=2
X1 X1 X x—1" x—-1"

Por tanto, 1+b = 2, es decir, b = 1. Asi pues, para que f sea derivable en x=1debesera=1yb=1.

2 .
. L ‘e x“+senx six<0 .
¢Es continua en x = 0 la siguiente funcion? f(x) = { 24 s 0 ? ¢Y derivable?
e*—-1 six>

lim f(x) = lim(x* +senx)=0%+sen0=0, lim f(x)= lim(e*-1)=e?°-1=0, f(0)=0
x—0" x—0" x—0" x—0"
Asi pues, fes continua en x = 0, ya que Iin}) f(x)=f(0).

. . , 2x+cos x six<O0
La funcion derivada para x #0 es: f(x)=1_ ]
2e* six>0
Como ya se tiene seguridad de que f es continua en x = 0, se sabe que para que f sea derivable en x = 1

basta con que lim f(x)= lim f'(x):
x—0~ x—07"

lim f’(x)= lim (2x+cosx)=2-0+cos0=1, lim f(x)= lim 2e?* =2.e%0 =2

x—0~ x—0" x—0" x—0"

Como lim f(x)# lim f’(x), la funcion no es derivable en x = 0, aunque si que es continua en dicho punto.
x—07"

x—0"

Sea f(x) = (x + 1)3(x - 2)2 + 3. Demuestra que la ecuacion f’(x) = 0 tiene alguna solucién en el intervalo
-1, 2].

La funcidn f es continua y derivable ya que es polindmica. Ademas, f(—1) = f(2), por tanto, puede aplicarse el
teorema de Rolle que nos asegura que f(x) = 0 tiene una solucién en el intervalo [-1, 2].

Aplicando el teorema de Rolle, justifica que la grafica de la funcion f (x) = 3x°+7x+1no puede cortar 2
veces al eje horizontal.

La funcién f es continua ya que es polindomica. Ademas f(-2) = -109 y f(0) = 1, asi pues, el teorema de
Bolzano nos asegura que f corta al menos una vez al eje horizontal en un punto ¢ perteneciente al intervalo
(=2, 0). Si cortara al eje horizontal en otro punto d, se tendria que f(c) = 0 y f(d) = 0 y, por tanto, se podria
aplicar el teorema de Rolle en el intervalo cerrado de extremos c y d y resultaria que la derivada de f se
anularia al menos una vez. Sin embargo, la derivada de fes f’(x) = 15x* + 7 que no se anula nunca porque
siempre es positiva. Asi pues, la suposicion que se hizo de que cortaba mas veces al eje horizontal es falsa.
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11.5

Demuestra que la ecuacion 2x° - 30x+c=0no puede tener mas de una solucioén en el intervalo [-1, 1],
sea cual fuere el numero c.

Llamando f(x) = 2x° — 30x + ¢, como f'(x) =10x* — 30 presupone que f(x) nunca se transforma en cero en
(=1, 1), entonces f(x) no puede cortar mas de una vez al eje X en el intervalo [-1, 1].

Sea f(x) = 2+3 x? . Comprueba que fes continua en R, f(—8) = f(8) y, en cambio, f/(x) no se anula nunca.
¢Contradice este hecho el teorema de Rolle?

f es continua en R porque es composicion de funciones continuas en R: g(x) = 3+3x y h(x)= x?

Trabajando en el intervalo cerrado [-8, 8], se ve que:

f(-8)=2+3(-8)2 =2+¥64 =2+4=6, f(8)=2+382 =2+Y64 =2+4=6

2
Z1 —
Se calcula su derivada: f(x) =gx3 =£x 8 = 2 . La derivada no esta definida para x = 0 y, por tanto, f
3 3 3¥/x
no es derivable en el intervalo abierto (-8, 8) y no se cumplen las hipétesis del teorema de Rolle.

Dada la funcién, f(x) = x°. ¢Hay algin punto de su grafica en el que la tangente sea paralela a la recta
que une los puntos A(-1,-1) y B(2, 8)? Hallalo. Calcula la ecuaciéon de la tangente mencionada.

La funcion f(x) = x> es continua en el intervalo cerrado [-1, 2] y derivable en el abierto (-1, 2) por ser una
funcion polinémica. Asi que el teorema del valor medio indica que existe un numero ¢ de (-1, 2) que cumple
que f’(c) =f(§)_—(f(1_)1)=§=3 . Se halla ahora ese numero c: f'(x)=3x2

x =-1¢ (-1,2). Se obtiene, pues, el punto P(1, 1), en el que la tangente es paralela al segmento AB.

, entonces: 3=3x%>= x=1,

Observa que, aunque el teorema del valor medio no lo asegure, el punto Q(-1, —1) también cumple que la
tangente que pasa por él es paralela a la recta que une los puntos A y B. En este caso el segmento AB
pertenece a la recta tangente.

La tangente en P(1, 1) es y = 3x-2 y la tangente en Q(-1, -1) es y = 3x + 2.

A si 1< x<2
Seaf(x)={ X Comprueba que:
ZX_1 si 2<x<3

a) fes continua en [1, 3] y derivable en (1, 3).
b) Encuentra el numero c € (1, 3) cuya existencia asegura el teorema del valor medio.
a) Como x = 0 no pertenece al dominio, es claro que el tnico punto conflictivo es el de abscisa x = 2:

lim f(x) = lim (—1 :—l, lim f(x) = lim (lx—1 21.2—1:—1, f(2):—l Asi pues, fes continua.
2 4 4 2 2

X—2" x—2" X x—2" x—2"

iz sil<x<?2

En el intervalo abierto (1, 3) la funcion derivada para x # 2 es: f(x)= X
— si2<x<3
4
L, . 1 1 . 4 . 1 1 N ., 1 . .
lim f(x)=lm | — |=—, limf(x)=lim|—|=—. Como lim f(x)= lim f(x)=—, la funcion es derivable
x—2" x-2\ X 4 x—2¢ x=2'\ 4 4 X—2~ x—2F 4

lz sil<x<2

enx=2yes f(2)= % Por tanto, la funcién es derivable en (1, 3) y su expresion es: f'(x) = )1(
— si2<x<3
4
. . . . o f(3)-f(1) 3
b) Se sabe entonces que existe un numero c¢ del intervalo abierto (1, 3) que cumple: f'(c) =?=§.

Ahora se busca ese numero ¢, que debe pertenecer al intervalo (1, 2] ya que en el otro tramo la derivada vale

siempre % Asi pues, i:%:>c:+\/§~1,63 (la solucién negativa no pertenece al intervalo (1, 2]).
c

2
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11.10

11.11

Halla los siguientes limites:

b) lim — c) lim——— d) lim
x-0 sen 2x xo+e ([ ¥ x=0 |n (1+ x) x=1

sen 3x Inx . e¥-e* 1 1
Inx x-1

a) Como Iirr?) sen3x=0y Iing sen2x =0, se puede aplicar L'"Hopital para calcular el limite pedido:

lim S€N 3x lim 3cos 3x _3cos0 _3
x>0 sen 2x  x-02c0s 2x  2cos 0 2

b) Como Ilim Inx =+ y lim VX = 4o , se puede aplicar L"Hopital para calcular el limite pedido:

X—>+oo X—>+oo

1

i X i 2VX g
X—>+oo X X—> oo 1 X—> oo X
2Jx
c) Como Iimo(ex —e"‘)=0 y Iirrz)ln(1+x):0, se puede aplicar L'Hépital para calcular el limite pedido:
X X—
X _ =X X -X
im 2 = lim & ¢ :Iim(1+x)(ex+e‘x):2.
x=0 In (14 x)  x-0 1 x—0
1+ x
d)Para  calcular lim ] hay que transformar esa resta en un cociente:
->N\Inx x-1

fim[—— =] =i [ X212 X  como lim(x=1-Inx)=0 y lim((x-1)Inx)=0, se puede aplicar
(x=1)In x x—>1 x—1

L "Hépital para calcular el limite pedido:

1- -
Iim[i— 11]=“m[x—1—ln Xj:lim X =Iim[x—_1] y de nuevo se puede aplicar
X — x—1

x=1In x (x=1Inx ) x>1 x=1] x>t xInx+x-1
Inx+——

X

UHopital: fim [ ————1 ) jim [ —X=1 | [ — |21
x->1{Inx x-1 x=>1 xIn x+x -1 ->1In x+1+1 2

sen x

Calcula lim x
x—0"

Este limite da lugar a una indeterminacién del tipo 0°, por tanto, se debe manipular un poco para poder

aplicar L’Hopital. Si y = x*"", entonces Iny =Inx*""=senx-Inx. Se calcula el limite de esta ultima

o . . In x . - . At
expresion: lim Iny = lim senx-Inx = lim — y ya se esta en condiciones de aplicar L’Hopital:
x—0" x—0" x—0"

senx

1
. . Inx . X . -sen’x . -2senxcosx O
lim senx-Inx = lim = lim = lim = lim =—=
x—0* x—0* 1 x—0" —COS X x—0" X COS X x—0" COS X — XSen x 1

senx sen? x

sen x senx

=0= lim x*" =1.

x—0"

Se ha obtenido que lim Iny =0 siendo y = x

x—0*

, asi pues lim Inx
x—0*"

k
. X .
Demuestra que lim — =0, para cualquier k > 0.
x—+o @%

k
Para calcular lim

X — +oo X
e

, se puede aplicar L’Hopital ya que numerador y denominador tienden a mas infinito

(recuérdese que k > 0), y se repite el proceso hasta que el numerador sea un numero (el denominador no se
altera porque la derivada de y = €* es ella misma):

k k-1 _ k-2 _ _ D,
fim X = tim B = i KBy KK =2)2T o e 2
Xt @ x>t @ X—3+oo e X—3+o0 e
k _1). . _ k-n
Si Ke Zy Ke (n—1n)ycon ne N fim % = im KE=Vrlk=n X7 _
X—)+Dﬂe X—>+oo e
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11.12

11.13

11.14

11.15

11.16

Calcula lim ¥/ (e* .
fim g (€7 +x)

1
Se puede escribir el limite buscado como lim 3/(e* + x) = lim (e* + x)* que da lugar a una indeterminacién
X—> oo X—> +oo
del tipo (+)° . Si se denomina y a la expresién Ultima se ve que:
1 1

X - X
Y =(" +x)" Iy =in(e” + x)7 = LIn(e* + x) = )
X

, Y ya se puede calcular el limite de esta ultima

X

expresion aplicando L Hbpital dos veces:

. In(e* +x . x . eX+ . e* . x . 1

lim ( ) _ lim € +X - |im = lim = lim = lim ——— =1
X—> +oo X X—> +oo 1 xoto @ £ X xote @X 41 xote @X 1 X—> +oo 14

e +1 e
X
e
T x X

e e e

Asi pues, se ha obtenido que lim Iny =1, portanto: lim In¥(e* +x)=1= lim ¥(e*+x) =e.
X— +oo X— +oo

X—>+oo

. Inx . . .
Demuestra que lim =0, para cualquier niumero positivo k.
X—>+oo

Xk
El limite da lugar a una indeterminacion del tipo e y aplicando L"Hopital se obtiene que:
=+ oo

1
. Inx . X
lim — = lim —%_
X—teo X X—>+oo kX -

= XILnjw& =0, ya que k es positivo.

Sea fderivable en x = xo. Justifica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
a) Si f(xo) 2 0, entonces f es creciente en xo.

b) Si fes decreciente en xp, entonces f(xo) < 0.

c) Si f(xo) = 0, entonces f presenta un extremo relativo en xo.

a) Es falsa ya que si f(x,) =0, hay casos en los que la funcidon puede presentar un extremo relativo en xp y,

entonces, ni crece ni decrece. Por ejemplo, f(x)=x? cumple que f(0)=0 y no es creciente en x =0 ya que
es un minimo. Si la desigualdad fuera estricta si seria cierta la afirmacion.

b) Es falsa ya que xo podria ser un punto de inflexidon con tangente horizontal y la funcion ser decreciente en
él. Por ejemplo, la funcién f(x)=-x® es siempre decreciente, y en x = 0 su derivada vale cero.

c) Es falsa; f'(x,)=0 solo demuestra que en dicho punto la tangente es horizontal. Por ejemplo, la funcion

f(x)=x® cumple que f(0)=0 y en x = 0 no hay maximo ni minimo relativo ya que se trata de un punto de
inflexion, eso si, con tangente horizontal.

Sefala las abscisas de todos los puntos donde es posible que la funcién f(x) = 3x° — 5x° presente
extremos relativos.

Las abscisas de los posibles extremos relativos son los valores de x que anulan la derivada de f(x):
f(x)=15x* —15x2 = 15)(2(x2 - 1). Se resuelve ahora la ecuacién f/(x)=0:

15x2(x2 - 1): 0 six=0,x=1,06 x=-1, que son las abscisas de los posibles extremos relativos.

Sea f una funcioén tal que f(x) = (x — 1) (x— 3) (x — 5). Obtén las abscisas de los extremos relativos de f,
decidiendo qué son.

La derivada se anula para x =1, x =3 y x = 5, que son las abscisas de los puntos susceptibles de ser
maximos 0 minimos relativos. Se estudia el signo de la derivada en los intervalos definidos por dichos valores:

X (=o0,1) 1 (1, 3) 3 (3, 5) 5 (5,+ )
Signo de f - 0 + 0 - 0 +
f Decreciente M'r.]' Creciente Ma?(. Decreciente er_1. Creciente
relativo relativo relativo
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1 1

11.17 Obtén los extremos relativos de la funcién f(x) = + .
1+|x—1  1+|x—4

Como intervienen valores absolutos, se debe definir la funcion a trozos, limitados por los valores que anulan
los valores absolutos: x = 1y x = 4. Ademas, la funcion es continua pues es suma de cocientes de funciones
continuas y los denominadores nunca se hacen cero.

1

+ six<1
2-x 5-x
La funcién es: f(x)= l+ L si1<x<4
X 5-x
l+ L six>4
X X-
1 1 .
—Qt 5 Six<1
(2-x)y (5-x)
Su derivada, salvo en los puntos x=1y x =4, es: f(x)= —i2+ﬁ sil<x<4
X -X
—%—ﬁ six>4

La derivada no se anula ni en el primer tramo (siempre es positiva) ni en el tercer tramo (siempre es
negativa). Asi que, los extremos relativos se deben buscar en el tramo intermedio:

_ _ 2 2
—iz+ L ~=0= (52 X) +2X =O:>—25+10x—x2+x2=03x=E
x° (5-x) x“(5-x) 2
: G D
(—e2 1) '2 2 2’ (4, +e)
Signo de + - 0 + -
f Minimo
Creciente Decreciente relativo Creciente Decreciente

La funcién presenta un minimo relativo en el punto A [g , %) y no es derivable nien x=1nien x = 4.
- . 5 5
Méaximo relativoen B|1,— |y C| 4,—
4 4
11.18 Encuentra 3 nimeros no negativos que sumen 14, tales que uno sea doble que otro y que la suma de
sus cuadrados sea:
a) Maxima
b) Minima
Es un problema de optimizacion.
1. Se nombran las variables, que son los tres numeros: x, 2x, y .

2. Se relacionan las variables: x +2x +y =14, es decir, y =14 - 3x..

3. La funcién que se quiere maximizar y minimizar es S = x2 +(2x)? + y2, es decir,

S(x)=x2+(2x)2 +(14-3x)? =14x? —84x +196 .

4. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. Como x e y =14 —3x son no negativos, x debe

estar en el intervalo [0, %} .

5. Se busca el maximo y el minimo de S(x)=14x% —84x +196 en [0%} .

S’(x)=28x -84 =0,x=3. Se compara: S(3)=70, S(0)=196 y S[%]:%

Asi pues, el maximo se alcanza para x =0, con lo que los numeros serian 0, 0 y 14 y el minimo se alcanza
para x =3 y los numeros serian 3, 6y 5.
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11.19 Se quiere escribir un texto de 96 cm’ tal, que deje 2 cm en cada margen lateral de la hoja en la que esta

11.20

11.21

11.22

escrito asi como 3 cm arriba y abajo. Calcula las dimensiones de la hoja mas pequefia posible.

1. Se determinan las variables, que son los dimensiones de la hoja: x los cm que mide la base e y los cm que
mide la altura.

2. Se relacionan las variables: el texto escrito debe ser 96 cm?, asi pues (x—4)(y—6)=96, y operando se

obtiene: (x—4)(y —6)=96 = xy —6x -4y +24 =96 = y(x—4) = 72+6x = y = 72*3’( _
X_
2
3. La funcién que se quiere minimizar es la superficie de la hoja: S =xy = S(x)=x 72+6x = 72x +6x )

x—4 x—4

4. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. En este caso, x debe estar en el intervalo
abierto (4,+ ).

2
5. Se busca el minimo de S(x) =@ en (4,+ ).
(72 +12x)(x —4) - (72x +6x?) _6x? —48x 288 6(x —12)(x +4)
(x-4)? (x-4)? (x-4)?
La solucién negativa no aporta nada. Si 0 < x < 12, la derivada es negativa y la funcién decrece; si x > 12, la
derivada es positiva y la funcion crece, asi pues, en x = 12 esta el minimo.

La altura, y, mide y =%=18 cm

Las dimensiones de la hoja mas pequefia posible son: 12 cm de base y 18 cm de altura.

La derivada S’(x)= se anula si x = 12.

¢ Tiene algun punto de inflexién la grafica de f(x) = X +senx-1?

Para hallar los puntos de inflexién se deben calcular los valores de x que anulan la derivada segunda de la
funcion y después estudiar si, en ellos, cambia la curvatura:

f(x)=2x+cosx = f’(x)=2-senx
f"(x)=0=2-senx =0 = senx =2, que no tiene solucidn.

Por tanto, la funcion f no tiene puntos de inflexion. La derivada segunda es siempre positiva y la funcion es
concava hacia arriba en todo su dominio.

Halla los puntos de inflexién de f(x) = xe*.
La primera derivada es f'(x)=e* + xe* =(1+ x)e*.

La segunda derivada es f"(x)=¢e* +(1+ x)e* =(2+ x)e* . Se anula solo si x = —2. Se estudia la curvatura
para saber si en dicho valor hay o no punto de inflexion:

X (~o0,—2) -2 (=2, + o)
Signo de ' - 0 +
f Codncava hacia abajo Punto de inflexién Codncava hacia arriba

Asi pues, el punto (— 2,—2e‘2) es un punto de inflexion.

Explica por qué todas las cubicas (graficas de polinomios de tercer grado) tienen un punto de inflexion.
Las funciones clbicas tienen una expresion del tipo f(x)=ax® +bx? +cx+d con a=0, cuya primer
derivada es f’(x) = 3ax? + 2bx + ¢ y la segunda derivada es f”(x) = 6ax +2b.

La segunda derivada se anula si f"(x)=0=6ax+2b=0= x= —% y aqui hay siempre un punto de
inflexion ya que f”(x) = 6ax + 2b es una recta no horizontal (a = 0), y, por tanto, cambia de signo a izquierda

y derecha de x = _SL , que es donde corta al eje X.
a
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11.23

11.24

11.25

F(x)=y| ——22
) VLX2+5002

f(0) = 3000 u, £(2000)=100017 u, f(@j = [—+2ooo] u

grados con tgo =

Encuentra una relacion entre a, b y ¢ para que la curva f (x) = ax* + bx* + cx* no tenga puntos de
inflexion.

La primera derivada es f’(x)=4ax® +3bx? +2cx, y la segunda es f’(x)=12ax? +6bx +2c . Para que no
tenga puntos de inflexion, la derivada segunda no debe anularse nunca:
f’(x)=0= 12ax2 + 6bx + 2c = 0= 6ax? + 3bx + ¢ =0 y para que esta ecuacion de segundo grado no tenga

soluciones debe tener su discriminante negativo, es decir: (3b)? —4-6a-¢c<0=9b? —24ac <0 .

Para anestesiar a una persona hacen falta 20 mg de anestésico por cada kg de peso. El anestésico se
elimina de la circulacion sanguinea con una rapidez proporcional a la cantidad presente. Si tarda 2
horas en reducirse a la mitad, calcula aproximadamente la dosis necesaria para mantener anestesiada a
una persona de 60 kg durante 1 hora.

Sea A(t) la funcion que da los mg de anestésico que hay en la sangre en cada instante de t horas. Al ser

proporcional, se sabe que A’(t) = k- A(t), es decir, k = % , de donde, A(t)=M e*.

Se calcula ahora los valores de los parametros M y k ayudandonos de los datos del problema.

Nos aseguran que a las dos horas se reduce a la mitad, es decir: A(t + 2) = Alt) .

kt
Operando se obtiene que: M -e*(+2) = MTG = ele? = 67 = e’ = % = k = -0,34657

Asi pues, se puede asignar el valor k = — 0,35. La funcién buscada es A(t)=M e %3¢

Para mantener anestesiada a una persona de 60 kg se necesitan 1200 mg de anestésico y se requiere que
esta sea la cantidad que haya en su sangre al cabo de una hora: A(1) = 1200.

Por tanto, A(1)=M-e™%% =1200 = M = 1702,8811.
Se puede asignar M = 1702,88 y la funcion ya queda definida: A(t)=1702,88 - e %35
La cantidad de anestésico la dara el valor de A(t) para t =0: A(0)=1702,88 mg

En el punto B de la superficie de un lago se deja un bote con una gaviota que quiere ir volando hasta
el punto T de la orilla. Si al volar sobre agua fria gasta el doble de energia que volando sobre tierra,
calcula la direccion del vuelo que debe elegir la gaviota para consumir la minima energia en llegar de
BaT.

1D
BT,
2
— B — Datos: AT = 2000 m, AB = 500 m
A P T

La gaviota consume y unidades de energia por km volando sobre tierra y 2y unidades sobre agua fria.

Consumo = 2y~ x? +500% + y(2000 - x) = f(x)

2x 500

-1}. f(x) =0 si x:J_rf

1500

J3) (3

. . 500 . . L
Asi pues, el menor consumo de energia corresponde a x =—— que equivale a una direccion de vuelo de o

73

, es decir, oo = 30° respecto de la recta AB.
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11.26 La funcién que nos da la posicion, en metros, de un mévil con trayectoria rectilinea es

e(t) = 2+ 30t — 3¢2

siendo t el tiempo medido en segundos.

a) Calcula su velocidad a los 6 s.

b) Calcula su aceleracién. ¢ Qué tipo de movimiento es?

c) ¢ En qué momento cambia de sentido su trayectoria?

d) ¢Para qué t vuelve a pasar por el punto de partida?

e) De las siguientes graficas, indica cual representa la velocidad del mévil en funcién del tiempo.

11.27

v Vv v
201 201 et
o 2 t 0 2 < 0 2 t

a) La velocidad es la derivada del espacio respecto del tiempo, v(t)=¢€'(t)=30-6t, asi pues, a los 6
segundos la velocidad es v(6)=30-6-6 =-6 m/s.

b) La aceleracion es la derivada de la velocidad respecto del tiempo, a(t) =v'(t)=-6 m/s®. Es un movimiento
uniformemente acelerado (la aceleracion es negativa).

c) Como la trayectoria es rectilinea, el punto de retroceso sera aquel en el que su velocidad se hace cero v,
por tanto, pasa de positiva a negativa: v({)=0=30-6t=0=1t=5 s.

d) Pasara por el punto de partida cuando e(f) = e(0) = 2, es decir, parat =10 s.
e) La segunda grafica.

EJERCICIOS
Derivadas laterales y los limites laterales de f”

kx? si x<1

Para la funcién f(x) = . :
x+k-1 si x>1
a) Demuestra que es continua sea cual fuere el valor de k.

b) Calcula el valor de k para que la funcién sea derivable en todo su dominio.

a) g(x)=kx? y h(x)=x +k —1 son continuas, por tanto, hay que estudiar la continuidad en en x = 1.

lim f(x) = lim(kx*) =k, limf(x)=lim(x+k-1)=k, f()=k

x—1 x—>1 x—1" x—>1

Asi pues, fes continua en x = 1 ya que Iim1 f(x)=f(1), independientemente del valor que tome k.
X—

b) Las funciones g(x)=kx2 y h(x)=x+k+1 son derivables, por tanto, solo falta imponer la condicién de
2kx si x<1

gue también sea derivable en x = 1. La derivada de la funcion para x =1 es: f'(x)= {1 S x51°

Para que sea derivable en x = 1 (ya se sabe que es continua) debe cumplirse que lim f'(x)= lim f'(x):
x—1" x—1"

lim f(x)= lim 2kx =2k y lim f’(x) = lim 1=1 Asi pues, para que f sea derivable, debe ser 2k =1= k=l.
x—=1" x—=1" x—-1t x—-1t 2
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ax+b si x<0 . .
sea continua y derivable en x=0.

11.28 Halla | | d b f(x)=
alla los valores de ay b para que f(x) {sen(Zx)+cosx si x>0

lim f(x)= lim(ax+b)=b, lim f(x)= lim (sen(2x)+cosx)=1, f(0)=1
x—0~ x—0~ x—0" x—0"
Para que f sea continua en x = 0 debe ser b = 1.
a si x<0
fi(x)= ;o lim f(x)= lima=a, limf(x)=lim (2cos(2x)—senx)=2
(x) {Zcos(Zx)—senx si x>0 x50 (x) x—0~ x=0° (x) HO*( (2) )

Para que fsea derivable en x=0debesera=2yb=1.

11.29 Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcién f(x) =|x+3|+|x-3|.

Como aparecen valores absolutos se debe definir la funcién a trozos. Veamos cémo:
|x+3| _ —(x+3)_:—x—3 si x<—3, |x—3| _ —(x—3).:—x+3 six<3
x+3 six=2-3 x-3 six23

Sumando ambos valores absolutos, se obtiene una funcion definida en tres trozos, a saber:

-Xx-3+(-x+3) six<-3 -2x six<-3
f(x)=¢x+3+(—x+3) si—-3<x<3,esdecir f(x)=46 si-3<x<3
Xx+3+x-3 six>3 2x six=3

Solo es necesario estudiar la continuidad en los puntos de solapamiento x = -3 y x = 3 ya que las funciones
del interior de los intervalos de definicion son continuas y derivables por tratarse de rectas.

lim f(x)= lim (-2x)=6, Ilm f(x)= lim 6=6, f(-3)=6
x—-3~ x—-3" x—-3*

x—-3"
lim f(x)= lim 6=6, Ilim f(x)= lim 2x=6, f(3)=6
x—3" x—3" x—3" x—3"

Asi pues, tanto en x = -3 como en x = 3, la funcidn es continua y, por tanto, es continua en todo su dominio.

-2 six<-3
La derivada de la funcion, salvo para x=-3y x =3, es: f(x)={0 si-3<x<3
2 six>3

La funcion no es derivable nien x=-3 ni x=3,yaque: lim f(x)= lim f(x)y lim f(x)= lim f'(x).
x—-3% x—3"

Xx—-3" x—3*

2 .
11.30 Encuentra la derivada de la funciéon f(x) = X +1 i si x<1 .
2x si x21

Primero se debe estudiar la continuidad. En el interior de los intervalos de definicion, la funcion es continua ya
que en un caso se trata de una parabola y en el otro de una recta. ;Y en x=1?
lim f(x)= lim(x2+1)=2, lim f(x)= lim2x=2, f(1)=2
x—=1" x—=1" x—1" x—-1+
Es decir, fes continua en x = 1y, por tanto, f es continua en todo R.
2x si x<1

Para x distinto de 1, la derivada de la funcién es: f’(x):{2 i x>1 ° Se estudia si en x = 1 existe la
>

derivada: lim f/(x)= lim(x2 +1)=2, lim f/(x)= lim 2x=2.

x—=1" x—=1" x—1" x—1"

2x si x<1

Por tanto, (1) =2 y la funcion derivada de fes: f(x) = )
2 si x21
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Inx siO<x<e

11.31 Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcién f(x) = e .
2-— si x>e
X

En el interior de los intervalos de definicion, la funcién es continua ya que en un caso se trata de un logaritmo
con x > 0y en el otro de una racional cuyo denominador no se anula. Se debe estudiar qué ocurre en el punto
donde cambia la definicién, es decir, en x = e:

lim f(x)= lim Inx=1, lim f(x)= Iim+(2—%j:1, fle)=1.

x—e~ x—e~ x—e" x—e

Es decir, fes continua en x = e y, por tanto, f es continua en todo su dominio (0,+ ).

1 si O<x<e
Para x distinto de e, la derivada de la funcion es: f/(x) =4 %
% si x>e
L . . N . 1 1 N . e 1
Se estudia si en x = e existe la derivada: lim f'(x)= lim|—|=—y lim f(x)= lim — ==
x—e~ x—e \ X e x—e't x—et\ X e
1
1 — siO<x<e
Por tanto, f’(e) =— y la funcion derivada de fes: f(x)={%
e % si x>e
La funcién f es continua y derivable en todo su dominio de definicion.
. » . senx si x<0
11.32 (PAU) Considera la funcion f :R — R definida por: f(x) = y ,con beR.
bx+x“ si x>0

Calcula el valor de b para que f sea derivable en x = 0.

Como siempre, se impone primero la continuidad y luego, si es el caso, la derivabilidad.
Continuidad en x = 0:
lim f(x)= lim senx =0, lim f(x)= lim (bx +x%)=0, f(0)=0
x—0" x—0" x—0" x—0*
Asi pues, f es continua independientemente del valor que tome b.
cosx si x<0

Derivabilidad en x = 0: f'(x) = .
b+2x si x>0

lim f(x)= lim cosx=1, lim f(x)= lim(b+2x)=b
x—0" x—0~ x—0" x—0"

Por consiguiente, para que f sea derivable en x = 0 debe cumplirse que b = 1.

Teorema de Rolle

11.33 Explica claramente por qué las siguientes funciones no cumplen las condiciones del teorema de Rolle en
los intervalos que se muestran.

a) Y b) Y c) Y d) Y
n 1 . 14 / 1
o 1 X o 1 X o 1 X ol 1 X

a) Aunque la funcion es continua y f(1) = f(5), tiene dos puntos angulosos en los que no existe la derivada.

b) La funcién no es continua en el intervalo cerrado. Aunque si derivable en el abierto.

c) La funcién es discontinua.

d) Aunque es continua y derivable no cumple que la funcién valga lo mismo en los extremos del intervalo

cerrado.
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11.34

11.35

11.36

llustra el hecho de que las tres hipotesis del teorema de Rolle son necesarias con ejemplos de graficas
de funciones que solo cumplan dos de las tres hipotesis, y que no cumplan la tesis del teorema.

a) La funcién es continua en [-1, 1] y f(1) = f(—1), sin embargo, no es derivable en x = 0. No hay ningin punto
con tangente horizontal.
b) La funcién es continua y derivable pero f(—1) # f(1) . No hay ningun punto con tangente horizontal.

c¢) La funcion es derivable en (-1, 1) y f{(1) = f(—1), sin embargo, no es continua en [-1, 1]. No hay ningin punto
con tangente horizontal.

a) b) c)
Y Y Y
PN 1 :
o |1 X 1 X 1 X
L4

Comprueba que f(x)= x° =3x +5 cumple las condiciones de Rolle en el intervalo [—2, 1] . Determina el
valor de c del teorema de Rolle. { Hay mas de uno?

La funcién es continua y derivable ya que es una funcion polindmica. Por otra parte, f(-2) = 3 y f(1) = 3, asi
que f cumple las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo cerrado [-2, 1]. Se halla ahora el valor

ce (-2,1) en el que se anula la derivada f(x) = 3x* -3 :
f(x)=0=3x>-3=0=x=-1 x=1

Asi pues, ¢ = —1. El otro valor en el que se anula derivada es x = 1, que no pertenece al intervalo (-2, 1).

Determina si es aplicable el teorema de Rolle a la funcién f en el intervalo que se especifica. En caso
afirmativo, encuentra todos los valores c del intervalo en los que f(c) = 0.
a) f(x)=(x-1)(x-2)(x-3) en [1, 3] d) f(x)=|x|+1 en [-2, 2]

4x*-4x+4 e -1
b) f(x)=———en (1,2 e) f(x)= en |0, 2

) Fx) =y en [-12] ) f(x)=—— en [0, 2]
2 f—

c) f(x)=x2—x+4 en [-1, 2] f) f(x)=|x2+x|+5—4x en [1, 2]

x“—x+1

a) La funcién es continua y derivable por ser polindmica y f(1) = 0 y f(3) = 0. Si se cumplen las hipétesis del
teorema de Rolle en el intervalo [1, 3].

La derivada de f(x)=(x-1)(x-2)(x-3)=x*>-6x?>+11x-6 es f(x)=3x*-12x+11, que se anula para

6-3 6++/3

=142 ypara ¢, = 3 =~ 2,58 , ambos valores pertenecientes al intervalo abierto (1, 3).

! 3

b) La funcién no es continua en x = %e [-1, 2] porque anula el denominador.

Asi que no se cumplen las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo cerrado [-1, 2].

c) El denominador de f(x) no se anula nunca, asi que la funcion es continua.

Flx) = 2x=N(xX*—x+1)-(x*—x+4)2x-1) _ -3(2x-1)
(x*=x+1) (x*=x+1)

anula nunca, por lo que también es derivable. Se calculan ahora las imagenes en los extremos del intervalo
[-1, 2]: fi-1) = 2 y f(2) = 2. Por tanto, si se cumplen las hipétesis del teorema de Rolle.

El denominador de su derivada, tampoco se

La derivada se anula si -3(2x—-1)=0, es decir si x =% . Asi pues, ¢ =% cumple que f(c) = 0.
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11.37

11.38

-x+1 si x<0

d) Se define la funcioén a trozos: f(x)= .
x+1 si O0<x

La funcién es continua ya que en x = 0 es continua porque sus limites laterales en x = 0 coinciden con f(0) = 1.

-1 si x<0

La derivada, si x#0, es f’(x)={1 s 0
i 0<x

. Como lim f(x)=-1 no coincide con lim f(x)=1, entonces
x—0" x—0*

f(0) no esta definida y la funcién no es derivable en el intervalo cerrado [-2, 2] ya que no lo es en un punto

del mismo, x = 0. Por tanto, no se cumplen las hipétesis del teorema de Rolle.

X

e) La funcion f(x) = = il
X+1

no es continua en x = —1 pero este valor no pertenece al intervalo [0, 2]. Asi que fsi

e (x+1)-(e*-1) x-e"+1

= también esta definida en el intervalo
2 2
(x+1) (x+1)

es continua en [0, 2]. La derivada f'(x)=

2 —
abierto (0, 2). Se estudian las imagenes en los extremos del intervalo: f(0) = 0y f(2)= e 1

, que como no
coinciden, no se puede aplicar el teorema de Rolle en el intervalo [0, 2].
f)f(x) = x2 =3x+5 en [1, 2], continua y derivable, f{1) = f(2)=3= 3 ce (1,2)/f(c)=0 = c = %

x*+ax+6

Determina a para que la funcion f(x) = = 2x—12a cumpla las condiciones del teorema de Rolle en el
x“-2x-12a

intervalo [-3, 3].Halla los puntos de la gréfica en el intervalo en el que la tangente es horizontal.
En primer lugar se impone la condicién de que la funcion valga igual en los extremos del intervalo: f(—3) = f(3):

(-3-3a+6 _3°+3a+6 _ 15-3a _15+3a
(-3%+6-12a 32-6-12a 15-12a 3-12a

f(-3)=f3)=> y resolviendo esta ultima ecuacién, se

obtiene que a= ~ 6 a=2. Ahora se debe estudiar si para estos valores la funcién es continua.

2 5
5 X“—=x+6
Si a=-—, f(x)=——2——— cuyo denominador no se anula nunca por lo que f(x) es continua y derivable y
4 X =2x+15
“3 32 18x-20
cumple las hipétesis del teorema de Rolle, f'(x) = w que se anula para x = 3(41\/15) .Como
X —-2x+

c= 3(4—\/15) ~0,38¢ (-3,3), es éste el punto del intervalo en el que la tangente es horizontal.

x2+2x+6
x2—2x-24
[-3, 3], luego la funcién es continua y derivable en el intervalo y cumple las hipétesis del teorema de

_4x2 _ _ _154+ _
4)2( 60x 326 que se anula para x = 15++/189 15++/189
(x“—2x-24) 2 2

donde la tangente es horizontal.

Sia=2, f(x)= cuyo denominador se anula para x = 6 y x =—4 que no pertenecen al intervalo

Rolle, f'(x) = , luego en c= €(-3,3) es

Comprueba que ni f(x)=l ni g(x)=
b'¢

5 cumplen las condiciones del teorema de Rolle en el

x? -1
intervalo [-2, 2] y, sin embargo, la grafica de una de ellas si tiene una tangente horizontal en ese
intervalo. ¢ Cual de ellas?

La funcién f(x)= iz no es continua en [-2, 2] porque no esta definida para x = 0.
X

La funcion g(x) = no es continua en [-2, 2] porque no esta definida para x = —1 ni para x = 1. Asi pues,

2
X
ninguna de las dos funciones cumplen las condiciones del teorema de Rolle en el intervalo [-2, 2].

La derivada de f(x) =i2 es f(x)= —%, que no se anula nunca.
X X

7 es g’(x)=ﬁ, que se anula para x = 0, perteneciente al intervalo [-2, 2].
X - X -
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Teorema del valor medio

11.39 Comprueba que la funcién f(x)=3 satisface las condiciones del teorema del valor medio en el
x

11.40

1.4

11.42

intervalo [1, 3] y, a continuacion, encuentra el nimero ¢ cuya existencia asegura dicho teorema.

La funcion f(x):E es continua y derivable en el intervalo [1, 3]. Nétese que x = 0 no pertenece a dicho
X

intervalo.
f(3)-f(1)

Asi pues, existe un nimero ¢ (1,3)tal que f'(c)= =-1. Por otra parte, f’(c):—%. Ya se puede
c

calcular c: -1= —% =c=43. (La solucién negativa no es del intervalo [1, 3]).
c

Demuestra que si oy B son angulos del primer cuadrante con o <, entonces, senf—sena< B-o.

Utiliza el teorema del valor medio y la funcién seno.

A la funcion f(x) = sen x se le puede aplicar el teorema del valor medio en el intervalo cerrado [o, B]. Asi pues,
existe un numero c¢ comprendido entre oy ftal que f(B)-f(a)=f(c)B-a), es decir,

senf-sena =cosc(B—a), y como el coseno de un angulo del interior del primer cuadrante es siempre
menor que 1, se concluye que:

senf—-sena=cosc-B-a)<1-B-a)<Pf-a

, .
(PAU) Sea f la siguiente funcién: f(x)={ < *aX*tP si x<2
2x si x2>2

¢Existen valores de a y b para los cuales f satisface las hipétesis del teorema del valor medio en el
intervalo [0, 4]? Razona la contestacion y, en caso afirmativo, calcula dichos valores.

En primer lugar, la funciéon debe ser continua en x = 2:
lim f(x)= lim (x? +ax+b)=4+2a+b, lim f(x)= lim 2x=4, f(2)=4

x—2 x—2 x—2* x—2
Portanto, 4+2a+b=4=2a+b=0.
En segundo lugar, la funcién también debe ser derivable en x = 2:

2x+a si x<2

La derivada, si x es distinto de 2, es f(x)= )
2 si x>2
Para que f sea derivable en x = 2 debe cumplirse que: lim f'(x)=Im f(x)=>4+a=2=a=-2= b=4
X—2" x—2"

Sia=-2yb=4,lafuncidn f satisface las hipotesis del teorema del valor medio en el intervalo [0, 4].

(PAU) Aplicando el teorema de Lagrange de los incrementos finitos, demuestra que para x > 0 se
verifica:

X
2

arctg(2x)—arctg(x) <
1+ x

El teorema del valor medio también se conoce como el teorema de Lagrange de los incrementos finitos. La
funcién f(x) = arctg(x) es continua y derivable y se puede aplicar, pues, el teorema del valor medio en cualquier
intervalo [a, 2a] con 0 < a, es decir, existe un nimero ¢, a < ¢ < 2a, con f(2a)-f(a)=f"(c)(2a-a), esto es,

1

arctg(2a)—arctg(a) = >-a= >. Como 0 < a < ¢, entonces > < > Y se concluye que:
1+c 1+c 1+c 1+a

arctg(2a)—arctg(a) = 1 >-a= a > < a > Para cualquier a > 0.
1+c 1+c 1+a
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x*+nx si x<-2

11.43 PAU Se considera la funcién: f(x)=< | ) .
X" +mx° si x=>-2

a) Determina m y n para que se cumplan las hipétesis del teorema del valor medio en el intervalo [-4, 2].

b) Halla los puntos del intervalo cuya existencia garantiza dicho teorema.

a) En primer lugar, la funcion debe ser continua en x = -2:

lim f(x)= lim (xX2+nx)=4-2n, lim f(x)= lim (x> +mx?)=-8+4m, f(-2)=-8+4m

x—-2" xX—-2" x—-2" x—-2"

Por tanto, 4-2n=-8+4m=n+2m=6.

En segundo lugar, la funcion también debe ser derivable en x = -2:
2x+n si x<-2

La derivada, si x es distinto de -2, es f'(x) = ) ) .
3x“+2mx  si x>-2

Para que f sea derivable en x = -2 debe cumplirse: lim f(x)= Iim+ f(x)=>-4+n=12-4m=n+4m=16.

X—-2" X—-2

Asi pues debe cumplirse alavezque n+2m=6yquen+4m=16, esdecir n=—-4ym=5.

2x—-4 si x<-2
3x2+10x si x=2-2°

x> —4x si x<-2

b) La funcion es f(x)=
) ) {x3+5x2 si x>-2

y su derivada f'(x) = {

f(2)-f(4) _28-32 _ 2 | x-4=-2x=22 2 novale.
6 6 3 3 3

—30++/
3x2+10x=—§:x=M

. —-30++/828
13 , solo es mayor que —2 la solucién x =T.

11.44 Dada la funcioén f(x)=L2, prueba que en el intervalo [1, 4] no existe ningin nimero c tal que
x_

f(4)-F(1)

Fler ="

. ¢ Contradice esto el teorema del valor medio? ¢Por qué?

La derivada de la funcién es f(x)=

( _12)2 , que es siempre negativa.
X —

Por otra parte w =

wN | w

= l es positivo
2 .

f(4)-f(1)

La conclusién es que no existe ningiin nimero ¢ con f’(c) = 41

La funcion f(x)= no es continua en el intervalo [1, 4], ya que en x = 2 no esta definida. Asi pues, no se

contradice el teorema del valor medio ya que este exige que la funcion sea continua en el intervalo en
cuestion.

En cualquier otro intervalo que no contuviera a x = 2 si se cumpliria el teorema.
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Regla de L"Hépital y aplicaciones

11.45 Calcula los siguientes limites:

1

. (1—cos x)senx T . e¥(x*-x-2 oo 2
a) Ilm% d) lim x"~ g) lim % j) lim(a* —ax)x, a>0

x—0 X x—0t x->2 2x“—-8x+8 x—0

tax 1 X

b) lim (tgx)® e) lim (x*-2x+3)~ h) lim(x?-1)tg—

x—0* X —>+oo x>1 2

1
1— x |cosx-1 x2 (e"*"—e'(”h))—(e’—e"‘)

c) lim f) lim——— i) lim

x—0 1+2x x—>01_ X h—0 2h

senx

a) lim (1-cosx)senx im senx-senx+(1-cosx)cosx lim sen’x +cos x —cos’ x B

x—0 x2 T x50 2X T x50 2X -

. 2senxcosx—senx—2cosx-(—senx) . 4senxcosx-—senx
= ||m = ||m = O

x—0 2 x—0 2
b) Se puede escribir (tg x)°* como (tgx)®* = e"®9"” = g9 ' entonces:

11
. . In(tgx . 2 ,
lim tg xIn(tgx) = lim (9 )= im tgx cos'x _ lim (-tgx)=0
x—0" x—0* 1 xo0t —1 . 1 x—0"
tg x tg? x cos? x

; X x Iim+tgxln(tgx)

Asi pues: lim (tg x)‘g =" =e’=1
x—0"
1 11 1 1

. 1—x |cosx-1 . 1—X )2 cosx-1 . 1— X )2cosx-2 . —3X )2cosx-2
c) lim = lim| ——— = lim =lim{ 1+ =

x=0| V14 2x x=0\ 1+ 2x x=0\ 14 2x x—0 1+ 2x

H2x 1 S8x
—-3x 2cosx-2 1+2x
fim - .3 fim —— lim ——°X

lim!| 1+ = @x—02005x-2 142X — gx—>01+2X x—>02C0s x~2
x—0 1+2x

-3x

Si x - 0" = el limite es e T =+w y si x — 0~ = el limite es e ~~° =0.

A -
e lim In[ ‘"X] 1 1 1 lim In{x'”J
. x=0" . . . nx x=0"
d) lim x"* = ¢ ; limIn| x™ | = lim —Inx =1, por tanto: lim x™* =e =e

x—0" x—0" x-0" |n X x—0"

3x2-2
1 3
5 L lim In(x3-2x+3)x i b02053) 5o 0
e) lim (x —2X+3)x =exo* =g X zegorw 1 =g" =1
X—>+o0
f) | x? . x"senx . 2xsenx+x’CcosX . 2senx-+2xCoSX+2xcos X — x’sen x
lim =lim =lim =lim =
Xﬁo,]_ X x=>0genx—x x-0 cosx —1 x=0 —sen x
sen x
_“m(2—x2)senx+4xcosx _im —2x’senx+(2-x*)cosx+4cosx—4xsenx 6 5
x50 —senx x50 —CoS X -1
g) lim e (x*-x-2) im e (x> —x-2)+e*(2x-1) _ im e (x*+x-3) _
x—2 2X2—8X+8 x—2 4x -8 x—2 4x -8
Al estudiar los limites laterales, por la izquierda vale — y por la derecha + < . Asi pues, el limite no existe.
X X T TX
X (x* —1)sen— 2xsen~ - +(x*~1)_cos— 4
h) lim (x* - 1)tg—= = lim = lim 2 2 2 _°_ 7
X— - X—
1 2 1 X 1" T X T
cos— —“sen— -
2 2 2 2

i) La expresion de este limite nos recuerda mucho a la definicion de derivada. En efecto:

(e —e™)-(e*-6™) (" €)' &' —e.(-1) e'+e

lim = =
h—0 2h 2 2 2
X
a a aln(ax—ax) %
= lim In(ax—ax)x lim Jim —&~—ax | ealna a?
J) lim (ax _aX)X = @x—0 = gx=0 X = @x-0 1 — ea(na*a) — —
x—0 eaz eaz
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11.46

11.47

11.48

(PAU) Calcula los siguientes limites:

. 1-cos(x-1 . _1
a) Im}—( 3 ) b) lim (1+2cos x)cosx
X n
7" (In(x)) =y
. 1-cos(x-1 . _sen(x-1 . xsen(x-1 . _sen(x—-1)+x-cos(x -1 1
a) lim ( > ):Ilm ( ):Ilm ( ):Ilm (x-1) x-N_1
x—1 (ln(X)) x—1 2|n(X) x—1 2|n(x) x—1 E 2
X X
fim (142008 xJo53 i In(1+2cos x) -2sen x
. 1 ntees e T s x . In(1+2cosx) . ) 2
b) lim (1+2cos x)eosx =2 =e" ; lim ( ) _ jim 12008 X _ jm, =
XX X COS X xsT  —senx x>® 1+ 2cos x
2 2 2 2
_In(1+2cos x)
1 Jlfng cos x
Asi pues: lim (1+2cos x)esx =g =e’

X——
2

En cada uno de los casos, calcula el valor de a para que se cumpla la igualdad:

a) limn0+ax) _ 4 ¢) lim—2X___
x>0 sen2x x>+=n(e™ —1)
| ax+5
b) fim (€O _ d) lim (—H?’J = e?
x>0 In(cos 2x) x| X
_a.
a) 3=limn+a) o trax _8_ . _g
x-0 sen2x  x~02cos2x 2
—asen(ax)
b) 4= lim In(cos(ax)) _ im cos(ax) _ fim asen(ax)cos(2x) _a im cos(2x) im sen(ax) _
0" In(cos(2x)) x-0" —2sen(2x) x-0" 2sen(2x)cos(ax) 2 x-0" cos(ax) x-o" sen(2x)
cos(2x)
2 2
_8 4 SoN(@X) _a, acos(ax) a a_a oo 48 L ai46a-d
2  xo0sen(2x) 2x-0"2cos(2x) 2 2 4 4
2™ 2 2
Q) d=lim—2X _jim—2 —im 2 =2 e " _ym e 2.2 4 .1
x—>+oa|n(eax_1) x—+o @ x>t @ X—>+oo ae®™ X—>-+oo a a a 2
eax _1 eax
x 3(ax+5)
3 x
ax+5 ax+5
d) €% = lim (X+ j = lim (1+gj = lim 1+l =e%  por tanto, a:E
X—>+o0 X X—>+o0 X X—>+o0 X 3
3

Determina, en cada caso, el valor de a que hace que la funcidon sea continua en todo R:

1-e* 2 :
_ sixz0 _ at si t<1
Af=1"x b) g(t)_{(t2—1)ln(t—1) si t>1
a six=0
1_e3X _363X
a) Debe cumplirse lim f(x)=f(0)=a: lim f(x)=lim = lim =-3, si a =-3, la funcién es continua.
x—0 x—0 x—0 X x—0 1

b) Debe cumplirse Itim19(t)=g(1):a. Para que exista este limite hay que asegurarse de que sus limites
—

laterales coinciden. lim g(t) = lim(at®)=a
t>17 t>17

1

_ — 2 a\2 204 a2
lim g(t) = lim (t2 =1)In(t —1) = lim In(t 1) = lim =1 jim (-1 = lim w:
t>1* t>1* t—>1+ 1 to>1t -2t t—1" —2t(t—1) t>1* —2t(t—1)

2 —1 (t2 =1y

_ i {021

to>1t -

=0.Sia=0, lafuncién es continua.
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In(1+ x?
11.49 (PAU) Sea f:(-m,®t) - R la funcion derivable que para x # 0 verifica que f(x)= Q

senx
a) ¢ Cuanto vale f(0) ? b) ¢ Cuanto vale f'(0) ?
a) Al ser continua, f(0) debe ser igual al limite de f en dicho punto.
2x
In(1+ x2
Aplicando L'Hopital: lim ( ) =lim Tex® _ lim 2x =0. Asi pues, f(0) = 0.

x=0  senx x=0 cosX -0 (1+ x?)cos x
b) Se calcula f(0) aplicando la definicion de derivada, y la regla de L 'Hépital dos veces:

In(1+h?)
110)= QDA =0y 10) s :“le(;:h) _
2h 2:-(1+h*)-2h-2h
1+h% (1+h%)° “2_ 4 Asi pues, f(0) = 1.

=lim =lim =
h-0senh+hcosh hm-0cosh+cosh+h(-senh) 2

Extremos relativos. Crecimiento y decrecimiento

11.50 Las cuatro graficas que se muestran son las de las derivadas de otras tantas funciones. En cada caso,
razona si la funcién correspondiente alcanza un valor mayor para x = a o para x = b.

! o ! B X
o/ a b X ?

a) La derivada es positiva en el intervalo [a, b], por tanto, la funcién es creciente en este intervalo: f(a) < f(b).
b) La derivada es negativa en [a, xo) y positiva en (xo, b], por lo que f(a) > f(xo) y f(xo) < f(b) pero no podemos
comparar los valores de f(a) y f(b).

c) La derivada es positiva en el intervalo [a, b], por tanto, la funcién es creciente en este intervalo: f(a) < f(b).
d) La derivada es negativa en [a, b], por tanto, la funcion es decreciente en este intervalo. Luego f(a) > f(b).

RS
Y

11.51 (PAU) Considera la funcién f(x) = xg(x). Sabiendo que:
1. La funcion g(x) es continua, derivable y tiene un maximo en x = 1.
. f(1)g(1) = 4
a) ¢ Tiene la funcién f un maximo en x = 1? Justifica tu respuesta.
b) Si, ademas, se sabe que g(x)=ax”+bx +c¢ calcula los valores de a, b y ¢ para que f tenga un
minimoen x=0
a) La derivada de f(x) es f(x)=g(x)+ xg’(x). Se sabe que g’(1) = 0 ya que g tiene un maximo en x = 1. Asi
pues f(1)=g(1)+1-g’'(1)=g(1)+0. Para que f tenga un maximo en x = 1, su derivada en dicho punto debe

valer cero, pero f(1) no puede valer cero ya que entonces g(1) también valdria cero y esto no puede ser
porque nos dicen que f(1)-g(1) = 4. Por tanto, f no puede tener un maximo en x = 1 porque (1) #0.

b) La derivada de g(x)=ax? +bx+c es g'(x)=2ax+b.

Como g tiene un maximo en x =1, g(1) =0, es decir,2a+ b=0y b = —2a.

Como ftiene un minimo en x = 0, f(0) = 0. La expresién de la derivada de fera f(x)=g(x)+ xg’(x), entonces
f(0)=g(0)+0-g’(0)=g(0)=c = ¢ =0. Asi pues, g es de la forma g(x)=ax? - 2ax .

Por otra parte, se sabe que f(1)-g(1) =4, es decir, 1 - g(1) - g(1) = 4= [g(‘l)]2 =4, portanto,g(1) =26

g(1) = =2. Si g(1) = =2, se tendria que g(1)=a-12 -2a-1=-2=a =2, y la funcién seria g(x)=2x? —4x,

que se debe descartar porque esta funcién es una parabola concava hacia arriba, que no presenta un
maximo.

Sig(1) =2, se tiene que g(1)=a-1> —2a-1=2=a=-2, y la funcion seria g(x)=-2x2 +4x, que si tiene un
maximo en su vértice.
Asipues,a=-2,b=4y c=0.

Las funciones en cuestion son g(x)=-2x2 +4x y f(x)=-2x3 +4x2.
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11.52 (PAU) Determina un punto de la curva de ecuaciéon f(x)= x e~

11.53

tangente sea maxima.

La pendiente de las rectas tangentes nos la da el valor de la derivada:

f(x)=e™ +x-e* (=2x)=(1-2x*)e™*
La pendiente maxima sera el maximo de esta derivada, por tanto se debe estudiar la derivada de la derivada:

f(x)=—-4xe™ +(1-2x*)e™* (-2x) = (4x* - 6x)e " .

en el que la pendiente de la recta

f(x)=0= (4x° —6x)e™ :0:>4X3_6X20:>2X(2X2—3)=0:>X=0,X=—J§,X:+\/§

x S O I IR A I A 0 0,2 3 \E‘*‘”
2 2 2 2 2 2
Signo de f’ - 0 + 0 - 0 +
f Decreciente 'V"”'T”° Creciente MaX|_mo Decreciente 'V"”'T”O Creciente
relativo relativo relativo

Por consiguiente, las pendientes de las rectas tangentes tienen un maximo relativo en el punto (0, 0). Falta,
pues, asegurarnos de que ese maximo es absoluto. Para ello se estudian los limites en el infinito de dichas
pendientes:

_ 2
lim £(x)= lim (1-2x2)e™" = lim 22"

X—>—o0 X—>—o0 XD g X

=0. Analogamente, lim f(x)=0.

X—>+o0

Por tanto, el punto (0, 0) es el punto en el que la pendiente de la recta tangente es maxima y dicha pendiente
vale f/(0)=(1-2-02)e™® =1.

Demuestra que para todo namero real positivo, P, se cumple que In(1+P) > 1 PP . Para ello sigue estos
+

pasos:

I. Demuestra que la funcién f(x)=In(1+ x)— 1 X es continua y derivable en el intervalo (0, + ).
+Xx

Il. Demuestra que f (x) es estrictamente creciente en el intervalo (0,+<0).
lll. Calcula lim f(x).
x—0*

IV. Concluye tu demostracion.

I. La funcién es continua y derivable para valores positivos de x ya que es suma de funciones derivables.

Il. La derivada de f(x) es f’(x)=1 1 -G 1 : _ - X -
X (1+x +Xx

funcion f(x) es estrictamente creciente en (0, + ).

que es siempre positiva si x > 0, por tanto, la

. lim f(x)= lim [In(1+x)—%}:0—0:0

x—0* x—0"

IV. Como se ha visto que si x es positivo, entonces, f(x)> 0= In(1+ x) —% >0=In(1+x)> 1 X
+ X + X

P
+P

decir, para todo numero real positivo, P, se cumple que In(1+ P) > 1
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11.54 (TIC)(PAU) Sea la funcién: f(x)=x*+ax*+bx*+cx+7.
a) Calcula c sabiendo que su recta tangente en el punto de abscisa x = 0 es horizontal.
b) Para el valor de ¢ encontrado en el apartado anterior, calcula a y b sabiendo que esta funcién tiene
un extremo relativo en el punto de abscisa x = -2 y que corta al eje X en x =1.
c) Para los valores obtenidos en los otros apartados, calcula los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de la funcidén, sus extremos relativos y haz una representacion grafica aproximada.
a) f(0)=0=4-0°+3a2-0°+2b-0+c=0=c=0
b) f/(x)=4x*+3ax® + 2bx Como tiene un extremo relativo en x = -2, se sabe que f(-2) = 0, es decir:
—32+12a—4b =0, olo que es lo mismo: 3a— b = 8. Como corta al eje Xenx=1,f(1)=0=>1+a+b+7=0,
a + b = —8. Resolviendo el sistema se obtiene a =0y b = 8. La funcién es f(x)=x*-8x*+7.
c) La derivada de f(x)=x*-8x*+7 es f(x)=4x*-16x=4x-(x*-4) yseanulaparax=0,x=-2yx =2,
Ademas se sabe que la funcion es continua. Estudiemos su monotonia:
X (~o0,—2) -2 (-2, 0) 0 0, 2) 2 (2,+ )
Slgnfo de _ 0 + 0 _ 0 +
f Decreciente 'V“”'T“" Creciente Maxmo Decreciente M'”'T“° Creciente
relativo relativo relativo
Y
Asi pues, fdecrece en (—e, —2)U (0, 2) y crece en
(-2,0)U(2,++0).
Tiene minimos relativos (que también son absolutos) en los puntos:
A(-2,-9)y B(2, -9).
Tiene un méximo relativo en el punto C(0, 7).
La grafica de la funcion es la que se muestra. 2 X

11.55

11.56

(PAU) Para cada h se considera la funcion: f(x)=2x*-3x*+h.

a) Halla los puntos en los que f alcanza sus valores maximos y minimos.

b) Encuentra h para que el valor de f en el minimo local hallado antes sea 0.

a) La derivada es f(x)=6x>-6x=6x(x-1), que se anula si x = 0 6 si x = 1. Se estudia si son maximos o
minimos con el criterio de la derivada segunda, f"(x)=12x-6:

f”(0)=-6 <0, por tanto, el punto A(0, h) es un maximo.

f’(1)=6 >0, por tanto, el punto B(1, —1+h) es un minimo.

b) Para que el minimo sea cero debe cumplirse que —1 + h = 0, es decir, h = 1.

X

Halla los maximos y minimos de la funcion: f(x) = (2x3 —4x2)e‘ .

La derivada es f/(x)=(-2x>+10x*-8x)e™™
el signo de la derivada:

=-2x(x-1)(x—4)e™,yseanulasix=0, x=1, x=4. Se estudia

X (—eo,0) 0 0, 1) 1 (1, 4) 4 (4,+ )
Signo de f + 0 - 0 + 0 -
f Creciente MaX|_mo Decreciente M'”'T“O Creciente MaX|_mo Decreciente
relativo relativo relativo

La funcién tiene maximos relativos en los puntos (0, 0) y (4, 64e ’4). Este ultimo es absoluto.
La funcién tiene un minimo relativo en el punto (1, —2e ~ 1).
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11.57

11.58

Demuestra que la ecuacion e* = x no tiene solucion. Para ello sigue estos pasos:
I. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funciéon f(x)=e* —x-1.
Il. Halla el minimo absoluto de la funcioén f.

lll. Demuestra que f(x) >0 para todo x.

IV. Demuestra que e* — x >0 para todo x y concluye tu demostracion.

I. La derivada de la funcion continua f(x)=e*-x-1 es f(x)=¢e* -1, que se anula si x = 0. Se estudia su
monotonia:

X (—==,0) 0 (0,+ )
Signo de - 0 +
f Decreciente M'”'T“° Creciente
relativo

La funcién decrece en (—-,0) y crece en (0,+¢0).

1. ElI minimo absoluto es el punto (0, 0) ya que la funcién es continua y es siempre decreciente a la izquierda
de cero y siempre creciente a la derecha de cero. Asi pues, el valor minimo que toma la funcion es f(0) = 0.

lll. Por tanto, f(x)>0 para todo x.

IV. Como f(x)>0, entonces e*—x-120=>e*-x21=e*-x>0= e* > x para todo x y, por tanto, nunca

uede ser que e* = x.
p q

¢Bajo qué condiciones sobre a, b, c y d se puede asegurar que la funcién
fix) = ax’ + bxX* + cx + d,

con a # 0 es estrictamente creciente o decreciente en R?

En primer lugar, se observa que los limites en mas infinito y en menos infinito no pueden coincidir nunca
porque el grado del polinomio es 3. Como la derivada es un polinomio de segundo grado, la ecuacion f'(x) = 0
tendra una, dos o ninguna solucién (que nos darian los posibles extremos relativos).

Para que sea estrictamente creciente o decreciente no debe tener ni maximos ni minimos relativos, es decir,
la ecuacién f(x) = 0 no puede tener dos soluciones. Si tuviera una Unica solucion, seria porque ahi tendria un
punto de tangente horizontal que no es extremo relativo, es decir, seria un punto de inflexién.

La derivada es f(x)=3ax’+2bx+c, que tendrd una Unica solucion si su discriminante es cero:
(2b)* —4-3ac =0 = 4b* —12ac = 0. Y no tendra solucién si 4b®> —12ac <0.

Asi pues, resumiendo:

La funcién seré creciente sia >0y 4b*-12ac <0.

La funcién sera decreciente sia< 0y 4b?>-12ac <0.

En el caso que falta, 4b®> —12ac > 0, la funcién tendria un maximo y un minimo relativo y, por tanto, seria
creciente en algunos tramos y decreciente en otros.
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11.59

11.60

Localiza los extremos absolutos, si existen, de las siguientes funciones en los intervalos indicados:

a) f(x)=x*+2x-1en[-3,0), en (-3, 0], en [0, 3], en (0, 3) y en (-1, 3].
b) g(x)={_x2 -2x+5 six<-2

21 o x> g en[-3.-1).en[-3,1], en[-3, 3], en [-3, 1), en [4, 1] y en [-1, 2).

a) El minimo de la funcién se encuentra en el vértice de la pardbola f(x).La 1.2 coordenada es v, = 2_—21 =-1.

Para hallar los extremos absolutos en los intervalos indicados se debe evaluar la funcién en x = —1 (valor que
anula derivada) y en los extremos de los intervalos:f (-1) = -2, f(-3) = 2, (0) = -1, f(3) = 14.

i) En el intervalo [-3, 0), el minimo absoluto es m = -2, se alcanza en el punto A(-1,—2) y el maximo absoluto
es M =2, se alcanza en el punto B(-3, 2).

ii) En el intervalo (-3, 0], el minimo absoluto es m = -2 ,se alcanza en A(-1,—2) y no tiene maximo absoluto .

i) En el intervalo [0, 3], el minimo absoluto es m = —1, se alcanza en C(0, —1) y el maximo absoluto es M = 14
y se alcanza en el punto D(3, 14).

iv) En el intervalo (0, 3), no tiene ni minimo absoluto ni maximo absoluto.
v) En el intervalo (-1, 3], no tiene minimo absoluto y el maximo absoluto es M = 14, se alcanza en D(3, 14).
b) La funcion es continua en x = -2 ya que sus limites laterales coinciden.

La derivada de p(x)=-x?>-2x+5 es p'(x)=—-2x-2,y se anula si x = —1, que no pertenece a su dominio de
definicion. Asi pues, el valor x = —1 no nos aporta nada a la hora de calcular los extremos absolutos.

La derivada de g(x)=x*+1 es q'(x)=2x,y se anula si x = 0. Este valor si hay que tenerlo en cuenta.

Para hallar los extremos absolutos en los intervalos indicados se debe evaluar la funcion en

x = 0 (valor que anula derivada), en los extremos de los intervalos y en x = -2 (en este punto, la funcidon no es
derivable y por eso se le debe incluir en el estudio).

9(0)=1,9(-3)=2,9(-1) =2, 9(3) =10, g(-4) = -3, 9(1) = 2, 9(2) = 5, 9(-2) = 5.
i) En el intervalo [-3, —1), el minimo absoluto es m = 2,se alcanza en el punto (-3, 2) y el maximo absoluto es
M =5, se alcanza en el punto (-2, 5).

ii) En el intervalo [-3, 1], el minimo absoluto es m = 1 y el maximo absolutoes M=5.
i) En el intervalo [-3, 3], el minimo absoluto es m = 1 y el maximo absoluto es M = 10.
iv) En el intervalo [-3, 1), el minimo absoluto es m = 1 y el maximo absoluto es M = 5.
v) En el intervalo [-4, 1], el minimo absoluto es m = -3 y el maximo absoluto es M = 5.
vi) En [-1, 2), el minimo absoluto es m = 1 y no hay maximo absoluto.

Problemas de optimizacién

Se quiere construir una piscina en forma de paralelepipedo recto de base cuadrada. Se dispone de 192
m? de baldosas para recubrir las paredes y el fondo de la piscina. Halla las dimensiones de la piscina de
manera que su capacidad sea maxima.

Se trata de un problema de optimizacion.
1. Se nombran las variables: longitud en metros de la base (x) cuadrada y profundidad (y) en metros.
192 - x?
4x
2
—x2192=X0 T is gk
4x
4. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x: como los nimeros buscados son positivos, x debe
estar en el intervalo abierto (0, v192).

2. Se relacionan las variables: el area total debe ser 192 m?, por tanto: x2 +4xy =192, y

3. La funcién que se quiere maximizar es el volumen V =x- x -y , es decir: V(x)

5. Se busca el maximo de V(x)= —%x3 +48x en (0,4192).

V'(x)= —%xz +48 = x=8¢ (O,\/192). La solucion negativa no es realista.

Como los limites de la funcion en los extremos del intervalo son cero, el maximo absoluto de la funcion se
192 - 82

alcanza en x = 8, por tanto, y = 48 =4.

Las dimensiones de la piscina que maximizan el volumen son 8 metros de lado para la base cuadrada y 4

metros de profundidad. El volumen maximo es V(8), esto es, 256 m®.
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11.61 Se dispone de un hilo metalico de longitud 140 m. Se quiere dividir dicho hilo en tres trozos de tal
manera que uno de ellos tenga doble longitud que otro y que, al construir con cada uno de ellos un
cuadrado, la suma de las areas de los tres cuadrados sea minima. Encuentra la longitud de cada trozo.

Se trata de un problema de optimizacion.

1. Se nombran las variables: cada uno de los trozos (x, 2x e y).

2. Se relacionan las variables: la suma de los trozos es 14 dam: x + 2x + y = 14; es decir, y = 14 — 3x.
xV (2xY 2

3. La funcién que se quiere minimizar es la suma de las areas: A = (Zj +[Tj +(%) .

Sustituyendo y operando:

_5x* 196+9x°-84x 7

——(x2—6x+14)

A=IX  TIFIX ZOAX
16 16 8

4. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable [0%} .

5. Se busca el minimo A’(x) = %(2x—6) que se anula para x = 3 que corresponde al vértice de una parabola

concava hacia arriba.
Los trozos seran de 3 dam, 6 dam y 5 dam,es decir,30 m, 60 m y 50 m.

11.62 Se parte un hilo metalico de longitud 1 m en dos trozos, haciendo con uno un cuadrado y con el otro un
circulo. Calcula las dimensiones de cada trozo para que la suma de las areas sea:

a) Maxima.
b) Minima.
Se trata de un problema de optimizacion.

1. Se nombran las variables, que son las longitudes de los dos trozos: x (para hacer el circulo), e y (para hacer
el cuadrado).

2. Se relacionan las variables: x+y =1, es decir, y =1-x.

. . - R . 1-x
3. La funcién que se quiere maximizar y minimizar es la suma de las areas. El lado del cuadrado es 4 y su

2 2
i 1-x . , X , . 2 X x?
area: | —— | . Lalongitud del circuloes x=2nr = r=—,asipues,sudreaes nr =m —| =—.
4 2n 2n 4r

1—x 2+x_2_ (m+4)x?-2nx+m
4 4n 167
4. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x: (0, 1).

La funcién suma de areas es A(x)= [

(m+4)x*> -2nx+m

5. Se busca el maximo y el minimo de A(x)= 16 en (0, 1).
T
A'(x)= W =0 x= % Este valor corresponde al minimo ya que la funcién es una parabola
T T+

concava hacia arriba.

Asi pues, el minimo se alcanza si el trozo destinado a formar el circulo mide x =

m.
n+4

o o , 1
No se puede calcular el valor de la funcién en los extremos, por tanto, se calculan sus limites: lim A(x) = Ty y
x—0

I|m1 A(x)= s Si solo se formara un circulo con todo el hilo, se obtendria el area maxima. Pero esta
X T

posibilidad no la contempla el problema.

Para responder se podria decir que cuanto mas largo sea el trozo para formar el circulo, mayor sera la suma
de las areas.
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11.63

11.64

11.65

De entre todos los numeros reales positivos x, e y, tales que x+y =10, encuentra aquellos para los
que el producto p = x*y es maximo.

1. Se nombran las variables, que son los numeros: x e y.
2. Se relacionan las variables: x+y =10, es decir, y =10—-x .

3. La funcion que se quiere maximizar y minimizar es el producto p = x%y = x* (10— x) =10x* - x>.
4. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. Debe estar en el intervalo abierto (0, 10).
5. Se busca el maximo de p(x)=10x2-x® en (0, 10).

P(x)=20x-3x>=x(20-3x)=0 x = % . Este valor corresponde al maximo ya que p(?j ~148

lim p(x)=0y lim p(x)=0

. - . 20 10
Asi pues, el maximo se alcanza si x =3 e y=10-x =3

Un barco B y dos ciudades A y C de la costa forman un tridAngulo rectangulo en C, de acuerdo a lo
reflejado en la figura.

Un hombre situado en A desea llegar hasta el

] 13 km barco B. Sabiendo que puede nadar a 3 km/h y
- caminar a 5 km/h, ;a qué distancia de A debe
=3 abandonar la costa para nadar hasta B si quiere
A ; llegar lo antes posible?
P T

Primero, con ayuda del teorema de Pitagoras, se observa que la distancia entre las dos ciudades es de 12 km.
1. Se nombra la variable: x es la distancia PC.

2. La funcién que se quiere minimizar es el tiempo empleado por el hombre para recorrer AP (a 5 km/h) y PB
(a 3 km/h). Se estudia cuanto miden estos segmentos: AP = 12 — x; para calcular PB se trabaja en el triangulo

PBC y se obtiene que PB =+v5%+ x? .

12-x V25+x% 36 -3x+5v25+ X
5 3 15 '
3. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x: [0, 12].

36-3x+5v25+ x?

El tiempo empleado es la funcién t(x) =

4. Se busca el minimo de t(x) = 15 en [0, 12].
_ 2
t’(x):i(— + 5x ]: 3v25+x +5x=0®
15 V25 4 x2 151/25 + x?
o —3V25+ X% +5x=0=5x=3V25+x? = 25x? =225+ 9x? = 16x%> =225 = x = 3,75.

Se compara: t(0)=%+§:4,07, t(12)=%=4,§, 1(3,75)=3,73.

Asi pues, el minimo se alcanza si camina durante 12-3,75 = 8,25 km y luego se pone a nadar.

Calcula la base y la altura del tridngulo isésceles de perimetro 8 y area maxima.

1. Se nombra la variable: x es la longitud de los lados iguales.
2. La funcién que se quiere maximizar es el area del triangulo. La base mide b = 8 — 2x y la altura se puede

hallar con Pitagoras y se obtiene a=+8x-16 . El area es A(x)= b—: =(4-xN8x-16 =2(4—-xN2x-4 .

3. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. La suma de dos lados debe ser siempre mayor que
el tercero, asipues: x+x>8-2x=>x>2 y x+8-2x>x = x<4:2 < x <4, suponiendo que x se mueve en
el intervalo cerrado [2, 4].

4, A'(x):Z{—J2x—4+(4—x 2 }:2{ 8—3x }=o@ x=%.

)2J2x—4 J2x -4

Se compara: A(2)=0, A4) =0, A[g) =35.

Asi pues, el triangulo de area maxima es el triangulo equilatero de lado g .
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11.66

11.67

11.68

En un rectangulo de 4 m de perimetro, se sustituyen los lados por semicircunferencias exteriores,
ientre qué valores esta comprendida el area de la figura resultante? Calculala.

1. Se nombra la variable: x es la longitud de la altura e y la longitud de la base.

2. Se relacionan las variables: 2x + 2y = 4, es decir, y =2 — x.

3. La funcién que se quiere maximizar y minimizar es el area de la figura (un rectangulo mas dos circulos).

2-x
2

4. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. En este caso, 0 < x<2.

A(x):x(2—x)+n(%j +n( ] =%(2x2—4x+4)+2x—x2 =[%—1)x2+(2—n)x+n

5. El minimo absoluto de la parabola (concava hacia arriba) A(x) = [%—1}2 +(2—-m)x+7 se encuentra en su

n—-2

vértice, es decir, si x =
n-2

=1 . Se compara: A(1) :1+£, limA(x)=n, limAXx)=m.
2 x-0 x—2

Asi que se podria contestar que el area de la figura estara comprendida entre 1+g y 1.

El area ©t se conseguiria si la figura fuera un circulo.

En un rectangulo de 4 m de perimetro se sustituyen dos lados opuestos por semicircunferencias
exteriores. Calcula las dimensiones del rectangulo original para que la figura formada tenga maxima
area.

1. Se nombra la variable: x es la longitud del lado sustituido por semicircunferencias, e y la longitud de los
otros dos lados.

2. Se relacionan las variables: 2x + 2y = 4, es decir, y = 2 — x.

3. La funcién que se giuere maximizar y minimizar es el area de la figura (un rectangulo mas un circulo).

X n—-4

2
La funcién area es A(x)= x(2- X)H{E) =(

)xz +2x .
4. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. En este caso, 0 < x< 2.

5. El maximo de la parabola (concava hacia abajo) se encuentra en su vértice, es decir, si x = ~4,66 .

-n
Pero este valor no pertenece al intervalo de definicion de x: 0 < x < 2.

Por otra parte, A(0) = 0 y A(2) = . Asi que se podria decir que el area maxima se conseguiria si la figura
degenerara en un solo circulo de 2 m de diametro.

Curvatura y puntos de inflexion

2(1-¢%)

1+e*
simétrica respecto al origen, demuestra que es siempre decreciente, estudia su curvatura y halla su
punto de inflexién.

(TIC) Dibuja la grafica de la funcion f(x) = Para ello, calcula sus asintotas, demuestra que es

El dominio es todo R, por lo que no tiene asintotas verticales. Y
2(1-e* —2e*

im 202) _ 20"

x—teo 14 % x—+eo  @%
La recta y = — 2 es una asintota horizontal en mas infinito. 1

1=eX 0] X

im 2:0-0")_2_,

x> {4 ¥ 1 .
La recta y = 2 es una asintota horizontal en menos infinito.
La funcién es impar.

La derivada es siempre negativa. Asi pues, la funcion es siempre
decreciente. No tiene extremos relativos.

—4e*(1-e*)
(1+e*)®
si x < 0; concava hacia arriba si x > 0; y tiene un punto de inflexion en el punto (0, 0).
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11.69 (TIC)(PAU) Calcula, para la funciéon f(x)=(x+1)e™:

11.70

intervalos de crecimiento y decrecimiento,
extremos relativos, puntos de inflexién e intervalos de curvatura.
La funcioén es continua y derivable porque es producto de funciones continuas y derivables en todo R: D(f) =R.

X

Su derivada es f’(x)=-xe™, que se anula si x = 0. Asi pues, la funcién crece en (—, 0) y decrece en

(0, + <) . Tiene un maximo en el punto (0, 0).

La derivada segunda es f"(x)=(x—-1)e™, que se anula si x = 1. Asi pues, la funcién es céncava hacia
abajo en (—e, 1) y céncava hacia arriba en (1, +<). El punto (1, 2e™) es un punto de inflexién porque la
grafica cambia de curvatura.

x*+3

(TIC)(PAU) Sea la funcién f(x) =

a) Halla, si existen, los puntos de corte con los ejes y las asintotas de la grafica de f.
b) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos de f.
c) Estudia su curvatura y sus posibles puntos de inflexién.

d) Esboza su grafica.

a) D(f)=R-{0} ya que x = 0 anula el denominador. Asi pues, no corta al eje Y. Tampoco corta al eje X ya
que la funcién no se anula nunca porque el numerador es siempre positivo.

x*+3 4

lim =—co y lim
X

x—0~ x—0* X

Asintotas verticales: =+ , asi pues, la recta x = 0 es una asintota vertical.

4 4
Asintotas horizontales: lim X +3 X +3

=+4c0 y lim = —c . No tiene asintotas horizontales.
X—>eo X X—>—co X
4 4
Tampoco tiene asintotas oblicuas ya que lim M: lim X 1'3 =+4c0 y lim M: lim X :3 = oo,
X0 X Xt X X—>—o X X—>—o X
. . , 3(x* 1) _ _
b) La derivada de la funcion es f(x)=——— y se anula para x=—1y x = 1.
X
X (=oo—1) -1 (-1,0) 0 (0, 1) 1 (1,+0)
Signo de + 0 - - 0 +
f Creciente Maxmo Decreciente | No existe f | Decreciente M'”'T”° Creciente
relativo relativo

La funcion crece en (—eo,—1)U(1,+e) y decrece en (-1, 0)u(0, 1).

Tiene un maximo relativo en el punto (-1, f(-1)) = (-1, —4) y un minimo relativo en el punto (1, f{(1)) = (1, 4).

c) La derivada segunda es f"(x)

_B(x* +1)
X

. Es negativa para valores negativos de x y positiva para valores

positivos. Asi pues, la funcién es concava hacia abajo en (—, 0) y céncava hacia arriba en (0, + )

d) La grafica es:

Y

o
N
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11.71

Halla los valores de m para los que la funcion f(x)=x*+4x®+mx*+3x—2 es siempre céncava hacia
arriba.

Para que la funcidon sea siempre concava hacia arriba su derivada segunda debe ser siempre positiva. Se
impone esta condicién:

F(x)=4x® +12x% +2mx+3 y f(x)=12x% +2m

Para que f”(x) = 12x2 +2m sea siempre positiva debe cumplirse que m >0 .

11.72 La grafica que se muestra es la de la derivada segunda de cierta funcion f. A partir de ella, deduce la

11.73

curvatura de fy sus puntos de inflexién. ; Qué se puede afirmar con seguridad de la grafica de f?
Y

14+

La funcién es céncava hacia abajo en: (—e,0)U(2,+ o) .
La funcién es céncava hacia arriba en: (0, 2).

Los puntos (0, f(0)) y (2, f(2)) son puntos de inflexién.

Las graficas que se muestran en la figura representan la derivada de ciertas funciones f(x) y g(x),
respectivamente. A partir de ellas, deduce los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y g(x),
asi como sus extremos relativos, su curvatura y sus puntos de inflexion.

a) Y b) Y

R/

a) La funcion crece si la derivada es positiva: (—-, 1) . Decrece si la derivada es negativa: (1, + ).

Tiene un maximo relativo en el punto (1, f(1)) porque la derivada vale cero y f pasa de creciente a
decreciente.

Las pendientes de las tangentes a f” son siempre negativas, asi que la funcién es siempre céncava hacia
abajo.

Como la funcién no cambia de curvatura, no tiene puntos de inflexién.
b) La funcién crece si la derivada es positiva: (—e, —1) (3, +0) . Decrece si la derivada es negativa: (-1, 3).

Tiene un maximo relativo en el punto (-1, g(-1)) porque la derivada vale cero y g pasa de creciente a
decreciente.

Tiene un minimo relativo en el punto (3, g(3)) porque la derivada vale cero y g pasa de decreciente a
creciente.

La funcién es concava hacia abajo en (—=, 1) ya que las pendientes de las tangentes a g’ (es decir, la

derivada segunda) son negativas, y es concava hacia arriba en (1,+<) ya que las pendientes de las
tangentes a g’ (es decir, la derivada segunda) son positivas. El punto (1, g(1)) es un punto de inflexiéon porque

es un punto de cambio de curvatura.
108 E Solucionario



2

—X
e 2 | se pide:

iy 1
11.74 Sea la funcién f(x) = T2n
a) Su dominio.

b) Demuestra que es siempre positiva.

c) Demuestra que es simétrica respecto al eje Y.

d) Haz un estudio completo de sus posibles asintotas.

e) Encuentra su maximo y sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
f) Encuentra sus puntos de inflexién y estudia su curvatura.

g) Dibuja su grafica.

h) ¢ Qué nombre recibe esta funcién? ;Y su grafica?

a) Dom(f) =R

b) La funcion es siempre positiva porque se trata de una exponencial.

c) La funcién es par porque f(—x) = f(x), por tanto, es simétrica respecto al eje Y.

d) No tiene asintotas verticales ni oblicuas pero si horizontales ya que lee f(x)=0, es decir,larectay =0

es una asintota horizontal tanto en mas infinito como en menos infinito, ya que es simétrica respecto al eje Y.
7X2 7X2
. - X
e) Suderivadaes f'(x)=——e 2 - (-x)=-

Para valores negativos de x es positiva y para valores positivos es negativa. Asi pues, f es creciente en
(—e°, 0) y decreciente en (0, +).

1 2
, que se anula para x = 0.

Tiene un maximo relativo (que es también absoluto) en el punto (0, f(0)) = (OL] .

NE

(x2-1) >

f) Su derivada segunda es f”(x) = o e 2 ,queseanulaparax=-1yx=1.
2n

X (—o0,—1) -1 (=11 1 (1,4 00)
Signo de 1’ + 0 - 0 +
; Céncava Punto de Céncava Punto de Céncava
hacia arriba inflexion hacia abajo inflexion hacia arriba

La funcion es concava hacia arriba en (—e,— 1)U (1,+ o) y cdncava hacia abajo en (-1, 1).

Tiene dos puntos de inflexion en | — 1,L yen 1,L .
2ne 2ne

g) La grafica de la funcion es la que se muestra.

h) Esta funcion es la distribuciéon normal de media 0 y desviacién tipica 1, N(O, 1), también llamada normal
estandar. Su grafica se conoce con el nombre de campana de Gauss.

Y
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11.75 (PAU) De la funcién f:R — R definida por f(x)=ax®+bx*+cx+d se sabe que:
- Tiene un maximo en x = —1.
- Su grafica corta al eje X en el punto de abscisa x = -2.
- Tiene un punto de inflexién en el punto de abscisa x = 0.

Calcula a, b, cy d sabiendo, ademas, que la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 2
tiene pendiente 9.

Las dos primeras derivadas de fson: f'(x)=3ax? +2bx +c y f’(x)=6ax +2b

Hay un maximo en x = —1 implica que f(-1) = 0, es decir: f/(-1) = 3a(-1)? +2b(-1)+¢c=0=3a-2b+c =0
Corta al eje X en x = -2 implica que f(-2) = 0, es decir:

f(=2)=a(-2)® + b(-2)?> +c(-2)+d =0 = -8a+4b-2c+d =0

Hay un punto de inflexion en x = 0 implica que f"(0) = 0, es decir: f"(0)=6a-0+2b=0=b=0

La tangente a fen x = 2 tiene pendiente 9, por lo que f(2) = 9: f(2)=3a-22 +2b-2+c=0=12a+4b+c=9
Resolviendo el sistema formado por esas cuatro ecuaciones, se obtiene la solucién:

3a-2b+c=0

;8_""51’"2“0’:0 —a=1b=0,c=-3d=2

12a+4b+c=9

11.76 PAU Demuestra que la curva de la ecuacion y = x* — x* + x* — x +1 no tiene ningtn punto de inflexion.

Halla la ecuacidn de la recta tangente a esa curva en el punto (xo, yo), siendo x, el valor de x que hace
minima y".
Se calcula la segunda derivada: y’=4x% -3x%+2x—-1, y”"=12x>-6x+2, que es una parabola concava

hacia arriba que no corta al eje X (la ecuacion 12x2-6x+2=0no tiene soluciones reales). La derivada
segunda es siempre positiva y la curva es siempre concava hacia arriba, por tanto, no tiene puntos de inflexion.

El minimo de y” =12x? —-6x+2 se encuentra en su vértice x, = —2_—?2 =% .
La tangente en el punto P[lﬁj es y—ﬁ = Q(X—lj =>y= 9x—ﬂ
4 256 256 4 256

11.77 PAU Sea f:R — R definida por f(x)=2x*+12x*+ax+b. Determina a y b sabiendo que la recta
tangente a la grafica de f en su punto de inflexion es larecta y = 2x + 3.

Halla primero el punto de inflexion y para eso necesitas calcular la derivada segunda:

f(x)=6x*+24x+a y f"(x)=12x+24. La derivada segunda se anula si x = —2, y como a su izquierda es
negativa y a su derecha positiva, entonces, el punto (-2, f(—2)) es el punto de inflexion.
La pendiente de la recta tangente y = 2x + 3 es 2 y coincide con el valor de f(-2). Asi pues:

f(-2)=2=6(-2)*+24(-2)+a=2=>a=26.
El punto de tangencia (-2, f(—2)) pertenece también a la recta tangente, por tanto, f(-2) = 2:(-2) + 3 = 1=
= 2(-2)° +12(-2)* +26(-2)+b=-1=>b =19 . La respuestaes a=26y b = 19.

11.78 (PAU) Calcula los valores del parametro a, a # 0, que hacen que las tangentes a la curva de ecuacion
y = ax* +2ax® —ax +1512 en los puntos de inflexién sean perpendiculares.

Primero se calculan sus puntos de inflexién: y’=4ax® +6ax? —a, y”=12ax? +12ax =12ax(x +1).

La derivada segunda se anula si x = 0 6 si x = —1, que son las abscisas de sus puntos de inflexion.
La pendiente de la tangente en x=0es y'(0)=-a.

La pendiente de la tangente en x=-1es y'(-1)=-4a+6a—-a=a.

Dos rectas son perpendiculares si el producto de sus pendientes es —1. Imponiendo esta condicion:

—ara=-1D>a=16a=-1.
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11.79

11.80

Aplicaciones de la derivada en las ciencias experimentales

Un mévil se desplaza con un movimiento uniformemente acelerado con una aceleracion de 0,25 m/s?. Si
en el instante t = 8 s lleva una velocidad de 7 m/s, calcula la velocidad que lleva en t = 20 s. Si en los
primeros 4 segundos ha recorrido 30 m, calcula la funcion de posicion del movil.

Para que la aceleracion sea constante, la funcién que nos da la posicién debe ser un polinomio de segundo
grado, e(t)=at?+bt+c . Su velocidad sera v(t)=¢€'(t)=2at+b y su aceleracion a(t)=v'(t)=2a.

Asi pues, 23:%:a=% y la velocidad sera v(t)=2-%t+b=%t+b.

Como en t = 8 la velocidad es 7, se tiene que v(8):%~8+b =7 = b =5 y la ecuacion de la velocidad es

v(t) =%t+5 .En t=20, la velocidad es v(20) =%~20+5 =10m/s.
Como a los 4 segundos ha recorrido 30 metros, se tiene que e(4) =%-42 +5-4+¢c=30=c=8.

Asi pues, la ecuacion de la posicion del movil es e(t) = %tz +5t+8.

Se aparta del fuego agua hirviendo (a 100 °C) en una habitacién con temperatura ambiente de 20 °C. Si
en 10 minutos se ha enfriado hasta 60 °C, ;en cuanto tiempo llegara a 25 °C?

Sea T(t) la funcion que da la temperatura del agua en cada instante ¢ .
T'(t)
T(t)-20
tanto, T(f) — 20 = e".e®. Llamando e° = M, ya se puede escribir la expresion de la funcidon temperatura,

T(t) =20 + Me" en la que solo falta averiguar los valores de los parametros My k.

Como T(0)=100= 20+ Me*® =20+M =100 = M =80 . La funcién es T(t)=20+80e" .

También se sabe que T(10) = 60, es decir,

La ley de Newton dice que T'() = k(T(t)—20), es decir, k = . Asi pues, In(T(t)-20)=kt+C vy, por

10kt

60 = 20 +80e'% = g% :%’ luego e =¢ 10 = [%jm .

t t

Ya se tiene la funcion temperatura: T(t) =20 +80[%)10 =20+80-2 10

t t
Si la temperatura del agua es de 25 °C: T(t)=20+80-2 © =25, de donde 2 © =274, es decir, t = 40 minutos.

Asi pues, el agua llegara a los 25 °C a los 40 minutos.
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11.81

11.82

11.83

PROBLEMAS

Considera la funcién definida en (0,+) por la expresion f(x)=2x*+x*+Inx :
a) Encuentra un intervalo donde puedas asegurar que existe una solucion de la ecuacién f(x) = 0.

b) Demuestra que la ecuacion f (x) = 0 tiene una tnica solucion, c, en (0, + )

c) Encuentra un entero p para el que se verifique que P <c< p+1

100 100 °

a) Como la funcién es continua en su dominio (x > 0), bastara encontrar un intervalo en el que la funcién
cambie de signo en sus extremos. El extremo inferior debe ser un nimero cercano a cero para estar seguros
de que la funcion sera negativa. Se prueba con 0,5: f(0,5) = -0,1931.

El extremo superior puede ser 1: f(1) = 3. Asi pues, aplicando el teorema de Bolzano a la funcion f en el
intervalo cerrado [0,5; 1], se sabe que f(c) = 0 para algun c del intervalo (0,5; 1).

b) La funcién es siempre creciente ya que su derivada f'(x) = 6x2 +2x +l es siempre positiva en para x>0.
X

Por tanto, ya no puede existir otro ¢ (distinto del anterior) con f(c) = 0.

c) Se pide que la longitud del intervalo sea como mucho p—”—i=i=o,o1. Se aplica el método de la
100 100 100

biseccion a un intervalo mas pequefio que [0,5; 1] para acortar los calculos.
Se empieza con el intervalo [0,5; 0,6], que también vale porque f(0,6) = 00,2812 >0.

f(@j =f(0,55) = 0,0374 > 0, es decir, el extremo superior podria ser 0,55.
Como la longitud del intervalo debe ser 0,01, se prueba ahora con [0,54; 0,55]: f(0,54) = —0,0097 <0 y ya se
ha acabado: 0,54 < ¢ < 0,55, por tanto: 4 <c< S4+1 .

100 100

Demuestra que la grafica de cualquier polinomio de tercer grado es simétrica respecto de su punto de
inflexion.

La funcion tiene la expresion f(x) = ax® + bx? +cx+d y su derivada segunda esf"(x)=6ax+2b, se anula en

X = —31 , que es la abscisa del punto de inflexién (cambia de curvatura a derecha e izquierda de dicho valor).
a

Se estudia primero el caso en el que el punto de inflexién sea el origen de coordenadas (0, 0):
b

—3—:0 = b=0.Como f(0) = 0, entonces d = 0. La funcion seria f(x)=ax®+cx . Esta funcion es impar y,
a

por tanto, es simétrica respecto al (0, 0), que es lo que se queria demostrar.
Para observar que la grafica de cualquier polinomio de tercer grado es simétrica respecto de su punto de
inflexion bastaria con realizar una traslacion, llevando su punto de inflexién al origen:

-b b 3 b? .
fl —+x|-f| —— |=ax”+| c—— |x, que es una funcién impar.
3a 3a 3a

El precio de un diamante es proporcional al cuadrado de su peso. Demuestra que si partimos un
diamante en dos trozos, la depreciacion es maxima si lo partimos por la mitad.

Se supone que el peso es 1y p la constante de proporcionalidad del precio-cuadrado del peso.

1. Se nombra la variable: x es el peso de uno de los trozos e y el del otro.

2. Se relacionan las variables: x + y =.1, por tanto y = 1 — x.

3. La funcibn que se quiere maximizar es la depreciacion del diamante al cortarlo.
D(x)=p-1=(px?>+p-(1=x)?) = p—2px? +2px — p = —2px? + 2px

4. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. Evidentemente, 0 < x <1, es decir, x se mueve en
el intervalo cerrado [0, 1].

5. Se busca el maximo de D(x)=—-2px?+2px en [0, 1]. Su derivada, D'(x) =—4px+2p, se anula si

X =% Se compara: D(0) =0, D(1) =0, D(%) = % En este caso, en dos trozos de peso % .
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11.84 Si fy g son funciones derivables con f(a) = g(a) y f(b) = g(b), demuestra que existe un punto x; en (a, b)

11.85

11.86

11.87

en el que las tangentes a fy g son paralelas. Convéncete previamente con una grafica.

Si se define la funcion F(x) = f(x) — g(x), se observa que también es derivable y ademas F(a) = F(b) = 0, por
tanto, cumple el teorema de Rolle y se sabe que existe al menos un punto xp en (a, b) con F(xop) = 0.

Por otra parte, F(x) = f(x) — g'(x), y entonces: 0 = F'(xo) = f(Xo) — g'(x0), de donde se deduce que f(xo) = g'(xo).
Es decir, en el punto xo del intervalo (a, b) las tangentes a fy g son paralelas.

Si f(x) < 2 para todos los numeros del intervalo [0, 3] y f(0) = —1, ¢ cual es el maximo valor que puede
tomar f(3)? En general, si f(x) < a en todo Ry f{0) = b, dado un nimero positivo c, ¢cual es el maximo
valor que puede tomar f(c)?

La funcioén f es continua en el intervalo cerrado [0, 3] y derivable en el abierto (0, 3), por tanto, el teorema del
valor medio nos asegura que existe un c¢ de (0, 3) que cumple:
f'(c)= f(B:;—g(O) = f(3;+1 , 'y como la derivada es f'(x) < 2, entonces f'(¢)<2: f(c)= % <2=f(3)<5.

En el caso general se tiene que f'(c) =

f(c)-f(0) _ f(c)-b <a=f(c)<ac+b.
c

c-0

Dada la funcion f{x) = (1000 — x)” + x?, se pide:
a) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f.
b) Utiliza el apartado a para decidir si 1000 es mayor o menor que 9982 + 2°,

c) Generaliza lo que hayas descubierto en el apartado a para la funcién f (x) = (c — x)" + x", siendo ¢ un
numero positivo y n un entero positivo par.

a) La derivada de la funcién es f’(x)=4x—2000, que se anula para x = 500. La funcion es decreciente en
(—=,500); es creciente en (500,+ «); y tiene un minimo en el punto de abscisa x = 500.

b) Como la funcién es decreciente en (—,500), entonces, f(0) > f(2), y como f(0) = 1000° yf(2)= 998° + 22,
se concluye que 1000% > 9982 + 22,

c) La derivada de la funcién f(x) = (¢ — x)" + X" es f'(x)=-n(c—x)"" +nx"".
Una solucién de la ecuacion f(x) =0 es x = % , que, corresponde a un minimo absoluto pues

f7(x)=n(n—"1(c—x)"2 +n(n—1)x"2 > 0. Por otra parte, la grafica de f es simétrica respecto de la recta
= % . Asi pues, dados dos numeros p y g que sumen ¢, p"+ g" es mayor cuanto mas disten p y q.

Por ejemplo 20° + 30° > 28° + 22° pues la funcion f(x) = (50 — x)® + x°, alcanza un minimo en x = 25 y es
simétrica respecto de la recta x = 25, por lo que f(30) > f(22).

Demuestra que la ecuacion

2009 1005

X+ x"P+x-1=0

tiene exactamente una solucion real.

La funcion f(x) = x2°° + x'%% 4 x —1 es continua y creciente en todo R ya que su derivada

f(x)=2009x%°%® +1005x'°** +1 es siempre positiva. Ademas lim =—o y lim =+, es decir, pasa de

X——oc0 X—>+o0
negativa a positiva y, por tanto, debe cortar al eje X alguna vez.
Como f es siempre creciente, solo podra cortar una sola vez al eje X.

Es decir, existe un Unico c real con f(c)=0=¢%® +¢"% 1 c_1=0.
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11.88

11.89

11.90

11.91

11.92

graficas de las derivadas de las funciones fy g son las que se muestran a continuacién:
Y Y

\/\ F(X) g'(x)

0 X —0 X

a) ¢ Cuantas soluciones puede tener la ecuacion f(x) = 0? Justificalo.
b) ¢ Cuantas soluciones puede tener la ecuacion g(x) = 0? Justificalo.
c) Si la ecuacion g(x) = 0 tuviera dos soluciones, ¢ qué podrias decir sobre el signo de las mismas?

a) Como f(x)>0 en R, f(x) es creciente y, por tanto, cortara una vez como maximo al eje, luego la ecuacién
f(x) = 0 tiene como mucho una solucién.
b) g'(x) se anula una sola vez, en x = 0, asi pues la ecuacion g(x) = 0 tiene como mucho dos soluciones.

c) En este caso g’ se anularia entre estas dos soluciones, por lo que al anularse en x = 0, significa que de
haber dos soluciones deben ser de signo contrario.

Supoén que f es una funcién para la que f(x) > 0 para todo x, y sea g(x) = f(f(x)). ¢Qué puedes decir
acerca del crecimiento o decrecimiento de la funcién g?

2)

La derivada de g(x) se calcula con la regla de la cadena: g’(x) = f(f(x))-f(x) que sera siempre positiva por ser
producto de dos numeros positivos. Asi pues, g'(x)>0 para todo x, lo que nos asegura que g es siempre
creciente.

Supén que f es una funcion para la que f(x) < 0 para todo x, y sea g(x) = f(f(x)). Qué puedes decir
sobre el crecimiento o decrecimiento de g?

La derivada de g(x) se calcula con la regla de la cadena: g’(x) = f(f(x))-f(x) que sera siempre positiva por ser
producto de dos numeros negativos. Asi pues, g’(x)>0, lo que nos asegura que g es siempre creciente.

a) Demuestra que f(x) = €* es mayor que g(x) = 2x para todo x > 1.

b) Demuestra que f(x) = e* es mayor que g(x) = x* para todo x > 0.

Trata separadamente los casos 0 < x<1yx > 1.

a) Se considera F(x)=f(x)—g(x).Su derivada es F(x) = " — 2, que para valores mayores o iguales que 1 es
positiva y, por tanto, F(x) es creciente si x > 1. Asi pues F(x) > F(1) y, por tanto : " — 2x > e-2 > 0, es decir,
€"—2x >0, y ya concluimos: e > 2x para todo x > 1.

b) Se trabaja ahora con la funcion G(x) = " — X%. Su derivada es G'(x) = € - 2x.
Si0o<x<1:6">x+1siempreyen [0, 1) se cumple que x + 1 > x*, luego en dicho intervalo e* > x*.

Si x = 1, ya hemos visto en el apartado a que &* — 2x es positivo y por tanto G(x) es creciente: G(x) > G(1), es
decir, & — 2> e — 1> 0. Por tanto, &> x°.

Calcula el area del triangulo de maxima area que puede formarse en el primer cuadrante con los ejes de
coordenadas y la tangente a la graficay = e™™.

Sea A(a, €7 el punto de tangencia. Se halla la ecuacién de la recta tangente en A:
La derivada es y = — e™*. Por tanto, la recta tangente es y — e °= - %(x — a), esdecirry=—ex+(a+1)e".
Sus puntos de corte con los ejes son B(0; (a + 1) e ) y C(a + 1; 0). Asi pues el area del triangulo es
(@a+N)@+1e? (a+1)%e?® 2a+1)e?—(a+1’e?@ (a+1)(1-a)e™®

2 = s 2 - 2

(1+1)%e?

f(a)=

El maximo se alcanza si a = 1y esta areaes f(1) = =2"'= g
e
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11.93 (TIC)(PAU) Sea P(x) un polinomio de grado 4 tal que:
i) P(x) es una funcion par. ii) Dos de sus raices son x4 =1y x2 = -5 iii) P(0) =5
Se pide:
a) Halla sus puntos de inflexion.
b) Dibuja su grafica.
a) Como el polinomio es par solo tiene monomios de grado par, esto es, P(x) = ax* + bx? + ¢
Si x1 = 1 es una raiz, entonces P(1) =0, esdecira+ b+ c=0.
Six; = —\/g , entonces P(—x/g ) =0, es decir 25a + 5b + ¢ = 0.

P(0) = 5 indica que ¢ = 5.

Con estas tres ecuaciones ya se puede encontrar los valores buscados: a=1, b=-6,c=5.

El polinomio es P(x)=x* —6x2 +5.

Su derivada segunda es P”(x)=12x? -12=12(x+1)(x —1) y se anula para x = -1 y para x = 1. Como en
dichos valores cambia la curvatura, ambos son puntos de inflexion.

Asi pues, los puntos de inflexion son A(-1, 0) y B(1, 0).

b) La grafica es:

o]
>

11.94 (PAU) Sea f una funcién real de variable real, derivable, con derivada continua en todos los puntos y tal
que f(0) =1, (1) =2, f(0) =3, f(1) =4.

a) Calcula g (0) sabiendo que g(x) = f (x + f(0)).

2(f(x))* —f(x+1)
e* -1 ’

b) Calcula Iin'g

a) Se calcula primero la derivada de g(x) aplicando la regla de la cadena: g’(x)=f"(x+f(0)) y por tanto:
g'(0)=Ff(0+FfO0)=FO0+1)=Ff(1)=4.

2
b) Como lim 2(f(x))" ~f(x+1)
x—0 ex 1
2 , , , ,
calcularlo: lim 2(f(X2X_:(X+1) = lim 4f(X)f(Xe,)x_f (x+1) _ 4f(0)f (Oe)o—f 0+1) _ 4.1.13_4 _

da lugar a una indeterminacién del tipo % se usara la regla de L'Hépital para

8
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11.95

11.96

11.97

En un cono de radio Ry altura H se inscribe un cono invertido con el vértice en
el centro de la base. Calcula las dimensiones del cono pequeio para que su
volumen sea maximo.

1. Se nombra la variable: r es el radio del cono pequefio y h su altura.

2. Se relacionan las variables: por semejanza de triangulos se observa que:

R o H_RH-Rh=n-HE=D

T

H H-h
3. La funcidn que se quiere minimizar es el volumen del cono pequerio:
2 —
V=" s decir, v(r)= Ep2 HR=D _1H g2 sy
3 R 3R

4. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable r. Evidentemente 0 < r < R, es decir, r se mueve en el
intervalo abierto (0, R).

5. Se busca el minimo de V/(r) = ’;—:(er —r®)en (0, R).V'(r) =g—g(2Rr—3r2) 0o

2Rr-3r? =0 = r(2R-3r)=0, es decir, si r = %R o si r=0 (no pertenece al dominio).
Como V(0) =0, V(R) =0, V(%Rj >0, se sabe con seguridad que el valor hallado nos da el maximo

H[R - RJ
Las dimensiones del cono inscrito de drea maxima son r = %R y h= HR=-T) _ = lH

R R 3

absoluto.

W[ N

Dados los puntos A(0, 3) y B(4, 5), se sefala un punto M en el eje X tal que la distancia S = AM + MB sea
minima. Obtén el punto M.

1. Se nombra la variable: x es la primera coordenada del punto buscado M(x, 0).
2. La funcién que se quiere minimizar es la suma de las distancias S = AM + MB.

— 2 Y "x) = X x—4 '(x)= = - =X
d(x) =\ +9 +(4-x)? +25 ’d(x)_\/x2+9 Jx2_8x+41 'd(X)_O@\/XZJrg It -sx+4

(=14

o 2x2+9x-18=0. Los dos valores que se obtienen son x = —6¢ (0,4) y x = %e (0,4).

Como d(0) = 3++41=9,40, d(4) =5+5 = 10, d(gj:4x/§z8,94 .

La distancia minima se consigue en el punto M(%,Oj y es 4x/§

Con un sector circular de angulo o y radio R formamos un cono. Calcula o para que el volumen del
cono sea maximo.

1. Se nombra la variable: o. El radio R no varia, es una constante.
2. La funcién que se quiere maximizar es el volumen del cono que se forma. El arco del sector circular mide

. . . . oR .
aR y el radio r de la circunferencia que mide aR es: 2nr=aR = r = o que es el radio del cono.
f

2
Se calcula su altura h: h? = R? -(ﬂ] = h=224n? _ g2
27 27

2
n[%j Ex/41t2—0c2
2n ) 2n
3

. Llamando K a todo

Por tanto, el volumen del cono en funcién del angulo a. es: V(o) =

lo que es constante, se puede escribir V(o) = Ky 4n?a* —of .
3. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable o. Evidentemente, 0 < o < 2n, es decir o se mueve
en el intervalo cerrado [0, 2.
5. Se busca el maximo de V(o) = Ky 4n?a* —0f en [0, 2x]. Su derivada es
oa=0

23 a5
_k(6ra” ~607) _ § o 160203 — 608 = 203(872 —302) =0 = , \F . Como V(0) =0, V(27) =0,
o =<7, —

Vi) 2 4 6
2V4n0" —o

V(Zn\/%} >0 . Asi pues, el cono de volumen maximo se consigue si o = Zn\/g
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11.98 En un deposito que contenia 5000 000 de litros de agua se ha vertido accidentalmente una sustancia
toxica contaminando el agua. Si el agua se va renovando por agua limpia a razén de 2500 litros por
hora, ¢ cuanto tiempo tardara en reducirse el nivel de contaminacién un 50%?

Sea S(t) la funcién que da los litros de sustancia toxica que hay en el agua en cada instante ¢ horas.

S'(t) = raz6n de entrada de sustancia toxica — razén de salida de sustancia toxica. Como lo que entra es agua

S(t)

limpia, la razén de entrada es 0. La razon de salida es -2500 L/h, pues salen los mismos litros que

5000000
S(t) . el . . , -S(t)
entran y ————— es la cantidad de sustancia toxica por litro. Asi pues, S’(t{)=———= por tanto,
5000000 2000
SAU) =- luego, InS(t)=- L t+C, porlo que S(t)= keﬁ. Sit=0, S(t) = k y se pregunta cuando
S(t) 2000’ ’ 2000 ’ ’

-t
S(t) es g se tiene que g: ke 2000 " Juego t = 2000-In2 horas, aproximadamente 1400 horas, es decir, 58 dias.

11.99 Un hombre esta en un bote en un gran lago rectangular a 1 km del punto A de la orilla mas préxima.
Quiere llegar al punto B de la orilla situado a m kilometros de A. Si en su bote va a
r km/h y a pie a v km/h, ;en qué punto C de la orilla debe dejar el bote para llegar a B lo mas rapido
posible en cada uno de los siguientes casos?

a)Sim=5km,r=15km/h y v=13 km/h m

~X m—x
b)Sim=2km, r=12km/h y v=13 km/h A G ~ B
c)Sim=5km,r=12km/h y v=13 km/h 1

d) Resuélvelo para cualquier valorde m, ry v. P
[

Hay que considerar que la distancia PC que cubre a remo es igual a PC =v1+ x? .
Primero se resuelve el caso general:
1. Se nombra la variable: x es la distancia AC.

2. La funcién que se quiere minimizar es el tiempo empleado por el hombre para recorrer PC (a r km/h) y CB
(a v km/h). El tiempo empleado  en realizar  su trayecto es la  funcién

1+ x? +m—x_vx/1+x2 +r(m=x)

r v v

t(x)=

3. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x: [0, m].

_vV1+x% +r(m-x)

5. Se busca el minimo de {(x) en [0, m].

rv
v X r
2 2 2
v VX —rv1+ X r
t(x) = — 21+ X = =0 w-rV1+x? =0=>v2x% =r? +r2x% = x = | 5—
v 1+ x? ve-r

Ahora se estudia cada caso:
r _ 15
Vw2 -r2 132 152

minimo en un extremo del intervalo: como #(5) < {0), el minimo se alcanza en x = 5, debe remar todo el
tiempo.

a)Sim=5,r=15y v=13=>x= , por tanto, t'(x) nunca se anula y f(x) alcanzara el

12

r
W2 _r2 132 Z122
habra que mirar en los extremos: #(2)< £(0), el minimo se alcanza en x = 2, debe remar todo el rato.
12

,
Vv?—r2 132 122

b)Sim=2, r=12 y v=13=x=

=2,4. Como 2,4 no pertenece al intervalo [0, 2]

c)Sim=5 r=12 y v=13=x=

=2,4. Como t(2,4) < #(5) < t(0), debe dejar el

bote a 2,4 km de A.
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PROFUNDIZACION

P
11.100 Considera la funcién g(x)=f(x)(x—a)s donde f es derivable en x = a, p es par, g es impar y
p < q. Demuestra que si f(a) # 0, g tiene un punto anguloso en x = a.

La derivada de g(x) es: g’(x) = f'(x)(x — a)g + f(x)B(x - a)§’1 =f'(x)(x - a)§ + f(x)ﬁ(x - a)H
q q
Como p < gq, entonces p-qg<0, por tanto, se puede escribir la derivada como:
7 7 B 1 7 B 1
g'(x)=f(x)(x —a)q +F(x)2 =F(x)x-a)q +F(x)2

Y esta derivada no esta definida para x = a, ya que si f(a) # 0, lim g’(x) valdra mas infinito o menos infinito
X—a

dependiendo del lado por el que nos acerquemos a a. (El valor de (q\/x - a)qip sera positivo si x — a es positivo
y negativo si x — a es negativo). Asi pues, en x = a hay un punto anguloso.

11.101 Sea f una funcion polinémica con raices dobles en ay en b (recuerda que el nimero c es raiz doble de
f(x) si f(x) = (x— c)2 g(x), con g(c) # 0). Demuestra que f” se anula al menos tres veces en [a, b].

La funcion f cumple las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo cerrado [a, b] ya que es polinémica y
f(a) = f(b) = 0. Por tanto, existe al menos un nimero c de (a, b) con f'(c) = 0.

Por otra parte, la funcion f tiene una expresion del tipo f(x) = (x —a)?(x—b)?>g(x) con g(a) y g(b) distintos de
cero y su derivada es: f’(x):2(x—a)(x—b)zg(x)+(x—a)2(2(x—b)g(x)+(x—b)2g'(x)), que se anula para

x=ay x=b. Asi pues, la derivada se anula al menos tres veces en el intervalo [a, b]: x=a, x=b, x =C.

11.102 Si a es un numero positivo, calcula el minimo de f/+_x con x > 0. A partir del resultado obtenido,
ax

demuestra que la media aritmética de dos nimeros positivos es siempre mayor o igual que la media
geométrica.

Primero recuerda que la media geométrica de dos niumeros es la raiz cuadrada de su producto.
a+x

Se considera la funcion f(x) = con x> 0.
Jax
Su derivada, después de simplificarla, es f'(x) = Lﬁ , que se anula si x = a.
2x/5 x\/;

Como para valores x menores que a, la funciéon decrece (la derivada es negativa) y para valores x mayores
que a, la funcién crece (la derivada es positiva), entonces, en x = a esta su minimo absoluto.

a+a _a+x 2a_a+x a+x a+x
Asi pues: f(a) < f(x)=> < = —x< =2< = ax < para todo x > 0
Ja-a Jax a 4Jax Vax

11.103 Sea f una funcion continua en [1, 4], derivable en (1, 4) y tal que f(1) =3 y f(4) = 12. Demuestra que para
algun xo en (1, 4), la recta tangente a f en x, pasa por el origen.
Indicacién: considera la funcién g(x) = M
X

La funcién g(x), que también es derivable en [1, 4], cumple que g(1) = 3 y g(4) = 3, asi pues, el teorema de
Rolle asegura que existe un ¢ del intervalo (1, 4) tal que g'(c) = 0.

La derivada de g(x) es: g(x) o) 9(x) = f (x)xz—f(x) _
X X
1A = 0 imnli , f'(c)e—f(c) .
Por otra parte, g'(c) = 0 implica que g'(c)=0=—"—— = f/(c)c—f(c)=0, ya que ¢ no puede ser cero.
c

Se calcula ahora la recta tangente en el punto de abscisa x = c:
y—f(c)=Ff(c)x-c)= y =f(c)x—(f(c)c—f(c))=F(c)x, es decir, esta tangente pasa por el origen. Asi pues
el valor c es el valor xp que buscabamos.
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x*—x+k six<1
11.104 Dada la funcion f :R — R definida por f(x) =1 sen(x —1)
x_

six>1"

a) Halla el valor de k para que f sea continua en R.
b) ¢ Verifica f las hipétesis del teorema del valor medio en [0, T + 1]?

c) ¢Existe algun nimero ¢ para el que f{(c) coincida con la pendiente de la recta que une los puntos de
la curva de abscisas 0yt + 1?

a) Se impone la continuidad en x = 1, que es el Unico valor en el que puede haber conflictos:
sen(x-1) —lim cos(1x—1) -1, f()=k.

X — x—>1"

lim f(x)= lim (x> -x+k)=k , I|m f(x)= I|m
x—1" x—1"

Para que f sea continua en x = 1 debe ser k = 1. Por tanto, si k = 1 la funcion es continua en R.

x> —x+1 six<1

b) Ya se ha visto que f(x)= sen(x 1) 1 es continua en [0, & + 1].

Se ve ahora si es derivable en el ablerto O, m

2x -1 six<1
La derivada, salvo para x = 1, es: f/(x)=1{(x— 1)COS(X 1)—-sen(x—-1) o1 I|m f(x)= lim@2x-1)=1
X 1)2 si x x—>1"
I|m F(x) = lim (x—=1)cos(x—1)—sen(x—1) _ — lim cos(x—1)+(x—1)(—sen(x —1))—cos(x —1) _
xo1 (x=1) X1 2(x—1)
. —sen(x—1) . L Y . _
= lim ————==0. Asi pues, lim f'(x)= lim f'(x) y, por tanto, f no es derivable en x = 1 y no se cumplen
x=1" x—1" x—1F

las hipétesis del teorema del valor medio.

1
T+l
1 T b

Six<1, f(x)=2x-1=-———=x= , que es menor que 1. Por tanto, ¢ = .
+1 2(m+1) 2(m+1)

c) La recta que pasa por los puntos A(0, 1) y B(x + 1, 0) tiene pendiente m = —

11.105 En la circunferencia de un lago de 1 km de radio se marcan dos puntos A y B diametralmente
opuestos. Una persona quiere ir de A a B y puede ir nadando, andando por la semicircunferencia o
combinando caminos. Si nada a 2 km/h y anda a 5 km/h, ¢ cuanto tardara, como minimo, en llegar?

1. Se nombra la variable: llamamos 20 radianes al angulo que la persona recorre nadando, por tanto, T — o es
el angulo que recorre por el borde.
2. La funcién que se quiere minimizar es el tiempo que emplea en recorrer la distancia D = AC + CB.

El segmento AC cumple que: AC = oc = AC= _sen(20)
sen(f—ocj

sen(20.) sen(E—aj
2

Y recordando las férmulas trigonométricas:
sen(20) _ 2seno.coso.

AC = =2seno km. El arco CB mide ©t — 20 km.
coso
sen| ——a
o
Asi pues, la funcioén tiempo es T(a) = 23(3%+ 71:—52(x =seno+ - 20 .

. . i . T
3. Se busca el intervalo en el que se mueve la variable a: 0 <o < 5 o se mueve en el intervalo [0, E}

- 20,

4 Se busca el minimo de T(a)=sena + T en [0, g} T(o) = cosoc—% =0 cosoc:%, es decir, si
o =1,16 rad = 66,42°.
Se compara: T(0) = % = 0,63 horas, T[gj =1 hora, T(1,16) = 1,08 horas.

Asi pues, el tiempo minimo es 0,63 horas y se consigue si la persona va andando todo el tiempo por el borde
del lago.
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11.106 Sea f una funcién que admite derivada segunda en todo Ry tal que las rectas y =ax+be y =cx +d con
a, b, ¢ y d no nulos son tangentes a la grafica en los puntos de abscisas
x =1y x=-1, respectivamente.
Justifica si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones:
a) Si fes par, entonces a =—c.
b) Si a = ¢, entonces fes impar.
c) Si fes par, entonces b =d.
d) Si b = d, entonces f(1) = f(-1).
e) Si ac < 0, entonces existe xp en [-1, 1] con f(xo) = 0.

Como larecta y = ax + b es la tangente en x = 1, se tiene que f(1) = a + b.

Como larecta y = cx + d es la tangente en x = — 1, se tiene que f(-1) =—c + d.
a) Sifes par, se cumple que f(1) = f(-1)y que f(1+h)=f(-1-h)Vh.
m f(1+h)—f(1) im f(-1-h)—f(-1) i f(-1-h)—f(-1)

a=f'N)=1i =i lim =—f'(-1) = —c .Es cierta.

h—0 h h—0 h h—0 —h
b) Si a = c, entonces f(-1)= - c + d = — a + d, y para que fuese impar, este valor deberia coincidir con
—f(1)=—a-»b.

c) Sifes par,como f(l)=a+b y f(-1)=-c+d=>a+b=—c+d,perocomo a=-c=b=d.
d) Si b = d, entonces f(—1) = —c + d = —c + b, que no coincide necesariamente con f(1) =a + b.

e) Si ac < 0, significa que las pendientes de las tangentes son de distinto signo en x = -1y en x =1. Como la
funcién es derivable dos veces, se sabe por el teorema de Bolzano, que existe xp en [-1, 1] con f'(xo) = 0.

11.107Sea f una funcién derivable en R. Demuestra que si f nunca se anula, entonces f(x) <0 f(x) > 0 para
todo numero real.

Indicacién: Si f" nunca se anula, f es monétona, ;por qué?

f(x + h)—f(x)

Supon, por ejemplo, que f es creciente. Sea x e R y considera para h positivo y para h

negativo, y concluye.

Si la derivada nunca se anula no existen dos ndmeros reales a y b con f(a) = f(b), pues si existieran el
teorema de Rolle asegura que la derivada se anularia al menos una vez entre ellos. Asi pues, la funcién es
siempre creciente o siempre decreciente.

Si f es creciente, f'(x)>0 siempre, y como la derivada no se anula, es f(x)>0 para todo x de R.
Analogamente se justifica si f es decreciente.

11.108 Demuestra, utilizando el problema anterior, que la funcion dada por la grafica no puede ser la derivada
de ninguna funcién.

El problema anterior nos asegura que si la derivada de una funciéon nunca se anula, entonces, dicha derivada
debe ser siempre positiva o siempre negativa.

Lo que no puede ocurrir nunca es lo que le pasa a esta presunta derivada: que no se anule nunca y que es
positiva para ciertos valores y negativa para otros.
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RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

1.1

Sean f y g funciones derivables tal que f'(x) = g’(x) para todo x real. Indica qué condicién de las
siguientes debemos aiiadir para concluir que f(x) = g(x) para todo x real.

A) f”(x) = g”(x) para todo x real.

B) f(0) =g(0)

C) No hace falta ninguna condicion adicional.

D) Ninguna condicion adicional nos permite concluir que f(x) = g(x).

E) fy g son funciones continuas.

La opcion correcta es B. Al ser f/(x) = g’(x), f(x) = g(x) + ¢, por lo que si f(0) = g(0),entonces ¢ =0y f(x) = g(x).

Una recta que pasa por el punto P(-1, 0) es tangente a la curva y = x - x* en otro punto Q distinto de P.
La suma de las coordenadas de Q es:

A)1 C) % E) Ninguna es correcta.
7 9
B) — D) —
) 8 ) 8

El punto Q tendra de coordenadas (a, a — a3) con a # —1. Como la recta en cuestion pasa por Py Q, su
3

pendiente es a y, al ser tangente en Q, dicha pendiente es el valor de la derivada en a, es decir, 1 — 382

_ 53 _ 52
Asi pues, a =1—3a2,dedondeM=1—3az,2az+a—1=0ya=

%,a=—1,de donde Q es el

punto de abscisa % y ordenada % , por lo que la suma de sus coordenadas es g y la respuesta es B.

Sea la funcién definida en R, f(x) = LX:
e

A) lim f(x) =1 D) La imagen de f es un conjunto acotado.

B) ftiene un maximo absoluto en R. E) f tiene un punto de inflexiéon para x < 0.

C) fno es derivable en x=0.

f(x) es una funcién continua, con asintota horizontal y = 0 pues lim f(x)=0y lim f(x) = —oe, que pasa por
X—>+oo X ——o0

X—xe* 1-x . i -
—, — = — seanulasodloenx=1,loque nos lleva a afirmar que la tnica
e e

el origen y su derivada f’(x) = e

respuesta correcta es B.

Senala, en cada caso, las respuestas correctas:

11.4

Se tiene la funcién f(x) = x—% senx:

A) f esta acotada inferiormente en R. D) f tiene al menos un cero en R.
B) f esta acotada superiormente en R. E) ftiene un unico cero en R.

C) fes decreciente en R.

Las afirmaciones A y B son falsas pues lim [x—%sen xj =+4coy Iim (x—%sen XJ = —oo,

X—>+o0 X —>—oo!

Como f'(x)=1- % cos x, es f'(x) > 0 en todo R por lo que C es también falsa. Al tratarse de una funcién

continua, las observaciones anteriores sobre los limites en +e y en — nos llevan a afirmar que D es
verdadera y como la derivada no se anula nunca, sigue que E es también verdadera.
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11.5

La funcién definida sobre R, f(x) = xe* — 1 satisface:
A) Para todo x de R, f'(x) = (x + 1)e2x D) lim f(x) =—o

B) fes creciente en (—%, +oo)_ E) La ecuacién f(x) = 1 tiene solucién unica.
C) lim f(x) =+oo

f'(x) = 6 + 2x 6 = (1 + 2x)e*, por lo que A es falsa. Si x > —% , F(x)> 0, por lo que B es verdadera.

Como f(x) = xe® =1, lim f(x) =+ y C es verdadera. lim (xezx —1) = lim xe®* -1 =-1yD es falsa.

X —>+400 X——o0 X —>—o0
Finalmente, la ecuacion f(x) = 1, es decir, xe? = 2 tiene una unica solucion pues la curva y = xe* es negativa

six <0, vale 0 en x=0 es creciente en x > 0 y continuay lim xe?* = +e, con lo que E es verdadera.
X—>+oo0

Se tiene la ecuacion senx = v 3 cos2x.

A) Esta ecuacion equivale a la ecuacion 2 J3 sen’x+senx—-+/3 =0
B) Admite cuatro soluciones en R.

C) Tiene dos soluciones en el intervalo [-x, Tt].

2
D) Admite dos soluciones en el intervalo [-r, 0] cuyo producto vale 2; .

sen x =+/3 cos 2x < sen x =+/3 (cos? x — sen’ x) & sen x =+/3 (1 — 2 sen’ x) & 2+/3 sen x + sen x —+/3 =0,

por lo que A es verdadera.
141424  1£5 1 -3

Esta ecuacioén tiene por soluciones las dadas por senx = = = ——, ——, habiendo,
NE) 43 3
o 1, -3
pues, infinitos valores de x para los que senx = T 6 senx = — de donde B es falsa.
3
., ., - 2% 1
C es falsa pues hay 4 valores de x en [-x, 1] solucion de la ecuacion: — , —— , arcsen — , T — arcsen

3'3 3 V3

_ _ 2
Las soluciones en el intervalo [-=, 0] son ?Tc y % , por lo que su producto es 2% y D es verdadera.

Se considera la funcién f definida en R por f(x) = x°—2x* +1

A) La ecuacion f(x) = 0 admite una unica solucion en R.

B) La ecuacion f(x) = 1 admite dos soluciones en [-1, +<).

C)Sixe [-1,1], f(x) <4

D) Si f(x) = 4, entonces x e [-1, 1]

E) f presenta un punto de inflexion de tangente horizontal en [-1, 1].

La funcién dada, f(x) = -2 +11a podemos escribir como f(x) = (x3 - 1)2. Asi pues, A es verdadera, la
Unica solucioén de la ecuacion f(x) =0 es x=1.

B también es verdadera, pues si (X — 12 =1, x= 3/2 yx=0.

C tambiénloesyaquesixe [-1,1],-1< X<1,-2<x*-1<0, por lo que f(x) < 4.

D es falsa ya que el hecho de que f(x) < 4, nos lleva a que |x3 - 1] <2, por lo que -2 < x> - 1<2, es decir
1<x< 3,conloque xe [—1, 3/3} , s decir, puede ocurrir que x ¢ [-1, 1].

Finalmente E es verdadera ya que f'(x) = 6x° — 6x%, f(x) = 30x* — 12x = 6x (5x° — 2), por lo que f” se anula
dos veces en [-1, 1], asaberen x=0yen x= i/g , siendo ambos punto de inflexion, ya que en ellos cambia

el signo de ”(x), pero en uno solo de ellos, x =0, presenta tangente horizontal.
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Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:

11.8 Sea f(x) = x>+ ax*+ bx + ¢, donde a, b y ¢ son numeros reales.

a) La grafica de f corta 3 veces al eje horizontal.

b) a>> 3b
A)ashb D) ay b se excluyen entre si.
B)a=bperob = a E) Ninguna es correcta.

C)b=>aperoa = b

La derivada de fes f/(x) = 3x° + 2ax + b.

Si se verifica a su derivada se anula dos veces, por lo que el discriminante de la ecuacion de 2° grado f'(x) =0,
es decir 4a® — 12b debera ser positivo, asi que a’>3b y se verifica b, por lo que a = b.

Pero b = a, pues b quiere decir que la derivada se anula 2 veces, pero eso no implica que la cubica corte 3

veces al eje X, como indica, por ejemplo la funcion f(x) = x* + 2x* + x +1000. Asi que la respuesta es B.
Senala el dato innecesario para contestar:

11.9 Para calcular la diferencia entre el maximo y el minimo de f(x) = ax* + bx + ¢ en el intervalo [0, k] se
tienen los siguientes datos:

a) El valor de a c) El valor de ¢

b) El valor de b d) El valor de k

A) Puede eliminarse el dato a. D) Puede eliminarse el dato d.

B) Puede eliminarse el dato b. E) No puede eliminarse ningun dato.

C) Puede eliminarse el dato c.

Para hallar la diferencia entre el maximo y el minimo de f(x) en [0, k] hay que hallar f(xo) — f(x1) siendo xo la
abscisa del maximo y x4 la abscisa del minimo. Asi pues, habra que hallar axo? + bxo + € — axs> — bxq — ¢, €s
decir, a(xo2 - x12) + b(xo — x1). Para hacer ese calculo no tenemos que conocer el valor de ¢ y como para hallar

. . —=b , .
Xo Y X1 que son, o valores que anulan la derivada, es decir, 2— 6 los extremos, 0 y k, del intervalo, tampoco
a

influye el valor de ¢, tenemos que puede eliminarse el dato c y la respuesta es C.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:

11.10 Para probar que la funcién polinémica y = f(x) presenta un punto de inflexion en P(a, f(a)) sabemos que:
a)f’(a)=0
b) El polinomio 7’(x) es divisible por (x — a)k, siendo k un nimero impar.
A) Cada afirmacion es suficiente por si sola. D) Son necesarias las dos juntas.

B) a es suficiente por si sola, pero b no. E) Hacen falta mas datos.

C) b es suficiente por si sola, pero a no.

La condicion b no es suficiente por si sola. Falta decir que f ”(x) no es divisible por (x—a)k”,por ejemplo,
f(x)=(x—-2)%f"(x)=30(x—2)* es divisible por (x—2)* pero en x = 2 no hay inflexidn

La informacién dada por a no es suficiente como prueba, por ejemplo, f(x) = x*

La respuesta correcta es E.
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m Representacion de funciones

ACTIVIDADES INICIALES

12.1. Factorizando previamente las expresiones, resuelve las siguientes ecuaciones:
a) 6x°-7x2-14x+15=0 c)x®—4x*-x*+4=0

x*+1  x 7
+—— =X+
x“ -1 6

b) d) x+|x+2/+|x+3/=0

x=1

a) 6x°-7x*—14x+15=0= (x-1)(6x* - x-15)=0=1 3 5
6x —X—15=0:x=—§, X=§

b) X1 XZX_1:x+%:6(x2+1)(x2—1)+6x2:6x2(x2—1)+7x(x2—1):
=6x*—6+6x2=6x*-6X2+7x°-Tx= —-7x>+12x* +7x-6=0=

x=2
= (x=2)(-7x*-2x+3)=0= J22 1 J22 1

S A A

c) X*—4x* - x> +4=0= (x+)(x-Nx+2)(x-2)(x*+1)=0=>x=-1, x=1,x=-2,x=2

-x-5=0 si x<-3 X=-5 si x<-3
X+[x+2/+[x+3|=0={x+1=0 si -3<x<-2={x=-1 si —3<x<-2

d)
3x+5=0 si x>-2

x=_—5 si x=>-2
3

Las soluciones son x = -5y x =_?5 . X =—=1no es solucién ya que esta fuera del intervalo [-3, -2).

12.1l. Resuelve las siguientes inecuaciones:

2_
5x-2.4 o X=1<o d) [2x-4-x >0
2x +1 X+2

a) x*-7x+6<0 b)

a) X -7x+6<0=>x}-7x+6=0=>x=-3, x=1, x=2

(—o0,-3) >x=-4=-64-28+6<0.Si (1,2) >x=15=3,375-10,56+6<0. Si
(-3,1) =x=0=6>0.No (2,+00)=x=3=27-21+6>0.No
Por tanto, la solucién es: (—e, -3] U [1, 2].

2
5yx_2 5x—2—0:>x—g

b) 2 120: 1
X+ 2x+1=0=>x :_?, no pertenece a la solucion.

—oo,_—1 :x=—1:_—720.3i —lz SX=03_—2<O.NO Z,+oo = x=1:>§20.S|'
2 -1 25 1 5 3

Por tanto, la solucion es: [_m’;ju[_’erj .

o x2—1<0 x> -1=0=x=1 x=-1

x+2  |x+2=0=x=-2no pertenece a la solucion.
(—w,—Z):x:—Bzgso.Si [—1,1]:x:02_?130.8|'
(—2,—1]:>x=—1,53E>O.N0 [1,+oo):x=2:>%>0.No

Por tanto, la solucion es: (—es,—2)U[-1, 1].
2x+4-x si x<2 {4—3x20 six<23 x<4

<— . 4
) ) 3 = Solucion: | —eo,— |U[4,+ )
2x—4-x si x=22 x-4>0 six=>2 x> 4 3
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EJERCICIOS PROPUESTOS

12.1. Indica los puntos de discontinuidad, los puntos singulares y los puntos criticos para las siguientes

funciones:
3 2 2
- { v 4
a) f(x)=u c) f(x)=x+ x+1 e) f(x) = x + senx g) f(x)=xz—+
2 2 x2-4
1 X
b) f(x)=———— d) f(x)=|x+1+[x-3 ) f(x)= h) fix) = "
)()x3+x2+4 ) f(x)=[x+1+|x-3] ) f(x) 7 a ) fix)
a) D(f) = R. No hay puntos de discontinuidad.
2 [
f'(x)= ¥ =0= x=0, x =2 son los puntos singulares y criticos.
b) x> +x%2 +4=(x+2)(x?> -x+2)=0= x=-2 es un punto de discontinuidad.
-x(3x+2 -
f'(x) :(—)2 =0=>x=0,x :—2 son los puntos singulares vy criticos.
(x3 +x? +4) 3
c) D(f) = [;’erj Enx= —% la funcién es continua solo por la derecha : f'(x)=1 +; #0.
2‘/x+1
2
No hay puntos singulares y no hay puntos criticos, ya que en x = —% la funcién no es continua.
d) D(f) = R. No hay puntos de discontinuidad.
Los puntos x = -1 y x = 3 son criticos pero no singulares (en ellos no existe la primera derivada).
e) D(f) = R. No hay puntos de discontinuidad.
f(x) =1+ cosx=0= x=(2k + 1), con ke Z son puntos singulares y criticos.
f) D(f) = (-2, 0] U (2, + ). Es continua en todo su dominio aunque en x = 0 solo por la izquierda.
2 2 _ 2 _
f(x)= 1 [x -4 x4 _ x4 f(x) <0 Vxe D(f)-{0} .El punto x = 0 se puede considerar

2V x  (x*-4y 2(x2—4)\/x(x2—4)
critico por la izquierda y corresponde a un minimo absoluto.
g) D(f) = (= ,—2) U (-2, 2) U (2, + ). Es discontinua para x =2y x = — 2.

, —x(x*+12) . -
f'(x)=———————-=——=0= x =0 que corresponde a un punto singular y critico.
(% =42~ x> +4
, e’ six>0 . - . -
h)f'(x) = . 0 = No hay puntos de discontinuidad ni singulares. El punto x = 0 es un punto critico.
e six<

12.2. Calcula los puntos de corte con los ejes de las siguientes funciones:
a) f(x)= x*-3x? b) g(x)=cos(§) c) h(x) = e**? d) k(x)=(x+1)In| x|

a)EjeY: x=0=f(0)=0=(0,0)
Eje X: f(x)=0=>x=0, x=3=(0, 0) y (3, 0)
b) Eje Y: x=0=f(0)=1=(0, 1)

Eje X: f(x)=0=> x=3?n+3kn: [3?“+3kn, Oj conkeZ

c)Eje Y: x=0= f(0)=¢” = (0, &’)

Eje X: f(x)=0= "2 %0 VxeR
d) Eje Y: x=0= No existe f(0).
x+1=0

x| =1 =>x=1x=-1=(10) y (-10)

Eje X: f(x):0:>(x+1)ln|x|:0:>{
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12.3.

12.4.

12.5.

(TIC) Estudia el signo de las siguientes funciones:

a) f{x) = x*+ X* - 6x ¢) fix) = xe* e) f(x) = )'("_"3
_x*-4 )
b) flx) = > d) fix) = Vx—2 f) £(x)=In|x|

a) f(x) = X*+x% — 6x = x(x —2)(x+3)

Los puntos de corte con el eje X'son: x(x —2)(x+3)=0=>x=0 x=2 x=-3

La funcidén es continua en todo R. Por tanto, solo se consideran los intervalos:
(m22,-3),(-3,0),(0,2) y (2, + o).

En (-« ,=3) la funcion es negativa; en (-3, 0) positiva; en (0, 2) negativa; y en (2, + - ) positiva.
b) Los puntos de corte con el eje Xson x =2y x = -2.

Los puntos de discontinuidad son x =1y x = —-1.

Se consideran los intervalos de signo: (-, =2), (-2, =1), (=1, 1), (1,2)y (2, +).

En (-, —2)la funcién es positiva; en (-2, —1) negativa; en (-1, 1) positiva; en (1, 2) negativa y en (2, + )
positiva.

x=0

e*=0

La unica solucion es x = 0, ya que el valor de una potencia de base e nunca puede ser nulo.

La funcioén es continua en todo R.

En (-, 0) la funcion es negativa y en (0, + ) es positiva.

c) Los puntos de corte con el eje X son: xe* =0= {

d) La funcién es positiva en todo su dominio [2,+<>o) ,salvoen x = 2.

e) Los puntos de corte con el eje X son: n X3 =0= x=1. Eldominio es (0, 3) U (3, +).

En (0, 1) la funcién es positiva; en (1, 3) es negativa; y en (3, + « ) es positiva.
f) El dominio es (=<0, 0) U (0, + ).
Los puntos de corte con X son In|x| =0 |x| =1 x=1x=-1.

En (-, =1) la funcion es positiva; en (-1, 0) es negativa; en (0, 1) es negativa; y en (1, + - ) es positiva.

Estudia las simetrias de las funciones:

2
a) f(x)=1+1+j‘ b) fix) = —2X_ ¢) F(x) = x d) f(x)= —>—
x x+1 x 1-|x|
2 2
a) f(-x)=1+ 1?( ))i) =1+ 1+f = f(x) = Simétrica respecto del eje Y. Funcién par.
—X X

_2(-x)  2x _ 2x

o) )= ™ Tx et x 1

= No es par ni impar.
c) f(-x)=—-x+ A = —[x + l) = —f(x) = Simétrica respecto del origen de coordenadas. Funcion impar.
- X X

d) f(—x)=—= X

_m = —1—|| =—f(x) = Simétrica respecto del origen de coordenadas. Funcién impar.
—-|-x —|x

(TIC) Indica si las siguientes funciones son periddicas y, en caso afirmativo, indica el periodo minimo.

a) f(x) - _Senx b) f(x)=sen3x+send4x c) f(x)=1+ 12 d) f(x) = x +senx
1+cosx 0s“Xx
a) f(x+2mn) = sen(x+2m) _ _senx = Funcion periddica con periodo 2.

1+cos(x+2m)  1+cosx

b) f(x +2m)=sen(3(x +2n))+sen(4(x + 2r)) = sen(3x + 6m) + sen(4x + 8n) = sen3x + sendx = f(x) = Funcion

periédica con periodo 2.

5 L =1+ ! =1+ 12 =f(x)= Funcion periddica con periodo m.
Cos“(x + m) (—cos x) cos” x

d) No es periddica.

c) f(x+m=1+
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12.6. Indica las ramas infinitas que poseen las siguientes funciones:

a) ’ Y b) Y ’/
Ji |\ Pra
N \, D
X ’/,‘
O . X o1 X
] \
a) La funcion presenta seis ramas infinitas: b) La funcion presenta cuatro ramas infinitas:
lim f(x)=1, lim f(x)=1, lim f(x) =4  lim f(x)=—o0
X—>+oo X—>—o0 X—>+oo X—>—eo
lim f(x) =400, lim f(x)=—co, lim f(x)=4c lim f(x)=—c
x—-1F x—-1" x—-1" x—-1"
lim f(x)=—o0, lim f(X)=+oo
x—-1" x—-1"

12.7. Calcula las asintotas de las siguientes funciones:

2x +1 2x? +1
b) f(x)="""— c) f(x)=
x—-1 ) F(x) x-1 ) F(x) x2+3

a) f(x)=

Con ayuda de estas asintotas, traza, de forma aproximada, un esquema sobre las ramas infinitas de
cada una de ellas.

a) x = 1 es una asintota vertical porque: Y[
. 2x+1 . 2x+1 A
lim —— =4, |lm ——=— :
x—1t X =1 -t x=1 : -
. . . 2x+1 oY N ——
y = 2 es asintota horizontal porque Im ——=2 =y=2 ]
x>t X—1 a2 X
Al haber asintota horizontal en +« y en -, no hay oblicuas. \ T
[k
2 2
b) x = 1 es asintota vertical pues Iim 2x+1 =400 y lim 2x7+1 =—oo . Y /
x>t X— x=1T  X— /
) /
No hay asintota horizontal porque Iin+'1 2)(_-: =t = y=2x+2es /
X—too X — (’
asintota oblicua porque: ]
2 ’
im T _ im ﬁzz 7
X—teo X X—teo ¥© — x K
2x% +1 1+ 2x 2
/

c) El dominio de la funcién es todo R; por tanto, no existen asintotas verticales.

y = 0 es asintota horizontal porque |lim 21 =0
X x° 43

No hay asintotas oblicuas.
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12.8.

12.9.

12.10.

12.11.

3 2 _
Comprueba que larecta y = x + 6 es una asintota oblicua de la funcién f(x) = x+x—2x+1

x*-5x+6
. X3+ x2 - 2x+1 X3+ x?-2x+1-(x+6)(x*—5x+6) 22x-35
lim | —————-(x+6)|= lim > = Iim — =
Xote x“-5x+6 X ke x“-5x+6 xoxeo x“—5x+6

(PAU) Dada la funciéon f(x)= xe™:
a) Estudia si tiene asintotas verticales.
b) Estudia si tiene asintotas horizontales u oblicuas y la posicién de la curva respecto a ellas.

a) El dominio es todo Ry, por tanto, no puede haber asintotas verticales.
b) La recta y = 0 es asintota horizontal en +« porque lim xe™ =0 lim xe ™ = — La funcion queda por

X —>+oo X—>—oco
. , - _ X ,
encima de la asintota, ya que para valores grandes de x se verifica que xe™ -0 = — > 0.No hay asintota
e
—X

oblicua en -~ ya que lim
X——o0 X

= 400 ,

Representa graficamente las siguientes funciones polinémicas:

_ _x* ox?
a) fix) = x* - 12x c) fix) = Ve
b) fix) = x*— 7x*+ 16x - 13
a) y c) Y
o\ 1 X
3.
X
b) .
1.
1 X

(PAU) Calcula los valores de a y b para que la funcién f(x) = X+ ax+ bx-113 tenga un maximo en el
punto (5, 162).
fix) = x>+ ax*+ bx — 113
f'(x)=3x*+2ax + b
f(5) =162 = 125 + 25a + 5b — 113 =162 = 25a + 5b = 150 = 5a + b= 30
f(6)=0=75+10a+b=0=10a+ b=-75
5a+b =30
10a+b=-75

Por tanto, la funcién buscada es f(x) = x> = 21x* + 135x — 113.

=>5a=-106=a=-21 b=135
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12.12. (PAU) Calcula los valores de ay b para que la funcion f(x) = %x4+ ax® + bx* + 12x —% tenga un punto
de inflexion en (2, 0).

f2)=0 = 4+8a+4b+24—% =0

P(x)= x>+ 3ax’ + 2bx + 12 — f(x) = 3x* + 6ax + 2b

P(2)=0 = 12+12a+2b=0

Resolviendo el sistema 4 + 8a + 4b +24 - ? =0 y12+12a+ 2b =0, se obtiene a = _?1 yb=-4,

Por tanto, la funcién buscada es f(x) = %x“— % P4+ 12x - ?

12.13. (PAU)(TIC) Traza la grafica de las siguientes funciones racionales:

x2+5 3 x?

-4 b) f(x) = c) f(x)=

3) flx) = x?+3 x+3

Para ello, estudia las siguientes caracteristicas:
I. Dominio y continuidad . Simetrias V. Puntos singulares y crecimiento
Il. Puntos de corte con los ejes Iv. Asintotas VI. Puntos de inflexion y concavidad

a) l. D(f) = (oo, —=2)U(-2, 2)U(2, + ). Es discontinua para x = -2 y para x = 2.

Il. (O,—Ej.
4
. Presenta simetria respecto al eje Y.

Iv.Asintotas verticales: x=2 y x=-2.

Asintotas horizontales: y = 1 es asintota horizontal, ya que: lim f(x)=1
X—>too
V. f‘(x):ix2 ; F'(x)=0= x=0 ; Maximo: [O, —ij
( 2 _4) 4
Crece en (-, -2)u(-2, 0) y decrece en (0, 2)u(2, + ).

2
VI.Lf "'(x) :M # 0, por tanto, no hay puntos de inflexién.

(e —4)
Céncava hacia arriba en (-« , =2)U(2, + ) y céncava hacia abajo en (-2, 2).

b) 1.D(f) = R. Es continua en todo su dominio. Y
1. (0, 1).
. Es simétrica respecto al eje Y.

Iv. Solo tiene una asintota horizontal: y = 0.
v.f'(x)= Lﬁ Decrece en (0, + ) y crece en (-, 0). 4,/

(x2 +3) o 1 X
Maximo en (0, 1).

2 —
= M f'(x)=0 = x =1, x = =1. Puntos de inflexion [1, %) y(—1, Ej

(x2+3) 4

vi. f"(x)

Cédncava hacia arriba en (-« ,—1)u(1+ o ) y cdncava hacia abajo en (-1,1).
C) LD ()= (= oo, =3)U(=3, + o)

1. (0, 0).

. No es simétrica.

Iv. Asintotas verticales: x = —3.Asintotas oblicuas: y = x 3.

v.f'(x):x(x+62);f(x)=0:x=—6,x=0. /
(x+ %
Decrece en (-6, —3)u(-3, 0) y crece en (— oo, =6)U(0, + o). ,Q’/ 5 X
Maximo en (-6, —12) y minimo en (0, 0)
VI.f "(x) = 18 -+ # 0. Por tanto, no hay puntos de inflexion.

(x+3)

Es céncava hacia arriba en (-3, + ) y céncava hacia abajo en

(=00, =3).
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12.14. (TIC) Traza la grafica de las siguientes funciones irracionales, estudiando su dominio, los puntos de
corte con los ejes, sus asintotas y los maximos y minimos relativos. Establece el crecimiento, la
concavidad y los puntos de inflexién.

x2

a) fix) = x+ Vx b) fix) =

x+1

a)1.D(f) = [0, +eo) Y
2. Puntos de corte con los ejes: (0, 0).

3. Asintotas verticales: no tiene.

Asintotas horizontales: no tiene.

Asintotas oblicuas: no tiene porque

n= Iim(x+\/;—x): lim Vx = +oo.

X—>rtoo X—>too
4. Maximos y minimos: no tiene. 1
Crece en todo su dominio. ol X
5. No tiene puntos de inflexion.
Es concava hacia abajo en todo su dominio.

b) 1. D(f) = (-1, + o) Y
2. Puntos de corte con los ejes: (0, 0).

2
3. x = -1 es asintota vertical porque lim

X
x—T" A/ X +1

No tiene asintotas horizontales ni oblicuas.

=00,

4 .Maximos y minimos: Minimo relativo en el (0,0)

Crece en (0, + ). Decrece en (-1, 0)
5. No tiene puntos de inflexion.
Es céncava hacia arriba en todo su dominio.

o)
=
>

12.15. Estudia los intervalos de crecimiento y los puntos singulares de la siguiente funcién: f(x) = Ux?.

El dominio de la funcién es todo R.

f'(x):%

3¥x

No hay ningun punto de discontinuidad y ninguin punto anula la derivada. Ademas, para x = 0 la derivada no
esta definida. Por tanto, la funcion es decreciente en (- «, 0) y creciente en (0, + ). El (0, 0) es un minimo
relativo.

12.16. (TIC) Halla las asintotas oblicuas de la funcion: fix) =  x% -1

¥ = x es asintota oblicua en + < porque:

2 [
m= lim YX =1 _4 y n= lim (Vx2-1-x)= lim 1 0

X—>+o0 X X—>+oo0 X—>+oo X2 _1 +x

y =— x es asintota oblicua en —< porque:

2_ -
m= lim XX 1=—1yn= lim (Vx2=1+x)= lim \/27—120
X—>—c0 X X——c0 xoeo [32 4y
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12.17. (PAU)(TIC) Traza la grafica de las siguientes funciones exponenciales, realizando el estudio de:

1. Dominio Iv. Puntos singulares y crecimiento
I. Puntos de corte con los ejes v. Asintotas
. Simetrias
e* 1\
a) f(x) = xe* b) f(x) = = c) fix) = et d) fix) = [EJ

a) 1. El dominio es todo el conjunto R.

Il. La funcién no es par ni impar. Y
. Puntos de corte con los ejes xe* =0 =(0, 0)

Iv. No tiene asintotas verticales porque el dominio es R.

La recta y = 0 es asintota tanto en — .

. Lox HH 1

lim xe* = lim = lim =0
X—>—o0 x——o0 @ % X——00 @ X

, . . oxe* X
No hay asintota oblicua ya que Ilim = lim e* =+oo
X—teo X X—>+oo

V. F'(x)=(x+1e* =0= x=-1 1
En (o, =1) f(-2) < 0 = La funcioén decrece. 1

En (-1, + ) f(0) > 0 = La funcién crece. Minimo en (-1, —l)
e

b) 1. D(f) = (= o=, 0)A(0, +eo) Y
Il. La funcién no es par ni impar.

1. No corta a los ejes.

Iv. La recta x = 0 es asintota vertical porque:

. e . e
||[n — = +oo | ||n‘] —_— = —00
x—=0" X x-0" X 11

La recta y = 0 es asintota horizontal.

X Ol 1
En + < no hay asintota oblicua, ya que lim X' _ lim e = eo.
X—4eo X X—>+oo0
X —
v. f'(x) =L21) =0=x=1 En (-, 0)U(0, 1) la funcién decrece;
X

y en (1, + ) crece. Minimo en (1, e).

C)1.D(f) = (-oo, +o0) Y
Il. La funcién no es par ni impar.

l. Puntos de corte con los ejes, (0, e)

Iv. Asintotas verticales no tiene.

La recta y = 0 es asintota horizontal.

No tiene asintotas oblicuas.

v. f'(x)=e" 20

No tiene maximos ni minimos y la funcién es siempre creciente.

1
d)1. D(f) = (==, +eo ) y
Il. La funcion es par.
1. Punto de corte con los ejes: (0, 16).
Iv. La recta y = 0 es asintota horizontal.
1Vt
V. f'(x)=[—j ‘In=-2x=0=x=0
2 2
En (-~ ,0) la funcién es creciente, en (0, + «~ ) es decreciente.
En (0, 16) hay un maximo absoluto.
2.
0 2
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12.18. (PAU)(TIC) Traza la grafica de las siguientes funciones logaritmicas, mediante el estudio de:

I. Dominio . Asintotas
I. Puntos de corte con los ejes Iv. Puntos singulares y crecimiento
Inx
a)fix)=xInx b) f(x)=——- c) f(x) = Iog(x2 -1) d) fix) =In(2x + 3)
X

a)l. D(f) = (0, + )
Il. Puntos de corte con los ejes: (1, 0)
1. No tiene asintotas verticales1porque:
L'H s
fim xinx = fim X2 jim —X_— lim (—x)=0
x—0" x—0" 1 x—0" _i x—0"

X x?

No tiene asintota horizontal porque: lim xInx = +oo.
X—>+oeo

No hay asintotas oblicuas porque: lim XX _ Jim Inx = 4oo . 27
X—>+oo0 X X—>+oo +
1 2
V. f'(X)=1+Inx=0=Inx=-1=x=—
e
1 ., 1 . . 1 1
En| 0,— | la funcién decrece y en | —,+ | crece. Minimo relativoen | —,——|.
e e e e
b) 1. D(f) = (0, +=) v
Il. Puntos de corte con los ejes (1, 0) In x
. x = 0 es asintota vertical porque: X“:LL > 1
B , . . InxtH 1 s s
y = 0 es asintota horizontal porque: lim —— = |lim —=0 0 X
X4 X X—>4eo X
V. F'(x) = 1_'2’( —0=inx=1=>x=e
X

En (0, e) la funcion crece y en (e, + « ) decrece. Maximo relativo en [e, lj
e

¢) 1. D(f) = (= oo ,=1)u(1, +o0)
II. Puntos de corte con los ejes: log(x*— 1) = 0: (—x/E,O) y (x/EO) Y

ll. La recta x = —1 es asintota vertical por la izquierda porque
lim log(x? —1) = —eo

x—-1"
La recta x = 1 es asintota vertical por la derecha porque: lim log(x? —1) = — \2" /
x—1* t

No tiene asintotas horizontales ni oblicuas porque: lim (Iog(x2 —1)) = oo
X—>oo

2x
2 _ 2

m=tim 1) _ i 090D _ ey -1

X—oteo X X—>too X X—>Feo 1
v.f'(x)= 22—X =0= x=0 que no pertenece al dominio.

(x*=1)In10
La funcién es decreciente en (-« ,—1) y creciente en (1, + «~ ). No presenta extremos relativos.
_ (-3

@100 = 5] .

Il. Puntos de corte con los ejes In(2x+3) =0 = 2x+3=1= (-1,0)

. La recta x = _?3 es asintota vertical porque ”rg+ In(2x+3) = —
2

NN

No tiene asintotas horizontales ni oblicuas. ) X

v. f'(x)=

# 0 no tiene extremos relativos.
2x+3

La funcién es creciente en su dominio.

132 E Solucionario



12.19. (TIC) Traza la grafica de las siguientes funciones trigonométricas, haciendo un estudio completo de sus

caracteristicas:

a) f(x) = sen(2x) d) f(x) = -2 + cos(2x)
b) f(x) = sen(2nx) e) f(x) = tg(2x)

= 2 = X
c) f{x) = sen“(nx) f) f(x) sec[ 2]

a) 1. Dominio: todo R

2. f(-x) = sen(-2x) = —2sen2x = La funcion es impar. Y
f(x + m) = sen(2(x + m)) = sen(2x + 2w) = sen2x = f(x)

La funcién es periddica con periodo .

Por tanto, solo es necesario realizar el estudio en el intervalo [0, n). H
El comportamiento de la grafica en este intervalo se generalizara a JANIIAN /\ /\

todo R. / \/ i\/ \/ X

3.EjeX:sen2x=0= 2x=0,2x=1n = x=0,x=g

Los puntos de corte son (0, 0), (goj , (m, 0).

4. Asintotas: no hay.
5.f(x) =2cos2x =0 = cos2x=0 = x =% , X =3Tn .En (0, %) la funcion es creciente; en (%%} decreciente;

y en (i—nn] creciente. Maximo (%1) Minimo (%,—1) .

b) 1. Dominio: R

2. f(-x) = sen(—2nx) = —2sen(2nx) = —f(x) = La funcién es impar. Y
fix+1) = sen(2rn(x+1)) = sen(2nx + 2w) = sen(2nx) = f(x)

La funcién es periédica con periodo 1.

Solo es necesario realizar el estudio en el intervalo [0, 1].

El comportamiento de la grafica en este intervalo se generalizara a AVAVAVAVAVAV%%AVAVAVAVAVA@
todo R.

3. Los puntos de corte son (0, 0), (%Oj (1, 0).

4. Asintotas: no hay.

w

5. f(x) = 2n cos2nx = 0 = cos2nx = 03x=%, x=z

En (0%] la funcion es creciente; en [%%] es decreciente; y en [%1] la funcion es creciente.

Maximo [l‘q Minimo [g,—1j.
4 4

c) 1. Dominio: R

2. f(-x) = sen’(-nx) = (-sen(nx))* = f{x) = La funcién es par. Y
=f(x + 1) = sen*(n (x+1)) = sen’(nx + 1) = (-sen(nx))’ = senf(nx) =

f(x) = La funcién es periédica con periodo 1.

Solo es necesario realizar el estudio en el intervalo [0, 1].

El comportamiento de la gréfica en este intervalo, se generalizara MAMMMAMAM

a todo R. ol 1 X
3. Los puntos de corte son (0, 0), (1, 0).
4. Asintotas: no hay.

5. f(x) = 2msennx-cosnx =0 =>x=0, x= l , x=1

N

En (0%) la funcion es creciente.
En [%1] la funcion es decreciente.

Minimo (0,0). Maximo [%1] . Minimo (1, 0)
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d) 1. Dominio: R

2. f(-x) = -2 + cos (—2x) = -2 + cos(2x) = La funcion es par. Y

La funcion es periédica con periodo .

Por tanto, solo es necesario realizar el estudio en el intervalo [0, = ]. 14

El comportamiento de la grafica en este intervalo se generalizara a ;

todo R. ol 1 X

3. Puntos de corte con los ejes: (0, —1). /\/\/\/\/\
4. Asintotas: no hay.

5. f(x) = —2sen(2x) = 0 = sen(2x) = 0 = x = 0, g :

En (0%} la funcién es decreciente, y en [g nj es creciente.

Minimo (g,—3] .Méaximo (0, —1)

e) 1. Dominio: R —{%(1+2k7z);k c z}

2. Simetrias y periodo:
f(—x) = tg(—2x) = — tg(2x) = —f(x) = La funcion es impar.

f(x+gj =tg [2[)”%]) =tg(2x + ©) = tg(2x) = f(x)

Na

- - . T
La funcién es periédica con periodo 2

. . . . b
Por tanto, solo es necesario realizar el estudio en el intervalo [OE} .

El comportamiento de la grafica en este intervalo, se generalizara a todo R.
3. Puntos de corte con los ejes:

Eje X:tg(-2x)=0= x=0, x =g . Los puntos de corte son (0, 0), (%Oj

4. Asintotas: no hay.
5. Puntos singulares. Intervalos de crecimiento.

f(x) =2 (1 + tg’(2x)) # 0. No presenta extremos relativos. Es creciente en todo su dominio.

f) 1. Dominio: R —{(2k +1)7;k € Z}
2. Simetrias y periodo

f(-x) = sec (%Xj = sec [%) = f(x) = La funcioén es par.

4“) =sec [1+2nj =sec (iJ = f(x)
2 2

La funcién es periédica con periodo 4t .

Solo es necesario realizar el estudio en el intervalo [0, 4n].

El comportamiento de la grafica en este intervalo, se generalizara a
todoR.

3. Eje X: No corta al eje X y corta al eje Yen (0, 1).

4. Asintotas: no hay.

fix+4m) = sec(xJr

5 f(x)=— </ =0= sen[gj =0=x=0, 2n, 4r.

2cos? [ij
2

En (0,m) U (m 2m) la funcion es creciente; en (2r,3n) U (3w, 4n) es decreciente.
Minimo: (0, 1). Maximo: (2r, -1)
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12.20. Partiendo de la grafica de f(x) = Inx, traza la grafica de las funciones: f(x) =1 +Inx y fix)=1+In(x-1)

Y

|
\

\\*
Vs
\

\\\

[RiN
>

12.21. A partir de la grafica de la funcién f(x) = e, traza la grafica de g(x) = e ™
Y

\

\
|
|

12.22. (TIC) A partir de la grafica de la funcion f(x) = x* — 1, traza las graficas de las siguientes funciones:
a) f(x)=|x*-1 b) gx) = |(x -1 —1+2

\[ Y [
\ [
f(x) =x2-1
\ .l 1/
| X
\ Y [ \ Y /
\ /
\ /
f=1x2-11\ .| / f)=lx=1)2-1]+2
o 1 X -
1 X
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12.23.

12.24.

12.25.

EJERCICIOS
Puntos de discontinuidad

Halla el dominio de las siguientes funciones:

a) f(x)=—— ¢) () = V1-Va-x* o) Fix) = o0z

x“-1 x

b) f(x)=2x +v/2x-3 d) f(x) = In(senx)
a) D(f) = (==, =1)(=1, 0) L(0, 1)(1, + o)
x>0

2x>0 3
b) = 3=>|—, +o
2x-320 |x=>7|2
2
4-x2>0 2<4
c) N =0<4-x <1 -1<x2-4<0=3<x0 <422 —V3|u[V3, 2]
1-V4-x* 20 (V4-x* <1

d)senx>0=x € (2kn, (2k+1)mt),conk € Z
e) La potencia de base positiva es positiva. Por tanto, la raiz cuadrada siempre existe y el dominio es todo R.

Indica los puntos de discontinuidad de especial interés (puntos de discontinuidad en los que al menos
existe uno de los limites laterales) en las funciones del ejercicio anterior. Indica también si en alguno de
estos puntos la funcidn es continua a la izquierda o a la derecha.

a)x=-1, x=0, x=1

b) En x = % la funcién es continua por la derecha.

C)Enx=-2yx= V3 la funcién es continua por la derecha,yen x=2y x=- V3 la funcion es continua por la
izquierda.
d)x=kn,keZ

e) No hay puntos de discontinuidad.
Signo de una funcién

Estudia el signo de las funciones siguientes:

x2+2 1
a)fix)=x-x*-4x+4 c) f(x) == e) f(x) = g) f(x) = sen®x + cos2x
x°-4 1-e*
b) fix) = x°+ X2~ 16x + 20 d) F(x) = | X1 f) £(x) = In(x? - 8)
xX+2

a) Los puntos de corte con el eje X'son: x=-2, x=1, x=2.Lafuncién es continua en todo R. En (-, —2)
la funcién es negativa; en (-2, 1) positiva; en (1, 2) negativa; y en (2, + « ) positiva.

b) En (-, —=5) la funcién es negativa, y en (-5,2)U(2,+<) positiva.

c) El signo de f(x) sera el mismo que el de y = xX-4 excepto en x = -2y x = 2, en los cuales la funcién no existe.
Por tanto, es positiva en (-, =2)U(2,+ ), y negativa en (-2, 2).

d) La funcién es positiva en todo su dominio que es (—«, =2)U[1, + ) excepto en x = 1, que vale 0.

€) El dominio de la funcién es (-, 0)u(0, + ). La funcion no corta al eje de abscisas.

En (-, 0) la funcion es positiva, y en (0, + « ) es negativa.

f) El dominio de la funcién es (-, - \/5 u( \/§ , + o). La funcién corta al eje Xen x=-3, x=3.

Por tanto, se consideran los intervalos (-, =3), (-3, -J8 ), (\/g , 3) y (3, + ). En dichos intervalos el signo
de la funcién es, respectivamente, positivo, negativo, negativo y positivo.

g) f(x)=sen?x +cos2x = sen’x + cos?x —sen’x = cos2x . La funcion es positiva en todos los niimeros reales

T
excepto en los que cosx =0 = x = Ei km con ke Z.
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Simetrias y periodicidad

12.26. Estudia las simetrias de estas funciones:

6

a) f(x) = f c) f(x) = X2—+2 e) f(x)=sen 3x+cos 5x
x* -1 x*+4
6 X -x
x° +1 e’ -e senx + tgx
b) f(x)=—; d f(x) = ——— f) f(x)= 229X
X7 =X 2 cos x
a) f(—x) = f(x) = par (simétrica respecto a Y)
b) f(—x) =—f(x) = impar (simétrica respecto a O)
c) No es par ni impar.
d) f(—x) = —f(x) = impar (simétrica respecto a O)
e) f(—x) = sen(—3x)+cos(—5x) = —sen3x+cos5x = no es par ni impar f(x)= senx+1gx
cosx
f) f(—x) = sen(-x)+tg(-x) _ —senx—tgx __senx-+igx —f(x) = impar (simétrica respecto a O)
cos(—x) cosx COSsX
12.27. Estudia si son periddicas las siguientes funciones:
a) fix) =senx + tg x b) f(x) = sen 2x + tg2x c) f(x) = sen3x + tg3x

a)fix+2n)=sen(x+2m)+1tg(x + 2n) = senx + tgx = f(x) = periddica con periodo T=2n

b) fix+ n)=sen(2(x+ n))+tg(2(x + m)) =sen(2x + 2w ) + tg(2x + 21 ) = sen2x + tg2x = f(x) = periédica con
periodo T= =«

c) fix + 2% ) =sen(3(x + % ))+tg(3(x + 2% )) = sen(3x + 21 )+tg(3x + 21 ) = sen3x + tg3x = f(x) = periddica

con periodo T = 23—“

12.28. Senala el periodo de cada una de las siguientes funciones:

a) f(x) = secx c) f(x) = tg (nx) e) f(x) =sen’x g) f(x) = sen’ x + cos’ x
b) fix) =tg x d) f(x) = sen 4x f) f(x) = sen x + cos 3x

a)T=2n c)T=1 eyT=n g)fix)=1

by T=n d)T=% fiT=2n

12.29. Comprueba que si una funcion f(x) tiene periodo T, entonces la funcién f(ax) tiene periodo I
a
Aplicando esta propiedad, halla el periodo de las siguientes funciones:

a) f(x) = sengx c) fix) = tg(3nx) e) f(x) = sec3nx
b) f(x) = cos2 % X d) fix) = cotg2 % x

f(a[x+1D =f(ax+T)="f(ax) = f(ax) es periddica con periodo r .
a a

=3 0)T="= d)7="=3 o) T=28_2
3n 3n 3

ayT=2"_ b) T= 1
E 3
3

wlala
wlala
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Asintotas

12.30. Estudia las asintotas de la siguiente funcién polinémica: f(x) = 2x* - 3x* + 5x — 2.

Por ser una funcion polinémica, no hay asintotas.

12.31. Estudia las asintotas de las siguientes funciones racionales:

©) Fix) = % 9) fix) = x"_3 -
-2

a) Asintota vertical: x = —1 a la izquierda y a la derecha. Asintota horizontal: y=0en +o yen — <.
b) No hay asintotas verticales. Asintota horizontal: y =4 en +o yen — <.

c) Asintotas verticales: x = \/g X=- \/g a la derecha y a la izquierda. No hay asintotas horizontales.

Asintota oblicua: y = x—% en+c yen —oo.

d) No hay asintotas verticales. Asintota horizontal: y=1en+o yen —c.
e) No hay ningun tipo de asintotas. f(x) es la recta y = x+1 salvo en x = =1 que no existe.

f) Asintota vertical: x = -2 a la derecha y a la izquierda. No hay asintotas horizontales. Asintota oblicua: y = x
en+oo yen—co,

g) Asintota vertical: x = 1 a la derecha y a la izquierda. No hay asintotas horizontales ni oblicuas.

12.32. Estudia las asintotas horizontales y oblicuas, y su posicion respecto de la curva, para las siguientes

funciones racionales:

a) f(x) =

x?+4
2x%2+ x+2
b) f(x) = ————
) 1x) 2x? - x+2
2x°
c) f(x)=
) Fx) 2x% +1

a) Asintota horizontal: y=0en +e yen —«.En +o yen - la curva queda por debajo de la asintota.
b) Asintota horizontal: y=1en+o yen —c.

2x*+x+2 . 2x

2x% —x+2 2x% —x+2
En + < la curva queda por encima de la asintota. En — la curva queda por debajo de la asintota.

2x°

7.4 X522

2x° +1 2x° +1
asintota y en —« queda por encima.

c)f(x)= . Asintota oblicua: y = xen +e yen - . En + la curva queda por debajo de la
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12.33. Estudia las asintotas de las siguientes funciones irracionales:

a)f(x)=4/x+% c) f(x)=+vx2-1

b) f(x) = # d) Fx) = 4 x* +%

a) El dominio de la funcién es [—% , + o). No tiene asintotas verticales.

. / 3 . . .
lim ,|x+ 2 =+ = No tiene asintotas horizontales.
X—>eo

4 _0.

No tiene asintotas oblicuas porque m = lim
X—>+oo X

b) El dominio de la funcion es (— oo, =2]U[2,+ ).
No tiene asintotas verticales.

No tiene asintotas horizontales porque lim -0 ooy lim .
X—reo X X——c0 X
y = x es asintota en + y en -« porque:
_ x*-16

m= lim T — =1

X—>too X

16 (\/x -16 - xz)(\/x 16+x2) 16

n=lim | ————x|= lim = lim =0

X X Xk x( X —16+x2) X x(\/x4—16 +x2)

c) El dominio de la funcién es (=, =1] U[1, + ).
No tiene asintotas verticales ni horizontales.
y = x es asintota oblicua porque:

21 ( x2—1—xj(\/x2—‘|+xj
m= lim =1 n= lim (x/xz—1—x)= lim = lim —=0

X—>+oo X X—>+oo X—>+o0| \/XZ _1 +X X—>+o0 X2 _1 +X

Y también y = —x por ser la funcién par.

d) El dominio es todo R.
No hay asintotas verticales ni horizontales.
y = x es asintota oblicua en + < y por ser una funcién par, y = —x es asintota oblicua en -« ya que:

).

4x" +

m= lim —=1
X300 X

el ol AT
SR o

3
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12.34. (TIC) Estudia las asintotas de las siguientes funciones:

x? +1

eX

a) f(x)=(2+x%)e? b) f(x) = c) f(x)=In(2x —3)

a) El dominio es todo R. No hay asintotas verticales.

N[ x

lim (2+x%)e

X—>oo

=+e = No hay asintota horizontal en + o .

lim (2+x2)e%: lim (2+x2)e%: jim 24X :{L’T—? lim ZXX =

X——o0 X—>4oo X—>4oo LS +o0 Xt 1 X
eZ 762
2
too |LH 2 . .
=|—|— lim =0= Larecta y = 0 es asintota horizontal en — .
+oo X oo 1 X
iQZ
4
x
_(2+x%)e? ) .
m= lim =40 = No hay asintota oblicua en + e .
X—>+oo X

b) El dominio es todo R. No hay asintotas verticales.

2 oo |LH oo |LH
lim X 41 = [L}e lim 2x = [L}e lim 2 =0 = Larecta y = 0 es asintota horizontal en + .

x>+ @% 400 X+ @% 400 Xt @%

X241 . (X2 + 1) . , N

li =+4co, M= lim =+ = No hay asintota horizontal ni oblicua en —e- .
X——o0 e X—>—oo Xxe

c) El dominio es (%mj lim IN(2x—-3)=—c = x= % es asintota vertical por la derecha.
3+

Xo=
2

lim In(2x —3) =+ = No hay asintota horizontal ni oblicua en + .

X—>+o0

12.35. (TIC) Estudia las asintotas de las siguientes funciones:
a) f(x) = x* b) f(x)=Invx+1

a) El dominio es (0 +). lim x* =1. No tiene asintotas verticales.
x—0"

X

. X . . -
lim x* =+ y lim ==+ = No hay asintota horizontal ni oblicua en + .
X—>+oo X0 X

b) El dominio es (-1, + ) Iim+ InVx+1=-- = x=-1 es asintota vertical por la derecha.

x—-1
/ o L'H
lim InVx+1=4c y lim Invx+1 == — lim =0 = No hay asintota horizontal ni oblicua.
X—>+oo X—>+oo X +oo x—+e0 2(Xx +1)

12.36. Estudia las asintotas de las siguientes funciones trigonométricas:
a) f(x) = senx
b) f(x) = senx + 3cosx

a) No tiene asintotas verticales ya que el dominio es todo R.
No tiene asintotas horizontales ya que no existe el limite en +c nien —c.
b) Al igual que la anterior, no tiene asintotas.
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12.37.

12.38.

12.39.

(TIC) Estudia las asintotas de las siguientes funciones con valores absolutos:

a) fx)=12x- 3 +xix=1]  b)fix)= - o) Fix) = X +2

P <12 d) fix) = In(|x - 2|)

a) La funcion se puede escribir como una funcién definida a trozos en la que todos los tramos estan
expresados por polinomios. Por tanto, no tiene asintotas.

1 . 1 , . o
b) lim —=+o, lim ——=+w = x =0 es asintota vertical tanto por la izquierda como por la derecha.
x—0t X x—=0" X

1 . 1 . .
lim —=0, lim ——=0 = y =0 es asintota horizontal tanto en + -« como en — .
X—>+oo X X—— X

c) x= -2 es asintota vertical por la izquierda y por la derecha.

En -, y = -1 es asintota horizontal.

En +, y =1 es asintota horizontal.

d) x = 2 es asintota vertical tanto por la izquierda como por la derecha.

Funciones polindmicas

Dada la funcién f (x) = xX*=3x*-9x+5:;
a) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Halla los maximos y minimos relativos.

c) Con los datos obtenidos en los apartados anteriores, dibuja la grafica de la funcién.

d) ¢Hay puntos de corte con los ejes de coordenadas? Y
f'(x)=3x*-6x-9, f"(x)=6x-6.Si f'(x)=0=> x=-1, x=3 /}
a) Crece en (=, =1)U(3, + ). Decrece en (-1, 3) c) 0

b) Maximo (-1, 10). Minimo (3, -22)
d) Corta al eje Yen (0, 5) y al eje X en tres puntos.

Dada la funcion f{x) = x*+ 4x* - 2x* - 12x + 9:
a) Halla los puntos de corte con los ejes.

b) Estudia el signo de la funcién.

c) Halla el crecimiento de f.

d) Halla los maximos y minimos relativos.

e) Dibuja la grafica de la funcion.

f) ¢ Cuantos puntos de inflexion tiene la funcion?

f(x)=x*+4x®-2x* -12x+9 = (x = 1*(x +3)? e) Y
Fr(x)=4x3+12x2 —4x-12 = 4(x + )(x = 1)(x +3)

a) Puntos de corte con los ejes: (0, 9), (1,0) (-3, 0).

b) La funcion es siempre positiva, excepto en los puntos que se
anula.

c) Crece: (-3, -1)u(1,+ ). Decrece: (-, =3)u(-1, 1).
d) Maximo(-1, 16). Minimo(-3, 0). Minimo(1, 0).

f) Tiene dos puntos de inflexion.
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12.40.

12.41.

Dada la funcién f(x) = %x“ +ax®-2x%+bx _14 :

a) Calcula los valores de a y b para que tenga un punto de inflexion en (-2, 0).

b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento para los valores de a y b hallados.
c) Halla los extremos relativos para los valores de a y b hallados.

d) Estudia los intervalos de concavidad para los valores de a y b hallados.

e) Halla los puntos de inflexion de f.

f) Dibuja la grafica de la funcion.

g) ¢ Cuantos puntos de corte tiene con el eje de abscisas?

f'(x):%x3+3ax2—4x+b, f"(x)=%x2+6ax—4

a) f"(—2)=6—12a—4=0:>a=% y f(—2)=0:>2+%(—8)—8—2b—%=0:>b=—6

Por tanto, f(x)= B LI S S Y
8 6 3

b) f'(x) =%x3 +%x2 —4x-6=0=f(x)= %(X—S)(x +2)? .Crece en (3, +~ ). Decrece en (-, 3)

¢) Minimo en |3, ﬂ] ) 4
24

d) f"(x):§x2+x-4=0 sx=d x=

2 3 54
Concava hacia arriba (— e, =2)u [%,+mj 7 1

. . . 4

Coéncava hacia abajo: (—2, 5)
e) Puntos de inflexion (-2, 0) y [%—%)

Funciones racionales

Dibuja las siguientes funciones racionales, realizando el estudio de:

I. Dominio IV. Asintotas
Il. Simetrias V. Puntos singulares y crecimiento
lll. Puntos de corte con los ejes VI. Puntos de inflexién y concavidad
2x+4 x?

a) f(x)=——— b) f(x) =

) F(x) x-3 ) x) x2+1

3x

c) f(x)=

) ) =——

a) |. Dominio (=0, 3)(3, + o)
Il. No es par ni impar. Y

)

IIl. Puntos de corte con los ejes(-2, 0), (0, -

w| N

IV. Asintotas verticales: x = 3
Asintotas horizontales: y = 2

10 . .
V. f'(x)=- . Siempre decrece. No tiene extremos t
(x) (x—3) P el 1
relativos.
" 20 i . .
VI. f"(x)= Céncava hacia arriba en (3, +o0 )y

32

coéncava hacia abajo en (-, 3). No tiene puntos de inflexion.
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b) I. Dominio: R. y
Il. Es una funcion par.
I1l. Puntos de corte con los ejes: (0, 0)
IV. Asintotas horizontales: y = 1
V. f'(x)= % . Decrece en (=, 0), y crece en (0, + o).
(x=+1)
Minimo en (0, 0)
a2
VI f"(x) :%. Cédncava hacia arriba —ﬁﬁ
(x“+1) 3 3 1
Coéncava hacia abajo: (—m,—%} U(§,+wJ . o 1 X
Puntos de inflexion: ﬁl y —ﬁl
3 4 3 4
c) I. Dominio (— oo, 2)U(2, + o) Y

1. No es par ni impar. !
I1l. Puntos de corte con los ejes: (0, 0) i
IV. Asintotas verticales: x = 2
Asintotas horizontales y = 0.No tiene asintotas oblicuas. !

V. f'(x)= —M. Decrece en (-4 , 2)U(2, + o). 14
(x"-8) O~ | X
Crece en (—o, —3/4 ). Maximo en [—%#]
ooy 18x%(x% +16) '
VL) == g

Concava hacia abajo (-316 , 0) U (0,2)
Céncava hacia arriba (— <o, 316 YU (2,+00)

3
Punto de inflexion: [—%/ﬁ, g}

12.42. (PAU) Calcula el valor de k para que la siguiente funcion tenga una asintota oblicua en y = 2x - 5:

2x3 + kx? +7x + 3k
x?+3

f(x) =

2x3 +kx? +7x+3k
= > =2X+k+
X“+3 x“+3

f(x)

12.43. (PAU) Calcula el valor de k para que la siguiente funcion tenga un maximo relativo en el punto x = 2:
F(x) = 2x+k

T x2-2x+1

¢Cual es el valor de este maximo?

F(x)= 22x+k :2x+k2, f,(x):—2(x+k3+1)
X“=2x+1 (x-1) (x=1)

izquierda de 2 la funcion crece y a la derecha decrece. El valor de la funcién en x =2 es 1.
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Funciones irracionales

12.44. (PAU)(TIC) Dada la funcién f(x) = v x2—4x+8 :

a) Halla el dominio de f.
b) Halla los puntos de corte con los ejes.
c) Estudia el crecimiento de la funcién.
d) Halla los maximos y minimos relativos de f.
e) Dibuja la grafica de la funcion.
f) De acuerdo con la grafica, sefiala los intervalos de concavidad de la funcién.
a) Dominio: R Y
b) No corta a los ejes.

xX—-2

¢) f'(X)=———

Vx?—4x+8

Decrece en (-, 2) y crece en (2, + ). \\/
d) Minimo en (2, 2) 21

f) La funcién siempre es céncava hacia arriba. o 1 X

12.45. (PAU)(TIC) Dada la funcién f(x)=x+\/z, halla el dominio, los puntos de corte con los ejes, las
X

asintotas y los extremos relativos de f, y traza la grafica de la funcion.

Dominio: [0, + ) Y
Puntos de corte con los ejes: ninguno

Asintotas verticales: x = 0 porque |lim x + \/I = +oo
X

x—0*"
Asintotas oblicuas y = x en + oo

3
L . Minimo en i/IBﬁ
2vx° 4 2 27
[0)

fr(x)=1-

x*+1

12.46. (TIC) Dada la funcion f(x) =

a) Halla el dominio de f.

b) Halla los puntos de corte con los ejes.
c) Estudia las asintotas de la funcién.

d) Calcula los extremos relativos de f.

e) Traza la grafica de la funcion.

a) Dominio: (= e, =1)U(0, + o)
b) Puntos de corte con los ejes: (-1, 0) Y
c) Asintotas verticales: x =0

. X3 +1
lim
x—0" X

Asintotas oblicuas y = xen+e y=-x en —o

= oo

x3+1
(2x°-1) 6125
d) f'(x)= 3 .Minimoen |3 l,—432
2x(x° +1) 2 2 21
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12.47.

12.48.

12.49.

2x+k

Vvx-1

Halla el valor de k para que la funcion f(x) = tenga un extremo relativo en x = g

a) ¢Qué tipo de extremo es?

b) Determina el dominio de la funcién.

c) Halla las asintotas de la funcion para el valor obtenido.

d) Traza la grafica de la funcién para dicho valor.

e) A la vista de la grafica, establece los intervalos de crecimiento.

f) A la vista de la grafica, establece los intervalos de concavidad. ; Tiene algun punto de inflexién?

a) f'(X):M, f'(§j=0:k=1.Es un minimo. Y

24(x-1)°
b) Dominio: (1, + )
c) Asintotas verticales: x = 1
No tiene asintotas horizontales ni oblicuas.
d) Crece en [é +ooj . Decrece en 1,é .

2 2 ol
e) f"(x)=M=02x=ﬂ.Puntodeinflexién: (ﬂ 4\5) o 1 X
4y(x-1F 2 2

f) Es céncava hacia arriba en [1, 1—21j y céncava hacia abajo en (1—21 +oo) .

Funciones exponenciales

(PAU)(TIC) Dada la funcién f{x) = (1 = x)e*, calcula:
a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Los intervalos de concavidad.

c) Los maximos y minimos relativos, y los puntos de inflexién de la funcién.
d) Con los datos anteriores, traza la grafica de f.
f'(x)=e*(x-2)=0=>x=2 ,f"(x)=e*B-x)=0=>x=3
a) Decreciente en (-, 2) y creciente en (2, + ) d)
b) Céncava hacia arriba en (=, 3)

Cédncava hacia abajo en (3, + o).

c) Punto de inflexién en (3, —26_3). Minimo (2, —e'2)

Y

(PAU)(TIC) Dada la funcién f(x) = x*¢*, halla:

a) El dominio de f.

b) Los puntos de corte con los ejes.

c) Las asintotas de la funcion.

d) Los intervalos de crecimiento y los extremos relativos.
e) Con los datos anteriores, traza la grafica de la funcién.
f) A la vista de la grafica, indica cuantos puntos de inflexiéon posee.
a) Dominio: R

b) Punto de corte con los ejes: (0, 0) e)

c) No tiene asintotas verticales ni oblicuas.

y = 0 es asintota horizontal en — .

d) f'(x) = (P+2x)e*, f'(x)=0=x=0 x=-2

Crece en (—e -2)U(0 + )y decrece en (-2, 0).

Maximo: (-2, 4¢7%).  Minimo: (0, 0) 14
f) Tiene dos puntos de inflexion.
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12.50. Calcula el valor de k para que la funcion f(x) = X" +k tenga un punto de inflexién en x = 0.

pe
Halla, para el valor obtenido:

a) El dominio de f.

b) Los puntos de corte con los ejes.

c) Las asintotas de la funcién.

d) Los intervalos de concavidad y los puntos de inflexion.

e) Con los datos anteriores, traza la grafica de la funcién.

f) A la vista de la grafica, indica cuantos maximos y minimos relativos tiene f.

g) A la vista de la grafica, indica, si es que existe, el valor del maximo y minimo absoluto en todo el

dominio.
2 2 2
f'(x):—Lj‘*k f"(x):L:kJrz fr0)=0>k+2=0=k=-2 = f(x)=2 X2
e e e
a) Dominio: R
b) Puntos de corte con los ejes (0, -2) (- V2, 0) (x/E , 0)
c) Asintota horizontal: y =0 en x = +
d) Céncava hacia arriba en (=, 0) U (4, + ). Céncava hacia abajo en (0,4).
Puntos de inflexién: (0, -2) , (4, 4)
e
e) y
2.
o :
f) Maximo relativo: (1+ x/g ; 0,36). Minimo relativo: (-0,73; —3,04).
g) No tiene maximo absoluto y el minimo absoluto vale —-3,04.
Funciones logaritmicas
12.51. Dada la funcioén f(x) = In(xz— 4):
a) Halla el dominio de f. e) Estudia el crecimiento y los extremos relativos de f.
b) Estudia las posibles simetrias de la funcion. f) Estudia la concavidad y los puntos de inflexién.

c) Calcula los puntos de corte con los ejes. g) Traza la grafica de la funcién.
d) Determina las asintotas de la funcién.

a) Dominio: (—eo, =2) U (2, +o0)

b) Simétrica respecto del eje Y (funcion par)

c) Puntos de corte con los ejes (—\/g ,0)y (\/E , 0)

d) x =-2y x = 2 son asintotas verticales.

e) Decrece en (-, =2). Crece en (2, + ). No tiene extremos relativos.
f) Concava hacia abajo en todo su dominio. No tiene puntos de inflexion.

9)
Y
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12.52.

12.53.

Dada la funcién f(x) = In( X- 1] :
X+2

a) Halla el dominio de f.

b) Calcula los puntos de corte con los ejes.

c) Determina las asintotas de la funcion.

\d) Estudia el crecimiento y los extremos relativos de f.

e) Estudia la concavidad y los puntos de inflexion.

f) Traza la grafica de la funcién.

a) Dominio: (= e, =2)U(1, + )

b) No tiene puntos de corte con los ejes.

c) Asintotas verticales x = -2, x =1

Asintota horizontal, y=0en +e yen -

£ (x) = 3 P =— 6x+3
(x=1)(x+2) (x=1)?(x+2)?

d) Es creciente en todo el dominio.

No tiene extremos relativos.

e) Es concava hacia arriba en (-, -2).

Es concava hacia abajo en (1, + ). No tiene puntos de inflexién.

2
Halla el valor de k para que la funcién f(x) = X +k

Para este valor:
a) Estudia el dominio de la funcién.

b) Halla los puntos de corte con los ejes.
x2
c) Calcula e interpreta el valor de lim —.
x-0* InXx
d) Determina las asintotas de la funcién.
e) Estudia el crecimiento y los extremos relativos de f.
f) Demuestra que la grafica no tiene puntos de inflexién.

g) Traza la grafica de la funcién.

2e ! e—-k
2x%Inx—-x*—k R
Fri)=2X0X2X 7K pfe)=—2 _ —0=k=0
) x(In x)? e) Ve

4
a) Dominio: (0, 1)u(1, + )
b) No tiene puntos de corte con los ejes.

2 .
¢) lim X-:P}L—F;/: lim 2X = fim 2x% =0
x—0* In X 0 x—0" l x—0"
X

d) Asintota vertical: x = 1

e) Decrece (0, 1)u(1,\/g). Crece (x/g ,+00). Minimo (x/g, 2e)
2(n xf’ =3Inx+2

e (Inx)*

.No tiene solucién real = no hay puntos

de inflexion.
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12.54.

12.55.

Funciones trigonométricas

(TIC) Dada la funcién f(x) = 2senx + sen(2x):
a) Estudia las simetrias y la periodicidad de f.
b) Calcula los puntos de corte con los ejes.
c) Halla los extremos relativos.

d) Traza la grafica de la funcién.

a) Es una funcién impar (simétrica respecto de O). Es una funcion periddica de periodo T=2m.
b) 2senx + sen2x =0 = 2 senx + 2 senx cosx = 0 = {senx:0:>x:0, X=m
cosx=-1=x=mn
Los puntos de corte son (0, 0) y (&, 0).
c) f'(x) = 2cosx + 2cos2x =0 —2co0s’x + cosx-1=0
-1+£4J1+8 -1£3 cosx=1:>x=E, =ﬁ
COS X = 2 = = 2 3 3
cosx=-1=>x=mn
Crece en 0,E ] @,Zn y decrece en E,E .Maximo E,ﬂ y minimo ﬁ—ﬁ
3 3 3 3 3 2 3

>

d) Y

N NN
N/ HONHN

senx

(TIC) Dada la funcién fix) = ——:
1+ senx

a) Estudia su periodicidad.

b) Halla las asintotas verticales de f.

c¢) Calcula los puntos de corte con los ejes.
d) Halla los extremos relativos de f.

e) Traza la grafica de la funcién.

a) Funcion periédica de periodo 2w .

b) lim SenX_ _ o y lim _senx ., . X -3 es asintota vertical por la izquierda y por la derecha.

L3 1+senx 3w T+senx 2

2 2
senx

—————=0=senx=0=>x=0 x=mn.Los puntos de corte en [0, 27 ) son (0, 0) y (=, 0).

1+senx
d) f'(x)=LX2=O = X =£Crece en 0,E V] ﬁ,Zn y decrece en E,E . Maximo E,l

(1+senx) 2 2 2 2 2 22
e) Y 1
TN TN
1 X
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12.56.

12.57.

Otras funciones

(TIC) Dada la funcién f(x) = |x| + |x+1]:

a) Exprésala mediante una funcién definida a trozos.
b) Representa graficamente la funcion.

c) ¢Doénde se encuentran los puntos criticos de f?
d) Halla los extremos relativos de la funcién.

e) Halla el maximo y el minimo absoluto de f.

-2x-1 si x<-1

a) f(x)=1+1 si —1<x<0
2x+1 six=0
b) %
o] 1 X

c) Los puntos criticos son las soluciones de la ecuacioén f(x) = 0 mas aquellos puntos del dominio donde no
existe la derivada. Por tanto, todos los valores de x pertenecientes al intervalo [-1, O] son puntos criticos.

d) Todos los valores de x pertenecientes al intervalo [-1, 0] son puntos donde la funcién alcanza un minimo
relativo ya que en sus cercanias, a la derecha y a la izquierda, la funcién no toma valores menores.

e) La funcién no posee maximo absoluto. El minimo absoluto de la funcién es 1 y se alcanza en cualquiera de
los puntos del intervalo [-1, 0].

(TIC) Dada la funcién f(x) = x+\/m

a) Estudia el dominio de f.
b) Calcula los puntos de corte con los ejes.
c) Comprueba que no tiene ninguna asintota.
d) Indica los puntos criticos, estudia el crecimiento y calcula los extremos relativos.
e) Traza la grafica de la funcion.
f(x):{x+ x si x20
xX+v-x six<0

a) Dominio: R
b) Puntos de corte con los ejes: (0, 0) y (-1,0)
c) No tiene asintotas.

1+ si x>0

) Fg=]  2x f(x)=0:>x=—% e) 4
1- six<0
2V-x
Los puntos criticos son x = —% y x = 0 (ya que no existe f(0)). 14

Crece [—oo,—%j u (0, +0) y decrece [—%,Oj .

Maximo: —ll
4°4
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PROBLEMAS
12.58. Las siguientes figuras representan las graficas de las funciones:
fix) = >~ 1 h(x) = |x* - 1| 900 = (x=1)*-1 jx) = (x=1)°
Indica cual es la grafica que corresponde a cada una de ellas.
a) b) c) d)
Y Y \ Y / Y

a) g(x) = (x = 1)*~ 1 b) h(x) = X’ = 1] ©) j(x) = (x = 1)? d) f(x) = x* = 1

12.59. Construye la grafica de una funcion que cumpla todos y cada uno de los siguientes requisitos:

I. Dominio: D(f) = (—ee, 1) U (1, +) v. Tiene un minimo relativo en x=3/-2 .

I lim f(x)=—c lim f(x)=4co vi. Es creciente en el intervalo (-2, 0).
x—-1T x—-T

m. lim f(x)=0 lim f(x)=0 vii. Es decreciente en: (—o, 3-2 ) U (0, 1) U (1, +o).
X—>+eo X —y—oo

Iv. Tiene un maximo relativo en (0, 0).

35N

12.60. (TIC) Dibuja la funcién f(x)=e"‘2 obteniendo sus asintotas y extremos relativos. Con la ayuda de

dicha grafica, dibuja las funciones g(x) = e~**"" y h(x) = 1+e "
Asintota horizontal: y=0en+e yen—c.
Maximo relativo: (0, 1).

Y

flx) = e (x+1)?
1
2
= 1+ 0L’ ) = e
0| 1
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12.61. Partiendo de la grafica de y = cosx, construye las graficas de las siguientes funciones:

a) y = cos(x + ) dyy= %cos[2x+g)
b) y = 2cos x e) y =|cos x|
c) y = cos 2x f) y = cos |x|
Y
f(X) = cos x
/ N / Vi
N o] 13
a) v d) Y
1 £
N / N\
NOo| & N_" 0 % X
b) v e) Y
A e e : "N
+ / N/ AN \\/
\ ol 1 / o 1 X
c) Y f) Y
BVANEYA\NEVA\S ~
VLR VARYI / N
AN 0 1 X
N e
12.62. La funcién que aparece en la grafica es del tipo Y
f(x) = a + b sen(cx + d). Indica los valores de a, b, cy d. N A
\ SN\ AN N
\ \ / /
/ 0 o\
Se considera la grafica de la funcion f(x) = senx. Si se

. . . T
comprime horizontalmente a la mitad, se traslada 3

unidades hacia la izquierda, se dilata verticalmente al doble y, finalmente, se desplaza una unidad hacia arriba,
se obtiene la grafica dada.

Por tanto, f(x)=1+2sen [2x+%} y los valores buscados sona=1,b=2,¢c=2,d = g .
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PARA PROFUNDIZAR
12.63. Dibuja la grafica de las funciones:
x> +4x+4 8 Inx
Ar="rm == & )= nx

X

b) F(x) = /8- 2x2 d) f(x) = :)X{J_r—:: f) f(x) = senx~/cos x

X

a) 1% ) 1%
e
//
,/" \
ol nh
P ol 1 X ol 1 X
-~ | \
\
|
|
b) y e) vlt
/Tl N A
ol 1 X 0 ijL X
\ :
c) v f) Y
. 1
L 20 N Pam
ol 1 X N4 \U 1 s X

12.64. Demuestra la igualdad algebraica: (3/;—3/3)(3/?+ Yab +73 bz) =a-b
Apoyandote en la igualdad anterior, demuestra que la recta y =0 es una asintota horizontal de la
funcion f(x)=¥x*+1-Yx®-1.
a) (%—%)(%/?+\3/ab +§/E)= Ya? +¥a? +Yab? ~Ya?b —Yab? ~Yb* =a-b
3,3 3,3 37,3 2, 3/(,6 3743 2
(\/x +1-¥x —1)(J(x w12 +3(xf — 1)+ 33 1) )
b) lim (\3/x3+ —\3/x3—1)=oo—oo= lim -

X—>+o0 X—>+4o0 %/(X3+1)2 +§/X6—1+%/(X3—1)2
i 1= 1) . 2

= lim = lim =0

o R 13 1+ 03 12 =Y 12 48 — 1+ — 12
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12.65. De una funcion f(x) continua en todo R se conoce la

grafica de su derivada (figura adjunta). Se sabe, ademas,

12.66.

que f(0) = 1. Dibuja la grafica de f(x) y encuentra su 0 1 X

expresion analitica.

X+a si x>0
f(x)=11 si x=0
-Xx+b si x<0

1
Como la funcion debe ser continuaen0 = a=b=1 = f(x)= {X+

si x=0_

. = [x|+1
si x<0

—x+1

Se consideran la funciones f, periédica con periodo T, y g otra funcion cualquiera:

a) Demuestra que (g f)(x) es una funcién periodica.

b) ¢Es (f-g)(x) periodica?

c) Aplicando la propiedad indicada en el apartado a, demuestra que f(x)=e

senx es periodica.

d) ¢Se puede aplicar la propiedad anterior a la funcién f(x) = sen(Inx)?

a) (gof)x+T)=g(f(x+T))=g(f(x))=(gof)x) = gof es periddica de periodo T.

b) En general no.

c) f(x) = senx es periddica de periodo 2. Por el apartado a (g <f)(x)=e*"* es periédica de periodo 2r.

d) No. Para poder aplicarla, a la x debe afectarle directamente una funcién periddica.

RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

12.1.

Se conoce la grafica de y = f(x):

La graficadey=f(x+ w) + 2 es:

Y
ANIVANEIVAA /4/\ ANIIVAN
\VERV \/0’\1/ n/ /| X

giitt: AV
\/\JR/\
o 1 X 0 TX
B) v D) Y
O| T X 0 X

E) Ninguna de las anteriores opciones es cierta.

Se debe desplazar f(x) 2 unidades hacia arriba y © unidades a la izquierda. La respuesta correcta es la E.
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12.2.

12.3.

12.4.

12.5.

2
La funcién f(x)=

x®+1

A) Es par. D) Presenta una simetria respecto del eje X.

B) Es impar. E) Ninguna de las anteriores respuestas es cierta.
C) Presenta una simetria respecto del eje Y

La respuesta correcta es la E.

Fox) =X ¢{f(x)

-x*+1" |-f(x)

. Por lo tanto no es par ni impar y, en consecuencia, no presenta simetrias.

La representacion grafica de la funcion fix) =1 - |In(x)| es:

A) B) C) D)
! !
1 1
1 | ON OY/i\ X
O 1 X O‘ 1 X

E) Ninguna de las anteriores

1-Inx silnx=20 [1-Inx si x=1
La respuesta correcta es la D. f(x)= . = )
1+Inx silnx<0 [1+Inx si x<1

La relacion entre los valores de m y n para que la funcién polinédmica f(x)=mx3 +nxX*+ mx-n tenga un
. L 1
punto de inflexion en x = 3 es:

Aym+n=0 Cm+2n=0 Eym=n=0
Bym-n=0 D)m-2n=0

La respuesta correcta es la A.

f'(x)=3mx*+2nx+m, f"(x)=6mx+2n=0:>6m~%+2n=O:>2m+2n=O:m+n=O

El nimero de puntos de corte con los ejes de coordenadas de la grafica de f(x)=ax4 +b+c+dx+e
puede ser:

A) Uno con el eje Y e infinitos con el eje X. D) Ninguno con el eje Yy dos con el eje X.
B) Uno con el eje Yy cinco con el eje X. E) Uno con el eje Yy dos con el eje X.
C) Ninguno con el eje Yy cuatro con el eje X.

Al ser una funcion polindmica debe tener un punto con el eje Yy al ser una funcién polinémica de cuarto grado
puede tener de cero a cuatro puntos de corte con el eje X. La respuesta correcta es la E.

Seriala, en cada caso, las respuestas correctas:

12.6.

Dada la funcién f{x) = xe™

A) Tiene un maximo relativo en x = 1. D) Es concava hacia arriba en todo su dominio.

B) Es discontinua en x = 0. E) Tiene una asintota horizontal a la derecha en y = 0.
C) Tiene una asintota vertical en x = -2.

Las respuestas correctas sonla Ay la E.

La funcidén es continua en todo R ya que e* >0 para cualquier x; por tanto, no tiene asintotas verticales.
flix)=e*—-xe™*=(1-x)e*=0= x=1

f'"(x)=—e*-(1-x)e™* =(x-2)e™, f"(1)< 0. Por tanto tiene un maximo en x = 1.

1

X

=0.

. . X
y = 0 es asintota horizontal a la derecha ya que lim — = lim
X—+e0 @

X+ @

La funcién cambia de concavidad en x = 2.
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12.7. Dada la funcién f{x) = x
Inx

A) Tiene un minimo relativo en x = e.

B) Su dominio es (0 +o ).

C) Tiene una asintota vertical.

D) Es decreciente en todo su dominio.

E) Cuando los valores de x se acercan a + los valores de la funcion se acercan cada vez mas a una
recta oblicua

Las respuestas correctas son Ay C.
El dominio de la funcién es (0, 1) u (1 + ). En x = 1 tiene una asintota vertical ya que |im1f(x) =oo.

CInx-1 2-Inx 2-1_1

f'(x =0=Inx=1=x=¢e, f"(X)=——— f"(e —>0 .
(x) (Inx)? (x) x-(Inx)® (©) e e
Tiene un minimo en x = e.La funcion es creciente en (e, +)
No tiene asintota oblicua ya que m = Ilim = lim A =0.
xote XN X xo+=|nXx

Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:
12.8. La funcion y = f(x) verifica que:

a) £(0)=0y F'(0)>0. b) Tiene un minimo relativo en x = 0.

A) a es equivalente a b D) ay b no se pueden dar a la vez.

B) a implica b pero b no implica a. E) Ninguna de las dos afirmaciones se puede verificar.

C) b implica a pero a no implica b.

Una funcion puede tener un minimo en x = 0 y no ser derivable en x = 0. La respuesta correcta es la B.

Senala el dato innecesario para contestar:
12.9. Se verifica que lim f(x)=—- y que lim f(x)=—. Como parte de la informacion para dibujar la
x—=3" x—3%

grafica de la funcion g(x) = f(x + 4) se aportan, entre otros, los siguientes datos:

a) La funcion f tiene una maximo relativo en x=5

b) La funcidon g tiene un maximo relativo en x = -2

c) La funcion es concava hacia abajo en todos los puntos de su dominio

d) La funcidn g tiene una asintota vertical en x = -1

A) Puede eliminarse el dato a. D) Puede eliminarse el dato d.

B) Puede eliminarse el dato b. E) No puede eliminarse ningun dato.
C) Puede eliminarse el dato c.

g tiene una asintota vertical en x = —1: lim g(x)= lim f(x+4)= lim f(x)= —- . La respuesta correcta es la D.
x—>-1 x—-1 x—3"

Analiza si la informacion suministrada es suficiente para contestar la cuestion:

12.10. Se considera una funcion continua en todo R y se pretende asegurar su concavidad hacia abajo en el
intervalo (-4, -1).

a) La funcion es concava hacia arriba en el intervalo (1, 4).
b) La funcidn es impar. Es decir, presenta una simetria respecto del origen de coordenadas.

A) Cada afirmacion es suficiente por si sola. D) Son necesarias las dos juntas.
B) a es suficiente por si sola, pero b no. E) Hacen falta mas datos.

C) b es suficiente por si sola, pero a no.

Si la funcién es impar, la concavidad en x es la contraria de la concavidad en —x. La respuesta correcta es la D.
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m Calculo de primitivas

ACTIVIDADES INICIALES

13.. Escribe los siguientes cocientes en la forma Plx) _ C(x)+ R(x) con grad(R) < grad(Q).
Q(x) Q(x)
3 2 _ 4_ 3 2
a)x+2x 1 b)x 2x+x + X
X+2 X +x+2
3 2 4 3,2 _
a) X" +2x 1:)(2_ 1 b)%:x2_2x+1+24x—2
X+2 X+2 X“+X+2 X +x+2

13.1l. Halla todas las raices reales y complejas de los siguientes polinomios y da su factorizacién en
polinomios irreducibles con coeficientes reales.

a) P(x)=x°+x*—x*+15x? b) Q(x)=x*+10x*+9
a) P(x)=x%+x* - x® +15x? = x*(x +3)(x* —2x +5) . Raices: x = 0 doble, x = -3, x = 142i y x=1-2i

b) Q(x)=x*+10x?+9 =(x*+1)(x*> +9). Raices: x =i, x=— i, x=3iy x = -3i

13.1ll. Halla un polinomio de tercer grado con coeficientes reales sabiendo que dos de sus raices son x, =1y
X, =2+3i.

P(x)=(x-1(x-2-3i)(x-2+3i)=(x-1)(x*—4x+13)=x*-5x* +17x-13 .

EJERCICIOS PROPUESTOS

13.1. Comprueba que F(x) = sen’x es una primitiva de f(x) = sen 2x y G(x) =—%cost, otra primitiva de f(x).

¢En qué constante se diferencian?

Como F'(x)=2sen xcos x =sen 2x y G'(x)=sen 2x , ambas son primitas de f(x) y, por tanto, F(x) = G(x) + C

para todo x. Para calcular la constante se toma x = 0, F(0) =0y G(0) = —%, 0= —% + C, luego C =

N| =

13.2. Calcula la derivada de las funciones f(x) = arctgx y (x) = —arctgl. Y, sin calculadora, obtén el valor de
x

arctg7 + arctg; .

1 1
f(x)=——, g'(x)=
(x) 1+ X2 gx) X% +1

Como f(x) y g(x) tienen la misma derivada, son primitivas de la funcién F(x)= ] L y, por tanto, f(x) = g(x) + C

+x?

y como f(1) = -g(1), entonces f(1) = —f(1) + C, por tanto, C = 2f(1) = g . Asi pues, arctg(x) + arctgl = g para
X

todo x. En particular, arctg7 + arctg

~N| =
N3
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13.3.

13.4.

Calcula las siguientes integrales indefinidas:

a) I(senx—e*+\/7)dx c) “'(1+3/?)dx
1

b) j(i/?——zjdx d) jmdx

+1 2
x2 +C :—cosx—ex+§\/ x> +C

a) J(sen x—e* +x/;)dx:—cosx—ex +

—+1
2

1
—+1
b)j[i/;—%)dx=11 x3 —#x'2”+C:%3\/x4+%+C

2

—=+1

c)j(1+§/x_2jdx:x+21 x3 +C:x+%§/x_5+c
—+1

3

5
—+1
d) J‘3\lx2\/;dx:J‘§/x_5dx:5Lx6 +C:%6\/x“ +C.
—+1
6

Calcula, en cada caso, la funcién f(x) que verifica las condiciones dadas:

a) f’(x) =cos x+ xx yf(nr)=0

b) F(x) = —e* yf(0)=1

1+ x?

c) f(x) = x — 2cos x y la grafica de f corta a la bisectriz del 2.° cuadrante en el punto de abscisa x= w.

3
a) I(cosx+x\/;)dx=J‘[cosx+x2jdx:senx+§\/F+C =f(x)

Para calcular C se utiliza f(r)=0, 0 :senn+%\/n_5+C:> C:—%\/n_s.

Luego f(x)=sen X+§\/x_5—§\/n_5

b) 3J' L dx—jex dx = 3arctg (x)—e* +C = f(x)
1+ x

f(0) =3arctg (0)-e°+C=1=>C=2

Luego: f(x)=3arctg (x)—e* +2

C) J.(X—ZCOSX)dX:%Xz_ZsenX+C:f(x) y se sabe que f(ﬂ:)=—1'l:.
15 1,
f(1t)=51t —25enn+C=—n3C=_§n n

Luego: f(x)= %xz —2sen x—%n2 -n
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13.5. Calcula las siguientes integrales indefinidas:

t+1 cos(Int)
a JW d) jit dt
b) I1+ 35 e) J%ds
¢) [(x*+1)" 5x dx f) j

W

IJth I 2+2 o\ i2t+3+C
t

+2t+3 22 +2t+3

e’ 2e2s
b J' J' | 146%)+C
) 'I+e2 “2)1iem ( )

c) I(x2+1)20~5xdx=EI(x2+1)20~2x dx=4—52(x2+1)21+c

d) I%('”t) dt = sen (Int)+C

e’ e’ s
e) .[1 F ds:J. : ds=arctg(e®)+C
+e 1+(e)2

f)j\/% j\/i

dx = arcsen )+C

13.6. Halla las primitivas de las siguientes funciones:

a) f(x)=2x(sen x?)(cos* x?)

b) [ta(3x +2) dx

a) f(x)= I2x(sen x?)(cos* x?) dx = —lIZX(—sen x2)(5cos* x?) dx = —%cos5 x2+C

b) Itg (3x+2)dx = J' ~3sen(3x +2) dx=—1|n|cos(3x+2)|+c
3 cos(3x+2) 3

13.7. Calcula las derivadas de f(x)=tg’x y g(x) = 12 , simplificalas al maximo y explica qué observas.
cos” x

f(x) = 2tg x 12 - 239’3‘ X
COs™ X COS™ X
, 2sen x
g9'(x)=——
COS™ X

Zsen X

Sus derivadas son iguales, luego son dos primitivas de h(x) = . Como f(x) = g(x) + C, mirando su valor en

x=0,setieneque 0=f0)=g(0)+ C=1+C, tg°x = —1.

cos? x
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13.8.

Obtén las siguientes primitivas:

a) [ (x*—5x+1)cos x dx e) [VxInxdx
b) j arctg x dx f) [ x(inx)*dx
c) j arcsen x dx g) [(1-x)e™dx
d) [ (x” -3x+1)senx dx h) [e**cos x dx

a) j(xz ~5x+1)cos x dx

I(xz —5x+1)cosxdx = (x2 —5x+1)senx—(2x—5)(—cosx)+2(—senx)+C =

= (x2—5x—1)senx+(2x-5)cos x+C

X
+x?

Iarctgxdx:xarctg x—L dx:xarctgx—%ln(1+x2)+C

dx = xarcsen x+V1-x2 +C

J. arcsen x dx = xarcsen X—I

1- x?
1
X
1-x?
d) I(x7 ~3x+1sen x dx
f g’ j(x7—3x+1)senxdx:(x7—3x+1)(—cosx)—(7x6—3)(—sen X)+
7
X = Sx +1 sen x +42x° cos x —210x*sen x +840x°(—cos x) — 2520x*(—sen x) +
x _53 —cosx +5040x cos x —5040sen x +C = (—x7 +42x° —840x> +5043x —1)cos x +
42x —sen x
2105 cosx | +(7x°—210x* +2520x° —5043)sen x +C
840x° sen x
2520x° —cos X
5040x —sen x
5040 Cos X
0 sen x
e) J.«/;In X dx

3
I&Inx dx=Elnx-\/x—3—J.2\/X—dx=glnx-\/F—i\/?+C=
3 3x 3 9
3 =§x/x7[lnx—§j+c
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Jx(lnx)z dx=%x2(lnx)2—Jxlnx dx=%x2(lnx)2—%lenx+_[%x dx+C=

=1x2(lnx)2—1x2Inx+1x2+C
2 4

I (1= x)e *dx = —(1- x)e™* —(~T)e™* +C = xe™* + C

Ie“ cos x dx = e**sen x +3e* cos x + .[9e3x(—cos x) dx

e cos X 3x
2 3x e°*(senx +3cos x)

3e sen x Por tanto, | e** cosx dx = 10 +C.

9e* —Cos X

13.9.Calcula las siguientes primitivas previa descomposicion en fracciones simples:

dx xdx
b
N xss ) GeAic3)8)
2x -1 x*+x*-8
21 d ) =2 ¢
C)J(x-1)(X'2) X )J‘ X3-4X x
a)J. ax =1In|2x+5|+C
2x+5 2
1 3 -3
b)_[ xalx 24, . [_8 dx+I 12 g = 1 finfx — 1+ 9ln[x + 3| ~10Inx +5)+ C
=Mox+3)x+8) I x=17 s T xes T T 2a
o | 2x 1 J' dx+j dx =—Injx—1+3In|x-2/+C
(x=1)(x-2) -2

3 2

5 4 2 _
d) Iudxzj.(x2+x+4)dx+].wdx :X_+X_+4x+Jgdx+I
x3—4x x(x=2)(x+2) 3 2 X

5 dx+J‘ -3
X—-2 X+2

x> x?
=?+7+4x+2ln|x|+5In|x—2|—3|n|x+2|+C
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13.10. Determina las siguientes primitivas:

13.11.

2x -3x-3 dx x%-6
)I x 2x+5) dx c)Jx"+1 d)jx4+6x2+8

a)'[ (x-2)

a)j ozlx =J_dx+j _dx2+j dx =—In|x—1|+L+In|x—2|+C

(x=1(x=2) Jx=1 J(x-1) x-2 x—1

)I —3x-3 dx=J. il dx+J. 23X_2 dx =—Inx-1+= I 2x-2 +lj
(x=1)(x —2x+5) x—1 X2 —2x+5 2) x*-2x+5 2

=—Injx-1+ —In|x 2x+5|+ arctg£X21]+C

1

2 ax =
1

(55" +

1 12

)j j dx 3, [-3 3ax-
x3 +1 (x +1)(x? —x+1) x+1 x? —x+1
2

:l|n|X+1l_lI22)(—_1dX+l'i'I¢2dX:
3 67 x2—x+1 2J3 2()(_1)
2
1+ —~=~
V3
V3
=—In|x+1| In|x —x+1|+ arctg[
5 E)
x° -6 x®-6 -x-3 2x+3
dx = X=J. J. dx =
)Ix4+6x2+8 (X2 +2)(x? +4) x2+2 x2+4

1

= I x—i ‘/52 dx+j 22X dx+gj 2 dx =
2042 V2 x?+4 2

(] &)+

1, (5 3 ( XJ ) 3 X
=——In|x* +2)-—arctg| —— |+In(x“ +4)+—arctg| — |+ C
2 be+2) V2 V2 2 2

Calcula las siguientes primitivas:

1+e” 1
)I 2*+1 C)J%/?ndx
1-x 1
dx = t=1+/x;dt =——dx = 2(t-1)dt = d
)I +\/_ X = + 2& Ix = 2( ) X
1-x —2(t-1)(t-2) dt
dt =—[(2t-6)dt —4[— =
J‘1+\/— J t j( )
=2 +6t—4Mnl|+C = ~(1+vx) +6(1+Vx) —4In‘1+\/;‘+C
)j”e = t=eXdt = de:%zdx
1+e 1+t 1 —t+1 1, 2t 1
j j dt—j?dt+jmdt—In|t|—EJt2+1dt+J'mdt—

:In|t|—§ln|t2 +1|+arctg (t)+C = x—%ln|e2x +1+arctg (¢*)+C

L =3y _; 2 4
c)'[%/;de:t—\/;,dt—s(i/;fdxswdt—dx
3

_ [ _ L _94p _33 2 a3 3
IJ—+1 j St =3[ (t-1at+3[ —dt =t 3t+3|n|t+1|+c_2x/7 R/ x +3nflx +1+C
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13.12. Halla las primitivas siguientes:

\/; X+5 X
a) jmdx b) j ——dx (llama t?)
a) dx = t=%x;dt= = 6t°%dt = dx
b 7
Bt L e 4 1 4+ 67 65 65 -
J\/_+1 j dt_sf(t —tt+t —1)dt+6jmdt_7t —gt +§t —6t +6arctg (t)+C =

=7x9/7—g\/;+2x/;—6§/;+6arctg (5/7)+C

2
b) HX+5dx (tlama X*2 _ 2y 5 X*0 24, S, 2tdt=_—§dx=—l(£j dx = dx =10
X X X X X X

5 (2-1)
[x+5 —10¢2 5. 1 5. -1 5. 1 5. —1

:E[—In\t—ﬂ+i+ln\t+1\+ij+c:§ ~In /X+5—1+ L Fin| X0 4 ! +C=
2 t-1 t+1 2 X \/x+5 X \/x+5
X¥o 4 X¥9 14
X X
5 |Vx+5++/x
= ZIn|—"————=|+/x(x+5)+C
VX +5—+/x ( )

13.13. Transforma en primitivas de polinomios o cocientes de polinomios las siguientes primitivas. (No es
necesario que las resuelvas):

a) Isensxcosz x dx b) Iii: )): c) J.

dx
cos x

a) Isen5xcosz x dx= t =cosx; dt =—sen x dx

_[sensx cos’® x dx = —I(1 —cos® x)* cos? x(—sen x)dx = —_[(1 — 2%t

sen* x X 2dt
b) | —— dx t=tg|—=| dx=——
)Icos3x = g[ZJ 1+ 2

[Zt T

4 4

J‘senxdx .[1+t 2 o = J’( 32t
1

cos® x 1-2Y> 1412 +2f(1- t2)3
o)

dxjt:tg[ﬁ); dx:&tz;‘[ T ax= 2dt2
2 1+t COoS X 1-t

1
°) ’[ cos X

13.14. Haz lo mismo que en el ejercicio anterior con las primitivas siguientes:

) J'SSI’IX

b) .f sen’xcos’x dx c) Itg“x dx
cosx

a) J~sen3x dx= t=cosx; dt=senxdx; Isende:J-U cos x)sende:J.(t 1)df=I(f—1jdt
cos x Cos x cos x t t

d 4
b 4 2xd t=tgx; dx=—7yp d

)Isen XCOS™ X aX = g X X 1+t jsen XCOSX X = '[(1+t2)4
4

dt

c)_[tgxdx:> t=tg x; dx— jtg xdx = I1it2
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13.15.

13.16.

13.17.

13.18.

13.19.

Prueba el reciproco del teorema de Liouville, es decir: la derivada de f(x)e?™ con fy g funciones
racionales, es R(x)e?™ con R funcién racional.

F(x)=f(x)e? = F'(x)=f'(x)e?™ +f(x)g'(x)e ™ = (f'(x)+f(x)g'(x))e ™

Si f(x) y g(x) son funciones racionales, entonces, R(x)=f"'(x)+f(x)g'(x) es una funcidn racional pues la
derivada de una funcién racional es racional y el producto y la suma de racionales es racional.

n

TH - 2 ] wgw
Utilizando la no elementalidad de Ixz -e® dx , prueba que no son elementales las primitivas:

a) [inx dx b) J’ﬁdx c) j%dx
Indicacién: pon In x = £ en a)yb)yx= £ en c).

a) I«/Inx dx Llamando x =e'’: dx = 2te'dt : J.«/Inx dx =I Inlet” Jotet’ dt = ZJ. 126t at que no es elemental.

2tet’
\/Iniet2 )

eax eat 2
c) J- dx Llamando x = t%; dx = 2tdt ; I , 2t dt :2Ieat dt que no es elemental.

Jx

1 2 2 1
b)J. dx Llamando x =e' ;dx =2te!" dt; I—dx:f
JIinx

Jinx

at = ZIetzdt que no es elemental.

EJERCICIOS

El concepto de primitiva de una funcién

Asocia a cada funcion f(x) una primitiva F(x).

f(x) F(x) f(x) F(x)

6sen’(2x +1)cos(2x +1) sen(2x +1)° 6sen?(2x +1)cos(2x +1) sen®(2x +1)
cos(2x+1) %sen(2x+1) cos(2x +1) %sen(2x+1)

6(2x +1)? cos(2x +1)° sen(3(2x +1)) 6(2x +1)? cos(2x +1)° sen(2x +1)°

6cos(6x +3) sen®(2x +1) 6cos(6x +3) sen(3(2x +1))

Comprueba que F(x)=arcsen x y G(x)=—arccos x son ambas primitivas de la misma funcion. ¢De
qué funcién se trata? ;En qué constante difieren?

! y G'(x)= ! , luego son ambas primitivas de f(x) = !

1-x?2 V1-x? 1-x2

Se calcula la constante en la que difieren: F(x) = G(x)+ C; F(0)=G(0)+C = 0= —§+C =C :g .

F'(x)=

Una primitiva de cierta funciéon fix) es F(x)= x?-3x+1. Encuentra otra primitiva de f(x) cuya grafica
pase por el punto A(1, 5).

Las primitivas de f(x) son de la forma G(x) = x*> -3x+1+C . Haciendo x = 1 se tiene 5=1-3+1+C=C=6.

La primitiva buscada es G(x)= x?>-3x+1+6.
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La integral indefinida. Primitivas inmediatas

13.20. Comprueba que:

13.21.

a) IGsen(x+1)cos(x+1) dx =3sen’(x+1)+C

C)I ,—ax_l_bdxz2(ax+b)\/ax+b+C

3a

a) Se comprueba que, efectivamente, (BSenz(x +1)+ C) = 6sen(x +1)cos(x +1).

1

2 .
XS

b) Se comprueba que, efectivamente, (44x/;+C) =

’

3
2(ax+b)\/ax+b+cj _ 2(3X+b)2+c _Jax+b.

c) Se comprueba que, efectivamente,
3a 3a

Calcula las siguientes primitivas inmediatas indicando de qué tipo son:

a) JWdX )."2\/1 x? 3

b) I4 -3-2 dx f) '[e"‘ dx
x*+3x%-5x+7 2+t2
c) I—xz dx g) '[1 tz

senx +cosx

d) [SERCEO% gy
a) .[Q/x_?’dx . Tipo J.xr-dx :%-x”uc = J.de=§§/x_8+c
r+

X X X X X
b) Iﬂdx.ﬂpo J'ade:a +c:>.|'ﬂdx Iszx 3jdx_
2% Ina 2%

2

x2+3x2-5x+7
c) ‘[—
X

dx . Tipo J'xf-dx:L-x”uc y Ildx:ln|x|+C
r+1 X

2

J‘x3+3x2—5x+7
X

dx:'[x dx+3J‘dx—5‘[l dx+7j.i2 dx:lx2+3x—5ln|x|—1+C
X X 2 X

d) dex.ﬂpo J.cosxdx:senx+C y Isenxdx:—cosx+c

J‘sen X +COS X

dx:lJ‘sen X dx+l‘[cosx dx:—lcosx+lsenx+C
2 2 2 2 2

dx =arcsen x+C

)‘[2 dx Tlpo‘[

x/_x
J.zj/ﬁSd ~2[ax SIW

f) J-e”‘dx . Tipo '[e’(x)f’(x) dx=e"4+C= J.e’xdx =—e"+C

J'1
1+

e

dx =2x—3arcsen x+C

2
dx = arctgx+C:I2+t dt—jdt+J- 2 dt =t+arctg (t)+C
+
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13.22.

13.23.

13.24.

13.25.

13.26.

13.27.

x> +3

Ix

(PAU) Calcula una primitiva de y =

2 3 1
IX +3dx='|.x2dx+3j-x 2dx:%x2 X +6Vx +C = f(x):%x2 X +6vx

Jx

(PAU) Determina f(x) sabiendo que:

f”(x)=24x f7(0)=2 F(0)=1 f(0)=0
f”(x)=24x entonces f'(x) = 12x*+ C , como 1”(0) = 2, se deduce que C = 2.

7'(x) = 12x° + 2 entonces f(x) = 4x°+ 2x + C , como f(0) = 1, se deduce que C = 1.
f(x)= 4x®+ 2x + 1 entonces fix) = x*+ x*+ x + C, como f(0)=0, C=0Yy, por tanto, f(x) = X+ 2+ x

(PAU) De una funcién y = f(x), x > -1, se sabe que tiene por derivada y'=% donde a es una
b'¢

constante. Determina la funcién si, ademas, se sabe que f{0) =1y f(1) = -1.

.[13 dx=aln(1+x)+C=f(x).Comof(l0)=a-0+C=1= C=1ycomof(1)=an2+1=-1 = a:%
+X n

_2In(1+x)+1

La funcion es f(x)= 2
n

=-2log,(1+ x)+1.

(PAU) Halla una funcién F(x) que verifique que x°F’(x)+ x* +2x =3 para x #0.

3
= F(x):jmdx:—i_k 2 +l+c

3-2x-x°
XF(xX)+x3+2x=3= F'(x) =" 2
(x) (x) 5 x° 4x*  3x* x

(PAU) Halla la ecuacién de una curva y = f(x), sabiendo que pasa por el punto (1, 1) y que la pendiente
de la recta tangente en el punto de abscisa x es 3x + 1.

Se sabe que f(x) = 3x+1, luego f(x):%x2 +x+C ycomof(1)=1,C= _73

La curva tiene ecuacion f(x)= %xz x-3.

2

Otras primitivas inmediatas mas generales

(PAU) De la funcién f:(—1,+«=) > R se sabe que f'(x)= (xj1)2 y que f(2) = 0.
a) Determina f.
b) Halla la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (0, 1).
3 3 _ _ 3
a) f(x)= I—de =——+C, comof(2)=0,C=1, f(x)=———+1
(x+1) xX+1 x+1

b) F(x)= —i+1 dx=—3|n|x+1|+x+C, 1=-3In(1)+C, C=1
x+1

F(x)==3Inx+1+x+1
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13.28. Observa estas dos integrales:

)j g dx= +C

x =In(x*+5)+C
¢Por qué en la primera integral es preciso tomar el valor absoluto y en la segunda no?

Porque X*+5es siempre positivo y x*~5noloes.

13.29. (TIC) Calcula estas integrales:

a) J-\/5 3th C)J‘gdx e)J' X+2 dx

cos’x x?+4x
b)'f\/x+3 dx d) JX+\/— f) Jsenxcosxdx
NEE 3tgx x+/x
a)J' ,/5 3tg x)° +C d) | dx =In|x| -2 +C
cos? x x? Jx
b) jdx+3 dx=2J(x+3) +C e)j x+2 dx=1|n|x2+4x|+c
3 X +4x 2
2
c)J.lnX Inx )2+C f) J.senx-cosxdx=se2X+C

13.30. (PAU) De todas las primitivas de la funcién f(x) = 2tgx sec? x, halla la que pasa por el punto P(%, 1).

F(x)=I2tgxsec2xdx= +C F(£j=;+0=1sC=—1

cos? [Ej
4

cos? x

2
13.31. (PAU) Calcula j(XJJ) dx.
X

2
J% dx :%(3x2—10x+15)+c
X

13.32. Calcula la primitiva de la funcién f(x) = xv' x> -1 que se anula en el punto de abscisa x =2.

[ry2 3 2 3
:.[X X2—1dX=(X3—_1)+C, 0:\/§+C:>C=—\/§:>F()O:V(X3_1) _\/g

X

13.33. (PAU) Halla la funcion F(x) tal que F(0) = 2, y que sea primitiva de la funcién f(x)=

e +1’

=In(e*+1)+C In2+C=2=C=2-In2= F(x)=In(e*+1)+2-In2

13.34. (PAU) Calcula la integral: j (\/ x*+20x +(x* + 20x))(x +10) dx.

l 3
J.(VXQ+20x+(x2+20x)j(x+10)dx=w 2 2 +10x® +100x? +C

3
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13.35. (PAU) Calcula je“’-*” (1-4x)dx.

J’92X27X+3(1—4X)dx — _e2x2—x+3 +C

13.36. (TIC) Calcula:

a)szxdx

xdx

c) Ixarctg(x+ 1) dx

Integracion por partes

e)jln(x-mj dx

f)“'(x2 +x)e dx

g) Iln(x+1) dx

i) jx3 e~
j) jxlnxdx

K) [ x* (Inx) dx

d) I\/Ylnxdx In:( d. I)Je"cos(3x)dx

X X 2
a)jx2*dx )2 [2 gy = 2~ L-(Lj +C

In2 In2 In2 \In2
b)dex—szde:—xzéJrjz dx =27 X o

In2 “In2 In2 In2
c) Ixarctg(x+1)d 1x arctg(x+1)—f_[x72dx 1
2 231+ (14 x)? 2

2 2
_X arctg(x+1)_1+ln(x +2x+2)+C

2 2

2

3
2Vx® "

20X Inx  ax®
= - +C

d) I&m dx = Nf'”x—j

e)jln("—“) dx:J‘xIn(X+1j dx =
x-1 x-1 2

1 2 (X+1j J.
=—x°In| — |+ x+
2 x—1

x? - 2 -1
1 5 (x+1
=—x%In Z— +x+—|n|x 1|——In|x+1|=
2 -1
f)
f g’
X2 +x e—2x+1
_l —2x+1 __
2x +1 2e B
1 —2x+1
2 e
1 —2x+1
0 e

ax 3

9

J‘(Xz + X) e—2x+1 dx = e—2x+1 [

Iln (x+1) dx = (x+1)In(x+1)- I

—(x+1)(x 1)In£x+1j+x+C
x—1

e (x* +2x+1)+C

x+1
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Solucionario
h) J’In_xd __Inx J‘_d _ In);+1 +C
i) J.x3~e’x2 dx
2

2
j) Jxlnx dx——lnx I——dx——lnx—X—+C
2 4

e (x2+1)
-2

+C

k)J. Inx :—x 4(Inx) ——Ix Inx dx = x (Inx)z—l(lx4lnx—Jlx3dxj:
4 2\ 4 4

14 2
=—x"(Inx
X (nx)

—lx4 Inx+i2x4 +C

J' e cos (3x)dx = e* cos (3x)— e* (~3sen (3x)) + I e* (~9cos(3x)) dx

cos(3x X
3se§1(31() o Despejando se obtiene:
—9cos(3x) & .[e" cos (3x)dx = & 208 (3%~ 190 (=8sen(®x)) , ¢ = o " (cos(3x)+ 3sen(3x))+ C
13.37. (TIC) Calcula realizando una tabla auxiliar con las integrales sucesivas:
a) I x°cos x dx b) I x"e"*dx c) Ie“ cos bx dx d) I (x*+x? +1)e*dx
a)
f g’ Ixe cos x dx = 6cos x(x® —20x® +120x)+sen x(x® —30x* + 360x% —720)+C
X° cos X
6x° sen x
30x* —COoS X
120x° —sen x
360x° Cos X
720x sen x
720 —COS X
0 —sen x
b)
7 6 4 3 2
P .[x7e7"dx _ e”(x?_x? 67); ~ 3(7): 127(1x ~ 367(lx N 7§gx ~ 7727onrC
X7 €
7X6 %67)(
1 7
42x° —ze”
1 7
210x* e
1 7
840x° e’
ie7x
2520%° 75
1 7x
5040x 76°
1 7x
5040 77°
0 7_1867x
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13.38.

13.39.

13.40.

13.41.

c)

f g’ je"”* cosbxdx = leax cos bx —ize"”(—bsen bx)+ Iize‘“(—bz cosbx) =
e a a a
cos bx e™ (acosbx+bsen bx) b’ .
(o = 5 —— = (Despejando)
—bsen bx 28 , a a
1 o (1 +b—2]J. e cosbx dx = leax cos bx —izeax(—bsen bx) =
—e a a a

—b%*cos bx | g2

€™ (acos bx + bsen bx)

+C

J.eax cosbxdx = 3
a“+b

I(x3+x2+1)e" dx = e*(x*—2x2 +4x-3)+C

Determina las funciones f:R — R que satisfacen la condicion de que la pendiente de la recta
tangente en un punto genérico (x, y) de su grafica viene dada por la expresion xe*.

f(x)= Ixe"dx = xe* -J'ede —e*(x-1)+C

(PAU) Sea f:(—1, 1) - R definida por f(x)= In(1—x2), calcula la primitiva de f cuya grafica pasa por
el punto (0, 1).

2x?

F(x)= Iln(1—x2)dx _ xIn(1—x2)—J.— dx = xIn(1—x2)—2J.dx+2J.mdx _

1-x2

1-x

=x|n(1—x2)—2x+Jde+Jde=xln(1—x2)—2x—ln +C
1-x 1+ x 1+ x

1-x

Como pasa por (0, 1) sigue que —In(1)+C =1=C =1 y la funcién es F(x)= xIn(1-x?)-2x—In 1 +1.

(PAU) Calcula la siguiente integral indefinida:je“"(x2+bx+c)dx en funciéon de los parametros

a,byec.

J.e‘?’x(x2 +bx+c)dx = lea"(x2 +bx+ c)—lj.eax(2x+b) dx = le‘?”((x2 +bx+c)—i2e"’x(2x+b)+l2J-Zeax dx =
a a a a a

2 3

2
:eax[x +bx+c 2x+b £J+C
a a a

Basandote en el ejercicio precedente, calcula: J'e" (x2 -2x - 1) dx

Tomando en el ejercicio 40 a=1, b=-2y ¢ = -1, se obtiene:

jex(xz—2x—1)dx:ex(x2—2x—1—(2x—2)+2)+C:ex(x2—4x+3)+C
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13.42. Utiliza dos veces la integracion por partes para calcular la funcién fix) que cumple f(0) = 1 y
F(x)=e*cosx.

f(x):J.e" cos x dx = e* cosx+J.eXsen x dx = e* cos x +e*sen x—J.e" cos x dx

e* cos x +e*sen x
2

f(x)=.[excosx dx = +C.Como f(0)=%+C =1=C =%: f(x)=%(cosx+sen x)+%

Integracion de funciones racionales

13.43. Encuentra dos numeros reales A y B tales que 4):_5= A + y calcula jﬁdx
x“-1 x+1 x-1 x“ -1
4)2(_5: A LB = A(x—=1)+B(x+1)=4x -5 para todo x
x“-1 x+1 x-1
Enparticularsisehacex=1,seobtieneZB=—1ysisehacex=—1,—2A=—QsB:_?1yA:%
9 A
Luego 4);_5= 2 _, 2 .Asi,jd')z(_sdx:g 9x 1 i:g|n|x+1|—lln|x—1|+C
x“-1 x+1 x-1 x° -1 x+1 x-1 2 2

13.44. (PAU) Se consideran las funciones reales f(x)=12x*-8x*+9x-5 y g(x)=6x*-7x+2. Calcula la
funcion H(x)= j LiCI Py que cumple H(1) = 1.
g(x)

3 _ 2 _ _
H(x):jf(x) dx:rzx 8x” +9x 5dx:j(2x+1)dx+ _12X7T x4 x+infext —7x+2)+C
g(x) 6x*-7x+2 6x2_Tx+2

Como H(1)=1=1+1+1In1+ C= 1, por tanto, C = —1, y la funcién es H(x)=x2+x+ln(6x2—7x+2)—1.

13.45. (TIC) Las siguientes integrales dan lugar a funciones tipo arco tangente. Para resolverlas, primero

debes transformar las fracciones en otras de la forma: ;2, cuya integral es ya inmediata:
1+ (ax +b)

jm dx = arctg (ax+b)+C

a).[‘H-ZX2 dx c)jmdx e) Imdx

B[ gy O ) [ g o 0 | rtorsai ™

a) I 2 > dx =2arctg x+C
1+ x

1
1 X
— _—dx=—arctg| = [+C
2% 9[3)

1+j
1

1
c dx:j
)Ix2—4x+5 (x -2 +1

1 1
b I dx=—.[
) 9+ x? 3

wlx @]

dx =arctg (x-2)+C

dx = iarctg (\/Ex)+ C

1 1 V2
d)j1+2x2 dx_ﬁLJr(@Xf 2

1
e) .[;2 dx =1J.;2 dx =larctg(x_3j+c
4+(x-3) 2 1+(x—3j 2 2
2

1

f)J‘ > 2 dx:J‘ 22 dx:lj+dx:larctg(x+5)+c
Xx“+10x +41 (x+5)°+16 2 (X+5j 1 2 4

4

170 E Solucionario



13.46. (TIC) Calcula estas integrales correspondientes a los 6 casos posibles de funciones racionales:

2x+1 .
a)jx+5dx )-[x —3x+2 I)-[x2+4dx
. 1
)~[2x 7 j)v'.x“+3x2+2dx
1 —x*+3x+23 x*+x*+3x+2
c)J‘x2+2x+3dx g)'[x3+4x2—3x—18 o )J. (x +2) n
x+5 3x*-2x*+9x*-3x+5

d) | ———dx dx

)-[x2+4x+7 )I "] (x=1)(x*+1)°

Caso 1. De 1.*" grado (solo una raiz real)

a) | 3 dx=3Injx+5/+C

X+5

b) | K _inx-7]+c
2x-7 2

Caso 2. De 2.° grado sin raices reales
1 1

e [ [ 2 -2 -2 g 2:1)
° J.x2+2x+3dx_j(x+1)2+2dx_-[(xHJZJr1 I1+(X+1j dx = —~arctg 72

V2 V2
P Y . Y HE R Y UM N L I S o
X2 +4x+7 29 x2+4x+7 (x+2)°+3 2 J3 3 [x+2j ]
V3
1 2 X+2
=—In(x®+4x+7 ——arctg( ]+C
2"l R
Caso 3. Solo raices reales distintas
e [ 2x+1 ax= | =3 ax+ | °_ dx=-3Injx—1+5Injx—2/+C
x2-3x+2 -1 x-2
1 1
f)J 21 dx = 4 dx+ [—2 dx:—lln|x+2|+lln|x—2|+C
X“ -4 X+2 x-2 4 4
Caso 4. Solo raices reales, algunas iguales
g)j X +3x+23 dx:J' ~2 dx+I - dx+J' ' dx=-2Injx+3+—— +Injx-2|+C
x* +4x* -3x-18 x+3 (x+3) x=2 3

h)j X+5 dx:'[ L dx+‘[ - dx+‘[ 3 dx:ln|x+1|—|n|x—1|—i+C
2
-x+1 X+1 x-1 (x=1) X —1

Caso 5. Algunas raices complejas distintas

l)f dX- _|. ! 1dx:%_|' x22 dx:%arctg[§j+c

Jol

1 1 -1 1 X
j dx:J. dx+I dx = arct ——j—dx arctg (x) ——arct [ J+C
J)J.x4+3x2+2 x? +1 x?+2 9(x J2 j 1 9(x) V2 g V2
+

/N
Sk

Caso 6. Algunas raices complejas repetidas

x° + x? +3x+2 X +1 10 2x 1 1 1
" Zdx= 5 dx+ dx == |—5——= dx+—— dx+—
)I (x2 +2)2 .[ ‘[x+2)2 2Ix2+2 x/E\/E‘[(xT 'fx+2)
V2
1 2 1 X 1
=1 2)+—— Xt
> n(x + )+ﬁarctg(&J 2(x2+2)+c
4 3 2
|)J.3X —2x" +9x _3X+5dx:3.[ L 2.[ dx +— J-—dx 3In|x—1|—23rctgx—++
(x=1)(x? +1f X X +1 (2 +1f 2(x*+1)
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13.47. (TIC) Calcula las siguientes integrales:

3

X
c) | -——dx e) | 5——dx
)J.x2+2x+1 )Ix2+x+1
2x?
b d d | — —d
)J‘Q—x2 x )Ix2+x—6 f)J‘x2+2x—3 x
2 1 -1
a)J' B dx:j dx+J' dx =Inx=1-Inx+1+C
x° =1 x-1 xX+1
2 (g 2 _
b) | 2X2dx=j 29-x7)+18 dx = [-2dx+ de:—zﬁj 3 dx+ | 3 ax=
9-x 9-x (B3=x)(3+x) X+3 -3
=-2x+3In[x+3/-3Inx-3/+C
C)I 5 X dx:j L dx+[ _12dx:ln|x+1|+L+C
X +2x+1 X+1 (x+1) x+1
1 1
o X _[-5 dx+ [ 2 dx = Injx— 2|~ Lin|x+3]+C
X“+x-6 X-2 X+3 5 5
2
s £
e) sz—dx:I(x—1)dx+J.2L:lx2—x+'[d—X2:lx2—x+ij¢2dx:
X+ x+1 X“+x+1 2 1 3 2 NE) 1
2) "4 [“5)
+1
3
1, 2 [2x+1j
=—Xx“—x+—=arctg +C
2 TR
1
f)j j 4 _3inlx+3+tinfx—1+C
x2+2x— 3 x+3 x-1 4 4
Integracion por cambio de variable
13.48. Calcula las siguientes primitivas realizando el cambio de variable que se indica:
X dx
a) | ——dx x? =t b) | ————— 2x-1=t¢*
) ”mm_z
x2=t 2xdx=dt = —I T =—arctgt+C=—arctg(x )+C
x4 +1 2 t
b) IL 2x—1=1t% 2dx =2t dt
Vox-1+4x-2° '
.[ :_.[ 2 2tdt2= 2dt ||1+2t|+C:—In(1+2\/2x )
Vox—1+4x-2 2 J2x—1+202x-1) 2 trot? 2J1va2t

13.49. (PAU) Calcula la siguiente primitiva: Isen(ln x)dx .

Se hace x=e' = dx=¢' dt
J.sen (Inx)dx = J.e’sen t dt =e'sen t—J.e’ cost dt =e'sent—¢ cost—Ie’sen tdt=

x(sen (Inx)—cos (Inx)) wC
2

= xsen (In x)— xcos(In x)—J-sen(In x)dx = J-sen (Inx) dx =
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13.50. (PAU) Sea la integralje“sen(e") dx .

a) Intégrala mediante el cambio t = &*

b) Calcula la constante de integracion para que la funcion integral pase por el origen de coordenadas.
a) t=e*;dt =e* dx
Iezxsen (ex)dx = J.tsent dt = —tcost—J.—cost dt =—tcost+sent+C =-e*cos(e*)+sen(e*)+C

b) 0 =—-e°cos (e°)+sen (e°)+C = C = cos (1)—sen (1)

13.51. (TIC) Calcula las siguientes primitivas:

2 dt 2
a dx e) | —— i dx
)I1+\/7 )J.\/a—bt )I\/1_4X
4" +5. 16" sec’ o xarcsen x
)-[ 1+16* f)-“2+3tgoc )I J1=x?
1 1+ x 5+2x%*+Inx
c) | ——d k) | —d.
)Ie"+e"‘ X )J.1+\/_ )I 3x x
2
1 x5 (\/;4'\/7)
d) [———adx h) dx ) [———L ax
e ey R
2 1
a)j ax \/;zt; ——dx=adt
1+x 2Vx
| 2 dx= idt=J-4(t+1)dt—4J-Ldt=4t—4|n|1+t|+C=4x/;—4|n(1+x/;)+c
1+/x 1+t 1+t 1+t
)'[4 5167 iy, 4¥ =t 4¥In(4)dx = dt
1+16%
4 +5-16" In(4)4*(1+ 5 4%) 1 [1+5t 5 2t
[ e g R o
1+16* " In(4) 1+ (@ In(4)J 1+t 2in(4)J 1+t In(4)J 1+t
=Lln(1+t2)+ arctgt+C=LIn(1+16x)+ L arctg (4*)+C
2In(4) In(4) 2In(4) In(4)

t+-—

c) J-;dx, e’ =t exdx:dt:j ! - dx:j L dt:'[ 1 dt =arctgt+C =arctg (e*)+C
X -X X X 1 2
e*+e e¥+e ( )t t2 +1
t

x=1% dx=6tdt

1
o

5 3 B
Ot = J.idt-.[Gtz 6t+6)dt+j%=2t3—3t2+6t—6|n|t+1|+0=
+

.
Ix+¥x £+ 12
= 2Jx -3¥x +6%x ~6Inl/x +1)+C

at -b at —2va-bt
e)J- , X=+a-bt; dx:—dt:j J-—dx———x+C ek LAY g
Ja-—bt 2vJa - bt Ya-bt b
sec?a
2+3tgo
2
t=tgosdt = doc:seczocdoc:.[sec—ad(xz 9 Do+ 3t = L2+ 3tg o]+ C
cos? o 2+3tga 2+3t 3 3
2 —
g)'[ T+x X =t ——dx=dt= I”X dx _th(”t )dtzj(2t2-2t+4)dt+j—4dt=
2\/— 1+x 1+t 1+t

=§t3 —t?+4t-4Inf1+t/+C =§x x—x+4x/;—4ln(1+\/;)+c
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dx, 1+x3=t% 3x%dx=2tdt

i
e

(1+x%) 1)3x (2 -1pt 2, . 21+x3(x*-2)
-[—Tx 3j dt = 3J' dt— R

i)h%dx

2% =t 2*In(2)dx=dt.[ 2
Vi-4x

L arcsen (t)+C = Larcsen (2%)+C
2) In(2)

I\/1 2

In(2)
J‘xarcsenx x, t=arcsen x; dt= ! dx
V1-x? V1-x?
J‘de=1tsentdt=—tcost+.fcostdt=—tcost+sent+C=—\/1—x2arcsenx+x+C

V1-x?
k) Para resolver la tercera integral se hace el cambio: Inx =t; ldx =dt

2
.[M 3J- dx+3j-xdx+3j-lnx :—In|x|+ x+—J-tdt:—In|x|+ x+;(lnx) +C

jﬁde Jx = —dx dt IﬁLidx .[ Ja +tfat = 3(a+t)3+C— Z(Wa+vx] +C

13.52. (PAU) Calcula I x(ln(1 +x%)+ e"‘)dx .

Jx(ln(1+x2)+e’x)dx :'[xln(1+x2) dx+-[xe’xdx :%Jlnt dt — xe™* +Ie’*dx =

=%(1+xz)(ln(1+xz)—1)—e‘x(x+1)+C

13.53. (PAU) Utilizando el cambio de variable t = €*, calcula J'e”exdx.

t=e%;dt =e*dx => J‘e”exdx = J‘exeexdx = J.etdt —e'+C=¢% +C

13.54. (PAU) Calcula Isecs x dx . Indicacion: realiza el cambio sen x =t para obtener una funcién racional.

senx=1; cosxdx=dt
1 1 1 1

jsecsxdx=jcoix dx:J- L dt = idt+.[ S at + j 4dt+.[ 42dt=
cos* x (1-£2f t+1 (t+1) t (t-1)

=—In|t+1|————— |—1|——L+C=—In|sen x+1|—————|n|sen x=1-—
4t+1 4 4t-1 4senx+1 4

dx
13.55. (PAU) Calcula | ———— . Indicacion: Realiza el cambio v x> -2 —x=t¢.
.[ ¢X2_2
2
Vx2-2-x=t; dtz(;—‘ljdx:udx
Vx2 -2 Vx2 -2
2
J.\/ZX =J'\/ L ox= | ! VX2 gy —J.—dt——ln|t| —In‘\/x —2- x‘
X - X

2_p x_Ix2-2 x—x/x2—2 x/x
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13.56.

13.57.

Integracion de funciones trigonométricas

(PAU) Dada la funcién f(x)=cosx—cos®x.

a) Halla su integral indefinida.
b) ¢ Cual es la primitiva de f(x) que pasa por (g, 0) ?

a) Se hace el cambio sen x =f; cosx dx =df .

1o _ sen’x

I(cosx—coss x) dx :jcosx(1—cos2 x) dx :Itzdt: 3 3 €

3( T
wr 2 1
b) —224C=0=C=——
3 3

sen®x —1

Luego la primitiva buscada es F(x) = 3

(TIC) Calcula estas cuatro integrales:
a) Isenzx dx

b) Isen"’x dx

c) Icosz x dx

d) Icos" x dx

a)J.senzx dx Se hace por partes:

Isenzx dx = —sen xXCcos X + Icoszx dx = —sen xcos X + j“ —sen’x) dx = —sen X cos X + X —Isenzx dx

Despejando, se obtiene: Isenzx dx = W+ C

b) Haciendo el cambio: cosx =t; —sen x dx =dt

.[sensx dx =.[sen2x sen xdx:J-(1—cos2 Xx) sen xdx:—.[(1—t2)dt =%t3—t+C=%cossx—cosx+C

c)J‘cos2 x dx Usando el ejercicio anterior, se tiene que:

_[COSZ X dx =J.(1—sen2x )dx = X—J.senzx dx =W+C

d) Haciendo el cambio: sen x =t; cosx dx =dt

IcosS X dx =J-cos2 X COS X dx =J.(1—sen2x)cosx dx = J.(1—t2)dt =t—%z‘3 +C =sen x—%sen3x+C
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13.58. (TIC) Calcula las siguientes integrales:

a) I(Zsenzx— 3cos x) dx 0) I cos® X 4
sen’x
b) Icoss x sen’x dx d) J- coSs X
sen’ x

a) I(Zsenzx —-3cos x)dx = 2J. sen®x dx — SJ- cosx dx = x—sen xcosx—3sen x+C (Ver 57a)
b)J‘cos5 x sen’x dx Se hace el cambio: sen x =f, cos x dx = dt

.[cos5 x sen’x dx = .[cos“ X sen?x cos x dx = .[(‘I - senzx)zsenzx cosx dx = .[(1 —t2)?t%dt = I(te —2t* + 1% dt =

=lt7—gt5 +C— sen x—gsen X+— ! sen®x+C
7 5 3 7 5 3

b) ICOS X dx Se hace el cambio: sen x=t; cosx dx =dt
sen®x

1

_ 2
ICOSZX dX=J(1 se2n X)cosxdx= —'fizdt—'fdtz—f—HC:— —-sen x+C
sen°x t t senx
d) .[COSX cotgx=t; dx =dt
sen’x sen?x
42 2
J.COSSX dx=J.COSX- 12 dx:—J.tdtz—t+C=—m+C
sen’x sen X sen‘x 2 2
13.59. (TIC) Calcula estas dos integrales haciendo el cambio tg % =t
a) [~
2+cosx
J- 1
2+senx
1 2dt 1-t2 2t
Como |1+t 2i)—dx:dt, dx = COS X = sen x =
[ 92)72 v ) e 7 1+t2

1 _ 1.2 2 f 2 t) 2
a)IZ+Cosde_I2+(1—FJ1+t2dt -[t2+3 \/—J( +1—\/§arctg[\/§J—\/§arctg 73
1+t? \/gj

b)J' 1 dx=I 1 .22dt:-[2dt :.[ ot _
2+senx 2+( 2t j 1+t 2 +t+1 [t 1)

1.3
1+ 12 2] T4
2 1 X
——dt 2/ t+— 2tg| = |+1
:ij.\/g—zziarctg g +C:_arctg sz-i_ +C
V3 2(”1] V3 V3 V3 V3
2
— 271 +1
NE)
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13.60. (TIC) Consulta las formulas de las sumas y restas de senos y cosenos y empléalas para calcular estas

integrales:
a) Icos(5x—3) -sen(3x—1) dx c) Isen(2x+ 1)-sen(3x+5) dx
b) Icos(2x+ 6)-cos(4x—2)dx d) Isen(2x+ 1)-cos(3x+5) dx

a) Icos(Sx -3)-sen(3x—1)dx

a-b a+b a=(5x-3)+(3x-1)=8x-4
Se usan: 2sen cos =sena-senb =
2 2 b=(5x-3)-(3x-1)=2x-2

cos(8x—4) cos(2x-2)

+ +C
16 4

Icos(5x—3) sen(3x-1)d, =—Isen (8x— 4)dx——jsen (2x-2)dx = -

b) Icos(Zx +6)-cos(4x —2) dx

a=6x+4

a-b a+b
Se usan: 2cos| —— |cos| —— |=cosa+cosb =
2 2 b=2x-8

sen (6x+4) sen(2x-8)

+ +C
12 4

Icos(2x +6)-cos(4x —2)dx = %Icos(Gx +4)dx + %Icos(Zx —8)dx =

c) Isen (2x+1)-sen(3x +5) dx

e (%2

Isen(2x+1) sen(3x+5)d =%I x+4)dx—%jcos(5x+6)dx=

=5x+6
Se usan: ZSen[a j cosb - cosas{a X+

b=x+4

sen (x+4) sen(5x+6)
2 10

+C

d) Isen (2x+1)-cos (3x +5) dx

a-b a+b a=5x+6
Se usan: 2sen 5 cos 7 =sena-senb =

b=x+4

cos (5x+6) cos(x+4) +C

Isen(2x+1) cos(3x+5)dx =—Isen (5x+6) dx——_[sen (x+4)dx =~ 10 + >
Integrales no elementales
13.61. Partiendo de que
son elementales.
a) -[Inx b) Ie dx c) Iln(lnx) dx
t
a)J‘ﬁ Se hace el cambio: ' = x; e' dt=dx = J.ﬁ: je—dt
Inx Inx t
x X eex et
b)J‘ee dx Se hace el cambio: t =e*; dt =e*dx = Iee dx:j exdx:IT at
e

c) J-In(ln x)dx Se hace el cambio: e’ =x; e'dt=dx = fln(ln Xx)dx = Ilnt-e’ dt

t
Ahora, integrando por partes, se tiene Jln(ln x)dx = '[Int-e’ dt =Int-e' _IeT dt
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13.62. Utilizando la tabla de integracion por partes demuestra que j.e— dx no es elemental.
x

X
Se calcula je— dx por partes:
X

Sise toma f(x) =+ y g'(x)= e , se tiene:
X

1 o
X
1
— _2 ex
X
2 X
— e
X

Sisetoma f(x)=e* y g'(x):l , se tiene:
X

1
e —
X
e In x
" x(Inx=1)

Se observa que tanto de una forma como de la otra se llega a sumas de infinitos sumandos vy, por tanto, la
integral no es elemental.

Actividades de sintesis

13.63. (TIC) Utiliza el método que creas mas adecuado para resolver estas integrales:

2 3
e 14 x)
a) [ x*Inx dx xInv1+ x2dx k i} dx o) ((X) 4
)] | 1[5 ) JU
b) [e* cos x dx a) [ x(ax?+b)"dx 1) jx—zdx )j'" ”1)
x*+x?-2x
¢) [xVx-3 dx h) [——5—adx m) [xy/x*-9 dx q) I(es°“3x)scos3x dx
cos?nx
Inx 5. 2"+3"
dx i n dx
x* )J.\/—+1 )Ix+x+x )I 3!
sen x _ x?+3x-2 2x+5
)j i J‘ﬁ Iz—dx
1+t9X (x+1)*(x+2) x*+x+1
a) jxalnxdx,
Sia=#-1,sellama f(x) =In x, g’(x) = X°.
'[xalnxdx:—x"””lnx—ija”ldx:L *n x - LI = L X2 (Inx—Lj+C
a+1 a+1 a+1 a+1 a+1 a+1 a+1

Sia=-1, jx |nxdx—J"“X %(Inx)2+C

b)J-eX cos x dx , Se procede haciendo la tabla de fy g”:

Je" cos xdx =¢&*sen x — e (—cos x) — Iex cos xdx , por lo que

COs X

1
sen x Ie"cosxdx= Eex(sen X+cos x)+C
—COS X

178 E Solucionario



C)J.X\/X—3 dx Haciendo x — 3 = y dx =2t dt, se tiene:

jx x—3dx= J‘(t2+3)t-2tdt: 2(%#] - % Jox=39 +2 Jx=3) +cC

d)'[m—xdx Se denomina In x = f(x) y 13 =g'(x)

X
Inx 1 1 101 1 1 1 11
Asi pues, J.—dx=——lnx—+ —|——dx=—=Inx — - —-— +C
P x3 2 x> 2Jx x? 2 x2 4 x?
e) 4 4 _Ax+B_C D _ (Ax+B)(x* = 1)+ C(x® +1)(x — 1)+ D(x* +1)(x +1)
=1 (PN +D(x=1)  x®+1 x+1 x-—1 x* -1

De la igualdad 4 = (Ax + B) (¢ = 1)+ C (¢ + 1) (x = 1) + D (x* + 1) (x + 1), haciendo x = 1, es 4 = 4D, con
x=-1,es4=-4C,conx=0,es4=-B-C+Dyconx=2,es4=6A+3B+5C+ 15D.

Asipues, D=1,C=-1,B=-2y A=0, por lo que la integral pedida es:

j 4 1dx =-2arctgx—-In|x+1|+In|x-1]+K
X —

f)J-xIn 1+x%dx xIn V1+x% = %x In (1+ x2), por lo que se puede resolver J.xln(1+x2)dx que haciendo
1+x°=ty 2xdx=dt se transforma en %J'Intdt = %(t Int—f).

Asi que la integral pedida es: len 1+ x2 dx = %(1 +x%) (In(1+x2)—1) +C

g)J‘x(ax2 +b)" dx

Sin=—1,es:j dx=iln|ax2+b|+C
2a

ax’+b
Sin# -1, poniendo al+b=t y 2ax dx = df, se tiene que:
1

— @ +b)"'+C
2a(n+1)

Ix(ax2+b)" dx= - J't"dt -
2a

max
)-[cos X

=tg(nmx)+C

dx Haciendo x = £ dt

Iﬁﬂ

Comotg—tsz(tz+1 (t6— - 3+t2+t—1)+(1—t),IaintegraIpedidaes:
GI(tG t4—13 412

:6[%§/x_7—%§/x_5—%§/x_4+%§/?+%§/7—§/;)+6arcth/; -3 In(Q/x_2+1j+ C

) I sen x dx:jsen xcos?x dx:—%cos3x+C

1+tg®x
X_ —X 2 X_ —X 2 X_ —X 2
k)J. £-¢ lax: &= | = l(ez"+e’zx—2) Asi pues, J. & -° lox = l(162"—19’2"—2x]+c
2 2 4 2 4\ 2 2
II x2dx x2 X _ X __A B _Ax-0)+B(x+2)
P+x?2-2x " xXP+x?-2x x*+x-2 (x+2)(x-1) x+2 x-1 (x+2)(x=1)
2
Como x=A(x—1)+B (x+2)= A= 2, B:l,porloque:[#:zln|x+2|+lln|x—1|+C
3 3 xX°+x“-2x 3 3

m) J.x x2 -9 dx Haciendo:x2—9=ty2xdx=dt

.[xx—dx——j\/_dt 2\/_ \/7
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dx; = +
x>+ x%+x C+x?+x x(x2+x+1)

nJ' x-3 x-3 x-3 _A Bx+C A(X% +x+1)+ x(Bx+C)
X xX2+x+1 X3+ x2+x

De la igualdadx—3=A(x2+x+1)+x(Bx+ C), haciendo x=0,es -3=A;conx=1,es-2=3A+B+ Cycon
x=-1,resulta—-4=A+B-C. Asi pues, A=-3, B=3y C=4, por lo que:

J‘X—_sdx: =3 In [x| +I&dx y esta ultima integral se resuelve poniendo:

3, .2
X+ X +X 1
2x+8 2x+1+2
J:z)(—+4dx=§J2—3dx=§Iz—3dx=gln(x2+x+1)+éj L ax vy,
X2+ x+1 2 J X +x+1 2 X +x+1 2 2 (X+1)2+7
2/ 4
2
finalmente,j L dx=iJ- ! 2dx=ij \/5 2dx— arctg(zXHj
bedfed 0 gl Slfeaf BTUS
1+ —=2 V3
V3
2
Asi pues, I%dx:—?: In x| + EIn C+x+1)+ iarctg (2X+1J+K
x*+x%+x 2 J3 V3
~)J' x*+3x-2
(x+1)2(x+2)?
X*+3x-2 A B ,C , D _ A(X+1)(x +2)? +B(x +2)? + C(x +1)%(x + 2) + D(x + 1)
(x+1%(x+2)% x+1  (x+1?  x+2  (x+2)7 (x+172(x +2)?

De la igualdad x* +3x —2=A (x + 1)(x + 2>+ B (x + 2)° + C (x + 1)* (x + 2) + D (x + 1)%, haciendo x = -1, -4 = B,
con x=-2,es4=D,six=0,es2=4A+4B+2C+Dysix=1es2=18A+9B+ 12C + 4D, asi que B =4,
D=-4,4A+2C=18; 18A + 12C =54, por lo que A=9, C=-9y la integral pedida es:

2 —
J%dx:gmxﬂui-9|n|x+2|+ 4 K
(x+1)(x+2) X+1 X+2
3
O)J-de
Jx
_1 1 3 5
—(1+X) = x 2+ 3x2 + 3x2 + x2,asique .[( +x)° X =24x +24x° +gw/X5 +$ x" +C
In( x+1) . 1 .
)J. dx Poniendo x+1 =ty dx = dt, se tiene que:
29x+1
In(x+1

dx=2j|nt2dt=4(tlnt—t)=4 x+1 Invx+1-1/+C
Vx+1 ( )

q)j(ese“3")3 cos3xdx  Haciendo ¥ =t y e*"**.3 cos 3x dx = dt, se tiene que:

J‘(esen3x)3cossx dx = l jtzdt: ltS = l (esensx)3+ C
3 9 9
)J.S ixt3 dx Operando: 52)(—:3 =15 (éj +3

X X X X
Asi pues J-wdx =15 j[gj dx + 3x= i(g) +3x+C
3% 3 23

In&
"3
2x+5 2x+5 2x+1+4 .
s J‘z—dx Como > =— , se tiene que:
X+ x+1 X+ x+1 X+ x+1
J.,fx—+5dx=ln (x2+x+1)+4.[2;dx=ln (x2+x+1)+4iarctg 2X+1+C
X+ x+1 X+ x+1 ﬁ ﬁ

(ver el apartado n de este ejercicio para esta ultima integral)
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13.64. (TIC) Resuelve las siguientes integrales por el método mas conveniente:

e“—e”
e +e™”

a) I X+2 c) Icos%cosx dx e) j

dx

a 2
b)Ix (Inx)"dx )~[1+senx—cosx

¥t

Como, X+2 _ X+1+1 x4

1
VXx+1 VX +1 x+1’
Ix/x+1dx+ 2 (x+1® +2x+1 +C

\/_

f) jxln(x+a) dx

la integral dada se transforma en:

b) Ixa(ln xY2dx

(Inx)?

Sia=-1, x*(In x) = , por lo queJ-xa(In x)%dx :% (In x)3 +C

1 a+1

Sia# -1, haciendo (In x)> =fy ¥ = ¢ esJ‘xa(Inx)zdx= —1 (In x)? - —=— '[Inx x%dx , siendo esta
a+

ultima integral la del 1.%" apartado del ejercicio anterior, por lo que:

Ixa(lnx)de: anﬂ (|n X)2_ i L )(a""I (mx_Lj +C
a+1 a+1 a+1 a+1

C)J.cos%cosxdx Comocosacos b= % (cos (a+b)+cos (a—b)), se tiene que:

X 1 3x 1 X 1 2 3x x 1 3x X
Icos—cosxdx: — jcos—dx+ — Icos—dx =—-—sen—+sen—=—sen—+sen— +C
2 2 2 2 2 2 3 2 2 3 2 2

)J‘ dx
1+senx—cos x
2dt
Haciendo tg%: ty (1+tg2§)%dx: dt, es decir, (1 + t?) dx = 2dt, se tiene: J‘%
1482 1+¢2
X 2t 1-t
Recordar: tg —=tnos lleva a sen x = COS X =
( 973 e 1+12 )
Asi pues, la integral dada se transforma en: I 5 2dt 5= fdt :J‘ ! dt
1+t +2t -1+t 2t° + 2t t(1+1t)
Finalmente, 1 _A + B _Al+t)+Bt que, haciendo t=-1,nosllevaaB=-1ycont=0,A=1:
t(1+t) t 1 t(1+1)
j 1 dt =In|tf{—In |1+ ¢ ylaintegral J‘L:In tgi —In 1+tgi +C
t(1+1) 1+senx—cos x 2 2
X_ —X
e)judx =In(e"+e’)+C
eX+e*
. , 1 10 x
f)J.xIn(x+a)dx. Haciendo In (x +a)=fy x=g" es: J-xln(x+a)dx= — X¥In(x+a)- — J- dx
2 2 Jx+a
2 2
Finalmente, como =x—-a+ , la integral pedida resultara:
+a

J‘xln(x+a)dx = %xz In (x +a) — % (%xz—ax+azln(x+a))+ C
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13.65. (TIC) Calcula las integrales siguientes:

a)IWtb{ e) [ xarctg xdx i) [senx dx )j#‘z‘tg)
b) I(X_i& +%—%de ) [Vx (1-x?) dx i) j1i‘xl dx n).[:(:-g(—l(r:':;z))dx
c)If/;de g)Itgax-seczaxdx k)j%dx “)j(x:"ﬁ
d)j%secz(lnx) dx h) | 1) [ 2*sen 2* cos 2*dx o) [ x*V1+ x dx

-1
)IX +2\/_ &+3 :—J‘xdx+J. 3dx ;szdx+gjldx:lx2+3§/_—\/;+%|nlxl+c
X

4

S

Jx o X
Vx
c) J.(i/_ e
X
d)j%secz(ln x)dx

HaciendoIn x=ty ldx= dt, se llega a Isecz tdt =tgt=tg(nx)+C
X

e) J. x arctg x dx

Poniendo arctg x=fy x=g" es f'(x)= yg (x)= ! x2 + E por lo que:

+x 2
1 1 1
J.xarctgxdx = — (¢ +1)arctg x—— J.dx = —(x2+ 1) arctgx——x+C
2 2 2 2
Nota: Obsérvese la simplificacion de los calculos al tomar g(x) = %XZ+% en lugar de la habitual g(x) = %XZ
f)'[x/;(1—x2)dx
3 7
Poniendo x = £ y dx = 2t dt, se tiene: 2jt(1—t4)tdt =2% —2t7 +C= % \/x_3— % \/7+ C

g) J-tgax -sec? ax dx

Haciendotg ax =ty asec’ ax dx = dt, se llega a: 1 Itdt =
a

l-ltzzitgzax+C
a 2 2a

dx El cambio mas cémodo es llamar x = sen 2 tydx=2sentcost

Asi pues: I 1/__)( dx=jcosi23entcostdt=2jcosztdt, integral que utilizando las identidades
X en

trigonométricas cos? t+sen’t=1, cos’t - sen’t = cos2t, nos lleva a:

J.(1+0052t)dt :t+%sen 2t=arcsenx + Vx -V1-x =arcsenvx +Vx-x2+C

i) jsensx dx Como sen’x = sen’x senx, se pone cos x =ty —sen x dx = dt, quedandonos, entonces:

1

J.sensxdx = I(1-coszx)zsenxdx :—j(1-t2)2dt:—gt5—t+ 2

—t'=- lc:ossx—cosx+ gc:ossx+C
3 5 3

Haciendo x" =ty nx""dx = dt se tiene que:

= =—arct X'+ C
1+ x27 I1 t? n 9
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13.66.

2
k)'[ X —19x+2 dx Comox3—2x2—5x+6:(x—1)(x—3)(x+2),seescribe:

x3—2x%*-5x+6
5x2-19x+2 A B C  Ax-3)(x+2)+B(x-1)(x+2)+C(x-1)(x-3)
(x—1)(x—3)(x+2)_x—1+x—3 X+2 (x=1)(x-3)(x+2)
Laigualdad 5x* — 19x + 2 = A(x - 3)(x + 2) + B(x = 1)(x + 2) + C(x = 1)(x - 3) nos llevaa A=2,B=-1,C=4y
la integral dada resulta 2In|x — 1| = In|x = 3| + 4 In|x + 2| + K

I)IZ"sen 2" cos2*¥dx Haciendo sen 2=ty In 2:2" cos 2" dx = dt : % J.tdt = %% sen’ 2"+ C
n n

x dx
" o)
X __A N B N C _Ax=3)(x+3)+B(x-2)(x+3)+C(x-2)(x-3)
(x-2)(x2-9) x-2 x-3 x+3 (x=2)(x*-9)
igualdad x=A (x—=3)(x+3)+ B (x—2)(x+ 3) + C (x — 2)(x — 3) nos lleva a 3 =6B, -3 = 30C, 2 = -5A, por lo
que

Como

, se tiene que la

2

A=-Z,B=_,C
5

1 1 y la integral pedida resulta ser : _2 In|x-2|+ 1 In|x-3|- iIn [x+3]+K
2 10 5 2 10
n J‘ arctg(In x2) dx

xi1+(|nx) |

1

Llamando arctg (In x) =t y -ldx = dt, la integral se transforma en jtdt = % (arctg (In x))2 + C.

1+(nx)? x
ﬁ)jL. Haciendo \/;= ty L dx = dt, se tiene que J-L se transforma en I 2 Sdt:
(x+1x 2Vx (x+1x 1+t

dt =2 arctg t = 2 arctg Jx+C.

I(x+d1x)\/; =.|‘1+2t2

O)Ixzv1 +xdx Haciendo 1+ x=£ y dx = 2t dt, se tiene:

t 8 (1+x)? 2 1 2
t2 12t 2tdt=2| ——2—+— | = 2(14+x° | 2L —Z(1+x)+— |+ C=—2- 1+ x)® (15x* —12x + 8) + C
I( ) [7 5 3] ( )[ 7 5( )3 105( )y )

(TIC) Calcula las siguientes primitivas:
a) [V1-4x* dx b) [V6x—x*-8 dx c).[./1—(2x—1)2 dx d) [V3-x*+2x dx

(Indicacion: recuerda que para obtener j\/ 1- x? dx se utilizaba el cambio x = sen {)

a) IV1—4x2dx = I1/1—(2x)2dx Haciendo 2x =t y 2dx = dt, se tiene que: J.V1—4x2dx=%jv1—t2dt
Poniendo ahora t=sen uy df =cos u du se tiene:
%Icoszu du = (£+ sen 2uj:% (arcsen t+t 1—t2j:% (arcsen 2x+2xxl1—4x2) +C

212 4
b) IVGX—XZ—S dx Como 6x—x*—8=1 —(x—3)2, se tiene que:
IVGX—XZ -8dx = I\/1—(x—3)2dx que es igual que las anteriores poniendo x — 3=ty dx = dt:
jmdt: % (arcsent+t 1—t2):% (arcsen (x—3)+(x—3)\/1—(x—3)2) +C
c) J.\/1—(2x—1)2 dx Haciendo 2x —1 =t y 2dx = df, se tiene que:
J'\M—(Zx—'l)2 dx:% J.ﬁ dt = (arcsent+t 1—t2j=% [arcsen (2x—1)+(2x—1)\/1—(2x—1)2) +C
d) jx/S—x2+2xdx

ComoB—x2+2x:4—(x—1)2, se tiene j /4—(x—1)2 dx Asi, x—1=2tydx=2dt, que lleva a:

2
2Iv4—4t2 dt:4j\/1—t2 at :2(arcsent+t 1—t2) :2[arcsen )(2_1+X_1 1—(X_1j J +C

2 2
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13.67. Escribe como integral de un cociente de polinomios J\/ 1+ x? dx y resuélvela.
(Indicacion: haz el cambio x =tg t.)

1

at
os®t

Six=tgtydx=(1+tg’t) dt, la integral J- 1+ x2 dx se transforma en: J.1/1+tgzt {(1+tg’t)dt = J‘
c

Poniendo ahora sent=u y cos t df = du, se tendria que j 13 dt = J‘L’;Z = J%du
cos’t (1—sent) (1-u”)

1 . . .
Para resolver J.Wdu , se descomponen en fracciones simples la fraccion W:
-u -u
1 B 1 A N B C . D
(A-u?¥  (A+uP(-uf  1+u (1+u)?  1-u o (1-u)y
_A(1+u)(1-u)? +B(1-u)? +C(1-u)(1+u)? + D(1+u)?
(A+u)?(1-uy?
Asipues:1=A(1+u)(1- u)2 +B(1- u)2 +C(1-u)(1+ u)2 +D(1+ u)2, que hace que:
conu=1,1=4D;conu=-1,1=4B;conu=0,1=A+B+C+D;conu=2,1=3A+B-9C+9D

Deestemodo:B=D=l,A+C=l,3A—9C=—§,porloqueA=l,Czl.
4 2 2 4 4
Asi pues, J'%du =lln|1 +ul— JLI In|1—u|+lL= lIn drup 1 _u 5
(1-u”) 4 4 1+u 4 4 1-u 4 1-ul 2 1-u
Deshaciendo el cambio, se tendria:
1 X
1_
u sent 1+ x? 1+ x2
s =——= . S =xV1+x2
1-u cos?t 1 1
1+ x° 1+ x2

2 2
Tru_ (wuy _ (@rsenty 1 (4, sen?t+2sent)=(1+8) [1+1-—— 42 j1-—1_| -
1-u  1-u cos’t cos®t 14X 14 x2

=(1+x) [2_1+1x2+ 2 2] =(1+x°) 2+2X2_11:X22X 1+x* =(1+X°)+ X +2x 1+x% = (x+v1+x2j2
V1+x

Llevando estos calculos a la integral inicial, se tendria finalmente:
1+u

2
J‘wh+x2dx:jﬁdu:lln—+1 u :lln(x+1/1+x2) +%x,[1+x2:

4 [1-u| 2 1-2 4
= % (xx/1+x2 +In(x+\/1+x2D +C

(Se utilizara este resultado en ejercicios posteriores).

13.68. (TIC) Calcula las siguientes primitivas:

a)Imdx b)j.\/1+(2x—1)2 dx c)dex d)jde
a)jmdx. Poniendo 2x =t y 2dx = df, se tendria:

J\/mdx - % J'Wdt - %% (t 1412 +|n(t+m)j:% (ZXW+|n(2x+WD+ c
b)J‘1/1+(2x—1)2 dx . Poniendo 2x—-1=u y 2dx=du, la integral dada se convierte en:

% IW du = % (%((2x—1) J1+@x—172 +In((2x—1)+1/1+(2x—1)2)D +C
c)jmdx:jmdx - % ((x+3)m+ln(x+3+m)j+c

d) jmwz jm dx . Poniendo x + 1 =2t y dx=2 dt, se tiene:

J',/4+(x+1)2 dx:J‘\/4+4t2 . 2dt:4J‘\/1+t2 dt =2 [X;” 14 (x21f +In(X;1+ 1+(X+1)2D e

‘2 ‘2
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13.69. Escribe como integral de un cociente de polinomios Ix/ x?—1dx y resuélvela.

(Indicacion: haz el cambio x = A )
sent

- 2
Poniendo x= —— y dx= Coi tt dt, la integral dada se transforma en —J- cos
s en

ent

dt .

sen®t

2
Haciendo en esta ultima integral cos t=u y —sen t df = du, nos lleva a _[(1u—2)zd“ , cociente de polinomios.
—-u

oA . B ,C D _A(+u)(A-u)? +B(1-u)? +C(1-u)(1+u)? + D(1+u)?
(1-u®? 1+u  (1+up?  1-u  (1-uP (1+u(1-u)?

En laigualdad, ? =A(1 +u)(1 —ul+B@ -uf+CA-u(1+ul+D( +u)f, conu=1, es 1=4D;
conu=-1,es1=4B;siu=0,0=A+B+C+D;ysiu=2,es4=3A+B-9C + 9D, por lo que

B=D=1,A+C=—l y también 3A - 9C = g,asiqueAz—l yC=—l y la integral sera :
4 2 2 4 4

du=-——In1+ul-— —+ —In|1—-ul+ — = ——In

J'uz 1 11 1 1 1 1 u 1 1+u
(1-u?)? 4 41+u 4 41-u 21-v® 4 1-u

Asi pues, deshaciendo el cambio, se tendria:

u cos t 2
= = X =xVx?-1

sen’t 1
2

X+4x% -1

u_ 1y Iru_ % [x1[x2—1 ~In

J+c

XZ

- x° dx haciendo previamente un cambio de variable.
-X

13.70. Calcula I

Six®=t y 3’ dx=dt la integral dada se transforma en % Iﬁ dt.

Como 12 A LB w,laidentidad1=A(1—t)+B(1 +1), llevaa1=2B,1=2A.
1-t 1+t 1-t 1-t
1 1, |1+t x2 1. |1+x°
Asi pues, I dt = —In |—— y se tendra que: .[ dx= —In +C
P 12" 72 ‘1—t‘ y Rt PRV 6 1-x°

Solucionario E H 185



13.71. (TIC) Calcula las siguientes primitivas:

a)j\/x2—4dx c)IVx2+6x+8dx
b) [/ (x-2)"-1dx d) [V x* - 4x dx

a)

Como ,lx -4 = —1 haciendo 1 =ty ldx dt, se tiene:

JVxt =g ax =21 -2at=4 [P -1 at=4 ; 2 (1j2_1_|n[£+ [1)2_1H:

2 2

4 2
b) jmdx.Six—Z:t y dx = df, se tiene:
Je2 1ot = 1 (x 2)W—|n‘x 2+W‘)
C)J- x*+6x+8dx :Imdx. Poniendo x + 3=t y dx=dt, se tiene:
'[x/tz_—1dt:%((x+3)m—ln‘x+3+m‘)+
d)J. X2 —4x dx =J.mdx=2j (ngjz—wx

—2 _¢ y %dx=dt, se tiene:

{xm_"{x+mﬁ+c

. X
Poniendo

x—-2 (X—ZT
+ -1
2 2

X=2 |x 2 VX —4x| > x—2+Vx%—4x
2 2 4 x—4x—|nf

x2—4x -
"I .

2

o a a5 (* R

N
1l

+C

N——

13.72. Calcula jsem/? dx y Ix’sen x* dx haciendo en cada caso un adecuado cambio de variable antes de

utilizar el método de integracion por partes.

Jsen\/; dx : haciendo x = y dx = 2t dt, se tiene: jsen\/;dx =2 jtsen tat

Poniendo t=f ysent=g’, esZ(—tcosHjcostdtj =2 (sent-tcost)= (sen\/_ x/;cosf)

Ix7 senx*dx :six*=t y 4x° dx = dt, se tiene: %J‘tsentdtz %(sent—tcos t)= %(sen x*—x*cos x*)+ C
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PROBLEMAS

sen X+ cos x
3+sen2x

resolveria. Pero el calculo es mucho mas cémodo si se busca una funcion g(x) tal que
g'(x) =sen x + cosx, y se hace g(x) =ty g'(x) dx = dt. Hazlo asi.

13.73. La integral I dx es una integral racional en sen x y cosx, por lo que el cambio t = tg% la

Si g’(x) = sen x + cos x, entonces g(x) = —cos x + sen x, por lo que gz(x) =1-sen 2x.

Asi pues la integral dex , se puede escribir como g'(x) ox

Z 2~ " _que,cong(x)=t (x) dx = dt,
3+sen2x 4-g2(x)q 9=ty g

dt
se transforma en .[4

7z Descomponiendo en fracciones simples:

12 A L,B =A(2_t)+§(2+t) Yy1=AQ2-H)+B@2+fllevaaB=—t A=
4t 2+t  2-t 4t 4 4
2+t
Luegoj dt :lln|2+t|—lln|2—t|:lln| |
4-t2 4 4 4 21|
Asf pues, senx+cosde:l|n 2+senx—cos X +C
3+sen2x 4 2+Ccos X —senx
ex
13.74. Resuelve | ————————— dx con un adecuado cambio de variable.
J‘(3+e")\/e"—1

Sie*— 1=~y e dx=2tdt, se tendria:

e” 2t dt 2dt 1 dt t e’ -1
I dx:J . = 2=—j > =arctg — =arctg +C
(3+e*Wer -1 (tP+4)t J4a+t? 2 1’{% 2 2
2

13.75. (PAU) Al aplicar integracion por partes para calcularjf(x)senxdx, donde f es una cierta funcién

derivable, se obtiene: I f(x) sen x dx =—f(x)cos x + I 3x%cos x dx .
Sabiendo que f(1) = 2, encuentra la expresioén de f.
Si If(x) sen x dx = —f(x) cos x +.[3x2 cos x dx , se tiene que f'(x) = 3%, por lo que f(x) = X’ +C.

Como f(1)=2,es2=1>+C, luego f(x) = x° + 1.

13.76. En un examen se ha pedido a los estudiantes que resuelvan la integral stenxcosx dx.

a) Adela la resolvié mediante el cambio de variable u=senx .
b) Bruno la resolvié con el cambio de variable u=cos x .
c) Cati lo hizo usando la formula 2sen xcos x = sen2x.

Los tres alumnos dieron respuestas distintas, sin embargo, el profesor les dijo a los tres que la
habian hecho bien.

Encuentra las tres respuestas dadas y explica por qué todas eran correctas sin ser iguales.

Adela: u=senx = du=cosx dx = J.23enxcosx dx=I2u du=u?+C=sen’x+C
Bruno: u=cosx = du=-sen x dx = jZSenxcosx dx:—j2u du=-u?+C=-cos’x+C

Cati: 2senxcosx =sen2x = IZsenxcosx dx:jsen 2x dx:—%0032x+C

Las tres respuestas son correctas, pues difieren solo en una constante.

En efecto: sen’x =—cos? x+1; —%cos 2x = —cos? x +%
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13.77. (PAU) Un punto se mueve en linea recta con una velocidad dada por la formula v(t)=12{—-5 m/s.

Calcula el espacio recorrido, e(f), en cada instante t, sabiendo que e(0) = 10 m. ;Cual es la velocidad
media entre t=0s y t=2 s? Recuerda que la velocidad es la derivada del espacio respecto del tiempo.

13.78.

13.79.

13.80.

Se sabe que e(t) = J-v(t)dt =I(12t—5)dt =6t> -5t +C . Como e(0)=10 = C =10 = e(t) = 6t* —5t +10m

La velocidad media es v, (0, 2) =

e(2)-e(0)

=7m/s.

La aceleracion de un mévil que se mueve en una trayectoria rectilinea viene dada por la grafica

siguiente:

a(t)

6
2

o 1 5 3 4 5

Si se sabe que para t = 0, su posicién era x(0) = 0 y su velocidad inicial
también era nula, v(0) = 0, determina las ecuaciones que dan la
aceleracion, la velocidad y la posicion de dicho moévil para cualquier
instante de tiempo. Recuerda que la aceleraciéon es la derivada de la
velocidad respecto del tiempo.

A la vista de la grafica, se deduce la ecuacion de la aceleracion: a(t) = 2t . De este modo:

v(t)=[a(t)dt = [2t dt =t*+C. Como v(0)=0=C=0= v(t)=t’

t3

x(t):jv(t)dt:jt2 dt=—+C. Como x(0)=o:>C=0:x(t)=%

Se trasplanta un arbol y se observa que su tasa de crecimiento a los x afios es de 1—

3

m por

1
+1)°

aino. Si alos 5 afos media 5 m, ¢ cuanto media al ser trasplantado?

La tasa de crecimiento

es la derivada de la funcibn que mide la altura, Iluego

C(x)=J-1—;2dx =X+L+C. Como 5=C(5)=5+1+C:> Cz—l.
(x+1) X+1 6 6

1

Luego: C(x)= x+——l = C(0) =g. Por tanto, al ser trasplantado media % m.
X

+1 6

(TIC) Sea la funcién f(x) =

(

a) Encuentra dos nimeros reales A y B tales que: f(x) =

3x2+4x+12
x2—4)2

A + B
(x+2)*  (x-2)°"

b) Basandote en el apartado anterior, calcula If(x) dx .

3 +4x+12 A

B _ A(x—2) +B(x+2)?

a) =

+
(x2 -4y (x+2)*  (x-2) (x+2)x%(x—2)
Asipues3x2+4x+12:x2(A+B)+(—4A+4B)x+4A+4Bcon A+B=3; -4A+4B=4; 4A+4B =12

Como se puede observar, la ultima ecuacién da la misma informacién que la primera, por loque A=1, B= 2.

3x%2+4x+12

1 2

=- - +C

b) Asi pues, I
) Asi p Y

X+2 X-2
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13.81.

13.82.

13.83.

P(x)

Halla el polinomio de segundo grado P(x) tal que P(0) =1, P(0) =0y IW dx es una funcién
x°(x-—
racional.
. L ax? +1 ., .
Se pide encontrar el polinomio P(x) = ax’ +1, y tal que J‘de sea una funcién racional.
X (x—
Si se descompone el integrando en fracciones simples, se obtendria:
ax? +1 A B C D E ax® +1 g . .
— % = —t—H5t+t—5t+—+-——= Yy para que v[ﬁdx sea una funcién racional, deberia
x°(x—=1) x x° x> x-1 (x-1) x°(x=1)

ocurrirque A=0y D=0, por lo que la descomposicién tomaria la forma:
ax? +1 B, C, E _ B(x-1°x+C(x-1?2+Ex®

—_———=—+
Bx-1 X x* (x-1yY X} (x -1y

Asipues ax’ + 1= (B+E) x> + X¥}(=2B + C) + x(B - 2C) + C, con lo que, identificando coeficientes, se tiene que:
C=1,B-2C=0,-2B+C=ay B+E=0,esdecir,C=1,B=2,a=-3, E=-2.

Por tanto, el polinomio pedido es P(x) = —-3x* + 1.

3
(TIC) Calcula | X _dx:
(x-1)
a) Usando fracciones simples. b) Mediante el cambio t= x—1.
x® 3x-2 . . . 3x-2 3 1

a) >=X+2+ ~ Y, descomponiendo la fraccion se tiene que: > = + 5

(x=1) (x=1) (x=1°" x-1 (x-=1)

x3 1 3 1, 1
Luego J.—de=J-(x+2)dx+J. > dX+ | ——dx=—x*+2x———+3Inx-1+C
(x=1) (x=1) x-1 2 x—1

t=x-1
b) Si se hace el cambio X se tiene:
dt =dx

3 3
J' X de:j(”;) dt:j(t+3+§+iz)dt=1t2+3t+3|n|t|—1=1(x—1)2+3(x-1)+3|n|x-1|-L+c
(X_1) t t t 2 t 2 x -1

Observa que %(x—1)2+3(x—1)=%x2—x+%+3x—3=%x2+2x+c’

Encuentra en cada caso la funcion y = f(x) tal que:
a) f(x) = -3x f(x) y que corta al eje vertical en el punto de ordenada 1.

b) f(x)= yf(0)=-1

X
f(x)+ x*f(x)
c) F(x) = x*f*(x)+ x*-f*(x)—-1 y la grafica de f pasa por el origen.

a) Como f'(x)=-3xf(x), entonces —3x =%= (Inf(x))/. Asi pues, I—Bx dx =J.(Inf(x))’dx y, por tanto,

—gxz +C) 3

—%xz +C =Inf(x). Se tiene entonces que f(x)= e( 2 —e?2 .C y como se sabe que f(0)=1 se tiene

3 2
que C’=1. Luego la funcion buscada es f(x)= efEX
b)F(x) = X - X or tanto L—f’(x)-f(x)—l((f(x))z)'
Cf(x)+X3(x) F(x)(1+X?) P T (+x?) "2
' X 1 ) ax = 1 2310 = Xrx?
Asi pues, J-(1+x2) dx = 2j((f(x)) )dx: 2In(1+x )+C 5 (F(x))

Luego puede ser f(x) =+ In(1+x%)+C’ y como f(0) = — 1, entonces debe ser f(x)=—/In(1+x%)+1.

c) F(x)=FA(x)(x®>-1)+x%-1= (fz(x)+1)(x2 -1), luego (x2 -1)= LI (arctg (f(x))),
(F(x)+1)
Asi pues: I(xz —1)dx = J.(arctg (f(x)))'dx y, por tanto, %x?’ - x+C =arctg (f(x)) = f(x)= tg[% x° —x+Cj

y como f(0)=0= C =0. Luego la funciéon buscada es f(x)=1tg [l x3 - xj .

3
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13.84.

13.85.

13.86.

PROFUNDIZACION

2 2
CalcuIaJ‘—dx observando que 1 7= 12— X > Yy obteniendo I—x > dx por
1+x) (1+x*)" 1+x° (1+x?) (1+x?)
partes.
Como -1 x* se tiene que'J. dx = arctg x—.[x—zdx
(1+x2)?  1+x2 (1+x3)?’ J (14 x2)? (14 x2)?

1
—, por lo que:

x? X
n |———=dx = J-x~—dx haciendo f=x =———,esg(X)=——
.[(1+x2)2 (1+ x?)? yo'= 2y2 9t 2 1+x

1+ x

1 1 1 1 1

J.de = .[ = >+ arctg x= J'de=— arctg x + — +C

(1+ x7) 2 1+ x2 2 1+ x2 2 14x% 2 (1+ x°) 2 2 1+ x2

3
(TIC) Obtén j 2x+1 gy y [——dx.
2
(x*+x+9) (x*+4)
2x+1 2 . 1 1 1

J.ﬁdx = SixX*+x+9=ty(2x+ 1) dx=di, la integral se transforma en J.—Zdtz——z— +C.

(X2 +x+9) t t X+x+9

t
27 (t+4)

Jﬁdx =Si¥=t y 2x dx = dt, la integral dada se transforma en 1j
x*+4

t t 1 2t 1 2t+8 1 2 4
— S S - . j = Lin (@ +8t+16) +——
(t+4) t°+8t+16 2 t“+8t+16 2 \t*+8t+16 (t+4) (t+4)? 2 t+4
x* 1 2, 2
Portanto,Iﬁdx =—In(®+4Y+ In (x2+4)+ +C
(x“+4) 4 x*+4

Demuestra las siguientes formulas de reduccion:

1 n-1
a) Isen"x dx =——sen""'xcos x + —j. sen"2x dx €oOn n par mayor que 2.
n n

1 n-1
b) Icos" x dx =—cos"" x senx +———[ cos"? x dx con n par mayor que 2.
n n

c)J- 1 X n_1+2n—3j 1 __ax
(1+ x?) 2"—2(1+x2) 2n-27 (14 x?)

a) Isen”x dx = J‘sen’Hx - senx dx, que llamando f(x) =sen "'x y g’(x) = sen x, resulta ser:

J.sen”x dx =-sen™"x - cos x + (n— 'I)J.sen”’2 x - cos? x dx = —sen"'x cos x + (n — 1)J.sen”’2x (1 - sen®x) dx =
=—sen""x cos x + (n—=1) I(sen”‘zx —sen”x)dx

Asi pues J.sen”xdx =—sen""x cos x + (n — 1)J‘sen"’2x dx —(n- 1)Isen"x dx , es decir:

_ _ 1 _ n-1 _
n'fsen"xdx =—sen"'x cos x + (n—1)Jsen” 2xdx = Isen”xdx:—— sen™ " x cos x + —— Isen” 2x dx
n n
b) De forma analoga resultaria la formula pedida, pero podria ser mas comodo si se escribe:

Icos" xdx = Isen”(g—x ) dx vy, llamando g— x =ty —dx = dt, quedaria —Isen”tdt , es decir, aplicando a:

- —lsen”‘(E - xj cos(E - xj —Ejsen”‘z[ﬁ— xj dx | = 1 cos™'x sen x + n-1 jcos”‘2 X dx
n 2 2 n 2 n n

Obsérvese que estas férmulas son validas aunque n no fuera par. La observacion de n par tiene sentido pues
si n fuera impar seria mucho mas cémodo hacer la integral directamente sin acudir a ninguna férmula de

reduccion.
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1
C).[(1+x2)" ox

2
Procediendo igual que en el ejercicio 84, se observa que L = 12 - - X R
(1+x2)Y" (1+x7) 1+ x°)"

por lo que: J- 1 dx = J- L dx —.[ X’ dx
(1 xEy (1+x2)" (1+ x2)"

2
Para resolverjx—zdx, sea f(x)=x,g'(x) =
1+ x7)"

x Ly 1
Gy ~IW 00T

] 1 B 1 B 1 X 1 1
De este modo: Imdx_j (1+X2)n71 (2(1_,1) (1+X2)n—1 + 2(”—1)J‘(1+X2 )n—’l C/X]

1 -1 X 1 1 1
dx = +[ dx — dx =
I(1+x2)" 2-2n (1+x2)"" J (1+x?)"" 2n—2-[(1+x2)”‘1

1 X 1 1 1 X 2n-3 1
= v J‘ Ty OX= Ty J 77 X
2n-2 (1+x°Y 2n-2)° (1+x°Y 2n-2 (1+x°Y 2n-2° (1+x7)

13.87. Utilizando las féormulas deducidas en los apartados a y b del ejercicio anterior, obtén:
a) Icos“ x dx

b) J. sen®x dx

a) Icos“ xdx = %COSSX sen x + % Icosz x dx

Finalmente, como cos? x = (1 + cos 2x), sustituyendo en la ultima integral, se tiene que:

N =

J‘cos“xdx =lcossx sen x + 3 (x+ sen ZXJ +C
4 8 2

b) Isen"x dx = —% sen’x cos X + g Isen“x dx . Ahora, jsen“x dx = —% sen’x cos x + % Isenzx dx

Finalmente, como sen’x = % (1 — cos 2x), sustituyendo en la Ultima integral, se tiene que:
j 6 1 5 5 1 3 31 sen2x
sen’x dx =——Sen°x Cosx +— | ——Sen°xcosx+—-—| X ———— | |=
6 6\ 4 4 2 2

1 5 5 3 5 ( sen 2x]
= —— Sen’X COSX —— Sen X coS X + — | X — +C
6 24 16 2
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13.88. Obtén Ie"‘xs dx de dos formas diferentes:
a) Por partes, utilizando el método de la tabla.

b) Utilizando que Ie"‘xs dx =e™” (a0 +ax++ a5x5) = I(x) y obteniendo los coeficientes a; derivando.

5 —X

X e Asi pues,
5x* -
20° | e~ J- e x5 dx = —x°e” - 5x"e™ - 20x°e™* —60x°e™* — 120xe™* — 1206 + C =
60X° | -6 | =™ (o + 5x" + 20%° + 605 + 120x + 120) + C
120x e
120 -

0 e

b) J‘e’x X% dx =(ap + ax + axx’ + asx’ + ax’ + asx’) - ™

Derivando: 6™ - X° = (a1 + 2axx + 3asX® + 4asx° + basx*)e ™ — 67 (@0 + a1X + axX° + asx’ + asX" + asx°) =
=6 x> dx=—e~ (agx® +(a, —5as)x* +(a; — 48,)x® + (a, — 38, )x* + (a, - 28,)x + & — ;)

Asi pues, identificando coeficientes, se tendria:

as=-1 as—5as=0 azs—4as=0 a—3a3=0 ai—2a;=0 ap—a1=0
Es decir: as=-5 az=-20 a» =-60 a;=-120 ap=-120

Je"" x%dx =-6 (x° + 5x* + + 20x° + 60x° + 120x + 120) + C

(Igual, naturalmente, que con la integracion directa usando la tabla).
13.89. a) Demuestraque si r 20, Ix’e" dx = x"e* —r_[ x"'e* dx

b) Encuentra formulas analogas para: Iln" xdx y j'x"senx dx.

a)J-x’eX dx . Poniendo X' =fy =g’ es Ixrex dx :xrex—rJ. x"'e* dx

b)J-In” xdx. Siln"x=fy 1=g’, se tendria Iln" xdx =xIn"x - nJ.In"’1 xdx

n-1

J.x”senxdx .SiX"'=fy g’ =sen x, se tendria Ix"senxdx =—x"cos x + nJ.x cos x dx
13.90. Expresa como integrales de cocientes de polinomios las siguientes:
Ix X432 x-1
3
a) I X +2 dx b) j—x_zdx
x+4x 2 x-1
X -2
x-2
3 3 4 12 8
a) I\/;—:zdx Six=12y dx=12t"dt, se tendria I‘/;jz - 12j L*2 gt 12jt +20 g
x+¥x x+3x 1+t
x+31/ 245 _
J- =t° esdecir, x— 1= t°x-2t* = 2t* —1=x(t* -1) = x= ~s— V. deeste
2,/ -
5046 4\ @$5(06 a5
modo, se tiene entonces: dx = 1267t 12 6t2 (@t -1) dat= 66t 5 dt
(t —1) (t°=1)
x+3’ 2 2t -1, s
Por tanto, I X—2 dx= 6... t°—1 df, que es una integral cociente de polinomios.

2t6—1) o (=1
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13.91.

13.92.

Demuestra que las siguientes integrales se pueden reducir a integrales de cocientes de polinomios.

a) I x231- x dx
1 5
b) ‘[x3 (1-x)3 dx

c) ‘[‘\‘/;(1—x)2 dx

a)| x2M1-xdx. Si1—-x=£y —dx=3Pdt setendria: | x23¥1-xdx =— 1 i
) y A7

5
1 5 —x\3
b)J.x;(1—x)gdx =I[1—Xj X% dx pues 2 — % 1
X

3

1 3 2 1-x ° . 1-x 3 . 3 3

Asi, Ix3(1—x)3 dx = Ix 3[—] dx, que, haciendo —— =1t,esdecir, 1 -x=xt=>1=x (" +1)=>
X X
1 -3t2 ] 1 5 2 .

= X = 40— Yy dx = ———dt, se transformaria en —3j =l 3 > dl, que es un cociente de

t°+1 (t° +1) T+ (> +1)
polinomios.

c)-|'i/§(1—x)2 dx: Poniendo x= t* y dx=41°dt, se tendria: J"{/§(1—x)2 dx:.[t(1—t4)2 48 dt

Sean p y g numeros racionales. Demuestra que J.x”(1—x)°’ dx se puede poner como integral de un
cociente de polinomios si se cumple alguna de estas condiciones:

a) p es entero.

b) q es entero.

c) py q son no enteros pero p + q si.

En el ejercicio anterior, se ha visto que Ix"(1—x)" dx con py q racionales se podria poner como cociente de

polinomios, al menos en estos tres casos:
ayp=—2 b)g=2 c)p+q=l+§=2
3 3
En general, procediendo exactamente igual que antes, sipe Z,0qge Zo p + q € Z, la integral dada se

convierte en cociente de polinomios:
. m "
Ena,sig=—,setoma1-x=t".
n

Enb,sip= M setoma x=t" y en ¢ se escribe x° (1 — x)? como (1_—)(] X,
n X

. m 1-x
ysig= —,setoma —=t".
n X
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13.93. EI matematico ruso Tchebycheff demostré que las integrales Ix"(1—x)"dx son elementales

solamente en los tres casos citados en el ejercicio anterior. Utilizando este resultado, prueba las
siguientes afirmaciones:

a) IV 1- x* dx no es elemental.

1
b) I(1— x")'" dx con ny m enteros positivos es elemental siy solosimon=1,om=n=2.
c) I sen x dx no es elemental.

d)jsen”x cos? x dx , siendo p y g nimeros racionales, solo es elemental cuando alguno de los dos es

un entero impar o cuando p + g es un entero par.

X . . . .
e) I—dx con n entero positivo, es elemental solo si n = 1, 2 6 4. Calcula la integral en los tres
V1+ x"
casos.

f) Isen”‘x dx con g racional es elemental solo si q es entero.

a) Bastaria ver que J.,H —x%dx no responde a ninguno de los casos anteriores.

En efecto: en IV1—x3dx poniendo x> = t, y 3x%dx = dt, se tendria: I\H—X"’ dx:% I\M—t%, es decir,
t

1¢ -2 1 2 1 2 1 1
—|t3(1-t)2dtenlaquep=—— ¢ Z, q=—¢ Z +Q=—-—+ —=—— ¢ Z.
3_[ (1-1) que p 3 q 5 yp+q 3 5 6

4 1 A i
b) I(1—x”)f1" dx. Poniendo X" =t y nx""'dx = dt, se tendria: J.(1—x”)'" dx= 1+ J-(1—t)f1" to dt
n
Asi pues, simo n=1, se esta en uno de los dos casos: a o b.

Sim=n=2, A +1—_n =0y se esta en el caso c.
m n

. .1 . 1-n 1 1 . .
Sim=#1,n#1ni — ni —— son enteros y susuma — + — — 1 tampoco, si my n no son ambos igual a 2.
m n m n

c) I sen x dx . Haciendo sen x = v/t y COs x dx = A dt, la integral dada se transformaria en:

24t

11 1 (1, 1 - 1 1, 1.1 3
‘W-—-—dt:—'[tw—t 2dt ynipnigsonenteros (p=——,q=——),Nip+g=———— = ——
Jzﬁ’_1_12()ypq (p=-7+G=—hnip+q=—g - = >
d) Poniendo Isen”xcosq xdx :J.sen"xcosCH cos xdx y haciendo sen x = Jt y cos x dx = % dt

t
9-1 L 9=t b1 g-1
Como cos?'x = (1—sen2xﬁ, se tendriajt2(1—t) 2 ~#dt = % t2(1-t)2 dt
t

Si p 0 g es un entero impar, > 0 - es entero.

Si p + q es un entero par, resulta que p2—‘l + g1 - P*9 _ 4 seria entero.

2 2

Pero si ni p ni g es un entero impar, p7—1 ni q7_1 es entero y si p + q no es un entero par, %— 1¢ Z.
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dx . Haciendo X" =t y nx"" dx = dt, se tendria — It" : 1+t) = It%_1 (1+t)’% at
n

N

q= —% no es entero.

Sin=162, E —1esentero. Sin=4, E—1 - l es entero.
n n 2
Perosinz=1,264, E -1eZy E—1 —l:E - E que es entero solamente si n = 4.
n n 2 n 2
2_
Sin=1,esj X dx , que, poniendo1+x=t2ydx=2tdt, se transforma en L =2I(t2—1)dt=
V1+x
[ 3
:2{%_\/1“(} +C
Sin=2,es J.\/X_dx que, con 1 +x2—ty2xdx dt, se transforma en — J.—dt Jt =V1+x2 +C
1+ x2

Finalmente, si n =4, se tendria I dx , que haciendo X = ty 2x dx = dt, conduce a 1 I

X v
Vi+x* i+t

Y poniendo ahorat=tguydt= 12 du , resultaria 1 J‘ cosu
cos“u 2 1- senu
y=senuy dy=cosudu.
Finalmente como, —! 7 = A, B Al y)+B(1+y) , de la igualdad 1= A (1 - y) + B(1 + ), se
1-y +y  1-y 1-y?

obtieneA:B:l,porquuej 1 2dy:l|n1+}’_ln1+senu

2 1-y 2 1-y 2 1-senu

i i 1 2 1 1

Sit=tgusetieneque: 1+f£= . cosu = senu= -

cos?u 1+ 1+£2 w/1+t2
] 14t > % ) ]
rsenu i+t NIHE AL (V1+t2+tj , por lo que %In _rsenu :In(v1+t2+tj

1-senu q___t J1+£2 ¢ 1-senu

V142
Asipues,j X dx =
Vi+x*

— In(v1+x4 +x2) +C

f)J.senqx dx
g1
Poniendo Isen"’xdx:jsen"”%enxdx =I(sen2x) 7 sen x dx

. 1 . 1 a1 1
Haciendo cos x = vt y —sen x dx = —= df, se tiene: jsenqxdx:—E J.(1—t) 2 -t 2dt

24t

Asi pues, como J.tp(1—t)"’ dt es elemental solo cuando p, g o p + g son enteros, se tiene que esta integral

q-1 eZo q71 —% sea entero, es decir, 3

q

, . 1
seria elemental solo si eZo Ee Z osea, ge Z.

Nota: Obsérvese que, en cualquier caso, esta integral se reduce al apartado d, jsenqxcos” xdx conp=0y
alli se vio que era elemental cuando alguno era entero impar, en este caso g, o cuando la suma era entero

par, en este caso q, es decir, J-sen"x dx es elemental solo siq e Z.
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3
13.94. a) Calcula ILX-T dx sin descomponer en fracciones simples. Sugerencia: llama x+2=t¢.

(x+2)

b) Demuestra que si grad(P) < m + n, existen polinomios q(x) y r(x) con grad(q) < m y grad(r) < n, tales
. P(x) __q(x) r(x)
que: - —= —+ —.
(x—a)"(x-b)" (x-a)" (x-b)

c) Utiliza los apartados anteriores para obtener: IL
(x-2)"(x-3)°

a) Se escribe el numerador, X +x+1en potencias de x + 2.

En concreto: x> + x + 1 = (x+2)3+ a (x+2)2+b (x+2)+c:x3+6x2 +12x+8+ax’ +dax+4a+bx+2b+c
Asipues: a+6=0, 12+4a+b=1, 8+4a+2b+c=1

Con lo que, despejando, se obtiene que: a=-6, b=13,c=-9

La integral dada se transforma entonces en:

.[ 1 dx—BI L 2dx+13j-;3dx—9j-;4dx=In|x+2|+ 6 _13 1 >+ 3 5 +C
X+2 (x+2) (x+2) (x+2) X+2 2 (x+2)° (x+2)

b) Se descompone en fracciones simples:
P(x) AL A B, ., B _Ax-a)" A, +B1(x—b)”‘1+...+Bn
(x—a)"(x-b)" x-a (x—a)™ x-b (x—b)" (x—a)” (x=b)"

y llamando q(x) y r(x) a estos nuevos numeradores resulta que grado q(x) <m—-1ygrador(x)<n-1, es
decir, grado q(x) < my grado r(x) < n.

1 a b c d e
c) = + + + + =
(x-=2%(x-3)® x-2 (x-2¥ x-3 (x-3) (x-3)

a(x=2)(x =3P +b(x =3 +c(x —2*(x=3)* +d(x —2)*(x —3)+ e(x —2)
(x=2*(x =3y’

Al igualar los numeradores y resolver el sistema, resulta que: a=-3,b=-1,¢=3,d=-2y e =1y el problema
se reduce a calcular:

'[ dx _I( -3 1 3 2 1 ] _
= - + - + dx =
(x—2)%(x —3)? x—2 (x-22 x-3 (x-3)? (x-3)

12+3In|x—3|+ 2 —;+C

= 3In|x-2/+ _
X= x=3 2(x-3)
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RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

1.

1+tgx

Sea fla primitiva en (—g, g) de la funcién g(x) = que toma el valor —% en x=0.

El valor de f[%) es:

T

A) g B) 0 C)1 D) 2 E) Ninguna de las anteriores.

La respuesta correcta es la B.

Toda las primitivas fde g(x) = * tgx responden a la férmula f(x) = IH tgx dx = 1 (1+tg x)*+C.
cos® x cos”® x 2
o 3 3 1
La dada verifica f(0) = 5 por lo que Y = 5 +CyC=-
, L 1 2 b4 L 1
Asi pues, la funcion es f(x) = 2 (1+tgx)" -2, que en 7 vale f 7 E( + 1) -2=0.
Si F(x) es la primitiva de f(x) = 1 que pasa por el origen.
V9-4x?
3x 2x . .

A) F(x) = — arcsen > C) F(x) = arcsen 3 E) Ninguna de las anteriores.
B)F[2] =T D) F(1) = arcsen 2

3 6 2 3

La respuesta correcta es la D. F(x) = dx y F(0)=0.

fﬁ

1 1
—  dx = [—————dx
T, (2] - Ji

Como F(0)=0,es 0= E -0 + Cy C=0, siendo entonces F(x) = 2 arcsen% por lo que F(1)—% arcsen%

arcsen 2?+ C.

Sea funa funcion derivable, definida en [1, +) tal que f (x) - ' (x) = 1, siendo f(8) = 4. Entonces:
A) F(x) + f(x) = 2x C) Iim f(x)=1 E) f(x) = Jx

B) f(2) = 2 D) tim (X

Xt X

=0

La respuesta correcta es la B. Si f(x) - f/(x) = 1, es que %fz(x) =X+ c¢. Como f(8) =4, es 5 -4*=8+ ¢, porlo

quec=0y f2(x) = 2x, es decir, f(x) = 4/2x .

Seriala, en cada caso, las respuestas correctas:

4,

Sea f(x) = 5("—”)3 e I el intervalo (1, +s<):
1 1
A) Para todo x € I, f(x) = +—
X+ % x-1

B) La funcioén F(x) = 1 In |2x + 3| + 2 In |x — 1| es una primitiva de f sobre I.

C) Existe una pr|m|t|va F de fsobre I tal que F(2)=5.
D) Existe una primitiva F de fsobre / tal que F(2)= &

E) Existe una primitiva F de f sobre I tal que lim F(x) =5.

Las respuestas correctas son B, C y D.
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Juan, que no sabe derivar, dice que las funciones f(x) y g(x) son primitivas de una misma funcion:

A X =—2, gl =2

B) fx) = cos 2x, g(x) =-2 cos’x
C) f(x) =In (2x* + 1), g(x) = In(24x* + 12)

V2

D) f(x) = sen'2x -cos®x — cos x, g(x) = cos’x sen'2x + cos x

E) f(x) = arctg x, g(x)=-arctg 1
b'¢

Dos funciones son primitivas de una misma funcion sélo si difieren en una constante.

Agiy= 2 _ XH1 L X 14 f(x). luego A es verdadera.
x+1 x+1 x+1

B: f(x)—g(x) = cos’® x — sen® x + 2cos® x = 3 cos® x — sen’x, por lo que B es falsa.

C:g(x)= {12 2x +1 } =In12+1In (2x2+1):ln 12 + f(x) y C es verdadera.

f

D: g(x) — f(x) = 2 cos x + sen'> x cos °x (1 — cos>x) por lo que D es falsa.

E: f(x) — g(x) = arctg x + arctg 1 = % con lo que E es verdadera .
'

Sea fla funcion definida en R por la férmula f(x) =

y F la primitiva de f tal que F(0) =

x2
A) F(1) =%

B) Si G: (—g, g) — R con G(x) = F(tg x), entonces G(x) G’(x) = x

oF(1)+r(d) -5
2 3 4
1 x w

D) Sea H: (0, +) > R con H(x)=F| —— | + F| —— | . Entonces H(0)= —

x+1 X+2 4
E) Para todo x positivo, H’' (x) =0
F(x) es la funcion F(x) = arctg x.
F(1)=arctg 1= % y A es verdadera.

G(x) = F(tg x) = arctg (tg x) = x, por lo que G’(x) =1y G(x) G’(x) = x con lo que B es también verdadera.

1 1 1 1 1 1 PR} n
F|—|+F|—=| =arctg— + arctg— = a con tgo=tg| arctg— +arctg— =1,porloque o= — yCes
(2} [SJ 92 93 (21 go 9[ 92 93] ) p que o 2 y

23
verdadera.

H@)=F(1)+ F(0)=arctg 1 + arctg 0 = % y D es verdadera.
1 X

2
X__ o contga=tg arctgL+arctg X o x+1 x+2 =X2+2X+2=
X+2 x+1 X+2 1_( 1 j( X ) X% +2x+2
x+1)\x+2

H(x) = arctg 1 + arctg
x+1

por lo que H es constante y H’(x) = 0, con lo que E es también verdadera.

Asi pues, son verdaderas las cinco respuestas.
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7. Las primitivas de f(x) = 6 sen x cos x son las funciones:
A) F(x)=3sen2x+C C) F(x)=—% cos 2x+ C E) F(x)=-3 cos’x+C
B) F(x) =3 cos’x+ C D) F(x)=3cos2x+C

IG sen x cos x dx = IGt dt=3F=3sen’x+C por lo que A es verdadera.

B es falsa pues las funciones 3 cos’ x y3 sen’x no difieren en una constante sino en 3 cos 2x.

C es verdadera pues 3 sen’x + %cos 2x = 3 sen’x + % cos’x — %senzx = %sen2x+ % cos’x = % es
decir, difieren en una constante, por lo que si la respuesta A es verdadera, C también lo es.

D es falsa pues las funciones dadas por D y C difieren en % COS 2X.

E es verdadera ya que las funciones dadas por A y E difieren en una constante: 3 sen’x — (-3 coszx) =3.
Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:

8. Sea f(x) una funcion continua.
a) F(x) es la primitiva de f que pasa por el origen.

b) F(x) se ha obtenido tomando C =0 en la expresién j.f(x) dx =F(x)+ C.

A)a o b C)b=aperoa®b E) Ninguna de las anteriores.

B)a=bperob+a D) ay b se excluyen entre si.

La respuesta correcta es la E.

Las afirmaciones a y b no tienen nada que ver, por ejemplo, f(x) = *. Segun a, F(x) seria e —1yenb
F(x)=¢".

Nota: Si f(x) fuera una funcién polinémica, la respuesta seria a < b.

Seriala el dato innecesario para contestar:

9 La aceleracion de una particula esta dada por %: a + bt + c cos(2rnt). Se pide la velocidad, v, en t=2

y se dispone de los siguientes datos:
1 1
0 b) v| -—— -—— d) v(-1
a) v (0) )v( 4) c)v( 2) ) vi=1)

A) Puede eliminarse el dato a. C) Puede eliminarse el dato c. E) No puede eliminarse ningun dato.
B) Puede eliminarse el dato b. D) Puede eliminarse el dato d.

La respuesta correcta es la B. Como Z_‘t/ = a + bt + ¢ cos(2nt), se tiene que v(t) = at +§ £ +2i sen (2nt) + d,
T

por lo que v(2) = 2a + 2b + d y basta calcular a, by d.
b) v A :—la+ ib— ic+d.
4 4 32 2n

Asi pues, los valores que nos hacian falta, a, by d los podemos obtener con los datos a, c y d.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:
10. Para calcular If(x) cos’x dx y J.f(x) sen’x dx siendo f una funcién continua y If(x) cos’x dx no

elemental, se sabe que:

a) jf(x) dx =g (x)+C; b) j f(x) cos 2x dx = h(x) + C.
A) Cada informacioén es suficiente por si sola. D) Son necesarias las dos juntas.
B) a es suficiente por si sola, pero b, no. E) Hacen falta mas datos.

C) b es suficiente por si sola, pero a, no.

La respuesta correcta es la D. Se llama | = If(x) cos’x dx, J = If(x) sen’x dx.
If(x) cos?x dx +If(x) sen’x dx=If(x) dx=9g(x)y If(x) cos?x dx — If(x) sen’x dx = If(x) cos 2x dx= h(x).

I+J=g(x)

Asi pues, con los dos datos juntos a y b, podemos calcular /'y J pues: {l J =h(x)
—J = X
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m Integral definida

14.1. Con ayuda de la calculadora, obtén la suma de los cien primeros términos de esta progresion:
V5,5,545,25,2515,...

Se trata de una progresiéon geométrica de razon r = J5 , por lo que:

S8 r—a 5% .5 -5

= ~1,61-10%

r—1 V5 -1

14.1l. Expresa la funcién f(x) =|x - 2|+|x + 3| como una funcién definida a trozos.

ACTIVIDADES INICIALES

—(x-2)—(x+3) si x<-3 -2x-1 si x<-3
f(x)=4—~(x-2)+(x+3) si —-3<x<2,esdeci, f(x)=15 si —3<x<2.
(x-2)+(x+3) si x>2 2x+1  si x>2

14.1ll. Desarrolla estas sumas:

4
a) ) (5-i)
i=1

6
b) ) (1+i)(x; = X;_4)
i=1

4
a) Z(s—i)2 =(5-12+(5-202+(5-3)2+(5-4)2=42+324+22412=30

i=1

6
b) Z(1+i)(xi = X;_1) = (11X = X0 ) + (14 2)(x5 = X4) + (14 3) (x5 — X))+ (1+4)(x4 — X3) +

i=1

HA+5) (X5 — x,)+(1+6)(Xs — X5) =—2Xg — (X4 + Xo + X3 + X4 + X5)+ T Xg .

14.IV. Encuentra los puntos de interseccion entre las parabolas: f(x)=6x - x2 y g(x)=x2? —2x..

x2—2x=6x-x2=2x2-8x=0=2x(x-4)=0= x=0, x =4 . Los puntos de corte son A(0, 0) y B(4, 8).

EJERCICIOS PROPUESTOS

14.1. Obtén con el método visto el area del trapecio limitado por larecta y =2x + 1, el eje horizontal y las
verticales x = 0 y x = 4. Comprueba el resultado calculando el area geométricamente.

Se divide el intervalo [0, 4] en 4n subintervalos, cada uno de longitud l
n

Se calcula la suma de las areas de los rectangulos obtenidos tomando como base la longitud de cada
subintervalo y como altura la ordenada del extremo derecho.

Sn:1{21+1+23+1+2§+m+24n—1+1+24_n+1}:l{2+4+6+---+2(4n—1)+8n+4n}:
n n n n n n n n

2+8n an

s 2 2 2
1 2 an :l[(1+4n)4n+4n}:l{4n+16n +4n }:4n+§0n _4+20n_4 oo
n n n n n n n n n

Se toma como area del recinto el numero A= lim S, , es decir, A= lim (i+ 20) =20 u?.

n—+oo n—+e\ N

Geométricamente, el trapecio tiene altura 4 y bases 1y 9. Su area es:

= %-4 =20 u%, que coincide con la obtenida con el método anterior.
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14.2. Obtén una formula para 1° + 23 +...+ n®. Para ello procede de forma analoga a la del primer ejemplo,
desarrollando las cuartas potencias de (n + 1).

1" =1
2 =(141) =1 +4. P 46 P +4-14+1

3 =(2+41)' =2 +4.2°+6.22 4+ 4.2+1

(n+1)*=n*+4.n°+6.n%+4.n+1

Sumando los primeros miembros y los segundos miembros, se obtiene:

1* +2% 4+ (n+1)* =

(M +2% 4+ 41 +2% 4+ 40%)+6(1% +22 44 n%)+4(1 424+ n)+n+1
Luego (n+1)* =41 +23 1.+ 1°)+6(12 +22 4 4n?)+4(1 424 +n)+n+1
Se despeja la suma de los n primeros cubos y se aplican las formulas ya conocidas:

4 2 2 2
2 +23+---+n3=(n+1) —6(1" +2°+--+n")—4(1 +2+--+n)—(n+1) _

4
_(n+1) =n(n+)@n+N)-2An+Dn-(n+1)  (n+Dn+1)? —n@n+N)-2n-1]
- 4 - 4 -
_(n+1(n®+3n%+3n+1-2n2> —n-2n-1) _(n+1(n®+n?) n?(n+1y
- 4 N 4 T
Asipues, 1* +2°+...4n®= n'lo+ 1 :[”(””)jz
4 2

14.3. Calcula el area limitada por la curva y = X+1,el eje horizontal y las rectas
x=0y x=1. Toma en cada subintervalo como c; el extremo izquierdo. Y /f

Se divide el intervalo [0, 1] en n subintervalos, cada uno de longitud l Se calcula la
n

suma de las areas de los rectangulos obtenidos tomando como base la longitud de
. [0 1 X
cada subintervalo y como altura la ordenada del extremo derecho.

1y 2 n\?® 1]  P4284.4n
—| F1H| =] Hl+H =] =t ——————
n n n n n

Aplicando la férmula encontrada en el ejercicio anterior:
1 P+28+4n®] 1 n?(n+1? | 104n?+n?+2n+1| 5n*+2n+1 5 2n+1
S,=—|n t—————|=—|n+ 3 = = =

4n 4n

n

4n? 4 4n?

n

n n

El &rea del recinto es el numero A= Ilim S, , es decir, A= lim (§+ 2n +1j = E uz.
N—>+oo n—+eo\ 4 4r]2 4

4 4
14.4. Sea fcontinua en [-1, 4] y g(x) = f(x) + 2. Si J- f(x)dx =5, calcula j. g(t)dt.
-1 -1

4 4 4 4
Ig(t)dt - I(f(t)+ 2)dt = If(t)dt +I2dt —5+2(4—(-1)=5+2-5=15
-1 —1 -1 -1

e 4 (2 8 3 11
14.5. Si J' f(x)dx ==, I Fx)dx =2y J' f(x)dx =", halla:
0 3 1 3 0 3

a) j':f(x)dx b) ‘[:f(x)dx c) I:f(x)dx

2 1 2 3 3 1 3 3 2
a)jf:jf+J'f=i+§=4 b)jfzjf—jfzﬂ—izl c)jfzj.f—jle—iz—l
0 0 1 3 3 1 0 0 3 3 3 2 1 1 3 3 3
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14.6. Halla el valor medio de estas funciones:

a) b) c)
Y Y Y

/ h(x)=x244x+3
7
11 .&

/| 1]

1N X

[A3N

o 1 X

)

0 1 X

a) Se debe encontrar el valor f(c), siendo ¢ el numero del ntervalo [0,3], que cumpla

3 3
.[ (%Hj dx =f(c)-(3-0). Como I [%Hj dx es el area de un trapecio de altura 3 y bases 2 y 1, su valor
0 0

3
es I (%dex:%G:%. Entonces, f(c)-(3—0):%sf(c):%, es el valor medio de la funcién en
0

dicho intervalo.
5

b) Se debe encontrar el valor g(c), siendo ¢ el nimero del intervalo [0, 5] que cumpla Ig(x)dx =g(c)-(5-0).
0

Se calcula esta integral hallando el area de las tres regiones (un cuarto de circulo que esta por encima del eje
X; un triangulo que esta por debajo del eje X; un tridngulo que esta por encima del eje X).

2
. , n-2
El area del cuarto de circulo es 2 =T

. 4
El area del triangulo que esta por debajo del eje X es %: 1. Esto indica que J-f(x)dx =-1, ya que al estar
2

por debajo del eje X, la integral es el opuesto del area.
El area del triangulo que esta por encima del eje X es % :% .

5 2 4 5
Con todo esto: J-g(x)dx :j g(x)dx+jg(x)dx +J-g(x)dx = n—1+% = n—%
0 0 2 4

Por tanto, g(c)-(5-0)= n—% = g(c)= 2715(;

c) Se debe encontrar el wvalor h(c), siendo ¢ el numero del intervalo [0,1] tal

1 . . . .
es el valor medio de la funcién en dicho intervalo.

1 1 x3 "
quej (x2 - 4x+3)dx = h(c)-(1-0) .Comoj (x? —4x+3)dx = |:?—2X2 + SX} = sentonces
0 0
0

h(c)-(1-0) = % = h(c) =% es el valor medio de la funcion en dicho intervalo.

14.7. Calcula:

)j' 1”9 TH19°1 b) I_11x(x2—1)dx

T T In3
=In|tg— |-In| tg— |=InV/3 -In1=—
(gsj (94] v 2

1 2 27
b)j x(—Ayax=| L= T Too0
-1 2 2 » 4 4

31+tg%t
———dt =|In(tgt
a)j‘Z ot [In(tgt)]

ENERME]
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14.8. Halla

82
)j‘ x+2 _x+2 b)J' In(In x) X
x?+4x+5 e X

4 0 0
a)j f;zdx:—.[ Z)(;ZdX:—l[ln(X2+4X+5)J ——1in5-m5)=0
0 X“+4x+5 -4 x“+4x+5 2 -4 2

e? 2 2
b)J' In( '”X) '[ Inudu:[ulnu]f—‘[ uldu=2In2-In1-(2-1) = 2In2-1
1 1 u

14.9. Calcula las derivadas de las funciones:

a) f(x) = j: tg tdt b) g(x) = I: ae’da.

X
a) Si f(x) =I tgtdt, por el teorema fundamental del calculo se sabe que f'(x)=1tgx .
0

e X
b) Como g(x):j aeada:—j aeda entonces g'(x)= —xe*.
14.10. Halla las derivadas de las siguientes funciones:

X3 X2+X
a) f(x)= j- ,sen2tdt b) g(x) = I e’

—-X 3x-2

—cos 2t < 1 3 2 : Lo 2 3 2
a) f(x)= 5 =§(—cos(2x )+cos (-2x%)) , su derivada es: f'(x)=3x*sen (2x°)+2x sen(-2x*))
2

b) La funcién h(t)= e es continua = g(x)=[H(t)] ;it; =H(x?+x)-H(3x-2), con H'(x)= e , por tanto:

g'(X) = (2x +DH'(X2 + )= 3H'(3x - 2) = (2x + 1)e ¥+ _3g=(3x-2"

14.11. Calcula el area de la regién limitada por la graficade y = 1 X 5> eleje Xylasrectas x=1y x=2.
+ X

2
La funcién es positivaen [1, 2]= A :I %dx :%[In(1+ x2)]12 :%(InS—InZ) u?
114+ x

14.12. Calcula el area de la region finita limitada por el eje horizontal y la grafica de y = x? —2x—3.

La funcién es una parabola concava hacia arriba que corta al eje X en los puntos de abscisas —1y 3.

3 . . 3 Tk 32) 32
La region queda por debajo del eje X = Az—j (x*=2x-3)dx=———-x"-3x| =- 3 =— 5 u?.
-1
-1

14.13. Calcula el area de la region encerrada entre las graficas de f(x)=x—x2 y g(x) = x? —%.

Primero hay que calcular los puntos de corte de ambas funciones:

x2-%=x-x2:>4x2-2x-3:o:>x=1,15; X =-0865

La region esta limitada entre dos curvas: f(x)=x —x? esta por arriba y g(x)= x> —% esta por debajo; asi

pues, el area pedida es:
1,15

115 1,15 3 2
A=I (f(x)—g(x))dx:J‘ (—2x2+x+§jdx= 22X X3 s
-0,65 65 2 3 2 065
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14.14.

14.15.

14.16.

14.17.

Calcula el area de la region limitada por estas cuatro curvas: y=x+5,y=2, y=-1, y2 = X.
La gréfica de la curva y2 = X, que no es una funcién, se puede obtener dibujando estas dos graficas:
y = +/x Y

Por tanto, la regién es la que se muestra. Los vértices de la region son los
puntos de interseccion de las curvas que se cortan:

A(-6, -1), B(-3, 2), C(4, 2) y D(1, —1).

La region que esta a la izquierda del eje Y es un trapecio de altura 3 y bases 1_/

6y3. Sudreaes A, =0F3.3-27 2 oh X
2 2

Otra region esta limitada superiormente por y = 2 e inferiormente por \

y= Jx , SU area la da la integral:

A= [ (@2~ x)dx = [2x-§x/?} _g-16_8 2

o 3 3
La otra region esta limitada superiormente por y = —v x e inferiormente por y = -1, su area:
1 1 1
A, :j (—/x —(~1))dx =I (1—&)dx:{x—32\/x3} s acaa A =20 8138 p
0 0 3 o 3 2 3 3 2

Calcula el volumen de un sélido cuya base es un circulo de radio 1y en el que las secciones
transversales perpendiculares a la base son triangulos equilateros.

Si se centra el circulo en el origen, su ecuacion es X+ y2 =1, es decir, y2 =1_x

A continuacién hay que encontrar la funciéon A(x) que da el area de cada uno de los triangulos de la seccion.
La base de cada triangulo equilatero de cada seccion es 2y. La altura de cada uno de estos tridngulos es

=(2y)? - y2 =3y . Por tanto, el area de estos triangulos es @ =+/3y2. Asi pues, la funcion A(x)

1
es: A(x):x/§(1—x2):>V='[11x/§(1—x2)dx=x/§{x—%3} \/5@ %) o3,
- 1

Halla el volumen del sélido que se forma al girar la region bajo la graficade y=1 + cosxen [0, 27 ].

2n 2n
sz n(1+cosx)2dx=1tj
0

(1+cos x)? dx = J(1+cosx)2 dx=.[1+2003x+coszxdx=
0

=X+2senx+ jcosz x dx vy, por partes: f(x) = cosx, dg(x) = cosx dx, df(x) = —senx dx, g(x) = senx

Icosz X dx = sen xcosx+J'sen2xdx=senxcosx+j(1—cos2 x)dx=senxcosx+x—J’cos2 x dx

Despejando se obtiene: Icosz x dx = wzxcosx +C
2n X +senxcosx "

Por tanto, V = nJ- (1+cosx)?dx = r{x +2senx + f} =3n% u®
0 0

Halla el volumen de un sélido S cuya base es la region {(x,y) tal que x><y < 1} y cuyas secciones
transversales perpendiculares a la base son cuadrados.

Cada uno de los cuadrados de las secciones tienen lado 1 — X por tanto, A(x) = (1—x2)2.

1 1
El volumen del sélido es: V =J' (1= x2Y dx ='[
1 -1

2% x| _16 2
57

(1-2x2+x¥)dx = | x—=—+2—
3 “15

Otra posibilidad es tomar las secciones transversales en el plano XZ y perpendiculares al eje Y. Cada uno de
los lados de las secciones es [ = 2x = 2\/7 ysu areaes: A(y)= (2\/?)2 =4y, por lo que el volumen del

1 1
sélido es: V=J‘ 4ydy=[2y2J =24°.
0 0
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14.18.

14.19.

14.20.

X -X

Halla la longitud de la catenaria y = % entre x=0yx=1.

eX —e™¥ ; T 2 T4+ e -2 101 =
fiix)=—— = L :J. 1+[F(x dx:'[ —dX:—J. Xte ¥ 42dx =
(x) 2 0 0 [ ( )] 0 4 2Jo
1 1
:lJ- ,/(ex+e’x)2dx:l'|. (ex+e”()dx:l[ex—e”(}1 :l e—l u.
2Jo 2Jo 2 0o 2 e

La densidad de coches p(x) (en coches por km) en los primeros 20 km de una autovia de salida de una

gran ciudad viene dada por la funcién p(x)=300(2+sen4 x+0,15) siendo x la distancia en km al
comienzo de la autovia.

a) Escribe una suma de Riemann para hallar el numero de coches en esos 20 km con cinco intervalos
de igual longitud tomando como punto muestra el extremo izquierdo.

b) Calcula el nimero total de coches en esos 20 km y compara el resultado obtenido con el del apartado a.

a) Se divide [0, 20] en 5 subintervalos de longitud 4 km mediante los puntos 0, 4, 8, 12, 16, 20.
En cada subintervalo se elige como punto muestra el extremo izquierdo del subintervalo.

Zp(c ) Ax = S= Z:p(x,1 )-Ax = Zp(x, )4 =4-[p(0)+p(4)+p(8)+p(12)+p(16)] = 14 001

i=1

20 20 20 20
b)j p(x)dx:j 300(2+sen4 x+0,15)dx:600J. dx+3OOI send/x + 0,15 dx
0 0 0 0

Se cambia de variable: {x+0,15 =t¢, L:dt:dx=2 x+0,15dx =2t dt
2/x+0,15
) e v —cos(4t)
_[sen4 X +015 dx:j2tsen(4t)dt=2jtsen(4t)dt, F(0)= 14 )= sen (40, (1) = 1, g(t) ===~

2jt.sen(4t)dt =2. (tc%(‘”) 4Icos(4t)dtj tcozs(4t) . sen8(4t) N

:>J.sen4 Y1045 dx = ,lx+015003(4,lx+01 sen(4w/x+01 )

—\/x+0,15003(4 x+0,15) sen(4 x+0,15) ®

20
3-" 300(2+sen4«/x+0,15)dx=600-20+300 5 + 3 =~11513
0

Circulandia, una tipica ciudad, estda muy poblada cerca del centro pero su poblacién decrece cuando
nos alejamos de él. En efecto, su densidad de poblacién es 10 000(3 —r) habitantes/km? siendo r la
distancia al centro en km.

a) Si la densidad de poblacion en los confines de la ciudad es 0, s cual es el radio de la zona en la que
viven?

b) ¢ Cual es la poblacion de la ciudad?

a) Como la densidad en los confines de la ciudad es 0 = 10 000(3 — r) = 0, es decir, r = 3 km.

N—>+oo

n 3
b) P= lim Zan,Ar-f(c,):J‘ 2nr10 000(3 —r)dr . Se calcula esta integral:
P 0

3 3 2 378
j 270710 000(3—r)dr = 20 0007 I (3r—r2)dr =20 0007{%-%} — 90 000 ~ 282 743 habitantes
0 0
0
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14.21.

14.22.

EJERCICIOS

Area bajo una curva

Halla el area de la region sombreada utilizando los diferentes métodos

propuestos y comprueba que siempre obtienes el mismo resultado:

a) Dividiendo el intervalo [2, 3] en n subintervalos de longitud 1 ,
n

tomando como altura de cada rectangulo la ordenada de su extremo
derecho y calculando, finalmente, el limite de la suma de las areas de
los rectangulos cuando n — .

b) Procediendo como en a pero tomando como altura de cada rectangulo la
ordenada de su extremo izquierdo.

c) Hallando una primitiva F de la funcién cuya grafica es la recta
oblicua que limita la region y calculando F(3) — F(2).

d) Utilizando la férmula geométrica que da el area de un trapecio.

a) La ecuacion de la recta que limita superiormente el trapecio es y = x + 1.

n
n2

1
n2

2
{7n2+n}:7n_+1:1+1 . El érea del recintoes: A= lim S, = lim (7

2n 2 n N—s+oo N—>+oo

2

b) S, =1{2+1+2+1+1+...+2+n—_1+1}=l{3n+M}=i{ n?+
n n n n

n

2

n 2

2 n 2 2n 2 2n n—-+e N—>-+eo

32

d) La regién sombreada es un trapecio de altura 1 y bases 4y 3. Su areaes A=

S :1{2+1+1+2+3+1+...+2+£+1}:l{3n+1+2+;+n}: 1 {3n2+1+—n~n}:
n n n n n n 2

_
n

2 2 2
:i{—G” +tn _”}:ir” _”}:7”_121_i:> A= lim S, = lim (1_2_

2 2
c) Una primitivade y =x+ 1 es F(x):x?+x = A:F(3)—F(2):7+3—[2—+2

oPe

1
2

n

{_

-1:Z u-.
2

}:

Calcula el area limitada por la curva y = x2 +1, el eje horizontal y las rectas verticales x=-2y x = 2.

Se divide el intervalo [- 2, 2] en 4n subintervalos, cada uno de longitud l.
n

Se calcula la suma de las areas de los rectangulos obtenidos tomando como base la longitud de cada

subintervalo y como altura la ordenada del extremo derecho.

2 2 2
Snzl{[—2+lj +1+(—2+£) +1+...+[—2+4—n] +1}=
n n n n
2 2 2
=l|:4+(1) —i+1+4+[£j —§+1+---+4+(4—nj —@H:l:
n n n n n n n

P +2%+--(4n)’> 4+8+--+16n

n? n

S|=

{ZOn +

S, = %{20” . 4n(4n+1)(8n+1) 2n(4+ 16n)} _1 {20” . 2(4n+1)@8n+1) 8(1+ 4n)} _

2

6n n 3n

1 ) 28n?+2 28 2
=—_|60n% +2(4n+1)(8n+1)-24n(1+4n)|="= =224 2
3n2[ ( X ) ( )] 37 3 732

El 4rea del recinto es: A= lim S, = lim (§+3L2j:§ u?.
n

N—>+oo no+e\ 3 3
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14.23.

14.24.

14.25.

14.26.

Determina el area de la region limitada por la funcién f(x) = x3, el eje horizontal y las rectas verticales

2
x=0y x = 1. Para ello, utiliza la expresion: 1* +2% +...+ n® = [@} .
Se divide el intervalo [0, 1] en n subintervalos, cada uno de longitud l

n

Se calcula la suma de las areas de los rectangulos obtenidos tomando como base la longitud de cada
subintervalo y como altura la ordenada del extremo derecho.

n?(n +1)2
1 [1]3 (2)3 (nf 1P +2% 440 1 4 n*+2n®+n> 1 2 1
S,=—||—| +|=| +...+]|—| |=— =— = =—4—+—
n|\n n n n n® n n® 4n* 4 4n  4n?
El areadelrecintoes: A= lim S, = lim (l+i+ij=l u?.
N—>+oo no+e\ 4 4N 4n? 4

Sumas de Riemann. Integral definida
Esboza la grafica de f(x)= 1 en [1, 2] y divide este intervalo en 5 subintervalos para probar que:
X
2
0,2 i+i+i+i+l <J. ldx<0,2 1+i+i+i+i .
1,2 1,4 1,6 18 2 1 X 1 12 1,4 1,6 18

Observando el dibujo se aprecia que el area bajo la curva es mayor que la suma de las
areas de los rectangulos inferiores y menor que la suma de las areas de los rectangulos 1

superiores. m

(PAU) Sin calcular las integrales, justifica cual de ellas es mayor:

S
H
>

1 1
A=J. x?sen? x dx B=I x sen? x dx
0 0

b b
Se ha estudiado que si f(x) = g(x) en [a, b], entonces J. f ZI g.
a a
En el intervalo [0,1] se cumple que xsen? x > x2sen? x para todo x de dicho intervalo, ya que x = x? si x

1 1
pertenece a [0, 1]. Asi pues, I xsen? x dx = J. x?sen? x dx .
0 0

(PAU) Contesta, razonando la respuesta, si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

b c c b
a) J' f(x) dx+j' f(x) dx =J' f(x) dx d) Si I f(x)dx =0 y f(x)>0 para todo x, entonces a = b.
a b a a

b b b b b b
b) L f(x)g(x) dx = J'a £(x) dx-L g(x)dx e) L [£(x)+g(x)] dx = L £(x) dx+Ia g(x) dx

b
c) Si .[ f(x) dx =0, entonces a = b.
a

a) Es verdadera. Es la propiedad 4 de la integral definida.

2 2 2
b) Es falsa. Porejemplo,J 1~xdx=2¢.[ 1dx~J xdx=2-2=4.
0 0 0

]
c) Es falsa. Por ejemplo, J. xdx=0.
-1

b
d) Es verdadera. Si la funcion es positiva en [a, b], I f(x) dx mide el area bajo la curva, asi pues, esa area
a

solo puede ser cero sia = b.
e) Es verdadera. Es la propiedad 2 de la integral definida.

Solucionario E 207



14.27.

14.28.

14.29.

14.30.

Teorema del valor medio

Halla el valor medio de la funcién f(x)=(x —2)? en el intervalo [0, 2] y la abscisa del punto en el que se
alcanza dicho valor medio.

2
Se debe encontrar un numero c del intervalo [0, 2] que cumpla I (x-2)%dx=f(c)-(2-0).
0

4 2J3 23

N E:f(c)-2:>f(c):i:(c—2)2:— S>c=2+——,c=2-—"—,
3 3 3 3 3 3

2 oo [(x=2P]
jo(x 2)dx{ 3 L

pero solo la segunda pertenece al intervalo [0, 2].

La siguiente region esta limitada superiormente por la grafica de la Y
funcion y =e*.

Halla la altura que debe tener un rectangulo de base 2 para que su
area sea igual a la de la region sombreada.

2 2 2

exdx=[e"}0 =e‘ 1.

0

El teorema del valor medio nos asegura que existe un numero c del J

El area de la region sombreada es I

2
intervalo [0, 2] que cumple J- e*dx=f(c)-(2-0).
0

2_
Asi pues, €% -1=f(c)-2 = f(c) =2 Ly

e? -1

Por tanto, el rectangulo de base 2 y altura tiene igual area que el de la region.

-1 2
(PAU) Sea f :[-2,2] - R continua en [- 2, 2] tal que:J' f(t)dt =j' f(t)dt .
-2 1

¢ Se puede asegurar que existen by ¢ en [- 2, 2] tales que b<-1, ¢=1 y f(b) = f(c)? Justifica la
respuesta.

Por el teorema del valor medio se sabe que:

2
A) Existe un nimero c del intervalo [1, 2] que cumple .[ f(t)dt =f(c)-(2-1)=f(c).
1

-1
B) Existe un numero b del intervalo [- 2, —1] que cumple J. f(t)dt =f(b)-(-1-(-2))=f(b).
-2

Como ambas integrales son iguales, se concluye que, en efecto, existen by c en [- 2, 2] tales que b< -1,
c=1yf(b)=fc).

Para hacer un estudio sobre la capacidad de memorizar de un nifio se utiliza el siguiente modelo: si x
es su edad en afos, entonces su capacidad de memorizar viene dada por: f(x)=1+2xInx siendo

0< x <5. Calcula el valor medio de capacidad de memorizar de un niio entre su primer y su tercer
cumpleanos.

El teorema del valor medio nos asegura que existe un numero c del intervalo [1, 3] que cumple
J.f (1+2x-Inx)dx =f(c)-(3—1). El valor f(c) sera el valor medio pedido.
Se calcula, pues, el valor de la integral y luego se halla f(c):
J.(1+2x~lnx)dx =J' dx+2J-x~Inxdx - x+2J-x~Inxdx.
x?

Esta ultima integral se calcula por partes: f(x) = Inx y dg(x) = xdx, por tanto, df(x)= ldx y g(x) 2
X

2 2 2 2 2
J.x~lnxdx:X—Inx—J.l~X—dx:X—Inx—X—:X— Inx—l
2 x 2 2 4 2 2
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14.31.

3
Entonces: I(1+2x Inx)dx =x+x (Inx—lJ j (1+2x-Inx)dx = [x+x2(lnx—%ﬂ :%+9£|n3—%):>

1

= %+9£In3 —%] =f(c)-2=f(c)= 5 9 (InS——J 3,94 es el valor medio de la capacidad de memorizar de

4 2 2
un nifio entre su primer y tercer cumpleafios.

La regla de Barrow

(TIC) Calcula las siguientes integrales definidas:

1 2
a) Ixarctgx dx c) I de e) J- 2x +1
0 1 X°+2x X +x+1)2
T 3
b)J. x? sen xdx )I 2x—1f ﬂj
-n 0 4x? +1 0 1+2e*

a) Ixarctg xdx se hace por partes: f(x) = arctg x, dg(x) = x, por lo que df(x) :1 L R g(x)= X?
+ X

2 2 2 2
Ixarctgxdx arctg x - X— - j 1 ~X—dx:> j ! ~X—dx =1J. X > dx=l[x— L 5 dx} =
1+x° 2 1+x2 2 2J1+x 2 1+ x

2 2 1
= jxarctgxdx: arctgx X——lx + l arctgx + C = J1xarctgxdx = X—arctgx—1+larctgx =£—l
2 2 2 0 2 2 2 , 4 2

b) Ixz senxdx se calcula por partes. Llamando f(x) = X y dg(x) = senx, es df(x) = 2x, g(x) = — cos x, por lo
que '[XZ senxdx = — x* cos X + J2xcosxdx .
Para obtener ahora I2xcosxdx , se procede de la misma forma: f(x) = 2x, g’(x) = cosx, asi que f'(x) =

g(x) = senx, con lo que j x? senx dx = —x* cosx + [2xsenx - J.2sen xdx}: —x* CoSX + 2xsen X + 2¢os X + C.

kL b
I x? senxdx = [—xz COS X +2xsenx +2cos x} =0. Observa que la grafica de la funcion f(x) = x’senx es

- -

simétrica respecto al origen, y como el intervalo [, 1] esta centrado en el origen, dicha integral es 0.

1 1
c)f — =I1+_2 dix = (Inx ~In(x +2)) + C
x? +2x X x+2 2

2
J‘ X _inx-in(x+2)]? =+ (n2-In4-In1+In3) = ~in[ >
2 172 22

1 x2+2x
)sz 1) jwdx:j[1— ax jdx:x—lln(4x2+1)+C
4x2 +1 4x2 +1 4x° +1 2
(2x -1
J#dx:[x—lln(4x2+1)} _4_In5
0 4x°+1 2 0 2
2
e>j 2x+1 [Pt [t -t
(x2 + x +1f X“+x+1lo 7 7
f) Cambio de variable: t =e* = dt=¢ de:>dx-£:> J- :J.—dt,ahora se
t 1+2e 1+2t t(1+2t)
descomponen en fracciones simples:
L :A+ B =A=1B=-2, por

tA+2t) ¢ (1+28)

+C

+ =2 dt =In|t|~In[1+2t] = |-
1+ 2t 1+ 2t

. 1 — | —
to.jmdt_jt t

y deshaciendo el cambio:

3 X 3 3
[ ! dx:{ln ° }:m ° 3-|n%:3-|n(1+2eX)+|n3.

0 1+ 2e* 1+ 26" 1+2e
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14.32.

14.33.

14.34.

14.35.

14.36.

Calcula el area que encierra una loma de la funcion f(x) = senx.

T
J. senxdx =[-cos x]; =-cosm+cos0=2 u’

0

2n
Calcula el valor de la integral j. |x| senx dx .
-

2n 2n

xsenxdx =0+ [—xcosx]f["+J. cosx dx =-2n—m+0=-3m.
g

2n T
J. | x| senxdx =I | x | senxdx +I

-T U T

La funcién f(x) =—; nunca es negativa por lo que cualquier suma de Riemann seria positiva y el limite
b'¢
de cualquier suma de Riemann positivo. { Qué es erroneo entonces en el siguiente razonamiento?

13 x> 17 1 9
—4dX= 3— =|:——3i| =—1—(——)=__
2 X =31, x° 1, -8 8

f(x)= % no estd acotada en [- 2, 1] porque Iimoi4 =+o0 = El limite de las sumas de Riemann no existe.
X x=0 x

Calcula una aproximacion por exceso y otra por defecto de In 2 utilizando una particiéon en cinco

. 2 dx
subintervalos para calcular | —.
1 X

Por defecto: Se toman 5 rectangulos de base 0,2 y altura el extremo derecho.
Por exceso: Se toman 5 rectangulos de base 0,2 y altura el extremo izquierdo.

2
0,2 i+i+i+i+l <J- ldx<0,2 1+i+i+i+i
12 14 16 18 2 1 X 1 12 14 16 18

2
Operando: 0,6456 < J. ldx =In2-In1=In2<0,7456 .
X

1

Sabiendo que Y2 = 1,1487 , puedes encontrar otra aproximacion de In2 haciendo una particion en cinco

1
subintervalos para calcular J- 2*dx . Utiliza la integral anterior y la regla de Barrow para demostrar que
0

tim [n (%2 -1)]=1n2.
Nn—+oo
Se divide el intervalo [0, 1] en 5 subintervalos, cada uno de longitud % .

1 2 3 4 5
Ss :%{25 +25 425 425 +25} =%[1,1487+1,14872 +1,1487° +1,1487* +1,14875] ~ 1545

1 x 17
Por otra parte, J‘ 2ax=| 2| =1 o 1 _1545=1n2~064724
0 In2 0 In2 In2

Anéalogamente, se divide el intervalo [0, 1] en n subintervalos, cada uno de longitud: 1
n

1 1 1

12 n 12 .on _2n n n

Sn:l|i2n+2n+...+2n:|:l|:2n +2n+...+2:|:l 2 21 2 :2 1 _\/E[ 1 ]
n n n

1 n 1 n nfo _
2n 1 2n 1 V21
1 0 lim %2
lim S, = J. 2¥dx =—— = i ﬁ( ! j: Rt = L =L~ im n(¥2 -1)=In2
n—>4es 0 nove n \(82-1)  lim n®2-1)  lim n®2-1) In2 " noe
N—+oo N—+oo
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Funciones definidas por una integral. Teorema fundamental del célculo

14.37. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

cos x
a) f(x) = J' sent ¢) F(x)= .[ dt
x2+1
b) F(x) = j' g x>0 d) f(x)=j' -
X
a) Aunque la integral J‘intdt no es elemental, pero g(t)= sent es continua para t > 0, el teorema
fundamental del calculo asegura que la derivada de f(x)= J. sent ——dt es f(x)= senx .
X
“dt 1 2 1 1 In X 1
b) f(x)= — =—[Int]* ==(@nx?>=Inx)=—(2Inx=Inx) = ——, su derivada es f'(x)=—.
)()thz[]x 2( )2( )2 ()2X
COS X _
c) f(x):I ﬂ—[lnt]“’SX In(cos x) , su derivada f'(x)= senx =-tgx
1 X

d) La integral Ie"zdt no es elemental, asi que no se puede emplear el método de los dos apartados

anteriores. La funcién g(t):e"2 es continua, asi pues, f(x):[G(t)]§2”:G(x2+1)—G(x), siendo

2

G/(x)=e~", por tanto: f'(x)=G/(x? +1)-2x —G'(x) = 2x-e" V" _ g~

1+h
J. x? +8dx

14.38. Calcula lim
h—0 h

Sise llama f(x)=vx%+8 y F(x) a una primitiva suya, F '(x) = f(x), entonces,

1+h
j x* +8dx
=F(1)=f(1)=V1*+8 =3

lim — lim F(1+h)—F(h)
h—-0 h h—0 h

X
14.39. (PAU) Dada la funcién g(x) =j- e dt , ¢tiene g(x) puntos de inflexion? Razona tu respuesta.
0

X

Por el teorema fundamental del calculo se sabe que la derivada de g(x) :'[ e"Zdt es g'(x)= e‘x2 yla
0

segunda derivada es g"(x)= _2xe™ , que se anula si x = 0. Ademas, la segunda derivada es positiva a la

izquierda de x = 0 (g es céncava hacia arriba) y es negativa a la derecha de x = 0 (g es concava hacia abajo).
Asi pues en x = 0 se produce un cambio de curvatura, por tanto, el punto A(0, g(0)) = A(0, 0) es un punto de
inflexion de g(x).

X
14.40. (PAU) Calcula la derivada de la funcién f(x) = j- cost’dt .
0

Por el teorema fundamental del calculo se sabe que f/(x) = cosx?.
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14.41.

14.42.

14.43.

3 X
c) Por las propiedades de la integral definida se sabe que f(x) :J. t2dt = —j t2dt . Por tanto, f/(x)=—x2.
X 3

Calcula la derivada de estas funciones:

a) f(x)= j': £2dt ¢) F(x) = j'j £2dt

sen x 143
b) f(x)=j'3 t2dt d) f(x)=j'  fdt
X

a) Por el teorema fundamental del calculo se sabe que f/(x)= x2.

senx 3
b) f(x)= J. "2t —{ } = ser:; X _9. Su derivada es f/(x) = sen’x.
3

2

3 3 3 3 3

14x3 3™ 33,6 3\2n,2 5
d) f(x)zj- ) t2dt={t—} _exT)y X f’(x)=M_6L=3x2(1+x3)2_2x5.
X X2

Calcula la derivada de estas funciones:

a) f(x j' _ 1 g b) f(x j' — 1 _at
) flx) = In(t2 +1) ) flx) = In(t2+1)
senx 1+x3
¢) f(x j' _ 1 d) f(x j' _ 1
) flx) = In(t? +1) ) flx) = In(t2 +1)
1 1
La integral J df no es elemental pero si se sabe que la funcién g(f)=———— es continua.
9 In(t2 +1) P a 9(t) In(t? +1)
a) Por el teorema fundamental del célculo se sabe que f'(x)= +
In(x< +1)
31 x 1 . , 1
b) f(x)=.[ 2—dt=—J. ————at, asipues, f(x)=-———F——.
x In(t* +1) 3 In(t“ +1) In(x* +1)
c) f(x)=[G(t)5"* = G(sen x)— G(3), siendo G’(t):+, por tanto:
In(t* +1)
f(x)=G'(sen x)cos x = #
In(sen® x +1)
d) F(x) =[G ™ =G(1+x%) - G(x?), siendo Gt)=—py— =
x In(t= +1)
2
F(x)= G (1+ x°)3x2 — G'(x2)2x = 3"3 S 24X
In((1+x°)"+1) In(x" +1)
XZ
(PAU) Sea F(x)=j Intdt con x>1.
1
a) Calcula F'(e) . b) ¢ Es una funcién constante? Justifica tu respuesta.

2

X
a) F(x)=I Int dt =[tint -] = x2Inx* - x2 +1 = F’(x)=2x|nx2+x2~2—)2(—2x=2xlnx2 =4xInx
1 X

Por tanto, F'(e)=4elne =4e.

b) F(x) no es una funcion constante porque su derivada no es nula.
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sent

14.44. (PAU) Sea la funcion F(x)= j‘ dt definida para x >1. Halla los valores de x en los que alcanza

sus maximos y minimos relatlvos.

F'(x)=2"X Esta derivada se anula si senx = 0, es decir, si x = 1 + kn con k=0, 1, 2,... Maximo si k = 0,
X

2,4,..,yminimosik=1,3,5,...

X
14.45. (PAU)Dada la funcion F(x) = j (2 —1)e“2dt , definida para todo xe R:
0

a) Calcula F’(x), estudia el crecimiento de F(x) y halla las abscisas de sus maximos y minimos
relativos.
b) Calcula F”(x), estudia la concavidad y convexidad de F(x) y halla las abscisas de sus puntos de
inflexion.

a) F/(x)=(x? —'I)e’x2 . Esta derivada, F(x), se anula si x =—1 0 x = 1. Se estudia su signo:

X (= o0,—1) —1 1,1 1 (1,+)
Signode F + =0 - =0 +
Comportamiento de F | Creciente Maxmo Decreciente Mlnlmo Creciente
relativo relativo

b) La derivada segunda de Fes F"(x)=2x(2- x2)e"‘2 ,queseanulasix=0, x= 2 , X = V2

o (Bl tEd | 0 | ) | | W)
Slngl‘Cl) de + =0 — =0 + =0 —
Concgva Punto de Concgva Punto de C°”°?“’a Punto de Congava
F hacia . . hacia . > hacia . . hacia
. inflexion . inflexion . inflexiéon .
arriba abajo arriba abajo

b b
14.46. Demuestra la siguiente igualdad: j.f(x)dx = J.f(b— x)dx . Para ello, realiza el cambio t =b— x .
0 0

Se utiliza el teorema de sustitucion en integrales definidas, notando que g '(x) = —1.

j(jf)(b—x)dx:—If(g(x))g'(x)dx_ f(t )dt = J'f dt_jf dt—jf(x)dx

eX—x-1

14.47. (PAU) Sea F(x) la funcion definida por F(x)= J. e Cdt.
Halla los puntos en los que se anula la funcién F'(x).

La integral J.e"zdt no es elemental, asi que no se puede calcular dicha integral para después derivarla. La

funcion g(t):e‘t2 es continua, asi pues, F(x)=[G(t)]; ofox- '=G(e* - x-1)-G(1), siendo G'(x)=e* ,por

tanto: F'(x)=G/(e* —x—1)-(e* —1)—0=(e* —1)-e~©~*""  Dicha derivada se anula si e* ~1=0= x=0.

2x
14.48. (PAU) Sea F(x)=I et’dt . Calcula F’(0).
0

2
et

La funcion g(t) = es continua, asi pues, F(x)=[G(t)]3* = G(2x)-G(0), siendo G'(x) = e , por tanto:

Fi(x)=G'(2x)-2-0=2-6®" = F (0)=
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14.49.

14.50.

14.51.

14.52.

14.53.

X -
(PAU) Halla el punto del intervalo [0, 2] en el que la funcién f(x) ='[ %dt alcanza su valor minimo.
o 1+

x-1

+x?

Como la funcién g(t) = 1t il
+

72 es continua, se sabe que la derivada de f (x) es f'(x)= .

Esta derivada se anula si x = 1 y como a la izquierda de 1 es negativa y a su derecha es positiva, en el punto
de abscisa x = 1 se encuentra el minimo de la funcién f(x).

(PAU) a)Calcula los extremos relativos y absolutos de la funcién f:[-7,1—> R definida por
f(x)=x®+6x2+49.

B
b) Sea B el punto en el que f alcanza su maximo absoluto. Calcula j- f(x)dx .
-7

a) f(x)=3x?+12x =3x(x+4) se anula si x = 0 6 si x = —4. Aplicando el criterio de la segunda derivada se ve
que A(—4, 81) es un maximo relativo y B (0, 49) es un minimo relativo. Se comparan los valores: f(—4) = 81;

f(0) = 49; f(—7) = 0; f(1) = 56. Asi pues, en x = —4 se alcanza su maximo absoluto que es 81, y en x = -7 se
alcanza el minimo absoluto que es 0.

- 4 -4
b) Ya se ha calculado B =—4 = J::(x3 +6x% +49)dx = |:XT+2X3 +49x} =

-7

675
4

X
(PAU)a) Si f es una funcién continua, obtén F’(x) siendo: F(x)= I (f(t)+ 2+ t3) dt.
0

1
b) Si f(1) =1y ademas J. f(t)dt =1, halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de F (x) en el punto
0

(1, F(1)).

a) Como la funcion g(t)=f(t)+t2+t> es continua, el teorema fundamental del calculo asegura que la
derivada de F(x) es F'(x)=f(x)+x%+x>.
b) La ecuacion de la recta tangente buscada es y — F (1) = F(1)(x — 1). Se calcula entonces F(1) y F(1):

1 1 1 1 37" 1447
F(1)=J. (f(t)+t2+t3)dt=I f(t)dt+I tzdt+J. Pat=1+| L) 4] L] cq 11209
0 0 0 0 3 0 4 0 3 4 12

F)=fM+1+1 =1+1+1=3

La recta tangente es y —% =3(x-1), es decir, y =3x —% .
—_ a
Dada f(x)= ﬁ, determina el valor del parametro a > 0 para el que J- f(x)dx =-1.
1+ x 0

a _ a
| 4§2dx=[ 22} _ 2 o-4=-2 _i=t+a’-2ma-tla=-1=a=1
o (1+x%) 1+x° ], 1+a 1+a

(PAU) Sean las funciones F(x)= -‘- ) V5+et’ dty g(x) = ¥ calcula (F(g(x)))’ .
1

Como la funcién f(t)=v5+ e’ es continua, por el teorema fundamental del calculo se tiene que su derivada
esF'(x)=V5+ e .

Aplicando la regla de la cadena, (F(g(x))), =F(g(x))-g'(x)=F'(x?)-2x =2x - V5 + e
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14.54. Calcula lim —>—— .
X —>+oo X t2
xj. e’ dt
0
Al presentarse una indeterminacion del tipo = y estar en las hipétesis del teorema de L"Hépital, se aplica la
toma de derivadas en el limite y el teorema fundamental del calculo:

X
t
. jo e at . e’ 3x2 _ 6x%e""3x% +6x6" _ 6xe [3x° +1]
lim = lim 3 = lim = lim = +oo

4 4 4

X—>+4oo X 2 X—teo @ X 2 4 Xoteo D yaX +2X2 X X—>+o0 X

xI el dt J. e'"dt + xe* 2x € e 2xe” [1+x]
0

X
14.55. Si J. f(t) dt es 5x° + 40, Jquién es f(x)?, ¢cuanto vale c?
(4

Sea g(x) =I f(t) dt =5x° + 40 ; entonces g’(x) = f(x) =15x2 .
(o]

Por otra parte, tomando x = ¢, g(c) =0 = 5¢%+ 40, de donde ¢ = 2.

Areas de recintos

14.56. La curva y = 2x? divide al cuadrado de vértices V4(0,0),V,(1,0),V;(1,1) y V,(0,1) en dos recintos.
Dibujalos y halla el area del recinto mayor.

La abscisa del punto de interseccién de la parabola y el segmento V3V es x = 1

R

Por tanto, el area del recinto de la izquierda viene dada por la integral: 4
3
5 st 1 )
A, =J‘ V2 (1_2x?ydx = | x—2X P o L \N2J 04714 @
0 3 |, 2 3
1
El area del recinto de la derechaes A, =1-A, =1-0,4714 =0,5286 u?,
Con lo cual, el recinto mayor es el de la derecha. Y 1 X

14.57. Calcula el area encerrada entre f(x)= y el eje de abscisas para x e [2, 5].

x2+1
Y 5( 6x 5
_ _ 2 _ _ 2
A-I2 (X2+1jdx—[3ln(x +1)]° =3(n26-In5) v*
2 D
D X
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14.58. Dibuja la superficie limitada por la parabola y = x> —4x+5 ylarecta y = x +1. Calcula el area de dicha
superficie.

Los puntos de corte de ambas funciones se obtienen resolviendo la ecuacion Y
X2 —4x+5=x+1=x>-5x+4=0=>x=1,x=4.

Los puntos de corte son A(1, 2) y B(4, 5).

La region esta comprendida entre dos graficas: larecta y = x +1 esta por

encima y la parabola y = x? —4x +5 esta por debajo.

El area de la region es: A = [ *(x+1-(x* ~4x+5))dx = [ (-x +5x ~4)dx =

e 1 g b
=22 4y =22 01 X
3 2 , 2
14.59. Dibuja la grafica de f(x) = |x2 - 4| en el intervalo [-3, 3] y calcula su integral.
La grafica de f(x) se dibuja muy facilmente a partir de la de la funcion y
g(x) = X*— 4, sin mas que reflejar su parte negativa respecto al eje X. Como la
funcién es positiva y simétrica respecto al eje Y, y el intervalo esta centrado en
el origen, se calcula la integral de esta forma:
3 2 3
I |x2 -4 |dx:2j (—x2+4)dx+2j (x? —4)dx =
-3 0 2 14
3 2 3 3 o 1 X
=2 =X vax| +2 X _ax =ﬁ u?
3 0 3 , 3

1
14.60. Halla el valor a > 0, tal que j- (x+1) dx= %
0

a1 2 a-1 a2
(x+1) dx:{%+x} =%+a—1=%:>a2—2a+1+2a—2=9:a2=1O.Portanto, a=410.
0

0

ax’+b si|x|<2

14.61. (PAU)Se considera la funcion f(x)=4 1 .
— si| x|22
X

. Se pide:

a) Calcula ay b para que f sea continua y derivable en todo R.

b) Para los valores de a y b obtenidos en el apartado anterior, calcula el area de la regiéon acotada por la
grafica de f, el eje horizontal y las rectas x =1, x = 3.

1

— six<-2
X2
-x2 1

Lafunciénes f(x)={—+— si-2<x<?2

16 2

— six>2

x2

a) Esta claro que la funcion es continua en el interior de los tres intervalos de definicién. Se impone la
condicion de que sea continua en los extremos de estos intervalos.

lim f(x)=lim (i):l, lim f(x)= lim (ax? +b)=4a+b,f(-2) =+ = 4a+ b= =16a+4b=1
2 4 x-2t x—-2" 4 4

X—-2" x—>-2"\X

. o, . (1) 1 1
lim f(x) = lim (ax? + b)=4a+b, lim f(x)= lim| = | =+, f(2)=—
x—2" x—2" x—2* x—-2*\ X 4 4
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14.62.

14.63.

14.64.

Por tanto, 4a+b =%, que es la misma ecuacién que la anterior. Asi pues, si 16a+4b =1, la funcién sera

continua en todo R. Se impone ahora la condiciéon de que también sea derivable.

-2
— six<-2
X3

La funcion derivada para valores de x distintos de -2y 2 es: f/(x)={2ax si—-2<x<2

-2
— six>2
P
. , . -2\ 1 , . 1 1
lim f(x)= lim |—|=—=, lim f(x)= lim 2ax=-4a => —=-4a—a=——
x—-2" X—-2" X3 4 xo-2* x—-2" 4 16
. 7 . . 7 . _2 1 1 1
lim f(x)= lim 2ax=4a, lim f(x)= lm| —|=—— > ——=4a=>a=—-—
Xx—2" x—2" x—2" x—2" X3 4 4 16

Para este valor de a, b :%—43 :%. Asi pues, si a= —% y b :% , la funcién es continua y derivable en

todo R.

2 - 2 r 473
b)A=f2 x> 1 dx+J‘3(i2de: X X +[_1} 7,125 e
16 2 2\ x 48 2, x|, 48 6 48

(PAU) Halla el area de la region comprendida entre las parabolas y = X y=- 2% + 3.

x?=-2x2 +3=3x2-3=0= x=-1x=1. Los puntos de corte son A(- 1, 1)y B(1, 1).
La region esta comprendida entre dos graficas: y = — 2x% + 3 esta por arriba;
y= X esta por debajo. Como ambas funciones son simétricas respecto del eje Y, el area de la regién es:

1 1 1
A=2J' (—2x2+3—x2)dx=2f (35 +3)dx =2[ -x*+3x ] =4 o2
0 0
1

Calcula el area de la region limitada por las curvas y = X, y=x3 ylasrectas x=-1,x=1.

Y
Las graficas de las funciones se cortan en los puntos O(0, 0) y A(1, 1).
La region esta formada por dos trozos:

NZZE
/.-

0 1 11 3 0 37"
Az‘[ (x2—x3)dx+J‘ (x3 =x?)dx = X 336w 332X L3
-1 0 3 4 » 4 3 0 2

/

(PAU) Calcula el area limitada por la grafica de la funciéon f(x)=1In x, el eje X'y la recta tangente a dicha
grafica en el punto x = e.

Y
La recta tangente tiene por ecuacion y — f(e) = f'(e)(x — e), es decir y = lx .
e
El recinto esta formado por dos regiones. Una, limitada por la recta tangente y
1.
el eje Xentre 0 y 1, es un tridngulo de base 1 y altura 1 , Su area es A1=2l .
e e
El area de la otra es: 1 X
e 2 e
A, = (i—lndex =X XInx+x =E—i—1 .
1\e 2e ; 2 2e
El 4rea del recinto es A=A, + A, el e

2e 2 2e 2
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14.65.

14.66.

14.67.

14.68.

(PAU) Dada la funcién y =

x
x2+2

perpendiculares al eje X que pasan por el maximo y el minimo de la funciéon dada.

_y2
La derivada de la funcion es f/(x) = 22 X
(x2+2)

Estudiando el signo de la derivada: A[— ﬁ#] es minimo y B[\E%] es maximo. El recinto esta

—Z,queseanulasi X=- 2,X=\/§.

, calcula el area encerrada por la curva, el eje X'y las rectas

comprendido entre x = 2 y X= V2 . Como la funcién es simétrica respecto del origen, el area pedida es

X

vz
igual a A:2I dx = I + 272 =in4—In2=1n2 .
0

x% 42

(PAU) Halla el area del recinto limitado por la grafica de la funcién f(x) = x> - 2%+ x, y la recta tangente a
dicha grafica en el maximo relativo. Representa graficamente la funcién hallando los puntos de corte

con los ejes y los extremos relativos.

La funcion corta al eje Y en el punto O(0, 0) y al eje X en los puntos O(0, 0) y A(1, 0).

La derivada de la funcién es f (x) = 3x*— 4x + 1y se anula six= 10 si x = % .

B(%%] es un maximo y C(1, 0) es un minimo.

o 4
La recta tangente en el maximo es y =§ .

Para hallar los puntos de corte de dicha tangente con la grafica de la funcién, se

superiormente por la recta e inferiormente por la cubica.

27 4 3 2

3 4 4 3 2
A=I13(—4 —(x3—2x2+x)jdx=J.3(—x3+2x2_x+i)dxz{_x_+zi_x +

~\27 1

3

3

(PAU) a) Dibuja el recinto limitado por las curvas de ecuaciones y =senx, y=cosx,x=0y x = ;t

b) Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior.

a) El punto de corte de ambas funciones se encuentra resolviendo la ecuacion

. . . T T
senx = cos x , cuya Unica solucién en el intervalo [0, 5} esx= T

b) A1=IZ(cosx—senx)dx=[senx+cosx]g=x/§—1
0
A, =If(senx—cosx)dx=[—cosx—senx]
N
A:A1 +A2 :6—1—%—@4—‘\/5:2'\/__%_@:M U2

(PAU)a) Representa las curvas de ecuaciones y = x>—-3x+3 e y = x
calculando dénde se cortan.

b) Halla el area del recinto limitado por dichas curvas.

a) Los puntos de corte se encuentran resolviendo la ecuacion

x> -3x+3=x=>x>-4x+3=0=>x=1,x=3

Los puntos de corte son A(1, 1) y B(3, 3).

b) El recinto esta limitado superiormente por la graficade y =x?> -3x+3 e
inferiormente por y = x . Su area viene dada por el valor de la integral:

3 X3 IS 4 5
A:L (x—(x2—3x+3))dx={—?+2x2—3x =3 u

1
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resuelve la ecuacion x° — 2x% + x = % cuyas soluciones son x =% y X = % El recinto esta limitado
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14.69.

14.70.

14.71.

14.72.

ear: b a runcion derinida por X)=X"+ X+—.
(PAU)Sea f:R — R la funcién definida por f(x)= x2++2 1

a) Dibuja el recinto limitado por la grafica de la funcion fy sus tangentes en los puntos de abscisa

1 1
X0=E Yy X1=—E.

b) Prueba que el eje de ordenadas divide el recinto anterior en dos que tienen igual area.

a) La ecuacién de la tangente en el punto de abscisa x =% es y=(1+ \/E)x y la de y

1..
la tangente en el punto de abscisa x, = —% es y=(-1+ x/E)x .

b) Si x < 0, el area del recinto es:

32}01 /

0 T
A:J' 1[)(2+ 2x+%—(—1+\/2)xjdx:{x_+x_+ﬁ 2 X
2
Si x > 0, el area del recinto es:

1 1 3 2 2
Azj.z[x2+ 2x+l—(1+\/§)x dx:j2 oxrax=| XX X2
0 4 0 3 2 4

Sean las funciones f(x)=x? y g(x) = x®, determina el area encerrada por las graficas de ambas
funciones y larecta x = 2.

Esas dos funciones se cortan en los puntos A(0, 0) y B(1, 1). Se quiere hallar el area del recinto limitado
superiormente por g(x)=x* e inferiormente por f(x)=x?,entre x=1y x = 2.

2

2 4 3
El 4rea la da la integral: A:I (x® —x?)dx =| 2 - X :4-§-(1-1)=ﬂ u?
1 4 3| 12

(PAU) a) Halla el area del tridngulo formado por el eje Xy las rectas tangente y normal alacurvay =e™

en el punto de abscisa x = -1.

b) Halla el area de la regién limitada por la curva de ecuacién y = e ™y el eje X para los valores -1< x<0.

a) La derivada de f(x)=e™* es f(x)=—-e . Larecta tangente a f(x)=e* en el punto de abscisa x = -1 es
y —f(=1)=f(-1)(x+1), es decir: y=-e-x.
Larectanormales y —f(-1)= ,_—1(x +1), esdecir: y = lx+l+e .

f(-1) e e
Asi pues, estas rectas cortan al eje de abscisas en los puntos de abscisas x =0, x = —e- 1, respectivamente,
con lo que la base del triangulo en cuestion es e?+1 y su altura e.

3
i e’ +e
Su area es u?,

b) La region esta siempre por encima del eje X. Su area es el valor de la integral:
0 0
A:I e"‘dx:[—e‘q =1+e=e-1U°
-1 -1
Calcular a > 0 para que el area encerrada por la graficade f(x) =senx,eleje y =0,ylarecta x = a, sea % .

a a 1 1 m
sen xdx =[-cos x| =—cosa+cosO=—cosa+1zgscosa =5 =a=g
0
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14.73. (PAU) Dada la funcion f(x) =

x“-12 . L, cgs
7.4’ calcula el area de la region acotada encerrada por su graficay el
eje X.

La funcioén corta al eje X en los puntos A(—v/12, 0) = A(—2\/§, 0)y B(2\/§, 0).
El recinto esta por debajo del eje X; ademas la funcién es simétrica respecto del eje Y, asi pues, el area de la

23 x2-12
regién viene dada por: A=2 —I dx
o x2+4

Se calcula esa integral:
2_
[ 12dx=J‘(1— 16 ]dx:jdx-sj
X +4 X +4 (Xj
1+ 2

23 2
Azz[—j 12d] —2[x—8arctg ;H —%) 16n —43 2
0

o x%>+4

—_

dx=1- 8arctg( j +C

14.74. (PAU) a) Halla la recta tangente a la curva de ecuacién y = x> —3x en el punto de abscisa x = 1.
b) Dibuja el recinto limitado por dicha recta tangente y la curva dada y calcula el area.

a) La derivada de ecuacién y = x® —3x es f(x) = 3x°-3.

La ecuacion de la recta tangente es y — f(— 1) = f(— 1)(x — (— 1)), es decir, y = 2. Y
b) Los puntos de corte de la curva y = x® —3x y larecta y = 2 se obtienen resolviendo la
ecuacion x® -3x=2=x>-3x-2=0= (x+1)?(x-2)=0: / | /
A(-1, 2) y B(2, 2) son los puntos de corte. on i X
2 Xt T 3) 27
A=I (2-(x* —3x))dx = + 2% oy =6—(——j=— W2
-1 4 2 B 4 4

14.75. Sea f(x)= x2. Calcula en funcién de t el area limitada por la parabola y la cuerda OM. Sea N el punto de
la parabola en el que la tangente es paralela a dicha cuerda. Demuestra que el area del segmento

parabolico es %del area del triangulo OMN sea cual sea el valor de t.

El punto M tiene por coordenadas M(t, t2 ), asi pues, la pendiente de OM es Y M
2 |
t — =t . La recta tangente en el punto N(n, n )tlene pues, pendiente t, asi )
1 .
t t 2 ]
ues, f(n) =t, es decir, 2n =ty, por tanto, n= — . El punto Nes N| —,— |. I
p (n) Y, p 5 Elp [ >4 ] N
La recta que contiene a OM tiene por ecuacion y = tx, asi pues, el segmento L
parabolico tiene un area de: 0 1t X
t
t tx* x° S S
=| (tx=x¥)dx=|"—-2—| =——-—="u
A ( ) { 2 3 } 2 3 6
t? ¢
tt 2 4] ¢

La altura, h, del tridngulo OMN: h = d(N,OM) = d[[— —j x-y= 0] =
2 4 Vi1 a4t 41

Por otra parte la longitud del segmento OM es \/(tz)2 +t2 =tVt2 +1. El area del triangulo es:

t2
N2+
/ 2 3
A = # = % u?. Asi pues, % = i , de donde A; = %Az , COMo se queria probar.
2
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14.76.

14.77.

14.78.

14.79.

Volumenes y arcos

Halla el volumen del cono que se obtiene al girar alrededor del eje X Y
la region comprendida entre el siguiente segmento y el eje
horizontal, y comprueba que el resultado es correcto.

Se trata de hallar el volumen del sélido de revolucion que se obtiene

al girar yzg alrededor del eje X.

Se sabe que dicho volumen es igual a:
4 2 4,2 374 3

v=| (_j den| Eaen L] opd _10m;
0o \ 2 o 4 12 ], 12 3

El solido que se forma es un cono de radio 2 y altura 4. Su volumen es: V = %m 22.4= 16m 3

—u
3

Calcula el volumen del sélido de revolucion obtenido al girar la region bajo la graficade y = Jx -senx y

por encima del eje horizontal, alrededor del eje Xy con x < [0, n].

T 2 T
Se sabe que dicho volumen es igual a: V =I TC(\/;SGD x) ax = nj xsen? xdx
0 0

Se calcula por partes. Se llama f{(x) = x y g'(x) = sen’x, entonces, f(x) =1y g(x) :g—%(zx) .
J.xsenz el = x(i— sen(2x)j_.|'(1_ sen(2x)jdx —x(i— sen(2x)j_x_2_ cos(2x)
2 4 2 4 2 4 4 8

Asi pues, V=nJ- xsen? xdx = x| x 1

[i_sen(ZX)j_x_z_cost) " _n i
0 0_ 4

(PAU) Halla el volumen engendrado por la region plana definida por el eje X, la curva de ecuacion
y =e™*, el eje Yy larecta x = 3, al girar alrededor del eje X.

3 2 3 a2x 3 6
V=J. n(e”‘) dx:nI e X dx=n| 2 B +l =£[1_16J ul
0 0 2 0 2 2 2 e

Calcula el volumen del cuerpo que se obtiene al girar en torno al eje X la region bajo la grafica de la

curva y = 1 y por encima del eje horizontal, entre las rectas x=0y x = V2.
2+ x?
Se trata de hallar el volumen del sélido de revoluciéon que se obtiene al girar y = ;2 alrededor del eje X.
2+ x
S b dich I igual a: V v 1 d 7 d '
e sabe que dicho volumen es igual a: V = | ——| dx=n| ——dx
a 9 Io J2 4 x2 .[o 2+x2
1.
Se calcula esta integral que va a dar lugar a una arcotangente. e —T e
A o 1][X
I L S ax = LILZdX = Larc’tg[ij +C= Qarctg(ij +C
2+x V2 [ X j V2 V2 2 2
1+| =
V2
o w2 7 _m2 w2 n_ w2
El volumen es: V = n'[ > dx =——| arctg| —= = -(arctg1-arctg0)=———= u
0 2+x 2 V2 )], 2 2 4 8
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14.80.

14.81.

14.82.

14.83.

14.84.

14.85.

Halla el volumen del sélido formado cuando la region bajo la grafica de y = ,/sen x en el intervalo
[0, n] gira alrededor del eje X.

T T
V= j n-f2(x)dx :n'[ senxdx =7 [-cos x|} =2n u?
0 0

Calcula el volumen del paraboloide de revoluciéon que se obtiene al girar la region comprendida entre la
parabola y = x? y el eje horizontal, alrededor del eje X desde x = 0 hasta x = 4.

4 4 574
Se sabe que dicho volumen es igual a: V :I o(x?Y dx = nI x*dx = 1{%} = 10?“ u?
0 0
0

Un mévil se desplaza siguiendo la trayectoria de la grafica de la funcién y = /(x + 1)3 , donde x
representa el tiempo. Calcula el espacio recorrido en el intervalo de tiempo [0, 3].

o o (.9 BEE [ 2 s 1 3 3
L_'[O,/1+[f(x)] dx_J0 /1+Z(x+1)dx_EJ'0 x/9x+13dx_5[ﬁ (9x+13) L_E(\Mo —\/?) u

La base de un sélido es la region del plano limitada por el eje Yy las rectas y=1-x, y=2x+ 5, x= 3.
Cada seccion perpendicular al eje X es un cuadrado. Halla su volumen.

Cada seccion perpendicular al eje x es un cuadrado de lado 2x + 5 — (1 — x) = 3x + 4. Asi pues, el volumen

Gxeap 1] 1304
3 3], 9

3 3
sera J' A(x)dx = '[ (Bx+4Ydx = { =237 43
0 0

Determina el volumen generado al girar respecto al eje de abscisas la region acotada por las graficas de
las funciones fix) = Xy g(x) = 2x.

Ambas graficas se cortan en los puntos O(0, 0) y A(2, 4).

2 2 2 3,572
V=J- TC(ZX)de—J- n(xz)zdx=nJ. (4x*-x*)dx=m e LY
0 0 0 3 5], 15

2 2
Esboza la grafica de la funcidon x3 + y3 =9 y halla la longitud de dicha curva entre x=1y x = 27.

Y
2 2 2\2 2
y3=9—x3,y=(9—x3) ,y'=§[9—x3j [—E) i1
2 3) 3
%
y/Z_ 9 ZX ,1+y;2_%;
X3 X3
2 B 2
j 1+y'2dx=j 9x3dx:j3x 3dx =9x3 +C
5..
2 27

27 9| 2 9
L=J' 1+y2dx=2|x | =2(9-1)=36 u. |

1 2 ' 2 o 5 X
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14.86.

14.87.

Aplicaciones
(PAU) La velocidad de un moévil que parte del origen viene dada en m/s por la siguiente grafica:
a) Calcula la funcién espacio-tiempo. v(m/s)
b) Dibuja la grafica de la funcion espacio—tiempo.

c) Prueba que el area bajo la curva que da la velocidad 1
coincide con el espacio total recorrido.

o 1 T(s)

a) La funcion de posicion es una primitiva de la velocidad,
puesto que la velocidad es la derivada del espacio.
Observando la grafica, la funcién velocidad es continua y esta definida a trozos por la siguiente expresion:

2t si0<t<1 +A si0<t<1
v(t)=42 si1<t <3 , portanto, la funcidon de posicion sera: s(t)=<2t+B si1<t<3

—t+5 si3<t<5 —t? .
?+5t+C si3<t<h

Falta calcular los valores de los parametros A, By C:
Como s(0) = 0, entonces, A = 0. Ademas, por continuidad,

lim s(t)= lim t> =1, lim s(t)= lim (2t +B)=2+B, f(1) = 2 + B. Asi pues, 2 + B =1, es decir, B=— 1.
x—1" x—1"

x—1 x—1"

2
lim s(t)= lim (2t+B)=6-1=5, lim s(t)= lim [%+5t+cj=%+c,f(3)=5.AS|’pues,

x—3" x—3" x—3* x—3%
21 +C=5=C= _n .
2 2
s(m)

t? si0<t<1
La funcién espacio-tiempo es: s(t) =12t -1 si1<t<3

—t? 1M

—+5t—— si3<t<5h

2 2

b) La grafica de la funcion espacio es la que se muestra.
c) El espacio total recorrido es s(5) = 7. L |
El area bajo la curva de la velocidad es la de un trapecio de altura 2 y bases 5 01 I(s)

2=7

y2:>A=5+2
2

PROBLEMAS

(PAU) Un objeto se mueve a lo largo de una linea recta debido a la accion de una fuerza F que depende
continuamente de la posicion x del objeto en dicha linea recta. Se sabe que el trabajo realizado por la

b
fuerza para mover el objeto desde x = a hasta x = b viene dado por W = J‘ F(x)dx .
a

a) Si lafuerzaes F(x)= _2 calcula el trabajo para ir desde x = 3 hasta x = 5.

(x-1?’

b) Determina razonadamente si la fuerza G(x) = realiza mas o menos trabajo que F(x) para el

_2
(x2+ 1)2

mismo desplazamiento.

5 5
a) El trabajo es W:I 2 2dx:{ 2 } :1 J
3(x=1) 1-x]; 2

b) Al ser ambas fuerzas positivas en [3, 5], se pueden identificar los trabajos con las &reas que encierran las
fuerzas bajo ellas.

2 < 2
(2+1f  (x=1)
concluye que el trabajo de la fuerza G(x) es menor que el de F(x).
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Como G(x)=

—=F(x)en [3, 5], ya que el denominador de G(x) es mayor que el de F(x), se



14.88.

14.89.

14.90.

a
Sea f:[-a,a] > R con a > 0 una funcién continua tal que | f(x)dx = 0 ; contesta razonadamente a las

—-a

siguientes cuestiones:

a
a) ¢ Es necesariamente f(x) = 0 para todo x de [-a, a]? c) ¢Es necesariamente j- |f(—x)| dx =07
—a
a a
b) ¢Es necesariamente J' [F(x)|dx =02 d) ;Cuénto vale j'(f(x) +2x)dx ?

a
a) No necesariamente, basta que f sea una funcion impar para que J- f(x)dx = 0. Por ejemplo f(x) = x.
-a

a

a
b) Basta con ver que J. xdx=0 y sin embargo I |x|dx=a2 >0, por lo que no necesariamente
a —a

J.a|f(x)|dx=0.

a

a
c) Analogamente, J- —xdx =0 y sin embargo I |—x|dx= a%?>0, luego no es cierto que necesariamente
-a

-a

Ia|f(—x)|dx -0.

—a

d) .[_aa (f(x)+2x)dx = .[_aaf(x)dx+ .[_aa2xdx:0+ozo

3
Calcula I (x+5NW9— x? dx . Indicacién: (x+5W9— x? = x/9— x? +5V9—x2 .
-3

3 3 3
.[ (x+5) V9—x2 dx= .[ X V9-x% dx+5 I V9 -x2 dx. La primera integral es 0 pues f(x) = xV9— x? es
3 3 3

una funcién impar y la segunda vale 5 - %n - 32 = % pues y = Vv9—-x2 es la ecuacién de la

3
semicircunferencia positiva de centro (0, 0) y radio 3. Asi pues, J- (x+5) V9—x2 dx = % .
-3

cos x si x<0
Sea F(x)=11 si x=0.

10 ¢ .
—-‘- e dt si x>0
xJo
a) Prueba que F es continua en R.
b) Demuestra que existe F'(x) si x #0.
c) Estudia si F es derivable en x = 0.
d) Estudia la continuidad de F '(x).

a) El dnico punto problematico seria x = 0.

X 12

I e dt exz
lim F(x)=1; lim F(x)= lim <% —— = |im
x—0~ x—0" x—0" X x—07"

= 1. Finalmente, como F(0) = 1, F es continua en 1.

I X t2
e
b)Six<0, F'(x)=-sen x. Six>0, F'(x)= | ~>—| , que existe por tratarse de dos funciones derivables y
X

no anularse el denominador.

224 E Solucionario




c) Se calculan las derivadas laterales en x=0, F'(07) =—sen 0 =0 pues si x <0, F(x) = cos x.

X 12
_ I e dt—x 2 2
FOY= tim FXFO iy Jo” i & T iy 2XE
x—0" X x—0" X x—0"  2X x—=07" 2
Asi pues, F es derivable en 0y F'(0) =0.
—-senx si x<0
d) F'(x) = 0 si x=0. Asi pues, F' es continua de entrada, en R — {0}. Se analiza la posible
—Ixe‘zdt
2 si x>0
X
xe*’ —j Xetzdt 2 2 42 2
X X _ X
continuidad de F'(x) en x = 0. I|m F'(x)= lim 20 = lim & +2x°e € limxe¥ =0
—0* x—0* X x—0* 2x x—0*

Como lim F’(x)= lim (-senx)=0y F'(0) =0, resulta que F' es continua en x =0y, por tanto, en R.
x—0" x—0"

14.91. a) Comprueba que la funcién f (x) = cos3x - senx es impar y periédica de periodo 7.

4n

- T
b) Demuestra que J‘ . cos3x-senx dx =I

T
cos3x-senx dx =I ? cos3x-senx dx =0.
0 -

2
a) f es impar pues f(-x) = cos(—3x) sen (—x) = —cos 3x sen x = — f(x)
f(x + m) = f(x), pues cos(3x + ) sen(x + w) = —cos 3x (—sen Xx) = cos 3x sen x = f(x)

Finalmente, si 0 <t < m, f(x + t) # f(x) pues f(x + ) = cos(3x + ) sen(x + t) = % [sen(4x + 2t) +sen2x] y

f(x) =cos 3x sen x = % [sen4x +sen2x], y al ser la funcién y = sen x, periédica de periodo 2r, resulta que

sen (4x + 2t) # sen 4x pues 0 < 2t < 2m.
b) Como f es periddica de periodo =, su integral sobre cualquier intervalo de longitud = valdra lo mismo, por lo

que las dos primeras igualdades estan probadas, pues % L. -0 =g - (— gj =T

La ultima igualdad es cierta porque f(x) = cos 3x sen x es impar y el intervalo de integracion es de la forma
[-a, a].

T
14.92. Calcula j |f(x)|dx siendo f(x)=senx—%.
0

n 5n . .
En el intervalo [0, nt], sen x— — >20six e {— —} siendo negativa en el resto.
n
senx——

6 6
b 1 3 ’] n 1
I=J- dx:j ——senx dx+ senx—— dx+J. ——senx |dx =
0 2 o\ 2 el 2

HE (1 b% 5 [x 5 [x m
=I ——senx dx+J. —-—senx dx+ ——senx dx=|—+cCOoSX| +|=+cosx| +|=+cosx| =
o\ 2 S 2 ?ﬂ 2 0o L2 sz | 2 sz

:[lJrﬁ_']}{iJrﬁ_ﬁ.kﬁJ { _q_om JEJ:Q\E_E_Q
12 2 6

12 2 2 12 2 12 2
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14.93.

14.94.

14.95.

Algunas de estas afirmaciones son verdaderas y otras falsas. Justifica como es cada una de ellas:

4 4 2 x3 x3
a)f Intdt=I Intdt—J. Int dt ¢) Si f(x)=j' £ dt :>f'(X)=.'- 3t2dt.
2 1 1 1 1
x -2x L | 0
b J' dx =0 d J' 1 ax=[In(x-1]°,.
) 2x x4 ) 2x-1 [in e

2 4 4
a) Verdadera, pues j Intdt + I Intdt = I Intdt.
1 2 1

b) Verdadera, pues f(x) = % es una funcién impar.
X" +x°+1
(-x-2(-x) _ -x*+2x  x*-2x

f(—x) = =~ f(x)

)+ (x)P+1 X+ x2+1 x rx2+1
X3 3
c) Falsa. ' (x) = 3x% X% =3x8, que no tiene nada que ver con I 3t2dt = [t3]: =x"-1.
1
0
d) Falsa. J- %dx €s un numero, representado por [In [ x-1 |]02 , que es 0 — In 3 =—In 3, mientras que
X _

0 Lo, . : .
[In(x—1) ]72 no representa ningln numero real pues ni In(—1) ni In(-3) son numeros reales.

k+1

1000 5
Obtén los nimeros A, By C, siendo: A =.[ -|1- t|) dt, B= J‘ +4t7)dt ,C= Zj‘ Jt dt.
k
k=1

A= I2(1—|1—t|)3dt _ J.1(1—(1—t))3dt + I2(1+1—t)3dt —I1t3dt + J.2(2—t)3dt _ l—l[(Z—t)“T 1
0 0 1 0 1 4 4 1 2
1000 3 7

B= (3 +4t7)dt =0 pues f(f) = £ + 4t es una funcion impar.

\/?dt=J.12x/?dt+I:\/?dt+ +J':ﬁdt=j16ﬁdt=§ [\/t_Sf =% Ve -1)=246-2

k+1

-3,

k=1

Sea g(x)= J- f(t) dt donde la grafica de fes la de la figura: y
0
a) ¢ Tiene g algiin maximo relativo en [0, 10]? Si es asi, 1
¢doénde esta localizado? /\U f
ol 1

b) Si hay, da un minimo relativo de g en [0, 10].

c) ¢Para qué valor de x alcanza g el maximo absoluto
en [0, 10]? &Y el minimo absoluto?

d) ¢ En qué subintervalo de [0, 10] es la grafica de g concava hacia arriba?
e) Esboza la grafica de g.

Al ser g'(x) =f(x), seve que g'(x)=0six=1,3,5,7,9.

a) En los puntos de abscisa 1, 5, 9, g'(x) pasa de ser positiva a negativa, luego g pasa de ser creciente a
decreciente, es decir, se trata de maximos relativos.

b) En los puntos de abscisa 3, 7, g' (x) pasa de ser negativa a positiva, asi que en ellos g(x) presenta
minimos relativos.

c) Se estudia el valor de gen x =0y x =10 y en los puntos del interior en los que se anula la derivada.

0
g(0)= jo f=0;g(1)>0,9(3)<g(1),9(5) <g(1), g(7) < g(1) pues Y

9(7) < g(5), g(9) = g(5) y 9(10) < g(9). 1.
Asi pues, el maximo absoluto de g se alcanza en x = 1. Analogamente, se
ve que el minimo se alcanza en 3.

d) g"(x) > 0 si f'(x) > 0 y eso ocurre en (2, 4)u(6, 8).
e) La grafica se muestra a la derecha.
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14.96.

14.97.

14.98.

14.99.

(PAU) De una funcién integrable f:[-1, 1] - R se sabe que para xe [-1,1] es | f(x)|<1+ x*.

1
De los numeros -3; —2; —1; 2,5 y 2,75; ¢ cuantos pueden ser el valor de la integral j- f(x)dx ?
-1

1 1 1
Como —(1 + x*) < f(x) < 1 + X°, se tiene que—j (1+ x?)dx < I f(x)dx < j (1+ x?)dx .
-1 -1 4

y
Es decir, —% < I f(x)dx < % por lo que solo -2, -1y 2,5 podrian ser el valor de la integral.
-1

T
2 sen2x

Se pretende obtener I = — "
o 1+2senx

a) Calcula J = j' 2_COSX gy, b) Obtén I+ J y deduce el valor de .
o 1+2senx

a)J= [F—5% gy = Minj1+2senx|]? = 13
o 1+2senx 2 o 2

7 Sen2x+cos x 3 cos x(2senx +1)
— " dx = —  dx=

®cos xdx = 1. Asi pues, =1 - lIn 3.
o 1+2senx 0 1+2senx 2

0

b)I+J:I

1 1
Sean | = J- tcos’(nt)dt y J = J- tsen?(rnt)dt . Justifica si son ciertas o no estas afirmaciones:
0 0

a)l>0, J>0 c)I+J=1
1 1

b) I—J=J-tcos(21tt)dt d) 1=d=
0

a) Verdadero, pues, en [0, 1], las funciones continuas f(f) = ¢ cos’ () y g(t) = t sen? (nt) son no negativas y no
idénticamente nulas.

1 1
b)I—J=I t[cosz(nt)—senz(nt)Jdt =I t cos(2nt)dt . Verdadero.
0 0
1 1 1
c)l+J= I t[cosz(nt)+sen2(nt)Jdt :J‘ tdt =— . Falso.
0 0 2

d)Como /+J= % , es imposible que I=J = % . Asi que d es falso.

a a
(PAU)Si J. f(x)dx =0, ¢se verifica entonces que J‘ xf(x)dx =0 ? Si fuese cierto, pruébalo, si fuera
—a -a

falso, pon un ejemplo que lo confirme.

a
Es falso: basta que f sea impar para que I f(x)dx = 0. Por ejemplo f(x) = x, por lo que
-a
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.[ xf(x)dx=I x2dx#0.
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0 x
14.100. (PAU) Sea f(x) una funcioén tal que, para cualquier que sea x > 0 se cumple quej f(t)dt = —J- f(t)dt.
-X 0

Prueba que, f(-x)=—f(x) paratodo x> 0.

0 X 0 X X
Comoj fz—j f,j f+j f=0:>j f =0, sea cual fuere x > 0.
—-X 0 —-X 0 —-X

X
Se considera entonces la funcién G(x)=I f. Como G(0) = 0 y G(x) = 0 para cualquier x > 0 y ademas

-X
G(-x) :J. f =0, resulta que G es la funcién idénticamente nula, luego G'(x) = 0. Pero G(x) = H(x) — H(— x)
X

con H'(t) = f(t) pues f es continua. Asi pues, G'(x) = H'(x) + H'(— x), o sea f(x) + f(—x) = 0 implica que
f(—x) = —f(x) como se queria probar.

14.101. a) Esboza la grafica de la funcién dada por f(x)=

x2-4°

1
1x2-4

1
b) ¢ Es la integral ‘[ dx positiva o negativa? Justifica tu respuesta.

c) Halla la integral anterior descomponiendo el integrando en fracciones simples.
d) Un amigo dice que esa integral se hace mas facil con la sustitucion x =2seca . ¢Ta qué piensas?

a) La grafica se muestra a la derecha.

Y
1 i
b) Como en [1, 1], f(x) <0, esj 1 _ax <o0. ] :
x4 .
c) L = A + B c:onA:—l,B:l X
xX*-4  x+2  x-2 4 4 ; :
1 _ 1 i I
Asipues,_[ 1 ax = Lin X2 :l[lnl—ln?)) —— s
“1x° -4 4 |x+2|, 4 3 2
d) Como x € [-1, 1], carece de sentido llamar x = 2 pues >2.
cos X cos o

2
14.102. Determina un polinomio P(x) de segundo grado sabiendo que P(0)=P(2)=1 y que j P(x)dx = %
0

SeaP(x):ax2+bx+ccona¢0. PO)=c=P(2)=4a+2b+c=1,esdecir,4a+2b=0y c=1. Porotra

2
parte, J- (ax?+bx+1)dx = %,esdecir:a- % +2b+2= %,con loquesi2a+b=0y %a +b:—%,se
0

tiene que ga = ,a:é,b —E,yP(x):é x2—§x+1.
3 4 2 4 2

oo,

14.103. En la figura se muestra la parte positiva de la grafica de y = 4x — x?. Encuentra la ecuacién de una
recta vertical para que el area de la zona sombreada sea de 9 u?

Y
Sea x = a La recta vertical sefialada
a x3 @ 2 33 3 2
'[ (4x-x%)dx =9, esdecir: |2x?2 -Z—| =9,2a° - =-=9,a° - 6a° +27 =0, 11
0 3 1 3 |
(a-3)(@°-3a—-9)=0, a=3, pues las otras soluciones no estan en [0, 4]. 1 \\ X
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PROFUNDIZACION

14.104. Sea g : R— R una funcion continua tal que si x #0, g(x)= %1 y sea f(x)= | g(t) dt.
e -x

a) Calcula g(0).

b) Estudia la continuidad de fen Ry obtén f'(x).

a) Como g es continua en 0, se tiene que g(0) = Iimog(x)z Iim0 X ] =1.
X X—

e* —

X 0 X
b) f es continua en R pues es derivable ya que g es continua vy, al ser f(x) =j g =I g +I g, se tiene que:
-X -X 0

_ 1+
F'(x)= g(x)=g(-x)(-1) =9(x)+g(-x) = exx_1 + e_xx_1 = ngj )

14.105. Sea funa funcién continua y positiva en el intervalo [0, 1]. Halla razonadamente el nimero de raices en

(0, 1) de la funcién F(x) =j' “£(t) dt—J' "Fity dt .
0 X

La funcién F(x) es continua en [0, 1] (pues es derivable), siendo F(0) = I 0f —I 1f =0 —I 1f <0 puesfes
positiva en [0, 1]. i i i

Analogamente, F(1) =I01f —I;f =I01f — 0> 0. Asi pues, F tiene al menos una raiz en (0, 1). Se estudia F'(x).
F'(x) = f(x) — f(x)(=1) = 2f(x) > 0. Asi pues, como F'(x) nunca se hace cero en (0, 1), se desprende que F no

puede tener mas de una raiz en dicho intervalo por lo que, junto al argumento anterior, se concluye que solo
tiene una raiz.

14.106. Obtén una férmula explicita para la funcién f sabiendo que es derivable en todo R, que si x 20,

f(x) =0 y que para todo x € R se verifica que [f(x)F = I te'f(t) dt .
0

X
De la igualdad [f(x)]2 = .[ te'f(t)dt , se obtiene, derivando, 2f(x) f'(x) = xe* f(x). Asi pues, si x = 0, como
0
f(x) # 0, resulta 2 f' (x) = xe”, por lo que f(x) = % J-xexdx :% [xe* - €'+ C.
0
Por otra parte, (f(O))2 =I te'f(t)dt = 0, asi que f(0) = 0 y como se indica que la igualdad dada es valida para
0

todo x € R, se tiene que f(0)=0= %[O e - eo] + C, porlo que C= % asi que f(x) = %[xex— e+ %
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14.107. La figura muestra un semicirculo de radio 1, diametro horizontal AB y rectas
tangentes en A y B. ;A qué distancia del diametro debe colocarse la recta
horizontal MN para minimizar el area de la regién sombreada?

y minimizando una funcién que dependa del angulo o .

M
Hazlo de dos formas diferentes: minimizando una funciéon dada con una integral / /\
ol
A

Se toma un sistema de ejes perpendiculares con origen en el centro del semicirculo,
cuya ecuacion seria:

y=v1-x? . Sea y = k la ecuacion de la recta MN y se escribe el area sombreada en funcion de k.
Area=2| [ I-xPdx— k1K + k(112 1-x%d
rea = —x“dx - —-k* + —x“dx

J, (11 e

1-k?
U 1- xdx+'[ 1= X2 dx+k — 2k 1 kzl_f(k)

Para obtener el minimo valor de f(x), con k € [0, 1], se calcula su derivada respecto de k.

f'(k)=2{k~\/(_k) kK +1—2[x/1—k2— K H:z{iﬂ—z 1-k2 + 2k*
1

1-k2  A1-k? 1-K2 e 1- K2

V3

=2[1—2 ‘I—kz}.Asipues,f'(k):Osi 1=k = 2 k=

1
2
Asi pues, la recta MN se debe situar a una distancia de - del diametro AB. Se comprueba, posteriormente,

que para ese valor de k, f alcanza el minimo absoluto.
Se resuelve ahora el problema sin utilizar el calculo integral, como indica el enunciado. El area sombreada es:

T o 1 1+1-cosa o T T
2 ————EsenoccosoHTsenoc—E =2 Z—oc+sen(x—sen(xcosoc =f(a)con e O'E

f'(a) = 2[-1 + cos o — cos 20] = 0, si cos 2o — cos o+ 1 =0, es decir, cos? o — sen® 0. — cos o + 1 =0, es decir,

, 1
2cos’ o, — cos o = 0. Asi pues, coso. =0, coso = —

Se nota que el valor cos a. = % corresponde al valor de k = g obtenido por el procedimiento anterior.

1 . .
Se comprueba que cos o = B corresponde efectivamente al minimo absoluto.

Sicoso=—+, o=" yi0)=2" = X_157, f[£]= [E—En} =2[1—£}= 4-m 043
2 3 4 2 2 4 2 4 2
f(ﬁ 2| _T, £_£ -2 ﬁ_l 3‘/5 T 034
3 4 3 2 4 4 12
Asi pues, el minimo valor corresponde a o = g oOk= g

14.108. Demuestra que el recinto encerrado por la parabola f(x) = iz X —%xz ,con a>0y el eje X, tiene area
a a

que no depende de a. ;Cuanto vale esta area? ;Qué curva describen los vértices de estas parabolas?

2a 2 372 3
'[ 2|y | 22X X 2,2 18, 8 4 independiente de a. Los
a a® a® 3 3 3

vértices de estas parabolas son los puntos de abscisa a y ordenada % a-— % a’= 1 , es decir, y = 1
a a a
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14.109. a) Escribe | sen” x dx en términos de J-sen"‘2 x dx . (Indicacion: haz f(x)=sen""'x y g’(x)=senx
e integra por partes).

T T
L] _1¢%

b) Utiliza el apartado anterior para demostrar que I 2sen” xdx =n_-“ 2 sen™2 xdx.
0 n Jo

T
c) Si n es un entero positivo impar, prueba la féormula de Wallis: .'-2 sen” x dx =%7(n;1) .
0 .5.7...

a) jsen” xdx =—-sen™'x cos x + j(n —1)sen”? xcos? xdx = —sen™ 'x cos x + (n — 1)jsen”‘2 x (1 - sen® x)dx =

=—sen""x cos x + (n— 1)J‘sen"‘2 xdx —(n— 1)jsen” xdx

. _ - _ n-1 -
njsen”xdx =—sen™" x cos X+ (n— ‘I)Isen” 2xdx = Isen” xdx=— sen™'x cos x + —— Isen” 2 xdx
n n
e ko b1 e
2 1 i 2 n-1r2 - . 2
b) I sen” xdx = {——sen’”x cosx} + — sen" 2 xdx , es decir, '[ sen” xdx =
0 n 0 n 0 0
n-1z _
— | “sen"? xdx
n 0
Y b1 e b1
2 _ n-3 (2 _ . (2 n-1n-3 (2 _ . .
c) I sen"? xdx = J‘ sen™* xdx , es demr:J sen” xdx = —— sen™* x dx . Reiterando, si
0 n- 0 0 n n-21Jo
e L n-1n-3 n-5 2 (2 n-1n-3 n-5 2
n es un entero positivo impar: | “sen” xdx = —— ... — | “senxdx=—— I
0 n n-2 n-4 3 J n n-2 n-4 3

14.110. Sea f: R — R definida por f(x)= xe'™*.

1
a) Calcula I, = j' f(x) dx .
0

1
Paracada n>1,sea I, =I x"e"* dx.
0

b) Demuestra que si x € [0, 1], entonces x" < x"e"™* < ex".

1
c) Calcula J,, = I x" dx y prueba que si n =1, entonces % <I,< hd 7 Deduce que I, no es un
0 n+

n+
numero entero.

d) Mediante la integracion por partes demuestra que /.., =(n+1)/, - 1.
e) Sea k,=nle-1,. Escribe kn_1 en funcion de k;, y prueba que k, es un nimero entero para todo n.
f) Utilizando los apartados c y d prueba que n!e = k, +/, no es un nimero entero.

g) Demuestra que el nimero e es irracional.
T4 1-x7" o

a)lh= I xe' ¥dx = [—xe ‘XJO + .[ 1.e™dx =e—-2
0 0

b)Sixe [0,1],1<e' ™ <e asique X’<x" e *<e-x
e

3 |1 = e — 2= no enteros

c)

]
s_[x”eHSe- T 1 < _sins2es <<
n+1 0 n+1 n+1 n+1 3

+
1 1 1

d) Iy = J. X" Xdx = [—x"“- eHJO +(n+1) .[ x"eXdx=—-1+(n+1) I,
0 0

e)kni=(n+Ne-hy=n+Ne-n+Dh+1=n+1Nnle-Il]+1=n+1)k,+1paran>1ysin=1,
ki=1le-li=e—(e—2)=2. Asi pues k, es entero paran=> 1.
f) Como, segun c, I, no es entero con n > 1, sigue que nle = k, + I, no es entero con n > 1.

. . . . a , ,
g) Si nle no es entero, e es irracional pues, en caso contrario, e = E , se tomaria n = b y nle seria entero.
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RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

14.1.

14.2.

14.3.

Si f(x) = J. tg*tdt y g(x) = 2x*, entonces (g - f)’ (%) es igual a:
0
A)2r-1 D)n-2
3
1 T
B)3n- — E)1+ —
4 2
C)2rn- 2
3

(T ' T - E
D'(gof)(Zj_g[}(Z)j f(4j
g(¥) = 224 g'(x) = 4x. f(x):J'th“tdt; f(ﬁjzj' Yttt dt = J'Ztgztm +tgzt—1)dt:J‘Ztg2t(1 +1g%t) ot —
0 4 0 0 0

g (EAD j% 2 1 I% > I% 1 F PR L B
—| "tg°tdt=|=tg’t| - 1+tg°t-1)dt= — - 1+tg°t) dt + dt= ——[tgt|4+| t |4=—-1+==
Iog [39 o 0( g ) 3 0( g'1) 0 3[9]0[ JO
_n_ 2

T4 3

Por otra parte, f'(x) = tg*x, con lo que f' [%) =1.

g(f(%D =4(%—§j=n— %.Asi pues, (gof) [%): - %

2n
Sobre la integral j. |sen x|dx se puede afirmar:
0

A) Vale 0. D) Es |-cos 27| + |cos 0].
B) No existe, pues y = |sen x| no es integrable. E) Vale 1.
C) Vale 4.

2n T 2n T 2n
C.J. |senx|dx=J. |senx|dx+J- |senx|dx=J. senxdx—j sen xdx =
0 0 n 0

T

:[—cosx };+[cosx }in: 1+1+1+1=4

Sea funa funcién definida en el intervalo abierto (0, 4) con derivada segunda f" continua. Si f tiene

2
extremos locales en los puntos 1y 2, de la integral / = I x f”(x)dx , se puede asegurar que:
1

A) I=f(2) - f(1) D) I=f(1) - £(2)
B) I=f(1) - f(2) E) I=f(2) - f*(1)
C)I=2f(2)-Ff(1)
2 2
B. /= L x f"(x) dx = [xf’(x) ]12- L f/(x) dx = [xf’(x) Jf- [f(x) ]12:2 (2) - f'(1) - (F(2)—f(1)). Al tener f

extremos locales en 1y 2, es f'(2) =f'(1) = 0 por lo que I = f(1) — f(2).
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Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas:

1 n
14.4. Para cualquier numero natural n=1, 2, 3,..., se llama I,= y t p
01+
A)lh=In2
B)I,>0paracadane N
C) Para cada n € N, se verifica 1 << 1 .
2(n+1) n+1

D) La sucesion I, es creciente.

E) Paracadane N, I, < %

Togn Tt 1 11
B, C, E.Alser] :J' Ut es] =I b dt= 2 In+3)]' = 2 1n 2 porlo que A es falsa.
" o1+ T lo1s e 2[ ( )}o 2 " cporioq

n
Como , t " es mayor o igual que 0O en [0, 1], [, 20, y B es verdadera.
+
T Ten 1 1 1
= I _ dt verifica I o<, < I " dt pues t [0, 1]. Asi pues, ——< I, < —— ,yCes
01+t 0 2 0 2(n+1) n+1
verdadera.

1 4n 1 ¢n+1
In= I t > dt2 I t > dt =Ip+, por lo que la sucesion I, es decreciente, y D es falsa.
01+t o1+t

/_J'1 t” dt<I1 L dt—[arctgt}1 =z con lo que E es verdadera
ot T T Joe? o4 |

14.5. Sea fla funcion definida en [0, ] cuya representacion grafica es la de la figura.

A) .[:f(x)dx >0

B) Io [F(x)|dx = Uo £(x)dx

c) “:f(x)dx

- Iff(x)dx— J':f(x)dx

D) El valor medio de fen [0, 7] es 0.

E) El valor medio de fen [0, ] es inferior a 1.

T
- T
Ay E. La afirmacion A es verdadera pues J 2 f(x)dx > —Jn f(x)dx .
0 e
2

B es falsa, pues J |f(x)|dx>J‘§f(x)dx y < J.Ef(x)dx.
0 0 0

j: F(x)dx

'[ : F(x)dx

C es falsa, pues I f(x)dx > 0 por lo que
0

:J':f(x)dx =Iogf(x)dx +J£f(x)dx -

¢j Ef(x)dx-_[n F(x)dx .
0 2
D es falsa, pues I f(x)dx # 0.
0

E es verdadera ya que J. f(x)dx < I Ef(x)dx < g -2 =, por lo que el valor medio de fen [0, ] es menor
0 0
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1 1
14.6. Seanl=j‘ tcos?(nt)dt y J= j‘ tsen? (nt)dt .
0 0

A)I>0 yJ>0 D) /<1
1 1
B)I-J= — E)I-J sj cos2ntdt
4r 0
C)I+J=1

A, DyE. Aes verdadera pues las funciones continuas (f) = t cos’(nt) y g(t) = t sen’(nt) son no negativas en
el intervalo [0, 1].

1 1 1 1 1
I-Jd= J. t cos (2mt) dt = A [tsen2nt J - isen 2nt dt = A [tsen2nt J +i lcos[2nt J =0,

0 2 0 02mn 2 0 2n 2rn 0
por lo que B es falsa.

1
/+J:J. tdt:%,con lo que C es falsa.
0
1 2 1 1
/:I t cos ntdtsj tdt= E,por lo que D es verdadera.
0 0

1 1
Finalmente, I - J= j t cos (2n t) dtsj cos(2nt) dt, asi que E es también verdadera.
0 0

14.7. Sil= Iz [senx +ﬂ]dx , entonces:
z | cosx senx
cos® sen®
A)I=In 4 4 4 D)l=1|n3
cos% sen% 2
B) /= —In tg[EJ E)I=J'7 2 x
6 z sen2x
C)I=In 3 -2Inv2

senx " COs X
CosXx senx

B, D y E. Una primitiva de la funcién f(x) = es la funcién g(x) = —In cos x + In sen x, es decir

senx o b T 1 1
x)=In =Intg x. Asipues /= |Intgx |* =Intg ——Intg — =-In ——== —=1In 3.
g =In ——==Intg P [g}g g -Intg ¢ N
T T T T T T T
cos— sen— cos— sen— 2cos— sen— sen— 1
La afirmacion A es falsa, pues In 4 Lin 4 _n 4 4 _|n 4 =In 2 _jn—
n T 0 n T TE e
cos— sen— cos— sen— 2cos— sen— sen— 5
6 6 6 6 6 6 3
=In i #* |n\/§ que es la respuesta correcta, la D.
V3
T T b1
B es verdadera, ya que se ha calculado / =1In tg 1 Intg s =-Intg re
Cesfalsapuesln\/g—Zln J2 =In g #In 3.
L4 o 2 2
Finalmente, E también es verdadera, pues /=I ! [ﬂ+ﬂj ax = .[ ¢ wdx =
z | cosx senx T Senxcosx

J'% 2 J‘ 2
= —dX:
z 2sen xcos x z sen2x

ENE]

dx .
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Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:

14.8. Sea funa funcidn continua en [a, b].

b

a) J' f(x)dx| =0 b) f (x) = 0 en [a, b]

A)a o b D) a y b se excluyen entre si.
B)a=b perob=+a E) Nada de lo anterior.

C)b=>aperoa® b

b
C.Sif(x)=0en[a, b], es I f(x)dx =0, por lo que b = a.

2n
Obviamente a # b, como lo justifica I senxdx|=0.
0
Seniala el dato innecesario para contestar:
8
14.9. Para calcular I f(x)dx nos dan estos datos:
0
a) f(x) es periddica de periodo 4 . c)f(x)=xpara0<x<2
b) f(x) es una funcién par . d)fix)=4-xpara2< x<4
A) Puede eliminarse el dato a. D) Puede eliminarse el dato d.
B) Puede eliminarse el dato b. E) No puede eliminarse ningun dato.

C) Puede eliminarse el dato c.

B. Con los datos a, ¢ y d se tiene perfectamente definida la funcién fen [0, 8], pues se tiene en [0, 4] por cy
d, y a nos dice que es periddica de periodo 4. Asi pues, puede eliminarse el dato b.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:

b
14.10. Para decidir el signo de .[ f(x)dx siendo f una funcion continua en [a, b] se sabe que:
a

a)f(a)>0yf‘x)=0en [a, b] b) f(b) >0y f' (x) <0 en [a, b]
A) Cada informacion es suficiente por si sola. D) Son necesarias las dos juntas.
B) a es suficiente por si sola, pero b, no. E) Hacen falta mas datos.

C) b es suficiente por si sola, pero a, no.

A. La informacién a es suficiente por si sola, pues, segun ella, f es creciente en [a, b] y, al ser f(a) > 0, fes

b
positiva en [a, b] con lo que ya se sabe el signo de '[ f(x)dx .

La informacién b también es suficiente por si sola pues, segun ella, f es decreciente en [a, b] y, al ser f(b) >0, f

b
es positiva en [a, b] y ya se tiene, entonces, el signo de '[ f(x)dx .
a
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