RESOLUCION DE ACTIVIDADES

Actividades iniciales

1. Estudia la continuidad y derivabilidad de las funcio-
3
nes f(x) =x - x|y g(x) = Vx?
x2six=0

—x2six<0

o)== {

Estudiamos la continuidad en x = 0.

lim f(x) =lim (x> =0

x—0" x—0"
lim f(x) = lim (x*) =0
x—0+t x—0+

La funcién f(x) es continua en x = 0, luego es continua en to-
da la recta real.
Estudiemos la derivabilidad en x = 0.

f(0+) =[lim fw = lim w=
h—0+ h et L

0

2
£(0) = 1im O+ W =10 _ g, 0+ A7 =0 _

h—=0" h h—0" h
La funcién f{x) es derivable en x = 0, luego es derivable en
toda la recta real.

cg(x)="x2
Esta funcion es continua en toda la recta real.

Estudiemos su derivabilidad en x = 0.

To+n* -0 _
h

20" = lim 80+ =80) _ .,
h—0* h h—0*

0
20 3
=lim Y2~ = jim [P =iim L= 4w
=0t h h—0+ h h=0+ p,

0
20 = tim 8O+ W = _ 1 To—h7 0

h—0" h h—0" h

(=l

=lm L =

n—0-{p,

La funcién g(x) no es derivable en x = 0.

2. Demuestra que la funcion f(x) = 3* es estrictamente
creciente.

Veamos que para todo x; < x, se cumple que 3" < 32
1<X
_ X
xl<x2=>x2—x1>0=>3x‘x2>1=>37>1=>
3%

= 32> 31 = 31 <32

Luego queda probado que la funcidn f(x) = 3* es estrictamen-
te creciente.

3. Expresa en funcion de la longitud de la base el area de
un rectangulo cuyo perimetro vale 20 m. ;Para qué
valor de la base el area es maxima?

Llamando «a» a la altura del rectdngulo y «b» a la base del
mismo, podemos escribir:

20 +20=20=a+b=10=b=10-a

Area=b-a=a(10-a)=10a-a’

La funcién que nos da el drea del rectdngulo es una funcién
cuadrética cuyo valor maximo lo alcanza en el vértice, es de-
cirparaa =5m.
Luego para este valor de la altura, 1a base mide b = 10—-5=5m.
Es decir, la base mide 5 m e igual que la altura.

Actividades de Ensenianza-Aprendizaje

Estudia la monotonia de las siguientes funciones:

o f(x) = 4x — x2 *gx)=-5x+3
-h(x)—% *s(x) = e
() =13 -3 + 5 px)=* =3
x+3
-q(x):Z'x ‘V(X)= Vx“ -9

Para resolver este problema hallamos la derivada primera de
cada una de estas funciones y estudiamos su signo:
cfxX)=dx—-x>=f(x) =4 -2x

4-2x>0=-2x>4=x<2

4-2x<0=>-2x<4=x>2

fes estrictamente creciente en (—%, 2)

fes estrictamente decreciente en (2, +)

cgx)=-5x+3=g'x)=-5<0
g es estrictamente decreciente en todo R

ch =2 == 2
x )
h es estrictamente decreciente en todo R

e S(x)=e¥ = s'(x) =3¢ >0
S es estrictamente creciente en todo R

o) =x>-3x2+5=1'(x) =3x2 - 6x

Para estudiar el signo de e’(x) calculamos sus ceros, que
sonx=0yx=2.

Representamos estos valores en la recta real con lo cual que-
da ésta dividida en tres intervalos, y estudiamos el signo de I
en cada uno de ellos.

+ +
O
O
0

o O

[ es estrictamente creciente en (-0, 0) U (2, +)
[ es estrictamente decreciente en (0, 2)

x-3 :>p'(-x): 6 5
x + 3 x+3)

*px) =

p es estrictamente creciente en todo R

cqgx)=2"=4q'x)=-In2-2"<0
q es estrictamente decreciente en todo R
cv(x)= VxZ -9 =Vv'(x) = =
Vx2-9
v es estrictamente creciente en (0, +)
v es estrictamente decreciente en (-, 0)
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Halla los extremos relativos de las siguientes funciones:
a)y =-x%+6x -5 b)y=x (x-1)

c)y=2x3-15x2+36x-12 d)y=-*—
In x

__ 2 __ 8
ey=_ PP Ny R
2
gy==% ;1 h)y=x-Inx
y=x%-¢e

a)y=—x*+6x-5=y=2x+6
2x+6=0=>x=3
y'=-2=y"(3) < 0 = la funcién dada tiene un maximo
relativo en (3, 4)

b)y=x(x-1)=y=@-1)Gx-1)
(x—l)(3x—1)=0:>x1:1;x2::1),—
y'(1)>0

y =6x—4\yn(%)<0

La funcién tiene un minimo relativo en (1, 0) y un maximo

relativo en (L , i)
3 27

c)y=2x3—15x2+36x-12=y' =6x2-30x + 36
6x2-30x+36=0=x,=3;x,=2

[y 3)>0

\y" 2)<0

La funcién tiene un maximo relativo en (3, 15) y un minimo
relativo en (2, 16).

y'=12x-30

d)yzizy.:lnx—zl
In x (In x)
Inx-1

(In x)z

=0=hx-1=0=x=¢

= 2-1In x% 0" () >0
x - (InxYy

La funcidn tiene un minimo relativo en (e, ¢).

e)y:#zy':i
1+ x2 (1+x2)2

izzo:xzo

(1+x?%

W 12x%2-4

y =X73{y 0)>0
(1+x?)

La funcidn tiene un maximo relativo en (0, 2).

Ny=—f_ oy =180
X242 2 +2)
16 — 8x2
o2 +2)
o _16x* —96x [y (12) <0
«?+2" |y («2)>0

=0=x = 2;x2=—\/§
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La funcién tiene un maximo relativo en el punto (\E, 2@) y
un minimo relativo en el punto (—\/5 ,—2V2 ) .

g)y=)527+1=>y'=xzi_1
X )(2
2
x" -1 =0=x=Lx,=-1
Y
y”=l’y"(1)>0
<o

La funcién tiene un minimo relativo en el punto (1, 2) y un
maximo relativo en el punto (-1, -2).

hy=xlhx=y=mhx+1
Inx+1=0
No tiene solucién esta ecuacion, por tanto esta funcién no
tiene ni maximos ni minimos relativos.

)y=x>-e=y =2xe"+x’e
e +x2ef=0=x,=0;x,-2

" O O
y"=ex(2+4x+x2)’y ©)>
y'(=2)<0

La funcién tiene un maximo relativo en el punto (—2, —) y
un minimo relativo en el punto (0, 0).

Halla el valor de a para que la funcién f(x) = x> - 6x +a
tenga un minimo de valor -1.

fx)=x*-6x+a=f(x)=2x-6

2x-6=0=>x=3

ffx)=2=7@3)>0

La funcién tiene un minimo relativo en el punto (3, —1), lue-
go este punto debe verificar la funcién:

—1:9—18+a:>

[4] Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva
y =x3 - 6x? + 16x — 11 en su punto de inflexién.

Hallemos el punto de inflexién de la curva
y=x3—6x2+ 16x—-11

y =3x2-12x+ 16

yY=6x-12 y"=6
6x-12=0=x=2;y"(2)=0

Luego el punto de inflexion es (2, 5)

La ecuacioén de la recta tangente en (2, 5) es:

y=5=y2)- x-2)=>y-5=4(x-2)=4x-y-3=0

Halla b y ¢ para que la curva y = x3 + bx + ¢ tenga un
maximo relativo en el punto (0, 4).

La funcién f(x) = x> + bx + ¢ tiene un maximo relativo en el
punto (0, 4), por tanto:

a)f0)=4d=4=c

b)f()=0;fx)=3x2+b=0=b

Luegoc=4;b=0



[6] Halla g, b, y ¢ de manera que la funcion
f(x) = ax? + bx + ¢ tenga un minimo relativo
en el punto (6, —12) y se anule parax = 8.

Que la funcién f(x) = ax? + bx + ¢ tiene un minimo relativo
en el punto (6, —12) significa que:
a)f(6)=—12=-12=36a+6b + ¢
b)f(6)=0;f(x)=2ax+b=0=12a+b

Como se anula para x = 8 = 64a + 8b + ¢ = 0. Resolviendo
el sistema, obtenemos a, b, c.

12a+b=0 a=73
36a+6b+c=—12/='b=—36
64a+8b+c=0 c=96

Sea f una funcién estrictamente decreciente y derivable
en todo R. ;Puede ser f'(x) = 0 en algiin punto x? ;Puede
ser f'(x) > 0 en algin punto x? Razona las respuestas.

Si f'es estrictamente decreciente en todo R, entonces
fx)<O0OVxER.

Sea f una funcion derivable que presenta maximo en
un punto de abscisa x,. ;Qué posicion, respecto de los
ejes coordenados, presenta la recta tangente en x,?

Si ftiene un maximo en P(xy, f{xy)) = f(xy) = 0 =, la recta
tangente en P es paralela al eje de abscisas y perpendicular al
eje de ordenadas.

[9] Si una funcion f es tal que en un punto de abscisa
x = a, verifica:
f@=f"@=f"@=0yf""(@a)=0

2 Qué particularidad presenta la funcion en ese punto?

La funcién tiene un extremo relativo (mdximo o minimo) en

(a, fla)).

Si una funcion continua tiene un maximo y un mini-
mo relativos, ;puede ser el valor del minimo mayor
que el valor correspondiente al maximo?

y=1x)

f presenta un mini-
mo en el punto de
abscisa xy y un ma-
ximo en el punto
de abscisa x;.

Por definicién de minimo V x € E (xg, E) = flix) > fixy), luego
como x; + 0 € E (xg, E) = fix; + 0) > f{x) y como por defi-
nicién de maximo f{x;) > fix; + ), entonces se verifica que
Sfx1) > fixg) = el valor del maximo es mayor que el del minimo.

Demuestra que la funcién cuadratica f(x) = ax? + bx + ¢
tiene siempre extremo relativo en su vértice, siendo
maximo si a es negativo y minimo si a es positivo.

El vértice de la funcion f{x) = ax* + bx + c es:

2
V(_b,—b —4ac)
2a 4a

fx)=2ax+b

f (ﬂ) - za(i
2a 2a
vértice, pues su derivada primera se anula en €l.

f,(x)_za:’f'(x)>0sia>0
o

+ b = 0= f tiene extremo relativo en su

f'x) <0sia<0

Por tanto, si @ > 0, entonces la funcién presenta un minimo
en el vértice y si a < 0 presenta un maximo en el vértice.

Una funcion polinémica de tercer grado tiene siem-
pre un punto de inflexiéon. Razénalo.

fx) = ax® + bx> + cx +d
f(x)=3ax?+2bx + ¢
-2b

f'x)=6ax+2b=0=>x= ==
6a
f"'(x) = 6a = 0 Vx, luego para

X= _ﬁ:”m (_@)zoyf"(ﬂ)# C
6a 6a 6a
Es decir, la funcién f{x) tiene siempre un punto de inflexién
en
_-2b
xX="—"
6a

Estudia el tipo de concavidad y la existencia o no de
puntos de inflexion en las siguientes funciones:

@) fix) = 22 - 9% b fix)=2
d)fx)=Vx2+4
NxX)=ln(x+4)

) fx)=x*-12x2+8

e) flx) = xe ™™

a) f(x) = 2x3 — 9x?
Fx)=6x*—18x=f'(x) = 12x - 18

fx)=12x-18>0= x> %
f)=12x-18<0=x< %
fes concava hacia las y positivas en (% , +oo)
y céncava hacia las y negativas en (-oo, i)

2

Enx= % presenta un punto de inflexién en
3rGD=6-=)
2 2 2 2
b)fw) =2
f)=- x% = f(x) = x%
Six >0 = f"(x) >0 = fes concava hacia las y positivas en

(0, +0)
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Six < 0= f"(x) <0 = fes concava hacia las y negativas en
(_009 O)
No existe punto de inflexion.

c) fix) = *-12x2+ 8
f(x) =4x3 - 24x = f'(x) = 1242 - 24
Estudiamos el signo de f'(x) = 12x2 — 24.

+ - +

O O

= Wz
U (472, +)

fes concava hacia las y positivas en (—00, —\/5)
y céncava hacia las y negativas en (—\/5, \/5) .

Esta funcién tiene dos puntos de inflexién en (\/5 —12) y

(w2, -12).
d)fo)=Vx? + 4

- X ! - 4
fx) m:f(X) Vateay

fes concava hacia las y positivas en toda la recta real, pues
f'(x)>0Vx
No existen puntos de inflexion.

e)fix)=x-e**

f)=e?-2xeF=f(x)=-de X +4xe ™ =f"(x) =

=e 2 (4x-4)

fes concava hacia las y positivas en (+1, +) y cédncava ha-
cia las y negativas en (-0, 1), f tiene un punto de inflexién
en (1, e?).

Hfx) =In(x +4)

fay =1 =pm="1
x+4 (x + 4)

f es concava hacia las y negativas en toda la recta real, pues
f"(x) <0 Vx. No existen puntos de inflexién.

Calcula los limites siguientes:

b) lim {cos ()17)?

. X - sen x
a) lim >~ 2% %

x_,o x X =00
) lim X COS X — sen X g5y {%_ 12 }
=0 x3 x=0 Lx sen” x
+ sen (1) cose
x“ -+ sen [+ c
. , osec
e)lim — X~ plim [1+ sen x| «
0 sen x x=0
I1] 2 _ x* . x
g)'im [x?-2x] h) lim x [Vb -1 ]
x—) Yt
i) lim [tg x|°*
-
0 0
a) Jim X senx 0 ., 1l—-cosx O
=0 x3 L'Hopital =0 3x2 L'Hopital
0 0
9 im senx 9 imcosx —1
L'Hopital =0  6x L'Hopital =0 6 6

X1 im x|cos (L) -
b) lim {cos(l)} 1= exl_w { (x) 1}
X

Y—>4-00
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Calculamos el limite del exponente aparte:

1 0
o —0 cos|+] -1 =
lim x {cos (1—)— IJ = Ilim i 2
X—+00 X X0 1

X

L'Hépital

olo
|
%5}
Q
S
—
= =
N —
P
|
N|’_‘
S —

-

CHEital lim
opital 1

Por tanto, el limite pedido vale:
lim {cos (L)T =¥ =1
X

X—>00

[=l{=}

. X -COSX—Ssenx . COSX —X SenX — CcoS X
c)lim>~——2__“""— :

3 L'Hopital

x—0 X x—0 3x 2

1 (=]l

. —senx . —cosx _—1
=lim =_1

= i
w0 3x MHoRlLg 3 3

| ol

(11
d) lim (72—

© - sen®x —x?
= lim~—/]——~_
x—=0 \x° sen” x

0 x2 sen2x L'Hopital

| clo

0

, 2 senx cos x — 2x 0
L'Hépital Lim
opital

2x ser x + 2x?% senx - cos x LHopial

| ol

coSZx—sean—l

lim
L'Hopita 10 4x senx cosx + x° cos2 x —x? sem x

| olo

cos2x — 1

=0 2x - sen2x + x2 - cos 2x LHopital

-2 sen 2x

| olo

= Ilim =
LHopital 5 2 sen 2x + 6x cos 2x — 2x % sen 2x LHopital

| Sle

—4 cos 2x 4 2

= lim
LHOpital 5 10 cos 2x — 16x sen2x — 4x? cos2x 10 5

) 2x - sen}?— cos ()17)

L'Hopital Y—sl) CcOS X

.X2 - sen (L)

X =_1

>|| oo

e) lim
y—{) sen x

cosec x l°c lim €98€C X (] + sen x — 1)
= €x-0 -

£ lim (1 + senx)
x—0

lim _senx 1
=e,>02senx =¢y

g) lim (x* 2x) = Ha01enddl/l =lim (x? 2x))62
x—0 x—0

y tomando logaritmos, obtenemos:

00—

. 2 X2 . 2 2
lim (x© - 2x) } =limx”-In(x°-2x) =
x—0 x—0

InM=1In

2x -2

00— 2 0 2
_ ll,mln(x -2x) 9 lim —-2x _

L'Hépital

(=]

x—0 L x—0 -2
2 =
3
=ll,m—2(x—1)-x _
=0  2x(x-2)



Por tanto,In M = 0= M =lim (x> - 2X)X2 =1

x—0
. w0
h) lim x['VZ— 1} =lim x[bal?— 1} =
X—>+00 X—>00
=0 g 0 b}?'lnb'(%)
= Iim22=> = Iim - X =)
. 1 L'Hopital oo |
X—>+ 1 X
; 8

cos x

i) lim (tg x) «” = Llamando:

1T
2
M = lim (tg x)*” "y tomando logaritmos:

ot
x— L
2

0 @
InM=1lim cosx -In(tgx) = lim tn (ig x) L'Homital
I T 1 pital
2 2 cosx

1 +1g2x

8|8

= lim 18Xy cosx
L'Hopital o+ senx. o Sem x
I (I
2 cos2 x 2
Por tanto,In M = 0= M =lim (tg x)cosx -1

m+
=1l
2

. .. .. 2 _
Estudia el crecimiento de la funciéon f(x) = 2x°-3x
X
e
Determina, si existen, sus maximos y minimos relativos.

Estudiamos el signo de la derivada primera para ver el creci-
miento de la funcién:

):(4x—3) e —e"(2x* -3x) _2x*+7x-3

er e~

flx

Como el denominador es siempre positivo, estudiamos el
signo del numerador:
232+ Tx-3=0=x,=3; x,=

N =

- +

O

3

0= C

f(x) es estrictamente creciente en (1— , 3)
2
f(x) es estrictamente decreciente en (-00, L) U @3, +x)
2

Los extremos relativos son x; = % x, = 3. Para ver si son

maximos o minimos relativos hallamos la derivada segunda
oy _2x2—11x + 10
f'(x) = _—
f'(3) < 0 = f(x) tiene maximo relati-
vo en el punto (3, 2)
&3

f (;—) > 0 = f(x) tiene un minimo relativo en el punto

1 _ 1
2’ el?

Descompoén el niimero 48 en dos sumando tales que
el quintuplo del cuadrado del primero mas el séxtu-
plo del cuadrado del segundo sea minimo.

Sean x y 48 — x los nimeros que hemos de buscar.
La funcién a optimizar es S (x) = 5x% + 6 (48 — x)?
= S(x) = 11x> - 576x + 13824

S'x) = 22x— 576 = 22x — 576 = 0 = x = %

S"(x)=22=S8" (&) >0=enx= 288
11 11
la funcién S(x) presenta un minimo.

288 |, 240

Los nimeros buscados son: 1 y ¥

Halla el nimero positivo cuya suma con 4 veces su
reciproco sea minima.
La funcién a optimizar es:
2
S(x) =x +4 =x"+4
X X

_x?—4 __x*-4

2 x2

S'(x) =0=x=2; x,=-2

S"(x) =% = 5"(2)>0yS8"(-2)<0
X

La funcién S(x) presenta un minimo en x = 2.
El nimero buscado es x = 2.

Halla las dimensiones del rectangulo de drea maxi-
ma inscrito en una circunferencia de 20 cm de ra-
dio.

“ La funcién a optimi-
zaresA=x-y.

Como x2 + y2 = 1600 = y = Y1600 — x2
= A(x)=x V1600 - x> =V1600 x* — x*
3200 x —4x>  _ 1600 — 2x*
2 V1600 x> —x* V1600 — x2

1600 —2x2=0=>x=+20 V2
2x3 — 4800 x
(1600 — x2) V1600 — x>
A" (20V2) <0y A" (-20V2)>0

La funcién A(x) es médxima para x = 20 V2 e y=120 V2. Por
lo cual el rectdngulo de drea maxima es un cuadrado.

A'x) =

A"(x) =
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Se considera una venta-
na rectangular en la que
el lado superior ha sido
sustituido por un trian-
gulo equilatero como in-
dica la figura. Sabiendo
que el perimetro de la
ventana es de 6,6 m, ha-
lla sus dimensiones para
que su superficie sea ma-
xima.

La funcién a optimizar es:

y-yV3

A=x-y+
Y 4

6,6 — 3y
2
La funcién a optimizar en una sola variable es:

6,6y —3y> V3’ 13,2y — 6y2 + V3y?

Como 2x + 3y =6,6 = x =

AG) = — A() =
2 4 4
Ay = 132120423y 435 154 0Ey 0=
4
—y= 132 sy
12-273
A ="12428 415 <0

Luego la superficie es mdxima paray=1,5m x=1,05m
La ventana es un rectdngulo de base 1,5 m y altura 1,05 my
un tridngulo equildtero de lado 1,5 m.

Halla los maximos y minimos relativos y puntos de
inflexion de la funcion:
fx) =sen 2x
fx)=2cos2x=2cos2x=0=cos 2x=0=

fzx=H+K.2H=x=E+HK

_ 2 4

\2x=3£+2r11(zx=3£+n1(
2 4

f'(x) =4 sen 2x

f(x) tiene méaximo relativo en todos los puntos de abscisa

x=1 4k y minimo relativo en todos los puntos de abs-

4
cisax = m+HK
4
f'x)y=-4sen2x=0=sen2x=0=
[2x=0+2H1< x=0+IIK
= =

\2x=n+2HK 2ax=IL+ I K

2
f'(x) =-8 cos 2x
Como f" (0 + TIK) = - y f (H + IT K) = ( entonces la fun-

2
cién f(x) tiene punto de inflexion en todos los puntos de abs-
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cisax=0+IIKyx= % + IIK, es decir, en todos los puntos

de abscisax =0 + % K

Halla el valor de K que hace que la funcién f(x)
X
= 297 tenga un extremo relativo vinico. ;Se trata
x“+ K

de un maximo o un minimo relativo?

__ e
f(X)_x2+K

_ex(x2—2x+10
T0== iy

e* (x> —2x + K) = 0 = x> — 2x + K = 0 = para que existe una
unica solucién se debe verificar que K = 1 = la solucién
Unicaes x = 1.

0= =0
o1y N
' _ex(x—l)(x3—3x2+5x+l) D0
[ = W+ 1) =f'(1)=
o €N —6x7 + 210" —36x° + 15x% + 18x -5)
f'x) = (xz + l)4 =
=f"(1)>0

Por tanto, en x = 1 no hay ni mdximo ni minimo relativo.

Sea la funcién f tal que:
«f)=1
«f)=2
M) =11 =fD(1) =0
* fO(1) = 40
o f0 =_120
Entonces en x = 1 ;hay maximo o minimo?, ;es cre-
ciente o decreciente?, ;tiene algin punto de inflexion?

En x = 1 no hay ni mdximo ni minimo relativo.
Esta funcién presenta un punto de inflexién en (1, 1).
La funcién es creciente en x = 1.

Dada la funcién f(x) = x (x - 1)
a) Estudia su monotonia.
b) Halla sus extremos relativos.
¢) Estudia el tipo de concavidad.
d) Halla si existen los puntos de inflexion.

a) flx) =x (x—1)°
) == 1)?*(@x-1).

Estudiamos el signo de f(x):

fO=0=x-1)?@x-1)=0=x=1; x=

N

— + +

O

1

&= 0

fO)<0 f (;—) >0 f2)>0



f es estrictamente creciente en (i , 1) U (1, +) y fes es-

trictamente decreciente en (—00, L)
4

b)fx)=(x-12@x-1);x-12¢@x-1)=0=

1
=>X1=1;X2=7

4
f)=x-1)(12x-6)
S =0
(L
f (4) >0
ftiene un minimo relativo en (L , ﬂ)
4 256

o) f'(x)=(x-1) (12x - 6);
Estudiamos el signo de la derivada segunda: x=1 x=

- +
Ay

1

1

= O+

ro>o0 s (3o re>o
fes concava hacia las y positivas en (—00, %) U (1, +x) y fes

céncava hacia las y negativas en (% ) 1).

A =Gx-1)12x-6);:(x-1)(12x=6)=0

=X = 1 Xy = ;7

f'(x)=24x-18

" (l) = 0 = f tiene un punto de inflexién en (L ) i)
2 2 16

f"(1) = 0 pero como f(1) = f'(1) =0 = en x = 1 f no tiene
punto de inflexion.

Halla las dimensiones que hacen minimo el coste de
un contenedor que tiene forma de ortoedro sabiendo
que el volumen ha de ser de 9 m?, su altura 1 m y el
coste de costruccién por m? es de 5.000 pesetas para
la base, 6.000 pesetas para la tapa y 4.000 pesetas pa-
ra cada lateral.

Llamamos x e y a las dimensiones de la base del ortoedro. La
funcidén a optimizar es:
C=5000-x-y+6000x-y+4000-2-y-1+4000-2-x-1
Comox-y-1:9:>y=%

La funcién a optimizar en una sola variable es:
C(x) = 45 000 + 54 000 + 72000 1 8 000 x =

o C(x) 8.000x +99 000 x + 72 000
X

8 000 x2 - 72 000

5 =8000x2-72000=0=x = +3

C'(x) =
X
C"(x) = 14 4000
X3
C" (3) > 0 = el coste del contenedor es minimo para x = 3m,

y = 3m; es decir, el contenedor es un prisma de base cuadra-
da de lado 3 m y altura 1 m.

En la funcién f(x) = ax3 + bx + c hallaa, b y ¢ para
que la funciéon tenga un maximo relativo en x = 1y
un punto de inflexion en (0, 0).

Si la funcién f{x) tiene un maximo relativo en x = 1, entonces
cumple que f(1) =0y f'(1) < 0.
f=3ax*+b=f1)=3a+b=3a+b=0.

Si la funcidn f(x) tiene un punto de inflexién en (0, 0) entonces
se cumple: f'(0) =0y f(0)=0/'(x) =6ax=f"(0)=0=0=0
f(0)=c=c=0.

Hay infinitas soluciones para a, b, ¢

fczO
\3a+b=0

y ademds con a < 0 para que efectivamente en x = 1 exista
un maximo relativo.

Todas las que verifiquen que

Una hoja de papel debe contener 18 cm? de texto im-
preso, margenes superior e inferior de 2 cm de altura
y margenes laterales de 1 cm de anchura. Obtén ra-
zonadamente las dimensiones que minimizan la su-
perficie de papel.

................................

Llamando x, y a las dimensiones del texto impreso, obtene-
mos que la funcién de optimizacién buscada es:

S=0+4) x+2)=xy+2y+4x+8
Expresando esta funcién en una sola variable mediante

x-y=18:>y:%

S(r) = 18 +30 4 4y + 8 = S(x) =4x” +26x + 36
X X

2 2
$i =47 =36 4x2 36

X X

S"(x) = ;77% y §"(3)>0

=0=x=42%3
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Por tanto, la superficie de la hoja es minima para x = 3 cm
y =6 cm, es decir, la hoja tendra por dimensiones:

X+ 2 =5 cm de anchura

y+4 =10 cm de altura

Divide un segmento de 6 cm de longitud en dos par-
tes tales que sea minima la suma de las areas de los
triangulos equilateros construidos sobre ellas.

X 6—x
Llamando x a una de las partes, la otra tendrd por longitud 6 — x.
La altura de un tridngulo equilatero de lado 1 unidades viene

dada por: 1 W unidades.

La funcién a optlmizar es:

x'& (6_x)'(6—x)\/§

S(x) = 22 + =ﬁ(2x2—12x+36)

2

\ﬁ

S'(x) = (4x—12)=>4x—12 0=x=3cm

S"(x) = g 4=v3 =5"(3)>0

Por tanto, la funcién se hace minima para x = 3 cm.
Luego el segmento dado se divide en dos partes iguales de
longitud 3 cm cada una de ellas.

Halla las dimensiones de un depésito abierto supe-
riormente en forma de prisma recto de base cuadra-
da, de 500 m? de capacidad y que tenga un revesti-
miento de coste minimo.

Llamando x al lado de la base del prisma e y a su altura, ob-
tenemos que la funcién a optimizar es:

C=x>+4xy
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Como el volumen es de 500 m3, tenemos que
X y=500=y= 500

X

La funcién a optimizar, en una sola variable, es:

C(x)=x*+ —20)?0

:O:}x:

2r - 2000 — 2x% = 2000 _ 2x* — 2000

X X'2 )C2

=11000 = x=10m

Cc'ey=2+ %0 ca0)>0
I

C'(x) =

Por tanto, el coste es minimo para un depdsito de 10 m de la-
do de la base y de y = 5 m de altura.

Calcula los siguientes limites:

1_ 17}

T b) lim [x -1]-

x—=1+

a) lim

tg {@}
x—=0+ X 2

x 1
c) lim {M}x a>ly b>1 d)lim [1- cos 2x]tgH
x=0 2 x—T1

e) lim |2+ ex—1 sz f) lim [x + a*]x; a>1

X400
g lim |2 _ 2 } h) lim x'n C-)
s S€0 X TI- x ot

i) lim {17- L}

=1t ln x x-1

0
0 — 00 X 0_
-1 1 7, et-1-x 0
a) lim |-~ x = lim x L'Hopital
=0t [ X et -1 x>0t x ¥ —x P
0 0
0 . e" -1 0 . x
LHapital -7 L'Hopital Lim < =1
opal o o+ ¥ + x e¥ — 1 FHOPAl 54 20" + x ¥ 2
0 - o x-1- sen(nx) %
b) lim (x—1) - 1g (ILX) = lim 2] =
x—1+ 2 x—1* cos (Hx ) opital
% sen(H—x)+(x—1)~H-cos(H—x)
L'Hopital lim 2 2 2r=-2
opital
I _I. Sen(Hx)
2
1l 1° 1o 1 ( aX+b* _ 1) lim @ X+h¥-2 %
. - im L.
c) lim (7‘1)( +b )X = €ex—>0* :ex—>0 2x L'Honital
=0 2 opita
% lim @5n a+b*-Inb I nb
i _— na+ ln
= 2 2 =e 5 =elnlab = /g p

ol €x—0
L'Hopital

1
d) lim (1 = cos 2x)ys ()
X—TT
Este limite presenta la indeterminacién 0°. Para resolverla
tomamos logaritmos neperianos.

1 1
M =1lim (1 - cos 2xys(5) = In M =In|lim (1 — cos 2x)s (3)| =
=TI =TI



© 2 sen 2x
- 4 sen2x - cos® (i) 0
. In (1 - cos 2x) ;o l-cos2x _,, 7] 0
= lim L Hopital =lim L Hopital
T t X Opital - 1 1 -l 1 —cos$ 2X Opital
2 2 cos? ()i)
2
% 8 cos 2x - cos* ()i) -4 cos (L) sen (i) - sen 2x %
~  J7 2 2 2 Z
L'Hopital P +2 sen 2x L'Hopital
% 4 cos2x - cos?® ()L) — 2 sen x- sen?2x %
hl . 2 hl
L'Hopital X1 sen 2x L'Hopital
2
% -8 sen2x - cos” (Ji) -2 c082x - senx -2 cos x sen2x -4 cos 2x - senx
i lim =
P 2 cos 2x

1
=0=>iImM=0=>M=¢"=1=lim (1 - cos2x)z(}) = 1
x—T1

I
. 1 2x 1% jim 2x-\2ex-1-1
e) lim (2 ex — l) = Croio ( ! )=

X—>00
1 2e0-2 0 e (%)
. . ex - = .
=e lim 2x- (26; - 2) 00—0 exl—l:’:-oo)ti 0— exl—l:zw 1 * = e4
T - 2x  L'Hépital 2x -

 lim (x + ax))l?
X—+00

Este limite presenta la indeterminacién o, Para resolverlo,
tomamos logaritmos neperianos:

M = lim (x+ax);l?=>lnM=ln{lz’m (x +a")x| =

X—>00 X—>+00
oo o]
o In(x+ay) 7 . 1+d-lna °~
=lim —— =2 = lim —— "= =
R X L'Hopital . x+a L'Hopital
o] fee]
£ x 2 » X 3
” . at-(Ina - . at - (Ina —Ina
L'Hopital o 1 +a - Ina L'Hopital x>0 F (li’l a)
Luegocomo/ln M =Ilna=M=a
Por tanto, el limite pedido es:
. 0y L
lim (x + a)x =a
X—>+00
ee) 0 Q
. ~F g, 2l -2x—-2senx 0
g) lim ( 2 _ 2 ) = Ilim LHital
wor SERXTT - x ot (I =x) - senx opita
0 0
0 . -2-2cosx 0
L'Hopital lim L'Hopital
opital o+ —sen x + (I1 — x) cos x -Hopa
0
0 2
- sen x =0

L'Hopital lim
ol i+ —cos x— cosx — (Il — x) senx

/’l) lim xln (2—¢€")
x—=0*
Este limite presenta la indeterminacién 0°. Resolvemos esta

indeterminacién tomando logaritmos neperianos:

M =1lim x"C~=In M=In|lim x"?~ | =
x=0* x—=0+

8|8

0- o

=limIn@2-¢9 Inx = lim—lnx =

=0+ =0t 1 Opita

In(2-¢%

hd 5 0

o]

* m Q2-eHn-2-¢9 0O
L'Hopital 0+ X -e* L'Hopital

2 2

0 im —-"ln“2-e)-2e"In2-¢" _
L'Hopital ~ o\ e+ x et

Por tanto: In M= 0= M = 1= [im x"?-¢) =]

x—=0F
oo foel Q
L gs 1 1 ) Y x-1-Inx O
i) llm(——i = Ilim>~————= =
—1t\nx x-1 x=1* (x — 1) [ x LHOpit
¢ -1 L
. . X —
= lim X =lim =
L'Hopital o+ -1 st xmx+x—1 L'Hopital
Inx+=——
0
0
_— im 1 1
oaly ivlnx+1+1 2

Halla a para que la siguiente funcién sea continua:

2 .
wg x>0

X
fx) = . )
In 1+ x°)— asi x<0
Estudiamos la continuidad en x = 0.
0 0
2 0 0
lim f(x) = lim $€"X = [im 2 sen x cosx  —
o0t rs0+  y2 LHopial "o 2y L'Hopital
0
0 P coszx—senzx_l

L'Hopital 0+ 1

lim fx)=1lim In (1 + x*)—a=-a

x—=0* x—0%

Por tanto, esta funcién es continua en x = 0 siempre y cuan-
do a=-1, ya que para

a=—-1= lim f(x)=lim f(x)=f0)
x—0* X—0—

Calcula la longitud maxima que puede darse a una
viga para pasarla horizontalmente de una calle de
anchura a a otra perpendicular de anchura b.

Sea AB la viga.
. A Fijamos unos ejes de coorde-
a nadas cartesianas de centro en

0. Respecto a estos ejes coor-
denados, los puntos A, C, B
tienen de coordenadas C (-b, 0)
B (0, ¢). El punto A estd en la
interseccion de la recta CB con
y=a.
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rCBEcx—by+cb=0\=>A

(ba—cb )
,a
y:a

La longitud de la viga es:

d(A, B) = vba cb\
2

-3 —ab

2
b” + c?

+(a = C)Vb +c?

d(A,B)= 3+C3+ab2=()3c=_vabz

Para ¢ = — ab* 1a funcién tiene un minimo, por tanto, la
longitud méxima es la distancia del punto A al B, siendo

A (—m- b, a) y B (O, —W)

a5y =\ o)+ (a7 - A +17)
La longitud maxima es: \/(W + W)S
Otra forma:
b? x_b_ y=ab
:v a 'y X
y

I=Vd® +x7 + \{b2+y2 =Va? + x? (1+[l)
X

= x3 - bd®

x2

=x?_ba’>=0=x = ba?®

a +x

Para este valor de x, esta funcién se hace minima, por tanto,
la longitud méxima de la viga viene dada por:

l=Va2+W(1+L)=(W+W)3m

ba®

Actividades propuestas en pruebas de acceso
a la Universidad

Un segmento de longitud 5 cm apoya sus extremos en
los semiejes positivos OX y OY, de manera que forma
con éstos un triangulo rectangulo. Halla las dimensio-
nes del triangulo de area maxima asi construido.

Llamamos a y b a los catetos
del tridngulo rectdngulo. La
funcién a optimizar es

A=1—a~b
2
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Como a2 + h?=25=bh=(25—-a*> . Por tanto,
A (cz)z%a\(ZS—a2
2a* 25 — 24°

A@=LV25-a> + —= =
2

2
2V25 -4 V2 2
3
A" (@=L 2a° =75 a
2 25-aAHV25-4°
A"(m)<0
2

Por tanto, las dimensiones del tridngulo de drea maxima bus-
cado son

a=%cm b=%cm

Halla los intervalos de crecimiento y decrecimien-

to, maximos y minimos relativos y absolutos de

_1 ;}

f&x) =x%-2| x|+ 2 en el intervalo )

2

2_2x+2six=0
f(x):x2—2|x|+2=’x rresix=

lx2+2x+28ix<0

: 1 3
{x) en el intervalo |— =, f} es:
R 2 2
Monétona creciente en (—% , O) U (1, %)

Monétona decreciente en (0, 1)

Tiene un minimo relativo en (1, 1), pues
f)=2x-2=0=x=1(x=0)

f'(x)=2=1"(1) > 0= Minimo (1, 1).

En x = 1 tiene un minimo absoluto que vale 1, como pode-
mos ver a través de la gréfica.

1 0 3
2

1
2

Se considera la funcion f, definida en R, por:
foo) =

; six=0
1+ ex
JS0)=0

Estudia su continuidad y derivabilidad en x = 0.

* Veamos la continuidad de f(x) en x = 0.

lim f(x) = lim = 0 =(0)
x—=0* =0t 1 + €x




lim fix) = lim —& 1
x=0- x=0- 1 +ex

=0 =A0)

La funcién f(x) es continua en x = 0, pues es continua por la
derecha y por la izquierda.

* Veamos la derivabilidad de f{x) en x = 0.

_h 9
0% = 1im TO+M=FO) _yp Lben  _
h—0+ h h—0* h
=lim —1 =0
h=0%1 + ey
h___o
f(07) =lim f(O +h) —f(O) = lim 1+ e[ll -
h—0- h—0- h
= lim —1 = 1
h=0"1 + ey

f(x) no es derivable en x = 0, pues existen las derivadas late-
rales pero no coinciden.

A un vendedor de ordenadores le cuesta 140.000 pe-
setas cada modelo de la marca PCHE-COMP. Ha
comprobado que, al precio de 240.000 pesetas uni-
dad, vende 30 ordenadores mensualmente y que por
cada 2.000 pesetas de descuento en el precio puede
vender 3 unidades mas al mes. Halla a qué precio de-
be venderlos para obtener el maximo beneficio posi-
ble.

Con un descuento de (2 000 - n) ptas. vendera 3n + 30 orde-
nadores cada mes. La funcién a optimizar que nos dara el be-
neficio es:

B(n) = (240 000 — 140 000 — 2 000 - n) - (3n + 30)

B(n) = -6 000n? + 240 000x + 3 000 000
B'(n)=-12000n+240000=0=n=20

B"(n) =-12 000 = B"(20) < 0 = que para n = 20 el benefi-
cio es maximo.

El precio a que debe venderlos es P =240 000 — 2 000 - 20 =
200 000 ptas. cada ordenador.

Estudia el dominio de la funcién f(x) = w y
x
determina los intervalos de crecimiento y decreci-

miento.

Domf={xER |x>0}=(0,+x)
Determinamos la monotonia estudiando el signo f'(x).

£x) :—2 Inx-3

x3

«—t+— e —— »
O O
O O

e

O

e

. . _3
f(X) es estrictamente creciente en (0, e 2)

. . -3
y estrictamente decreciente en (e 2, +°°)

Estudia los intervalos de monotonia y los extremos de

la funcion f(x) =

lnxx . Como aplicacién, prueba que

si x > 0 entonces x° < e*.

* Determinamos la monotonia de f{(x) estudiando el signo de

_1-Inx
=171

o F— "
U J
(0] e

f(x) es estrictamente creciente en (0, e) y estrictamente de-
creciente en (e, +).

¢ Determinemos los extremos:

fo=1=x cos1m=0=a=e
X

f1x) = % :f'(e) < 0.
X

f{x) tiene un méximo relativo en el punto (e, L)
e

La funcién f{x) s6lo estd definida para x > O por la monotonia

y la existencia de mdximo en (e, 1—) , podemos escribir que
e
foysl=Inx ¢ L2eln)csx=>ln)cesx:>
e X e

1) Enuncia, en funcién de la derivada segunda, las
condiciones de concavidad o concavidad hacia las y
positivas y convexidad (o concavidad hacia las y ne-
gativas) en un punto.

2) Siendo f(x) = e * (x2 + 4x + 3), calcula:
* Los intervalos en los que f es concava.
¢ Los intervalos en los que f es convexa.

1) En el libro de texto se pueden ver los enunciados pedidos.
2) fix) = e - (% + 4x + 3).

Para estudiar la concavidad de esta funcién vemos el signo
de la derivada segunda.

fO=e*(—x2-2x+1)

fix)=e*(x*-3)

R e S
J U

3 +3

f(x) es concava hacia las y positivas si f'(x) > 0, es decir en
(-00, —@) U (+\E, +00)’ y céncava hacia las y negativas si
f'(x) <0, es decir, en (_ﬁ, +3) .

Determina a y b para que el siguiente limite exista y
sea finito:

lim In 1+ x)+ ax + bx?
x—0 sen’ x

L ta+2bx
im 1 +x2
=0 3 sen” x - cosx

0
In(1+x)+ax+bx*> 0

lim 3 L'Hbpital
x—0 sen” x opita

Si a = —1 este limite tiende a infinito. Por tanto,
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L 142«
lfm1+x

0 3 sen’ x- cosx

0
0
L'Hopital
1 + 2b

1+
2

ol

3

L'Hopital x—3sen’ x

x—0 6 sen x- cos

Si 2b = +1, este limite es infinito. Por tanto, para
obtenemos:

-1

>+ 1 0
) (1+x) 9
lim 5 3 L'Honit
x=0 6 sen x- cos® x — 3 sen> x “HoP
0 : 3
0 (I +x) =2_1
LHopital \ 4 6 cos® x — 21 sen® x-cosx 6 3
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N =

Halla los puntos de la curva y? = 8x cuya distancia al
punto (6, 0) sea minima.

Los puntos buscados serdn de la forma P (x, + Sx)
La funcién a optimizar es:

) = — 67 + (£V8x —0) =VxZ—4x 36
2x — 4 _ x-2

2Vx?—4x+36 Vxl_4x+36
=>x-2=0=>x=2

=

dx) =

d'(x) = 32
(x? —4x +36) Vx% —4x + 36

d'2)>0

Por tanto, para x = 2 la distancia es minima. Los puntos bus-
cados son: P (2, +4), Q (2, 4).



