‘ . Departamento de GMR

(R4 NS Matematicas
1 Casablanca
Nota
Nombre:
Curso: 22 Bachillerato Examen X (Rec 22 Eval)
. La mala o nula explicacion de cada ejercicio implica
Fecha: 24 de Marzo de 2016 una penalizacion de hasta el 25% de la nota.

OPCION A

1 3 1

1.- a@,5 puntos) Hallar elrango de lamatriz A=| 1 a?+a+1 a | seginsea el
-1 a-4 a—2

valor del parametro a.

b) (1 punto) Indicar cuando existe la matriz inversa y calcularla para a=0.

2.- (2,5 puntos) Calcular, razonadamente, el valor de a para que:

2

4x*+5Y"
lim| ——| =lim(cosx + senx )sn
X—>00 4x + 3 x—0

3.- (0,5 puntos) Esboza el recinto formado por las curvas:

flx)=¢e" glx)=e™ v=2

(2 puntos) Calcula el érea de dicho recinto.

4.- Se dice que una matriz A cuadrada de orden 3 es ortogonal si su inversa A coincide
con su traspuesta A'. Dado un niimero real x, sea la matriz B:

cosx senx O
B=| -senx cosx O
0 0 -1

a) (1,25 puntos) Es ortogonal la matriz B?
b) (1,25 puntos) ¢Es B? ortogonal?
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. La mala o nula explicacion de cada ejercicio implica
Fecha: 24 de Marzo de 2016 una penalizacion de hasta el 25% de la nota.

OPCION B

1.- Dada la matriz A:

-1 -1 a
A=|-3 2 a
0 a -1

a) (1 punto) Hallar el valor o valores de a para que la matriz A tenga inversa.
b) (1 punto) Calcular la matriz inversa de A para a=2.
c¢) (0,5 puntos) ¢Existe algiin valor de a para el que el rango de la matriz A sea 1?.

2.- Se considera la funcién f: [—1,1] — [1 dada por:

x?+1 si -1<x<0
(x) =
f 26 si O<x<l1
x“+1

a) (0,5 puntos) Halla el valor de c, sabiendo que f es continua.

b) (1 puntos) ées f derivable en el punto de abscisa x=07?

¢) (1 punto) Calcula j f(x)dx

3.-2,5 puntos) Calcular el valor de a para que larecta y = 2x + 6 sea una asintota oblicua
de la funcién:

B 2x% +1

X—a

f(x)

4.- (2,5 puntos) Sea f: [0,3] — [ la funcién definida por f(x)= x* . Calcula el punto de

la gréfica de f méas préximo al punto P(18,0) y calcula también el mas alejado.
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OPCION A

1 3 1
1.- a) (1,5 puntos) Hallar el rango de la matriz A =| 1 a‘+a+1 a segtin sea el valor
-1 a-4 a-2

del pardmetro a.
b) (1 punto) Indicar cuando existe la matriz inversa y calcularla para a=0.

a) Para hallar el rango de la matriz, lo primero es calcular su determinante:

! 3 ! Fa-F 1 3 ! z 2 1 |la+2)(a-1) 1
2~ —_ —_ + . — —
|A=|1 da*+a+1 a =0 @+a-2 a-1=1 +al a 1‘= a (11 a 1=
1 a-4 a-2 0 a-1 a-1 a-t as . .
21
SRR 1‘=(a—1)2'(a+2—1):(a—l)z-(a+1)
. . . 9 a=1
El determinante es cero siy solosi (a—-1)°(a+1)=0 < )
a=—
1 3 1
Sia=1,lamatrizAesdelaforma: A=| 1 3 1 | cuyo rango como podemos ver es 1 porque las tres filas
-1 -3 -1
son iguales o proporcionales.
1 3 1
Sia=-2,lamatrizAserd: A=| 1 1 -1| cuyo rango es dos porque las fila 3 es combinacién lineal de las
-1 -5 -3

dos primeras (Fs=F;-2F).
3siazlya=-1
En resumen: Rang(A) =12 si a=-1
lsia=1

b) La matriz inversa de A, A, existe siempre y cuando a sea distinto de uno y de menos 1. Asi que para

a=0 existe.
1 3 1
Si a=0, la matriz quedadelaforma: A= 1 1 0 |, ysu determinante lo calculamos sustituyendo el cero
-1 4 -2
en |A| =(a-1)*(a+1), por tanto: |A| =(0-1%{(0+1)=1
Sabemos que la matriz inversa de A viene dada por la expresién: A = ﬁAdj(A‘) , por tanto, calculamos la
1 1 -1 -2 2 -1
traspuesta; A’ =| 3 1 -4 | y después la adjunta de la transpuesta: Adj(A‘) =| 2 -1 1 |y por tanto:
1 0 -2 -3 1 -2

-2 2 -1
A'=l2 -1 1
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2
4X2 +5 x Cos X
2.- Calcular, razonadamente, el valor de a para que: lim| —— = lim(cosx + senx)senx
X—>00 4x + 3 x—0

cos X

Lo primero es calcular el limite: lirr(}(cos X+ senx)senx =17 asi que para resolverlo, utilizamos la regla del zapato.
X—>

. . (x) 1o . (x) lim (f(x)-1)-g(x)
Si lim(f(x)™ =17 - lim(f(x))" =e>*
x—0 x—0

. cosx - lim (cos x+senxfl)' cosx

lim (cos x + senx Jsen =17 = e senx

x—0

. . cosx+senx—1 | cosx+senx—1 QLHen — _genx +cosx
Estudiamos a parte lim—————=lim———————=— = lm—————=
x—0 senx x-0 tan x 0 x=0 1+ tan” x
COS X
A cosx lim (cos x-+senx—1)- <X 0

Por tanto: lim(cosx + senx )senx = e™* sex =0 =1

x—0

ax? 4x%+45 9
. (4x*+5 . "2’[ : *l]ﬂx
Por otro lado, calculamos lim | —— =17 =\ 3
xon| 4x° 4+ 3

Utilizando de nuevo la regla del zapato y separando:

. (4x*+5 s . [4x*+5-4x-3) , . 2 9 2ax?
lim| ———-1 fax® = lim| ——————— |ax’ = lim| ——— |ax” = lim| ——— | =
|42+ 3 | T ax’+3 o\ 42 +3 |32+ 3

Si los dos limites son iguales, entonces ha de ocurrir que:

N e

3.- Esboza el recinto formado por las curvas:

flx)=¢e" glx)=e v=2

v calcula el area de dicho recinto.

—X

Vemos claramente que el recinto es simétrico, por tanto si
calculamos la parte de la derecha, el area del recinto sera su
doble.

Definimos una nueva funcién h(x), como: h(x)=2-g(x) y
calculamos el punto de interseccién entre las dos: o2

hix)=0 < hix)=2-e=0 & e -2=0 —»> ¢e'=2 —> x=In2

Por tanto para calcular el area del recinto integraremos entre 0 y In2.

n n2
A:IJZ(Z—eX)dx:[Zx—ex] =2In2-2+1=2In2-1
0 0

Asi que el area total del recinto formado por las tres curvas sera: A, = 2°A = 2(21n2 - 1) =4In2-2
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4.- Se dice que una matriz A cuadrada de orden 3 es ortogonal si su inversa A
coincide con su traspuesta A'. Dado un niimero real x, sea la matriz B:

cosx senx O

B=| -senx cosx O
0 0 -1

a) ¢Es ortogonal la matriz B?; b) ¢Es B? ortogonal?
Para ver si B es ortogonal vamos a comprobar si su inversa y su transpuesta coinciden.

cosx —senx O
Calculamos Primero la transpuesta: B' =| senx cosx 0

0 0 -1
Y calculamos ahora su inversa, para ello calculamos su determinante:

cosx senx O
cosx senx
|B| =|-senx cosx O0|=-1 = —(cos® x + sen’x) = -1
0 0o -1

Y ahora la adjunta de la transpuesta:

—Senx CosXx

—cosx senx O
Adj(Bt): -senx —cosx O

0 0 1
Por tanto la inversa sera:
1 —cosx senx O cosx -senx O
B = HAdj(Bt) =7 —senx —cosx O|=|senx cosx O
0 0 1 0 0 -1
Que como podemos ver coincide con la transpuesta.
Para ver si B? es ortogonal, calcularemos primero B?:
cosx senx 0 ) cosx senx O cos® x —sen’x  2senx:cosx O cos2x sen2x O
B? =| —senx cosx O |{-senx cosx 0 |=| —2senx-cosx cos®x—sen’x 0|=|-sen2x cos2x O
0 0o -1 0 0 -1 0 0 1 0 0 1

Como vemos la matriz B? es la muy similar a la matriz B, es la misma diferenciandose solo en que los dngulos
que aparecen en ella son los angulos dobles, por tanto su determinante valdra también -1, la adjunta de su
traspuesta serd también la misma excepto en lo de los dngulos, que seran otra vez los dngulos dobles y por tanto
podemos decir que B? también es ortogonal.
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OPCION B

1.- Dada la matriz A:

GMR

-1 -1 a
A=|-3 2 a
0O a -1

a) Hallar el valor o valores de a para que la matriz A tenga inversa.
b) Calcular la matriz inversa de A para a=2.
c) c¢Existe algian valor de a para el que el rango de la matriz A sea 1?.

a) Para que la matriz A sea inversible, que tenga inversa, tiene que ocurrir que su determinante sea no

nulo.
-1 -1 a
|A| =-3 2 a|=(2-3a*)-(-a*-3)=2-3a*+a®* +3=-2a*+5
0O a -1
Por tanto la matriz A tiene inversa siempre y cuando a sea diferente de a # i\/g # i@
-1 -1 2
b) Paraa=2,lamatrizAes: A=|-3 2 2 |,y sudeterminante |A| =—2a*+5=-8+5=-3
0 2 -1
Calculamos su traspuesta:
-1 -3 0
Al=|-1 2 2
2 2 -1
y también la adjunta de la traspuesta:
-6 -6
Adj(A')=|-3 1 -4
-6 2 -5

Y la matriz inversa de A viene dada por:
-6 3 -6 2 -1 2
AI:ﬁAdj(At):% 31 -4|=|1 -1/3 4/3
-6 2 -5 2 -2/3 5/3

—

C) Para que el rango de la matriz A sea 1, tiene que ocurrir que las filas sean todas dependientes o
-1 -1
-3 2

cero independientemente del valor del parametro a. Por tanto:

proporcionales, pero esto no es posible porque el menor =-2-3=-5 que es siempre distinto de

Aae R/ Rang(A)=1
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2.- Se considera la funcién f : [—1,1] — R dada por:

x?+1 si -1<x<0
(x)=
f ZC si O<x<1
x“+1

a) Halla el valor de c, sabiendo que f es continua.

b) ¢ées f derivable en el punto de abscisa x=0?

1
c) Calcula J. f(x)dx
|

a) Vemos que la funcién es una funcién a trozos compuesta por dos ramas, la primera polinémica y por
tanto siempre continua, y la segunda racional también siempre continua porque nunca se anula su
denominador.

Para que f sea continua tiene que ocurrir que los limites laterales en el punto x=0 coincidan:

lim f(x)= lim f(x)
x—0~ x—0"

C

X T 2 _ . _ 1 —_
)}Lrgf(x)_LliréX +1=1 )}Lr{)-l*f(X)_}}L%X2+1_C

Por tanto f es continua en todo su dominio si €= 1

b) Para que una funcién sera derivable en un punto, antes ha de ser continua. Por ello estudiaremos si la
funcién es derivable para c=1.

Sabemos que una funcién es derivable en un punto si existen los siguientes limites por la izquierda y por la
derecha y ambos coinciden.

Pl = 00 )= £ = fim Bt AIZI0S) e wR ) fle, R = )
h—0" h h—>0" h—0 h
Calculamos dichos limites:
£10) = lim JQEN SO _p AW B B
T o0 h " hs0 h The0 f h501
1 1 1-h* -1
5 L I — 2
JC R A Chuae (L) TN S W S S e Y s Y
h>0" h h—0 h h—0 h h>0 h(hz + 1) h50 b2 +1

Por tanto, si es derivable en x=0 siempre y cuando c sea 1.

¢) Para calcular dicha integral, necesitamos que la funcién a integrar sea continua, por tanto ¢ ha de ser
1.
Sabemos que debido a una de las propiedades de las integrales, podemos escribir:

jf(X)dx = Tf(X)dx +jf(><)dx

Por tanto integraremos en el primer intervalo la primera rama y en el segundo la segunda.
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[ fix)d = [ flxdde+ [ Fxdabe = [ (2 + D+ [—de = | 0 A A
Jlf(x) _Jlf(x) +£f(x) —:fl(x + )x+£m =| 3 +x 71+[ retgl], =+ 5 u

3.- Calcular el valor de a para que la recta Yy =2x +6 sea una asintota oblicua de la
funcion:
3 2x% +1

X—a

f(x)

Una funcién f(x) presenta una asintota oblicua en la direccién de la recta y=mx+b, si lim f(x) =+, 0 sea, no

tiene asintota horizontal, y ademas lim S _ m=0y lim [f(x)-mx]=b.

X—>ko X—>%o0

Si la recta y=2x+6 es una asintota oblicua de la funcién f(x), tiene que ocurrir que lim fix) =2 y ademas
X—>% X

lim [f(x) - mx] =6, por tanto:

X—=>%00

2x% +1
2 2
lim X=9 - lim 2x +1 = lim 2? +1 =2
X—>to0 X X—>to0 x(x J— a) X—>to0 X“ —ax
Limite que no depende de a.
Calculemos ahora:
2 2,1 _0,2
lim [fx) —mx]= lim ZX ¥ gy o gy 12X H20x g, Zaxi] )
X—>%o0 X—>t00 xX—a X—>F00 xX—a xX—>%00 xX—a

Y como este limite ha de ser igual a 6, entonces:
2a=6 —» a=3
Asi que a tiene que valer 6 para que la recta y = 2x + 6 sea una asintota oblicua

4.- (2,5 puntos) Sea f: [0,3] — R la funcién definida por f(x)=x” . Calcula el punto de

la grafica de f mas proximo al punto P(18,0) y calcula también el mas alejado.

Cualquier punto de la curva x2 es de la forma Q(x,x?), v la distancia entre dos puntos viene dada por el
modulo del vector que definen.

El vector entre los puntos P y Q viene dado por: PQ=Q-P-= (x, xz) -(18,0)= (x -18, x2)
Asi que la distancia entre Py Q seré: d(PQ)= /(18- x)2 +x*

Por tanto la funcién a optimizar es la funcién: d(x) = /(18 — x)z +x*

Derivamos la funcién: d'(x) = 2x—18)+4x = 2x +x-18

B 2\/(18 - x)2 +x* \/(18 - x)2 +x*
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Que si la igualamos a cero:
2x3+x-18=0 > (x-2)(2x?+4x+9)=0 —> x=2
Encontrarnos por Ruffini la solucién x=2.
Sid{2) =0yd “(2) <0, entonces x = 2 es un maximo relativo.

Sid(2) =0yd “(2) > 0, entonces x = 2 es un minimo relativo.

Calculamos la segunda derivada y llegamos a:

3
(6x+1)J(18 - x)* +x* —(2x° + x ~18)- X +x~18

(18 - x)* + x*
( (18- x)2 +x* )2

du(x):

Y si sustituimos en x=2, tenemos:

arig) =10

(+)
Por tanto x=2 es un minimo y el punto méas préximo sera el (2,4)
cuya distancia a la curva es d(2) = ”IT@H =18 -2 +2* =/272 =417 ~16,5 u

Como también me piden el punto mas alejado, éste tiene que estar en los extremos del intervalo del dominio,
esdecirenx =0oenx =3

Si tomamos el punto O(0,0), vector OP =(18-0,0-0) = (18,0
La distancia es ”613” =4182+0=18u
Si tomamos el punto A(3,9), vector AP = (18-3,9-0) = (15,9)

La distancia es Hﬁ“ = J18-272+2* =377 ~19,5u.

Por tanto el punto mas alejado del P es el A(3,9).



