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Funcién derivada

m Continda escribiendo las razones por las cuales g(x) es una funcién cuyo comportamiento respon-

de al de la derivada de f(x).

/’

* Enelintervalo (4, 6), f(x) es decreciente. o~ 4
Por tanto, su derivada es negativa. Es lo que N //
le pasaa g(x) en (a, b). )4

* La derivadade f en & es0: f'(6) = 0. / ; — 7
Y también es g(4) = 0.

* En general:

2(x) =f"(x) =0 donde f(x) tiene tangente

horizontal. A= g () = F(o)\
2(x) =f"(x) >0 donde f(x) es creciente. ~
2(x) =f"(x) <0 donde f(x) esdecreciente. \

94
Ny
!

m Las tres graficas de abajo, A, By C, son las funciones derivadas de las grificas de arriba, 1, 2y 3,
pero en otro orden. Explica razonadamente cudl es la de cada una.

1)B
2) A
3)C

La derivada se anula en los puntos de tan-
gente horizontal, es positiva donde la funcién
es creciente, y es negativa donde la funcién
decrece.

1 2 3

"

-
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1 Halla, paso a paso, las derivadas siguientes:

2

a) 4x—x” en x5=3

b) ,73 en x, 2
1
S —
c) en x, = 2

d) (x—3)% en x5=1

fB+h)- fB) 4B+h)-(B3+h)?=3 12+4h-9-6h—h*-3 ,
2 h - h ) h h-2

way L g, SO -FB) _
R

b) f(2+h})1_f(2) ) (2+h}23—8 _ 8+12h+6}1112+h3—8 W 6hala

f2+h) - f(2)
h

a1 12 _
f(2)—hlgn0 —h/z_i;no(h +6h+12)=12

11
o JCrN-/Q@) _2+h 2 1
h h 2(h+2)
i SR -2 1 _ 1
S @ = = S TS

h-4

n f+h) = f(1) (1+h-3)*-4 (h-2)"-4
h ) h T h

, . fA+h)-£(1) ,
F) = i S = i (b= 4) =4

2 Halla, paso a paso, la derivada lateral £'(0*) de f(x) = Jx y justifica la respuesta.

Si h>0, fO+0-fO) _+h-0_1

h h Jh
. flO+h)-f0O 1 . o
hliwo — - hll—;I)nOE = +00 — No existe f'(0%).

3 ;Qué condicién debe cumplir una funcién, f; para ser derivable en el intervalo [1, 5)?

Para que f sea derivable en [1, 5), debe serlo en el intervalo abierto (1, 5) y, ademds, debe existir la

derivada lateral f'(1%).
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4 Estudia la derivabilidad en xy =3 de la funcién:

x“—3x, x<3

fe = {3x 9, x>3

* Continuidad en x; = 3:
, o 2 _
iy 9= -39

lim | f ()= lim(3x—9)=0 Jom, f0)=13)=0

Por tanto, f(x) es continua en x; = 3.
* Derivabilidad en x; = 3:
lim f'(x)= lim 2x-3)=3=f'(3")
x—>3" x—>3"
lim f'(x)= lim 3=3= f'(3")
x—3* x—3*

Las derivadas laterales existen y coinciden.

Por tanto, f(x) es derivable en x; = 3. Ademds, f'(3) = 3.

5 Estudia la derivabilidad en xy =0 de la funcién:
£ = { x“—5x+3, x<0

—x*+2x+3, x>0
* Continuidad en x; = 0:
lim_ f(x)=lim (x*-5x+3)=3
x—0" x—0"

I =3. Ademis, £(0) = 3.
ll'm f(_x‘) = [l'm (—x2 + 29(' + 3) _ 3 ¥ Zno f(x) 3 emas f( ) 3
x—=0* x =0

Por tanto, f(x) es continuaen x; = 0.
* Derivabilidad en x, = 0:
o { 2x—5 si x<0 . xlin%_f(x):xli%_(Zx—5)=—5=f(0_)
X) =
2 sixn0 | o f@= o (2x4D)=2= £107)
x—0* x—0*

Las derivadas laterales son finitas pero no coinciden. Por tanto, no es derivable en x; = 0.

6 Estudia la derivabilidad de la siguiente funcién en x = 0:

—J—x, x<0
f(x)={& x>0

* Continuidad en x; = 0:
lim f(x)= lim (—/=x)=0
x— 0" x— 0"

Ui f@)= lim (=0 [ L /070 Ademds, S0 =0

Por tanto, f(x) es continua en x; = 0.

* Derivabilidad en x; = 0:

1 .
si x<0 lzm W)= lim oo
2 B [—
1) = - - el 2‘/7‘
2 G0 [ e g e

Las derivadas laterales no existen al ser infinitos los limites. Por tanto, no es derivable en x, = 0.
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7 Calcula m y n paraque f(x) sea derivable en |R:
2
[ = { 2

x“—mx+5, x<0
* Si x=# 0, lafuncién es continua y derivable, pues estd formada por dos polinomios.

—Xx“+mn, x>0

 Continuidad en x = 0:
, _ , 2 _ _
xli%— fx)= xlino(x mx +5)=5
, _ , _ 2 _
xli%* fx)= leﬂO( X“+7n)=n
f0)=5
Para que f(x) sea continuaen x =0, hadeser: 7n=5.

* Derivabilidad en x = 0:
lim 0= lim Qx—m)=-m= £0)
e = = 0= 100
Para que sea derivable en x =0, hadeser: -m=0 — m=0

Por tanto, f(x) es derivable en IR para m=0y n=>5.

Matematicas |l
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1 Utiliza las reglas de derivacién para calcular la derivada de cada una de las siguientes funciones:

Q) f@) = 17 b f () = A==

1 _l-ggx
) f@ =In 1+: Df@ = l+tgx
O f(x) = i:;?jj £) £(x) = In (e
g) f(x) = y3*+1 h) f(x) = log(sen x - cos x)*
i) f(x) = 1g> x + sen* x j) f(x) = senyx +1-cos yx -1
k) f(x) = arc sen |x D) f(x) = sen (Bx® —24x +32x)
m) f(x) = ysenx +x% +1 n)f(x)=cosza'x+(':’t—x2
a)f'(x)z —1'(1+X)—(1—x)'1:—l—x—1+x: -2

(1+%)° (1+%)° (1+%)°

b) Utilizamos el resultado obtenido en a):

-2
2% (1+20° J1-x1+x°
+Xx
¢) Utilizamos el resultado obtenido en a):
r — _2(1+x) —2
()= 1 =2 -
/ I-x (1+0? (1-00+0? 1-%°
1+x

De otra forma: Si tomamos logaritmos previamente:

f(x)=In(1-x)—In(1+x). Derivamos:

f'(X)Z 1—1 1 _—l—x—l+x_ -2

x  lex 1— x? C1-x?

—(l+tg2x)(l+tgx)—(1—tgx)~(l+tg2x) )

d) £ =

(1+2gx)°
~ (1+1g% %) [-1—1g x — 1+ 1g x] ~ 2(1+1¢* %)
(1+tgx)2 (1+z‘gx)2
De otra forma: Si tenemos en cuenta el resultado obtenido en a):
_ _ —2(l+z‘g2 X)
"(x) = —2-D[t x]:—z-(l+t 2y)=—"%° 7
! (1+tgx)2 ¢ (1+tgx)2 ¢ (l+tgx)2

e) Teniendo en cuenta el resultado obtenido en d):

£ = 1 ‘ —2(1+z‘g2 X) ~ —(l+tg2 X)

También podriamos haber llegado a este resultado utilizando los resultados del apartado en b).
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f)f(x) =In Wzlng(tgx)/zzthx

1+tg2x

flo= 2

g)f(x) = W=3(x+1)/2

fl=3eevz. Loz 3 5

h) f(x) = log (sen x - cos x) 2.2 [log (sen x + log (cos x)]

2 2
) = 2| cosx 1 —senx 1 ]: 2 cos"x—sen” x _
£ senx 10 cosx 10| 10 senx-cosx
4 ot x—sen’x _ 4 cos2x 4

T 10 2senx-cosx  In10 stx_lnlO'thx
De otra forma:

f ) = log (sen x - cos x)2 =2log (5@;122x>

M) 9.1 cos2x 4
f@=2 n10 (sen2x)/2  [n10-1g 2x

i) f(x) = 2tgx-D[tgx]+25€nx-D[senx]=2tgx-(l+tg2 x) + 2sen x - cos x =2 (tg x + tg x) + 2sen x - cos x

cos yx +1-cos yx —1 . sen x +1-(=sen{x—1)

P I = 2x+1 24x -1
_ cos yx +1 - cos yx —1 _senyx +1-senyx -1
2yx+1 24x —1
oy 11 _ 1
k)f(x)_ m 2‘/; 2 x—x2

D) £ = cos B3x° = 24x + 32x) | 15x* = L 4 V2
) [(x) = cos ( J—J_)(S T

m) f(x) = L (osxe2w)=—LOIXH2X

2sen x + x> +1 2«/senx+x2+l

)£ = 2 aos Yo+ G in Yo G- Lr 26D
n) f [ ] Yt Goxd)?

_ —2 cos 3«/x+(3—x)25m 3\/x+(3—x)2-(2x—5) _ (5—2x)-5en(23«/x+(3—x)2)
33m 33 (x+(3—x?)?2

2 Halla las derivadas primera, segunda y tercera de las siguientes funciones:

3 2

a) y=x> b) y=xcosx ) y=sen’x+cos”x+x

a) y=x> — y'=5x% y"=20x3% "= 60x?

b)y=xcosx — y'=cosx—xsenx

"

bA = —Sen X — Sen X — X €05 X = —25¢n X — X €05 X

"

VA =—2005 X — COS X + X Sen X = —3¢05 X + X sen x
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o f(x) = 3sen’ x - D[sen x]+ 2cos x - D[cos x]+ 1 = 3sen” x - cos x — 2cos x - sen x + 1
" 2 2 2 2 3
f"(x) = Gsen x - cos x — 3sen” x - sen x + 2sen” x — 2cos” x = Gsen x - cos” x — 3sen” x + 2sen x

f""(x) = Gcos x - cos” x + 6sen x - 2cos x - D[cos x] — 9sen® x - D[sen x] + 4sen x - D [sen x| — 4cos x =
2 2
= 6cos® x —12sen’ x - cos x — Isen” x - cos x + 4sen x - cos x + 4cos x - sen x =

2
= Gcos® x — 21cos x - sen” x + 8cos x - sen x

3 Calcula f'(1) siendo:

3
fo
2°/3x2
6 - x3Bx 4 _ 52318 418 4 3215

15/g . 4
Ao et L1330 _ N9 -e 13730
2532 2.315 205 2 2

15 4 15 4
gy - Nd-et 13 7o _ 13 7X9 e 30/ 17
e e e

15 4
Por tanto: f'(1) = %

4 Calcula f '(%) siendo:
fx) = (cos? 3x — sen? 3x) - sen 6x

fx) = (cos® 3x — sen® 3x) - sen 6x = cos 6x - sen 6x = %

f(x) = 12 cos12x 602: 12X _ 6eos 12x

Por tanto: f” <%>=6-6‘05 lén =6-cos(2M)=6-1=6

S Calcula f'(0) siendo:

f(x)= lnm_%‘ﬂfftg 2-1:7/%'1

£ = il e xal =L aregg 2621

5 :%ln(x2+x+l)—iarcth

73 IE I
2
flog=L. 22+l 1, /3 - 2x+l1 2 1 -
2 Pix+l B ) <2x+1>2 27+ 2x+2 3 1+4x2+4x+1
+— _—
V3 3
__ 2x+1 2 3 __ 2x+1 _ 2 _
2% +2x+2 3 Badx’idx+l 27 +2x+2  dxP+dx+ 4
_ 2x+1 1 _ 2x _ X
2%+ 2x+2 27 +2x+2 27 +2x+2 xPax+l

Por tanto: f7(0) = 0
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1 Halla (f))'(x) a partir de f'(»):
a) f(x) =x2-1, xe [1, 3] b) f(x) = x3
Dy=x"-1—> x=)"-1 > y=x+l > f®=yx+1

f[ffl(x)]=x & («/x+1)2—1=x — 2Yyx+1-D[yx+1]=1 = D[yx+1]= 5 9:+1

b) £~ ()=

FIf @l=x @ Cx)’=x = 3Cx)*DRx]=1 - DP/x]= 3(3«};)2 - 331362

2 () =tgx xe (-5, %). Halla (f)'(/3) de dos formas:
a) Obteniendo, previamente, (f1)'(x). b) Directamente.
a) f1(x) =arctgx

f[f_l(x)]zx & tg(arctgx)=1 — [1+tg2(arctgx)]-D[arctgx]zl —

1
1+x

- (1+x2)~D[arctgx]=l — Dlarctg x]= 5

F) B=—>t_ -1

1+J§2=4
b) £ (/3)=arctg (B)=%
Vil T SR B

r(3) 12 (5)
Yaque f'(x) = D[tgx] =1 + tg% x
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1 Halla la tangente (o las tangentes) a las curvas siguientes en el punto que se indica:
a) 3x2 —5xy +2y%x—y3-27=0, en x,=3

200 2 i T ( E)
b) sen(x“y) —y* + x =2 16 " 2,4

) (x-2)2+ (y+ 1)2=25, en xg=5

a) Calculamos las ordenadas de los puntos de abscisa x; = 3.
3x2 = Sxy+ 22w —9y3—27=0 = 2715+ 692 —y>-27-0 —
— 157+ 6y —93=0 = y(-15+6y—-yH) =0 — y=0

Derivamos:

-18 _ 6

_ — 242
M _)x=3,),=0 _)),'= Tszg

6x—5y—5xy'+4xyy'+2)/2—3)/2)/':O — y'= 5
—5x + 4xy — 3y

La recta tangente es:
y=0+ %(x -3)

b) Como sabemos las dos coordenadas del punto, (2, %), derivamos:

2
xen(xzy)—y2+x=2—7lt—6 — cos(xzy)(ny+x2y')—2yy'+1=0 -

- x=2, )’:% - cosn-(n+4y')—%y'+1=0 - —n—4y'—%y’+1=0 -

i T—1 _2-2n
—4—-(m/2) w+8

=)

La ecuacién de la recta tangente es:

_m,2-2m .
J/_4+Tc+8 (c=2)

¢) Calculamos las ordenadas de los puntos de abscisa x; = 5.
(x=22+@p+1)?=25 > 9+(+1)?=25 - y=-5, y=3
Derivamos:

2=
x=5 y=-5 >y :_5—51_%
3
4

2—x
2 _

+1
J — - ' =
x_S,);_sﬁ_y_ I

Rl

2-2)+2(p+ )y'=0 = y'=

En este caso hay dos rectas tangentes:

54 (e —3_3 (e
y= 5+4(x 5) ey=3 4(x 5)
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1 Halla la funcién derivada de las funciones siguientes:

a) f(x) = (cos x + 1)"2_1 b)g(x)=4/x2xi1 sen? x c)b(x)=(cosx)"x2+1

Q) Inf(x) = (x2=1) In(cosx + 1) — S =2 ln(cos x +1)+ (x> —1). 51X _

f(x) cos x +1
' x? -1 (x* = 1) sen x
— f'(x) = (cos x+1) 2x/n(cosx+l)—m
3
b) In g(x) = %Zn( 2x . smzx)=%[3 x—In(x*=1)+2 In(senx)]
x p—

g'(x)_L(é_ 2x +2€05x>—>g'(x)=% X senx(i— 2x +2€05x)
x

gx) 2 X _1 senx 1 x s 2_1 senx

C) 171/)(X)=€x2+1[ﬂ(€05x) — b'(x) =€x2+1~2x.[ﬂ(c‘g;x)+3x2+l.M N
h(x) cos x
— h'(x) = (cos x)ex +1-ex2+1 2x In(cos x)__senx]
cos x




Unidad 8. Derivadas NNZNSAC HILLERATO

Matematicas |l

E] Diferencial de una funcién

Pagina 257

1 Calcula Ay, dy, Ay-dy:
a)y:xz—x para x =3, dx,=0,01

b)y= -1 para x =2, dxy=0,1
) y=3/x para x4 =125, dxy=1
a) Ay =y(3,01) —y(3) = 6,0501 — 6 = 0,0501
dy=y'-dx=(2x-1)-dx, queevaluadoen xy=3 y dxy=0,01 es:
5.0,01 =0,05
Ay — dy = 0,0001
b) Ay = y(2,1) — y(2) = 1,8466 — 1,7321 = 0,1145

dy=y'-dx= %1 - dx, queevaluadoen xy=2 y dxy=0,1 es:
x f—

2
~.0,1=0,1155
3

Ay —dy =-0,001

o) Ay =y(126) — y(125) = 5,01330 — 5 = 0,01330

dy=y' . de= L, que evaluado en x5 =125 y dxy=1 es:
33
1
——-1=0,01
73 333

Ay — dy =-0,00003

2 A una bola de bronce de 7 cm de radio se le da un baiio de plata de 0,2 mm de grosor.

Calcula la cantidad de plata empleada (aproximadamente, a partir de la diferencial).

V= %Tcr3

dV=4nr? . h=4n-72%.0,02 = 12,3088

Se emplean, aproximadamente, 12,3 cm? de plata.

3 Calcula una aproximacién de 3126 dando los siguientes pasos:
e Llama f(x) = 3x.
* Obtén df para x5=125y dx,=1.
* Obtén f(126) = f(125) + df (125) para dxy=1.

f) =¥
df=f'(x) - dx = 33‘}? -dx — Evaluadoen x5=125 y dxqg=1 — df(125) = %:0,0133
Asi:

£(126) = £(125) + df (125) = 5 + 0,0133 = 5,0133
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4 Procediendo como en el ejercicio anterior, halla, aproximadamente:
a) 1,014
b) /15,8
o) %66
a) f(x) = x% x5 =1; dxy = 0,01
df=F'(x) - dx = 4x3 . dx =4 .13.0,01 = 0,04
f(1,01) = f(1) +df (1) =1 + 0,04 = 1,04

b) f(x) = Jx: xy = 16; dxy=-0,2

— £ . = 1 . = 1 o (— N
df=f"(x) - dx P dx WiTs (=0,2)=-0,025

£(15,8) = £(16) + df (16) = {16 — 0,025 = 3,975

o flx) = 3x s X = 64; dxy=2

df=F(x) - dv= — . ax=— L1 .2-0,0417
33 33642
F(66) = £(G4) + df (64) = 4 + 0,0417 = 4,0417
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1. Definicién de funcién derivada

Hazlo tu. Halla la funcién derivada de f(x) = vx*> — 4 utilizando la definicién.

fx+h)— f(x) iy \/(x+h)2—4—«/x2—4
h ~ b 50 h

r&=

= % (Indeterminacién)

Multiplicamos numerador y denominador por Joc+h)? -4+ 4x® —4 para poder simplificar la fraccién:

oy WG+ -92 -G -42 _ (x+h)’-4-(7-4)

b0 bf(x+h)2—4+yx2—4) T hoo h((x+h)2 =4 +4x2 —4) i

h(h + 2X) B 2x X

= lim = =
o0 hf e+ h)2—d+yn?—4) 2yx*—4 4x*—4

2. Estudio de la derivabilidad de una funcién definida a trozos
Hazlo tu. Estudia la derivabilidad de la siguiente funcién:

X +rdx+2 si x<-1
fx) = x> si —1<sx<l1
3x si x>1

Representa las grificas de fy f"

f(x) estd definida por funciones polinémicas en los intervalos (—eo, —1), (1, 1) y (1, + o). Por tanto, es
continua y derivable en ellos.

En x=-1 es continua porque ﬁml fx) =f(-1)=-1.
el

En x=1 no lo es porque no existe lz’ml f (%) ya que los limites laterales son distintos:
X =

lim x> =1
x—1"

lim 3x=3
x—1*

No puede ser derivable en x =1 por no ser continua.

2x+4 si x<-1

f(x) = 3x? si —l<x<l = f,(_l_)z 2 — No es derivable en x=-1
3 si 1<x f14)=3
Gréfica de f(x): Gréfica de f'(x)
\\ 4 YJ[/ 4
2 K1
X X
4\ — / -4 / 2 4
[ | 55N [ / )
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3. Valor de un parametro para que f sea derivable

Hazlo tu. Halla el valor que ha de tener a4 para que la siguiente funcién f(x) sea derivable en todo R:

4_2x%2-2 si x<0
f(x) _ {z‘;c_z six

si x>0

f(x) estd definida por funciones polinémicas en los intervalos (—eo, 0) y (0, +0). Por tanto, es continua
y derivable en ellos.

Continuidad en x = 0:

lz’_r)no f(x) =f(0) =-2 — La funcién es continua para cualquier valor de 4.

Derivabilidad en x = 0:

£ = bax’ — 4x s% x<0 — f:(O:):O
2x si x>0 = f'(0")=0

— f(x) es derivable para cualquier valor de a.

Por tanto, la funcién es derivable en IR para cualquier valor de 4.

4., Funcién derivada

Hazlo tu. Calcula la funcién derivada de esta funcién y representa 'y f

f&x) =]2-x|+|x+1]

5 2—x six<2
| —x|= 2+x si x=22

! —x—-1 si x<-1
e+ l=0 01 dxs

1-2x si x<-1
fx) =13 si —1<x<2 — Esuna funcién continua por ser suma de funciones continuas.
—1+2x si 2<x

-2 si x<-—1
f'(x) =170 si —1<x<2
2 si2<x

f'-17)=-2, f'(-1") =0 — No es derivable en x=1.

f'(27)=0, f'(2*) =2 — No es derivable en x = 2.

Gréfica de f(x): Gréficade f"(x):
6 Y 4 Y
e 2
Y X
. D 4
X 5
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8. Reglas de derivacion

Hazlo tu. Halla la funcién derivada de estas funciones:

_ x-1 - x?+1
a)y—arcsen<x+1) b) y ln( 2 )

_ X +1 2
b)y—/n( 5 ) nx“+1)=2 Inx

a) y'=

]\/ (x+1) D=1 x4l 2 _ 1
x+1 (x+1)2—(x—1)2 (x+1)? 2{x  (x+1)% Ax(x+1)

2x 2
4l X

y'=

Pagina 261

7. Obtencién de (f~1)'(x) conociendo f'(x)

Hazlo tu. Sabemos que:

f@) = In(Inx)? y que f'(x) =

lnx

Calcula (f1)'(»).

L0l (f7 )
(e - L —-L
R AT 2
(x/2)

y= n(lnx? — x:ln(/ny)2 — x=2In(ny — %:ln(/ny) - ex/zzlny — y=e°

Por tanto,

(f_l) ’(X) _ f_l (x) -In (f—l (X)) _ f(é,x/Z) In e(exIZ) _ e(exlz) ‘ e(x/Z) i e(exlz +x12)
2 2 7 3

8. Obtencién de (f~1)'(x) sin calcular (f-1)'(x)

Hazlo tu. Dada la funcién del Hazlo i del ejercicio anterior, calcula (f~1)'(0) sin utilizar la fun-
cién derivada de la inversa (f!)’(x).

(FH0) = —L
/ FIFH0)]

30/2) _

Calculamos £71(0) = el

(f (0) = f(e)_e/ne_e

2 2

Matematicas |l
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Ejercicios y problemas guiados
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1. Obtencién de los valores de dos parametros para que la funcién sea deriva-
ble

Calcula los pardmetros a y b para que la siguiente funcion sea derivable en x = I:
e lsb.oer ! si x<1
fe=y , %

si x>1
x+1

Como queremos que la funcién sea derivable en x =1, primero debe ser continua en dicho punto.

lim  f(x)= lim <x2+£+b~ex_l>=l+a+b
- x—>1" X

x—1
lz'mlf(x)z - — l+a+b=1— a+b=0
T lim f(x)= lim 2 _

x—1* x—1*t x+1

Ademis, como f(1) =1+ a+ b, la relacién anterior garantiza la continuidad en x = 1.

Por otra parte, para que sea derivable en x =1, las derivadas laterales en dicho punto deben ser iguales.

2x——dz+b-ex_1 si x<1l = f'(17)=2-a+b
J6) = 2x = 2-a+b=-
. . ’ + ],
1 = f(1h=-L
(x+1)2 ox S 2

=

Resolvemos el sistema y se obtienen los valores buscados:

a+b=0

2 4,5
_4+5=_% > a=p b=y

2. Derivacién implicita
Halla los puntos de la circunferencia x? + y? + 6x — 2y — 15 = 0 en los que su tangente tiene pendiente

-7 Represéntala.

Derivamos en forma implicita:
2+ 2"+ 6-2y'=0

Como y':—i, se obtiene 2x—2+6+i:0 — 4x-3y+15=0.

4 2 2

Resolvemos el sistema formado por la ecuacién de la circunferencia y la condicién anterior:

x2+y2+6x—2y—15=O]

4x —3y+15=0
4x+15 hx 415\ 4x +15 AN
y= "; —>x2+( x; >+6x—2~ x; ~15=0 = x=—6, x=0 0,5
N
BRI ICTOT E R
3
x=0 — y=5 \\
=G, +3)
AN
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3. Derivacién logaritmica

Utiliza la derivacion logaritmica y las propiedades de los logaritmos para calcular las funciones deri-
vadas de las siguientes funciones:

a)y = log, tgx
b)y=(x+1)%"
Jdy= w21 Hx+1

a)y=log.tgx > x'=1tgx > ylax=lntgx — y= [’ngx
i CosZZZ%tgx_lntgx'%=WJnx—/n:‘ng g ( Inx _lntgx)
In® x n® x In? x \ sen x - cos x x
b)lny=1tgx-ln(x+1) — )/=chif2+:)+tgx.xll
y'= (x+1)’gx[1”65’;2+x1) + ;gjl
O Inyx 3l =g el o %zxZil Ty O 4?;2__11)

y'= S —1 . 4 e1. X1

4(x* ~1)
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Ejercicios y problemas propuestos
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Para practicar

M Definicidon de derivada

A
1 Halla con calculadora el cociente incremental Af para xp=2 y h=0,1 de:

h
a) f(®) = Vx b)f(x) = %%~ 5x+ 1 Oft) =1

x
Compara resultados con las derivadas de estas funciones en el punto de abscisa 2.

Af  fQD-f2) 2,1-y2
)= 0,1 =01 -0

fl=-1 5 F@=-1-0,354

24x 2\2
2
b) Ahf = f(2,10),1f(2) _ 21 —5-§:ll+1—(—5) =-0,9
fW)=2x-5 = f'(2)=2-2-5=-1
A 2,1)- f(2) S
0 hf _f ’0,1f _ 2,%)’1 2 _ 038
[ = ;—g - f'(2)=;—§=—0,25
2 Halla con calculadora el cociente incremental % para %= /3 y h = 0,01 de:
a) f(x) = sen x
b) f(x) = cos x
) f@) =1gx

Compara resultados con las derivadas de estas funciones en el punto de abscisa /3.

f<£+0,01>—f<£> se;’z<£+0,01>—sen£
2 Ahf= 3 3/ \3 3 _0,496

0,01 0,01

f'(x) =cosx — [ <%>=cos£=0,5

3
I T T T
T o0,01)- F(& T 10,01)=cos &
b)Af__f<3+ ) f<3>_”'”<3+ ) "3 o seo
h 0,01 N 0,01 7
f'(x) = —senx — f'<%> = —sen % =-0,866
T T T T
T Lo01)-F(& 10,01 )=z &
C)Af_f<3+ ) f<3>_“g<3+ ) %3 o
h 0,01 - 0,01 o

F@=—t— o f(F)-—L-40

cos X
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=" (%)
A partir de esta expresién, justifica la validez de esta otra:

s L@ f 50

X — X x_xo

[ xg+h)— f(xg)
h

3 Sabemos que [im
h—o0

= f" (%)

Si expresamos la diferencia entre x y x, usando la letra h, es decir, h = x — x;, obtenemos que
x =xy + h. Ademds, cuando x — x, la diferencia x—x; — 0, es decir, h — 0. Sustituyendo:

lim M: lim f(x() +hl-)1_ f(x())

X = X0 X — X h—0

= /(=)

4 Escribe la expresiéon de los siguientes limites (se supone que las funciones que intervienen son

derivables):

2 lim $9 8@ b) tim S WSO
x—a x—a o h

O lim 2@+0-02) d) lim SO -fG+x
x—0 X x—0 X

a) xlll;ﬂa % =& (a)

h)— £(0
b iy LSO g

00:9-00) _ g

c) lim
x—0

d) /z'mo —f(s)_j:(SHC) = lim (——f(Seri_ f(5)> =—£'(5)

x—> x—0

sen(m+h)—senm
h

decir, sen’(m). Por tanto, el limite es:

5 El limite 11lz’m0 es la derivada de la funcién seno en el punto de abscisa T, es
H

sen' (1) = cos (M) = —1

Calcula andlogamente, es decir, a partir de las reglas de derivacién que ya conoces, los siguientes

limites:
. Jd+h-2 . g2+h_ 2
&) b) fim ==
. (P =3x+1)-1 . x5 — 64
VTS e

. W4+h-2 1 1
2 hll—% h T 2/4 4
, €2+h_€2 e
b) hlgﬂo h - ¢
2
) [l'mw=2.3_3=3
x—3 x—3

d) /@4’63—24 _3.42 - 48

X —
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6 Utiliza la definicién de derivada para hallar f'(2) en los siguientes casos:

a) i) = £ b) () = {x+2
o o) 2+h-1 1 hel 1

oy Ty +h)— o 2+h+1 3 h+3 3 2 2
/)= hlzno h N hlzno h - hlino h N hlino 3h+9 9

iy o SR+ -FQ) . J4+h-2 Wi+w?-22 1 1
b)f(z)‘hli”o h ‘hli”o  h h—>0 h(J4+h+2) h[l—% 4+h+2 4

7 Aplica la definicién de derivada para hallar f'(x) en cada caso:
a)f(x)=x+% b) f(x) = yx2+1
h+ 1 —x—L h 1 _1

1 f(x+h)—f(x)_ , ol x+h ( x)_ , T e+h  x ~

R R T

hx(x+h)+x—(x+h) _ . h(x2+hx—1) x2—1_1 1
T2

:hh’—;;no hx(x + h) " h—-0  hx(e+h) 42

b) £() = lim fx+h) - f(x) - Um \/(x+h)2+1—«/x2+1 _ (\/(x+h)2+1)2 (\/x +1)2
h—0 h h—0 h h—>0 h(\/(x+h) +1+«/x +1)
_ (cab)?el-(G2e) h(2x + h) 2 x

= [lim = = =
h—0 h(«/(x+h)2+1+\/x2+l) h—0 h(«/(x+h)2+1+\/x2+1) 2\/x2+1 \/x2+1

M Reglas de derivacién

Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

8a)y=‘z22—:g b)y = /322
2y 2x(x? +3) = (x* = 3) 2x 2x +6x — 2x° +6x __ 12x
(x* +3)? (x* +3)? (x* +3)?
2
b)y——am
2/3
_[(1-x -2 x_z
9al)y_<1+x> bly= x 2
2y (1_x>‘”3_—1-(1+x)—(1—x)=;<1+x)_”3__1_x_1+x=
g L+x (1+x)° 3\1-x (1+x)°

-2 —4

—0B 10 319’

(1
b)y'= 2-(—%)+%-2x=—%+x

10 a)y=l"Tx b)y=7e*

2 y'= (l/x)x2 In x 1—/2nx b)y'= 7>
X X
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11

12

13

14

18

16

17

18

19

20

a)y=% b) y = sen x cos x
e —e
I Gt 0 S AR Y0 W il T bt Bt S BT
(gx _e—x)2 (ex _e—x)2 (Ex . e—x)l

) 2 2
b) y'= cos x - cos x + (—sen x) - sen x = cos” x — sen” x = cos 2x

__1
)= sen x
Q) y'= =X

sen” x

= 14 X

a)y=arctg 3

, 1 1 1/3

3

a)y'= =

1+(3)2 3 1+(2/9) 9+

b)y=(x?+1)

’ 2x
b)y'= 25
) x4l

b) y = cos? (2x—T)

b)y'= 2 cos 2x — ) - (—sen 2x — ) - 2=—4 cos 2x — ) - sen(2x — M) = =2 cos (4x — 4m)

a)y=sen’x

a) y'= 2sen x - cos x = sen 2x

a) y = sen x?

a) y'= cos x* - 2x = 2x cos x°

a)y=(2Jx-3)7
- _3)6.0. 1 _
0 y'=7 -3 2oL

a) y = sen? x2

=L (24x-3)°

Ix

b)y= g« o

b)y'= T\/lgix'(“tgzx): 2757:
b)y=arctg(x2+l)

by’ 1+<x§+1>2'2’“=x4+§§2+z
b)y = log, |x

byyo L. 1 1 1

x 2 2]x 2xln2

b)y=arctg%

a) y'= 2sen x? - cos x* - 2x = 4 - sen x% - cos x° = 2x - sen (2x2)

by's ()

1+(1/x)2. 21

a) y = cos® (7x?)

+(1/x%)

X +1

b)y=3*+1

a)y'=5 cos™ (7x7) - (=sen (7x%)) - 14x = —70x cos* (7x%) sen (7x°)

b)y'=3"In3
a)y=(5x-3)2

a)y'= %(536—3)_1/3-5:

a)y=h@2x-1)

2
2x —1

a)y'=

10

33/5x -3

b)y=arcsen%
2x
b))l'= 1 -Z_x: 3 - 2x
2\ 3 Jo—xt Yot
-\%5 3

2
b)y=1g -

2 2
o142 X 2x gt X
b) y ( + 1 2) IR tg 5

Matematicas |l
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21 a)y=ln(x2—1) b)y=arccos«/ﬂ
a)},’: 2x b)_y’: —1 . 2 _ -1 - _ 1
x* -1 J—(20?2 2V2x V2 {1-2x  ox 452
22 a)y=In{l1-x b) y = (arc tg x)?
a)yzln«/l—len(l—x)l/z=lln(1—x) b) y'= 2(arc 1g x) - 12:2arct€x
2 1+x 1+x
1 -1 -]
Y - T 2-2x
23 a)y=log;(7x+2) b)y=In (tg%)
1 7 7 1 23\ ([ 3 __3(1+tg2(3/x))
' n3 (Tx+2) (Ix+2)In3 b)y'= tg 3/x (1+tg x)( xz)_ x* tg (3/x)
24 a)y=e4x b)y=ln<ln%>
"= 4ot - 11 (_1)__ 1
Y=t e AT RSTR ( xZ) x In (17%)
25 a)y=2% b)y:arcsen(iii)
a)y'=2"In2
, —1)—(x+1) 1 i)
b)y'= 1 L - . -
T e (TR VR PR VG G O
x—1 x—1
_2
o x—1 _ 2 )
Jr—1)2—(x+1)? (e—DyP+1-2x—x*—1-2x  (x—1)J—4x
26 a)y=5tg°(3x2+ 1) b)y={x+x

a)y'=15 th Bx+1)-[1+ tg2 (Bx? +1)]- 6x = 90x[tg2 Gx?+1) + tg4 (Bx? +1)]

b)y'= —= <1+ 1 >= 2yx+1  _ 2yx+1
24+ 2Vx ) 4yxix+x 4«/x2+x«/;
27 a)y= g+ by= 32
' (1+ g% %)
Yy — L (gt 2p X
o 2\ig 5 s Jig
-2/3
b ,:l(x—Z) we2-G6-2) 1 4
)}’ 3\x+2 (.X'+2)2 33 (X—2>2 (x+2)2
x-2
- 4 i 4 ) ’ ]
32 dx=2? 3642 V=27 30 e-2)°

(x+2) 2/3

4
3c+2) W(x+2) (x—2)2
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M Otras técnicas de derivacién

28 Calcula la derivada de las siguientes funciones, aplicando previamente las propiedades de los

PNNNSAC HILLERA O
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b) y = In(x tg x)*

d)y = (2% sen® x)

= +2cotgx+2gx
x

logaritmos:
Dy=ln 175
3/ 2
c)y=ln< x2—1>
x
a)y=In _§=L[/n(1—x)—ln(l+x)]
+
_[ I S S P s |
1+x 2 1-x% 1-x°
b)y= ln(xtgx)2=2[/nx+/n (1g x)]
~ 1+tgx 1. 2 2
y'=2|= o o 2[x+tgx+tgx
3&
Q) y= ln( ) I3 =1 = ln x* =3ln(x -1)-2nx
1 2x 1 2x 2
S . 2x 2
SR X 3(-1) X

d)y= (2% sen* X)=n2* +nsen® x =xIn2+2 Insen x

Y= n2+2. 85X o, 2
sen x g x

29

Calcula la derivada de estas funciones implicitas:

a)x2+y2=9

a)2x+2y-y'=0

o =2x _ =X
7Ty Ty

b)2x+2yy'—4-6y'=0
y'(2y—6)=4-2x

y'= 4-2x 2-—x
2-6 y-3
2 1A
C) A"‘%:O
Zyy'
X, 9
)
2yt o« i , —9x
=——- 2 = — - —_""
g Ty Wy TV,

b)x2 +y% —4x—6y=-9

" (x-1)2 (y+3)2

_ -1
8 14

f)xy2=x2+y
h)4x2 + 42+ 8x+3=0

j) yx—xz—y=0
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2(x=1) 2(p+3)y’
8 14
x-1_0+3y 4
4 7
ACES))
4(y+3)

d) =0

€) 3x2 +3y%y + 2y + 2xy'= 0
' (3y? + 2x) = 3x2 -2y
. —3x2—2y
3%+ 2x
f)xp?=x2+y
y2+x-2}/y':2x+y'

2ay'=y'=2x =y
y'(2xy-1) = 2x—y2

. 296—)/2
)= 2xy -1
22 2y »w o x ,_ 25x
= — =0 - Z—== = =
&9 s 259 )Ty
h)8x+8y'+8=0 = py'=x-1 - y'= —x—1
Y
. r ’ ’ ’ _Zx_)/
) 2x+y+x'+2p'=0 = y'(x+2)) =-2x—y = y'= P
Ix —
D yx+y=2x—9'=0 = y'(x-1)=2x—y = y'= il ly
30 Aplica la derivacién logaritmica para derivar:
a)y=x3x b)y=xx+1 c)y=xex
d)y= (n 2! ¢ y- (m) f) y = xies
x

a) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una potencia es
Inx"=mnlnx:

y=x* = Iny=3xinx

Derivamos como funcién implicita:

y—=3lnx+3x~l=3[nx+3
y X

Despejamos y"
9= x> Blnx+3)
b) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una potencia es
nx"=nlnx:
y=x**1 > ny=(x+1)Inx
Derivamos como funcién implicita:

'

J 1

=hx+(x+1)- 1 1+l
x x
Despejamos y'":

y'= PR (/nx+l+l>

X
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¢) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una potencia es
Inx"=mnlnx:

y=x"x = Iny=¢"-Inx

Derivamos como funcién implicita:

A ex-/nx+ex~l=ex<lnx+l>
y x X

Despejamos y'":
y'= x€x~ex(/nx+i>
d) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una potencia es
Inx"=nlnx:
y= (lnx)**" - ny=(@+1)-In(lnx)
Derivamos como funcién implicita:

J

< = ln(lnx)+(x+1)-ﬁ.%:/n(lnx)+ ;c/:llx

'

Despejamos y':

" x+1‘ x+1
y'= (Inx) [ln (In x)+—x/

nx

¢) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una potencia es

Inx"=nlnx y que el logaritmo de un cociente es /n <£> =lna—Inb:

b
= (%)x — /ny:xln(%):x(/n(;mx)—/nx)

Derivamos como funcién implicita:

'

EA ln(senx)—lnx+x<—m$x _L>:[n<_senx>+7xcosx -1
y senx  x x sen x

Despejamos y':
y'= <senx>x'[ln<senx>+ X c0s X _1]
x x sen x

f) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una potencia es
Inx"=nlnx:

y=x%" > hhy=tgx-lnx
Derivamos como funcién implicita:

y7 = (1+tg2x)-lnx+(tgx)-%

Despejamos y':

’

Y= X85 tg® ) Inx+

g x
X
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31

32

Determina la derivada de cada una de estas funciones:
a)y=<l+%> b) y = (sen x)* ©) 4x2+y +4x-12y-6=0
d)xy=e*+y e xy=lny £) x2—y2+3xy+5=0

’

2
a) /ny=x-/n(l+%) - 7 =/n<1+i>+x (1/x7) -[n<1+L)_ 1

J X)) x) xl
. 1\ 1) 1
%J’—(l+x) [ln<1+x> x+ll
b)lny=x-Insenx — S In sen x + x - £ X - y'= (smx)x<[n5mx+—x'msx>
A sen x sen x
Q) Bx+2py'+4-12'=0 = y'(y-6)=—4x-2 — y'= %
dysxy=e sy = m'-y=eoy > y'=
! 2
1 ! }/ ‘)/ ! 4 .y x)’ ’ ’
e) +xy') = - +xy) =9 — ¥ =y -
20 VPO 2 ey o S Y
2 2
2
N, y<Q) Y
2|xy 2 1— (Jxy/2)
! ’ ’ 12 _2x_3}’
£) 2x=2p"+3y+3xy'=0 = y'Bx—2y) =-2x-3y — y's= m

Obtén la derivada de las siguientes funciones de dos maneras y comprueba, operando, que llegas
al mismo resultado:

I) Utilizando las reglas de derivacién que conoces.

II) Aplicando la derivacién logaritmica.

3
2y~ <ﬁ)

X
0= (12

3xcoszx

c)y=sen
d)y= «/x2+13«/?

o afxslV 1) 36>+ -1
) y_s<x7) ( __)_

x* X

) lny=3(n (x2+1)=lnx
L’= 3(295_1)=3(2x2—x2—1)= 3(x*-1)

y il X x(x* +1) x(x* +1)

,- <x2+1)3_ 362 -1) _ 32D (-1
X x(x?+1) x
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b)I) )": 1 . 1—x+l+x: 1
) [MTerx (-2 Jl+n1-x°
1-x
H)ln)/=%[ln(1+x)—ln(l—x)]
y_1|l1 ]zi l-x+lex |_ 1
y 2(l+x 1-x] 2[(Q+x)(1-x]| (Q+x)(1-x
yr: 1+x 1 1

I—x (1+9(0-9 " J1:0(1-27

ol y'= 3sen’ x - cos x - cos® x + sen> x - 205 x (—sen x) = 3sen” x - cos>

x — 2cos x sen4 X

) Iny=3 In(senx)+2 In(cos x)

’

2 2
Y 3cosx+2_—senx:3cos x — 2sen” x

y sen x cos x Sen X - cos X
2 2
) 3 2 3cos” x — 2sen” x 2 2 2
y'= sen’ x - cos” x - =sen” x - cos x (3cos” x — 2sen” x) =
sen x - cos X
2 4
= 3sen’ x - cos> x — 2cos x - sen” x

3/ 2 2
) )’EL‘%/?M/H.;. 1 x\/; 2yx"+1

— = +
2405 +1 3 W a1 3%
_ 3x2+2(x2+1)_3x2+2x2+2_ 5x2+2

3yx? +13/x ) 3yx? +13x _3«/x2+13«/;

I Sy 2
) Iny= 2ln(x +1)+3lnx
J”:l_ 2 2 1 __ x +L:3x2+2x2+2: 5x° +2
2 41 3 x xPi1 3x 3x(x? +1) 3x(x? +1)

, 2 32 5x7+2 Sx?+2
Y= AxT+ 1 Yx" =
3x(x2 +1) 3«/x2 +1 3«/x

33 Calcula el valor de la derivada en x =0 de cada una de las siguientes funciones:

a) g(x) = e si £(0)=0y f(0)=1
b) b (x) = [sen f(x)]? si £(0) = % y £10) =1
)jx) =yln f(x) si fO)=ey f'(0)=1

a) Aplicamos la regla de la cadena:

g'(0) = Dlsen f(x)] - O = £ (x) - cos f (x) - S

2'(0) = £10) - cos f(0) - & O = 1. 0os0 - /O 1. 1. 1=1
b) Aplicamos la regla de la cadena:

h'(x) = 3lsen f(x)]*- Dlsen f()]=3[sen f(x)]* - f'(x) cos f(x)

5'(0) = 3[sen f(O)]2 - £(0) - cos f(0) = 3[:@71 %]z-l-cos%:3<L>2-l-L:i:ﬂ
¢) Aplicamos la regla de la cadena:
oo D@ )
T f@ @ 2l f®
(0) = f'(0) 1 _ 1 _1
2£(0)Jln f(0) 2eylne 2ey1 2e
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M Diferencial de una funcién

34 Determina la diferencial, df (x), para cada una de las siguientes funciones:

a) flx) =x*-2x2 + 1 b) f(x) = 22+ 1
O f@®) =In % 0 f@) = 2

2) df (x) = f(x) dx = (4x® — 4x) dx
b) df () = () d = ¢+ 1 d
Q) f() = lnd—2nx

Af (%) = f'(x) dx = % dx

d) bn f(x) = % In(x*+2)

SO 1 2 oy 3Pz 2x

fG 3 4242 3(x*+2)
2x3«/x2+2

df(x) = =X 22

) 3622

35 Halla Ay, dy y Ay—dy en cada uno de estos casos:

a)y=x2_3x+1 para xy =2y dxy=0,2 b)y = e* para xy=2 y dxy=0,1
c)y=3¢x2+2 para xy =5 y dx = 0,02 d)y=4 para xg=1y dxy=0,1
x*-2x+5
a) Ay=2,22-3.22+1-(-1)=0,24
y'=2x-3
dy=(2-2-3)-02=0.2
Ay—dy=0,04

b) Ay = > —¢2=0,777
yi=et
dy=e*.0,1=0,739
Ay—dy=0,777 — 0,739 = 0,038

o Ay=35,022+2-35%+2-0,0074

i 2x3«/x2+2
3(x*+2)
32
dy= 222057+ 2 0,02-0,0074
3(5°+2)
Ay—dy=0
1,1 1
d) Ay = - - 0,049
J1L12-2.1,145 y12-2.1+45
y/: —x+5
(x? = 2x+5)Vx* = 2x +5
dy - —1+5 .0,1=0,05

(12-2.1+5)y1%2=2.1+5

Ay — dy = 0,049 — 0,05 = —0,001
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36 Calcula el valor aproximado de las siguientes expresiones utilizando el diferencial:
1
¥ 001

by 1
) 2,013

c) log 10001
a) Llamamos f(x) = % - fl(x) = %; dxy = 0,001.

= £(4,001) = £(4) + df (4) =

4001 001 - 4 -0,001=0,24994

1
4
=3 .
A

b) Llamamos f(x) = % — f'(x) = =5 dx;=0,01.

W=f(2,01)=f(2)+a§”(2)=?—%~0,01=0,12313

¢) Llamamos f(x) = logx — f'(x) = 36’171710; dxg=1.

-_— —_ = 71 . =
log 10001 = £(10001) = £(10000) + df (10000) = log 10000 + —o-=sts—- - 1= 4,000043

M Derivabilidad

37 Observa las gréficas de las siguientes funciones e indica en qué puntos no son derivables:

a) b) [\ I ©
\ /

o
N

o

\
) [
5 2 2
|\

:Alguna de ellas es derivable en todo IR?

|

a) No es derivable en x=-1 porque f'(-17) = f'(~1*) (tiene un punto “anguloso”) nien x=2 (no
estd definida la funcién).

b) Es derivable en todo IR.
¢) No es derivable en x = 0 porque f'(07) = f'(0*), yen x=2, porque f'(27) = f'(2*) (tiene

puntos“angulosos”).

38 a) Comprueba que la siguiente funcién es continua y derivable y halla £7(0), f'(3) y f'(1):

re-|

3x—-1 si x<1
Mex sixx1

b) ;Cuél es su funcién derivada?
¢) ;En qué punto se cumple f'(x) = 52
a) Si x= 1, lafuncién es continua y derivable, pues estd formada por dos polinomios.
Continuidad en x = 1:
xliml‘ f(x)= xli_?)nl (Bx-1)=2
i f@)= lim (x*+x)=2 ¢ f(x) escontinuaen x=1.

F)=2
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Derivabilidad en x = 1:
U f9= g 3=3= £10)

Las derivadas laterales existen y coinciden.
lim  f'(x)= lz’_;)nl (2x+1)=3=f'(1")
x—>1" x

Luego f(x) es derivable en x = 1. Ademis, £'(1) = 3.
Asi, f(x) es continua y derivable en todo R.
f0)=3
fB)=2-3+1=7

<1
bre-1,°

2o+l x21

O Si £(¥) =5, entonces x> 1. Es decir:
f)=2+1=5 > x= %251
f@=5

39 Comprueba que la funcién f(x) es continua pero no es derivable en x = 2:
In((x-1) si x<2
f(x)={3x—6 si x22

* Si x# 2, lafuncién es continua y derivable.

¢ Continuidad en x = 2:
xlir;iz_f(x)lez'_?};zzln(x—l)zlnI:O

lim  f(x)= li_})nz Bx—=6)=0 f(x) escontinuaen x=2.
2+ x

X =
f2)=0
¢ Derivabilidad en x = 2:
7 1 _ 7’ 1 _ _ 1 -—
lim f(x)—xlznz—x_l =1=f'(27)

x— 2"

lim | 0= lim 3=3=f'2)

Las derivadas laterales existen pero no coinciden.

f(x) no es derivable en x=2.

40 Estudia la continuidad y la derivabilidad de las siguientes funciones:

e* si x<0

a) f(x) =11 si 0<x<3
k—x2+3x+2 si x>3

2e2x+1 si x<-1
b) f(x) = 12x+2 si —1<sx<2
x*+8x si x>2

a) Si x=0 y x=3, lafuncidn es continua y derivable.

Continuidad en x = 0:
lim )= lim ¢ =1
x—0" f( ) x—0
xli)n%+ f(x)= xlzno 1=1 { f(x) escontinuaen x=0.

£0)=1
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Continuidad en x = 3:

lim f(x)= lim 1=1
x—3" x—3 L, . .
Los limites por la derecha y por la izquierda no

. . 2
xli)m3+ f= XZZZ% (=" +3x+2)=2( csinciden. La funcién no es continua en x = 3.

f(3)=2
Derivabilidad en x = 0:
xli’)n%_f (x):x/z'_7>n0 ¢ =1=f'(07)

Zz’m+f'(x)=xlz'_7)1100=0=f'(0 )

x—0

Las derivadas laterales existen pero no coinciden,
f(x) no es derivable en x=0.

Derivabilidad en x = 3:
Como f(x) no escontinuaen x =3, f(x) no esderivable en x= 3.
b)Si x=-1 y x=2, f(x) escontinua y derivable.
Continuidad en x = —1:
lim  f(x)= lim (?+2x+1)=0
x— 1" x—>-1
lim f@)= lim (2x+2)=0 f(x) escontinuaen x=-—1.
x— 17 x—> -1
f(=1)=0
Continuidad en x = 2:

} ﬁ'n_ir fx)= lenz 2x+2)=6

Los limites por la derecha y por la izquierda no coinci-

, (L2 B
xli>mz+ f(x)‘x[Z"z( x4 8x) =12 den, f(x) no escontinuaen x=2.

f(2)=12
Derivabilidad en x = —1:
xﬁ'n:zl_ f'(x)=xli’)m_1 (2x+2)=0=f'(2")

Las derivadas laterales existen pero no coinci-
lim f'(&)= lim 2=2=f'Q2" den, f(x) no esderivable en x=-1.
x— -1 x— -1

Derivabilidad en x = 2:

f(x) noescontinuaen x=2 — f(x) no esderivable en x=2.

Pagina 265
41 Estudia la continuidad y la derivabilidad de las funciones:
0 six<0 . { %<0
o e si x<
a) f(x) = \x Sf O<x<l1 b)f(x)-{l_x i x>0
x six21

a) Continuidad:

*Six=20y x=1 — Escontinua, pues estd formada por funciones continuas.

e En x=0:
xli)n%_ fx)= x[z)no 0=0
lim f(x)= lim x> =0¢ lim f(x)= f(0). Por tanto, la funcién es continua en x = 0.
x—=0* x =0 x—=0
f0)=0
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e En x=1:
li = lim x*=1
S S fig x

lim . fx)= /l'm1 (x=1) lz’m1 f(x)= f(1) — Lafunciénescontinuaen x=1 y, por tanto,es
¥l 7 7 continua en [R.
f=1

Derivabilidad:

*Si x=20 y x=1 — Lafuncién es derivable. Su derivada es, en esos puntos:

0 six<0
f'(x)=12x si O<x<1
1 six>1

* En x=0:

f'(07) =0 =f'(0%). Por tanto, f(x) esderivableen x=0; y £'(0) = 0.
*En x=1:

f'(17) =2 = f'(1") = 1. Por tanto, f(x) no es derivable en x= 1.

La funcién es derivable en IR — {1}. Su derivada es:

0 six<O0
f'(x)=12x si O0sx<1

1 six>1

b) Continuidad:
* En x=0 — La funcidn es continua, pues estd formada por dos funciones continuas.

* En x=0:
I = lim e =1
A S 0=l €

lim fx)= lim (1-x)=1¢ lim_ f(x)= f(0) — La funcién es continua en x =0 vy, por
x =0t x—0 x—0 .
tanto, es continua en todo IR.
f0)=1

Derivabilidad:

e Si x20 — La funcidn es derivable. Ademds:

™ six<0
si x>0

fx) = {j
e En x=0:
f1(07) =-1=£"(0%)

Por tanto, f(x) es derivableen x=0 y f'(0) = —1. La funcién es derivable en todo IR. Su
derivada serfa:

™ s x<0
si x>0

o= 1



Unidad 8. Derivadas NNZNSAC HILLERATO

Matematicas |l

42 a) Calcula m y n para que f sea derivable en todo |R:
flo) = {

x*—5x+m si x<1

—x? + nx si x>1
b) :En qué puntos es f'(x) = 0?
a) Para que sea derivable, en primer lugar ha de ser continua.
* Si x= 1, lafuncidn es continua, pues estd formada por dos polinomios.
*En x=1:
i _f@)= lim, (*—5x+m)=—4+m
lim X fx)= xli_7>n1 (x?+m)=—1+n

x—1

f()=—4+m
Para que sea continuaen x =1, hadeser —4 + m =—1 + n; es decir: m=n+ 3.
Derivabilidad:

e Si x= 1, lafuncién es derivable. Ademds:

o]

2x -5 si x<l1
2x+n si x>1

e En x=1:
f(a)=-3
(1) ==2+n

Para que sea derivable en x =1, hadeser =3 =-2 + 7, esdecir, n=-1.

Por tanto, la funcién serd derivable en todo IR si m =2 y n=—1. En este caso, la derivada serfa:

2x -5 si x<1

£ - {—2x—1 siox>1
b)f'(x) =2x—5 si x<1
2x—5=0 > x= %; pero %>1
f'(x)==2x—1 si x=1
2x—-1=0 > x= —%; pero —% <1

Por tanto, f"(x) no se anula en ningtn punto.

43 Calcula a y b para que la siguiente funcién sea derivable en todo IR:

ax* +3x si x<2

() = .

f {xz—bx—4 si x>2

Para que sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.

* Si x#2 — lafuncién es continua, pues estd formada por dos polinomios.

* En x=2 debe cumplirse que linz fx) =£(2):

, o 2 ~

xli)mz_f(x)—xlgnz(ax +3x)=4a+06
, o 2 AN

x/ﬁ)m2+ f(x)—xlﬁ;nz (" —bx—4)=-2b

f(2)=4a+6
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Para que sea continua, ha de ser 4a + 6 = -2b; es decir, 2a + 3 =—b o bien b=-2a-3.
Derivabilidad:

¢ Si x=2 — lafuncién es derivable. Ademis:

2ax+3 si x<2

[ = {Zx—b si x>2

* En x=2 debe cumplirse que f"(27) = f"(2*):
£12)=4a+ 3}
f2=4-b
Para que sea derivable, ha de ser 42 + 3 = 4 — b; esdecir, b=—4a+ 1.
Teniendo en cuenta las dos condiciones obtenidas:

b=-2a-3| 24-3=-4a+1 > 2a=4 — a=2
b=—4a+1| b=-7

Por tanto, para que f'(x) sea derivable en todo IR, hadeser 2=2y 6=-7.

44 Calcula a y b para que f sea continuay derivable.

-]

—x si x<0
ax+b si x>0

Continuidad:

* En x= 0 — Lafuncién es continua pues estd formada por dos polinomios.

* En x=0:
. - R
xlz%if(x)—xlzno x"—x)=0
xlin%)* f(x)=xlin0 (ax+b)=b
f0)=0
Para que sea continua ha de ser &= 0.

Derivabilidad:

¢ Si x=0 — La funcién es derivable. Ademis:

, 352 —1 si x<0
f(x) = {d

si x>0
* En x=0:
£1(07) = _1}
f(0")=a
Para que sea derivable, ha de ser = -1.

Por tanto, f(x) serd continuay derivablesi a=-1y 6=0.



Unidad 8. Derivadas NNZNSAC HILLERATO

Matematicas |l

45 Disi es derivable cada una de las funciones siguientes en los puntos que se indican. Si es deriva-
ble, calcula su valor y, en caso contrario, di cudnto valen las derivadas laterales.

a) f(%) ={

o) f(x) =|x| en x,=0 df(x)=]|x2—x-6| en xy=-2y ;=3

x-1 six<1

2x -2 si x>1

3x -1 si x<2
en x5 =1

en xo=2 b) £ (x) = {

x*—x+3 si x22

a) Estudiamos primero la continuidad en x; = 2:
lim f(x)= lim (3x-1)=5
x—>2" x—2"

It = f(2)= E inua.
lim f(x) = Ilim (xz —x+3)=5] « Zﬂz f(x) f( )=5 — Es continua
x—2* x—2"

£ = 3 s% x<2 — f'(2+)=3
2x—1 si x>2 = f'(2%)=3
f'(27)=f'(2*) =3 — Esderivableen xy=2 y f"(2) = 3.
b) Estudiamos primero la continuidad en x; = 1:
lim  f(x)= lim x*-1)=0
x—1" x—1"

lim @)= lim (2x—2)=0[ +2 F@=f1)=0 = Escondnua
x—>17 x—1*

vy 2% st x<l > f'(17)=2
f(x)_{z si x>1 = f/(1M)=2

f'(17) =f'(1")=2 — Esderivableen xy=1 y f'(1) = 2.

—x si x<0

O ) = {

Estudiamos primero la continuidad en x; = 0:

x si x=20

lim_f(x)= lim_ —x=0
0" x =07 lim f(x)= f(0)=0 — Es continua
lim f(x)= lim x=0 | x=0 i i |
x— 07 x—0*

oy =1 osix<0 > f(07)=-1
f(x)_{l si x>0 = f(0%=1

f'(07) = f7(0*) — No es derivable en x; = 0.

X —x—6 si x<-2
d) fx) = P x+6 si 2<x<3

—x—6 six23
La funcién es continua en IR por ser el valor absoluto de una funcién polinémica.
Calculamos las derivadas laterales en cada punto:

2x -1 si x<=2
f'(x)=1-2x+1 si -2<x<3
2%x—1 si x>3

f27)=-5
fi=29=5

f'3)=-5
£39=5

} — f'(=27) = f'(-2*) — No es derivable en x;=-2.

} — f'(37) =f'(3") — No es derivable en x; = 3.
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Para resolver

46 Dadas f(x) =x2 y g(x) = 3x + 1, halla:

a) (fog)'®

b) (gof) ')

o (fog') )

d) (f"g))

Q) (fog)'(0)=Ff"gl)] g'x)
Como f(x) =x2 y g() =3x+1 = f(x) = 2%, ¢'(x) =3
(Fog)(®)=2-BGx+1)-3=6B3x+1)=18x+6
También podemos hacer:

(fog) ) =FlgW] =fBx+1)=(Bx+1)?
(fog)'(x)=2-3B3x+1)=18x+6
b) (gof)'(0) =g [FW)] f'(x) =3 2x=6x
O bien:
(gof)) =g[f)]=3x*+1 > (gof)'(x) = 6x
A (fog)x)=flg®@=,(3)=9
d) (feg)(x) =2-gx) =6x+2, yaque f'(x) = 2x.

47 Dadas f(x) = (x+ 1)? y g(x) = x2.
a) Calcula:

&) (feo'®  gIf@W  (gof)'®
b) Si 4 es una funcién cualquiera, halla en funcién de 5’ y de » las derivadas de:

flh@]  flx+bh(]  glfx+h)]
Q) F() =20+ 1), g'(x) = 2x
£ =262+ 1)
(fog)'®) =f1lgk] - g'(o) =f'(x%) - g'(¥) = 2(x* + 1) - 2x = dxc(x? + 1)
gL =gl + 1D =2(x+ 1)2
(gof)'@) =g'[f]-f(e) =20c+ 1)*- 2(x + 1) = d(x + 1)
b) fIh()]'=fTh ()] - h'(x) = 2[h(x) + 1] - h'(x)
flx+h(x)] =T+ h)] - [1+h'(x)] =2[x+hx)+ 1] - [1 +h'(x)]
glfle+ hII =g’ flx+ b - (flx+ AN 'L + b'(0)] =
=g lbe+ h) + D] - (flx+ AN [1+ 4'(0)] =
=20+ h(x) + 12 2[x+ Al + 1] - [1 + 5'(0)] =

=40+ hx) + D3 [1+5'(x)]
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48 a) Representa la funcién f(x) = |x+ 1| + [x-3|.
Observando la grifica, di en qué puntos no es derivable.
b) Representa f'(x).

* Mira el Ejercicio resuelto 4.

x—1-x+3 si x<-1 2x+2 si x<-1
a) f(x) = yx+1-x+3 si -1<x<3:=14 si —1<x<3 4

x+l+x—-3 si x>3 2x—2 si x>3
2
No es derivable en x=—1 nien x=3.
(Son puntos “angulosos”). -4 2 2 4 6

-2 si x<-1
b) f'(x) =10 si —l1<x<3 2’ —
2 six>3

2 G
49 Dada la funcién f(x)=x.|x|={ x” si x<0

x2 six20
a) Halla f'(x). b) Halla f"'(x).
Representa grificamente los resultados.
a) La funcién dada es continua en R.
—2x si x<0

f6= {Zx si x>0

Claramente las derivadas laterales coinciden en x = 0.
Por tanto, es derivable y f"(0) = 0.
Grifica de f"(x):

4 | D 4

o)
=z

b) Como se puede ver en la grafica anterior, f'(x) es continua en [R.

) = {;2 si x<0

si x>0
Claramente las derivadas laterales no coinciden en x = 0. Por tanto, no existe f"(0).

Y

y 3
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50 Estudia la derivabilidad de las siguientes funciones:
a) y=|x-2| b)y = |x* + 6x + 8|
Oy=x+|x-3]| dy=x%+|x|
a) Definimos la funcién por intervalos:

—x+2 si x<2

f(x): {x—2 si x>2

Derivamos:

1) = {I

1 si x<2
si x>2

f@)=-1
F2n-1

La funcién es derivable en IR — {2}.

} f’(z_) ¢f’(2+) — No existe f'(2)

b) Definimos la funcién por intervalos. Para ello, calculamos los puntos en los que y = 0:

—6+436-32 __6+2 x=—4
2 N 2 <x:_2

x2+6x+8=0 - x=

X +6x+8  si x<—4
fx) = x?—6x—8 si —d<x<=2
2 +6x+8  si x>-2

Derivamos:

2x+6  si x<—4
f'(x)=1-2x—-6 si —d<x<-2
2x+6  si x>-2

"—47)=2(-4)+6=-2
?'E—4+3=—;(—)4)—6=2} f'(=47) = f'(-4%) — Noexiste f'(—4)

f(=27)=-2(=2)-6=-2
f(=27)=-2(-2)+6=2
La funcién es derivable en IR — {4, —2}.

} f'(=27) = f'(-2*) — No existe f'(-2)

¢) Analizamos el signo de x—3 para definir la funcién por intervalos:

---------------- ‘ x+(=x+3)=3
! x+x—-3=2x-3
x 3 X
Asf:
3 si x<3
f) = {Zx—.’) si x>3
Derivamos:
) 0 si x<3
)= {2 si x>3
f'(3)=0

3% = 2} f'(37) = f'(3") — No existe f'(3)

La funcién es derivable en IR — {3}.
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—x si x<0

d) Definimos la funcién por intervalos. Recordamos que |x| = {x G 250"

Ast:
f() st —x si x<0
X) =
sP+x si x20

Derivamos:
2x—1 si x<0

f'(x) - {2x+1 si x>0
f’(o_)=2'0—1=—1 8 .
(0 '(07) = N (0
f£(0M=2.0+1=1 J107) =707 o existe f"(0)
La funcién es derivable en IR — {0}.

51 Estudia la continuidad y la derivabilidad de las siguientes funciones

a)f(x) = %lxl

||

b) f(x) =

x%—
a) Definimos la funcién por intervalos:

si x<0

1—
f@=11"
si x>0
1+x

Continuidad:

*Si x=0:
Es continua, pues estd formada por dos funciones continuas en los intervalos en los que estdn

definidas.
e Si x=0:
x[i;n’é)_ f(x) - x[l’—;,)n() m -

, 7 1 , _ . _
xli%* f(x)—xlz_7>n0 1 =1 xlzno f(x)= f(0). Escontinuaen x=0.

£0)=1

Por tanto, es una funcién continua en IR.

Derivabilidad:
e Si x=0: Esderivable. Ademas:

si x<0

2
£ = (1-x)
(1_1)2 si x>0
+X

* En x=0:
f'(07) =1=f"(0") =—1 — No es derivable en x=0.

Por tanto, es derivable en IR — {0}.



Unidad 8. Derivadas NNZNSAC HILLERATO

Matematicas |l

b) Definimos la funcién por intervalos:

si x<0

xz—— 1
f(x) = .

si x>0
2
x—1x

El dominio de la funcién es IR — {~1, 1}. Por tanto, en x=-1 yen x=1 lafuncién no es continua
(ni derivable).

Continuidad:
e Si x=20, x=-1, x=1:
La funcién es continua, pues estd formada por funciones continuas (en estos puntos).
*En x=-1 yen x=1:
No es continua, pues no estd definida en estos puntos.
* En x=0:

lim X)= lim —% =0
x—)O‘f() ¥=0 42

lim f(x)= lim —*—=0 xlzﬂo )= £0). La funcién es continua en x = 0.

x—0* x—=0 ,2_q

f(0)=0

Por tanto, es una funcién continua en R - {-1, 1}.
Derivabilidad:

e Si x20, x=2—1, x= 1: Es derivable. Ademis:

w41

—=T- — si x<0
2 2
, x“—1
fp- 0D
_367_12 si x>0
(x*=1)
* En x=-1 yen x=1: No es derivable, pues no estd definida la funcién.

* En x=0:
f'(07)=1=f'(0") =-1 — No es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en IR — {-1, 1}.
52 Si f(x) =x2|x|, halla £, f"y f""

x> si x<0
fl) = {xa

si x>0

Derivando:

, 3x% si x<0
£ = {336‘2 si x=0

(En x=0, tenemos que f"(07) = f"(0*) = f"(0) = 0).

—6x si x<0

)= {Gx si x20

(En x=0, tenemos que f"(07) = f"(0%) = £"(0) = 0).

-6 si x<0

£ = {6

si x>0

(En x=0 noexiste f", puesto que f"'(07) =—6=/f""(0") = 6).
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53 Estudia la continuidad y la derivabilidad de esta funcién:

-1 si x=0
fx) = w sixz 0, x23
x° -9
|1 si x=3
-1 si x=0 ) -1 si x=0
1 si x=3 J 1 si x=3

El dominio de la funcién es IR — {-3}. Por tanto, en x=-3 no es continua (ni derivable), pues no
esta definida.

Continuidad:
* En x=0, x=3 y x=-3: Es continua, pues las funciones que la forman son continuas en este caso.

e En x=0 debe ser XZZ%O f(x) =£(0):

, , 2x
l = l =
S f® 0%+ 3 No es continua en x = 0 (tiene una discontinuidad evitable).
f(0)=-1

e En x=3:

l, _ [/ 2x —
R S 53 lim_f(x)= f(3). Lafuncién es continuaen x = 3.
f(3) -1 x—3

* En x=-3: No es continua, pues no estd definida.

Por tanto, f(x) es continuaen R —{-3, 0}.
Derivabilidad:

*Six=20, x=3 y x=-3: Esderivable. Ademds: f'(x) = %
(x+3)

* En x=0 yen x=-3: No es derivable, pues no es continua.

* En x=3: Siesderivable, pues f'(37) = f'(3") =f"(3) = %
Por tanto, f(x) esderivable en IR —{-3, 0}. Ademis:

f'(x)z( 63)2 si x=0y x=-3
X+

54 Estudia la derivabilidad en x =0 de la siguiente funcién:

£ = 1+%x? si x<0
- 1—%/? si x>0

Como /l'n% fx) = lz'ng f(x) =f(0) =1, lafuncién es continuaen x = 0.
x—0" x—0*

Veamos si es derivable:

* Si x# 0, tenemos que:

2

33 si x<0
, x
f(x) = 5
_3 si x>0
3Vx

No existen las derivadas laterales en x = 0. Por tanto, f(x) no es derivable en x = 0.
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55 Determina, si es posible, el valor del pardmetro 2 para que la funcién f sea derivable en todo
su dominio de definicién:

& xInx si 0<x<1
x) = .
a(l-el=%) sil<x
Para que f(x) sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.
* Si x>0, x= 1: Lafuncién es continua, pues estd formada por funciones continuas.

e En x=1:

/z’ml f)= xlz’_r)nl (xlnx)=1

X —>
lim f(x)= lim [2(1—¢'"9]=0 f(x) escontinuaen x=0.
x—>17 x—1

£(1)=0

Derivabilidad:
e Si x>0, x=1:

Es derivable. Ademids: f'(x) = { nx+1 si O<x<

1— .
ae " siox>1

* En x=1:
1) =1
;;1; } f(x) esderivableen x=1 si a=1.
=a

Luego, para que f sea derivable en todo su dominio de definicién, ha de ser 2 = 1.

56 Averigua los puntos de derivada nula de estas funciones:

_ x b)v= 16 _ P —x+1
)y (x+3)2 )y X (x —4) 9y Zrx+l
d)y=e*(x-1) e) y=x2e* f) y=senx+ cosx

;. (x+3)?-2(x-3)x (x+3)—2x 3_x
2 y'= i B 3T 3

(x +3) (x+3) (x +3)
9'=0 > 3-x=0 > x=3 = y= %

1
Se anula en el punto (3, B )

. —16(3x* - 8x)
b — L N - T\
I F i T i)

x =0 (no vale)

r_ 2_ = —_ =
y'=0 = 3x°—8x=0 = x(3x-38) O<x=§—>)’=_27

16

x=0 no estd en el dominio.

La derivada se anula en el punto (ﬁ ﬁ)

3716
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" (2x—1)(x2+x+1)—(x2—x+l)(2x+1) _

<)
J (xz+x+1)2
:},(3+2x2+%—/—f—1—%g+%—%—/+%—1: Ix%_2
rx+1)? P +x+1)?
1
x=1— y==
=0 > 2x2-2=0 — x%=1 3
J <x=—1 — y=3
Se anula en los puntos (-1, 3) y (1, %)

dy=ex-D+e=¢" (x—1+1)=xe"
'=0 > x=0 = y=-1

Se anula en el punto (0, -1).

e y'= 25+ x7 ¢ = (2 + x°)

x=0 — y=0
y'=0—>2x+x2=0—>x(2+x)=0< !

x=—2 — y=4e_2

Se anula en los puntos (0, 0) y (<2, 4¢72).

£) y'= cos x —sen x
=L ionk — =42

x
: 4
y=0—>cosx=senx—>tgx=1< 5

x=7n+2nk — y=—y2

Se anula en los puntos <% + 2Tk, «/E), (5% + 2Tk, —«/E) , con ke Z.

57 Indica los puntos de derivada nula de estas funciones:

a) f(x) = Bx—2x2) &* b) y = cos 2x — 2cos x
0 y=x?—4x d)y= V4x - x?

a) f(x) = (B-4x) e +(Bx —2x7) ¥ =(B—4x + 3x — 2xD) " = (2% —x + 3) &*

94 -3
X =—
f'(x)=0—>—2x2—x+3=0—>x= 1+ 1+24=11-5 >
—4 —4 x=1
b) y'= —sen 2x -2 — 2 - (—sen x) = —2sen 2x + 2sen x = =2 - 2sen x - cos x + 2sen x = 2sen x (<2 cos x + 1)

senx=0 > x=0+k-T -
y'=0 — 2sen x(—2cos x + l)=0< X=§+2ﬂ?/€; con ke Z

_ _1
2cosx+1=0 — cos x = 5 <

x=5Tn+27tk

c) Dominio = (—oo, 0] U [4, +o0)
y'= 2x—4 _ x-2
2«/x2 —4x «/xz — 4x
Pero x =2 no pertence al dominio de definicién de la funcién. Por tanto, no tiene ningdn punto
de derivada nula.

d) Dominio = [0, 4]
y'= 4-2% _ 2-x
2\/4x—x2 \/4x—x2

=0 > x=2

=0 — x=2 (Si pertenece al dominio)

La derivada se anula en x = 2.
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58 Dada y = sen x, halla un punto en el intervalo (0, %) en el que la tangente sea paralela a la
cuerda que pasa por (0, 0) y (%, 1>.
La cuerda que pasa por (0, 0) y <%, 1> tiene pendiente 7 = ﬁ = % .
Para que la recta tangente sea paralela a la cuerda, las pendientes deben ser iguales.
y'=cos x
Resolvemos:

cos x = % — x=arcco:%=0,88 — 50°27'40"
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59 Halla la derivada de orden 7 de estas funciones:
a) f(x) = e** b) f(x) = x”
a) f(x) = 2>
F(0) = 4o = 2262
F(x) = 8e2* = 23¢%*

fn) (X) _ 2n62x
Lo demostramos por induccién:
Para n=1, n=2 y n =23, vemos que se cumple.

Supongamos que es cierto para 7z — 1; es decir, que f7”~ L(x) = 27~ 1¢2% entonces, derivando,

tenemos que: f”(x) =2 - 27~ 1e?¥ = 27 ¢2¥. Por tanto, la expresién obtenida es cierta para todo 7.
b) f'(x) = nx" !

f'(x) =n(n- 1”2

f"(x) =n(n-1)(n- 2)x" "3

[P =nti-1)(n-2)...2-1=n

60 Calcula la derivada de orden 50 y 51 de esta funcién: y = sen (% x)

}/= sen (%x)
_ T n
)/ = 2 cos<2x>
2
y'= ) sen( )

A partir de esta derivada se repite la pauta cada 4 derivadas sucesivas. Por tanto,
50) _ (,,48)y " _ T 8 T _ T o0 T
y> = ()" = ((E) .cm(?x)) = —<?) sen <3x>
51) _ T ! T
e A5) (5]
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61 Halla la pendiente de la recta o rectas tangentes a estas funciones en el punto de abscisa que se
indica en cada caso:

a)x2+y2—2x_83’+15=0 en x=2 b) cos(x +y) + sen(x—7y) =0 en x=%
y=WUnx)**!en x=1 d)y=(arctgx)®* en x=1
2
y__x_z_ B B In x 2
e 25 T 81 =1en x=7 f)y-(«/;) en x=e
senx\' ) yz
g)y=<T> en x=T0 h)¥+4—9=1 en x=5

a) Calculamos primero las ordenadas de los puntos:
4492 4-8y+15=0 = y=5, y=3
En este caso hay dos rectas tangentes.

Derivamos en forma implicita:

’ ’ ’ 2—2x
2x+ 2y’ =2 —-8y'= =
X+ 2y 8y'=0 =y 28
0 2-2.2
=2, 9y=5 > y'= =-1
¥=Ly=52y=95%
o 2-2.2
=2, 9=3 > y'= =1
¥=Ly=3=2r=53"%

b) Calculamos primero las ordenadas de los puntos:

3 )0 o 2oy 2 2 ey 2
cos<4+y>+sen<4 y)-O—) 2c05y 2seny+2cosy 25671_)/—0—)

— cosy—seny=0 — y=%+kﬂt con ke Z
En este caso hay infinitas rectas tangentes.
Derivamos en forma implicita:
—sen(x+y) - (L+y)+coslx+y) -(1-9)=0 =

’

— —sen(x + y) —y'sen(x + y) + cos(x + y) —y'cos(x + ) =0 — y'=

(8]

—sen (x + y) + cos(x + y)

sen(x + y) + cos(x + )

. T " _—
S 4 oy sm<£ + cos E)
3ol
. _3n i_ —senT+cos T _
A +2hm >y sen T+ cos T !
¢) Tomamos logaritmos y derivamos:
my=(x+1)-In(lnx) — y—:ln([nx)+(x+l)'# — y':(lnx“1</n(lnx)+ (x+1)>
y x-lnx x-lnx
x=1—=>9'=0
d) Tomamos logaritmos y derivamos:
Iny=2xIn(arctg x) — B ln(arctgx)+2x-+ —
J (1+x%) arctg x
— y'= (drctgx)zx 2 ln(arctgx)+22—x -
(1+x%) arc tg x
— y'= (zzrctgl)2 2 ln(arctgl)++ = n—2<2 Zn£+i>
(1+1)“arcrg1 16 4 n
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e) Calculamos primero las ordenadas de los puntos:

2
) 49 54130 54130
AN | - , y=—
5 81 V9 Y 9
Derivamos en forma implicita:
2" 2w W« . 25x
25 81 07 25T ) Ty

=7, 5= 54130 Sy 25.7 _ 74130
9 g1, 5(130 234

9
_ 5 ._ 24130 74130
x=7, y=— 9 - y'= - 234

f) Tomamos logaritmos y derivamos:

/ny=/nx/n«/;=lnxln(x1/2)=%(/nx)2 - ) _

=
N|»—
=
=

N _)’,: (‘/;)lnx‘ [7;36
2
x:€2_>-yr: (\/?)1’”2-[”—5:2
e
g) La funcién se deriva tomando logaritmos. El resultado es el siguiente:
y'= <smx>x X c0s X +[n<smx>_1
x sen x x

Es decir, ' no estd definida en el punto indicado.

h) Calculamos primero las ordenadas de los puntos:

2
25 ) _ 71 741
36 T T TG
Derivamos en forma implicita:
2 2 o W x i 4%
367749 70 7 497736 7 T 36
xzs,y=7—T S ye o 49.5 35411

"7 66
36-—7‘/6ﬁ

AT 35T
¢ 7766

62 Demuestra que todas las derivadas de orden par de la funcién f(x) = sen 2x se anulan en el
origen de coordenadas.

f "(x) = 2cos 2x

f (%) = —4isen 2x = =22 - sen 2x
f "(x) = —8cos 2x = =23 - cos 2x
f4) (x) = 16sen 2x = 2% - sen 2x

En general, las derivadas de orden par son de la forma: f "(x) = k - sen 2x, donde k es constante.

Por tanto, se anulan todas en x =0, puesto que sez 0 = 0. Como f(0) = 0, tenemos que todas las
derivadas de orden par de f(x) se anulan en el origen de coordenadas.
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63 Calcula el valor aproximado de las siguientes expresiones utilizando el diferencial:

a) V122 b) V1370 ¢) log, 130
d) 4260 e) 3/103 825 f) 34001

a) Sea f(x) = yx — f'(x) = i dxy = 1.

|

‘/;)
p— p— + = + 1 . =

J122 = £(122) = fF(121) + df (121) =11 ST 1=11,045

b)Sea f(x) = Jx — f(x) = ﬁ; dxy = 1.

Jx
- = + = + 1 =
J1370 = £(1369) = £(1369) + df (1269) =37 N 37,014

o) Sea f(x) =logyx = f'(x) = ﬁ; dxg = 2.

log, 130 = £(130) = £(128) + df (128) = 7 + ﬁ .2=7,0225
d)Sea f() = 4x = Fi)= —L—s dxy=4.
44
41260 = £(260) = £(256) + df (256) =4+ —L1 . 44,3536
/ / / 44256°
e) Sea f(x) = ¥x — fl) = —L—; dy=2.
332
3103825 = £(103825) = £(103823) + df (103823) = 47 + ——L .2 -47,0003
S )=/ i : " 33103823

f) Sea f(x) =3* = f'(x) = 3" In3; dxy,=0,001.
340012 £(4,001) = £(4)+ df (4)=81+3%[n3-0,001=81,089

64 Halla, aproximadamente (mediante diferenciales), el volumen de un cubo de 4,012 dm de lado.
V=4,012% dm?
Si f(x)=x> > f'(x) = 3x% dxy=0,012.
4,012% = £(4,012) = £(4) + df (4) = 64 + 3 - 4. 0,012 = 64,576 dm?

65 Determina el aumento de volumen que experimenta un ortoedro de 15 dm de altura y cuya base
es un cuadrado de 20 dm de lado sabiendo que aumenta 1 cm la longitud del lado. Hazlo de
forma exacta y de forma aproximada (utilizando diferenciales).

El volumen en funcién del lado de la base, teniendo en cuenta que la altura es 15 dm, es 15/ 2 dm3.
Aumento:
AV =15(/+h)? —15/% = 15/% + 30/h + 15h* - 15/% = 30/h + 15h?
De forma exacta:
/=20, h=0,1 — 30-20-0,1+15-(0,1)%=60,15 dm?
Usando diferenciales:
V'(l) = 30/
dV=V'(l)-h=30-20-0,1=060dm?’
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66 a) Halla usando diferenciales el incremento de volumen que sufre el siguiente elipsoide al au-
mentar el radio de la seccién circular en 1 mm.

..................
.-

* Recuerda que en un elipsoide: V = 4 1142

3
b) Calcula, también utilizando diferenciales, el incremento de volumen que sufre el elipsoide al
aumentar el semieje mayor en 1 mm.

Q) V- %nazb
Si incrementamos la seccién circular, obtenemos:
V'(a) = %nab — dV=V'(@)-h-= %nabh - %n- 10-30-0,1 = 251,33 cm?

b) Si incrementamos el semieje mayor:

V(b) = %naz S AV=V'(b) -h= %na%: %n .102.0,1 = 41,89 cm?

6'7 Pruebalaigualdad D

arc tg (ex —28_x>:| = ex fe_x .

X —X X —X X —X
D|arc g e —26 ]: 1 - 2.5 +2€ _ zxe +_ezx _
1+<"—2" ) (1+7" < —2)-2

(e +e™)-4 _ ("+e™-2 2

(™ +e™+2).2  (Fre™HP Fae”

Cuestiones tedricas

68 Dibuja un boceto de la derivada de cada funcién:

a) [ [T [ /] b) *XY* 1] 7[ [T ][] 7[

\ / /

~l

a) La funcién dada es una recta con pendiente 1.

Su derivada es la recta y = 1.

4Y
2
X
—4 | — 21 4
42
4
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b) La funcién es una funcién polinémica de grado 2 que alcanza su minimo en el punto de abscisa
x=2. Su derivada es una funcién polinémica de grado 1 que corta al ¢je horizontal en x = 2.

Y
Como la funcién decrece cuando x < 2, su derivada es negativa

cuando x < 2 (queda por debajo del eje horizontal). Andloga-

A mente se puede razonar cuando x> 2.
=2
14

6 Y
¢) La funcién dada tiene la forma de una funcién polinémica de 4
grado 3 cuyos extremos relativos estinen x=1 y x=—1.
Su derivada es una funcién polinémica de grado 2 (una para- X

bola) que corta al eje horizontal en esos mismos puntos para
que x=1 y x=-1 anulen la derivada primera.

|
oy

|
=S

|

e

155
A
SN

69 ;Cudntos puntos de derivada nula puede tener una funcién polinémica de tercer grado? ;Es po-
sible que no tenga ninguno? ;Es posible que solo tenga uno?

Como la derivada de una funcién polinémica de tercer grado es una funcién polinémica de segundo
grado, tiene un mdximo de dos puntos de derivada nula.

Puede ser que no tenga puntos de derivada nula. Por ejemplo, la funcién f(x) = x® + x no tiene pun-
tos de derivada nula porque f'(x) = 3x? + 1 nunca se anula.

También puede tener un tnico punto con derivada nula. Por ejemplo, la funcién f(x) = (x—2)> solo
tiene un punto de derivada nula porque f'(x) = 3(x—2)? solo se anula cuando x = 2.

70 Justifica que una funcién polinémica de segundo grado tiene siempre un punto de tangente
horizontal.

La derivada de una funcién polinémica de segundo grado es una funcién polinémica de primer grado.
Si f(x) eslafuncién, entonces f'(x) = ax+ b con a=0.

En tal caso, la ecuacién f'(x) =0 — ax+ b =0 siempre tiene solucién y esa es la abscisa del punto
de derivada nula.

71 Sea f(x) =x3 y a un punto cualquiera. La funcién que mide la diferencia entre f y la tangente

ala grifica en el punto (2, 4%) es g(x) = f(x) —f'(a) (x— a) —f(a).

a) Prueba que /im £

rg
—ax—aq

0.

b) Prueba que si f es una funcién cualquiera, también se verifica el resultado anterior. Haz una
grifica explicativa.

2) 2(x) B x3—3a2(x—a)—a3 ~ xa—a3—3a2(x—a) B (x2+ax+az)(x—a)—3a2(x—a) B

x

—a X —a X —a X —a

2 2 2
- (@ +ax+x" = 3a7) (x — ) —d vax+xt =345 >

X —a

—  lim g = lim (@ +ax +x* —3a%) =3a* - 34> =0
X—>a x —q X —>a
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b) lim 86 _ f&) = fa)(x—a)- f(a) - i f(x) f@-f@e-a) _
¥oa4x—a o, x—a 5 4
A
=f@-f(@=0
72 ;Verdadero o falso?

o s TENID g

b) lim A (‘”211‘1)‘f 9@ 2@

o lim f(a+2h)h— fah)

a) lim OM hlzz;no( M) —f'(@) — Verdadero.

by s L@ f@ _ W( Fla+2h) - fuz)) 2 Pa) - Verdadero

h—0 h h—0 2h

Iom fla+2h)— fla+h) I fla+2h)— f(@)+ f(a)— f(a+h) )

h>0 h T hSo h
o ( fla+2h) - @ fla+h)— f(a)) )
h—0 h h

=2-f'(a) - f'(a) = f'(a) — Verdadero.

73 Considera la funcién f(x) = x g(x). Si g(x) es continua en 0, prueba que f(x) es derivable en
0y calcula su derivada. (No supongas que g(x) es derivable; puede no serlo).

Como g(x) es continua en 0, se cumple que:
lim g(x)= lim g(x)=g(0)
x— 0" x—0"

Para que f(x) sea derivable en x =0, tenemos que comprobar que coinciden los limites laterales

siguientes:
iy X €0 -£0)-0 )
x—0" x—=0 x—0"
. x-gl0)—g(0)-0
)
xz}/(l)+ x—=0 x—)O g(x)

Los limites laterales coinciden al ser g(x) continua, luego existe f"(0).
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74 Estas gréficas son las funciones derivadas de f; g, b y j:

£ ! \ I

s
4

N

)
N
—

2 ‘_g \ Z
2

a) ;Cudles de esas funciones (f; g, b y j) tienen puntos de tangente horizontal?

b) ;Cudl de estas grificas es la funcién derivada de una funcién polinémica de primer grado?
©) ;Cudl de ellas corresponde a una funcién polinémica de segundo grado?

d) ;Alguna puede ser polinémica de tercer grado?

e) ;Alguna de las funciones puede ser y = In x?
a) Los puntos de tangente horizontal son los puntos en los que se anula la derivada.
f tiene un punto de tangente horizontal en x =-2, pues f'(-2) = 0.
j tiene dos puntos de tangente horizontalen x=1 yen x=3, pues j'(1) =;5'(3) = 0.
¢ y b no tienen ningtin punto de tangente horizontal.
b) La derivada de una funcién polinémica de primer grado es una funcién constante. Por tanto, es g"

¢) La derivada de una funcién polinémica de segunda grado es una funcién polinémica de primer
grado. Por tanto, es f'"

d) Como ;' tiene forma de pardbola, al ser una funcién polinémica de segundo grado, la funcién j
es polindmica de tercer grado.

) D[lnx]= L y se corresponde con la funcién /' ya que tiene forma de hipérbola.
x

Por tanto, / puede ser la funcién logaritmo neperiano.
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Para profundizar

75 Demuestra que f es derivable en x=0 y que g nolo es:

2 1 . 1 ..
f(x)= x senx si x=0 g(x)={xsenx si x=0

si x=0 si x=0

Usando la definicién de derivada:

lim M - lim & - lim M - lim

=0
h—0 h h—>0 h h—0 h h—0

h sen (%)

ya que la funcién seno estd acotada — f(x) es derivable en x = 0.

De nuevo, mediante la definicién de derivada:

lim 8(0+h) - ¢(0) - lim &= lim hsen(17h) lim \sen <1>
h—0 h h—>0 h h—0 h h—0 h

No existe ya que el seno oscila cuando el dngulo crece indefinidamente; por tanto, g(x) no es deri-
vable en x=0.
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76 Sean fy g dos funciones tales que f(x) =x%2+1 y g'(x) = cos (% x) y £(0) = 4. Calcula:

a) (fog)'(0) b) (g f)'(0) o g™’ ) d (fH'6)
a) (fog)'(0)=f"[g(0)]-g'(0)=2-4(0)-g'(0)=2-4-cos0=8
b) (g /)'(0) =¢g'[f(0)]-f(0)=¢g'(1)-2-0=0

“INT AN 1 1 1
d@')ﬂy'g@4@»_gm)‘mm‘

d) Para que f sea inyectiva y se pueda determinar la funcién reciproca, supondremos que x > 0.

(F)'6) - =

1 1 _1
ey @ 22 4

77 Las funciones siguientes:

senh (x) = e* _ze_x; 6‘03}) (x) = e’ -;e_x; tgh (x) = %
e +e

se denominan seno hiperbélico, coseno hiperbélico y tangente hiperbélica.
Comprueba que se cumplen las siguientes igualdades:

a) cosh? (x) — senh? (x) = 1

b) senh (x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y

c) cosh (x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y

d) senh'x = cosh x

e) cosh' x = senh x

f) tgh'x= 1
g cosh? x
X —x 2 X —x 2 2x —2x 2x —2x
a) coshzx—senlyzx:(e +2€ > _(e _2€ ) =¢ +24+€ _£ _24+€ =%=1

x_ —X }/ *_)/ X —X )/_ *)/
b) senh x - cosh y + cosh x - senh y=4—¢ . € re€- £ e el

2 2 2 2
_edrdfed —et e . - et — e
4 4
_20 e -2e" e’ _ ¢ e = senh (x + )
4 2
C) cosh x -cosh y+senh x-senh y=¢*¢_. €€ € —¢ €€
2 2 2 2
A A R e A . el ed —eF e e
4 4
x y —x -y X+y | —x—y
_20 e +2¢7 e _ e +e = cosh (x + )
4 2
X —X X —X
d) senh' x=D|E—=¢ =€ _ oshx
2 2
X —X X —X
e) cos/o'xzD[e re ]:e —¢  _senhx
2 2
. X _ X Fre (e =(F =) (=
T P I e et B et
X _x x —x\ 2
e +e (" +e7™)
e (P 246 4 ~ 2 V1
(6" +e)? (F+e™)? \eFae™ cosh? x
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78 Sea f(x) = arc cos |x.
a) Calcula a partir de su funcién inversa, la derivada de esta funcién.
b) Halla £’ (%) sin utilizar f’(x).
¢) Comprueba el resultado de b) a partir del de a).
y=arccos\x — x=arccos{y = cosx={y = y=cos>x = (f)(x)=cos’ x

(f_l) "(x) = —2cos x - sen x

2) f(x) = 1

1 _ _ -1 _ -1
(f‘l)'(f(x))  —2cos (arc cos {x) - sen (arc cos x) 2«/;\/1_7‘/? S 24x-1-x

o 4(3]-eref3)- 3
fx) = 1 _ 1 .
UAWg)_m4g)m4%>

79 Prueba, utilizando la definicién de derivada, que la siguiente funcién es derivable en x=1 y no
loesen x=-1:

f@)=(1-x y1-?

El dominio de definicién es el intervalo [—1, 1]. Por tanto, el enunciado se refiere a las derivadas late-
rales en los puntos dados.

Veamos primero si existe la derivada por la izquierda en x = 1:

2
lim w= lim 1-1-Wy1-(+0)7-0 _ lim @=

h—0- h—0" h _h—>0‘ h

= hlz’n% (—y=2h —h?)=0 — Existe la derivada y f(17)=0.
-

Veamos ahora la existencia de la derivada lateral por la derecha en x = -1:

_ _ 2
Im f(=1+h)— £(1) I (1+1-h)y1-(-1+h)*-0 _
h—o0* h h—0* h

_h)y2h — h? 2
= lim (2-h)y2h-h = Iim [(2-h) 2h-h"|_
h—0* h h—0* V' K2

= hli,%+[(2_h)4/%_l] =+ — No existe f'(-1%).

80 Se dice que a es una raiz doble de la funcién polinémica f; cuando:
f@) = (x—a)? g(x), donde g es una funcién polinémica
a) Prueba que si f tiene una raiz doble, 2, entonces f'(a) = 0.
b) Reciprocamente, prueba que si 2 es raizde f' y de f, entonces 4 es una raiz doble de f.
a) Supongamos que f(x) tiene una raiz doble — f(x) = (x — 2)? g ().
Entonces f'(x) = 2(x—a) g(x) + (x— a)zg'(x) = (x—a)[2¢(x) + (x— a)g'(x)].
Por tanto, f"(a) = (a—a)[2¢(a) + (a— a)g'(a)] = 0.
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b) Supongamos que x =a esraizde f'(x). Entonces f'(x) = (x — a)h(x).
Por otra parte, si x=a esraizde f(x), setiene que f(x) = (x — 2)j (x).
Derivando esta tltima expresién obtenemos que:
f' ) =7+ (x=a)j'(x)
Sustituimos f"(x) en la igualdad anterior:
=) h(x) =j(x) + (x=a)j'(x) = j(¥)=&=-a)h(x) - (x=2a)j'(x) = (x=a)[h(x) —j'(¥)]
Sustituimos de nuevo j(x) en la expresién de f(x) y obtenemos:
f@)=(x=a)j®) = (x=)x=a)h() - @] = (x— ) [h(x) = '()]
Asi queda probado que x = es una raiz doble de f(x).

81 Halla la derivada #-ésima de las siguientes funciones:

a)y=e” b)y:l Oy=h(1+x
x
Qy=ae™ y'=ate™ y"=ad ™ L yP =a" ™

Lo demostramos por induccién: (para 7 =1, 2, 3 se cumple).

Si y7=V = 4”1 ¢* derivando obtenemos:
9" =a-a”"1e® = 4" ¢®, como queriamos demostrar.
_ _ -1)"n
by'= hiyr= Ly =0y ( :
x2 xﬁ x4 xn+1

Lo demostramos por induccién: (para 7 =1, 2, 3 se cumple).

T o VR Gt V)

X

, derivando obtenemos:

Siy

DY (1) 1(=1). _1)7".
y”): ) (n=D!1)-n :( DML , como querfamos demostrar.

n+1 n+1
X X
-1
' " —1 " 2 n) (_1)” (71—].)'
C) = 5 = 5 = S e =
J 1+x J (1+x)2 4 (1+x)3 (1+x)"

Lo demostramos por induccién: (para 7 =1, 2, 3 se cumple).

I o L C )l

, derivando obtenemos:

Siy

1+x -l
o 71—2. _ 1(_ _ _ n—1 . _ |
y”) = ) (n=2)!=) (n-1) = 1) (n-1)! , como querfamos demostrar.
1+x)” 1+x)"

82 Halla la derivada de la siguiente funcién y comprueba que es una constante:

1—cos x
=arctg [ ——P* con 0<x<T
y 4 1+cos x

Justificalo teniendo en cuenta la férmula de zg (g)

Si 0<xs<m — Osig£_>¢£=\/@
! X 2 2 g2 1+ cos x
Asi: y= arctg /%zﬂftg(tg%):%

Por tanto: y'= %
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Autoevaluacidén
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1 Halla la funcién derivada de las siguientes funciones:

a)y=02x+2) Jyx-1 b)y=arctg :ig ) y = In(sen x)?
d)y=32+-1 e y=(tgx)!* £)x2+y2—xy=0
a)y'=24x—-1+2x+2)- 1 =24yx—1+ x+1 =2(x—1)+x+1 _dx-l
24x—1 Jx —1 Jx —1 Jx —1
D X+3> —6
b) r_ <X+3 _ (X—?))Z _ —6 _ _3
7 2 (x-3)? 2722418 X249
1+<x+3) (x—3)"+(x+3) X"+ X"+
x-3 (x —3)?

¢) Aplicando las propiedades de los logaritmos:

cos X

2 .
= =2 =2
y = In (sen x) In(senx) — y o

d) Expresando la raiz como potencia:

g 3T 0B L o p (x;l )'z(x—l)/.’).lnz: ln32 H=D/3

e) Aplicamos la derivacién logaritmica:

~ }/'_ D(tg x)
my=(1-x)In(gx) — 5 =—In(tg x)+(1-x) e -
. 2
- 2 =—In (g x)+(1-x) lrigx
Jy 1gx
. (1-2) (1+2g" %) x
- y'=|-ln(g x)+ e (tgx) "=

=~ " g+ (1-x) Q418" %) (g 0

f) Derivamos implicitamente:
y—2x
2y —x

x2+)/2—x)/:0 = 242 —y—x9'=0 = 2y—-x)y'=y-2x = y'=

& Aplica la definicién de derivada para hallar f'(x) siendo:

f@=3
fo=-L

X

1=+ oxh—h?
2

feeh) —f() = —1

(x+h)? «x (x+h)?. x> x*(x+h)?

_ —2ch—h* _2x_ 2
h=0 x?(x+h)?h  x* &3

fx+h) - f(x)
h

[ =\ lim
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8 Dada la funcién:
@) = x| + %%+ 2x]
definela por intervalos y obtén:
a) f'(x)
b) £ (x)
Representa f(x), f'(x) y f"'(x).
{—x si x<0

|x|= x six=20

2% s x<=2
|x2+2x| = {—x* —2x si 2<x<0
2 +2%  si x20

2

X"+ x si x<—2
F0) = | x|+ |x?+ 2x| = —x?—3x si -2<x<0
x> +3x  si x20
Y|
\ T
\
A1/
/
X
-4 |_D /4
Grifica de f(x)

f(x) no esderivableen x=-2 y x=0 ya que los puntos son angulosos. La derivada es:

2x +1 si x<=2
f'(x)=1-2x-3 si 2<x<0
2x+3  si x>0

N

Gréfica de f'(x)
Al no existir £'(-=2) ni f'(0), no existen f"'(-2) ni f"(0).

2 six<-=2
f(x) = 1-2 si 2<x<0
2 si x>0

Gréficade f"'(x)
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4 Estudia la continuidad y la derivabilidad de:

x2e2x -1 si x<1

-]

x+1 si x>1

:Existe algiin punto en el que f'(x) = 0?

Represéntala.

Continuidad:

* En x= 1: Lafuncién es continua, pues estd formada por dos polinomios.

e En x=1:

, o 2 N
xlzri_f(x)—x[z_r)nl (" +2x—-1)=2

[1’ml+ f(x) = x[zl%l (x+1)=2 x[l’_?)}’ll f(x) = f(l)
F()=2

La funcién es continua en x =1 y, por tanto, es continua en todo R.
Derivabilidad:

e Si x=1: Lafuncién es derivable. Ademis:

2x+2 si x<1

f@:L

si x>1
* En x=1:
f(17)=4=f(1%=1
La funcién no es derivable en x = 1.
Por tanto, la funcién es derivable en IR — {1}.
Puntos en los que f"(x) = 0:
i) =2x+2 si x<1
2x+2=0 = x=-1
fl)=1six>1 > fi(x)20 si x> 1

Por tanto, la derivada se anula en x = —1.

Wi

Griéfica de f(x)
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S Halla 2 y b paraque f(x) sea continua:
2x+a si x<-1
f@&) =qjax+b si-1sx<0
3x2+2 si O<x
Para los valores de 2 y & que has obtenido, estudia su derivabilidad.
eSixz-1yx=0:
La funcién es continua, pues estd formada por polinomios.

* En x=-1:
lim f@)= lim 2x+a)=-2+a
x—-1" x— -1

ll’m1+ f(x)=xli’)m_1 (ax+b)=—a+b

x—>—
f(D)=—a+b
Para que sea continua, ha de ser -2 + 2 =—a + b; es decir: b=2a-2.
e En x=0:

xlinf)_f(x):x/Zno (ax+b)=b

lim  f(x)= lim (3x*+2)=2{ Dara que sea continua, ha de ser 4 = 2.
x—0* x—0

f0)=2
Por tanto, f(x) serd continuasi a=2y b=2.

Para estos valores, queda:

2x+2 si x<-—1 .
2e+2 si—lsx<0; esdecir: £ 2x+2 si x<0
fx) = x2+ Sf— <x<0; esdecir: f(x) = 3242 si 2 <0
3x“+2 si O<x
Derivabilidad:
* Si x=0:

Es derivable. Ademis:
2 si x<0
f®={

6x si x>0
e En x=0:

f(0)=2=f(0%)=0
La funcién no es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en IR — {0}.

6 Observando la gréfica de esta funcién f; estudia su derivabilidad.

Halla, si existen, £'(-4), £'(0) y f'(3). \ 2| N

* f es discontinua en x = 1. Por tanto, no es derivable en x = 1. \./ 2 \
En x=-2 observamos que f'(-27) # f'(-2*): tampoco es derivable.

Luego f es derivable en R - {-2, 1}.
* /'(~4) =0 porque en ese punto la funcién es constante.
f'(0) =0 porqueen x=0 observamos un minimo, luego la tangente es horizontal.
f'(3) =-1 porque —1 es la pendiente de la recta que pasa por (1, 2) y (3, 0):
2-0__,

m= ——-

1-3



