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Determinantes de orden 2

m Resuelve los siguientes sistemas y calcula el determinante de cada matriz de coeficientes:

2x+3y=29 5x-3y= 8 b+ y=17
SR : —10x + 6y =-16 9 S5x+2y=19
) 9x -6y =7 18x +24y=6 g [3x+11y=128
—6x + 4y =11 € 15x +20y=5 8x— 7y= 46
2x +3y=29 2 3 )
) 5 y= 5} 3 .1 =-11=0 Solucion: x=4, y=7
5x—3y= 8 5 -3 § 3
b) —10X+6y=—16} 10 6 =0 Solucién: x = §+§7\,, y=A
4+ y=17 1‘ 5
) 5x+2y=19} 52 =3=0 Solucion: x=5, y=-3
—-6y= 9 -6
d) _Zz + 4ﬁ _ 171 } 6 4|7 0 Sistema incompatible
18x+24y=06 18 24 » | 4
e 15x+20y=5} 15 20| Solucion: x = g—?k, y=A
xelly=128 0 11’ 1402 886
f) 8x— 7y~ 46} g _7 =-109=0 Solucién: x = 109 7= 109
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1 Siendo A una matriz 2 X 2, justifica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
a) Para que |A| = 0 es necesario que sus cuatro elementos sean 0.
b) Si los dos elementos de la segunda columna de 4 son 0, entonces |4| = 0.

¢) Si las dos filas de A coinciden, entonces |4| = 0.

osi |4 2o s ¢ d‘ 15
)1cd-—,entoncesab— .
. |m m 30
e) Si n 7‘=43, entonces n 70 = 430.
10
a) Falso, ] O‘:O

b) Verdadero, porque en los dos sumandos del determinante aparece algin elemento de la segunda fila.

a11 412
C) Verdadero, A = ( ) - |A| = ﬂllﬂlz— ﬂllﬂlz =0
a1 412
d b
d) Verdadero, |° ‘zcb—adz—(ad—cb):—‘d ‘:-(-15):15
a b c d
m 30 m 3
e) Verdadero, ‘=70m—30n=10(7m—3n)=10‘ ‘:10-43=430
n 70 n 7

2 Calcula el valor de los siguientes determinantes y di por qué son cero algunos de ellos:

13 6 13 6 10
)|, , b)‘4_2 911 0

7 2 3 11 -140 7
D5 5 |21 77 f)‘ 60 -3

13 6 )
V|4 0"

13 6

1 0
c) 110 ’ =0, porque tiene una columna de ceros.

-2
d) ; = 0, porque tiene sus dos filas iguales.
5 11 0 fil ionales: (1.2 2.2
e) 51 77| =0 porque sus filas son proporcionales: 13-7=(022
-140 7
f) 0 -3|° 0, porque sus dos columnas son proporcionales: (2.%) - (=20) = (1.%)
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3 Sean A4 = < m) y |A4| =-13. Calcula:
n p

a)‘}l 71:1 b) 7ln Z;

2 ;;i:_n ?‘z—(—IB):B

b) 7ln Z‘=7-‘i 7;‘ 7.(-13) =91

o2 3l -
3n 5p

_35‘”1)‘—(1)15’1’”‘
30 sml " TNl ol '71])

= (-15)

o |3A]

- (-13) =195

Matematicas |l

3n 5p
3l 5m

d)
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1 Calcula los siguientes determinantes:
51 4 9 03
a)|0 36 b)-110
9 6 8 0 21
514 9 03
a) |0 3 6|=-114 b)|-1 1 0|=3
9 6 8 0 21
2 Halla el valor de estos determinantes:
0 4 -1 10 47 59
a)|l 21 b)| 0 10 91
301 0 0 10
04 -1 10 47 59
a) |1 2 11(=14 b)| 0 10 91(=1000
30 1 0 0 10
Pagina 67
3 Dados los determinantes
549 54 1 5 4 20
A=|181 9 B={81 7 C=/81 8
369 36 -3 3 6 18

justifica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) A =0 porque su tercera columna es suma de las dos primeras.

b) B =0 porque su tercera columna es diferencia de las dos primeras.
¢) C=0 porque su tercera columna es producto de las dos primeras.

a) Verdadero por la propiedad 9 de los determinantes. Si una matriz tiene una linea que es combinacién
lineal de las demds paralelas, entonces su determinante es cero.

b) Verdadero por la propiedad 9 de los determinantes. Si una matriz tiene una linea que es combinacién
lineal de las demds paralelas, entonces su determinante es cero.

c) Falso, porque el producto de dos lineas no es una combinacién lineal de ellas.

4 Justifica, sin desarrollar, estas igualdades:

3-17 4 1 7 7 4 1
a)|0 0 0/=0 b)j2 9 1 (=0 (2 9 7|=0
111 4 -8 -2 -14 27 94 71

a) Tiene una fila de ceros (propiedad 2).
b) La 3.2 fila es proporcional a la 1.%:

(3.%) = (-2) - (1.%) (propiedad 6)
c) La 3.2 fila es combinacién lineal de las dos primeras:

(3.5 =(1.*) + 10 - (2.*) (propiedad 9)
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Xy 3

5 Sabiendo que (5 0 3

=1, calcula sin desarrollar los siguientes determinantes:

5x 5y 5z
1 0 3/5
1 1 1

x y z
2x+5 2y 2z+3
x+1 y+1 z+1

b) c)

3x 3y 3z

5 0 3
1 1 1

Xy z
503
111

a) =3 =3.-1=3

5x 5y 5z
b)|1 0 3/5
1 1 1

Xy z
503
111

=5 =1-1=1

L
5

x ¥ z
o |2x+5 2y 2z+3
x+1 y+1 z+1

=1

Xy z
503
111
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1 ;Verdadero o falso?
En una matriz A, 4 X 4, sus 16 elementos son nimeros positivos. Entonces:
a) En el desarrollo de |4| hay 4! =4 -3 .2 .1 = 24 sumandos, todos positivos.
b) En el desarrollo de |4| hay 12 sumandos positivos y 12 negativos.
¢) |4]| es, con seguridad, un niimero positivo.
&|-4] - |4].
a) Falso, hay sumandos que corresponden a permutaciones impares, por lo tanto son negativos.

b) Verdadero, porque podemos conseguir todas las permutaciones cambiando una vez por cada su-
mando dos elementos entre si, es decir, pasando de permutacién par a impar. Luego la mitad de las
permutaciones son pares y la mitad impares, por tanto, hay 12 sumandos positivos y 12 negativos.

¢) Falso, los sumandos con signo menos pueden sumar un nimero mayor que los sumandos con signo
negativo.

d) Verdadero, porque usando la propiedad 5: “Si multiplicamos por el mismo niimero todos los elemen-
tos de una linea (fila o columna) de una matriz cuadrada, su determinante queda multiplicado por
ese nimero”.

|-A| = 1)*|4] = 4]

2 a) ;Cudntos sumandos tiene el desarrollo del determinante |4,;| de orden 52

b) Comprueba que el producto ay; - a3, - ass - ay4 - ay3 es uno de ellos. ;Qué signo le
corresponde?

a) Tiene 5! = 120 sumandos
b) Es uno de los sumandos, porque en él aparece un elemento de cada fila y uno de cada columna.
Para ver el signo que le corresponde, ordenamos los cinco factores por los indices de sus filas:
413 " Ay * A3+ A4 * dss
Los indices de las columnas son (3, 4, 2, 1, 5), que es una permutacion de (1, 2, 3, 4, 5).
Contamos sus inversiones:
3estdeninversion con2y 1 4 estd en inversioncon 2y 1 2 estd en inversién con 1

En total hay 5 inversiones, impar. Le corresponde el signo —.

3 Calcula el valor de los siguientes determinantes:

43 1 27 1 0 1 0 4.0 00 1 0 00 6000
11 4 9 2 4 0 3 0 0 80 4-100 0805
a)24—136 b)612704410103 C)OOOI d)'7—11() e)0040
06 2 54 6 7 4 1 0-300 3141 3000
43 1 27
11 4 -
a) 2 4 -1 36| 0, porque la tltima columna es nueve veces la segunda.
06 2 54
1 0 1 0
2 4 0 3
b) 612 704 410 103 = 0, porque la tercera fila es F5 = 100F; + 10F; + F,.
6 7 4 1
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4.0 00
0 0 80
90 0 01
0-300
En cada fila y en cada columna solo hay un elemento distinto de cero. Por tanto, de los 4! = 24 su-
mandos solo uno de ellos es distinto de cero (pues en los restantes hay algtin factor 0):
4.(-3)-8-1=-96
Vemos qué signo le corresponde. Se trata del producto a;; - a4 - a3, - a3.
Los indices de las columnas son (1, 4, 2, 3), que es una permutacién de (1, 2, 3, 4). Al contar sus
inversiones, vemos que 4 estd en inversién con 2 y 3.
En total hay 2 inversiones, par. Le corresponde signo +, es decir, mantiene el mismo valor.
4.0 00
0 0 80
00 01| 7
0-300
1 0 00
4-100
9 7-110
31 41
El tnico sumando que no tiene ninglin cero es: a1 - ay, - 33 + d44 = —1
Los indices de las columnas son (1, 2, 3, 4), que tiene 0 inversiones, luego:
1 0 00
4-100 1
71100
31 41
6000
)08050 la pri fil 1 doble de |
9o o 4 o|=0 porquelaprimera fila es el doble de la cuarta.
3000

4 Justifica que la regla de Sarrus para el cdlculo de determinantes de orden 3 se ajusta a la
definicién general de determinante.

Si, porque:

— En cada producto hay un factor de cada fila y uno de cada columna.

— Estdn todos los posibles productos con un factor de cada fila y uno de cada columna.
— La mitad de los sumandos tienen signo +, y la otra mitad signo —.

Comprobamos que los signos corresponden a la paridad de la permutacion:

ay| - dy - az3 Ppar: signo +

ayy - dy3 - 31 Ppar: signo +

ay3 - 4y * A3) Ppar: signo +

ay3 - ay) - a3 impar: signo —

ayy - 4y - a4z impar: signo —

ay| - ay3 - a3y impar: signo —



Unidad 2. Determinantes VANANTANSAC HILLERATO!

Matematicas |l

E Menor complementario y adjunto

Pagina 70

1 Halla dos menores de orden dos y otros dos menores de orden tres de la matriz M.

[

=
W = NN
e A2 NN

Menores de orden dos; por ejemplo:

2 3 -15
s g 2202 9
B 461" 711 51"
4 1 1.5
0 0 3 4
Menores de orden tres; por ejemplo:
2 3 -1/5
4 6 27 2 3 -1 -1 26
M=|5-1 2|6 4 6 21=68,|1 1 5|=21
411 1 5 5 -1 2 0 34
00 3 4

2 Halla el menor complementario y el adjunto de los elementos a,,, 33 y a43.

0246
2-135
1123
4.6 57
235
=1 23| ==2 A= D32 oy, =—1-(=2)=2
457
026
O33=12 =1 5/ =108; Az3=(-1)C* . 055=1-108 = 108
46 7
026
Oyz=12 =1 5/ =16; Agz=(DU*I . ay5=-1.16=-16
113
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1 Calcula el siguiente determinante aplicando la regla de Sarrus y desarrollindolo por cada una de
sus filas y cada una de sus columnas:

37 -1

52 6
9 8 4

Comprueba que se obtiene el mismo resultado en los siete casos.

Aplicando la regla de Sarrus:

3 7 -1
-5 2 6
9 8 4

=3.2.44(5)-8-(-1)+7-6-9-(-1)-2-9-6-8-3-7-(=5) - 4= 456

Desarrollando por la 1. fila:

3
-5
9

B 3‘26 ‘_56 1‘_52 3. (=40 4)—1-(=58) =120 + 518 + 58 = 456
=315 4779 4|71 g g|=3 A7 (TH-1-(-58) =120+ 518 + 58 =

o N N

N

Desarrollando por la 2.2 fila:

3
-5
9

|
—

7 -1
5|

3 -1 37
+2‘ 6‘98 =5-36+2-21-6-(=39) =180 + 42 + 234 = 456

o o N

6
4

Desarrollando por la 3. fila:

3 7 -1 7 -1 3 -1
52 6 _9‘ 8‘_5 6 +4‘_5 5 =9.44_8.13+4-41=396—104 + 164 = 456
9 8 4

Desarrollando por la 1.* columna:

26 7 -

7 -1 1 7 -1
2 4 +9‘2 6‘=3.(—40)+5~36+9.44=—120+180+396=456

=3

3
-5
9

6
4
Desarrollando por la 2.* columna:
3 7 -1
-5 2 6
9 8 4

-5 6 3 -1 3 -1
=—7‘9 +2‘ 8‘_5 6‘=—7-(—74:)+2o21—8~13=518+42—104=4f56

Desarrollando por la 3.* columna:

3 7 -1
-5 2 6
9 8 4

=—1-(-58)—6-(-39) +4-41 =58 + 234 + 164 = 456

1‘_526 4‘
9 8|~ 81 %5 2
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2 Dada esta matriz:
3 7 -1
52 6
9 8 4

a) Halla la suma de los productos de cada elemento de la 1.2 fila por el correspondiente adjunto de
la 3.2 fila.

b) Halla la suma de los productos de cada elemento de la 3.* columna por el adjunto de los corres-
pondientes elementos de la 2.* columna.

¢) Justifica por qué los dos resultados anteriores son cero.

7 -1
al)6111'1‘131’rﬂ12'1‘132+ﬂls'1‘133=3' 26

37
-5 21"

=3.44-7-13-1-41=132-91-41=0

-5 6 3 -1 3 -1
b) ay3- Ay + ay3 - Ayy + az3 - Azy =1 (-1) - 9 4 9 4 5 6‘=

=1-(-74)+6-21-4-13=-74+126-52=0

3 -1
70| |-

+6- +4.(-1)-

¢) Por la propiedad 12.

3 Calcula los siguientes determinantes:

0 -3 4 31-13
1 -1 4

0 5

2 2

|
J—
N W N R
- O O

a) b) 9) d)

oN = O
N © =0
S W = W
R ANE=2""N
o © N W
A\ = &\

4
3 2
00
-3
a) 4 =—7-290=-2030
1

O N A~

— 0 N e W N

0
7
0
0
0 4
7
0
D

(1)

esarrollando por la 2.2 columna.

—_

31-1
1 4 -1
03 2

1 -13
4 -1 4
3 25

2
20 0 2

(1) Desarrollando por la 4.* fila.

También podriamos haber observado que la 4. columna es igual a la suma de las otras tres; y, por
tanto, el determinante vale cero.

-

L) +2 =-2.28+2-28=0

S = W

(S R N
—

[V, BT V)

b)

110
205
021

111
203
020

W

—4 =3-(-12)-4-(-2)=-36+8=-28

S N = O
NN O = O
S W = W
— N O W

(1) Desarrollando por la 1. fila.
L4 3 -1 4
5 6 2
01 3

d) W - 83

o O N W
A = &
NN
— o O O

(1) Desarrollando por la 4.* columna.
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1 Calcula los siguientes determinantes:

42 7 1 352 2 (1)(2)‘1’312 0 0
2536 4 7 827 - 3 0
D15 0 43 b1 s 312 C);(l)_olzi D,
6 2 80 5106 0 -4
2 -3-10 2
COLUMNAS
4 2 7 1 (1.3-3-2.9 -2 2 -1 1
2 -1 1
253 6| @3 17 =5 23 6 Wy 117 25 6122145 - 290
1y 0 4 317 BY-4-29 2 0 4 3| ° ) m o -
6 2 8 0| @9 0 2 0 O 2 =
(1) Desarrollando por la 4. fila.
COLUMNAS
_ T 28 -5 2 32
352 2 1.3-5-@29 28 2 32
b 4 7 827 @9 31 7 8 -15| 318 15| <0
1 5 3 12| 63 —2453—18__4 e
5 1 0 6 (4.3)—6-(2.3) 0 1 0 0 _2 3 _].8
(1) Desarrollando por la 4.* fila.
FILAS
1 2 0 3 4] @y (1)(2)(1)31§ L2 3 4
0 0 1 -1 3| @ - L o0 1 4
A1 0 -1 2 1|=6y+@d 1 00 1 4= -
31 0 0 1| @3 3 100 1 s 3 s
2 -3 -1 0 2| 69+@9 2 -30-15
FILAS
13-3-29 -2 2 0 -8
2.9 1 01 4 _32 f _18 iy
69 13 10 1|7 =
(4.6) + (2'3) _1 _3 O 9 _1 _3 9
FILAS
0 0 12| @a» 0 01 2
01 2
d3010<2.a> 301 0 310
)—2103_(3.2) 210 3| -
0 -4 2 1 4-(39 + (4. -8 0 2 13 -8 213
COLUMNAS
(1.9 010 5
= 9 -3 1 =2 =‘ o 9‘:27 16=11
(2) - 29 + (3. -82 9

N O = -
- O N
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1 Calcula el rango de las siguientes matrices:

1 230-14 4 215 3 1 001 -1 21 0 -1
3101 1 2 2 326 5 1-1210 51 -3 -7
A4=14131 0 6 B=l6 5 312 8 C=lo0 000 1 D=\, 5 3 _g
70 32 1 8 12 10 6 23 16 11000 102 2
1 21[30 -1 4
3-101 1 2
A=413106
703218

=—7 # 0. Las dos primeras filas son linealmente independientes.

1 2
Tomamos el menor de orden 2: ’ 3 1

La 3.2 fila es la suma de las dos primeras, y la 4. fila es lasumadela 2.2 yla 3.2 — rn (4) = 2.

4 2115 3
23’265
G 5 3128
12 10 6 23 16

B:

4 2
Tomamos el menor de orden 2: ‘ 53 ‘ =8 = 0. Las dos primeras filas son linealmente independientes.

42 5
Tomamos menores de orden 3: {2 3 6 | =820 — Las 3 primeras filas son linealmente indepen-
65 12 dientes.
4 21 5 4 2 5 3
2 326 2 3 6 5
Tomamos menores de orden 4: 6 5 3 12 =0y 6 5 12 8 =0 = rn (B) = 3.
12 10 6 23 12 10 23 16
1 0(0]1 -1
1 -1{2/1 O
“=lo 000 1
1 1000

1 -1
Tomamos el menor de orden 2: ’ 1 o ’ =1 # 0. Las dos primeras filas son linealmente independientes.

0 01 -1

01 -1 o a1 ol o1
Como |2 1 O =’2 1‘_ 220,y 000 1177 2 1 0|, entonces ran (C) = 4.
00 1 100 0 00 1
210 -1
D=1772 5 s
10 2 2
21
Tomamos el menor de orden 2: ’ 51 ’ = -3 = 0. Las dos primeras filas son linealmente independientes.
21 0
Como |5 1 -3| =-9 = 0yla3.?fila es la suma de las dos primeras, entonces rn (D) = 3.
10 2
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1 Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices:

11_01_31 B 2 -1
B “\1 =2

-2 5 3

A:

Calculamos la inversa de la matriz A:

|A|==120 — existe 47!

oy —— Adj (A) ——> (Adj (1)) —— A" = L (4dj (4)y

Al
-15 9 -5 -15 -9 -5 15 -8 -3 15 8 3
8 53| —>(-8 53|59 5 2|>([9 52|=4"
-3 2 -1 -3 2 -1 -5 -3 -1 5 31

Calculamos la inversa de la matriz B:
|B|=—3 20 — existe B!

0y —— Adj (B)—— (4dj (B) —— B~ = 11 (Adj ()’

) (3] (30 20 )

2 Calcula la inversa de estas matrices:

1 2 -3 -1 1100
401 20 g 0110
“lo 2 3 1 “loo11
320 1 0001
Calculamos la inversa de la matriz A:
|A| = =520 —existe 47!
03— Adj (A) ——> (Adj (A))) —— A7 = |17|(Adj (A))*
56 3 -3 5 -6 3 3 5 0 -5 0 5 0 -5 0
0 34 6 0 3 -4 6 6 3 -8 2 ;1—63—82A_1
584 1| 7 |5-8 4 —1| 7|3 -4 4 1|7 5|3 -4 4 1|
0 21 -1 0 2 -1 -1 3 6 -1 -1 3 6 -1 -1
Calculamos la inversa de la matriz B:
|B|=120 — existe B!
o —— Adj (B) —— (Adj (B))' — B~ = ﬁ (Adj (B))*
1000 1 0 00 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
1100 11 00 01 -1 1 01 —1 1)
111001 2110 loo 1 -1]7loo 1 21/
1111 11 -1 1 00 0 1 00 0 1
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Ejercicios y problemas resueltos
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1. Célculo de un determinante de orden 4

Hazlo tu. Calcula el valor de este determinante en funcién del pardmetro a:
2a¢ a a a
a 2a a a
a a 2a a
a a a 2a

20 a4 a a 2111
a 2a a a 411 2 11
a a 2a al| 1121
a a a 2a 1112
Sumamos las filas 2.%, 3.7 y 4.7 ala 1.%:
5555 1111 ad 1111
1211 121 1] @ey-a9 0100
4 o 4 < 4 o 4
1217 1121 6m-an "% 001 07
1112 111 21 @&9=-09 0001

El valor del tltimo determinante es igual al producto de los elementos de la diagonal principal, por corres-
ponder a una matriz triangular.

2. Propiedades de los determinantes

abc
Hazlo t0.Si |p q r|=7, calcula el valor de estos determinantes sin desarrollarlos:

Xy 3
a+2x b+2y c+2z b c+b 5a
a)| p q r b)|—q r+q 5p
2x+p 2y+q 2z+7 -y z2+Yy 5x
a+2x b+2y c+2z| qa a+2x b+2y c+2z
| p g 7 | @) =l g v |=
2x+p 2y+q 2z+7r 39-29 2x 2y 2z
a+2x b+2}/ c+2z (1.)-2.(3.9 a b ¢
=2 p q r @9 =2|p g r =14
x ¥ z (39 Xy z
b c+b 5a b c+b a b c+b a b c a a b c
b)|—g r+q Sp|=5|-q r+q p|=-5|q r+q p ©_s q r p ©_s p q r|=-35
-y 2+y Sx -y Z2+y X Y Z+Yy X y z x X 9z

(*) 2.% columna — 1.2,

(*+*) Permutamos la 3.” columna por la 2.* y luego, la 2.% columna por la 1.7
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3. Resolver una ecuaciéon

Hazlo tu. Comprueba, sin calcular el valor del determinante, que la siguiente ecuacidn tiene tres

soluciones:
111 1
x 2 -3 4
249 160
x® 8 27 64
Esta ecuacién es de grado 3, tiene como mdximo 3 soluciones y tiene un nimero impar de soluciones
reales.
COLUMNAS
1 1 1 1 (1.9) 1 0 0 0
x 2 —3 4 2.3 -(1.3 x 2-x —3—)6‘ 4—x
X409 16] BI-09 T x* d4-x 9-xF 16-x7|
X 8 27 64| BI=0Y P 8-x 27-x° 64—
COLUMNAS
0 0 0 o
IO Lo .
x x+2 9—x x+4 39

X w244 27— x0 xP+4x+16 45 -@9

0 0 0
X 1 3-x 0
=204 - X2 X+2 9 _ x? 2 =0

X w2+ 4 27— 5 2x+12
Esta ecuacion tiene al menos dos soluciones, por tanto tiene tres soluciones.
Pagina 80
4. Demostrar una igualdad
Hazlo tu. Demuestra que existe una matriz cuadrada A, de orden 2, simétricay con |4|=-7 que

verifica:

4 a b
“\b ¢
a b\[2 6 —4 —12)
b cJ\-1 -3/°\1 3
20 —b 6a—3b -4 -12
2b—¢ 6b-3¢) \1 3

2a-b=-4 A—7 A+l
2b-c=1 }_”’: ke

A7, (As1V i (1 2)
4] - 272, ( : >—7—>7»-3—>A_(2 :

a3 ST
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8. Estudio del rango de una matriz que depende de un parametro

Hazlo tu. Estudia el rango de las siguientes matrices seguin los valores del pardmetro /:

1 -k 3 -2 (1)_11 (1) z
aM=(-3 6 -9 6 b) N= 10 23
k-4 6 -4
2 0 3¢k
a) El menor formado por las tres primeras columnas es:
1 —k 3
-3 6 -9|=9k*—36k+36
k -4 6

9k%—-36k+36=0 — k=2
*Si k22 — ran(M) =3

*Si k=2 — ran(M) < 3, porque la 3.2y la 4.2 columnas son proporcionales.

1 -2 3 =2
Para k=2: M=[-3 6 -9 6
2 -4 6 -4

Todas las columnas son porporcionales, luego ran (M) = 1

1 -1 0
b)|0 1 1[=-3=20— rman(M)=3
1 0 =2
1 -1 0 5
01 1 £
10 =23 =20-2k
2 0 -3 &

20-2k=0 — £=10
*Si k=210 — ran(M) =4
*Si k=10 = ran(M)=3
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6. Propiedades de los determinantes y rango de una matriz

Hazlo ti. Si A y B son dos matrices cuadradas de orden 2, tales que ran(4) =2 y ran(B) =1,
;cudl de las siguientes afirmaciones es siempre verdadera?:

a)ran(A+ B) =3
b) ran(A + B) <2
c)ran(A+ B) > 1
a) Falsa, porque A + B tiene dimensién 2 X 2, no tiene 3 filas ni 3 columnas.

b) Verdadera, porque A + B tiene dimensién 2 X 2.

c) Falsa:

I A) =2 B<_11 B)=1
= ! — man(A) = =\o o — ran(B) =
depo (VL (o0 B 1
+B=1og 1)\ o)7\o 1) 7+ B)=
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7. Calculo de la matriz inversa

Hazlo tu. Dada esta matriz:

1 0 -1
A=(0 a 3
41 -a

a) Halla los valores de a paralos cuales A es regular.

b) Para 4 =2, halla la matriz inversa de A.

10 -1
a) [A| =10 a 3 |=-a%+4a-3
41 —a

—a*+4a-3=0 > a=3, a=1

A esregularpara 223 y a= 1.

b)a=2:
|4 =1
10 -1 7 ~12 -8 7 12 -8 7 -1 2
A=l02 3| =1 2 1]=>|-1 2 1| =112 2 3|=4"
41 -1 2 3 2 2 3 2 -8 -1 2
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Ejercicios y problemas guiados
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1. Propiedades de los determinantes

Si ¢, ¢y y c3 son las columnas 1.4 2.% y 3. de una matriz cuadrada de orden 3 tal que |c; c, c3| =7,
calcular:

a) |c3 ¢ o b)|3¢c; c;+¢; —c3) o lc; +2¢5 ¢ 2¢3-¢f
)l o ol=CDa o gl=7

b)|3c; cy+¢; —c3|=3=D)|e; e+ c|==3|c; & ¢z]=-21

)ler+2e 0 2-cl=|e eare dgl=4le g+eo g]=28

2. Resolver una ecuacidon con un determinante

Estudiar, segiin los valoves de a, el niimero de soluciones reales que tiene la siguiente ecuacion:

X a a a

a x° a a _0

a a x° al|

a a a x°
x*+3a a a a 1 a a a 1 & a
x*+3a x* a4 a 1 x> a a 0x*~a 0
) =0 — (x*+30) =0 = (x%+30) 5 =0
X“+32 a x° a 1 x° a 0 0 x"—a O
i3z a a &2 1 a a x* 0 0 0 x*-a

(x2+3a)(x2-a)3=0

*Sia=0 > x%=0 > x=0

*Sia>0 — (x2+3a)=0, notienesolucién — (x2-2)3=0 - x=—4a, x= ya
*Sia<0 — (x2—2)%=0, no tene solucién — (x2+32)=0 — x=—y=3a, x= {-3a

3. Determinar los elementos de una matriz

21 2 a-3
A=<01> B=<b+2 c>

determinar los valoresde a, b y c¢ de modo que |B|=8 y AB = BA.

Dadas las siguientes matrices:

2 a-3
|B|:‘/y+2 . ‘=3b—24+2c‘—tlb+6:8
21 2 a-3 2 a-3\[21
01\6+2 ¢ )7 \b+2 ¢ o1

b+6 2a+c—-06 4 a—1
b+2 c “\2b+4 bic+2

b+6=4

20+c—6=a—-1y = b=-2

c=b+c+2

b=-2 b=-2 b=-2

20+c—-6=a-1 — a+c=5 — a+c=5y = a=1, b=-2, c=4
3b—2a+2c—ab+6=8 —6-2a+2c+2a+6=8 2c=8
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4. Rango de una matriz que depende de dos parametros

Estudiar el rango de esta matriz:

1 -1-1 b
B=|-1 1 0 2
1 a 2 -2
ran(B) <3
1 -1 -1
-1 1 0|=a+1
1 a 2
Si az-1 — ran(B) =3
1 -1 &
-1 0 2|==26-4
1 2 =2

Si b2-2 — mn(B)=3
Sia=-1y b6=3 = rn(B)=2

5. Resolver una ecuaciéon matricial

2 m 0
Dada la matriz A={ 0 0 m|:
1 -1 0
a) Calcular los valores de m para los que A tiene inversa.

b) Para m = 1, calcular la matriz X que verifica XA + X— 24 =0.

-2 m 0
Q|0 0 m|=m?-2m
1 -1 0

m*—2m=0 > m=0, m=2
Sim=0y m=2 — A tiene inversa.
b)XA+X-24=0 = X(A+1)=24 > X=24A+1)"!

Para comprobar que este paso es valido, veamos si (4 + I)~! existe.

-2 10 100 -1 10
A+I={0 0 1]+{0 1 0)=[0 1 1
1 -10 001 1 11
|A+ 1] =-1, luego tiene inversa.
-2 1 -1
A+ ={-1 1 -1
1 0 1
-2 1 0\/-=2 1 -1 6 22
X=210 0 1)-11-1|={2 0 2
1 -1 0/\1 0 1 -2 00
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Ejercicios y problemas propuestos
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Para practicar

M Determinantes. Propiedades

1 Resuelve las siguientes ecuaciones:

3 4 -5 a-1 1 -1 211 a+l 11
all -1 1|=0 b)| 0 a+6 3|=0 0l02 2(=0 | 1 24=0
1 -1 a a-1 2 0 2 3 a? 1 a2
3 4 -5
Al -1 1|=7-7a=0 > a=1
1 -1 a4
a-1 1 -1
b)| 0 4+6 3 |=a2+24-3=0 > a=1, a=-3
a-1 2 0
21 1
102 2|=44%2-12=0 > a=43, a=-43
2 3 42
a+1 1 1
Dl 1 2 al=-a3-4a2+6a=0 > a=-3, a=0, a=2
1 a2

2 Halla el valor de los siguientes determinantes de orden 4:

1020 2131
0300 3110
V005 P40 3 1
0601 52 21
1020 030
a0 2 Wal4 05|22 12 24
4005 061
0601

(1) Desarrollamos por la 3.* columna.

FILAS

21 -3 1] a» 21 =31
31 1 0 @.8) 3 1 1 0(1)

D140 3 1|7 6a-a9 2 -1 6 0|
52 -2 1| @909 31 10

(1) El determinante se anula, puesto que tiene dos filas iguales.
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3 Calcula el valor de los siguientes determinantes:

10-1 2 1-120
23 2 -2 2131
V24 2 1 D3 143
315 -3 2170
1234 -1 3 2 -1
2121 2 21 3
INi24s Do 510 4
3412 7 -8 9 2
10 -1 2 1-120
23 2 2 21 31
Vg2 1|77 bl 1 43|18
315 -3 2170
1234 -1 3 2 -1
2121 2 21 3
124570 Do 510 4|98
3412 7 -8 9 2
4 Si ’Z ‘ = -5, scudl es el valor de cada uno de los siguientes determinantes? Justifica las respues-
tas:
2 m+3n p+3q‘ b)‘P m o 3n -m
" 1 q 39 »
P 2m ’ 1 n/m’ ’m Sm’
Vg 20 Vmp mg D15 s
) m+3n p+3q‘ m |m pl @ |m n
a = = = —
n q n g ? 9
m\2 3
b) P ML G0 |mn __(5)-5
q n m n P 9
3n —m| 4 3
o no—m @ nm(=)3‘mn 3.(5)--15
39 2 q r » 4
2m| (4 m
o|? 2@, r e q(z)_z‘mn 5= 10
q 2n q n m n ? 9
1 n/m‘() 1 ‘m n| |m n
e = —-m = =-5
) mp - mq m UL A
m 5Sm
f) P 5]7‘ =0, pues las dos columnas son proporcionales.

(1) Si a una fila le sumamos otra multiplicada por un nimero, el determinante no varia.
(2) El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.
(3) Si cambiamos de orden dos filas 0 dos columnas, el determinante cambia de signo.

(4) Si multiplicamos una fila 0 una columna por un niimero, el determinante queda multiplicado por
ese numero.
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5 Sustituye los puntos suspensivos por los niimeros adecuados para que se verifiquen las siguientes

igualdades:
)37_27 7‘ b)’—43_6—1 ......
Yls 31713 31"l -3 2 072 01"2 o
3 7H27 17 b‘—43‘ ‘6—1 —104‘
Vs 30703 3l*l2 -3 a2 olfl2 0l 2 0
111
6 Sabiendo que |2 b c| =35, calcula el valor de los siguientes determinantes:
Xy 3
1 1 1 0 0 1 1-x 1-y 1-2
a)|a+7 b+7 c+7 b)|lc—a b-c ¢ c)|a+2x b+2y c+2z
xI2 yl2 22 Z-x y-2 2 2x 2y 2z
1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 . 111
a) la+7 b+7 c+7|=|a b c|+|7 T 7 =% a b c +O=%-5=%
xl2 Y2 22 xI2 yI2 /2] |xI2 yI2 22 Xy z

(1) Descomponemos el determinante en suma de dos.

(2) Sacamos % factor comtn de la 3.% fila. El 2.° determinante es 0, pues las dos primeras filas son

proporcionales.
COLUMNAS
0 0 1 (1.9H-039 -1 11 W 111
b)|c—a b—c c|= 23+3H —a b c|=—a b c|=-5
z-x y—z z| (9 X J z Xy z

(1) Sacamos —1 factor comun de la 1.* columna.

FILAS
l-x 1-y 1l-2z 1.9 l-x 1-y 1-2 l-x 1-y 1-2
1
o |a+2x b+2y c+2z| = 23-(3Y a b ¢ Uy a b c | =
Dx 2y 2z (3.9 2x 2y 2z X ¥ z
FILAS
(1.9 + (3.3) 111
= j@%) 21la b ¢|=2-5=10

(39

(1) Sacamos factor comun el 2 de la 3.2 fila.

123
7 Sabiendo que |6 0 3| =3 y utilizando las propiedades de los determinantes, calcula:
abc
2 4 6\* 10 20 30 3a+2 3b+4 3c+6
a) El determinante de la matriz (6 0 3. b)|2 0 1 o| 2a 2b 2c
ab c 3a 3b 3¢ a+6 b c+3
2 46 123
a) |6 0 3|=2(60 3/=6
a b c a b c
2 4 6|4
603 =6
ab c

La solucién es 6% = 1296
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10 20 30

1 2 3 1 2 3 123
b2 o 1]=102 0 1 =10.% 6 0 3 =10-%-3603=60
32 3b 3¢ 324 3b 3¢ 3a 3b 3¢ b ¢
32+2 3b+4 3c+6 34+2 3b+4 3c+6 2 4 6
o | 2a 2b 2¢c |=2| a b c =2 a b ¢ |=
a+6 b c+3 a+6 b c+3 a+6 b c+3
1 2 3 123 1 2
=22 a b ¢ |=2-2|la b c|=2-2-(-1)|6 0
a+6 b c+3 603 a b
a 0 2a
8 a) Resuelve la ecuacién |4]| =0 siendo A= 0 2-1 0 |
—-a 0 -a

b) Para a = 3, obtén el determinante de la matriz 2A4.

a 0 2a
0 2a-1 0
—a 0

(1.9
29 =
B33+ (1.3

a 0 2a
0z-1 0
0 O a

a)

=a*(a-1)=0 > 4=0, a=1

—a
b)a=3

3006
020
-3 0 -3

|24|=2%|A|=8-9-2=144

M Rango de una matriz

9 Halla el rango de estas matrices:

35 1
6 10 -2
1 0 1
45 0

a)A-=

N ©O ON

35 1
6 10 -2
110 1
4,5 0

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero:

01
5 0‘=—5¢0 — ran(A) =2

Las dos dltimas filas son linealmente independientes.

Veamos si la 2.% fila depende linealmente de las dos tltimas:

6 10 -2
1 0 1
4 5 0

=0 — La2.”fila depende linealmente de las dos tltimas.

PNNNSAC HILLERA O
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3
3|=-12
c
120 3
dD={01 -1 2
2730
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Veamos si la 1.% fila depende de las dos tltimas:

351

1/0 1| =10=0. Por tanto, ran (4) = 3.
4150

1231 -1

b)B=(4 5|6 2 1
1 0/03 4

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero:

45‘ .
I

Las dos primeras columnas son linealmente independientes. Luego, ran (B) = 2.

Veamos si la 3.2 columna depende linealmente de las dos primeras:

123

456 :‘? 2‘ = -3 = 0. Por tanto, ran (B) = 3.
100
2-1 0 0
0 0 2 -1
9C=1o 2 1 0
20 -1 0

Calculamos |C |:

FILAS
2-10 0 1.9 2-10 0
0 2 -1
c 00 2 -1 (2.9 002—1(1)2210
||‘02—10‘<3.a> 02—10‘1_10‘
20 -1 0 (45 -7 01 -10 B

=22-1)=220 — ran(C) =4

(1) Desarrollamos por la 1.* columna.

120 3
D=0 1/-1 =2
27 -30
1 2
Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: 01 =0

Las dos primeras filas son linealmente independientes.

Veamos si la 3.% fila depende linealmente de las dos primeras:

120

01 -1/=-3-4+7=0

27 -3

12 3 > La 3.2 fila depende linealmente de las otras dos.
01 -2|=-8-6+14=0

270

Por tanto, ran (D) = 2
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10 Estudia el rango de las siguientes matrices segun el valor del parimetro que aparece en ellas:

210 a 1 0 2 -1a 111
aAd=|11 -2 b)B=|-1 24 -2 oC=|a 3 4 dD=(1-a1
31 a 1 -1 2 3-12 11 a
210
a)|A|l=|11 -2|=2a-6+4-a=a-2=0 - a=2

31 a

21
*Si 2=2 — Como |4]|=0y ‘1 1‘:1#0 — ran(4) =2

*Siaz2 — |A|20 > mn(d)=3

a 1 0

a=0
b)|B|=|-1 22 2| =4a*-2-2a+2=4a>-2a=0 — 24(24—1)=0<ﬂ_1
1 -1 2 2

1 0
Observamos que 1 2‘ =220 — ran(B) =2
*Sia=0 — |B|=0 = mn(B)=2
°Sia=% — |B|=0 — rman(B) =2

*Sia=0 ya:t% — |B|20 — ran(B)=3

2 -1 a
O|C|=|a 3 4/=12-4>-12-92+8+2a=-a">~-7a+8=0 —
3 -12
N 71@=7im=7i9 <‘l:1—8
_ _ - L

=1020 — man(C) =2

o |
SErvamaos quc -1 2

Por tanto:
*Sia=1 - |C|=0 - mn(C)=2
*Sia=-8 - |C|=0 - mn(C)=2

*Siazlya=-8 = |C|20 = ran(C)=3

111
a=1
DID|=1 —a 1|==a?+1+1+a-1-a=-a’+1=0<_ X
11 4 ‘="
111 .
*Sia=1—->D=[1-11 —>‘1 (|70 = ran(D)=2
111
11 -
*Sia=-1—>D=[11 1 —>‘1 1 20 > rman(D) =2
11 -1

*Siazl yaz-1 - |D|20 > mn(D)=3
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1 1 1
11 Halla los valores del parimetro 7 paralos que el rango de A =|m m? m?| es menor que 3.
m m m?
1 1 1 1 0 0 1 0 0
2 2 2 2 2 2
m om- m-\=\m m“—m m " —m|=(m"—m)\m m“—m 1|=
m m m*| \m 0 m* —m m 0 1
1 00 100
=P =m)m 1 = =m)?|m 1 0|=(m*—-m)?
m 0 1 m 0 1

(m?2-m)?2=0 > m=1, m=0

Si m=0 o m=1, entonces ran(A) <3

12 Estudia el rango de estas matrices segtn el valor del parimetro a:

11 1 2 L2 s
a
12 -3 8 a-1 1 a-2 1-2a -1
VA=\, 11 1| PB- ;léglsz C)C=(1 —a 2a—1) d)D=< a  a 2a>
1-1 1 -2

2) Si [A]=0 = a=2
*Sia=2 — mn(d)=3
e Siazx2 — ran(d) =4

123 a
b)B=(2 4 6 8
369 12

* Si a=4 — las cuatro filas son proporcionales — 7an(B) =1

20 — ran(B) =2

a=1
——a?+1=0<_ .
a=-—

Si 4 ’3a
1 a=# — 6 8

a —1

1 —a

c a —1 1
c) C= 1 —a 2a-1 -
* Si =1, queda:

c 1 11 o)1
=1y — ran(C) =
* Si a=-1, queda:
(1 o e o 02
=\ 1 3) 2|1 372 — ran(C) =

eSiaz=lyaz-1 — ran(C)=2

a-2 1-2a

a—-2 1-2a -1 a=0
2 5 2_2.2 a2 _
)—) B p =a*—2a—a+2a”=3a"-3a 0<ﬂ:1

a a 2a

@D=<

-2 1 -1

0 0 0) — man(D) =1

°Si¢z:0—>D:(

1 -1 -1

L1 2 ) — Las dos filas no son proporcionales — ran (D) =2

°Sia=1—>D=<

*Siaz0 — ran(D)=2
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13 Estudia el rango de la matriz M segtn los valores de ¢.

1 2 31 1 04 2 11¢z2+11
aaM=(1 ¢ 3 2 byM=({0 ¢ 4 0 oM=|t 0 0 2
1 8-3z 3 -2 -1 3 ¢z -2 0 2 O
1 2 31
agM=|1 t 3 2
1 8-3¢ 3 -2
13 1
13 2|=0
1 3 =2
1 2 1 ! 2 ! -2 1 r—-2 1
1 t 21=10 r=2 1 =3:_6 3 :_3(1‘—2) 3‘:0 — ran(M) <3
1 8-3¢ =21 10 6-3¢ -3

31
Tomamos un menor de orden 2: ’3 2’ =320 — man(M) =2, para cualquier =

1 04 2
byM=(0 ¢+ 4 0
-1 3 ¢ 2

01=0

|
—
W N O o~ R
|
N}

2
04 2
t 4 0[=2t2+8:-24
3 ¢t -2

202+ 8t—-24=0 — r=2, t=-06
Sit#2yt#z-6 - ran(M)=3

4 2
Tomamos un menor de orden 2: ‘ 40 ‘ =-8

Si t=2 = ran(M) =2
Si t=—6 = ran(M) =2

11 £+1 1
oM=t0 0 2
0t 2 0

1 r+1 1

0 0 2|=2¢2+2t-4

t 2 0

20242t—4=0 — r=1, t=-2

1 £+1 1

t 0 2|=2t-4

0 2 0

20—4=0 — t=2

Como se anulan en puntos distintos, tenemos que 7an (M) = 3, para cualquier 2.



Unidad 2. Determinantes VANANTANSAC HILLERATO!

Matematicas |l

14 Estudia el rango de las siguientes matrices segin los valores del pardmetro a:

al 30 1 1 2 2
a)A=(1 a 21 b)B={a 1 2 a+l
22a5 a 1 1+a 0 1
a+l 1 1 -1 1 a a-2 1
c)C=|-a-10 -2 2 d)D=(1 2a a-4 3
0 1 a4%-a-1-a+2 a a’> 2a*>-2a-4 2a+2
a1l 30
aA)A=|1 2 21
2225 a

30
Tomamos un menor de orden 2: ‘2 1‘ =3 =0, luego ran(A) = 2.
1 30
a 21 :—3a2+8a—5=0%a:i,a:1

3

20 5 a
a3 0
121|=24>-82+6=0 - a=3, a=1
25 a

Solo se anulan los dos menores de orden 3 si # = 1.

*Siazl — ran(d)=3
*Sia=1— ran(Ad)=2

1 1 2 2
b)B=|a 1 2 a+l
1 1+2a 0 1
12

Tomamos un menor de orden 2: ’1 0’ =-2=0, luego ran(B) = 2.
1 1 2
a 1 2/=24>-2=0—> a=-1,a=1
1 1+a2 O
12 2
a2 a+l1|=0
10 1

*Sia=lya=-1 — mn(B)=3
*Sia=1— mn(B)=2
*Sia=-1 — ran(B) =2

a+l 1 1 -1
cC=|-a2-10 -2 2
0 1 & —a-1 —a+2
1 1
Tomamos un menor de orden 2: ‘0 _2‘ =-2 %0, luego 7an(C) = 2.
a+l 1 1
—a-10 =22 =ad—a=0 - a=1,a=0, a=-1
0 14 -a-1

1 1 -1
0o 2 2 | =242+4a-2=0 = a=1
1 d*—a-1 -a+2

*Siazl — ran(C) =3
*Sia=1— rnn(C)=2
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1 a a—2 1
d)D=|1 2a a—4 3
a &> 245 —2a—4 2a+2
11
Tomamos un menor de orden 2: 13 =2 %0, luego ran(D) = 2.

1 a 1
122 2 |=a?+24=0 = a=-2, a=0
a a* 2a+2
1 a—2 1
1 a—4 3 |=-24>-24+4=0 = a=1, a=-2
a4 2a°—-2a—4 2a+2

*Sia=-2 — ran(D)=3

*Sia=1— ran(D) =2

W Matriz inversa

15 Halla la matriz inversa de las siguientes matrices:

M 2 -2
AIM=\s 4

30
=3 )

a) [M|=2#0 — lamatriz M tiene inversa. La calculamos:

0L ——> Adj (M) ——> (Adj (M) —— M~ = L (Adj (M)’

ij M|
45 _4 -5 42 L[4 2 3
(-2 2)_>(2 2>_><—5 2>_’5<—5 2):M
FY I la matriz i
= _5/2 1 es la matriz inversa.

b)|N|=6%0 — lamatriz NV tiene inversa. La calculamos:

01— Adj (N) —— (Adj (V) —— N~ = L (4dj (V)"

j |V

(2 —5) (2 5) (2 0) 1 <2 0) _ A

03/ Vo3 7 \53 " %6\53)"
1/3 0

-1 5/6 172 es la matriz inversa.
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16 a) Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices:

A:

N O -
S = N

1
0 B=
3

N © N

10
13
11

b) Resuelve las ecuaciones AX =B y XB=A siendo A y B las matrices del apartado anterior.

121
010
203

a) |A| = =120 — Existe 47!

0 Adj (A) ——> (Adj (A) —> A™ =L (4dj (A)

A
3 0 =2 3 0 =2 3 -6 -1 3 -6 -1
6 1 -4]—|-61 4]— |0 1 0]—>|0 1 0]=A4"1
-10 1 -1 0 1 2 4 1 2 4 1
210
|B|=10 1 3| =220 — Existe B!
211

o ——> Adj (B) —— (Adj (B)) ——> B~ =L (4dj (B))'

1Bl
2 -6 =2 2 6 2 2 -1 3 -1 -1/2 32
1 2 0|l—|-1 2 0|]—|6 2 -6]— (3 1 -3|=B"
3 6 2 3 -6 2 2 0 2 -1 0 1

b)AX=B — A'AX=A"'B - X=A"'B

3 -6 -1\/210 4 —4 -19
X=A"B=|10 1 o]{013]=l0 1 3
2 4 1/\211/ \=2 3 13

XB=A — XBB™'=AB™' — X=AB"!

12 1\ /=1 =1/2 3/2 4 3/2 —7/2
X=AB'=|010|/3 1 -=3|=[3 1 -3
203/\-1 0 1 -5 -1 6

17 Calcula la inversa de esta matriz:

120
A={11 1
-1 0 -1
120
11 1]=-1
10 -1
120 -1 0 1 -1 0 1 -1 2 2 1 -2 -2
11 1]>(=2-12|>(2-1-2]>]0-1-1|>4"'=[0 1 1
-1 0 -1 2 1 -1 2 -1 -1 1 -2 -1 -1 2 1
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10 -1
18 Dadalamatriz A=|0 x 3 |, halla:
41 —«
a) Los valores de x para los que la matriz A posee inversa.

b) La inversa de A para x = 2.

¢) El valorde 6<€IR para que la matriz b4 tenga determinante 1.
1 0 -1
A0 x 3|==x?+4x-3=0 > x=3, x=1
41 —
A posee inversasi x =3 y x= 1.
1 0 -1
b){0 2 3|=1
41 =2
10 -1 -7 -12 -8 -7 12 -8 -7 -1 2 -7 -1 2
023|->(1 2 1]|->(-12-1]->{122 3|>4"={122 -3
41 2 2 3 2 2 -3 2 -8 -1 2 -8 -1 2

¢) Suponemos x =3 y x= L:

|bA| = b3|A| =1 — 3= L

|4]
b= \/Izal 1
4] P+ hx—3
2 1 1
19 Dadalamatriz A=(2 3 2 |:
-3 -3 2

a) Calcula A(2I-A).
b) Justifica si existen las matrices inversas de 4 y 21— A.

c) ;Para qué valor de % se verifica A™! = kI - A?

2 1 1 100 2 1 1 2 1 1\/0 -1 -1 100
a) AQI-A)=|2 3 2201 0]-{2 3 2]|={2 3 2|-2-1-=2|=(010
-3 -3 -2 001 -3 -3 -2 -3 -3 2/\3 3 4 001
b)A(2/-A)=1 — Ay 2]— A tienen inversa y cada una es la inversa de la otra.
A1=21-4
I-A)'=4
c) k=2

20 Halla los valores del pardimetro ¢ para los cuales las matrices A y B no son regulares y calcula:

a)A!sit=1. b) B si £=2.
1 0 4 10 ¢
A=|0 ¢ 4 B=|110
-1 3 ¢ t 01

— 24412 = _ —4+y16+48 _—4:64 _ 48 t=2
a) |A|=t"+4t-12=0 — ¢= 5 - 5 =4 <t__6

A no es invertible para #=2 ni para ¢=-06.
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Calculamos A~! para = 1:

1 0 4
A=10 14| - |4|=-7
131
0ty —— Adj (4) —— (Adj (4)) —— A = 4 (4dj ()Y
-11 4 1 -11 -4 1 -11 12 -4 -11 12 -4
_1253—>125—3—>_45_4—>%_45_4=A*1
4 41 4 —4 1 1 301 1301

r=1
b)|B|=1—r2=0<t_ X

B no es invertible para #=1 nipara #=-1.

Calculamos B~! para #=2:

102
B=|110| - |B|=-3
201

o ——> Adj (B) —— (Adj (B)Y' —— B =L (4dj (B))*

L
1 1 =2 1 -1 -2 1 0 -2 10 2
03 0|=(0=30|=]-1-32 —>%13—2=3*1
2 21 2 2 1 20 1 20 -1

M Ecuaciones matriciales

21 DadaA=<f i), halla X tal que AXA=<; ;)
11 11
AXA=(2 3) S X-=4 (2 3>A
Calculamos A7
23
‘1 2|71

(13263 (53) - (33)w
(G DIE T )

1 -1 21 1
22 Dadas las matrices 4 = ( ) y B= < ), encuentra la matriz X tal que AXB = ( 3 )

-1 2 10 0 -1
1 3 1 3
_ _»g-1 -1
AXB = (0 _1> — X=A4 (O —I)B
Calculamos A7
’1 _1‘
-1 21"

R R
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Calculamos B!
‘ 21
1 0|

21 01 0 -1 0 -1 0 1 Bl
1o/ 2 \12) 7\ 2) 7\ 2) 7 2)7
X 2 1\/1 31\/0 1 5 -8
“\1 1)\o -1)\1 =2)7\2 =3
23 Resuelve la ecuacién AXB = C siendo:

£l nfY) et

AXB=C > AV .A.X-B-B1'=A4"1.C.B! -5 X=A4"1.C. B!

-1

Calculamos A™! y B! (|A|=1y |B|=1 — existen A™' y B7Y):

0 —— Adj (A) —— (Adj (A))' — A" = |17| (Adj (4))*

3 4 3 —4 (3 —2) <3 —2) P
23 - 2 3 - -4 3 - —4 3/
0ty —— Adj (B) —— (4dj (B) —— 57" = 11 (45 (B)

(2 1 2 -1 2 —3) 2 -3 =
32) 7\ 2) 7L 2) T \a 2)7
Por tanto:
3 2 11 2 -3 1 1 2 -3 1 -1
= _1. . _1: . . = . =
xatocomte (BTG D) S ST
24 Dadas las matrices:

A_201 B30—1 C12 D-s
“\1 -15 “\11 0 “\3 -1 T\=2
halla la matriz X que verifica (AB*+ C)X = D.
(AB*+ C)X=D — (AB*+ C) ' (AB*+ C)X=(AB*+ C)'D — X=(AB*+ C)'D

‘s E—ABtC—_Z()l 31 12_—7—2 12_—60

e . 3 -1)7\2 0/"\3 —1)7\1 21
-1 0

e Calculamos E~' (|E| =620 — existe £7):

oy —— Adj (E) ——> (Adj (E))' — E7' = ﬁ (Adj (E))*

o 4= (0 - (0 5~ %)

¢ Por tanto:

it 1 (-1 0 \[(=8\ (8 [4/3
X=(B"+ O D=E"D - 6(—1 _6>(_2>‘6(2o “\10/3
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25 Halla X tal que 34X = B, siendo:

102 102
A=|011 B=|101
101 111

34X=B — X-= %A‘I-B

Calculamos 47! (JA|=-120 — existe A7):

0 Adj (A) —— (Adj (A))' —— A = L (4dj ()"

4]
1 -1 -1 1 1 -1 1 0 =2 10 2
0 -1 0]=]0-10|=[1-1-1]=1(-111]|=4"
21 1 211 10 1 1 0 -1
Por tanto:
10 2\ /102 1 2 0\ [1/3 2/3 0
X=%—111 101:%110:1/31/30
1 0-1/\111 0 -1 1 0 -1/3 1/3
Pagina 85

26 Dadas las siguientes matrices:

m 4 4
A=10 2 4

B<1-12) C<011>
“\1 0 1 “\1 2 21
001

a) ;Para qué valores de m existe A2
b) Para m =1, halla la matriz X tal que X4 + B=C.

m 4 4
0 2 4
011

=2m

34| -

Existe A7! si m = 0.
b)XA+B=C - XA=C-B — X=(C-B)A!

1 4 4\7" 1 2 4
02 4| ={o 12 =2
00 1 0 0 1

CBo11 1 -1 2\ /-1 2 -1
P71 2-4a)7\1 0 1)7\o 2 =2

1 -2 4
-1 2 -1 -1 3 -9
-(C— -1 _ 2=
weme (320w 201
0 0 1
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27 Sean las matrices A=<0 1 1) y B=|1 1]
32

a) Determina para qué valores de %2 la matriz AB tiene inversa.

b) Resuelve la ecuacién ABX = 31 para k=0, donde I esla matriz unidad de orden 2.

p 1k 2 (1)/: b6 2k 4
) AB=1{y 1 | 2 1
32

’/e+6 2k +4

- 3h_9_ __2
5 1’—3/e20—>/e 3

Existe (AB)! si k= —%

b) ABX =31 — X=3(AB)"!
k=0

B 6 4
“\2 1
6 4\V (=12 2
21 ~\ 1 =3
¥ 3(-1/2 2) (—3/2 6)
- 1 3/)7\ 3 -9
Para resolver

28 Resuelve las ecuaciones siguientes:

x100 -« 1 0 1 x -1 -10
ab c
)Oxloo b) 0 )l—xlo 0 d)—xx—llo
Y9oox1|” ”Z”‘ Y10 1 =« 1|7 1 -1 x 1
100 x “aox 1 0 1 —« 1 -1 0 x
x 100 10/ (100
x
0x10® ) 3 4 4 x=1
a)Ooxl=x89(;1—01(1)=x-x—1=x—1=0%x=iﬁ<x:_l
100 x x o
(1) Desarrollamos por la 1.2 columna.
(2) Son determinantes de matrices triangulares.
FILAS
a b c (1.9 a b c b
X =
b)|la x ¢| = @95-013 0x—6 O =a(x—b)(x—c):0< ~
abxl G- lo 0 x-¢ v=e

(Suponemos que « 20).
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% 1 0 1 2-x 1 0 1 11 0 1
1] % 1 0lm|2—x —x 1 0] 1 —x 1 0
Vo 1 1172001 =« 1]=@ 91 1
1 0 1 —x 2—-x 0 1 —x 1 0 1 —x
FILAS
(1.9 1 1 0 1
ey-asy 10 x-1 1 -1 |e|Z Tt 1y w21 4
= BY-19 0 0 —x 0 = 0 —x 0 =% _x_1‘=
11 —x—1

45 -9 0 -1 1 —x-1

x=0
=—x2(x+2)=0< 5
x=—

(1) Sumamos a la 1.2 columna las demis.
(2) Sacamos (2 —x) factor comin de la 1.2 columna.
(3) Desarrollamos por la 1.2 columna.

(4) Desarrollamos por la 2.2 fila.
x =1 =10 x—1 -1 -120

ol ol o 1o lxl_li
)1_1x1=0_1x1=("_)_1g=
1 -1 0 « 0 -1 0 x - X

x=1
=D+ 1T+x—x=x-1Dx>+1) =0<x3+1=0 I
(1) Sumamos a la 1.2 columna la 2.2,

(2) Desarrollamos por la 1.2 columna.

29 Estudia el rango de las siguientes matrices segin los valores del parimetro que contienen:

kok o-12 1 33 1
3 -k 00
a)A=5k00 b)B=Ie11;§—01
10 21 B
E 1 20 1 0 —a -1
oC=|-1-1 £k 1 d)D=(1 a+3 4-a O
1 1 1 & 1 a+3 a*+2 a+2
FILAS
E B -1 22 A _ 9. (44 EF=2 k =50
1.5-2-(4.2 /€—2/€—5
4 3 k£ 0 0 2.9 3 —k 0 0] 5 Lo )
Aldl=\s o o= 69 5 b 0 0| ‘/60:
10 2 1 (47 1 0 21 >
S‘S_k‘ 40k=0 — k=0
s p | TTRED RS

(1) Desarrollamos por la 4.2 columna.

(2) Desarrollamos por la 3.2 columna.

00-12

Si k=0 A 5000 0_0150 A
i k=0 — :5000+?21¢ — man(d) =3
10 2 1

*Si k20 — |A|20 > mn(d) =4
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1 33 1 1 33
b)| £ £ 3 —-1| — Hacemos | # £ 3| =0 — 6k—18=0 — k=3
-133 0 -1 33
1 33 1 1 3 1
*Si k=3 > B=(3 33 -1|—=>1|3 3 1|20 — mn(B)=3
-133 0 -1 3 0

*Si k23 — mn(B)=3

Por tanto, ran(B) =3 para cualquier valor de 4.

ko1 =2

Eo1 =20 b1
o |-1 -1 # 1| - Hacemos |-1 -1 £ =0—>—/e2+1=0<k_ X
1 1 1 £ 1 1 1 T
1 1 =20 1 20
eSi k=1 > C=(-1-111)—>1|-1 1 1|20 — ran(C)=3
1 1 1 1 1 1 1
1 1 =20 1 1 0 S50
eSi k=-1 > C=|-1 -1 -1 1] —>1|-1 -1 1 =0y‘_1 1 20 — ran(C) =2
1 1 1 -1 1 1 -1
¢Si b2-1 — ran(C)=3
1 0 —a -1 1 0 —a .
d)D=|(1 a+3 4—a 0 | > |1 a+3 4—-a|=

1 a+3 a*+2 a+2 1 a+3 a>+2

10 -a a=1
=(a+3)|1 1 4-—a :(a+3)(az+a—2):0<a:—2
11 4%+2 a=-3

(1) Sacamos (a + 3) factor comtn de la 2.2 columna.

10 -1 -1 0 -1 -1
eSia=1—>D=(14 3 0|—14 3 0|20 — ran(D)=3
14 3 3 4 3 3
102 -1 10 -1 10
*Sia=-2—->D=[(116 0|—>(110|=0y ‘1 ) 20 = ran(D) =2
1160 110
10 3 -1 1 3 -1
*Sia=-3—>D=[107 0]—>1|1 7 0|20 — ran(D)=3
1 0 11 -1 1 11 -1

*Siaz-2 —> ran(D)=3
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30 Calcula el rango de estas matrices en funcién del pardmetro z:

112 0 3-t3 2t
A ; 21 b) B ; t1 1 c-| 2%
a)_2;12 ! _2 lt; t_3 0 13 2+
£ - t+2 0 ¢
r1 1 2 11 t=0
DA=2+r2 1| > |2 ¢ ¢ =—t3+3t2—2t=0<t=1
211 2 211 r=2
0112 012
¢Si =0 > A=[2001| =20 1]/%0 = rn)=3
2112 212
1112 112
eSit=1 >A=12111| =121 1|20 = ran(d4)=3
2112 212
2112 212 21
eSit=2 > A=(2241|—=12 21 =0y ‘2 5 20 — ran(d) =2
2112 212
*Sit22 — mnd)=3
t t 0 t t 0 =0
b)B=| 2 t+1 t—1| = |Bl=| 2 ¢t+1 t-1|=¢t(t*-3t+2)=0 r=1
2t+1 0 —r-3 2t+1 0 —r-3 r=2
00 O 21
eSit=0 - B=(21 -1 %‘1 0 20 — ran(B) =2
10 -3
11 0 29
eSit=1—> B=(2 2 —)‘30¢0—>mn(3)=2
30 -4
2 2 29
eSitr=2 > B=(2 3 - ) 3 20 = ran(B) =2
50 -

*Si t#0, t21yt=2 — ran(B)=3

3—¢r 3 2¢ 3 3 2
C —2 0 - _2to i 6)=0 2
c) C= R B —1 32— =-303t-6)=0 — ¢=
t+2 0 vt
1 3 4
Sir=2 = C —2 0 12341 0 ’13 0 C)=2
”‘:_>:134%‘40_2:y—20¢%”m():
4 0 2
Si t22 — mn(C)=3
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31 Comprueba aplicando las propiedades de los determinantes.

a’> ab b
a)|[2a a+b 2b|=(a-b)3
1 1 1
1 22-1 a
b)[1 242-2 2a-1|=(a?-1)?
1 0 a?
a2 oab b 2 —2ab+ b ab b | —2ab+ b ab b
a) |2a a+b 2b|=12a-2(a+b)+2b a+b 2b|= 0 a+b 2b|=
I 1 1 1-2+1 1 1 0 I 1
P 2ab+ b ab bP—ab | |@=-b* ab-b* b?
= 0 a+b 2b—(a+b)|= 0 a+b-2b 2b| =
0 1 1-1 0 1-1 1

(@a—b)?% ab—b* b?
= 0 a—-b 2b|=@-5b)*a-56)=(a-b)}

0 0 1
1 &-1 o« 11 & 11 &
b)[1 2422 2a4-1|=*=1D|1 2 2a-1|=-1)|0 1 a-1|=
1 0 a* 10 4 10 4
11 a-1 11 1
-0 1 a-1|=-D@-D]01 1 |=
10 22-1 1 0 a+l
10 0 10 0
@ -D@-D01 1 |==D@=-1Dj01 0 |-=
10 a+l 10 a+l
=@ -D@a-1D@+1) = (a®-1)>
- 1 1
32 Dadalamatriz A= 1 —x 1 |:
1 1 —x

a) Resuelve la ecuacién |4| = 0.

b) Calcula el rango de la matriz A segiin los valores de x.

- 1 1
A1 =« 1|==x3+3x+2=0 > x=-1, x=2
1 1 —x

b)Si x==1 — ran(4) =1
Si x=2 — rman(4) =2

Sixz-1yx22 — ran(d)=3
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33 Dada esta matriz de orden 7:

1 11 ...1 1
-1 9 1 ... 1 1
A,=(-1 -1 9 ... 1 1

n
-1 -1-1..-19

calcula el determinante de A4,, 43 y As.

|A2|=‘—1 9Ho 10‘“0
11 1|11 1

|A5| = -1 9 1|=[0 10 2 |=10%=100
-1 -1 91 10 0 10

| 45| = 104 = 10000

34 a) Estudia para qué valores de a tiene inversa esta matriz:
l1al
A={010
01 a

b) Halla la inversa de A siempre que sea posible.
1 a1l
010
01 a
b)a=0
1 a 1\"
010 =
01 «

a)

=a — Existe A7! si a=0.

a (> -1) -1 1 (<&®>-1)/a ~1/a
0 a 0[=]0 1 0
0 -1 1 0 ~1/a 1/a

1
a

1
35 Dadalamatriz A=|1
0

S = O
- O

a) Encuentra la expresion general de A” donde 7 es un nimero natural cualquiera.

b) Razona que A” tiene inversa para cualquier 7 > 1 y calcula dicha matriz inversa.

100\ /1 100\ (10O
A A?=|110 (110-110210
001 001/ \001/ \0oo01
100\, /100, /10O
A3A2-A210<110 310
001/ \001/ \oo1
100
A"=|n 10
001
100
b)|n 1 0|=120 — A" tiene inversa.
001
1oo\ /100
nlO] =[-» 120
001 0 01
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36 Halla, en funcién de 4, el valor de estos determinantes:

a+l a a a aaaa
a a+l a a 2aaa
A= a a a+l a A2=32aa
a a a+l 432a
a+l 4a+1 a a
a+1 W) 4a+1 a+l a )
Ar= a+1 “l4a+l a4 a+l a |
a+l 4a+1 a a a+l
FILAS
1 a a a (1.9 1l a aa
1 a+1 a a 2.3 -1 0100|p
=GasDly s 2 T emean @erDig o o)
1 « a a+1l @H=09 0001
100
=(4a+1)|0 1 0| =@a+1)-1=4a+1
001
(1) Sumamos a la 1.2 columna las demds.
(2) Sacamos (44 + 1) factor comdn, de la 1.2 columna.
(3) Desarrollamos por la 1.2 columna.
FILAS
a aaal (13 a a a a
2 a a a 23 -01.3 2—a 0 0 0|m
=132 4 4" Go-a9 3—a2-a 0 0|
432 g1 @H-1H 4-—0 3-22-00
2—a 0 0 @
=—al3-a2-a 0 |= —aQR-2a)?’=ala-2)>°

4—a 3—a 2-a
(1) Desarrollamos por la 4.2 columna

(2) Es el determinante de una matriz triangular.

3'7 Prueba, sin desarrollarlos, que el valor de los siguientes determinantes es 0:

x x+1 x+2 Yz Xz Xy
a)|x x+3 x+4 b1 1 1
x x+5 x+6 1/x 1ly 1/z
FILAS
x x+1 x+2 (1.9 x x+1 x+2
Q) |x x+3 x+4| = 2H-03 0o 2 2 =0,
x x+5 x+6] GH-019 0 4 4
pues las dos tltimas filas son proporcionales.
Yz Xz Xy Xz Xyz X)Z
1 2
pl1 o1 1YL, 1%
Xy z
l/x 1y 1/z Y 1 1 1
(1) Sacamos factor comtn L, L y L enlata, 2.2y 3.2 columnas.
x 'y’ oz

(2) La 1.2y 3.2 filas son proporcinales (xyz - 1.2 = 3.2).
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a b ¢
38 Considerala matriz A=|2a -b 3c|, donde a, b y ¢ son no nulos.
3a 0 4c

a) Determina el nimero de columnas de A que son linealmente independientes.

b) Calcula el rango de A.

a b ¢ 1 11
|A|=|2a b 3c|=abc|2 -1 3| =abc-0=0

3a 0 4c 3 0 4
Pero 22 —/7‘ =—ab +2ab=ab=0, pues a y b son no nulos.
Por tanto:

a) Hay dos columnas en la matriz A que son linealmente independientes.

b) ran(A4) = 2.

39 Estudia el rango de la siguiente matriz para los distintos valores de 4, & y c:

5 5 5
M=\ a b c
b+c a+c a+b

5 5 5
\Ml=| « b

b+c a+c a+b

5 5 5

a+b+c a+b+c a+b+c

5 5 5
1 1 1

b+c a+c a+b

(©)

1
1 0

(i)(a+!7+c)

b+c a+c a+b

(1) Sumamos ala2.2filala 3.2
(2) Sacamos (a + b + ¢) factor comtn de la 2.2 fila.
(3) Las dos primeras filas son proporcionales.

Luego, ran(M) < 2. Tenemos que:

>0 =56-5a2=0 = b=a
a b

>0 =5¢-5b=0 = ¢c=4
b ¢

00 =5¢-52 —> a=c

a c

Por tanto:

*Sia=b=c — ran(M) =1

e En otro caso — ran(M) =2

40 Estudia el rango de esta matriz:

cos 0. —sen . 0
A=|senot coso 0
0 0 1

cos 0. —sen L 0
|A| = |seno coso 0
0 0

(1) Desarrollamos el determinante por la 3.2 fila o por la 3.2 columna.

(1) | cos b —sen OL
=| = cos® OL+sen” 0L =1

sen 0L cos OL

Por tanto, como |A| = 0, tenemos que ran(A) = 3.
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Cuestiones tedricas

41 ;Verdadero o falso? Justifica las respuestas y pon ejemplos.

a) Si ¢}, ¢, y ¢ son las columnas 1.2, 2. y 3.* de una matriz cuadrada de orden 3 tal que |¢; ¢, c3| =5, en-
tonces:

D e 2¢5 ¢ =10
M |e;+e; 3—¢; ¢3]=0
m) |c;+e3 ¢ c3+¢=5
V) |-y 2¢;—¢3 ¢35+ ¢ =10
b) Si B es una matriz cuadrada de orden 3 cuyo determinante vale 4, entonces:

1) |5B|=20 m |B? =16 m) |B7Y| = 1/4

- 1 1
c) La dinicasolucién de |1 —x 1 |=0 es x=-1.
1 1 —«
1al
d) La matriz inversa de la matriz A=|0 1 0|es
01 a
a -a*+1 -1
0 a 0
A1=\0 -1 1/ .20
a

e) Si A es una matriz cuadrada tal que A% = 24 — I, entonces A es invertibley A™! = 27— A.
f) Si A y B son dos matrices regulares que verifican que AXB =4 + B, entonces X = A1+ B7L
a) 1) Verdadero:
le2 2¢3 c1]|=2|c2 e3 c1]l=(=1)?2|c1 c2 ¢3|=10
11) Falso:
lcr+c2 c2—c1 e3|=|ci1+c2 2c2 3]|=2|c1+¢2 2 e3|=2|c1 2 ¢3|=10
111) Falso:

lc1+¢3 2 ea+ct]=|c1+¢3 2 0]=0

1v) Verdadero:
|—c2 2c1—¢c3 c3+c2|=|—c2 2c1—c3 c3|=|—-c2 2¢1 3]|=2|-c2 c1 e3]|=
=22 e1 e3|=(-1)(=2)[c1 2 ¢3]=10
b)1) Falso:

|5B|=5%|B|=5%4=500
11) Verdadero:
|B*|=|B-B|=|B[|B| =16

11) Verdadero:
B-B'|=|B||B|=1 -1 _1
| |=1B[|B7=1 — |B7| B~ 4
¢) Falso:
- 1 1
1 —x 1(=0
1 1 —x

x3+3x+2=0

Las soluciones son: x=-1, x=2
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d) Verdadero:
1 Va(-d®+1) -1/a 2 1-42 -1
A1=o 1 o |=Llo 2 o
a
0 —l/a 1/a 0 -1 1

e) Verdadero:
A?=24A-1 - A*>-2A=-1 - AA-2D)=-1 — AQI-A)=1
Luego A es invertible con A~1 = 27— A.

f) Verdadero:
AXB=A+B — X=A"YA+B)B'=(I+A7'B)B' =B+ 47!

42 Prueba que el determinante de una matriz cualquiera de orden 3 es igual que el de su traspuesta.
11 412 413 a11 421 431
Si A=|ay a5y ay;|, entonces A= a1y a5y az|.
a31 a3 433 213 423 433
Aplicando la definicién de determinante, obtenemos que |A’| = |A|. Lo vemos:
| Al = a1y ayy azs + a1y ay; az) +ay3 ay) azy —ay3 ay az) —ayy ay; az) — ay ay as3

t
|A| = a1y ayy a33+ a1y ay3 a3y + 213 ay) azy — ay3 ay) a3y —ayy ay3 azy - ayy ay) az

Luego |A4]| =|A"|.

43 .Sabrias decir cudl de estos dos productos puede formar parte del desarrollo de un determinante
de orden 42:
a) ayy - a3+ a3 - A b)ays - as - 4y - a3

Solo podria ser b), puesto que en cada producto ha de aparecer un factor de cada fila y uno de cada
columna.

44 Si A es una matriz cuadrada de orden 4, ;puedes saber el valor de a,, A;; + a5, Aj5 + ay3 A3 +
+ ay4 Ap4 sin conocer los elementos de la matriz?

El resultado es 0, pues tenemos un producto de los elementos de una fila (la 2.2) por los adjuntos de
otra (la 1.3).

b c

b a

45 Sila matriz A= (:1 " c) tiene rango 2, ;qué rango tendrd la matriz B=| m n ? I
P m-a n-b p—c

Observamos que la 3.2 fila de B (la que hemos afadido respecto a A), es combinacién lineal de las
dos primeras (se obtiene restando la 2.2 menos la 1.2). Por tanto, B tendrd el mismo rango que A,
es decir, ran(B) = 2.

46 Dadas las matrices A y B deorden4 con |[A|=3 y |B|=2, calcula |[47}|, |B*A]| y |(AB7Y)!|.

A1 1L _1
|47 R
) (3)

1541 21871412 |B]-14)-2-3 -6

1@ 1 @ 0 1 14 3
ABY| 2 |AB7Y 2 |A4]-|B7Y=|A]- &= L2
(451 2 145 2 14 |5 = -2
(1) El determinante de la inversa de una matriz es el inverso del determinante de la matriz.
(2) Tenemos en cuenta que |A- B|=|A|-|B|.

(3) El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.
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47 a) Define a qué se llama rango de una matriz.
b) Indica, razonando la respuesta, cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas:
1) ran(4) = ran(-A) (-A es la matriz opuesta de A).
1) ran(4) = ran(4*) (A’ es la matriz traspuesta de A).
m) ran(A + B) = ran(A) + ran (B)
v) ran(A4?) = [ran (4)]?
V) ran(A) = ran(A7Y) si A tiene inversa (A~ es la matriz inversa de A).

a) El rango de una matriz es el nimero de filas (o de columnas) linealmente independientes. También
podemos definirlo como el méximo orden de sus menores no nulos.

b) 1) Verdadera. El hecho de cambiar de signo los elementos de A, solo afectard al signo de los me-
nores; pero el maximo orden de los menores no nulos (el rango) no se ve influido.

11) Verdadera. El nimero de filas y el nimero de columnas linealmente independientes es el mis-
mo. En A’ solo hemos cambiado filas por columnas.

a=(12) (L 2) s avn- (2

ran(A) = ran(B) =2 (pues |A|#0 y |B|#0) y ran(A+ B) = 1.

111) Falsa. Por ejemplo:

1v) Falsa. Por ejemplo, si A es una matriz de orden 2 y con 7an(A4) = 2, A% también serd de orden
2; luego ran(A <2,y [ran(A))? =22 =4 (si A? esde orden 2 no puede tener rango 4).

v) Si A es una matriz cuadrada de orden 7, y existe su inversa, entonces |A| =0 (y |A7!] = 0).
Luego ran(A) = ran(A™") = n. Por tanto, la igualdad es verdadera.
48 Sea A una matriz cuadrada tal que A% = A. Demuestra que det(4) =0 o det(4) = 1.

1A]=0

|A%| = |A-A| = |A] - |4] = |A] = |4] - AP -]4]=0 —> |A|(|A|_1):O<|A|=1

(Hemos tenido en cuenta que |4 - B| =|A|-|B)).

49 Escribe dos matrices A y B de orden 2 tales que:
a) det(A + B) = det(A) + det(B)
b) det (A + B) = det (A) + det (B)

a) Por ejemplo:

4 2 2'B 3 5 AL B 5 8
T\er 1) 2 PP 0 o
|A|=7; |B|=-11; |[A+B|=0=|A|+|B|=-4

b) Por ejemplo:

23 s (VY g 3 4
46/ P7\22) 2 P76 8

|A|=0; |B|=O; |A+B|=O=|A|+|B|
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Para profundizar

50 Demuestra, sin desarrollar el determinante, que:

a’ ab b
2a a+b 2b|=(a-b)3
1 1 1
2 oab b an-6y b2 ab—b> b @b a—-b) bla—b) b* "
20 a+b 2b|= 2H-6Y 20-2b a-b 2b|=| 2(a-b) (a—b) 2b|=
1 1 1 (3.3 0 0 1 0 0 1
a+b b b? " b b
—(a=b2] 2 1 2b|= (a=b)? 5 1‘:(4_/7)2(“5_25):(a_é)z(a_b):(a_é)ﬁ
0 01

(1) Sacamos (2 — b) factor comtin de la 1.2 y de la 2.2 columna.

(2) Desarrollamos por la 3.2 fila.

1 a? &3| |bc a &
51 Demuestra, sin desarrollar, que |1 b2 b3\=|ac b b2\
1 ¢ 3| |ab ¢ 2

En el segundo miembro, multiplica y divide la 1.2 fila por a; la 2.2, por 6, yla 3.2, por c.

be a 4 bea a* & 1 & & 1 & &
acbbzzjm b? /73:2_[/;61192 p3l=1 6% 43
c c
ab ¢ c? abe ¢ &3 1232 &l
1 1 1
52 Pruebaque (a2 b ¢ |=(b-a)(c-a)(c-0b).
a? b* 2
* Este determinante se llama de Vandermonde.
1 1 1 1 0 0 1 0 0
a b cl=la b-a c—a |=|a (b-a) (c —a) =
@ 6PN - PP bra)b-a) (c+a)(c—a)
1 0 0
=(b-a)c—a) |1 1 1 |=(b-a)c—a)ic+a—-b—a)=(b—a)(c—a)(c—b)
& b+a cra
Pagina 87

53 Determina las matrices cuadradas de orden 2 cuyos elementos sean niimeros enteros, con deter-
minante igual a —1, y tales que su inversa coincida con su traspuesta.

* Haz A-A*=1y |A|=-1. Hay 4 soluciones.

a ¢

b d)‘ Si A*= A1, hade ser:

2 eb?=1

LA T <¢ b)(a c) 2>+ b ac+bd (1 0) . ac+bd =0
B c d)\b d) \acsbd 2+d*) \0 1 ac +bd =0

2+d?=1

a b
Si A= ( >, entonces A= <
c d

. 0 -1 01 1 0 -1 0
Como a, b, ¢ y d son enteros, tenemos solo cuatro soluciones: ( ) ; ( ) ; < ); ( )

-1 0 10 0 -1 0 1



Unidad 2. Determinantes VANANTANSAC HILLERATO!

Matematicas |l

54 Escribe una matriz con 3 filas y 3 columnas, que tenga 3 elementos nulos y tal que ninguno de
sus menores de orden 2 sea nulo.

011
Por ejemplo: [1 0 1

110
Y 01 001 0‘11 0 ‘11 0
aque: | o1#0 | 20| ([F0 Y | o]*0

55 Demostracién de que |4 - B| =|A|-|B| para determinantes de orden 2:

(411 ﬂ12>. by by
ay; az) \by by

ay by a1, by,

ay by +apnbyy aybytagnb;,

|4B| =
ay by +ayby ay by tarnb;,
ay1byy a6y a6y ay1by;| 41262 41265
ay by axby, ayby a3 biy| |apby ayby,
1) ) 3) (4)

+
ay by a3 6y,

a) Comprueba que los determinantes (1) y (4) son ambos cero.

b) En @ y en (3) saca factor comiin los elementos b,;. Llegarisa |4|-|B|, como se queria demostrar.

ay1byy a1 64,
a) (1) b b =ayy by ayy b1y —ayy by ay by =ayy ayy byy by —ayy ayy by, 615,=0
421011 421012
ayyby1 a15by;
4) b bor ™ a1y byy ayy byy —ayy by azy by =ayy ayy byy byy — a1y ay; by b9y =0
2021 4220722
ay1byy ayybp; a11 412
b) (2) b b =byy by =byy by, |4
421011 42202 a1 4
aypbyy ay by 413 411 a11 412
3) b b =by by =—by by, =—by b1, |4
42021 421012 ) 4y ay1 4

Por tanto, queda:

by, b
|AB|=0+ 611 by |A| = b3y 615 | A+ 0=[A| (b1, by, — b, 512)=|A|‘ b; bz =14l-18]|
2-10
56 Consideralamatriz A=(3 0 4|.
211 4] o o
a) Halla la matriz (A,-j). b) Prueba que A4 - (Aij)t= 0 |4| o
0 0 |4]
©) ;Qué relacién hay entre |4| y [(4;)[2
2 -0 0 4 3 4 30
a)A=1|3 0 4| — A11=‘1 ) =—4 A12=—2 1 =5 Az = ) 1‘=3
2 1 1
-1 0 20 2 -1
Az = ‘ 1ot A22:‘2 172 A23‘_’2 1 “_4
-1 0 20 2 -1
B | e IR PO
-4 5 3
(Az'j): 1 2 -4
-4 -8 3
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b)|A|=-8-8+3=-13

2 -10 -4 5 3 2 -10 -4 1 -4
A-Ay={3 0 4.1 2 —4|=[3 0 4].|5 2 -8]-
21 1) \-4-8 3/ \211/\3 —4 3

13 0 0 l4 0 0
=10 =13 0 |=[0 |4 o
0 0 -13 0 0 |4

A | (4] =169 = (-13)* = |4

57 Sea A una matriz cuadrada de orden 3 con |A| = 0. Busca la relacién que existe entre |4| y
|(4;)]. Para ello, ten en cuenta el apartado b) del problema anteriory que |4 - B| = |4] - |B|.

e Sabemos que el determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta:

|41 = 145

* Por otra parte, tenemos que (suponemos que existe A_l):

3
At > () M= =17

* También sabemos que:

A-AT =T - 4147 =|1]=1 - |A‘1|=ﬁ

* Uniendo las dos igualdades obtenidas, tenemos que:

ITH:@'M"A — [4,=|4" (4 deorden 3 x 3)

58 Si A es una matriz cuadrada de orden #, da el valor de |(4;;)| en funcién de |A|.

Con el mismo razonamiento que hemos seguido en el ejercicio anterior, llegamos a que si A es 7 X n:

-1 1

A7 |A|,1| i
— |4,0=14]

wﬂ—ﬁ
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Autoevaluacién
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1 Halla el valor de 2 que hace que la matriz A no sea regular.

1 -1 0 2
1 0 -1 2
A= 0 1 1 2
-1 2 -1 a
1 -1 0 2
1 0 -1 2
0 1 1 2=2a+4=0—>a=—2
-1 2 -1 a

A no es regular para 2 =-2.

2 Calcula el valor de este determinante, dando el resultado factorizado:

alO01
1410
A=10141
101 a
al 01 a+2 a+2 a+2 a+2 1111 1 0 0 O
1210 1 2« 1 0 1210 1 a-10 -1
012150 1 o« 179 Do1 17D 1 41 |7
101 « 1 0 1 o« 101 « 1 -1 0 a-1
a—1 -1 a—-2 a-2 1 1
:a(a+2)’ 1 ﬂ_l‘:a(4+2) 1 a1 :a(¢z+2)(¢z—2)‘_1 a—l‘:

11 )
= a(a+2)(a—2)‘0 ﬂ’:a (@+2)(a-2)

3 Dadas las siguientes matrices:

x+2 4 6 3y+5 7 12
Ax)=|2x+3 3 6 B(»={2y+3 3 6
4x+4 2 6 3y+4 2 6

a) Calcula el determinante de la matriz 34 (x) y obtén el valor de x para que ese determinante valga 162.

b) Demuestra que la matriz B(y) no tiene inversa para ningin valor de y.

x+2 4 6] |x 46| |246| |x 46 146
a) |[A(x)|={2x+3 3 6|=[2x 3 6[+|3 3 6|=|2x 3 6|=x[2 3 6|=06x
d4x+4 2 6| |4x 2 6] |4 2 6] |4x 2 6 426
|34(x)] = 3°|A(x)| = 3° - 6x = 162x
|34(x)] =162 — x=1
3y+5 7 12| |3y 7 12| |5 7 12| |3y 7 12 37 12
b)|B|=|2y+3 3 6|=|2y 3 6|+|3 3 6|=[2y 3 6|=y|23 6|=0-y=0,
3y+4 2 6] 392 6] 142 61 13,2 ¢ 326

luego B no tiene inversa.
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4 a) Estudia el rango de M segun los valoresde a y b.

2a+b 0 0
M= a b-a 0
a 0 b-a

b)Halla M~ enelcaso a=1, b=-1.

a) Veamos para qué valores de @ y & el determinante de M se hace cero:

20+b=0 = b==2a
|M|:(Za+b)(b—a)2:0 —

b=a
32 0 0
eSi b=a, M=|a 00
a 00
0 0 0
-3a 0
TN — - _ - 2
Si b=-2a, M=|a -3a 0 |y 0 _34‘ 9a
a 0 3a
Por lo tanto:
*Sia=b=0, ran(M)=0
*Si a=b=0, ran(M) =1
*Si b=-2a=20, ran(M) =2
*Siazby b=-2a, ran(M)=3
1 0 O
b)Para =1y b=-1, M=|1 -2 0
1 0 =2
1 1 1 4 0 0
M=[0 =2 0 AdiM*) =2 =2 0 |M| =4
0 0 =2 2 0 =2
1 0 0
Asi, M~1=(1/2 -1/2 0
172 0 =1/2

5 Si ¢;, ¢;, c3 son los vectores columna de una matriz tal que |¢; ¢, ¢3| =5, calcula:
a) |e; -3¢, ¢ ¢
b) e; ¢ 2
Jle - g
a) [e1 =3¢y o3 e3]=]ep e e3]=5
b) |ey ¢y 2¢c3|=2|cy ¢y ¢3|=10

o ey ep—cy c3]=-5
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6 Estudia el rango de NV segiin los valores del pardmetro a:

a+l 1 1 a
N=| 1 a+1 1 a
1 1 a+l a

Buscamos los valores que anulen el determinante formado por las tres primeras filas y las tres primeras

columnas:
a+l 1 1
1 a+1 1 |=@+1)P+1+1-(a+1)—(@+1)—(a+1)=
1 1 a+1
a=0
:(ﬂ+1)3—3(a+1)+2=ﬂ3+3ﬂ2+3ﬂ+1—3ﬂ—3+2=ﬂ3+342=0< 3
a=—
1110
*Sia=0—->N=(1110
1110
Las tres primeras filas son iguales y la 4.2 son ceros — ran(N) = 1
-2 1 1 -3
*Sia=-3 > N=|1 -2 1 -3
1 1 -2 -3

Buscamos algiin menor de orden 3 distinto de cero:

-2 1 -3 0 -2 1 1
1 2 3/=-3|1 21{=-3-9=-2720 = ran(N)=3
1 1 -3 1 11

(1) Sacamos —3 como factor comtn de la 3.2 columna.

*Sia=20 — mn(N)=3

t -1 4
7 Considerala matriz A=| 3 ¢ 0]
-1 0 1

a) Determina para qué valores de ¢ la matriz A es regular.

10
b) Para #=1, halla la matriz X que verifica AXA™ ' = B siendo B=(1 1
00

-0 O

t -1 4 t =1 4+1¢
a) |3 ¢t 0/=|3 ¢t 3
-1 0 1 -1 0 O

A teneinversasi t# -1 y = -3.

b) AXA'=B — X=A"'BA

-1 4+¢
= ‘ N =(3-4r-1t3=1*+4t+3=0 - r=-1, r=-3

lr 3

1 1 -4
A*lzé—SSIZ
11 4
1 1 -4\/100\/1 -1 4 9 —1 4\ [9/8 —1/8 1/2
X=%—3512 110]3 10=%5320=5/8 3/8 5/2
11 4/\001/\21 01 1 -1 12/ \1/8 ~1/8 312
9/8 —1/8 1/2
X=1{5/8 3/8 5/2
1/8 —1/8 3/2



