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Dos trenes

Un tren de pasajeros y un tren de mercancias salen de la misma estacién, por la misma via y en idén-
tica direccién, uno tras otro, casi simultineamente.

Estas son las gréficas TIEMPO-VELOCIDAD que describen ambos movimientos:

VELOCIDAD TREN DE PASAJEROS
(en km/h) TREN DE MERCANCIAS
120
hl
100
[l
80
60
40
20
TIEMPO
1 5 3 4 (en horas)

Como podemos ver en la grifica, el tren de pasajeros, a las dos horas reduce su velocidad:

— :A qué puede deberse?

:Por qué no aminora la marcha también el otro tren en ese instante?
A las tres horas, ambos trenes modifican su marcha: el tren de pasajeros se detiene durante breves
minutos, mientras que el tren de mercancias va muy despacio durante media hora.
m Para hacernos una idea clara de estos movimientos, realicemos algunos cilculos:
a) Fl tren de pasajeros, durante 2 h, va a 120 km/h. ;Cuéntos kilémetros recorre a esa velocidad?

b) De2a2lL, el tren de pasajeros disminuye su velocidad.

4
:Cudntos kilémetros recorre a esa velocidad?

c) El tren de mercancias aminora la marcha a las 3 h. ;Qué distancia ha recorrido hasta ese mo-
mento?

d) ;Qué distancia recorre el tren de mercancias durante la media hora en que va a baja velocidad?
Haciendo los cdlculos anteriores, podrds comprobar que:

Ambos trenes recorren 240 km a velocidad normal. Reducen la velocidad en el mismo lugar y re-
corren, asi, otros 15 km (puede ser debido a obras en la via) y, a continuacién, recupera cada cual
su velocidad normal. (es decir, el tren de mercancias no frena cuando el de pasajeros, pero si donde
el tren de pasajeros). Mds adelante, el tren de pasajeros para en una estacién.

e) ;A qué distancia de la estacién de salida estd esta otra en la que para el tren de pasajeros?

f) Observa que en todos los cilculos que has realizado hasta ahora se han obtenido 4reas bajo las
graficas, roja o azul. Sefiala en tu cuaderno los recintos cuyas dreas has calculado y asigna a cada
uno su 4rea correspondiente.
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a) 120 - 2 = 240 km.

b) A 60 km/h durante % de hora, recorre % =15 km.

¢) Ha ido a 80 km/h durante 3 horas, luego ha recorrido 80 - 3 = 240 km.
d) Vaa 30 km/h durante % hora, luego recorre 30 - % =15 km.

e) La parada la hace a las 3 horas; en este momento lleva recorrida una distancia de:

120 - 2 = 240 km en las dos primeras horas

60 - 1 _ 15 km el siguiente cuarto de hora

4
3

120 - = =90 km los siguientes tres cuartos de hora

4
Total: 240 + 15 + 90 = 345 km hasta llegar a la parada.

f) VELOCIDAD 120

(km/h)
100
80
60 Alea 240 Area PASAJEROS
40 90
20
TIEMPO (horas)
1 2 3 4
Area 15
VELOCIDAD 80 =
(km/h) :
60 1 .
404 Atea24D ! MERCANCIAS
20 P
l+> Area 15
i TIEMPO (horas)
1 2 3 4
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B Una condicién para que una funcidn sea integrable en [a, b]
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1 Halla grificamente las siguientes integrales:

2) f;(%u)dx
b)fimdx

a) Es un trapecio cuyas bases miden 2 y 4 y cuya altura mide 4.

Area:% 4 =12 u?

b)y= 16— x> },2 =16-x% - x? +y2 = 42 (Circunferencia)

El recinto cuya drea queremos calcular es medio circulo de radio 4 u.

4 3 2
2 Halla grificamente las siguientes integrales:
4
D [ (16- 44y
4
b) [ 4162 dr
4 4 4
2 _ 2
D [ 16— = [T Ni6-2 [ das
4 5 4
Llamamos /; = f4«/16—x dx e I, = f44dx.

Resolvemos grificamente ambas integrales para posteriormente sumar los resultados.
I;: y=+416-— ¥ > yz =16-—x2 > x? +)/2 = 42 (circunferencia)

El recinto cuya drea queremos calcular es medio circulo de radio 4 u.

Area =
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L,: Se trata de un rectdngulo de dimensiones 8 u X 8 u. Por tanto, su drea es 32 u?.
4

y=4
3

2

1

-4 -3 2 -1 0 1 2 3 4
Finalmente, 7, + [, = 25,1 +32=57,1 u?.

b) J‘_44(4—s/16—x2)5ix= '[444dx—£44\/16—x24x

Observamos que se trata de las mismas integrales que en el apartado a), solo que ahora es 7, — 7,
dando como resultado 32 — 25,1 = 6,9 u?.
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E Propiedades de la integral

Pagina 365
2 2
1 Dadas las integrales: flf(x)dx=3 y fsf(x)dx=7

:Cudnto vale J’__Sl f(x) dx?
2 -1 2 -1 |
f_sf(x)dxzf_sf(x)dx+f_1f(x)dx N 7=f_5f(x)dx+3 N J._Sf(x)dx:4

2 Justifica esta desigualdad:
b
< ["lr ) an

o

Usando la propiedad 7 tenemos:

b b
f(x) <|f(x)| paracada x€ [4, 6] — Lf(x)dxﬁL|f(x)|dx

b b b
£ < | f)| paracada x€ [a 8] — f ) d - f [=F () di] < f £ de

Por tanto:

< [rwiar

U;f(x) i

3 Justifica las siguientes implicaciones:

a) Si f es impar: J_af(x) dx=0 b) Si f es par: J._af(x) dx = 2_Laf(x) dx
a) Y
i X
2 ‘a : 2
o1\

Consideremos las dreas comprendidas entre la grifica de la funcidn, el eje horizontal y las rectas
x=-a y x=a. Ambas dreas son iguales, pero, mientras una queda representada por encima del eje
X, la otra queda por debajo debido a la simetria respecto del origen. En consecuencia:

|* prds= [ pdes [ e[ des [ pde=0
b) Y

2

X

=2 2
El drea comprendida entre la gréfica de la funcidn, el eje horizontal y las rectas x= -2 y x=a estd

formada por dos dreas simétricas respecto del eje vertical debido a la paridad de la funcién. En con-
secuencia:

J:zf(x)a’x=J-_Zf(x)dx+J.()af(x)dx=Laf(x)dx+Laf(x)oix=2£)af(x)dx
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4 Halla el valor del punto ¢ que se postula en el T.V.M. del cilculo integral para f(x) =x+3 yel
intervalo [-2, 4].

4
fz(x +3) dx = % -6=24 ya que es el drea de un trapecio de bases menor y mayor f(-2) y f(4),

respectivamente.

flo)-[4-(-2)]=24 - f(0=4 = c+3=4 — c=1 eselvalordelintervalo (-2, 4) que se postula
en el TV.M.
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E La integral y su relacién con la derivada
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1 Seala funcién F(x) = J;)xlog (£ +4)dt. Calcula F'(x).

F) - fo “log (% +4) ds - fo “F(0dr, siendo f(2) = log(t? + 4) continua.

Por el teorema fundamental del célculo:

F'(x) = f(x) = log(x? + 4)

2 Calcula la siguiente integral:

n/2
cos x dx
0

/2 /2
fo co:xdxz[senx]g =5en%—sen0=l—0:l



Unidad 12. La integral definida VANANENSACHILLERATO)

Matematicas |l

B Regla de Barrow
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6
1 Calcula: fl (4 — dx* _ 3)

6
- [x4—§x5—3x] =<64_§.65—3-6)_<14_4-15—3-1)=_4942,8+2,8=_4940
1

2 Calcula: folllxzdx
+

I= [ﬂrctg]é=ﬂrctgl—ﬂrctg0=%

a
Observacién: dv __ m

0x2+42 4a
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E Calculo de areas mediante integrales
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1 Halla el drea comprendida entre la funcién y = x> —x% — 6x y el eje X.
I. Hallamos las soluciones de la ecuacién: x3 —x2 —6x=0
Son x=-2, x=0y x=3.

II. f(x) = x3 — x? — 6x. Buscamos su primitiva:

4 3
GW= [(2 -2 -69de=2 -2 32

L 62 = =6, GO-0. 63)- =2

IV. G(0) - G(=2) = %

GB3) = G(0) = %

16 | =63| 253
3*‘ 4 "

El drea buscada es: =
drea buscada es 13

(Se incluye la grafica para entender el proceso, pero es innecesaria para obtener el drea).

[}

[}

—
|t

[}
T —

e}
|~

2 Halla el 4rea comprendida entre las funciones y=x*+ x> ¢ y=x*+ x2 + 6x.

Se obtiene la funcién diferencia:
y= (x% 4 x%) — (6 + x2 4+ 6x) = x5 —x% — 6x
Ahora se calcula el 4rea comprendida entre esta funcidén y el eje X, lo cual se ha hecho ya en el ejercicio

anterior.

253

Por tanto, el 4rea buscada es 53 u“.

(También aqui es innecesaria la gréfica para obtener el drea buscada).

oo}

[}

I
=
+
=

\
I
‘ )
I —
.
n

[
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3 Halla:
"1 "1 1 °1
o [ L b [ La c)f_lﬁdt d)f_ltzdt
1
a) 2dt—[——] 1+l 5 1 sixo-o
x t t | X
1
1
Luego: —dr=-1
e |

b) Como la funcién f(z) = — mo estd acotada ya que f(#) = too cuando #— 0, debemos estudiar

d fl L fo L
r I — — :
por separado 0 A

Jo o= [ e = i ], =t )=

Por tanto, no existe la integral planteada.

) f A=di = lm | F dr = XZZ%_ [—2F] = lim (2 +2)=2

d)f —dt = lim dt = lim |—-=| = lim ———1 = to00
-1¢2 x—0" J_1 t‘ x—0" x—0"
Luego no existe la integral.
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ﬂ Volumen de un cuerpo de revolucién
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1 Calcula el volumen de una esfera de radio 5 cm haciendo girar la semicircunferencia y = 125 — x?
alrededor del eje X. ;Qué limite de integracién debes tomar?

5
5 5 5
V- n.fs(m)zdx=n.f5(25—,;2)4,(:,1.[25,5_%] o 5(3)0 3
. B s

Observacién: el volumen del cuerpo engendrado por el circulo x? + y2 = 72, al girar alrededor del eje

X, es:
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Ejercicios y problemas resueltos
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1. Area limitada por una curva y el eje X

Hazlo tu. Halla el 4rea comprendida entre la grafica de la funcién y = x3 + x2 - 2x y el eje X.

X34 x2_2x%=0 > x=-2, x=0, x=1

G(x)=f(x3+x2—2x)&ix=x74+x?3—x2
2" (2)° 2 8. o 1.1 4.5
G(=2) = Z +T_(_2) =3 G(0) = 0; G(l)_ZJr?_l_ﬁ

f_(; (® + x* = 2x) dx = G(0) - G(=2) = 0 _(_%):%

I 3 2 ~ B 5 4.5
fo(x =29 de = G(1) =GO =~ 0=~

. Area entre dos curvas
Hazlo tu.

Comprueba que la recta y = S%x corta a la grifica de y = sen x en el punto (%n, %)

Halla el 4rea comprendida entre y = Six e y=senx.
n
x=28 5 -3 5om 1
6 St 6 2 S5t 1
— Larectay la curva se cortan en el punto (==, =
JURS L SN LA § 62
6 776 2
Y
N 1 i
N =
- > 2-—" \\z
IR aa NP

Por la simetria del drea respecto del origen podemos plantear el drea calculando una de las dos partes y
multiplicando el resultado por 2.

2
G(x) = J(sen X — 3_x> dx = —cos x — BL

5w 10%
5m 5—67[ 2
6 _ 3x 3%t _5p 3-6n/6)* . B 5m
f <senx Sn>dx [ cos x = < . €05 = -1)= 7 24+1
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3. Area entre dos curvas

Hazlo tu. Halla el 4rea delimitada por las graficas de las funciones siguientes:
y=x4+5x3—11 y=x2+5x—ll
x¥15x3 2 11— (x2 + Sx—11) = x% + 5x3 — x2 — 5x

xdr5x3 —x2_5x=0 — x=-5 x=-1, x=0, x=1

3 2
G(x)—J.(x +5%° — x% —5x) dx = 5 SZ _%_%

5 4 3 2
Gls) - 0,509 9° 597 1625

5 4 3 2 12

G0)=0

f (* 4557 — %% —5%) dx = G(-1) - G (= 5)__@ 135 =_2;)548
f (" + 5% —x —sx)dx:G(O)_G(_l):Q

f(x 150 — x5 de =G(1) - G(O)__@

Area. 2048 67 83 4171 o

15 760 760~ 30

5. Area de un recinto

Hazlo tu. Halla el 4rea del recinto limitado por las rectas y =0, y = 15x yla curva y = x> — 4x, x2 0.

- 14 / Puntos de corte:
0 (0, 0); (2,0)
10 /
54 _y=x3—4x 3
= _*/7[ : — x° —4x=15x — x=419 (yaque x=0)
/7 0 y=15x
[/ 4o
[
60
|
2-15 .
R, = T=30 (es un tridngulo de base 2 y altura 30)

J19
X 19x2] ~J19* 194197 <24 19-22)_225
=+ i + 5 -\ - + =

2

J19 3
R2=f2 (15x — x” + 4x) dx = Z 3

Area=R1+R2= 30+%= 325 u?
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6. Volumen (giro alrededor del eje X)

Hazlo tu. Calcula el volumen generado por y = —x2 + 4, —2 <x < 1, al girar alrededor del eje X.

V= nsz f(x)zaix:rcfj2 (—x2+4)24ix:7t£12 (x4+16—8x2)dx=

1

5 3
=7t[x?+16x—8i —n&—(—ﬁ>

_ 3
3 _2— 15 15 =30,60t u

7. Volumen (giro alrededor del eje Y)

Hazlo tu. Calcula el volumen generado por y = —x2% + 4, -2 < x < 2, al girar alrededor del eje Y.
b2

V= nL g0 dy

y=—x2+4 = x= Jh—y

2 2 2 y ’ 3
Ver [l E 2 dy=n] G- dy=nly- L | ~r(6-(10)-167 u

8. Volumen de una esfera
2 y2

Hazlo tu. Halla el volumen del elipsoide de revolucién que se obtiene al girar la elipse Xl =1
. 25 16

alrededor del eje X.

Despejamos la y para integrar alrededor de X.

Una de las soluciones es:

_ 167
y=y16-75

Los limites de integracién son los puntos donde la curva corta al eje X:
2

) 2 x=5
y=0 > 5 1<x=_5

Por tanto, el volumen de la esfera es:
2
5 2
_ _ 16x _
) a’x-nf5<16 %5 )dx s

5( 16x°
V= nf5< 16— 25
=106,67 nu?

@_(_@>
3

3 5
16X— 16X ] —
75 15
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9. Funcion integral
Hazlo tu.

Fx) = fl (02— bt de

Halla sus puntos extremos.
F'(x) = [(6D)? = 4x%] 25 = (x* — 4x%) 25 = 227 — 8%°

F')=0 > 2x°-8x3=0 > x=2, x=0, x=-2
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F'(2)=10.2%-24.22-64>0
F"(x) = 10x% - 24x% — {F"(0)=0
F'(-2)=64>0
En x=-2 yen x=2 hay dos minimos relativos.
En x=0 hay un mdximo relativo (estudiando los signos de F'(x) a ambos lados del valor).

Los valores de los extremos son:
4

F(2)=f14(t2_4t)dr=[g_3_zﬂ]l=—9

F(O):J;O(t2—4t)dt=—J;1(t2—4t)dt=—[t3—3—2t2] _

4
— 2 _ J—
F(=2) = fl (-4 dr=-9
Los minimos relativos son: (2, -9) y (-2, -9).

El méximo relativo es el punto: <0, %)

10. Area de un recinto

Hazlo tud.

El recinto limitado por la pardbola y = x? ylarecta y = 4 debe ser partido en dos trozos de igual
drea por una recta paralela al eje X, y = a.

Halla el valor de 4.

El 4rea del recinto limitado es:

2
2 2 3
[Ca-sdde-2] (4—x2)dx:2[4x—x— :2( _§>:2 w2
-2 0 3 o 3 3
Las intersecciones de la pardbola y = x? ylarecta x=a son (—ya,a) y (Ja,d).

El drea comprendida entre la recta x = 2 y la pardbola y = x? es:

Va

w ;
f_¢'ﬂ(zz_x2)dx=2j; (ﬂ_x2)dx:2[dx_%3]o :2(4‘/;_«/_%%

:§a3/2:13_6 — 2=2302
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11. Volumen de un recinto infinito (Trompeta de Torricelli)
Hazlo tu.

Halla el volumen que genera la funcién y = Lz al girar alrededor del eje X, entre x=1 y +oo.
x

Hallamos el volumen entre 1y x:

2 X
_ [ L Y| 1| _ (1 1
V;—nfl <t2> dt—rcfl t4_n[ 3t3]1_n( 3x3+3)

V=in, Ve= 0, l“(‘ 3i3 +%)‘:% v
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12. La integral como limite de suma de rectangulos

Hazlo tu.

2
Halla J;) x? dx mediante suma de rectingulos y paso al limite.

Partimos el intervalo [0, 2] en 7 trozos de igual longitud. La particién estd formada por los puntos

2 4 6 ﬁzz
n on on U on '

. 2(i-1 j [ -
En cada intervalo g, 271 tomamos un rectdngulo cuya altura es el valor de la funcién en el ex-
n n
2 [ 2i ’
tremo superior. El drea de cada uno de estos rectangulos es = - (—Z) .
n \n

La suma de las dreas de los rectdngulos es:

2 2 2 2
5, - g.(z) +;.(£) +;.( ) ;(2_) _
n 7 7 7 n 7 n

2 2 2
= §<l) +§<2> +§<é) :i(lz+22+32+...+n2): 8n(n+1)2n+1)
n n \n 3

Sl

n n n 6n°

1)(2n+1)
12422434 4 p2s 2 DQar)
ya que +2°+3°+ ... +m G

2
f dex= /z'm Sn= [z’m 871(71+1)(27’l+1) =1_6=§
o TR TR T 6 3
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Ejercicios y problemas guiados
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1. Integral definida de una funcién dada a trozos

Hallar la integral J.j f(x) dx siendo:

x si —I1<sx<l1

f) = {_x2+2x si I<x<3

1 3
2 3
X X 20 _
2]_1+[ 3+x]1

[ pwde-[! pdes [* porae- [ wdes " v 29 de-

3 3
= 0—%+32—<—%+12>:—£

La primera integral vale cero porque es la integral de una funcién par en la que los limites son simétricos
respecto del origen.

En la segunda integral hay dos recintos, separados por el valor x =2, uno de drea positiva y el otro, algo
mayor, de drea negativa.

2. Area delimitada por una funcién definida a trozos

si —I1<x<1

si I<x<3

Hallar el drea encerrada entre f(x) = {i 24 2x , eleje X ylasrectas x=-1, x=3.

Larecta y=x cortaal eje X en el punto (0, 0).

G@:ﬂ¢:§
Gy -1 6o-0 G- L

[[xde-c@-cn--1
1 - 2

[ xde-6)-Go)-1
0 2

En el caso del primer tramo:
i 1 1
Area= —+—=1
rea= o+
La pardbola y = —x2 4+ 2x cortaen x=2 cuando x€ (1, 3].

3
f(—xz + 2x)dx=—%+ x*

-2, _ 4, -
H(1) = 53 H2)=35 HG)=0

flz (% 4 2 de = HQ) — H(1)= 2

30, 4
fz (4 2 de= HE) - HO) =~ %
En el caso del segundo tramo:
g 2 4
Area= £+ >=2
rea 3 + 3
Areatotal =1+ 2 =3 u?
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3. Construccion de un polinomio definido mediante unas condiciones

Hallar un polinomio de segundo grado, P (x), que cumpla:

1
P@O=-P2)-0 [Pe dc-1
Como x=0 y x=2 son raices del polinomio, P(x) = kx(x—2) = kx? - 2kx
1
1 (Y2 s 2| _k _ 2k _ _ 3
Jy P = [k — 2k = | £ E TS
4. Integral impropia: drea definida por una funcién no acotada
Hallar la integral impropia:
1
1
fo 3 dr
Como la funcién f(z) = % no estd definida en #=0, se trata de una integral impropia.
t
ot (Y s _[gz/g]l_j_isz
[(x)—J; %/}dt_fxt dt = 2t =273 \/;
"l 109 U (3_33 z)_a
J i e i 1= dim (5 -5 )3
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Ejercicios y problemas propuestos
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Para practicar

M Integral definida

1 Calcula las siguientes integrales:

2 x dy_1
a)fo S b | =L

/
2) foz x 1dx:%foz2x(x2+1)_1/24x=[%7(x2;/12)12 [ -
Vx© +
4
12 71/2 3/2 1/2
f(T“jﬁ [l e EraR T

R TS T

9 f; 2 In x dx. Integramos por partes fln x dx:

u=hx — duzidx
dv=dx = v=x
flnxdx=xlnx—flafx=xlnx—x

fe 2/nx=[2xlnx—2x]e =(2elne—2e)—<2-llnl—2-l>=
1/e 1/e e e e

- (2¢ _25)_<£(_1)_£>:_<_i) _4
e e e (4

52
dx

d)

-3 x2+1

Calculamos una primitiva:

f x” dx:fx +1-1 dx = <l—>dx=x—m’ctgx
x2+1 x +1
V3 2
T
[3 el fo-5)--:5):

= B—%+«/§—%=2‘/§_7

/4
2 Calcula: J;) sen x cos x dx
{212

/4 (%) ﬁ/z 1
f senx-cosxoixzf tdt= =4
0 0 2 0 4

(*) Aplicamos el siguiente cambio:
senx=t; cosx-dx=dt

para x=0; r=0
2

T
= —; I =—
para x

c) ijZ In x dx

3

2
x
9 f—JZv x?+1

-{1=/5-1
4
203 -2dx| =
1

i%ﬁ
3
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3 Halla el valor de la integral definida de la funcién f(x) = ﬁ — 3cos (2mx) en el intervalo
I=10,2].

2
f2<—1 —3003(27tx)>dx=[1ﬂ(x+1)—w] =ln3-in1=ln3
0 \x+1 2n 0

4 Halla:
3 2 3 2
J;)(x -x)dx y fo|x — x| dx
f3(x2_x)dx:[x_3_x_23:9_2:2
0 3 20, 272
X —x si x<0
|x?—x|= —(x*—x) si 0<x<l1
X —x si l<x

1
3 B ~ 1 2 3 D) ~ x3 xZ .X'3 x2
fo | —x|dx—fo (—x +x)af>c+f1 (x —x)dx—[——+7]0+[7—7

3
3 1

5 Calcula las siguientes integrales:

2 . x2  si0sx<1 3 ) x si —1sx<1
2) fof(x)dx siendo f(x) = {Z—x si lsx<2 b) f_lf(x)dx siendo f(x) = {x2+1 sil<x<3

2 1 2 51! 2]? 1 1\ s
a) J;) f(x)dxzfo x24x+£ (2—x)dx=[%]0+[2x—x7]l=§+4—2—(2—E)=—

3 3
x3+x]1=0+12—<+1>= 332

1

2

A
214

b) Jj f(x)dx=fllxdx+£3(x2+l)dx=[

0 | —

W Area entre f(x), eje X, x=a, x=b
4
6 a) Calcula: fl(x2+x—2)dx

b) Halla el 4rea que determina la curva y = x% + x—2 con el eje X entre las abscisas -1 y 4.

4
_64 16 o (=1 1 _ 115
L3 2 8(3+2+2) 6

b) Los puntos de corte de la curva con el eje X son: x2+x-2=0 — x=1, x=-2

J'4 2 2 4 [x3 x* b
a) _l(x +x—2)dx = ?+7_ X

De estos dos valores, uno se encuentra en el intervalo [-1, 4] yes x= 1.

3 2
G(x) = f(x2+x—2)dx=x?+x7—2x

_ 13, _ 7. 64
Gl = =25 G =5 GA ==
f_ll(x2+x—2)dx=G(1)_G(_1)=_ _13__ 10

4
[fe+x-21de-Gay-c)-$4, L5
1 3 6
{req - 10 . 45 _ 155 o
Area = 3 + 5 = u

6
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7 Calcula el 4rea comprendida entre la curva y=3x> —x + 1, el eje X ylasrectas x=0 y x = 4.
I. Calculamos las soluciones de la ecuacién: 3x2—x+1=0
No tiene soluciones, por lo que no corta al eje X.

II. Buscamos una primitiva de f(x):

2
G(x) = f(3x2—x+l)dx=x3—x7+x

II.G(0) =0, G(4) =60 50
IV.G(4) - G(0) =60
40 /
‘ 2 /
El 4rea buscada es 60 u”. y=Bx2—xs 11/
(La grifica se ha incluido para en- 3, //
tender el proceso, pero es innecesa- A
ria para obtener el drea). 20 '
/,
10 e
//
—
1 2 3 4

8 Calcula el 4rea bajo la curva y = 3x— 2 entre las rectas x=-1y x=1.

2
S

I. Hallamos la solucién de la ecuacién 3x—2=0. Es x=

I1. Ordenamos los extremos del intervalo y la raiz que hay entre ellos: -1, 2.

III.Buscamos una primitiva de f'(x):
3x* s /
G(x)=f(3x—2)dx=——2x P
2 o1 fy=3x=2
7. +(2) =2 -1 4
IV.G(-1) = & G| 5 |=== G(1)=—=-
1) 3 ( 3) 3 (1) 3 o
2) _oepn-=2_7_-25
V.G(3) G(l)_3 7% i y
N
2 -1 2 _1
D_glL)==L,2_1
G()G<3> 27376 /14
, =251, 1 _26_13 >
El 4rea buscada es: < 1*¢ ¢ " 3 u-. / .
(Se incluye la grafica, aunque es innecesaria para obtener su drea). /
9 Halla el 4rea bajo la curva y= /x entre x=0 y x=4.
I. Buscamos la primitiva de la funcién f(x) = yx.
G = [V de=2 .
1. G(0)=0, G4) = 2.8=10
(0) (4) 3 3
NLG@) - G(0) = L0 0= 10
3 3
2 =
El 4rea buscada es: 13—6 u’. 7 x
1
(Se incluye la grafica, aunque es innecesaria para obtener su drea). v
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10 Calcula el drea de la regién limitada por la curva y = (x - 1)2 (x + 1) y las rectas y=0, x=1,
x=2.

I. Hallamos las soluciones de la ecuacién: (x— 1) (x+ 1) =0. Son x=-1 y x= 1.
I1. Ordenamos los extremos del intervalo y las raices que hay entre ellos: -1, 1, 2.

I1I.Buscamos una primitiva de f(x):

G = f(x-1)2(x+1)dx:x_4_x—3_x_2+x
4 3 2
-2 _4
IV.G(1) = 12’6(2)_3 )
_ 4 5 _11
V. G2)-G() = 3" 13- 12 3
) 11 > 2 2
El 4rea buscada es ST y=l=1"&+1) x=2
1
(Se adjunta la gréfica, aunque es innecesaria \
para resolver el ejercicio). 0 1 2
11 Calcula el drea de la regién limitada por la curva y = xzx— y las rectas x=2, x=3, y=0.
I. Hallamos la solucién de +2 =0. Es x=0.
x —

I1. Como esta solucién se encuentra fuera del intervalo de integracién, los extremos son 2 y 3.

III.Buscamos la primitiva de la funcién f(x) = , la cual es continua en dicho intervalo:

X
2
x_

2
x5 -

G = [ =L} )
IV.G(2) = %-ln ), G(3):%-ln 7)

V. GB)-G(Q2) = %-[Zn 7) - (2)] 1
El 4rea buscada es:

% [ (7) = In (2)] W2

(Se adjunta la gréfica, aunque es innecesaria
para la resolucién del ejercicio). 0 1

W Caélculo de un area reconociendo la figura

12 Las siguientes integrales se pueden calcular reconociendo, en cada caso, la curva cuya ecuacién
estd bajo el signo integral y calculando, utilizando métodos de geometria elemental, el 4rea pe-

dida:
D [ 2eds b) [ 1) d 9 [ V36 d &) [ /3645 ds
% Recuerda que el drea de la elipse de semicjes a y b es A =nab.
a) Larecta y=2x, entre x=0 y x=4, limita con el ¢je X un tridngulo. Por tanto:
4 4
fo 2xdx=[x2]0=42;8
b) Larecta y=x+ 1, entre x=1 y x=5, limita con el eje X un trapecio. Por tanto:

5
X d,:_ X X = == —_—_— :—+ . =
fl ( +1) _[2 * ]1 5 +5 2 ! 2 !
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¢) Lacurva y= 436 —x* es una semicircunferencia centrada en el origen, de radio 6 y situada por
encima del eje X. La integral pedida es un cuadrante de circulo, por tanto:

L6v36—x24x=n'T62=9n
2

2
d)y=V36-4x* — 4x?+y>=36 - %+;’—6=1

La funcién es la parte positiva de una elipse que corta a los ejes en (=3, 0); (3, 0) y (0, 6) y la integral
pedida es un cuadrante del drea encerrada por la elipse.

Por tanto,

f3J36_4x2¢x=”'3'6=9_“
0

4 2

13 Halla grificamente las siguientes integrales:
5 4
D [+ b) [[6-f4—(-2)?]ds

a) Larecta y=x+2, entre x=-2y x=5, limita con el eje X un tridngulo. Por tanto:

5 77 49
’[z(x+2)dx— 7 =

b) Como vemos en la grafica siguiente, la integral es el resultado de restar al 4rea del rectdngulo el drea
del semicirculo de radio 2.

4 l
!
2 |
X
-2 2 416
=2

4 2
fo(6—\/4—(x—2)2)dx=4-6—%=24—2n

W Area entre dos curvas

14 Halla, en cada caso, el 4rea comprendida entre los siguientes pares de pardbolas:
a)y=x-5ey=—a2+5
b)y=x e y?=x
a) I Buscamos las soluciones de x2—5=-x2+5. Son x=—45 y x= 5
Por tanto, estos van a ser nuestros limites de integracién.
II. Se obtiene la funcién diferencia:
y=(x2+5) - (x?=5) ==2x2+ 10

III. Buscamos su primitiva:

3
Gx) = f(—zx2 +10) di = % +10x

4 Ex2h
IV. G(5)-G(5)-2054 205405 AN
El drea buscada es: %«5 u?. T3 3
(Se incluye la gréfica, aunque es innecesaria para y=x2+s
obtener el 4rea).
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b)I.  Buscamos las soluciones de la ecuacién: x=x* Son x=0 y x=1.
II. Calculamos la funcién diferencia: y = x2 = Jx

III. Buscamos su primitiva:

G@):f(xz_mdx:x;_%@

IV. G(0)=0, G(1) = —3—1

V. G)-GO)==L_o-=L y=x
3 3
, 11 2
El 4rea buscada es ?‘_ 5 U ot

(Se adjunta la gréfica, aunque no es necesaria
para la resolucién del ejercicio). 0 1

15 Calcula el 4rea comprendida entre las curvas dadas en cada uno de los ejercicios siguientes:

a)y=4-x% y=8-24? b) y=x% y=4-x?
c)y=x3—3x2+3x;y=x d) y=x(x-1) (x-2); y=0
e y=x% y=1 £) y=x2-2x;5 y= %+ 4«

g) y=—x2+4x—4; y=2x-7
a) . Buscamos las soluciones de 4 —x? =8 —2x2. Son x=-2 y x=2.

Por tanto, estos van a ser nuestros limites de integracién.

II. Calculamos la funcién diferencia:
y= (8=2x%) - (4—x2) =4 —x2

III. Calculamos su primitiva:

G = f(4—x2)dx:4x_x_3

3

8 16
GQ2)=8-2==-2
@ 3 3

16 16 32

V. GQ)-G(=2)="2_(-22|=2=

2)-G(2)- L ( 3) :

El 4rea buscada es: % u?, -2 1 2

b) I Buscamos las soluciones de la ecuacién: x%=4—x2. Son x=—y2 y x= y2 (nuestros limites
de integracién).

II. Calculamos la funcién diferencia:
y=(4-x?) —x?=4-2x?

I1L. Calculamos su primitiva: 5
G(x):f(4—2x2)dx=4x—27x3 y=4‘x2y_xz
V. G)=-"22, (- B2 z
V. GUD)-Gyp= B2, B2 160 1
El drea buscada es: 163ﬁ o 2 0 i 2

(Se adjunta la grafica, aunque es innecesaria para hallar el 4rea).
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c) . Buscamos las soluciones de la ecuacién: x2 —3x2+3x=x. Son x=0, x=1 y x=2.
II. Calculamos la funcién diferencia: y = (x3 = 3x% + 3x) —x = x> — 3x% + 2x

I1I. Calculamos su primitiva:

4
6@ = [P 32429 de= X P

IVGwzmcm:%,amzo

GM—G@:%

GQ)-G1) ==L

4
El 4rea buscada es: l+‘i‘=l

u2 4 [ 4| 2
(La grafica que se adjunta es para entender me-

jor el ejercicio, pero es innecesaria para obtener
el drea). 0 1 2

d)I.  Buscamos las soluciones de: x(x—1)(x—2) =0. Son x=0, x=1y x=2.
II. Calculamos la funcién diferencia: y = x(x— 1)(x — 2)

II. Calculamos su primitiva:

G(x) = fx(x—l)(x—2)dx=xz4—x3+x2

Resulta que se trata del mismo ejercicio que el apartado c).

El 4rea buscada es: % u?,

e) I Buscamos las soluciones de la ecuacién: x?=1. Son x=-1 y x=1.
II. Calculamos la funcién diferencia: y = x? — 1

III. Calculamos su primitiva:

3
G = [ -1de= —x !
2 -2
IV. G(-1)= =, G(1)= =
D=3, )=
2
-2 _2_-4 S
V. G)-G(1)- =2_2_=4
D=6 =5 -5=7
El drea buscada es: | =4 |= 4 2, -1 0 1
31 3
(Se adjunta la grifica, aunque es innecesaria para resolver el ejercicio).
f) I Buscamos las soluciones de la ecuacién: x? —2x = —x2 + 4x. Son x=0 y x=3.
II. Calculamos la funcién diferencia:
y= (x2 = 25%) — (=x2 + 4x) = 2x2 — 6x
III. Calculamos su primitiva:
3
G(x) = f(2x2 —6x) dx = 2% — 3x?
4
IV. G(0) =0, G(3) =9 N
V. G(3)-G(0)=-9 2
El 4rea buscada es: |-9] = 9 u?. !
0
(Se adjunta la grifica, aunque es innecesaria). X 1 2 3
_2 y= x% + 2x
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g) I Buscamos las soluciones de: x%+4x—4=2x-7, Son x=-1 y x=3.
II. Calculamos la funcién diferencia:
y= (x2+4x—4)—(2x—7) =—=x%+2x+3

I1I. Calculamos su primitiva:

3
G(x) = f(—x2+2x+3)dx= _;C +x% 4 3x

IV. G(-1) = ?5 GB3)=9

9,5 32
V. G3)-G(-1)=9 3773

El 4rea buscada es: 33—2 u?,

(Se adjunta la grifica, aunque es innecesaria para la resolucién del ejercicio).

16 Dibuja y halla el drea de la regién limitada por la curva y=x(3 —x) ylarecta y=2x-2.
5

y=x(3=%)

-1 _IVI 2
_ y=2x-2

3
4
5

— N W

I.  Buscamos las soluciones de la ecuaciéon: x(3 —x) =2x—2. Son x=-1y x=2.
II. Calculamos la funcién diferencia: f(x) = x(3 —x) — (2x—2) = —x? + x + 2

[1I.Calculamos su primitiva:

3 2
G(x) = f(—x2+x+2)dx= _; +x7+2x

IV. G(1) = ;67 G(2)=10

3
_GEny=10,7_9
V. GQ) -G = =5

El 4rea buscada es %uz.

17 Dibuja el recinto plano limitado por la paribola y? —x = 1 y por la recta paralelaa y = x que
pasa por el punto (1, 0). Calcula el 4rea de ese recinto.

* Recta paralelaa y=x que pasas por (1, 0):

m=1

P(l,O)} y=1lx-1)=x-1

* Buscamos los puntos de corte de la curva y2 —x=1 ylarecta y=x-1:

2

—x=1 > x=192-1 =-1 > x=0
jext » 5y ]f—1=y+my2-y-z=o<y

y=x-1—> x=y+1 y=2 — x=3
* Representamos el recinto y lo descomponemos en dos partes:
R, — limitado por y= yx+1, eje OX ylarecta y=x—1

R, — limitado por y=—yx+1, eje OX ylarecta y=x—-1
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Calculamos en primer lugar el drea de R;:

Y =x—

3
3 3 + 3/2 2
ARI=J‘_l«/x+ldx—f1 (x—l)afx:_—(x 1) l_l—[x——x

3

3 2
N2 s3] |2y 22 g (23 (L_q)|o16_,_10
‘[3 * 1)]_1 2 x]l 308 [(2 3) (2 1)} 3727

Calculamos ahora el drea de Ry:

Y = x—|1
5
R,
N 3 X
T~
y:—\/x+l ]
] 1
0 1 0 2
A =_f el f e deo| 2 s 1)3 x| L2,1_ 7 2
R, i dx+0( x) dx 3 (x+)_1+x 203+2 cu

Area total: R + R, = %+%=% u?

OTRA FORMA DE RESOLVERLO
. Calculamos las soluciones de la ecuacién: y2—1=y+ 1
(Esta ecuacién resulta de despejar la x en: y2—x=1; y=x—1).

Sus soluciones son y=-1, y=2.

Y =y+|l
| —
) — = 2—*1
2 L
X
I~
=kx+1 !

II. Calculamos la funcién diferencia:

x=@2-1)-(@+1)=y>—y-2

III. Buscamos su primitiva:
3 2

Gx) = f(}’z—}/—z)dy=%—y7—2y

IV. G(-1) = % G(z):—;—o

V. GQ)-G(1) = —Tl()_%:ﬁ

El 4rea buscada es

21_9 2
2]_2u.
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18 Halla el drea limitada por la funcién y = 2x — x? y sus tangentes en los puntos en los que su
grifica corta al eje de abscisas.

I.  Buscamos las soluciones de la ecuacién: 2x—x?=0. Son x=0 y x=2.
II. Calculamos la derivada de f(x) = 2x— x2, que es f'(x) =2 —2x.
La tangente que pasa por (0, 0) tiene pendiente f"(0) = 2; por tanto, es y = 2x.
La tangente que pasa por (2, 0) tiene pendiente f"(2) = —2; por tanto, es y = —2x + 4.
I1I. Tenemos que distinguir dos intervalos de integracién: entre 0 y 1 y entre 1 y 2.
La funcién diferencia en el primer intervalo es:
F1(0) = 26— (2x —x?) = &2
y en el segundo intervalo es:
F0) = 2x+4 - 2x—xY) =x?—4dx+4

IV. Sus primitivas son:

3
_ 2 X
G(x) = fx afx——s

3
G = (62 b ) = 2~ 2% 4 s

3
V. G,(0)=0, G,(1)= % G,(1)-G, (0)=% ;
= 2x+4 y=2x
G=% 6@-3, GO-6m-1 N
El 4rea buscada es: % + % = % u?. | —
(Se adjunta la grafica, aunque no es necesa-
ria para resolver el ejercicio). 0 1 2

Pagina 380

19 Dadas la hipérbola xy =6 ylarecta x + y—7 =0, calcula el 4rea comprendida entre ellas.
I. Buscamos las soluciones de la ecuacién: 7 —x= ©. Son x =1 y x =06 (nuestros limites de
integracién). x
II. Calculamos la funcién diferencia:

—7_x_ O
y—7xx

IIT. Buscamos su primitiva:
2
Gx) = f<7—x—£)=7x—x——6[n|x|
x 2

71 _13
V. G(1) =7 -5 ==

G(6) = 24 — 61n (6)
V. G(6) - G(1) = 24 — 6ln (6) 12—3=% — 6ln (6)
El 4rea buscada es:

% —6ln (6) u?

(Se adjunta la gréfica, aunque no es necesaria
para resolver el ejercicio).
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20 Calcula el 4rea limitada por la curva y = x> — 2x? + x y la recta tangente a ella en el origen de
coordenadas.

I.  Calculemos la ecuacién de la recta tangente en el punto (0, 0); para ello, calculamos la derivada
de nuestra funcién:

y'=3x2—4x+ 1
y(0) =1 (pendiente)
La recta tangente tiene por ecuacién y = x.
II. Calculamos las soluciones de: x> —2x2 + x=x. Son x=0 y x=2 (limites de integracién).
I1I. Obtenemos la funcién diferencia:
y=x3—2x2 4+ x—x=x3-2x2

IV. Buscamos su primitiva:

G- [ -2y e 2

43
V. GO -0, 6@ - = 3
G -GO- 2
y=x
El 4rea buscada es: _3—4 = % u?. 1
(Se adjunta la grifica aunque no es necesaria 7= -2+ x
para la resolucién del ejercicio). 0 1 2

21 Halla el 4rea encerrada por la curva y = In x entre el punto de corte con el eje X y el punto de
abscisa x =e.

La curva y=/nx cortaal eje X en el punto de abscisa x = 1.
Area = fl “In x dx
Integramos por partes:

u=lnx — duzidx
dv=dx — v=x
G(x):flnxdx:xlnx—fdx:x/nx—x

Area = f:lnxdx=G(e)—G(l)=0—(—l)=1 u?

22 Halla el drea limitada por las gréficas de las funciones que se indican.

a) f(x) = 23 + x? gl =x34+1 b) f(x) = x2 g =1-x2 y=2
O)fx)=x(x-1)(x—4) gkx) =0 d) f(x) =x?-2x glx) =x
e) flx) =x3—x g(x) = —«2 f) flx) = 2 —x* g(x) = x?

a) Calculamos las abscisas de los puntos de corte de las dos curvas:
fx)=g@x) — x3 4+ x2
Llamamos la integral de 4 (x) = f(x) — g(x) = x> - 1

=x3+1 5 x2-1=0 > x=-1, x=1

1
PP Do | o2 2__4
_[l(x l)dx—[3 x_l- 37 3°"3
Areazguz
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b) Calculamos las abscisas de los puntos de corte: \ Y] [
=2 \ /
/ 2}—>x=_ﬁ,x=ﬁ \ /
y=x 5 4
)
Ao N A 2 =
_)/=1—.X' 2 2 = / \
/ \
Utilizamos la simetria respecto del eje vertical: / 12 \\
3
a 2 (@) Juar \
2 2 \2 742
= —_— = — = — I \
f 2— (1= )] de=|x+ ] 2SI
(2
. 3| 22 2) |52
2 - _X - _Lve | _ —2¥e
fi(Z—x)dx—[Zx 3]ﬁ (2ﬁ 3) 2= 12
2 2
Area _2(7[ 5[> 22 u
12
©) f(x) y g(x) secortan en los puntos de abscisas x=0, x=1, x=4.
Llamamos 4(x) = f(x) — g(x) = x(x — 1)(x — 4) = x® — 5x? + 4x
- X5 0
H(x) = f(x — 557 + 4x) dx = 4 3 +2x
H(0) = 0; H(l)—— H(4)——72
[ -5 by de ) - HO) - L
7_L__ﬁ
f(x -5 s 4 de = H& - H1)=-32 - T &
Area- L A5 _T71 o
Area = AR u
d) y=x*-2
)y x]ﬂ:o,x:a
y=x
3 5 32 27 _ 9
29y | X _ 92X | _g_<4/ __ 2
J;)(x 2x — x) dx 3 > 1, 9 > >
Area=%u2
_ 3
© y-xzx —>x=_1_‘/§,x=0,x=_1+‘/g
- 2 2
4 3 2
X X X
G(x)—fx —x— (=) d i3 3
(‘“5)4 7] (759
-1-45) \ 2 2 2 _—5{5-13_ B
G( 2 )‘ i T3 Tz T g 600
(—1+«/§) (—1+«/§>3 (—l+«/§>2
G -1+45) 2 . 2 B 2 _5{5-13
2 ) 4 3 2 S 24
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0 -1-45 5/5+13
J—I—JS (x3+x2_x)dx=G(0)—G< 5 ): >

2

—1+45

2 3.2 _~[-1+45 _5¢{5-13
J;) (7 +x —x)dx—G( 3 )—G(O)— 7
(. 5{5+13 -5{5+13 13
Area = %t 2% —ﬁu
£) yo2_,4
Y ) x} - x=-1, x=1
y=x
f1(2—x4—x2)dx=[—xs—xa+2x]l =—1—1+2—<1+1—2>=44
-1 5 3 1 5 3 5 3 15
(44
Area = E u

M Volimenes

23 Calcula el volumen engendrado al girar alrededor del eje X los recintos siguientes:
a) fx) = Jx—1 entre x=1y x=5
b) f(x) =x? entre x=—-1y x=2
) f(x) =x—x* entre x=0y x=1

3

5
=8t u
1

a) V= n'fls(vx—l)zdxﬂt-fls(x—l)kzn[x?z—x]

2

2
2 5
b) V= n-£1 (xz)zdx=7t~f1x4dx=n[’;]l=351n u’

x_s_ 2t 88
5 4 3

c) V= n-fol (x—xz)zdxzn-fol (x4—2x3+x2)afx=7r

24 Calcula el volumen engendrado al girar alrededor del eje X los recintos limitados por las gra-
ficas que se indican:

a) f(x) = Jx, g(x) = x?
b) y2 =4x, x=4
a) I. Buscamos las soluciones de la ecuacién: yx =x2. Son x=0 y x=1.

Estos son nuestros limites de integracién.

II. Calculamos la funcién diferencia:
y= -t

111.V=n.fol(&)z_(xz)uxm.fol(x_x4)dx=n 3

1
2 5
X _ x| _3
2 5]0 T

V= [ f@ deon [ 497 de=rn-[87]) = 1287 w2
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M Funcién integral

25 Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
D) F )= [“eossds b) G = (2 +1)4de

9 HEW - ["ev dr DI | 24 1)4dr

iAtencién! La dltima es la m4s fécil.
a) F'(x) = cos x

b) F'(x) = (x? + 1)

c) H'(x) = e”‘2

d) /'(x) =0, porque /(x) es constante.

Para resolver

26 Halla el drea comprendida entre la curva:

_ 4
9 +2x*

el eje de abscisas y las rectas verticales que pasan por los puntos de inflexién de dicha curva.

y:

I. Buscamos los puntos de inflexidn; para ello, calculamos las dos primeras derivadas:

r_ -1 6.X‘
! 9+ 2x2) 2
v —16-(9+2x* —8x%)
9+ 2x2) 3
Igualamos a cero para encontrar en qué valores de x la segunda derivada es cero.
Esto ocurre en x = —g y x= g (puntos de inflexién).

II. Calculamos la primitiva de nuestra funcién:

G(x) = 4 =2‘/7 drctg<[x>

94252 3
III.G<—§)= 242 arc tg (—@)
6\ 242 3
G(T) 3 arctg( 3>

B\ &\ 22 (5 5
G(?) - G(T) R ( ks ) e (?))
. 2V2 3 3
El 4rea buscada es: 3 (arc tg <?> —arctg <—7)>

(Se adjunta la gréfica, aunque es innecesaria para la resolucién del ejercicio).
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. _ [x _ —xl:
27 Si f(x) = fz y g() = |1-x|
a) Dibuja las dos gréficas sobre unos mismos ejes y halla sus puntos de interseccién.
b) Determina el drea del recinto encerrado entre ambas grificas.

Y
o) -|[TF o

R
R_AT =

1 2 X

1- i x<l
a) Definimos g(x) por intervalos: g(x) =|1—x|= {x _alc Zi z>1

Buscamos los puntos de interseccién resolviendo la siguiente ecuacién:

\/%=(1—x) o bien \/%:(x_l)

Al elevar al cuadrado cualquiera de las dos ecuaciones, llegamos a:

7516 -2
202 5x+2=0 - x= 5i24—516 <i=1/2

Sus soluciones son % y 2 (limites de integracién).

b) Tenemos que distinguir dos intervalos de integracién: de % alydela2, porqueen x=1 cambia

la definicién de g(x).
Tenemos, por tanto, dos recintos de integracién, R; y R,.
I. La funcién diferencia en el primer intervalo es:

)= 5 - 1=

La funcién diferencia en el segundo intervalo es:
hy= X —(x-1
) > (x )

II. Sus primitivas son:

3
H(x) = f<g+x—l):%<\/%> +x72—x

3
H,(x) = J.(\/Z—oﬁl):%(\/%) —%2+x
III.H1<%>=—%; H,(1)= 2ﬁ6‘3 zg_%

Hz(1)=§+%; H2(2>=§

IV. Area del recinto Ry: H,(1)— H, <%>=T_%+ i

Area del recinto Ry: H2(2)—H2(1)=§_g_é

1,5 ,4 42 1_13 »

. 2
El 4rea buscada es ?_E+ﬁ+3 Y
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28 Se considera la funcién:

x* si 2<x<0

gx) =12x si 0<x<2
10-3x si 2<x<4

Representa la funcién g y calcula el valor de las siguientes integrales definidas:

I-= f_lzg(x)dx J= J'14g(x)dx K= f:g(x)dx
Y
4ro
)':xz\ ) \/ \
y=10-3Bx
) G <

10
I=J‘_12g(x)aix=f;x2dx+ﬁ)l zxafx=[%3‘ 2+[x2]é=%+1=13_1
]=f14g(x)dx=f122xdx+L4(10—3x)dx=[x2]?+ 10x—ssz 2_5

29 Dibuja el recinto comprendido entre las grificas de las funciones y = LZ, y=x, y=8x, yhalla
x

su area.
Y
5
4 \V4
3] 7=82/N\
2 / 0 \ y=X
1 /Rl . Ry
0 : B X
_1 1 o L
B 2 x?
-3
—4
-5

. Buscamos los puntos de interseccién de las funciones:

%=X — x3=1. Susolucién es x=1.
X
ﬁ:Sx - 8 =1 > X=\/%. Su solucién es x = %

x=8x — 7x=0. Susoluciénes x=0.

1

Tenemos dos intervalos de integracién: de 0 a 5
R, senalados en el gréfico.

1

y de 5 a 1. Corresponden a los recintos R; y

I1. Hallamos la funcién diferencia en el primer intervalo:
filx) = 8x—x=7x

Y en el segundo intervalo:

o) = 5=
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IITI.Buscamos sus primitivas:

2
G(x) = f7x dx = 7%

G,(x) = f(é—x)afxz_—xl—x?z

Ivcam):o,ca(%>=%

1\ 17 -3
GZ(z)-T; Gz(l)— 2

V. Area de R;: G<%>—G1(O):%
Areade Ry: G,(1)-G (L>:i
2 2 2 2 )

A 5,7_12_3 »2

El 4rea buscada es st8-8 "3 u-.

30 Calcula el 4rea del recinto plano limitado por la curva y = x?e* y las rectas x=0 y x=5.

Buscamos una primitiva a nuestra funcién:

G(x) = fxz e d=(x*—2x+2) € 1000
(aplicando el método de integracién por partes). y=x%*
G0)=2 500
G(5) =17¢° e
G(5)-G(0)=17¢> -2
El 4rea buscada es (17¢° —2) u?. 1 2 3 4 5

(Se adjunta la gréfica, aunque no es necesaria para resolver el ejercicio).

31 Dadalacurva y= x% + 2x + 2, halla el 4rea limitada por la curva, la recta tangente en el punto
donde la funcién tiene un extremo y la tangente a la curva con pendiente 6.

Buscamos el punto donde la curva tiene un extremo, hallando su derivada e igualando a cero:
y'=2x+2=0, el puntoes (-1, 1).

La ecuacién de la recta tangente en dicho punto es y = 1.

Por otro lado, la ecuacién de la recta tangente con pendiente 6 es y = 6x — 2.

Buscamos los puntos de corte de la curva con ambas rectas, de y = x2+2x+2 con y=1 es(-1,1);
de y=x?+2x+2 con y=06x-2 es(2,10);yde y=1 con y=06x-2 es (%,1).
Distinguimos dos intervalos de integracién: de —1 a % y de % al.

En el primer intervalo la funcién diferencia es:
[0 =x?+26+2-1=x?+2x+1

En el segundo:
Hx) =x2+2x+2—(6x—2) =x%—4x+4

Buscamos sus primitivas:

3
G (x) = %+x2+x

3
@@:%_mh@
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37 2) 24
1)\_37 _8
G2<z>‘24’62(2)‘3
1 ~19.1_9
Gl(z)_Gl(_l)—2+3—8
_of1\_8_37_9
El 4rea buscada es: %+%=% u?,
/
= yd
6 y=x2+2x+2//
. /4
JI y=06x-2
sl
5 /
1 / )/:1
/i
-1 0o 712 1 2

2
32 Halla el volumen del cuerpo limitado por la elipse ;—5 + %=1 al dar una vuelta completa alre-

dedor de OX.

2 5
= 5,/_96_2 o el | _20n 3
V—nf_s(l 25)dx—n£5<1 25)496—71 [x 753 u

33 Calcula el 4rea limitada por f(x) = 24x % el eje X ylasrectas x=a y x=0b, siendo a y b
X"+

las abscisas del méximo y el minimo de f.

La funcién corta al eje X en x=0.

Por otro lado, tiene un minimo en x=-2 y un mdximo en x = 2.
Tenemos que distinguir entre dos intervalos: de—2a 0y de 0 a 2.

Hallamos la funcién primitiva:

2
X +

G(x) = f 4x4 dx = 2In (x* + 4)

El drea en el primer intervalo es:
G(2)==2n8
G0)=2n4
G0)-G(2)=2(ln4-1In8)
[2(lnd—In8)| =2(ln 8 —In 4) u?

El 4rea en el segundo intervalo es:
G2)=2n8
GQ2)-G(0)=2(ln8—In4)
2(n 8 — In 4) u?

El drea total es:

2n8—In4) +2(ln8—In4) = 4(ln 8 — In4) u?
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34 Halla el 4rea comprendida entre las curvas y = e, y = 2x—x? ylasrectas x=0 y x=2.
I. Hallamos la funcién diferencia: y = e* — (2x — x2) = ¢ + x% - 2x

II. Buscamos su primitiva:

3
G(x) =e*+ % —x2

10
III.G(0) = 1 Z
7
GR)=F-4
( ) 4 3 g }/zex
_ 2 4 4 _
GR2)-G0)=¢ —g—l 3 x=2
2
1
El 4rea buscada es: (62—4—1> u?, y=2x+x
3 0 1 2
Pagina 381

35 Lacurva y= xi’ los ejes de coordenadas y la recta x = 4 limitan una superficie S.

+4
Calcula el 4rea de S y el volumen de la figura engendrada por § al girar alrededor del eje X.

Buscamos una primitiva:
G(x) = 4in|x + 4|
G(0)=4n4
G(4) =4in8
G4)-G(0)=4(ln8—In4)
El 4rea buscada es 4(/n 8 — In 4) u>.

4 2 4
_ 4 __|=16 | _16 __ 3
V—nfo (x+4) dx=m [—x+4]0 g " 21 u

36 Halla el polinomio de segundo grado que pasa por los puntos (0, 1) y (3, 0), sabiendo que el drea
limitada por esa curva, el eje ¥ y el eje X positivo es 4/3.

Como el polinomio pasa por el punto (3, 0), una raiz es x = 3, por tanto:
y=(x-3)(ax—0b)

Por otro lado, cuando x=0, y=1:
1=-3(-b)=3b b= L
3
Luego queda:
- (x— _1
y=(x-3) (ﬂx 3)

Puesto que pasa por los puntos indicados y estd limitado por los ejes X e Y (positivos), los limites
de integracién son 0 y 3.
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Asi, buscamos la primitiva del polinomio:

3 2
G(x) = f(x—3)<dx—1)dx=f<ax2—3ﬂx+x+l>dx=ax—de—éx2+x

3 3 3 2
G0)=0
9, 27,9
G(3)=9a 2a 6+3
_ 9, 27,9 3_4
G(3) - G(0) = 92 74 6+3 3

De donde sacamos que « = 1

27

Por tanto, el polinomio es:
ey L1
y=(x 3)( 57 x 3 )

3'7 Halla la ecuacién de una pardbola de eje vertical, tangente en el origen de coordenadas a una
recta de pendiente 4 y que delimita con el eje X un recinto de base [0, 3] y 4rea 9.

Del enunciado del problema se deduce que la pardbola pasa por el origen de coordenadas. Suponga-
mos que es de la forma f(x) = ax? + bx.

Como la pendiente de la recta tangente en el origen es 4 — '(0) = 4.
f'(x)=2ax+b, f'(0)=4 = b=4 = f(x) = ax? + 4x

Si la grafica de la pardbola queda por encima del eje X en el intervalo [0, 3], el 4rea es:
3

=94+18, 92+18=9 — a=-1

3.2
f (ax” + 4x) dx =
0 0

3
ax” | 0y?
3

La parabola buscada es f(x) = —x? + 4x, cuya gréfica es positiva en el intervalo [0, 3].

38 Delafuncién f(x) = ax + bx? + ex + d se sabe que tiene un maximo relativo en x = 1, un punto

de inflexién en (0, 0) y que J;)l fx)dx= % Calcula a4, b, c y d.
Hallamos f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢ y f"(x) = Gax + 2b
Sabemos que f(x) pasa por el punto (0, 0), es decir, f(0) =0, de donde averiguamos que &= 0.
Por otro lado, sabemos que tiene un mdximo relativo en x =1, esto es que f'(1) = 0, es decir:
3a+2b+c=0
También tiene un punto de inflexién en (0, 0), por lo que f'(0) =0, de donde 4 =0.
Como 3a2+2b+c¢=0 vy b=0, setiene que:
3a+c=0 — ¢=-3a
Asi, nuestra funcién queda reducida a la funcién:
fx) = ax3 = 3ax

Buscamos su primitiva:

4 2
_ ax  _ 3ax
G0 =5 =2

_ _a_3a__5a

G0)=0, G(1) = R R

__ba

G(1)-G(0) = Z
5a

El resultado es —=~ que es igual a i, de donde deducimos que « = -1 v, por tanto, ¢ = 3.

4 4

La funcién buscada es f(x) = —x3 + 3x.



Unidad 12. La integral definida VANANENSACHILLERATO)

Matematicas |l

39 Teniendo en cuenta que la funcién f(x) = 2x% — 3x? + £ toma valores positivos y negativos, halla
el valor de %2 de forma que el 4rea de la regién limitada por el eje X, las rectas x=-1, x=2 y
la curva f(x) quede dividida por el eje X en dos partes con igual drea.

Supongamos que x = a comprendido entre —1 y 2 es el punto donde nuestra funcién corta al eje X;
por tanto, tenemos que distinguir dos intervalos de integracién: de—1a « yde « a2.

Buscamos una primitiva de nuestra funcién:

4 4
G(x) = 2 B i hx=X 3k

4 2
_3_

Ge1) =2k

G(2) = 2k

Si suponemos que en el primer intervalo la funcién es negativa, el 4rea es:
G(-1)-G(a)

y si en el segundo intervalo la funcién es positiva, el drea es:
G2)-Ga)

Y como el drea en los dos intervalos tiene que ser la misma, se tiene la siguiente igualdad:
G-1)-G)=GR)-G(a)

es decir:

G(-1) = GQ2)
3 4. _1
3 _p-2k > k-1

Observa que se obtiene el mismo resultado independientemente de qué intervalo consideremos en el
que la funcién es positiva o negativa.

2

40 Se consideran las curvas y = x“ e y =4, donde 0 <2 < 1. Ambas curvas se cortan en el punto

(x9> ¥9) con abscisa positiva. Halla 2 sabiendo que el drea encerrada entre ambas curvas desde
x=0 hasta x = x; esigual a la encerrada entre ellas desde x =x;, hasta x=1.

Hallamos los puntos de corte:

2 eiz
I ea <

y=a x =—ya (no vale porque la abscisa debe ser positiva) .

El punto de corte es Wa, a).
Dibujamos las dreas para tener una idea mds clara de nuestro ejercicio:

Tenemos dos intervalos de integracién: de 0 a Ja y de Ja al, que determinan los recintos R; y
R, senalados en el gréfico.

Y

* La funcién diferencia para el primer intervalo es:
filx) =a— x?2
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Su primitiva es:
3
G = ax— X
1(x) = ax 3

ala _ 2aia
3 3

2a\a w2
3 i

Gy(0) = 0, Gy (fa)=ala-

El drea del primer intervalo es

* La funcién diferencia en el segundo intervalo es:

L) =x?-a

Su primitiva es:

G,(x) = %—ax
Go(D= "1 afa, Gy (=1 -

3
2aia
3

1 2a\a

El 4rea del segundo intervalo es 3 a+ 3

Como el drea en los dos intervalos es igual, se tiene que:

2aa 2aya
3

Gz(l)—Gz(JZ)=%—a+

u’.

a+

1 _
3 3
De donde obtenemos que @ = % .

41 Sean y=ax? e y=ax+ a las ecuaciones de una paribola p y de una recta r, respectivamente.

Demuestra las siguientes afirmaciones:
a) Los puntos de corte de p y » no dependen del valor de a.
b) Si se duplica el valor de 4, también se duplica el drea encerrada entre p y 7.

a) Los puntos de corte se obtienen al igualar ambas ecuaciones:

ax2:4x+a

ax*—ax—a=0

ax?—x—-1)=0

Como suponemos « = 0, para que sean ciertamente una pardbola y una recta, dividiendo toda la
ecuacién entre 4, llegamos a:

x2—x-1=0

! +26 y x= =45 (que no dependen de a).

2

y sus soluciones son: x =
b) La funcién diferencia es:
f) =ax+a—ax?=a(—x?+x+1)

Si llamamos 4 (x) = —x?2

+x+ 1, setiene que: fi(x) = ah(x)
y la primitiva de f(x) es a4 por la primitiva de 4 (x), es decir:

G(x) =a H(x)

El drea comprendida es, por tanto:
1+45 1-5)_ 1+45 1-y5\) »
(15 0 (5 {52 {155
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Si duplicamos 4, se tiene que la funcién diferencia es ahora:
(%) =2ah(x)

y su primitiva:
G,(x) = 2a H(x)

Por lo que el drea comprendida es:
1445 1-45\ 1+45 <1ﬂ6 >
Gz< 3 )—Gz( 3 )—261(1—[( 3 >—HT u

42 Sabiendo que el drea de la regién comprendida entre la curva y = x> ylarecta y = bx esiguala

%, calcula el valor de 4.

Lacurva y=x? ylarecta y=bx secortan en el punto de abscisa x= 4 yen x=0.
Asi, nuestros limites de integracién son 0y 6.
La funcién diferencia es: y = bx — x2

Su primitiva es:

_ b
C0="73
G(0)=0 o
8
P ;
G(b) - 6 6 y= 3x
3 5
G(b) - G(0) = &~ : Ty
6 3
, 9 e L6 9 2
Como el drea es > se tiene que: <= =, ’
de donde obtenemos que & = 3. 0 1 2 3
43 Calcula el valor de 2 para que el 4rea de la regién limitada por la curva y = —x? + ax y el eje X

sea igual a 36.
La curva corta al eje X en los puntos de abscisa 0 y a (estos son los limites de integracién).

Su primitiva es:

IR
G(x) = g +T
G0)=0
G(a)=%3

G(a) - G(0) = %3

43

Como el drea es 306, se tiene que: € 36, de donde averiguamos que « = 6.
10
z y=—x2+ 6x
7
6
5
4
3
2
1
0 1 2 3 4 5 6
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44 Dada la funcién y =

45

46

calcula el valor de 2 para que el 4rea limitada por esa curva y las
x+

rectas x=0 y x=a seaiguala?2.
Buscamos su primitiva:
G(x)=2ln(x+1)
G0)=0
Ga)=2n(a+1)
Gla)—G00)=2n(a+1)
Como el drea es igual a 2, se tiene que: 2/z (2 + 1) =2 de donde averiguamos que 2 =e— 1.

2

Expresa la funcién de posicién de un mévil sabiendo que su aceleracién es constante de 8 cm/s?,
que su velocidad es 0 cuando #=3 y que estd en el origen a los 11 segundos.

Llamamos S§(#) ala posicién del mévil al cabo de 7 segundos. Asi:
V(t)=S(2) y alt) =S"() = 8 cm/s?

Calculamos la velocidad V(2):
V()= [ae)de= [8dr =81+
V(3)=24+k=0 > k=-24

Calculamos S(z):

V() = 8t—24

S() = fV(t)drzf(st_M)dt:M_z4t+c
S(11) =220+ c=0 — c=-220
Por tanto: S(z) = 4% — 24— 220

Un mévil se desplaza en linea recta, con movimiento uniformemente acelerado, con aceleracién

de 2 m/s? y con velocidad inicial vy = 1 m/s. Calcula y compara las distancias recorridas entre
Yy 0 y P

t=0y t=2 yentre z=2 y ¢=3.

¢ Calculamos la velocidad del mévil:

V(t):fa(t)dt:fZ dr=2t+k
V(O)=Ft=1

V(t)=2t+1

* Distancia recorrida entre =0 y 7=2:
dy = fzV(t)dt=f2(2t+l)dt=[t2+t]2=6m
0 0 0
* Distancia recorrida entre =2 y r=3:
dy = f3V(t)dt:[t2+t]z=12—6:6m
2

* Por tanto, recorre la misma distancia entre r=0 y #=2 queentre t=2 y = 3.



Unidad 12. La integral definida VANANENSACHILLERATO)

Matematicas |l

4'7 Halla el volumen del cuerpo engendrado por la regién del plano limitada por los ejes de coorde-
nadas, la curva de ecuacién y = e™ ylarecta x =3, al girar alrededor del eje X.

V=n-f03(e_x)2dx=n-£)3 e‘zxdx=i2-[e_2x]z=%-(€‘6—1) u?

1

48 Calcula el volumen que se obtiene al hacer girar alrededor del eje X el recinto limitado por las

grificas de las funciones y = l, x = yz, x = 4.
x

) Las curvas y = 1 y x=y? se cortan en el punto de
T x

abscisa 1.
Por tanto, nuestros limites de integracién son 1y 4.

El volumen buscado es el resultado de restar el volumen
engendrado por la curva y= yx alrededor de OX en-

tre 1 y 4, y el volumen engendrado por la curva y = %

alrededor de OX entre los mismos limites.

i 3 3 4
,14
Vl—nf («/;)24156:71-[%]1:157% u’
i\ 4
_ 1 o |=1| 3% 3
Vz_nfl(x) _n[x 4

El volumen buscado es:

2 42
49 Calcula el volumen engendrado por la hipérbola % - % =1 cuando x € [-4, 4].

4

4 4 2 3
V=2n-f2 f(x)zdx:27t-f2 (9L— )dx:ZN-[%—9xL:2n-24:48n u3
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50 Halla el volumen engendrado por la circunferencia x? + y?> — 4x + 3 = 0 al girar alrededor del
eje X.
1-

El circulo del ejercicio tiene su centro en (2, 0) y radio
1; por tanto, corta al eje OX en (1, 0) y (3, 0). Asi,
nuestros limites de integracién son 1y 3.

x?+y?—4x+3=0

(x=2%+y%=1
1 2 3
3 3 ( )3 ’
. 2, I Y P B C _4n 3
V=n J; ydx=mn fl Q-(x=2))dx=mx lx 3 1——3 u

51 Halla la derivada de las funciones que se dan en los siguientes apartados:

a)F(x)=f0"cost2dt b)F(x)=fo"z(t2+t)dt
c)F(x)=Lxmdt d)F(x)=f0“""(1+t)dt

a) Como f es continua, podemos aplicar el teorema fundamental del célculo:
F'(x) = cos x>

b) Como f es continua, también podemos aplicar el teorema fundamental del cdlculo:
F'(x) = [(x3)2 + x] 2x = 2x° + 2x°

¢) Del mismo modo:

Flx)= —L1

1+ sen x
d) Andlogamente:

F'(x)=(1 +senx) - (senx) = (1 + sen x) - cos x

52 Sin resolver la integral, indica dénde hay mdximo o minimo relativo en la funcién:

F(x)=f0"(t2-1)dt

Los méximos o minimos relativos se obtienen para los valores de x donde la primera derivada es cero,
en nuestro caso, £ '(x) = 0.

Como f es continua, podemos aplicar el teorema fundamental del cilculo:
F'(x) =x%-1

F'(x) =0 en x=-1 y x=1, asi en los puntos de abscisa —1 y 1 hay méximos o minimos relativos.

53 Sabemos que Jx f @ dt=x*(1+x), siendo continua en [R. Calcula f(2).
0

Aplicando el teorema fundamental del cilculo, se tiene que:
F) =2x(1 +x) +x?
f2)=16

54 Sea F(x) = fl *cos? t dt. Halla los posibles extremos de dicha funcién en el intervalo [0, 27].

Como f(x) = cos® x es continua en [0, 2x], podemos aplicar el teorema fundamental del cilculo, y
asi obtenemos la primera derivada de la funcién F(x):

F'(x) = cos* x

3

Esta tiene sus extremos en los valores de x en que F'(x) =0, estoesen x = % y x= -,

2
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55 Halla méximos y minimos relativos de las funciones:
a)F(x)=Lx(t—1)2(t+2)2dt b) G(x)=flxlo‘tgtdt

a) F'(x) = (x—1)? (x + 2)?
F')=0 > (x=1)?x+2?=0 > x=1, x=-2
Pero F'(x) >0 cuando x= 1 y x=-2 por ser un cuadrado perfecto. Luego F(x) es creciente y
no tiene maximos ni minimos relativos.

b) G () = log x

con x>0

G'x)=0 — logx=0 = x=1
G'<0 . G'>0

\ 1 /

El minimo relativo se alcanza en x = 1.

x=1, G(l):fll

log ¢
t

dt =0 — El minimo relativo es el punto (1, 0).

56 Considera la regién del plano que determinan las curvas y=e* e y=e?* ylarecta x = k.
a) Halla su drea para k=1.
b) Determina el valor de 2> 0 para que el drea sea 2.
a) Las funciones dadas se cortan en el punto x=0, y=1.

Si £>0, el 4reaes:

r 1k
k 2x 2k 2k
2x X e X e k 1 e ko1
— ) dx = _ € (L)€ _ s
J;) (e e’) 2 4 1™ 2 4 ( 2) 3 e +2
Si £<0, el dreaes:
r 10
0 2x 2k
L(ex_ebc)dx_:fx_ez‘k:%_elei_fz

2k
b) %—ek+%=2 — 2 -3-0

Haciendo el cambio de variable z = ¢*, obtenemos:
22-2z-3=0 — z=3, z=-1 (no vale)
k=3 > k=3

57 Calcula el 4rea encerrada entre la curva y = x> — 2x— 3 y la cuerda de la misma que tiene por
extremos los puntos de abscisas 0 y 1.

Calculamos las coordenadas de los puntos:
x=0, y=-3 = (0,-3)
x=1, y==4 — (1,-4)

La pendiente de la cuerda que pasa por ellos es: 7 = —4 1+ 5_1
La ecuacién de la recta que contiene a la cuerdaes: y=-3 —x
3 2
G = [162 20 -3) (39 de= X - %
(s 11 1
@23 s-ma- 111

El 4rea buscada es L uZ.

6
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Cuestiones tedricas

2

58 Calcula la derivada de la funcién dada por F (x) = fox cost dt de dos formas:
a) Obteniendo de forma explicita F (x) y, después, derivando.

b) Aplicando el teorema fundamental del célculo.
2
a) F(x) = [sm t]z = sen x

F'(x) = 2x cos x2

b) Como f es una funcién continua en todos los puntos, se puede aplicar el teorema fundamental del

2

calculo:
F'(x) = f(x?) - (x?) "= 2x cos x*

59 La gréficas I, I1 y III corresponden, no necesariamente por ese orden, a las de una funcién de-
rivable f; a su funcién derivada f” y a una primitiva F de f. Identifica cada grifica con su
funcidn, justificando la respuesta.

©) ® ()

/] |

La grafica II es la de la funcidn; la grafica I, la de su derivada y la gréfica I1I, la de su primitiva.

La razén es: partiendo de la gréfica I, observamos que se trata de una funcién lineal (afin) con pen-
diente positiva, por lo que la funcién derivada tiene que ser una funcién constante (la pendiente de
la funcién afin).

Por otro lado, la primitiva de la funcién afin tiene que ser una funcién cuadrética, cuya gréfica corres-
ponde a la pardbola.

60 Sabemos que el drea limitada por una funcién f; el eje de abscisasy lasrectas x=1y x=5 es
igual a 6. ;Cudnto aumentars el drea si trasladamos 2 unidades hacia arriba la funcién f?2

2 f

1 5

Si trasladamos también el eje OX 2 unidades hacia arriba, es ficil ver que el drea afadida es la de un
rectangulo 4 u de base y 2 u de altura (su 4rea es 8 u?).

Y

.4

Es decir, su drea aumentard 8 u?. (No depende de lo que mida el 4rea senalada).

61 Siuna funcién f es positiva para todos los valores de su variable, cualquier funcién primitiva
de ella es creciente en cada uno de sus puntos. ;Por qué?

Cierto, puesto que si la primera derivada de una funcién es positiva, dicha funcién es creciente.
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62 Halla las derivadas de:

a) F(¥) = fz Scosd 1 d b) F (%) = f *1+32) dr
IF@ = [ di d)F(x)=flﬁdt

(Observa que la x puede salir fuera de la integral)

a) F'(x) =0 por ser una funcién constante.

b) F(x) = -fo’“(1+ 3 dr F'(d) =—1-3x2

_ a1 iy - (41
c)F(x)_xf1 L F'(x) fl—lthdt

[ oo [l o1 [* 1 .
d)F(x)—xfl 1+tdt F'® J.l 1+tdt+x 1+x J.l 1+z‘dtJr l+x

63 ;Cudl de las siguientes expresiones nos da el drea limitada por la grifica de f'y el eje de abscisas?

c c b c b c
2 [F b|[f 9 [refr o-[refr
d)
64 Dada la funcién y = x%, halla el punto ¢ [0, 2] tal que el drea fzxz dx sea igual a la de un
rectingulo de base 2 y altura f{(c). 0
Es decir, que cumpla lo siguiente:
2
_ 2
2f(c) - fo 2 dx

:Qué teorema asegura la existencia de ¢?

) 8
dx =2
fo * 3
Asi pues, se tiene: 2f(c) = %, de donde averiguamos que ¢ = ¥

El teorema que asegura la existencia de ¢ es el teorema del valor medio del cdlculo integral.

65 Sea F una funcién definida en [0, + o) tal que: F (x) = foxln +ddt

Analiza si es verdadera o falsa cada una de las siguientes afirmaciones:

a) F(0)=In2 b) F'(x) = 3 1 , x20 c) F es creciente en su dominio.
+x

a) Calculamos G(z) = fln (2+2) dr integrando por partes:

u=nQ2+t) - du=ﬁdt

dv=dt — v=t

G)= [m@endi=sh@en- [t dr=rm@en- [(1-52 )=

2+t
=thhQ+)—t+2nQR+)=t+2)In 2+t -1t
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Por tanto:
Fx)=Gx)—GO0)=[(x+2)In 2 +x)—x]-[2n2-0l=(x+2) In(x+2)—x—2n2
F0)=2n2-2ln2=0
La afirmacién F(0) = /n 2 es falsa (basta ver, ademds, que en F(0) no hay drea).

b) Como f es continua para x = 0, aplicamos el teorema del cilculo integral:
F'(x)=ln2 +x)
También es falsa.

¢) Cierta, porque su derivada F' es positiva en todo el dominio.

66 Demuestra la desigualdad siguiente:

En el intervalo |0, %] se cumple que:

0< senx . X

l+x? 1+x?

yaque 0 <senx<x en dicho intervalo.
Por tanto:

T T
Mfzwdxsfz X gy
0 142 0 1+x2

2 x _|1 2 %_L W_ZN
fo_4x_[21n(1+x)]0_21n<1+4>~0,62<1

1+x°

De esta forma queda probada la desigualdad.
Pagina 383

Para profundizar

6'7 a) Halla el volumen del tronco de cono de radios 7 cm y 11 c¢m y altura 6 cm.
b) Obtén la férmula:
V= %Tc h(#2 + 13 +ry7,)

que nos da el volumen de un tronco de cono de radios 7, 7, y altura h.

Y
B .-~
A
- 11
7
6 X
a) La recta pasa por los puntos (0, 7) y (6, 11).
Obtenemos su ecuacién:
=7 _4_2 _7. 2
= %-0°-6-3" arectaes y=7+ 3x

Los limites de integracién son x=0 y x=0.
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El volumen sera:
6 2 6, 2.V 6 4. 42
Vzn-fo (f(x)) dx=7t-f0 <7+§x) dxzn-fo (49+§x+§x dx =
16

227 40| 3
49x + 3 + 27_0—35071:[1

=7

b)

&)

La recta pasa por los puntos (0, 7) y (h, r).

Obtenemos la ecuacién:

ry—ry  Try—7 =7
m= 2 lzg%y:rl+(2 1)-x
h-0 h

El volumen ser4:

2
h rz—rl)
V=rmn . ”1+( o xl dx =
bl o 72—”12 2 N
=TC-J;) T\ -x"+2r x| dx =
2 h
=7 72+<rz—rl> X +71(72_71> | =
h 3 0
— 3 —
=m|rib (rzhﬁ) Rl (rzhﬁ) b
=7 h-[r%+%-(r%+r%—2-rl-rz+rlrz—r%]=
= h-[%-r%+%-r%—%-rlrz+rlrz]:%nh(r%+r%+rlrz)

68 a) Demuestra, utilizando el cilculo integral, que el 4rea del circulo x% + 32 <9 es 9.

b) Demuestra, utilizando el cdlculo integral, que el volumen de la esfera de radio » es

V= %ﬂ: r3.

x7+9°59

r‘
T 1N\
()

\ b /
N |
W

. 3
a) Area = 4-L V9 — x? dx
Calculamos G(x) = f«/9 — x? dx, mediante un cambio de variable:
2
G(x) = J-«/9—x2dx=3-f 1—<%> dx
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Cambio: % =sent — x=3sent — dx=3cost dt

Gx)=3- «ll—senzt-3costdt=9fcos2tdt:

_ 1. cost _o|lLl,, 1 2|9, .9 2 _
_9f(2+ 5 )dt—9[2t+4sen t]—2t+4sm t=

~ 9 x\.9 X X 2_
= ?-476‘567’1(§>+4-2-§- 1—(§> =

_ 9. x\, 3.
= 2 ﬂ76$€ﬂ<3>+2

=

—

|
—
SHEY
~———

[\
Il

_ 9. x|, 29—
=3 zzrcsm<3>+ 3
Por tanto, el drea serd: A=4-(G(3) — G(0)) = 4-977{=97t u?
R R R 3 3
b) V= n-f_Ryza’x:n-f_R(Rz—xz)dx:n- sz—% _R:n-<R3—%+R3—%>:%nR3
2 yz
69 Calcula el drea encerrada por la elipse T_G + 9" 1.
Y'Z 1/2
3 16 (o
( \
—4\ )4
-3

),2 2 5 2 2
. 7:1_16_6 - y°=9. 1—’1‘—6 — y=+3. 1—<ﬁ>

e El drea es:

A- 4.f043-4/1_(%>de=12.f044/1_(%>2dx
e Calculamos G(x) = f”l—(%)z dx

Cambio: %zsent — x=4dsent — dx=4cost dt

2
G(x) = f«/l—senzt-4costdt=4fcosztdt=4-f(%+ m’; L) dt =

2
= f(z+2L‘05Zt)dt:2t+5€n2t=247€5€7l(%)+2-%-«/1—?—62

[ 2
= 2arc sen <£> + m

4 8

e Eldreaserd: A=12-[G(4) - G(0)] =12n
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‘70 Demuestra, utilizando el cdlculo integral, que el drea de la elipse x% + 49% = 4 es 27.

1 x2+4y2:4

2 2
* Despejamos y: 4y2=4—x2 %yzz 1_<£> — y=+ 1_<%>

2
e Eldreaserda: A= 4- J- 1—< > dx

e Calculamos G(x) = fd a’x

Cambio: % =sent —> x=2sent — dx=2cost dt

2
G(x) = f«/l—senzt-Zcostdt=2fcosztdtz 2-f<%+ 6052 t)dtzf(l+c052t)dt=

2 2 2
_ L sen’t _ x\, 2 i (=) x|, xoNd-x
=+ 2 —ﬂrcsen<2>+2 1 <2> —zzrcsen<2>+ 7

o El drea serd:

=4.[G(2)-G(0)] = 4~%=2n

2
71 Demuestra que el volumen del elipsoide obtenido al girar la elipse ﬁz + 221 es:
a?  b?

a) %TC a b? si gira alrededor del eje X.

b) %TC a? b si gira alrededor del eje Y.

ﬂ

P 2 [ 3 2| 2 2
a)V=n-f (172 20 )dx N VL =n.(1y2a—&+b2a—% -

72 Halla la derivada de la funcién siguiente:

3
F(x) = J‘zxsentdt
X

3
Si G(x) esuna primitiva de la funcién g(x) = sen x, entonces f , sentdt=G (3 - G(x?).

X

La derivada, aplicando la regla de la cadena, es:
[f sen t dt] D[G(x3) — G(x?)] = G'(x3) - 3x2 = G'(x?) - 2x = 3x2 sen (x3) — 2x sen (x?)
Por tanto:

F'(x) = L’;

3 E
sent dt + x[3x% sen (x°) — 2x sen (x?)] = fz sent dt + x* [Bx sen (x°) — 2sen (x?)]



Unidad 12. La integral definida VANANENSACHILLERATO)

Matematicas |l

73 Comprueba si existen y, en su caso, calcula las siguientes integrales impropias:

© 1 o .
b)lxdx, ro1 c)f_ool_'_tzdt d)f_medx
1 1 3 du
e)fo%”‘” D Jyv O Iy V) w2

a) dt arctgt| =arctg x
e i ) e
f“o L= lim |"— Y de= lim arctg x =2
0 147 ¥ v Jo 1442 X 2
b) 1
! tr [(1 ne 1]1 (1_r)x"—1 L-7
f+w—dx— lim L= , yaque r—1>0 vy, por tanto, la primera fraccién tiende a 0.
xr X —>+o0 J] t_ r— 1

arctgt] x—arctgx—ﬂrctg(—x), con x>0

Ll e hm | di= lim |arctg x—arct (—x) =£—<—£>=7‘C
£m 1+x2 X —>+00 J_y 1+t x—)+oo[ g g ] 2

0 0
d)f etdt=[et]_x=l—e_x, con x>0
—X

0 0
f e dx = /lm ddr= lim (1-¢%)=1
— oo —x X —> + 00

! _ "1y (2_22/3>_é
fo% R T R T R L A

f) L %dtz[lnt]i:—lnx

1
lim f L gre lim (—In x)=+o0 — No existe la integral.
x—0"Jx x—0"

arc sen t] =4arc sen x

g)fm

1 x
J;) 1 dx = lim 1 dr= lim arcsenx="1

1= XZ x—=1770 4'1—t‘2 x—1" 2

3
hf 1 ] o141
(u— 2) Cu-2|, x—=2
3
lim f du 5= lim (—1+ 1 >=+<>c — No existe la integral.
x>2"x (y—2)" x—o2° x—2

74 Si f(x) = f f (@ dt, halla el siguiente limite:

lim &% ()

x—0 x

) _On, g

=1

e IR /zm f(x)= lzm 1+€

Por tanto, el limite dado vale 1.
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75 Determina el valor del parimetro 2 > 0 de tal manera que valga 108 el drea de la region del
plano limitada por el eje X y la grifica de la funcién siguiente:

S =alx+ 2)2 - (x+2)3
La funcién corta al eje X en los puntos de abscisa —2 y 2 — 2. Nuestros limites de integracién; bus-
camos una primitiva:

(x+2)> (x+2)4
T3 TG

Gl = f[a(x+z)2-(x+z)3]dx:

4
G(a-2) = il_Z

G(2) =0
4
-G = 4_
Gla-2)-6@)= <
Como el drea tiene que ser 108, igualamos:

4
% =108. De donde obtenemos que @ = 6.
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Autoevaluacién
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1 Dada la funcién f(x) = x3 + 3x2, calcula:
a) El drea encerrada por la grifica de f(x), el eje X ylasrectas x=-2 y x=1.
b) El drea de cada uno de los dos recintos comprendidos entre las grificas de f(x) yde g(x) = x + 3.
a) Representamos el recinto:

* Cortes con el eje OX:

x=-3 Y
x3+3x2=0—>x2(x+3)=0< 0 i
X =
[ |
* Puntos singulares: | |/
x=0 / X
f'(x):O—)3x2+6x=0—>x(3x+6)=0< ) I"‘
X =—
|
f"(0)=6>0 — Minimo: (0, 0) ”

f"(x) =6x+6 < F'(=2)==6<0 — Miximo: (-2, 4)

1

. 1 4
Area = fz(x3 +3x%) a’x=lx—+x3

(L _(4_g8)-2l 2
4 _2—<4+1) (4-8) 4u

b) * Representamos f(x) = x3+3x2 y g(x) =x+3:

Hallamos los puntos de corte de f'y g: Y

x3+3x2=x+3 > x2+3x2-x-3=0 /

13 -1 -3 o
30 3 xol=0<T X
X =—

1 0 -1 |0

Las gréficas se cortanen x=-3, x=-1 y x=1.

-3

T ——

* Calculamos el drea entre =3 y —1 y el drea entre =1 y 1:

4
ER

4
(L gL, 3) (8L 97 9 o) 2 (27,9 _4 2
—<4 1 2+3) <4 27 2+9> 4 (4) it 4 u

2 4
Jill [(x+3)—(x3’+3x2)]zix=£11 (x+3—x3—3x2)dx=[x7+3x—%—x3

Lz X ) (L_3_ L )22 (_Z)\_2,7_16_4 2
—<2+3 i 1) <2 3 4+1) 7 <4> it A4 4 u

[ 1030 e e [ 60032 x5y de-

2
—%—336‘
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2 Calcula el 4rea del recinto limitado por f(x) =x%—2x+2, el eje ¥ ylarectatangentea fen x=3.
* Calculamos la tangente a f(x) =x2—2x+2 en x =3
Punto de tangencia: x=3, f(3)=9-6+2=5 — (3,5)
Pendiente de la recta tangente: f'(x) =2x-2 — m=f'(3) =4
Ecuacién de la recta tangente: y=5+4(x—3) — y=4x-7
* Representamos el recinto:

Fl) =x?-2x+2

—

wn

/ X
/
/
/
Vértice de la pardbola:
FE)=0 > 20-2=0 - x=1, i) =1 — (1, 1)
Corte con los ejes:
x=0, f(0)=2 — (0,2)
x2-2x+2=0 > x= #
No corta al eje OX.
¢ Calculamos el 4rea:
3
(32 (3.2 | a2 0.2
A_J;) [(x —2x+2)—(4x—7)]dx—J;) (o —6x+9)dx—[7—3x +9x]0—9u

2
3 Calcula: fo |2x — 1| dx
La funcién se descompone de la siguiente manera:

1

—2x+1 xsi
F6) =26 1] - :
2

x—1 x>—=

Por tanto:

1
[ reae- (_2x+1)4x+g(2x_1)4x=[_x2+x];/2+[x2_x]f,f

1.1 s 5 1 15
= 4+2+42 4+2 2
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4 Halla el drea de la regién comprendida entre la grifica de la funcién f(x) = ﬁ y las rectas
x f—
1, x= 2
y=1, x= 2
Representamos la funcién f(x) = %:
(x-2)

¢ Asintota vertical: x =2, lz’m2 f(x) = +o0
X —>

* Asintota horizontal: y =0

* Puntos singulares: f"(x) = _22) 5 #0 para cualquier x — No tiene puntos singulares.
X —
* Punto de corte con la recta y = 1:
=1 = (1,1)
1 2 * ’
=1 - (x-2)"=1
(x—2)* 2 <x=3—>(3,1)
Recinto:
Y

5 Calcula el drea encerrada entre la grifica de la funcién exponencial f(x) = e* y la cuerda a la mis-
ma que une los puntos de abscisas x=0 y x=2.

Ecuacién de la cuerda:

x=0 = f(0)=¢"=1

25 f@)=¢ }Re“aq“epasapoﬂo’ Dy por (2, ¢2):
X = — =¢

m:ez—_lﬁ :1+ez—_1x
2 J 2

2 2
f (1+gx—ex)dx:
0 2

x2
6 Dada la funcién F (x) = fl Intdt con x=1:
a) Calcula F'(e).

2

2
-%—e" =2+ -1-eH—-(0+0-"=1+1=2 u?
0

x+€

b) ;Tiene F puntos de inflexién? Justifica tu respuesta.
2) F(x) - fl"z Intde = F'() = (Inx?) - 2x = 2Un %) 2x = dx In x
F'(¢) = delne=4e
b) F"(x) = 4ln x + 4x - % —hlnx+ 4 dlnx+4=0 > lhx=—1 > x=¢!

F no tiene puntos de inflexién porque ¢! < 1; es decir, ¢! no pertenece al dominio de F.



Unidad 12. La integral definida VANANENSACHILLERATO)

Matematicas |l

7 a) Halla, integrando la funcién adecuada en el intervalo que convenga, el volumen de un cono de
radio 5 cm y altura 6 cm.

b) Procediendo de forma similar, deduce la férmula del volumen de un cono de radio 7 y altura a.

a) Larecta y= %x pasa por los puntos (0, 0) y (6, 5).

El cono dado se puede obtener girando el segmento que une los puntos anteriores alrededor del eje
X. El volumen es:
251 62

V—?T'fG ixzdx—@x—ﬁ6 -2 =50m WP
o \e6 363, 36 3

b) La recta y = ﬁx pasa por los puntos (0, 0) y (a, 7).

El cono de altura 4 y radio » se puede obtener girando el segmento que une los puntos anteriores
alrededor del eje X. El volumen es:

2 o[ 3
| _mrt | X
V_nj;)<dx> i 2[3

a

a
2 3
a1 2,003
2 3 3

0 a



