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Matematicas |l

Unidad 10. Representacién de funciones

Resuelve
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Limites y derivadas para representar una funcién

m Traza unos ejes coordenados sobre papel cuadriculado y representa una curva, lo més sencilla po-
sible, que cumpla las siguientes condiciones:

o lim f(x)=-oo

* lm f@)=2

" Hm f0) = e
R

< fO) =4 f'©) =0

* £(=5) =05 £(1,75)=0

* f es derivable en todo IR, salvo en x=2.

o

m Describe, con la menor cantidad de datos y de forma similar al ejercicio anterior, la siguiente fun-

L4
cion:

,’

A S0 =1

* Al [ =—e

o lim f() = e

o i ()= oo

* f(-9)=0; f1(0) = 0; £(8)=0
« F(0)=0

< flé) =4 f@)=0
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E Elementos fundamentales para la construccién de curvas
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1 Halla el dominio de estas funciones y di dénde son continuas y dénde derivables.
322 34345 _ 1 =303+2:c
a)y=x"-5x"+7x+3 b)y= X2 _5x+4 9= sen x dy 2 +1
e) y=x?-2x f)y=Inix*-1) Qy=hix*+1) h)y:e—;
x

a) Dominio = R

y es un polinomio, luego es continua y derivable en todo su dominio.

5+/25-16 5+v/9 54 x=4
b)x2-5x+4=0 = x= 5 = 2[=5;3 <x=1

Dominio =R = {1, 4}
y es un cociente de polinomios, que solo darfa problemas de continuidad y derivabilidad en x=4 y
x =1, luego es continua y derivable en su dominio, IR — {1, 4}.

c) Como sen x se anula cuando x = 4% con k€ Z, lafuncién dada no existe para estos valores de x
ya que se producirfa una divisién entre 0. Por tanto, el dominio de definicién es IR — {£}.
La funcién es continua y derivable en todo su dominio.

d) x2 + 1 20 paratodo x — Dominio =R
Se sigue del razonamiento del apartado b) que es continua y derivable en [R.

e) x2—2x>0 — Dominio = (—eo, 0] U [2, +o0)

Al ser una funcién raiz, la derivada no existird en los puntos en los que se anula, x=2 y x=-2. Es
continua en todo su dominio, IR — (0, 2), pero solo es derivable en IR - [0, 2].

f) x2=1>0 — Dominio = (—oo, —1) U (1, +o0)

La derivada no existe para x2—1 =0, pero son puntos fuera del dominio, luego es continua y deri-
vable en todo su dominio.

g) x2+1>0 paratodo x — Dominio = R
La derivada existe para todo punto x, luego es derivable y continua en IR.
hx2=0 — x=0 — Dominio =R - {0}

La derivada solo da problemas fuera del dominio, luego es continua y derivable en IR — {0}.

2 Di dénde son continuas y dénde son derivables las funciones:
3

e b)y=|x’ - x|
©) y = arc cos (x — 4) d)y = log(5 - /169 — x?)

a) Dominio = R — {1, 1}
Es continua y derivable en su dominio.

b) La funcién y = |x® — x| es continua en todo su dominio, que es IR. Por tener puntos angulosos

3

donde se anula el polinomio x” —x, no es derivable en dichos puntos; es decir, en x=0, x=1y

x =—1 no es derivable.

o) Lafuncién y = arc cos(x—4) estd definida cuando —1 <x—4 <1, es decir, su dominio de definicién
es el intervalo [3, 5]. En ¢l la funcién es continua. Como tiene puntos de tangente vertical en x = 3
y x =5, no es derivable en ellos. Si lo es en el resto del intervalo.
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d) Veamos primero el dominio de definicién de la funcién y = log(5 — Y169 — x?).
Para que la funcién exista, debe ser 5— 4169 — x? >0, esdecir, y169—x> <5 y ademds x debe

estar comprendido entre —13 y 13 para que tenga sentido la raiz cuadrada.
Elevando al cuadrado:

169 -x2<25 — 144 <x? - 12<x<13 y —13<x<-12
Luego el dominio de definicién es [-13, -12) U (12, 13].

En su dominio la funcién es continua. En x=-13 y x =13 la funcién tiene puntos de tangente
vertical, luego en ellos no es derivable. Por tanto, es derivable en (13, -12) U (12, 13).
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3 Halla las simetrias y las periodicidades de las funciones siguientes:
a)y=3x4—5x2— 1

b)y = Vx? - 2x

3
_ X
c)y K% -1
3
d =x—1
)y 2

e) y =sen x + 1/2 (sen 2x)

f)y= 3/cos x +5
a) f(=x) = 3(=0% = 5(=x0)% - 1 = 3x* = 5x2 — 1 = f(x)

Es una funcién par: simétrica respecto al eje Y.

No es periddica.

b) £(=x) = yx® + 2x

No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y ni respecto al origen de coordenadas.

No es periddica.
3

Jfl=) = FF— =~

x—l_

Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.

No es periddica.

§ flen) - 25

No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y ni respecto al origen de coordenadas.

No es periddica.

e) f(—x) = sen (—x) + % (sen (-2x)) = —sen x — % (sen (2x)) = —f (x)
Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas. Es periédica de periodo 2m.

f) Como cos(—x) = cos x, la funcién es par.

Por otro lado, cos x es periddica de periodo 2m. Por tanto, la funcién dada también es periddica de
periodo 2.
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4 Halla las asintotas verticales y sitia la curva respecto a ellas:

I A __1
)= x-2)%x by Vx—4
oy= 3 d)y = log (x> - 4)

V& —x

a) El denominador se anula cuando x =2 y cuando x = 0.
3
im xiz = +o0, ya que en las cercanfas del punto 2 los dos términos de la fraccién son
x—2 (x _ 2) . x
positivos. Por tanto, en x =2 hay una asintota vertical.

x3 ’ X2

Por otro lado, /im = lim 5=0 yen x=0 no hay una asintota vertical.
x =0 (x_z) . x x =0 (x_z)
Y
8
P \
6 \
T
o]
X
-6 -4 | — 2 4 b}
k)

b) El denominador se anula cuando x =4 y el dominio de la funcién es el intervalo (4, +o0).

lim 1

x— 4" ,/x—4

=+c0 yen x=4 tenemos una asintota vertical.

Y

¢) El denominador se anula cuando x =4 y el dominio de la funcidn es el intervalo (—eo, 4).

, 3
/
xiﬂlﬁi_ «j4—x

=+co yen x=4 tenemos una asintota vertical.

Y

\S]
~

d) El dominio de definicién es (—oo, =2) U (2, +o0) ya que x2—4 > 0.

lim log(x*—4) =—co y  lim log (x* — 4) =—co porque en ambos casos x2— 4 — 0*.
x = -2 x— =27

Luego tiene dos asintotas verticales: unaen x=-2 yotraen x = 2.

Y
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5 Halla las ramas en el infinito de las funciones siguientes:
4
a) y = 3x° — 20«3 b)y= 2x
x°—1
3
Qy=—*¥ d)y=yx? -2«
(x-2)?
y=Ihix*+1) f) y=27-1
g y=xsenx h)y=x-cosx

a) xé;”fm (3x° = 20x3) = +oo
lim  (3x° —20x3) = —c0
X —> —o0

Tiene sendas ramas parabdlicas de crecimiento cada vez mds rdpido por ser una funcién polindmica.

4
b)y= X =x*+1+ 1
) X -1 X —1

En el infinito, la funcién dada es equivalente a x%+ 1, luego tiene dos ramas parabdlicas de creci-
miento cada vez més rdpidoy f(x) = +oo cuando x — oo,

3
x72=x+4+M
(x-2) (x-2)

La funcién tiene una asintota oblicua cuando x — too yeslarecta y=x+ 4.

o y=

d) En el infinito, la funcién es equivalente a I = |x|, luego f(x) = +oo cuando x —> too.
, 2 e
e) xé}rflm In(x=+1) =+

y=In (x2 + 1) es equivalente en el infinito a y=In (x2) = 2n | x|.

2
lim In(x"+1) _ lim m -
—> +oo X X —> +0o X

Luego . 0.

Lo mismo ocurre cuando x — — oo y, por tanto, tiene dos ramas parabdlicas de crecimiento cada vez
mids lento cuando x — oo,

f) Esta funcién tiene una rama parabélica de crecimiento cada vez mds rdpido cuando x — +eo por
ser una funcién exponencial. Por el mismo motivo, la recta y = 0 es la asintota horizontal cuando
X —> —oo,

g) ; grizm (x sen x) no existe.

Anélogamente ocurre cuando x — —oo y, por tanto, esta funcién no tiene ni asintotas ni ramas pa-
rabdlicas.

h) xé;”fm (x—cosx) = +00

XX — fim (1— M) =1 porque la funcién cos x estd acotada entre —1 y 1.
X —> +oo X X —> +oo X

lim (x—cosx—x)= [lim cosx no existe.
X —> +oo X —> 400

En consecuencia, no tiene asintotas ni ramas parabdlicas.
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6 ;Qué tipo de ramas en el infinito tienen estas funciones?

_ 1 _ 3x _ x? _ Xt
a)y= x+1 by= x+1 9y= x+1 dy- x+1
2
e)J’=x—x f)y=3«/x2+3 g)y=x+«/; h)y=1tgx
e

a) Tiene una asintota horizontal cuando x — . Eslarecta y = 0.

x , . .
b)y= 3 _3_ 3 (iene una asintota horizontal cuando x — too. Es la recta y=3.
x+1 x+1
2
o) y= =x—1+ . Por tanto, larecta y=x—1 es la asintota oblicua cuando x — +oo.
x+1 X +
2 . /1 .. Y
dy= =~ 7= X —x?+x—1+—L tiene ramas parabdlicas de crecimiento cada vez mds rdpido por
X+ . o - o
ser equivalente en el infinito a una funcién polinémica.
2
e) é)m x—x =0. Larecta y=0 eslaasintota horizontal cuando x — +co.
X +oo
¢
2
lim =— =+o0
X —> —oo X
¢
K2l x
lim == = lim = =-co. Lafuncién tiene una rama parabélica de crecimiento cada vez
xF—ee  x %= —eo f g
¢ mis rdpido cuando x — —co.
, 3
£) lim VYx*+3 =+oo

X —> +o0

=0

3/ 2 2
, Vx© + , /
lim X +3 lim 3% +3
X —> +o0 X X —> +oo X

Se da la misma situacién cuando x — —co por ser una funcién par. Tiene dos ramas parabdlicas de
crecimiento cada vez mds lento.

[S8]

g lim  (x+|x) =+
lim x+«/;= lim <1+L)=1

X —> 400 X X —> +oo

lim (x+x—x) = lim yx =+
X —> 400 ( ‘/7 ) X —> +oo ‘/7
Tiene una rama parabdlica de crecimiento cada vez mds lento cuando x — + .

Como su dominio de definicién es el intervalo [0, +o0), no podemos estudiarla cuando x — —oo.

h) La funcién y=#gx es periddica y no acotada. No tiene asintotas ni ramas parabdlicas en el infinito.
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7 Halla los puntos singulares y los puntos de inflexién de estas funciones:
a)y=x3-6x2+9x+5 b)y=In(x?+1)
a) y=x3—6x% + 9x + 5. Dominio =R

* fix) =3x?—12x+9
*f0)=0 > 3(x*—4x+3)=0

_4£y16-12 _ 44 _ 442 x=3
*= 2 2 T2 <x:1

Signo de f"(x):
f>0 f<0 f>0
/ 1 \ 3 /

Hay un méximo en (1, 9) y un minimo en (3, 5).
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* f"(x) =6x—12
f'x)=0 - 6x-12=0 = x=2
Signo de f"'(x):
f'<0 F'>0
D AN
b) y = ln(x? + 1). Dominio =R

FACEE

x“+1

Hay un punto de inflexién en (2, 7).

f'(x)=0 > 2x=0 - x=0

f"(x)<0 para x<0

H {ni 0, 0).
f"(x)>0 para x>0 ay un minimo en (0, 0)

o £(x) = 2(x2+1)—2x'2x_2x2+2—4x2_—2x2+2
£ = _ _
(xz+1)2 (xz+1)2 (xz+1)2

x=-1
Fr@)=0 - 2x2+2=0 - x?=1<_ '
X =

Signo de f"'(x)

f<o f>o f<o Hay un punto de inflexién en (-1, /z 2) y otro en

NN T e

8 Halla los puntos singulares de:

a) y = 3x° — 20x3 b)y= xzxil Oy= (xf32)2 d) y=Jx?-2x

a) y = 3x> — 20x3. Dominio = R

f(x) = 15x% - 60x2
x=0

f@=0 5 15062 -4 =0 < x=-2

x=2
Signo de f"(x):

f>0 f<0 f<0 f>0
/ -2 \ 0 \ 2 /

Hay un mdximo en (-2, 64), un minimo en (2, —64), y un punto de inflexién en (0, 0).

2
b)y= xzx—l . Dominio =R - {-1, 1}

2 -1)? @-1> (P -1)>
fx)=0 - 2x=0 = x=0
Signo de f"(x):

6 - 2x(x* —1) = x* - 2x _ 2x°0 — 2x — 250 —2x

f>0 f>0 f<0 f<0
— B — 0 ~ ! ~

Hay un méximo en (0, 0).




PNNNSAC HILLERA O

Unidad 10. Representacion de funciones
Matematicas I

o) y= ( x32)2‘ Dominio = IR — {2}
x_
1) = =22 -’ 2(x-2) _3P(x-2)-20 3062 -2 _x— 6
(x—2)" (x-2)° (x-2)° (x-2)°

F@=0 > xz(x_G):o<j:2

Signo de f'(2):
£>0 50 F<0 50
0 ~ ¢

Hay un punto de inflexién en (0, 0) y un minimo en (6, 7) .

dy= Vx* = 2x . Dominio = (—e0, 0] U [2, +00)

fv(x) _ 2X — 2 _ X —1
2«/x2 —2x «/xz —2x

fx)=0 - x—1=0 — x=1¢ Dominio.

No hay puntos singulares.
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B El valor absoluto en la representacion de funciones
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1 Representa:

x~+3x
a)ys= b)y=|x-5|x
Y= e )y =|x-5|
Oy=x—|x=-3|+|x+1] d) y=[«*-1]
a) El tnico valor absoluto que interviene es |x|. La abscisa en donde cambia de signo x es 0. Por tanto:
x* +3x x*+3x
x<0, |x|=—x—>)/=ﬁ x20, |x|=x—>y=ﬁ
Y] : Y v
: /
2 //
N\ + 21"
A +1 / X +3
N (V=
AN /
N
\\ 1 1
X X
R -, Y /
epresentamos, pues, esta funcion: Vi
o
2 \\ /, x“ 4+ 3
2 M Si x<0 \\ /, =T 1
y= X +3x_ —x +1 \\\ // H
= = \
x|+1 2 N
ol XA G oxx0 ™ !
X+ >

b) El tnico valor absoluto que interviene es |x—5|. La abscisa donde cambia de signo x—5 es 5. Por
tanto, analizamos c6mo queda la funcién a la izquierda y a la derecha de 5:

x<5 = |x=5]==x+5 = y=(=x+5)x=—x%+5x

r |
x25 = |x=5]=x=5 = y=(x—5)x=x2-5x [
—x?+5x si x<5 \
=|x=Jx= ) |
y=lx=5k {xz—Sx si x25 \ |

Y \l/
I \/
A o X
Il Ar
I‘- m: e
/] % A
I IU
|
|
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c) Intervienen dos valores absolutos, |x+ 1| y |x— 3|, que cambian de signo en las abscisas x=-1 y

x =3, respectivamente.

Por tanto:

x<-1, |[x+1|==x-1y |x=3|==x+3 > y=x+x-3-x-1=x-4
~1<x<3, |x+1|=x+1y |x=3|==x+3 > y=x+x-3+x+1=3x-2
x23, |x+1|=x+1y |x-3|=x-3 > y=x—x+3+x+1=x+4

Representamos, pues, esta funcidn:
x—4 si x<-1
y=x—|x=3|+|x+1|=13x-2 si -1<sx<3
x+4 si x23

-~
R4
.
—

3y

.

d) Las abscisas en donde cambia de signo x% -1 son -1y 1. Analizamos cémo queda definido el valor

absoluto:

x<—-1 = [x2-1|=x2-1 > y= -1

-1<x<1 > |xz—l|:1—x2 - y= m

xz2-1 = |x2—1|=x2—1 — y= \/ﬁ
«/xzi—l si x<-—1

=yl =1 =d1-x> si -1<x<l

x*—1 si x>-1

y la gréfica es:

AN Y /
N /
N /

N, /

N\ n /

\C 2 y4
N\ )4
\ /7 I\/

X
_4 iy 4
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E Representacion de funciones polinémicas
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1 Representa estas funciones:
a)y=x4—8x2+7 b)y=3x4+4x3—36x2 c)y=x4—4x3—2x2+12x
d)y= 3x% - 4x3 - 16 e) y=x3-3x f)y= (1/4)x* - 242

a) y=xt—8x2+7
e Simetrias:
F(=x) = x*— 8x% + 7 = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

¢ Ramas infinitas:
i f0) = voss Ly f9) = o

* Puntos singulares:

F1(%) = 4x3 — 16x
x=0

F)=0 = du(x?—4) - o< x=2
x=2
Puntos singulares: (0, 7); (=2, -9); (2, -9)
* Cortes con los ejes:
— Coneleje ¥V = x=0 — y=7 — Punto: (0,7)
—Coneleje X = y=0 — x*—8x2+7=0

X2 = Singi‘/%ZSEG < 2=7—)X=i«/7
X

- 2 2 2.1 > x=+1

Puntos: (-7, 0); (=1, 0); (1, 0); (7, 0)
¢ Puntos de inflexién:

f(x) = 12x% - 16

') =0 - 12x2-16=0 — x?=

243 -17 243 —17)
Puntos(— 39 )y( 39

SHIN
1
X
1l
I+
S
1}
I+
o [\
&

¢ Grifica:

—
I




Unidad 10. Representacion de funciones VANANZNSACHILLERA Q)

Matematicas |l

b)y= 3x% + 4x3 - 36x2
¢ Simetrias:

F(=x) = 3x% — 4x3 — 36x2. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje ¥, ni respecto al
origen de coordenadas.

¢ Ramas infinitas:
lim X) = +00;  lim X) = +00
X —> —oo f ( 7 x5 4eo f (
* Puntos singulares:

Fl) = 12x% + 12x%2 = 72x
x=0

fx)=0 — 12x(x2+x—6):0<x__1i/1+24__1i5<x=2
B 2 -2 x=-3

Puntos: (0, 0); (2, —64); (-3, —189)

* Cortes con los ejes:
— Coneleje V¥ - x=0 — y=0 — Punto: (0, 0)
— Coneleje X = y=0 — x?(3x? + 4x—36) = 0

x2=0 > x=0

< -4:(16+432 _ s A8 <xz2’5619
x~—4,

6
Puntos: (0, 0); (2,86; 0); (—4,19; 0)
¢ Puntos de inflexién:
£'(x) = 36x% + 24x— 72
') =0 = 123x2+2x-6)=0

2+y4+72 2+476 <x:1,12
6 - 6 x=-1,79

Puntos: (1,12; -34,82) y (-1,79; -107,22)
¢ Grifica:

e=]

~—

~

\
\
\

200
AV}

c)y=x4—4x3—2x2+ 12x
¢ Simetrias:

F(=x) = x% + 4x3 — 2x% — 12x. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje ¥, ni respecto al
origen de coordenadas.

¢ Ramas infinitas:

o, 10 = iy f0) = v
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* Puntos singulares:

Fl) = 4o — 12x2 — 4xc + 12

x=1
F)=0 = 4> -3x2—x+3)=0 — 4x—1)(x+ 1)(x—3):0<x=—1
x=3
Puntos: (1, 7); (-1, -9); (3, -9)
* Cortes con los ejes:
— Coneleje V' = x=0 — y=0 — Punto: (0, 0)
—Coneleje X = y=0 — x(x®—4x2—-2x-6) =0
x=0 x=2
<x3—4x2—2x+12=0 - (x-z)(x2—2x+12)=o<xz3,65
x=-1,65

Puntos: (0, 0); (2, 0); (3,65; 0); (=1,65; 0)
e Puntos de inflexién:

F(x) = 12x% - 24x— 4

F'x)=0 = 43x?-6x-1)=0

_ 6+436+12  6£448 x=2,15
T T < .e_0.15

Puntos: (2,15; -1,83) y (-0,15; —1,74)
e Griéfica:

d) y=3x*—4x3 - 16
¢ Simetrias:

F(=x) = 3x* + 4x3 — 16. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje ¥, ni respecto al origen
de coordenadas.

* Ramas infninitas:
i )=l f0) = von
* Puntos singulares:
F) = 1257 — 1252
F)=0 > 12x2(x—1) = 0<zj?

Puntos: (0, =16); (1, -17)
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* Cortes con los ejes:
— Coneleje V¥ = x=0 — y=-16 — Punto: (0, -16)

x=2

—ConelejeX—)y:O—>3x4—4x3—16=0<33 9 s hr 280
x” +2x° + dx + 8 =

3x3 + 2x% + 4x+ 8 =0 — tiene una sola rafz, que estd entre —2 y —1; pues, si g(x) = 3x3 + 2x2% + 4x + 8,
2(-2)=-16<0y g(-1)=3>0.
Puntos: (2,0) y (k,0), con k entre -2y -1.

¢ Puntos de inflexién:

f'(%) = 36x2 — 24x

x=0
f) =0 = 12x(3x—2) = 0 <_ L2
3
- (0, — 2 448
Puntos: (0, -16) y <3, 27 )
e Griéfica:
2
\ | 1]
Ji
e) y=x>—3x

e Simetrias:
f=x) = 3+ 3x=— f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
¢ Ramas infinitas:
lim X) = +o0; lim X) = +00
x—)—oof( ’ x—>+oof(
* Puntos singulares:

Fl)=3x2-3

x=-1
=0 3(x2-1)=0<_ .
X =
Puntos: (-1, 2); (1, -2)
* Cortes con los ejes:

— Coneleje V= x=0 — y=0 — Punto: (0, 0) 0
X =

— Coneleje X = y=0 = x3-3x=0 - x(x2—3)=0<x=—«/3

=43
Puntos: (0, 0); (—v3,0); (43, 0) o

¢ Puntos de inflexién:
f"(x) = 6x
f"(x)=0 - 6x=0 — x=0 — Punto (0, 0)
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e Grafica:
\

\ |
| |
| |
| \

\
f)y= Z X 2n?

* Simetrias:
f=x) = % P g f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

¢ Ramas infinitas:

i F = ey f9) = e

* Puntos singulares:

Fl) = x3 —4x
x=0
F0=0 5 574 =0 < x=-2
x=2

Puntos: (0, 0); (=2, —4); (2, —4)
* Cortes con los ejes:

— Coneleje Y = x=0 = y=0 — Punto: (0, 0)

: 2
— Coneleje X - y=0 — x(zx —2) 0< N <x=_2ﬁ
x=242
Puntos: (0, 0); (242, 0); (242, 0)

¢ Puntos de inflexién:

f(x) = 3xZ -

26
Fi09=0 = 3x?—4-= o< JZ(

Puntos: (— i, — 29—()), (%, — %)

¢ Grifica:
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E Representacion de funciones racionales

Pagina 311
1 Representa:
3 2 2 3
x x“=9 x*=2x-8 x° +2x
a)y= —>— b) y= cy=2—"2=0 d)y=2"1=%
)y 1-x? )y x* -4 )y x )y x*+1
X X
a) y= S =X+ 5 - Dominio =R — {-1, 1}
1-x 1-x
o Simetrias:
3
f(=x) = l_x 5 =~/ (x). Esimpar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
—x
e Asintotas verticales:
lim  f(x)=+o0
x—>-1" Asi cal 1
intota vertical en x = —1.
lim  f(x)=—oo
x— 1%
lim  f(x)=+oo
x—>1" Asi ical 1
sintota vertical en x = 1.
lim  f(x)=—o0
x—1"
e Asintota oblicua:
3
X 5 =—x+—*5 — y=-x esasintota oblicua.
1-x 1-x

Posicion de la curva respecto a la asintota:
f(x) = (=x) >0 si x— —oco (curva por encima)

f(x) = (=x) <0 si x— +oo (curva por debajo)

* Puntos singulares:

) 357 (1— x%) — &% - (-2« w2 —3xt 4 2t w342
f(X): ( (1—)X2)2 ( ):3 (1—3962)2 = (1—)62)2
x=0
f'(x)=0 —>x2(—x2+3)=0<x:—«/§
x=13

Puntos: (0, 0); (_ﬁ, ?), (\B) _?)

* Cortes con los ejes:
Corta a los ejes en (0, 0).

¢ Grifica:

N
N

\
D

7
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2
b)y= 36'2——9 Dominio =R — {2, 2}
x“—4

e Simetrias:
)
f=x) = xz—— = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
e Asintotas verticales:

lim  f(x)=—oco0
x = -2 i .
Asintota vertical en x = —2.

lim  f(x)=+c0

x— 2"

lim  f(x)=+o0
x =27 Asi cal )
sintota vertical en x = 2.
lim  f(x)=—co
x— 2"

¢ Asintota horizontal:

2
xz -9 _ 1— 25 — y=1 esasintota horizontal.
x“—4 x“—4

Posicion de la curva respecto a la asintota:
f(x)—1<0 si x— —oo (curva por debajo)
f(x)—1<0 si x— +oo (curva por debajo)

* Puntos singulares:

) - 2x(x* — 4) = 2x(x* = 9) _ 2x(x* —4—x?+9) __ 10x

(x? — 4)? (x? = 4)? (x> — 4)?

f'x)=0 = 10x=0 = x=0 — Punto: (0,2)

* Cortes con los ejes:
— Coneleje V¥ = x=0 = y= % — Punto: (0,%)

x=-3
—ConelejeX—>y=0%x2—9=0< 3
X =

Puntos: (-3, 0) y (3, 0)

¢ Grifica:
| |
\
\ |/
.
== L — ]
—2 2

2
o) y= %=x—2—%. Dominio = R — {0}

e Simetrias:

2
f(=x) = X +2x =8 Nges par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y, ni respecto al origen.
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¢ Asintotas verticales:

lim  f(x)=+o0
x—0"

) Asintota vertical en x = 0.
lim  f(x)=—oo
x—0"

¢ Asintota oblicua:

x> —2x -8 _

x-2-8 y=x—2 esasintota oblicua.
x x

Posicién de la curva respecto a la asintota:

f(x)—(x—2)>0 si x—>—co (curva por encima)

fx) = (x—2) <0 si x— +oo (curva por debajo)
* Puntos singulares:

) =1+ % >0 para todo x del dominio.
x
La funcién es creciente en todo su dominio. No tiene puntos singulares.

* Cortes con los ejes:
x=-2
—ConelejeX—)yzo%x2—2x—8:0< 4
X =
Puntos: (-2, 0) y (4, 0)

— No corta al ¢je ¥, pues no estd definida en x = 0.

e Grifica:
;/
J
///
/ 4
-2 iy
/- [
pa |
A |

3
d)y= X +2X  Dyminio = R

w2+l
e Simetrias:

3
f=x) = —xz——Zx = —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
x“+1

¢ No tiene asintotas verticales.

¢ Asintota oblicua:

3
X7+ 2% _ x4+ = — y=x esasintota oblicua.

x2+1 x2+1

Posicién de la curva respecto a la asintota:
f(x) —x<0 si x—> —co (curva por debajo)

f(x) —x>0 si x—> +oo (curva por encima)
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* Puntos singulares:

£ = (3x2+2)(x2+1)—(x3+2x)-2x:3x4+3x2+2x2+2_2x4_4x2:x4+x2+2
2 2 2 2 ) P
(x”+1) (x"+1) (x“+1)

)=0 > x*+x2+2=0 > x%= —lxy1-8 — No tiene solucién.
2

No hay puntos singulares.

* Cortes con los ejes:

— Coneleje ¥ - x=0 — y=0 — Punto: (0, 0)

— Coneleje X = y=0 — x3+2x=0 -5 x(x2+2)=0 = x=0 — Punto: (0, 0)
¢ Puntos de inflexién:
£ = 4+ 20 (P + 1) - (427 +2) 207 + 1) 20 _
(xz+l)4
_ (0420 (7 + 1) At e 7 42) 203 Gx _ 2x(x7 - 3)
(x?+1)3 «Z+1)3 P+’
x=0

f"(x)=0<x=—«/§

x=43

Puntos: (0, 0); (_ﬁ, _54_‘6); (B’ %)

¢ Grafica:

\\

\\\

\\\

—

N

AN

/
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E Representacion de otros tipos de funciones

Pagina 314

1 Representa:

a)y:«/x2+2x b)y=«/x2—9

Q) y=In(x?+4) dy=h(x?-1)
_Inx _ e
e)y——x )y 2
g).)'=e_—_: h)y=x3e*
i)y=%cos2x+cosx j)y=%
n x

a) y= x>+ 2x

x=0
e Dominio: x2+2x=0 — x(x+2)=0<
X =

-2
Dominio = (—oo, 2] U [0, +o0)
e Simetrias:

F(=x) = yx* = 2x. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje ¥ ni respecto al origen de
coordenadas.

¢ No tiene asintotas verticales.

¢ Asintotas oblicuas:

i f) = e

[2
lim —ffcx) = lz’mw AX * X ;2x =

X —> —o0 X —>—
xiz’n:zm [f(x)+x]=x£z)’n:zm [Vx? + 2x + «] :xé;”fm [Wx? —2x — ] =
Yy =200 =2x4) Pk s’

— +o0 —> +oo
X «/xz—2x+x X «/x2—2x+x

lim
X —> +oo

A =2x
—X

= Ilim

N 7 geax 112

y=-x—1 esasintota oblicua cuando x — —co.

i fO) =

[2
lim A = Ilim sz:l
X —> +oo X X —> +o0 X

(«/x2+2x—x)(«/x2+2x+x) _
«/x2+2x+x

x4 2x — x° - I 2x 2 2_1

= Ilim = Ilim = ===
e e 2+ x ST Y e 2%+ x I+1 2

y=x+1 esasintota oblicua cuando x — +co.

i 10— =l W 2x = = Ui

* Puntos singulares:

f'(x)= 2x + 2 _ x+1
2\/x2+2x «/x2+2x
fx0)=0 > x+1=0 - x=-1

Como no pertence al dominio de f(x), no hay puntos singulares.
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* Cortes con los ejes:

x=0
— Coneleje X = y=0 — yx*+2x —>x2+2x=0< 5
X=—

Puntos: (0, 0) y (-2, 0)
— Coneleje Y - x=0 — y=0 — Punto: (0, 0)

e Grifica:
yd
4
A /
N /
N /
N /
AN 21 |/
\\\ ///
g ) DIEN
b)y=vx*-9
3

x=—
* Dominio: x2-9=0 <
x=3

Dominio = (—oo, =3] U [3, +o0)
¢ Simetrias:

f(=x) = yx* = 9. Es par: simétrica respecto al ¢je V.
¢ No tiene asintotas verticales.
¢ Asintotas oblicuas:

i () = +eo

2 2
Iim f@ o V=9 A9

X —> —oo X X —> —oo X X —> +0o —X

xé}'n_im [f(x)+x]=xé>'n_1m [Yx? =9+ «] =xé;n+1m Wx?—9—x] =

o (x® =9 — %) (fx* 9 + x) o X =9-x
= Ilim = Ilim =
¥ e «/xz—9+x ¥ e «/x2—9+x

= Ilim i:O

y=—x es asintota oblicua cuando x — —oo.

-1

A S = e

2
lim [ = lim X -9 _

X —> +oo X X —> +o0 X

2 2
lim [f(X)—x]:xé;@w [m_x] - lim (\/x —9—X)(«/x ~9+x) _

— too —> +oo
X + X + /x2_9+x
2 2
- lm w: lim izo

¥ \/36'27—9+.X' ¥ \/36'27—9+X

y=x es asintota oblicua cuando x — +co.
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* Puntos singulares:

r(): 2x — X
fe 2yx* -9 x* -9

fx)=0 = x=0

Como no pertence al dominio de f(x), no hay puntos singulares.

* Cortes con los ejes:

X =—
— Coneleje X = y=0 — {x* -9 —>x2—9=0< 3
X =

Puntos: (-3, 0) y (3, 0)

— No cortaal eje ¥, pues no existe f(0).

3

¢ Grifica:
A v
Y 7/
A 7
N o) 7/
\ N 7
N7
_3 s~
4 N
7/ Ay
7 AY
e Ay
e AY

Q) y=In(x?+4)
* Dominio:
Como x%2+4>0 para todo x, Dominio = R.
e Simetrias:
F(=x) = In(x? + 4) = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
* No tiene asintotas verticales.
¢ Ramas infinitas:

i F = g f69 =

2x
lim S _ lim I+ 4) G +4) H lim 2d 0
X — too0 x T x> oo x T x> oo 1 -

Por tanto, no tiene asintotas de ningun tipo.
Tiene ramas parabdlicas.

* Puntos singulares:

£l =2

X+ 4

f'(x)=0 = 2x=0 — x=0 — Punto: (0, /n 4)

¢ Puntos de inflexién:

£ = 20657 +4) - 2x-2x _ 2% 48— 4i _ 8- 27
(? +4)° (x? +4)? (x? +4)?

x=-2
f'@) =0 = 8-2x2=0<_ 5
X =

Puntos: (-2, n8) y (2, In 8)
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e Grafica:

d)y=In(x?-1)
e Dominio: x2—1>0 — Dominio = (—eo, —1) U (1, +0)
e Simetrias: f(-x) = In (x2-1) = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
* Asintotas verticales:

lim f(x)=—c; lim f(x)=—-c0 — x=-1 7y x=1 son asintotas verticales.
x—-1" x—1*

ol 0=l [0 =

2
Iim f() _ i n(x"—1) H

X —> 400 X X —> +o0 X X —> 400

Tiene ramas parabdlicas.
* Puntos singulares:
fr(x) — 22X
x =1

f'x)=0 = 2x=0 = x=0

No tiene puntos singulares, pues la funcién no estd definida en x = 0.

¢ Puntos de inflexién:

P = 267 —1)=2x2x 2?24y _ 2% -2

(x*—1)? (x* —1)? (x*—1)?
No tiene puntos de inflexién.
* Puntos de corte con los ¢jes:

— Coneleje X > y=0 - In(x*>~1)=0 = x>-1=1

)
x2=2 < z: ﬁf} Puntos: (42, 0) y (/2,0)

— No corta al eje Y, pues no existe f(0).

e Grifica:
‘\ ”
N\ /|
-1 /
\ 11 /
\ [
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Inx
x

e) y=
¢ Dominio: Su dominio de definicién es el intervalo (0, +oo).
¢ Ramas infinitas:

Inx __ — Tiene una asintota vertical en x = 0.

é;m Inx _ 0 — Larecta y=0 esuna asintota horizontal cuando x — +oo.
X +00o X

* Puntos singulares:

Lo lx1 -

’ X —iinx

fe) = 2 =T 2
x x

fx)=0 > 1-lx=0 - x=¢ — f(e) = L Tiene un punto singular: (e,l)
e e

¢ Grifica:

No

X

£ y- <
)
e Dominio: IR — {0}
e No es simétrica.
¢ Asintotas verticales:
lim  f(x)=+oo
x— 0" } .
) Asintota vertical en x=0
lim  f(x)=+o0
x—=0"*

J xﬁ;@m f(x) =0. Ademds, f(x) >0 paratodo x del dominio.

=0 es una asintota horizontal cuando x — —oo.

lim  f(x)=+c0; lim S = +oo. Rama parabdlica.

X —> +oo X —> +oo X

* Puntos singulares:

X2 P Dy _ x-e(x—2) _ e (x—2)

’ [4
[ = A A JE
2
f'(x)=0 = x=2 — Punto (2,%)
e Grifica:
|
/
\ /
/
)4
I, T
/11
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—X
4

gr=_
e Dominio: IR - {0}
* No es simétrica.
e Asintotas verticales:
lim  f(x)=+o00
x— 0" , .
) Asintota vertical en x =0
lim  f(x)=—oo0
x—0"

i, f0) =

lim S

X —> —oo X

= —oo. Rama parabdlica.

xﬁ;nfoo f(x) =0. f(x) <0 paratodo x positivo.

y =0 es una asintota horizontal cuando x — +co.

* Puntos singulares:
, — 7 (x)—e ¥ (-1) eF(x+1)
o D)
f (—X)Z x2

f®)=0 = x=-1 — Punto: (-1, —¢)

¢ Grifica:

—

.

—

~.

h)y= x3 e*
¢ Su dominio de definicién es IR.

¢ Ramas infinitas:

lim x3.e¥=+o0
X —> +oo
x” - e* 2
lim = lim x*.-e"=+o0
X —> +oo X X —> +oo

La funcién tiene una rapa parabdlica de crecimiento cada vez mds rdpido cuando x — +co.

im x3.¢¥=0 — Larecta y=0 es una asintota horizontal cuando x — —co.

* Puntos singulares:
Fx) = (Bx? + x%) e*
F)=0— Bx?+x%e¥=0 - x=-3, x=0
F() = (3 + 6x% + 6x) &*
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f(=3) = (=27 + 54 - 18)¢3 =963 — x=-3 es un minimo relativo.
f(3)=27e2 ~-1,34

f"(0) =0 — x=0 esun punto de inflexién ya que la derivada segunda cambia de signo al pasar

por él.
f0)=0
Los otros dos puntos de inflexién son: x; = -3 + y3 y x,=-3 - 3.
fxp) =-0,57
f(x,) =-0,93
* Grifica:

"
|

i y= %6052x+cosx

* El periodo de cosx es2m yel de cos 2x es m. Por tanto, la funcidn es periddica de periodo 2.
La estudiamos solo en este intervalo.

* Es derivable en todo IR (es suma de funciones derivables).
* Puntos singulares:
(%) = —sen 2x — sen x = —2sen x - cos x — sen x = —sen x (2cos x + 1)
sen x =0

f'x)=0 = —senx(2cosx+1) =0

cos X =—

N[ —

x =0 — Punto: (0, i)
2
senx =0 <

x =T — Punto: <TC, —%)

_2r 2 3
) x-—3 — Punto.< 3 4>
) 4T 4T 3

X = T — Punto: <T, —Z>

* Puntos de corte con los ejes:

— Coneleje V¥ = x=0 — y= 3 — Punto: (0,;)

— Coneleje X = y=0 — cos2x+2cosx=0
cos” x — sen” x + 2cos x =0
cos*x — (1= cos® x) + 2cos x =0

cos” x —1+cos” x +2cos x =0

2c05” x +2c0s x —1=0

cos X =

2+.J4+8 <605x=0,366
4 cos x =—1,366 (no vale)

x=1,2
cos x = 0,366 < 5 09} Puntos: (1,2; 0); (5,09; 0)
x=5,
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¢ Puntos de inflexién:
f"(x) = =2cos 2x — cos x
f'(x)=0 — —2cos2x—cosx=0
“2(cos® x — sen® x)—cos x = 0
~2cos” x + 2sen” x — cos x = 0
“2cos” x + 2(1- cos® x)—cos x=0
—2cos? x +2 — 2cos* x — cos x =0

—4cos® x —cos x+2=0

cos x = 1£41+32 cos x=—0,843 — x1=2,57, x,=3,71
-8 cos x=0,593 — x3=0,94, x4=5,35
e Gréfica:
\ /
\ [ \z 39
\ I \A- “I
T 2m
j)y= Tnx

* Su dominio de definicién es (0, +o0) — {1} para que se pueda evaluar el logaritmo y no se produzca
una divisién entre 0.

e Ramas infinitas:

I =0 — Larecta y=0 esuna asintota horizontal cuando x — +eo.
x Dt [ x

lim 1

x>0 nx

=0, yaque /nx— —co cuando x — 0".

lim 1 _ —oo, lim =+00 — Larecta x=1 esuna asintota vertical.

x—1- Inx x>t Inx

* Puntos singulares:

f'(x) = (1_1/3)62 =— [12 — No tiene puntos singulares ya que la derivada no se anula nunca.
nx xn® x

La funcién decrece en los intervalos (0, 1) y (1, +e0) ya que x- /n? x siempre es positivo en ambos.

f(x) = 12“2422 = ') =0si lnx+2=0 = x=¢72
x*ln” x

La funcién tiene un punto de inflexién en (ez, —%) .

¢ Grifica:

|

|
51 1\

\

/,
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1. Del estudio a la gréafica (asintotas horizontales y verticales)

Hazlo tu. Representa y = f(x):
Dom f=R - {-2}; f es derivable en todo su dominio.

xk;@w fl) =1 xgqrzoo fx) =-1* iz)’;zzz_f(x = 00 zrfrf(x) = _oco
fO)=0; £(7)=0 =0 x=4 f(4)=2; f"'4) <0

I) Por ser derivable en su dominio, es continua en ¢l y no tiene puntos angulosos.
II) En x=-2 lafuncién tiene una asintota vertical y las tendencias nos dicen cémo se acerca a ella.

Larecta y=1 eslaasintota horizontal cuando x — —oo y

cuando x — +co y también se acerca por encima.

Ll
se acerca a ella por encima. ! 6
. ; . 14
Andlogamente, la recta y = —1 es la asintota horizontal |
2
|
!

I1I) Corta al eje horizontal en los puntos (0, 0) y (7, 0). RYERIANAE) 3 46 Ne—
|
El dnico extremo relativo estd en el punto (4, 2) y, ademds, : 2
es un maximo. i ~4
=6

8. Del estudio a la grafica (simetrias y asintotas oblicuas y verticales)

Hazlo tu. Representa y = f(x):
Dom f=R - {-2, 2}; funcién impar.

Hm f@ == i T e o ) - D) =1
S fOsam o 0

FB3)=0; f(x) =0 & x=0; £(0) =0

I) Por ser derivable en su dominio, es continua en él y no tiene puntos angulosos.

II) Por ser impar, es simétrica respecto del origen de coordenadas.
Larecta x =2 es una asintota vertical y, por simetria, también lo es la recta x = -2.
Las tendencias en esta tltima asintota se obtienen por simetria de las primeras.

Por otra parte, la recta y = —x — 1 es la asintota oblicua

i
cuando x — +oo. De nuevo, por simetria, la recta y=—x+1 : 6
es la asintota oblicua cuando x — —oo. i 4
I1I) Corta al eje horizontal en los puntos (3, 0), (0, 0) y (-3, 0), i\\%

siendo este tltimo por simetria.

|
\S)

Finalmente, el punto (0, 0) es el Gnico punto de tangente
horizontal y, por las caracteristicas de la curva, es un punto
de inflexién.

'S

== e BN L ¥

|
N
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3. Representacion de una funcidn racional con asintotas oblicuas

X3

Hazlo tu. Representa la siguiente funcién: y= ———*
P 8t Y -2 2w-1)

 El dominio de definicién es R — {1, 2}.

e Ramas infinitas:

xS

lim ——=——— =1 — larecta y=1 esunaasintota horizontal cuando x — +e0. Lo mismo
FOEE (x=2)"(x 1)

ocurre cuando x — —oo.
3 3

. X
— 00

X lim — =
=17 (x—=2)" (x—1)

O e 1)

+ 00

xf’)

lim ————5———— =+ yaque, al estar x—2 elevado al cuadrado, el signo del cociente no cambia
22 (x=2)"(x-1)

al pasar de un lado al otro de 2 en sus proximidades.
Lasrectas x=1 y x =2 son asintotas verticales.

* Puntos singulares:

f’(x): ( XS )’:3x2(x_2)2(x—1)—x3[2(x—2)(x—1)+(x—2)2]

(x=2)%(x-1) (x=2)* (x—1)?
3 =D -D)-FRE-D+x-2)] 546
(x-2)(x-1)2 (x=2)°(x-1)*
f'(x):O%—5x3+6x2=0—>x=0,x=%
f'<0 . f'<0 . f'<0 . f'>0 . f'<0
f0)=0
8
6\ §> 27
f(g) 6 V(6 ) %
S _2) (&2
(§-2] (£-1)
14 1)
0 |
o |
8 \
p \
o \
\
o} ‘\ ==
-8 -6 -4 -2 4 1012 114 1 16|18

=

oo
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4. Representaciéon de una funcidén racional con ramas parabédlicas

Hazlo tu. Estudia el dominio, las asintotas, los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, los
mdaximos y los minimos para representar esta funcién:
x3

I eo1)?

e El dominio de definicién es IR — {1}.

e Ramas infinitas:

3
lim —*— = 4+o0

x—1 (x—1)2

ya que, al estar x— 1 elevado al cuadrado, el signo del cociente siempre es positivo en las proximidades
de 1. Luego, larecta x =1 es la asintota vertical de la funcién:
8

X X 3x—2

= —*  _—x+2+ — Larecta y=x+2 eslaasintota oblicua de la funcién.
(x—1) (x—1)

J

* Puntos singulares:
£ = 3 (-1 -7 2 1) 3l (x-1D-2¢ _ 3 3.2
(x—1)* (x-1)° (x-1)°

F)=0 > x>-3x2=0 > x=0, x=3
f'>0 | f'>0 | f'<0 | >0

/ 0 / 1 \ 3 /

F0)=0
27
3)= 2L
£6)- 2
| A
2 pa
(o] '/
P \//
o i
[ Ve
= s
o}
b4
Ve
816 |4 227 /
. 19
,//
e
7 T
7 “
pd T
/'/ e
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5. Funcién con valor absoluto

Hazlo tu. Representa la siguiente funcién:
y=lxl-lx=3]+|x+1]
—x si x<0
| =

x six=0

_lx_3|={—[—(x—3)] si x<3 {x—S si x<3

—(x=3) six>3  |-x+3 si x>3

) —(x+1) si x<-1 —x -1 si x<-1
x+1]= x+1 si x2-1 " |x+1 si x2-1
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Teniendo en cuenta los puntos donde cambia de signo cada sumando, sumamos las expresiones y se ob-

tiene:
—x+x—-3—-x-1 si x<-1 —x—4 si x<-1
3 ! —x+x—-3+x+1 si -1<x<0 x—2 si—-1<x<0
y=lxl=lx=3]+|x+1]= x+x—-3+x+1 si 0<sx<3 = [3x—2 si 0<x<3
x—x+3+x+1 si x=3 x+4 six23
o1/
Ny
— — —4N\ =2 / 4

6. Funcidn logaritmica

Hazlo tu. Representa la siguiente funcién sabiendo que tiene un tinico méximo en x = 0:

In(x?+1)

y= x2
1 x=0

, x=0

* El dominio de definicién es IR. La funcién tiene simetria par ya que f(—x) = f(x). Por tanto, basta
estudiarla para valores positivos de x.

e Ramas infinitas:

Iim In(x* +1) _

X —> +oo x2

0

Larecta y =0 es la asintota horizontal cuando x — +co. La funcién estd siempre por encima de la
asintota ya que toma valores positivos.

) 2x

2
ll'm M = g % ll'm g = 1
x—0* x2 0 x—=0* 2x

Puesto que f(0) = 1, la funcién es continua en |R.

La grifica de la funcién es:

RS
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7. Estudio y grafica de otras funciones

Hazlo tu. Representa las siguientes funciones:

x b)y= 2X+
In x* )y -

ex

a)y=

a) ®* Dominio de definicién: R —{-1, 0, 1}

* Tiene simetria impar ya que f(—x) = —f(x). Por tanto, la estudiamos solo para valores positivos de x.
e Ramas infinitas:

X _ -0 — En x=0 tiene una discontinuidad evitable.
x—0 n x2

lim X _ -, lim 5 =400 = Larecta x =1 es una asintota vertical. Por simetria, la

x—1" x—1* .,
In x In x recta x = —1 también lo es.

17 =22 5 lm = +oo

Xweo [y o2 +oo Xwe D yfx?
x
In x* . i1

lim 22— = [ =0 — Tiene una rama parabdlica.

X —> 400 X X —> +oo

In x
* Puntos singulares:

, 2
f'(x)=( x )zlnx =2 5 ix?=2 > x=tt=te

In x? n? (x%)

f@=35, fea=-%

f'>0 | f'<0 f'<0 f'<0 f'>0

/'_5\0\1\5/

b) ¢ Su dominio de definicién es IR. No tiene asintotas verticales.

¢ Ramas infinitas:

lim 2+l o yaque ¢*— 0 cuando x — +oo.
X —> +oo E_x
2x+1
—X
lim —€—— = lim 2*1 _ e 5 Tiene una rama parabdlica.
X —> +oo X X —> +00 xfix
lim 2+l _o - L : fntota horizontal cuand
bm ==——= =0 — Larecta y=0 esunaasintota horizontal cuando x — —co.
X —> —oo -
e
La funcién corta al eje horizontal en x = — L

3

Si x<-— % , la funcién toma valores negativos y estd por debajo de la asintota.
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* Puntos singulares:

fv(x) _ 207" - (2x +1) (_e—x) _ 3+ 2x

(e—x)Z e
fx)=0 — xz—%
f'<0 . f>0
~~ _3
2
3
-=]=-04
3] o
|
1]
>l
I 4
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8. Funciones trigonométricas
Hazlo tu. Representa las siguientes funciones:
= 2 2 b = 1
a) y = 2sen x + cos 2x )y o5 T

a) * Su dominio de definicién es IR. Es periddica de periodo 2.
* No tiene asintotas.
* Cortes con los ejes:
x=0,y=1 = (0,1)

=0 = 2senx+cos2x=0 — 2senx+costx —sen>x=0 — 2senx+1—sen” x —sen” x=0 —

1-43
2

— Sen x =

1-y3 N x:arcsm( )+2/€n:—0,37+2/e7t, ke Z
z x=m 40,37+ 2bu~3,51+ 2k, ke Z

* Puntos singulares:

y'=2cos x — 2sen 2x

9'=0 = cosx—sen2x=0 — cosx—2senxcos x=0 —> cos x(1-2senx)=0 —

cos x=0 x=%+2k7t, x=37n+2k7t, ke Z
.rmx=l - T 51
2 x=g+2kﬂ:, x=?+2kﬂ:, kGZ/

"

y"' = =2sen x — 4cos 2x

x=LT — y"'= —2sen T 4eos T =-3<0 - x=21 esun méximo relativo.
6 6 3 6
TT " T T ,o. .

x=—5 y'= —2sen 5 4eosm=2>0 = x= - € un minimo relativo.

x = S — y"'= —2sen S 4cos om -3<0 > x= S es un maximo relativo.
6 6 3 6

x = 3771 — y"'= 2sen 3% —4cos3t=6>0 = x= Sn es un minimo relativo.
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S deen s Bm D n 3

X = G y—25en6+6053 > - (6’2) 4

x = %, y=25m%+msn=l - <%,1> '\\ . "\
4 \2 \ﬁL

ST e SRy ST 3, (5% 3 W

x—6,y—25m6+c053_2%<6,2) \ /

_3n 9, O __ 3n _

x= =5 y =2sen > +cos3n=-3 — ( 2 3)

QR+

b) ¢ Como el coseno se anula en

con ke Z, el dominio de definicién es IR — { 2k2+ 1 } .

Es una funcién par ya que el coseno lo es. Es periddica de periodo 2.

e Asintotas verticales: x = 2/€—+1, con ke Z.

Estudiamos los casos x = % y x= % y los demds casos se deducen de la periodicidad de la funcién.
lim 1 = —oo, lim 1 = +o0
x—(1/2)* cos Tx x—(1/2)~ cos Tx
lim 1 _, o,  lim = —oo
x—(3/2)* cos Tx x—(/2)~ cos nx
* Puntos singulares:
y'= w, y'=0 > sennx=0 —> x=k, ke Z
cos” mx

2 2 2 2 2 2 2
" - cos x - cos” - X + 21 c SEN TX - COS TUX - SENTIX _ T - COS X+ 2n° - sen” mx

)/ =
cos® mx cos® mx
2 2 2 2
x=0 — y'= B 0+32n 5en”0 72,0 = x=0 esun minimo relativo.
cos” 0
v e cost w4 2n% - sen 2 . .
x=1— y"= 3 =—n“<0 — x=1 esun miximo relativo.
cos’

x=0,y=1— (0,1)
x=1, y=—1 > (1,-1)

Los demds casos se obtienen por periodicidad.

—

—
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1. Descripcidn de una gréfica

Describir la siguiente grdfica dando los elementos necesarios para que un companero la pueda repre-
sentar a partir de la descripcion.

* El dominio de definicién es IR — {1}. Es derivable en su dominio puesto que no presenta puntos angu-
losos.

* Larecta y=4 eslaasintota horizontal cuando x — —co yaque /lim  f(x) =4. Seacerca por debajo
de la asintorta.

Larecta x=1 esla asintota vertical de la funcién. La posicién respecto de la asintota es:

lim f(x) =+
x—1"

lim =—oo
x—1*

Larecta y =x—2 eslaasintota oblicua de la funcién cuando x — +eo. La curva corta a la asintota

7

oblicua en los puntos de abscisas x=2 y x = 5 Después se acerca por debajo de la asintora.

* Los puntos (-1, —1) y (5, —2) son minimos relativos de la funcién.
Solo tiene un méximo relativo, que se encuentra en el punto (3, 2).

* Finalmente, la funcién corta a los ejes coordenados en los puntos: (-2, 0), (0, 0), (2, 0), (4, 0) y (6, 0).

2. Representacion de una funcién logaritmica con valor absoluto

Representar la siguiente funcion:

In|x|
T ox
e El dominio de definicién es IR — {0}.
o . In || . .
La funcidn tiene simetria impar, ya que f(—x) = ——— = —f(x). Basta estudiarla para valores positivos
de x.
, In x| , )
e im =—o0 — Larecta x=0 esuna asintota vertical.
x—0* X
it , . .,
gm =0 — Larecta y=0 eslaasintota horizontal de la funcién cuando x — .
X +oo X
[ﬂlxl ’ l_lnx Six>0
, X ,
= = = =+
s f'(x) . () . — y'=0 = x=te
— si x<0
x
f'<0 . f'>0 f'>0 f'<0

\_e/o/e\
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x=e y= 1 — (e‘, 1) es un maximo relativo ¥
e

1 es un minimo relativo.
e
__’7

—e, —

—_

por simetria,

3. Curva con asintotas
. ., x+1

Representar la siguiente funcion: f(x) = vl

x

e El dominio de definicién es IR — {0}.
/ 4
N +1 = f(x). Basta estudiarla para valores positivos

La funcién tiene simetria par ya que f(—x) =

de x.
4
, x +1 , . .,
e lim =+o00 — Larecta x=0 eslaasintota vertical de la funcién.
x—0* X
4 4
, x +1 ,
lim = Ilim X erl = t+o0
X —> +oo |x| X —> +00 x
x4+l
4 4
, X , x +1 ,
lim I+ = lim = lim x +1 =1
x =3 oo x X — +00 X2 X — +00 .X'4
«/x4+1 , «/x4+1—x2 , 1ot
A - :xgm 7:xé>m ﬁzo
+0o +00 +oo
|| X x(Wx®+1+x9)

Larecta y = x es la asintota oblicua cuando x — +co.

4

3
4#-x— x +1

‘f'(x)=< x4+1>’:2x4+1 :2x4—(x4+1): 2t 1
X xz«/x4+1 xz«/x4+1

2
x
x) =0 A SN LA ¥
2 2

(Hemos calculado la derivada suponiendo que x toma valores positivos).

f'>0 . f'<0 . f'<0 . f'>0
— 1 0 \4\/1 —
2

N2

1
—+1
2 ~ 1,46 — (4\/%, 1,46) es un minimo relativo de la funcién.

T
2 1
J1\
FARN
4 |-D 4
4. Casi la misma funcidon
P |

Representar la siguiente funcion: f(x) =

El estudio de esta funcién es idéntico al anterior, con la salvedad de que la funcién es impar, ya que

[ 4
V) T+ £

fle= 2L
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Para practicar

M Descripcién de una grafica

1 Representa una funcién continua y derivable en IR tal que:

m | f(x) = 400 Jim | f(x) = - f() =1, f'(x) 20 para cualquier x, f'(2) =0

f

2 De una funcién y = f(x) tenemos la siguiente informacién:

D=R-{1, 4}
lz'n;_f(x) = 400 lz'n{+f(x) =—o0 lz'nz_f(x) =—o0 lz'irz+f(x) = 400
xé;rizwf(x)=0 si x— +oo, f(x)>0 si x> —o0, f(x) <0
f2=0, f2)=-1; f'(-1) =0, f(-1)=-1
Represéntala.

4

P e =R

3 Dibuja la grifica de una funcién continua y derivable en R de la que se conocen los siguientes

datos:
i, [ == din, 169 =+

fx)=0six=-2,x=0,x=3, x=4 f2)=25 f(0)=0; f(3) =55 f(4) =4
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escribe las siguientes funciones indicando su dominio, sus simetrias (si las tienen), sus asintotas

4 Describe las siguientes fu dicando su d tri las t intot
y ramas infinitas, sus puntos singulares y los intervalos de crecimiento y decrecimiento. Hazlo
dando valores de la funcién, de su derivada y de ciertos limites.

a) b)
2 |
— L -2 )
N [ /n i
\|/ |
|
|
|
° d) 117
[t/
\ 7
1 i
A 12
y 4 |
A |
Pz |
7 [

a) * Asintota horizontal: y = 2.

Asintota vertical: x = 0.
M S0 =2 i £ =2
(si x = —o00, f(2) <25 si x— +o0, f(x)<2)
Z’ = —09; // = —00
Jm f@) = —eos lim [0
* f(x) no tiene puntos singulares.
* Decrece en (—o0, 0) y crece en (0, +oo)
b) ¢ Asintota horizontal: y=-2.
Asintota vertical: x = —2.
i f6=-2 i f) 2
(si x> —c0, f(2)>=2; si x— +o0, f(x)>-2)
lim  f(x)=+o0; lim f(x)=—oo
x—> =27 x— 2%
* Puntos singulares:
£(0) = 0; A(0) = 1. Mdximo en (0, —1).
* Creciente en (—oo, —=2) U (=2, 0) y decreciente en (0, +o).
¢) * Asintota horizontal: si x — +o0, y=0.
i, S0 =iy f69=0
(si x = +o0, f(x)>0)
* Punto singulares:
f'(0) =0; f{0) = 0. Minimo en (0, 0).
f'(2)=0; f(2) =1. Mdximo en (2, 1).

* Decreciente en (—e0, 0) U (2, +0) y creciente en (0, 2).
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d) * Asintota vertical: x = 2.
/, = oo; // = — 00
Jim_f0) = v lim [0
* Asintota oblicua: y=x
(si x > —oco0, f(x)>x; si x— +0o0, f(x) <x)
* f(x) no tiene puntos singulares.

e Creciente en (—oo, 0) U (2, +00).

M Caracteristicas de las funciones

5 Indica el dominio de cada una de las siguientes funciones:

a)y=—x2+3x+4 b)y=ﬁ Q) y=In(4-x)
x_

arc cos (x — 2) tgx tg? x -1
a) Para que se pueda definir la funcién, el radicando debe ser no negativo.
—x2+3x+4>0 — El dominio de definicién es el intervalo [~1, 4].
b) Para que se pueda definir la funcién, el radicando debe ser positivo.
3x—21 >0 — El dominio de definicién es el intervalo (7, +oo).

¢) Para que se pueda definir la funcién, el argumento del logaritmo debe ser positivo y, ademds, x>0
para que exista la rafz.

4—Jx >0 > Jx <4 — x debe estar en el intervalo [0, 16).
d) Por una parte, -1 <x-2<1 — 1 <x<3.

Teniendo en cuenta que arc cos 1 =0, el dominio de definicién es el intervalo [1, 3).
e) La tangente no estd definida cuando x = % +kn, con ke Z.
Ademds, la funcién no estd defiida cuando zgx =0, es decir, cuando x=kn con ke Z .

2
f) Para que la funcién esté bien defiida, debe ser #g? x— 1> 0.

Por tanto, el dominio de definicién es IR — {ﬂ} .

Por otra parte, la funcién es periddica de periodo =.

Dentro del intervalo (— Ly %), th x—1>0 cuando xe LU

T n T
2 A e ( 4’2 ) '
Usando la periodicidad, el dominio de definicién es la unién de todos los intervalos de la forma

_T _T n n 7
< 2+k7‘c, 4+/e7t>U<4+ch,2+krc> con ke Z.

6 Estudia la simetria de las siguientes funciones:

a)y=x24+1 b)y= x2x_3 ) y=1tgnx

d)y = el*l e)y=x2|f|2x f)y=2c'os%

a) f(=x) = (%)? + 1 = f(x) — Funcién par. b) f(—x) = _7’; =—f(x) — Funcién impar.
—x)“ =3

o) f(—x) = #g [n(—x)] = —f(x) — Funcién impar. d) f(—x) == el=l = f(x) — Funcién par.

e) f(—x) = = 2|—_x|2 = = x2|f|2x — No es simétrica. ) f(—x) = 2cos _Tx = f(x) — Funcién par.
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7 Determina el periodo de cada una de estas funciones:

a) y = sen 3x b) y = sen 21x ©y=tgnx
d) y = sen x + cos 2x e)y=cos<%x>-senx f)y=sen(x2+1)

a)f(x + 23—7t> = sen [3(96 + 23—7t>l =sen (3x + 2n) = sen 3x = f(x) — Su periodo es 2?71

b) f(x+1)=sen[2n(x +1)]=sen 2nx + 2n) = sen 2nx = f(x) — Su periodo es 1.
o fle+l)=tg[n(x+1)]=1g (nx +n)=tg mx = f(x) — Su periodo es 1.
d) f(x+2n)=sen(x +2n) + cos [2 (x + 27)] = sen x + cos(2x + 4n) = sen x + cos 2x = f(x) — Su periodo es 2m.

e) f(x) = cos %sen x

X

cos = es periddica de periodo 2 _y4,

/2
sen x es periédica de periodo 2.
Por tanto, la funcién dada no puede ser periédica.
f) Para que sea periédica de periodo 7, debe cumplirse que:

[+ T) =sen ((x + T2 +1)=sen (x2+2Tx+ T?+ 1) = f(x) = sen (x2 + 1+ 2kn) pero esto no es posible
ya que no se puede hallar el hipotético periodo independientemente de x.

8 Halla las asintotas verticales de estas funciones e indica la posicién relativa de cada curva respecto
a ellas:

x4l b) v = 2x -2 _ 1
V= x?-1 )y= x2-9 )= In x
dU:M gy=—1 fy=—1

x%—2x 1-sen® x cos .
2

a) Tiene dos posibles asintotas verticales ya que su denominador se anula cuando x=1 y x=-1:

x2 41 x%+1

lim 2% =400, lim 2T = —oo
x—-1" x2 _1 x—o-1* x2_1
2 2
lim L ol L
x—1- x2_1 x—1* x2_1

b) Tiene dos posibles asintotas verticales ya que su denominador se anula cuando x=3 y x=-3. La
y: y
posicién de la funcidn respecto de las asintotas debe tener en cuenta el dominio de definicién, que es

(_°°’ 3) U (3’ +°°)'
[z’m 2x —2

x— -3 /x2_9 x—3* x2_9

¢) El dominio de definicién es (0, +o0) — {1}.

lim -1 -0 = En x=0 no hay asintota vertical.
x—0* Inx

lim 1 _ —oo, lim 1 4o — Larecta x=1 esla asintota vertical de la funcién.
x—>1" Inx x—>1* Inx

d)y- xx—=1)  x(x-1) x_1

2 e " x—2) " x_2 salvo en el punto x = 0.

Por tanto, en x =0 tiene una discontinuidad evitable. En x =2 tiene una asintota vertical y la po-

sicion es:
lz'm x—1 = —oo, [z’m x—1 = 400
x—=2-x—2 x—=2t x—2
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2x=1, esdecir, cuando x= L + kn, con ke Z.

2

= +00 yaque 1 —sen? x>0 salvoen losvalores de x donde estan las asintotas

e) El denominador se anula cuando sen

1

S @/2)+kr 1= sen? .
x> (wl2) sk 1 sen” x verticales.
f) El denominador se anula cuando cos % =0, es decir, cuando x=mn + 2kn, con ke Z.

Como la funcién es periddica de periodo 4w, estudiamos las asintotas verticales x =7, x=3n y las
demds se obtienen usando la periodicidad.

+ 00

>

= im =
x— 7~ cos xI2 x—n* cos xI2

— 00

+ oo

>

= im =
x— 31~ cos xI2 x— 31+ cos xI2

M Funciones polinémicas

9 Estudia y representa las siguientes funciones:

4 4 5
= x3 +3x2 = x3 — 3x2 _x1_ 9.2 L At
a)y=x"+3x b)y=x>-3x"+5 0y i 2" +10 d)y G
e) y=x>-5x3 f)y=(x-1)3-3x g)y=x4—4x2 hy=1-(x-1)3
al)’y=x3+3x2
e Ramas infinitas:
gy f0)= v _lin_fi =~ ~

* Puntos singulares:
F(x) = 3x% + 6x; 3x2 +6x=0 — x(3x+6) =0
x=0, £(0)=0 — (0,0) es un minimo. l
< x=-2, f(-2)=-8+3-4=4 — (-2,4) es un miximo.

* Representacion:

a
“d

N

|
I

b)y=x3-3x2+5

e Ramas infinitas:

im f() =wess lm f(x) = —oo T f
* Puntos singulares: v

f(%) =3x%2—6x; 3x>—6x=0 — x(3x—6) =0

<x=0, f(0)=5 — (0,5) es un maximo. l

x=2, f(2)=1 = (2,1) es un minimo.

* Representacion:

S
[

1
1
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4
Q) y= %—%x2+10

e Ramas infinitas:
i @ = vees lm f@) < e N

* Puntos singulares:

3
f(x) = 4%—%-29c:x3—9x; X —9%=0 - x(x*-9)=0

x =0, f(0)=10 — mdximo en (0,10).
x=3, f(3)=—41/4 — minimoen (3,-41/4).
x=-3, f(-3)=-41/4 — minimoen (-3,-41/4).

* Representacion:

1
1

(=)

——
SR

3 3
sty
dy="¢

e Ramas infinitas:

lim f(x):—oo; xéz;rfoo f(x)=+oo

X —> +o0
* Puntos singulares:

£ = 6—14(20x3 — 5x%); 6L4(20x3 —5x%)=0 = x3(20-5x) =0

x=0, f(0)=0 — minimoen (0,0).
<x=4, f(4)=4 — mdximoen (4,4). l

* Representacion:

s
|
/[ 1\
/
|
e) y=x>—5x3
e Ramas infinitas: N T

i f) v i f0) = e
* Puntos singulares:
f'(x) = 5t 2 15x% Skt —15x% =0 — 5x2(x* —3)=0

x=0 — £(0)=0
x={3 = f(3)=13°-5{3%-93-153--63 |
x==\3 = f(=3)=={35+5{37=93+15/3-6/3

Tiene un maximo en (—y3, 6y3), un minimo en (Y3, —643) y un punto de inflexién en (0, 0).
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* Representacién:

1
I

|
|
|
\

-1

I

£) y=(x—1)%-3x
e Ramas infinitas:

lim f(x) = +o0; xgnfoo f(x) - — oo

X —> +o0
* Puntos singulares:
f'(x) =3(x— 1)2-3; 3(x—=1)2-3=0 —

2 x=0, f(0)=—1 — (0,-1) es un mdximo. l N
e-1)7=1 <x=2, f(2)==5 — (2,-5) es un minimo.

* Representacién:

g) y=x* - 4x?

* Por ser una funcién polinémica, su dominio es IR.
* Es simétrica respecto del eje vertical.
* No tiene asintotas. En el infinito, tiene ramas parabdlicas de crecimiento cada vez mds rdpido.
f'(x) = 4x3 _ 8x, f'x)=0 — 4x3_8x=0 = x=—42, x=0, x= 42
F<0 f50 . f<0 f50
e e
x=—y2, y=(=42)* -~ 4(-2)* = -4
x=0,y=0
x= 42, y=—4

Los puntos de corte con el eje horizontal son las soluciones de:

x4 4x2-0 5 x=-2, x=0, x=2

* Representacién:

a

o}
z
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h)y=1-(x- 1)3
* Por ser una funcién polinédmica, su dominio es IR.
* No tiene asintotas. En el infinito tiene ramas parabdlicas de crecimiento cada vez mds rdpido.
f'(x) = -3(x— 1)2, fx)=0 — x=1
* Es decreciente en (—oo, 1) y en (1, +c0) ya que la primera derivada es negativa salvo en x = 1.
x=1—>y9y=1
* Corta a los ¢jes en los puntos (2, 0) y (0, 2).

* Representacion:

10 Estudia las ramas infinitas, intervalos de crecimiento y de decrecimiento, médximos, minimos y
puntos de inflexién de las siguientes funciones. Represéntalas griaficamente:

a)y=3+2-%3 b)y=2-(x-3)* y=@+1)°-5
dy=3-(1-x>3 e)y=xx-1)(x+3) Hy=(x-22(x+1)x3
al)y=3+(2—x)3

A [ = ‘

e Ramas infinitas
X Ll;?—ioc f(x) =tee

* Puntos singulares:

) =-32-%% 32-%?=0 > x=2; f2) =3
£<0 £<0
~— 2 T

f es decreciente en IR.

Signo de f":

No tiene médximos ni minimos.
* Puntos de inflexién:
(%) =6Q2-x); 6Q2-x)=0 > x=2; f(2)=3
f'>0 f'<0
/TN
El punto (2, 3) es un punto de inflexién con tangente horizontal (f"(2) =0 y f"(2) = 0).
* Grifica:

Signo de f™:
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b)y=2—(x—3)4
lim  f(x)=—oo

X —> +oo

L 9=

e Ramas infinitas

p : 4 N\
* Puntos singulares:

fx) =—4(x=3)% —4(x-3)%=0 - x=3; f3) =2

£>0 f<0
VRN

[ es creciente en (—oo, 3) y decreciente en (3, +o0).

Signo de f":

Tiene un mdximo en (3, 2).
 Puntos de inflexién:
Flx) ==12(x = 3)% —12(x=3)?=0 — x=3; f(3) =2
<0 F'<0
2 YV

No tiene puntos de inflexién.

Signo de f™:

e Grifica:

—
I

c)y=(x+1)6—5
lim  f(x)=+c0

X —> +o0

e Ramas infinitas
< lim_ f()=+os

* Puntos singulares:

F) =60+ 1)% 6(x+1)°=0 - x==1; f(=1) =5

<0 >0
\ -1

f es decreciente en (—eo, —1). Es creciente en (—1, +o0).

Signo de f":

Minimo en (-1, =5).
* Puntos de inflexién:
F(x) =300+ D% 30(x+1)* =0 = x=-1; f(-1)=-5
f'>0 f'>0

Signo de f™: 1

—

No tiene puntos de inflexién.
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e Grifica:

d)y=3-(1-x?> t
lim  f(x)=+o0

. . X —> +oo
* Ramas infinitas < p »
im  f(x)=—oo
dm f
* Puntos singulares:

f'(x):3(1—x)2; 3(1-x%=0 > x=1; f(1)=3

£>0 £50
S S

[ es creciente en R.

Signo de f":

No tiene maximos ni minimos.
¢ Puntos de inflexién:
() ==6(1-x); -6(1-x)=0 — x=1; f(1)=3

f'<0 >0
1

N\

(1, 3) es un punto de inflexién con tangente horizontal, puesto que f'(1) = 0.

e Grifica:

Signo de f™:

T ———

(°N)

|
|
|
I

e) y=x(x—1)(x+3)
lim  f(x)=+o

X —> +o0
Xél)moof(x):_oo

Tiene dos ramas parabdlicas de crecimiento cada vez més rdpido.

e Ramas infinitas

* Puntos singulares:

(%) =(c—Dx+3) +x(x+3) + x(x—1) = 3x2 +4x -3

fx)=0— 3x2+4x-3=0 > x= _2_3‘/3’ x=_2+‘/ﬁ

3
e Es creciente en (—m,%‘/ﬁ) y en <ﬂ) +oo>'

3
2-J13 _z+m>
3 ’ 3 ’

Es decreciente en (
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_ % ~-1,87, y=6,06 — (-1,87;6,06) es un méximo relativo.
_ % ~0,54, y=-0,88 — (0,54; —0,88) es un minimo relativo.

¢ Puntos de inflexién:

f'(x)=6x+4; ["(x) =0 > 6x+4=0 — x=—2

3
x_—3 y=2,6 = —3,2, es el punto de inflexién.
* Corta a los ejes coordenados en los puntos x=0, x=1y x=-3.
* Gréfica: 171
\"[
[T\l 1]
| |
Mo
Al
-6 412 Y.
£) y= (x=2)2 (x+ 1)x3
n_ f@)=re __ | -
X oo Tiene dos ramas parabdlicas de crecimiento cada vez

e Ramas infinitas
lim x) = +00 mds rapido.
im | f(o)=+eo p

* Puntos singulares:

f'(x) = ((e=2)%(x+ Dx3)'=2(x=2)(x + Dx + (x=2)%3 + (x + D(x—2)? 3x2 =

= 6x0 — 15x% + 12x2
l_m, x=0, x= 1+«/ﬁ) x=2
4 4
f'<0 | f'>0 | f'>0 | f'>0 | f'>0
~1-\T7T— 0 T T 2 _—
4

4

fx)=0 — 6x° —15x% + 12x2=0 — x=

~-0,78, y=-0,81 — (-0,78;-0,81) es un minimo relativo.

~1,28, y=2,48 — (1,28;2,48) es un miximo relativo.

x=2, y=0 — (2, 0) es un minimo relativo.
* Puntos de inflexién:
f(x) = 30x% — 60x3 + 24x; f'(x)=0 — x=0; x=1,73; x=0,83; x=-0,56
Los puntos de inflexién son (0, 0); (1,73; 1,03); (0,83; 1,43) y (-0,56; —0,51).
* Corta a los ejes coordenados en los puntos x=2, x=-1y x=0

e Grifica:
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M Funciones racionales

11 En las siguientes funciones, estudia su dominio, asintotas y posicién de la curva respecto de
estas, y represéntalas a partir de los resultados obtenidos:

Dy by= 2 o
2_
d)y=xx1 o) y-= x2x+1 f)y=x+%
X h X . 4x*
= = 1 ==
8y 1-x2 )y (1-x)2 )y 1+

a) * El dominio de definicién es IR — {0}. Tiene simetria par.
e Asintotas verticales:
lim L - la funcié iti do su dominio. L =0 eslaasi
im —5 =+eo porque la funcién es positiva en todo su dominio. La recta x = 0 es la asintota
X —> . .«
X vertical de la funcién.
¢ Asintotas horizontales:

lim LZ =0 — Larecta y=0 eslaasintota horizontal cuando x — +oo vy, también, por

X —> +oo X . ,
simetrfa, cuando x — —oo.

La funcién estd por encima de la asintota por
ser siempre positiva.

¢ Grifica:

IS

~——
—

4 .y 4

b) * El dominio de definicién es R — {1, 1}.
¢ Asintotas:
M f0 =0 i £ =0
y=0 esasintota horizontal.
(si x = —o0, fi(x)>0; si x— +o0, f(x)>0)

lim  f(x)=+o0

x = -1"

lim  f(x)=—o0

x—-1"

x =—1 es asintota vertical.

lim  f(x)=—oo
x—1" A .
x =1 es asintota vertical.

/z'm+ f(x)=+o0

x —>1

e Grifica:

—
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¢) * El dominio de definicién es R —{-1, 1}.
¢ Asintotas:

M f@ =0 i £ =0
(si x > —o0, f(x) <0; si x> +o0, f(x)>0)
y =0 esasintota horizontal.

lim  f(x)=—o0
x = -1"

) x=-1 esasintota vertical.
lim  f(x)=+o0
x—> -1

lim  f(x)=—oo
x—1" | , al
x =1 es asintota vertical.
lim  f(x)=+oo
x—1*
o Grifica:

d) ¢ El dominio de definicién es IR — {0}.
* Asintotas:
lim  f(x)=+oo
x—>0"

lim | f(x)=—oo

x—0

x =0 es asintota vertical.

y=x es asintota oblicua.

(si x = —o0, f(x)>x5 si x—> +oo0, f(x)<x)

e Grifica:
d
//
4
o) 7/
174
A0 1]
y4
)4
)

¢) * El dominio de definicién es R.
¢ Asintotas:

No tiene asintotas verticales.
M f@ =0 i £ =0

(si x> —o0, f(x) <0; si x> +o0, f(x)>0)
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e Grifica:

f)  El dominio de definicién es IR — {0}.

¢ Asintotas verticales:

lim (x + L) = +oo porque la fraccién es positiva en todo su dominio.

x—0 x2
Larecta x=0 es la asintota vertical de la funcién. /
No tiene asintotas horizontales. S
S
. . \[ [~
* Asintotas oblicuas: NEAEZ
| ,
’ . 7/
fx) = x+ % — Larecta y=x eslaasintota oblicua. / -
X 7/
1 y DENES Ny S <
Como f(x) — x= — >0 salvo en x =0, la funcién P
X /
. , . y4 N
queda por encima de la asintota oblicua. P2 -
yZ
7
a 4

g) * El dominio de definicién es IR — {-1, 1}. La funcién tiene simetrfa impar.

¢ Asintotas verticales:

3
lim —*— =+oo
x—>17 1 -« i . . i
, x=1 esasintota vertical. Andlogamente, por simetria, lo es la recta x =—1.
lim —*— -

No tiene asintotas horizontales.

¢ Asintotas oblicuas:

3
f6) = —— =x— —=*— — Llarecta y=-x eslaasintota oblicua.
1-x x“—1
Six— +o0, fx) —(—x) = —+ <0 — La funcién queda por debajo de la asintota.
x p—
Six——c0, fx)—(—x) = — zx >0 — La funcién queda por encima de la asintota.
x“ =1
\\\
“\
\\ a
N Ji
N/
N o}
AN
AN
N |
NWi
2 AN
[ N
| N
o) AN
AN
NS
[ N
AN
AN
AN
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h) ¢ El dominio de definicién es R — {1}.

¢ Asintotas verticales:

3
lim xiz = +oo ya que el denominador es no negativo.
x—1 (1 _ .X’)

Larecta x=1 es una asintota vertical de la funcién.
No tiene asintotas horizontales.

¢ Asintotas oblicuas:

X 3x —2 , .
fx) = (142 =x+2+ W — Larecta y=x+2 eslaasintota oblicua.
Si x— +o0, flx) —(x+2) = % >0 — La funcién queda por encima de la asintora.
x —
Si x> —o0, flx) —(x+2)= % <0 — Lafuncién queda por debajo de la asintota.
x —
e Grifica:
| yia
Q /7
3
-8 -6 -4 ,Z 4 0]
s 1
74NRE
.l 4
VY ,7,
P '/ =6
// 9

i) * El dominio de definicién es IR. Es una funcién par.

¢ No tiene asintotas verticales.

4X2 =0

lim Z

X —> +oo 1+x

Larecta x=0 eslaasintota horizontal de la funcién cuando x — +oo.

La funcién queda por encima de la asintota por ser positiva salvo en x = 0.

o Grifica:

Wi
[
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12 Representa estas funciones estudiando previamente su dominio, asintotas, ramas infinitas y ex-
tremos relativos.

-1 by *=D - 8-2x & ye F@x-1)
)y (x-1)(x-3) )y x(x-3)(x+4) )y x(x—2) )y (x-2)(x+1)
a) ® El dominio de definicién es R — {1, 3}.

¢ Asintotas verticales:
lim — L +oo
x—1" (x—l)(x—3)
) x=1 es asintota vertical.
lim ————5v=—
A @D -3)
lim — 1 .
sz (x=1)(x—=3)
. x =3 es asintota vertical.
R R
¢ Asintotas horizontales:
im ——L1 0 - Larecta y=0 eslaasintota horizontal cuando x — +oo.

¥=re (x—1)(x = 3)
La funcién queda por encima de la asintota cuando x — +co y cuando x — —oo.

e Extremos relativos:

) _ 4 ,
JAOE 2+ L f0=0 > x=2
[ —1) (x - 3)]°
x=2, y=-1
f'>0 . f'>0 . f'<0 . f'<0
A T A N
e Grifica:
/ \
i \
— N
MY I

b) ¢ El dominio de definicién es R —{-4, 0, 3}.

¢ Asintotas verticales:

[Z’m L = +oo
x> -4 x(x—3)(x +4)
. x=—4 es asintota vertical.
x —

e e d) T
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\

lim _oox=1 oo
x>0 X0 —=3)(x+4)
) x =0 es asintota vertical.
lim ———— — 4o
x50t X(x—=3) (e +4)
lim . oox=1 - oo
x5 X —=3)(x+4)
x =3 es asintota vertical.

Iy ——x=L
v o3t x(x=3)(x+4)

¢ Asintotas horizontales:

im ——*=1 0 - Larecta =0 es laasintota horizontal cuando x — +oo.
x=xeo x(x—=3)(x+4)
La funcién queda por encima de la asintota cuando x — +oo y cuando x — —co.
* Extremos relativos:
, 2(’ + 5% +x—6)
f)== 2 2
x“(x—3)"(x +4)

f0)=0—> x?+x2+x-6=0 - x=-1,69; y=-0,15

f'>0 | f'>0 | f'<0 | f'<0 | f'<0
/'—|4/'—1:69\(|)\é\

* Corta a los ejes en (1, 0).

e Grifica:

N

N

¢) * El dominio de definicién es R — {0, 2}.

e Asintotas verticales:

Lim 8=2x _
x—0" x(x—=2)
oo x =0 es asintota vertical.
lim -8 —=4X _ _
x— 0" x(x—2)
lim 8=2%_ __
x—2" x(x—=2)
x =2 es asintota vertical.
8=2x _,
x— 2" x(x — 2)

¢ Asintotas horizontales:

8 —2x

im =0 — Larecta y=0 eslaasintota horizontal cuando x — +oo.
x> x(x—2)

La funcién queda por debajo de la asintota cuando x — +oo y por encima cuando x — —co.
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¢ Extremos relativos:

vy 2(x* —8x+8)
A xz(x—Z)2 ’

x=4-242 =1,17, y=-5,83
x=4+242 =683, y=-0,17

f'x)=0 — x2—8x+8=0 - x=4-242, x=4+242

F50 0 f50 0 f<0 . f<0 . f'50
— (I) /4—5\5\ I2 \4+|2\/§/

* Corta a los ejes en (4, 0).

* Gréfica:

N Se

=

gl
1]
l

d) * El dominio de definicién es R — {1, 2}.
e Asintotas verticales:

2
2x —1)
X Cx=1)
xo-1" (x=2)(x+1)
x=—1 es asintota vertical.
g Q=1
x—-1" (x=2)(x+1)

2
2x —1)
I xQx-1)
ximz‘ (x=2)(x+1)
x =2 es asintota vertical.
I x*(2x —1)

m = -t
x—2" (x=2)(x+1)

¢ No tiene asintotas horizontales.

¢ Asintotas oblicuas:

2
fx) = % =2x+ 1+ % — Larecta y=2x+1 eslaasintota oblicua.
x—2)(x+ x+1)(x—
Six—= 40, fl)—(2x+1) = % >0 — Lafuncién queda por encima de la asintota.
x+1)(x—
Six——oo, flx)—(2x+1) = % <0 — Lafuncién queda por debajo de la asintota.
x+1)(x—

¢ Extremos relativos:

[ =

x(2x7 — 4x* —11x + 4)
(x—2)%(x+1)?

"(x) =0 2% —4x?—11x+4) =0
f® = x(2x x x+4) - {2x3—4x2—11x+4=0 — x=0,33; x=3,43; x=-1,76

5]
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e Grafica:
7
0 /
8 /
Ve //
/
/
— — — 2 4
5\
/ \
/ 4
/ Ve
//' ™
/ Q
7O
74 0
A%
/4

13 Representa las siguientes funciones racionales:

2 2 _
V=57 by = 202 0=t
3_x2- 3_7x*+6 3 _3x2 _9x +22
dy= X=X —4x+4 _ X -7x°+6 v X
)J’ 243 e)y xt a2 )J/ X —x2-2x

Recuerda que si se simplifica una fraccién dividiendo numerador y denominador por (x — a),
hay una discontinuidad evitable en x = 4.

a) * El dominio de definicién es IR.
e No tiene asintotas verticales.

e Asintotas horizontales:

2
lim xz——x+1 =1 — Larecta y=1 eslaasintota horizontal de la funcién.
XA i x+ ]
2
X —x+1 —2x
flx)-1= 5 —l=—
x“+x+1 x“+x+1
Six—+o0, flx) —1= z_i <0 — La funcién queda por debajo de la asintota.
X +x+1
Si x——co, flx)—1= Z_i >0 — La funcién queda por encima de la asintota.
x“+x+1

¢ Extremos relativos:

: 2(x* 1) , f'>0 F'<0 £50

)= =", f0)=0 > x=-1, x=1 I I

f (.X'2+.X‘+1)2 f / -1 \ 1 /

1

=—1, y=3; x=1, y= ~

x y=3; x y=3
* Griéfica:

/
EPZdRR
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b) * El dominio de definicién es R — {1}.

e Asintotas verticales:

lim 962—2x+2:_<>o
x—1"  x-—1
x=—1 esasintota vertical.
Lim 902—2x+2=+(><>
x—1* x—1

e No tiene asintotas horizontales.

e Asintotas oblicuas:

2
fx) = E Sl L P2V (D SN G y=x—1 eslaasintota oblicua de la funcién.

x—1 x—1
Si x— 400, flx)—(x=1) = 1 > 0 — La funcién queda por encima de la asintota.
x p—
Si x— =0, flx)—(x=1) = 1 T < 0 — La funcién queda por debajo de la asintora.
x f—

e Extremos relativos:

f’(x)= x*—2x+2 _ x(x=2)

f'(x)=0 > x=0, x=2

- 5
x-1 (x—1)*
f'>0 . f'<0 . f'<0 . f'<0
/ 0 \ 1 \ 2 \
x=0, y=-1; x=2, y=2
e Gréfica:
/
T ///
\ S
'/
) Ve
7/
Ve
7/
7
- ) 4 /4
7/
Ve
4 o)
Ve
/l
d |
4
yd T
///

¢) * El dominio de definicién es IR.
e No tiene asintotas verticales.
¢ Asintotas horizontales:

lim 3x% 4 x—2

2
X e x“+1

=3 — Larecta y=3 eslaasintota horizontal de la funcién.

2
f(x)—3: 3x ;x—2_3:x2—5
x“+1 x“+1

Si x— +o0, flx)—3= xz— > >0 — La funcién queda por encima de la asintota.
x“+1

Si x——o0, flx)—3= ;:2%51 <0 — Lafuncién queda por debajo de la asintota.
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¢ Extremos relativos:

2
f'(x)zw,f'(x)zo — x2+10x+1=0 — x=5- 426, x=5+ {26

(x2 +1) 2
f'<0 | f'>0 | f'<0
\ 5— \/%/ 5+V26 \
x=5-426 =-0,1, y=-2,05 P /]
x=5+ 426 =10,1, y=3,05 SRR AEANIEER
e Grifica: i
d) » El dominio de definicién es R — {0}.
¢ Asintotas verticales:
lim X —xt—x+4 __
x—0" 2x3
x =0 es asintota vertical.
lim M——X’A = 400
x—0* 2x3
* Asintotas horizontales:
3 2
m X=X —xrd 1y e y= L e51a asintota horizontal de la funcién.
X —> 400 236'3 2
 xt—x+4

1 _ P2 -x"-x+4 1
e 2 2x° 2 2x°

2
Si x— +oo0, filx) - % = _362_7’3“'4 <0 — Lafuncién queda por debajo de la asintota.
x
2
Si x—> —oo, flx)— % = _362_7’3“'4 >0 — La funcién queda por encima de la asintota.
x

e Extremos relativos:

2
f') = ’“*;%u,f'(xpo — x242x—12=0 = x=-1- 13, x=-1+ {13
X

f'>0 f'<0 f'<0 f'<0

/y—l—l\/ﬁ \ (I) \ —IL\/E \ |

3 2
1 (T3 =46, 5= (46746 +46+4 _(s0ps)
_2.4,63

x=-1+ 413 =2,6, y=0,35

e Grafica:
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e) * El dominio de definicién es IR —{-1, 0, 1}.

3 2 _ 2 Gy 2
* flo)= X —47x 2+6 _ 21)(x 6x-0) _x 2—6x—6 salvo en x =1, donde presenta una
X =X x“ (e =1)(x +1) x“(x+1)  discontinuidad evitable.
3 2 2
lim X —7x"+6 _ lim X 2—6x—6=_£
x—1 X4—X2 x—1 X (x+1) 2

¢ Asintotas verticales:

x> —6x—6 _
T 2, L T
x>-17 x"(x+1) ) ]
x=—1 esasintota vertical.
x> —6x—6 N
X OX=0 e
x—=>-1" x“(x+1)
lim x2—6x—6=_°°
x=0" x*(x+1) . )
x =0 es asintota vertical.
2
m X —=0x-6 __

x =07 xz(x+1)

e Asintotas horizontales:
x> —6x—6
x=reo (2 (x+1)

Si x = +o0, f(x) >0 — La funcién queda por encima de la asintota.

=0 — Larecta y=0 eslaasintota horizontal de la funcién.

Si x = —co, f(x) <0 — La funcién queda por debajo de la asintota.

¢ Extremos relativos:

3 2
fllo)= =% +12x +24x+12,f'(x)=0 - x3+12x%+24x+12=0 — x=13,8

X (x + 1)2
x=13,8; y=0,036
e Grifica:
— -4 | — Je 4

fan)

f) » El dominio de definicién es IR — {1, 0, 2}.
'f(x) _ X3—3X2—9X+22 _ (x—2)(x2—x—11) _ xz—x—ll

salvo en x =2, donde presenta

3 2 - _ B

X7 —x" =2 x(e+1)(x=2) x(x+1) una discontinuidad evitable.
oy X3 =9x422 k' ox-11_ 3
x—2 x3_x2_2x x—2 x(x+1) 2

¢ Asintotas verticales:

lim X’ —x—11 o
x—-17 x(x+1) ) '
) x =—1 es asintota vertical.
lim X =x=11_

x—-1* x(x+1)
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2
lim X —X—1% —x—11 =+o0
x—0" x(x+1) ) .

§ x =0 es asintota vertical.
Y X =x=11 _

x>0t x(x+1)
¢ Asintotas horizontales:

2
lim X —x—11

=1 — Larecta y=1 eslaasintota horizontal de la funcién.
x—+eo  x(x+1)

2
f)-1=% —x—11 __ =2x-11

x(c+1) T ox(x+1)
Six—= 40, flx)—1= % <0 — La funcién queda por debajo de la asintota.
x(x +

Six—=—oo, flx) —1= _2(964_%)1 >0 — La funcién queda por encima de la asintora.
x(x +

¢ Extremos relativos:

2
Fll= 24220411 oy o0 5 20242254+ 1120

x2(9c+1)2
x = L&/ﬁ ~-10,5; y= 1,1
2
ve ﬂ ~0,53; y=40,9
f'>0 . f'<0 . f'<0 . f'>0 . f'>0 . y'>0
—11-3411 —11+ 3411
2 2
e Grifica:
-8 -6 -4 | — / /
ot/

—
[<=]
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M Otros tipos de funciones

14 Estudiay representa las siguientes funciones:
2 y-Yd—a by - {x—x O y= 1 —dxs5 dy=
RO Ve o

e Dominio: IR

¢ Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

im | f(x)=—co; lim DA

— - X
Ramas parabdlicas.

xé;nzoo f(x) = —o0; . lz’mw@=0

>

* Puntos singulares:
/ -2x . .
fx) = ——=2—— — f(x) noesderivableen x=-2, nien x=2.
3V -7’
fx)=0 - 2x=0 — x=0
Signo de f"(x):
f>0 f>0 f<0 f<0
/ -2 / 0 \ 2 \
f(x) es creciente en (—eo, 0). Es decreciente en (0, +0). Tiene un méximo en (0, 3/4).

* Cortaal eje X en (-2,0) yen (2,0).
e Grifica:

b)y= yx* — x
e Dominio: (—oeo, 0] U [1, +00)
¢ Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
Jm | ) = xeo

[ 2
lim f (x) - lim X+ x

X —> —oco X X —> +oo —X

, , [«/x2+x—x][«/x2+x+x] B
X —> +00 X —> +o0 (m_'_x)

2 2
= lm X AX=XT g, o x ]

x—+o0 [ 2 x—+o0 [ 2 _2
X +X+X X +X+X

y=-—x+ % es asintota oblicua cuando x — —oo ( ) <—x+ %)

im_ 1f6) + ]

i
N
N
xR

[\

1
xR

|

Ra¥
i

N

N
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¥ e (m+x)

2 2
X —x—-x , —x -1

= [lim = =X  _
TR oxex T P xex 2
y=x— % es asintota oblicua cuando x — + o (f(x)<x—%).

* Puntos singulares:

() = 2x -1
fx 2«/x2—x

F)=0 > 2x-1=0 —)x=%

No tiene puntos singulares (en x = % no estd definida f(x)).
Signo de f"(x):
f<0 No existe f>0
\ 0 1 /
f(x) es decreciente en (—oo, 0]. Es creciente en [1, +o0).

* Pasa por (0, 0) y (1, 0).

e Grifica:
A Y
\‘ "
\‘ '/
\‘ ',
N 4
gt S
AN 4

Q) y= Vx? —4x +5

e Dominio: x2—4x+5=0 — x= 4112& — no tiene solucidn.

f(x) >0 paratodo x.
Dominio = R.

¢ Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

i S = e

2
. S ) — lim Yx“+4x+5

X — —oo X X —> 400 —X

xiﬁﬂo [f(x) +x] =xﬁ;7g:zoo Wx? +4x+5—x] =

-1

. Wt +dx+5—x) (2 +4x +5 + %) i

It
¥ («/x2+4x+5 +X)

_ lm X +dx+5-x> lim dx+5 4

X e 1/x2+4x+5+x X e Vx2+4x+5+x 2

y=—x+2 esasintota oblicua cuando x = —oo (f(x) > —x + 2).
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i f() = 4o

[2
lim —fD(CX) = g XX TEXHD dx+5

X —> +0o

lim [ f(x)—x]= xﬁ’fw [Wx? —dx+5—x] =

X —> +00
_ («/x2—4x+5—x)(«/x2—4x+5+x) _
Foe (x* —4x +5 + %)

2 2
_ lm x“—4x+5—x _

—> 400
Yoo U xS+ x

- Um L:i:_z

e [ s en 2

y=x—2 esasintota oblicua cuando x = +oo (f(x) > x—2).

=1

X —> +oo X

* Puntos singulares:

, 2x — 4 x—2
') = =
2\/x2—4x+5 «/x2—4x+5
fx)=0 > x-2=0 = x=2

Signo de f"(x):
f<0 f>0
~ 2 _

f(x) es decreciente en (—oo, 2).

Es creciente en (2, +o0).

Tiene un minimo en (2, 1).

e Grifica:
N\ )4
N )%
\ b
AN pa
N\ P
TN~
N 4
N 7
2
x
d)y= =
x =1

e Dominio: (—eo, —=1) U (1, +00)

e Simetrias: f(—x) = f(x) — f(x) es par: simétrica respecto al eje Y.
* Asintotas:

lim f(x) = +00 — x=-1 esasintota vertical.
x— -1

/z'm+ f(x) =+ — x=1 esasintota vertical.
x—1

W f6) =

lim A = Iim X

X —> —oco X X —> —oo 2 X —> +oo .X'2
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2 2 7
km [f(x)+x]: lim I X —x‘— lim @
X —ee X —> +o0 2

x* =1
lz'm (xz_x\/xz——l) (x2+xm) _ /l,m X4—x2 (xz_l) )
x 5> oo («/xz—_l)(xz+x«/xz—_1) X 2> oo (*/962——1)(x2+x\/xz—_1)
2 2
- - X = é;m X =0
o x2m+x(xz_l) e xzx/9c27—1+x3—x

y=—x es asintota oblicua cuando x — —oo ( f(x) > —x).

A, f6) = ve
lim [ = lim X =1

X —> +oo X —> +oo 2
X Jx© =1

Como f(x) es par, larecta y=x esasintota oblicua cuando x = +o0 ( f(x) > x).

* Puntos singulares:

Zx«/xz—l—xz-ﬁ

£ = 20’ —1 _26(? -1 -x" 20 2w x® P2
(x> -1) Jo—1)3 J2 -1 J6?-1)3
x=0 (no vale)

fx)=0 — x(x2—2):0<x:_ﬁ
x=42
Signo de f"(x):

f<0 f>0 No existe No existe f<0 f>0

~~ V2 _—~ -1 0 L'~ "2 _~-

f(x) es decreciente en (— oo, -2)u(, y2).
Es creciente en (—y2, —1) U (42, +c0).

Tiene un minimo en (-2, 2) y otro en (+/2,2).

e Grifica:
L J/
L J/
\\ //
N /

[y

15 Estudiay representa las siguientes funciones:

a)y:ix b)y:lnTx Oy=xhx d)y=@x-1)e*
e
e)y:e"‘2 f)y:x2 e gy= % h)y=ln(x2—l)
a)y= %
e

* Dominio: R (yaque ¢*= 0 paratodo x).
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¢ Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

. é’@w f(x) =—oc0; lim S = +o0 — Rama parabdlica.

X —> —oo X

(1)
im f)= lim 2= lim )
X —> 400 X —> 400 ex X —> +00 Kx

y =0 esasintota horizontal cuando x = +e (f(x) > 0).

(1) Indeterminacién — . Aplicamos la regla de L'Hépital (H).

* Puntos singulares:

f'(x): e — xe* _ ex(l_x) _ 1—x

€2x er er

f(x)=0 > 1-x=0 — x=1
Signo de f"(x):

f'>0 f'<0

/ 1 \

f(x) es creciente en (—eo, 1).

Es decreciente en (1, +o0)
Tiene un miximo en (1, L) .
e

* Corta a los ¢jes en el punto (0, 0).

e Grifica:

¢ Dominio: (0, +oo)
* Asintotas:
lim f(x)=—c — x=0 esasintota vertical.
x—0*

H
lim ln—x(=) lim 1_/x=0

X —> +00 X X —> +00 1

y=0 esasintota horizontal cuando x — +e0 ( f(x) > 0).

* Puntos singulares:

2 B 2
X X

£ - (/x)-x—Inx 1-lnx

f(x)=0 > lnx=1 > x=e¢
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Signo de f"(x):
f>0 f<0
0 / e \

f(x) es creciente en (0, e).

Es decreciente en (e, +o0)
Tiene un mdximo en (e, L).
e

* Cortaal eje X en (1, 0).
e Grifica:

—

Qy=xnx

* Dominio: (0, +o)

¢ Asintotas:

H
lim xlnx= Ilim Inx (:) lim Ux_ _ lim —x=0
x—0* x—0* 1/x x—=0" _1/x2 x—0*

No tiene asintotas verticales.

Ll [ = vems _lpp L

= +o0 — Rama parabdlica.
X —> +00 X

* Puntos singulares:
f'(x)=hx+x- % =hhx+1
F)=0 > lnx=-1 - x=¢"= L
Signo de f"(x):
f<0 f>0
0 1
~ - 7

5
4

f(x) es de creciente en (0, l) . Es creciente en <l, +<>o). Tiene un minimo en (l —l).
e e’ e

* Cortaal eje X en (1, 0).
e Griafica:
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d)y=(c—1)e*
e Dominio: IR
¢ Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

H
xi{@w fx) = xé;rizm (=x—1)e ™= . lim = Im =L -0
y =0 esasintota horizontal cuando x = —co (f(x) <0).

i f(x) = veos lim /)

X —> +oo X

= +o0 — Rama parabdlica.

* Puntos singulares:
f'(x) = €x+ (x— l)fx: ex(l + X — 1) :xex
fx)=0 = x=0
Signo de f"(x):
f’<0 f'>0

f(x) es decreciente en (—oo, 0). Es creciente en (0, +0).

Tiene un minimo en (0, —1).

* Cortaal eje X en (1, 0).
e Grifica:

~——

e) y= o2

e Dominio: IR
¢ Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

NN W

y =0 esasintota horizontal (f(x) >0 para todo x).
* Puntos singulares:

f(x) = —2xe_ch

f(x)=0 > 2x=0 = x=0

Signo de f"(x):

f>0 f<0
/ 0 \

f(x) es decreciente en (—oo, 0). Es creciente en (0, +0).

Tiene un minimo en (0, 1).
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e Grifica:

—X

f) y=x2e
e Dominio: IR
¢ Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

ft) = —oco —> Rama parabdlica.

A S0 = e U

X
2 (H) (H)
lim f(x)=+o05 lim *—'=" lim 2 w220
X —> 400 X0 X X0 X X0 X

y=0 esasintota horizontal cuando x — +oo (f(x) > 0).

* Puntos singulares:

.X'2
="
ex
2
i) = 2x ¥ — x% eF _ e (2x — x7) _ 2x — x°
ex ex €2x

x=0
f'(x):O%2x—x2=0—)x(2—x)=0< )
X =

Signo de f"(x):
f'<0 >0 f'<0

NS TN

f(x) es decreciente en (—oo, 0) U (2, +o0).

Es creciente en (0, 2).

Tiene un minimo en (0, 0) y un méximo en (2, iz)
e
e Grifica:
\
\l1
7 “‘—_
3
8= lz x
e Dominio:

Inx=0 — x=1. Ademds, ha deser x> 0.

Dominio = (0, 1) U (1, +o0)
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¢ Asintotas:
lim f(x)=0
x—0*

lim  f(x)=—oo
x—1" ) i ical
x=—-1 es asintota vertical.
lim  f(x)=+oo
x—1*

lim S = +o00 — Rama parabdlica.
X —> +o0 X

A, )= v

* Puntos singulares:
sz-lnx—x3-(l/x) _ 352 . In x — x* _ x2(3lnx—1)
(In x)* (In x)* (In %)*

x=0 (no vale)

gy 2 _1) =
f =0 x*QBhx-1) 0<1nx=1/3—>x=e1/3

f') =

Signo de f"(x):
f'<0 f'<0 f'>0
1

NS

f(x) es decreciente en (0, 1) U (1, el3).
1/3

0

Es creciente en (¢'/°, +o0).

Tiene un minimo en (¢1/3, 3e).

e Grafica:
5 | [ ]
0 \/
2 0,5
N 115
\
\
\

h)y=In(x?-1)
e Dominio: (—oo, —1) U (1, +o0)
¢ Asintotas:

lim f(x)=—o0 — x=-1 esasintota vertical.
x—-1"

lim f(x)=+0 — x=1 esasintota vertical.

x—1F
i f = dpn TP 0

— oo

— Ramas parabdlicas.

lim  f(x)=+o0; lim S =0

X —> + 00 X —> +o0 X

* Puntos singulares:

fl (x) _ 22X

x° -1
fx)=0 = 2x=0 > x=0

No hay puntos singulares (x =0 no pertenece al dominio).
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* Puntos de corte con el eje X:

x=—y2
h(x>-1)=0 > x?=1=1 - x2=2<_ 7
X =

Puntos: (—42,0) y (/2,0)

e Grafica:

[}

16 Estudia y representa las siguientes funciones:

a)y=senx+ cosx b) y = 2sen x — cos 2x
©) y = cos 2x — cos 4x d)y=3senmx+2
e)y=senTx—2 f) y = tgmx + cos 2mx

a) * El dominio de definicién es IR. Es una funcién periddica de periodo 27.
* Punto de corte conel eje V2 x=0, y=1.

Puntos de corte con el eje X:

senx+cosx=0 — senx=—cosx — tgx=-1 (yaque cosx=0) — x= —% +7k con ke Z.
* Méximos y minimos:

y': cos X — sen x, y':O — cosx—senx=0 — senx=cosx —

I 4 2km, con ke Z

— tgx=1 (yaque cosx=0) = x= 4
%+2/en, con ke Z
y"'=—sen x — cos x
X = % —)y”:—sen%—cos%:— 2<0 — x=%+2/e7t, y:«/i
<% +2km, ﬁ) son maximos relativos.
x= STTC — 9= —sm%—ms%:ﬁ>0 - x=%+2k7‘c, y==y2

<l +2km, —2 ) son minimos relativos.

4
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b)  El dominio de definicién es IR. Es una funcién periédica de periodo 2m.
* Puntos de corte con el eje V2 x=0, y=-1.
Puntos de corte con el eje X:
2sen x —cos 2x =0 —> 2sen x — cos” x +sen” x =0 — 2senx —1+sen” x + sen’ x=0 —
— 2sen’ x+2senx—1=0 — senx:# -
— x=0,37+2kn, x=2,77 +2kn
* Méximos y minimos:
y'= 2 cos x + 2sen 2x

cosx=0 — x=%+2kn, con ke Z
y'=0 = 2cos x +4sen x-cos x=0 —> 2cos x(1+ sen x)=0

senx:% - x:%+2/en, con ke Z
y"'= 4cos 2x — 2sen x
_ T "_ i T __ - - T _ L
X=5 46‘05(2 2) 256’7’12 6<0 — x > 256712 cos<2 2) 3
<% +2km, 3> son maximos relativos.
_3n " BT gy 3T 2T Y /I Bm)
X = > -y —46‘05(2 2) 2sen > 2<0 > x 2,)/ 2sen > 6‘05(2 2) 1

3

(7 +2km, —1) son maximos relativos.

_/n "_ I Im _/n Im _ m)__3
X= -y —4cos<2 6) 2sen G 3>0 = «x 6,y 2sen G cos(2 ) >

( 767'5 +2km, — 3 ) son minimos relativos.

le_érc —>y”=4cos(2-1é—n>—25enllTn=3>O - x=1—én, Y =2sen 17 _505<2.M>=_%

<ﬁ +2km, —%) son minimos relativos.

6

N~
-
\S]
//'

A
T

¢) * El dominio de definicién es IR. Es una funcién periédica de periodo .
* Punto de corte conel eje ¥: x=0, y=0.
Puntos de corte con el eje X:
cos 2x — cos 4x =0 —> cos 2x — cos” 2x + sen” 2x =0 —> cos 2x — cos” 2x +1—cos> 2x =0 —
cosx=1 —> x=0+2km, con ke Z
1 2n 4

os x=—— —> x=7+2/en, x ="

7 +2kw, con ke Z

¢ Extremos relativos:

y'= 2(=sen2x +2sen4x), y'=0 — —sen 2x + 4sen 2x - cos 2x =0 —> sen 2x(=1+ 4cos 2x) =0

9" = 4(4cos 4x — cos 2x)
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x=0 — y"= 4(4cos0—c0s0)=12>0 — x=0, y=0; (0 + 2kn, 0) son minimos relativos.

x= % — y"= 4(4cos 2m —cos 1) =20>0 — x=0, y=cosm—cos 2m=-2

<% +2km, —2) son minimos relativos.

x=0,65 = y"= 4(4cos (4-0,65) — cos (2-0,65)) =-14,78 <0 —
— x=0, y=cos(2-0,65)—cos (4-0,65)=1,12

(0,65 + 2km; 1,12) son mdximos relativos.

x=2,48 — y"= 4(4cos (4-2,48) —cos (2-2,48))=-15,058<0 —
— x=0, y=cos(2-2,48) —cos (4-2,48)=1,12

(2,48 + 2km; 1,12) son mdximos relativos.

a

o}

d) El dominio de definicién es IR. Es una funcién periédica de periodo 2. Se obtiene desplazando
2 unidades hacia arriba la funcién y = sen x, dilatdndola verticalmente 3 veces y contrayendo su
periodo.

A-A NN

e) El dominio de definicién es IR. Es una funcién periddica de periodo 2. Se obtiene desplazando 2
unidades hacia abajo la funcién y = sen x y contrayendo su periodo.

a

o)

o}

A
=4

f) ¢ El dominio de definicién es IR — {% + k} con k€ Z. Es una funcién periddica de periodo 1.

Por tanto, basta estudiarla en el intervalo <— %, %) y extender los resultados usando la periodi-

cidad.
* Cortaal eje Y en el punto (0, 1).

¢ Asintotas verticales:

lim  (tg mx + cos 2mx) = — oo
x—=—(1/2)* 1
Las rectas y= —+#k, con k€ Z, son asintotas verticales.
lim  (tg mx + cos 2mx) = + o0 2
x —(1/2)~
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¢ Extremos relativos:

y'=—L— 2n-sen2nx =0 > L dsenmx-cosmx=0 —
cos” mx cos” mx
— 1—4sennx-cos® mx=0 ( — ) 1—441-£2#=0 — «/l—t2t3=%
¢ =cos TX,
2 42
- (1= 2 6:L 6_ 8=L N =_£’ - =
(1-29)¢ T — t0—t T t 3 t 3
2 T 1 1 T T
COSTX ="t — TIX="2 = x=— — ———— —4sen "~ .cos - =0
2 4 4 cos® (nt/4) 4 4
2 3n 3 1 3n 3n
COSTX=——t —> IX="r —> x=2 = ——— _4een == . cos === 4 (no vale)
2 4 4 cos® (3n/4) 4 4
f’<0 f'>0
1
~ 1 -
X = %, f(%):tg%+cos%=l - <%,1) es un minimo relativo.

Debido al comportamiento de la funcién en las asintotas verticales, debe tener un médximo para

algtn valor de x < 1.

4

Por otro lado, f'(0) =7 > 0. Asi,entre x=0 y x= % estarfa el mdximo, que solo se puede
calcular por aproximacién.

Y]

Ja T T2 T4

M Funciones con valor absoluto y funciones a trozos

17 Representa esta funcién:

2 -2x+2 si x<0

f&) = {x2—2x+2 si x20

Indica sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento y sus extremos relativos. ;Tiene algiin
punto de inflexién?

—x%—2x+2 si x<0
S = {x2—2x+2 si x20

* Si x<0, esuna pardbola abierta hacia abajo:

Vértice: f'(x) =—2x-2; 2x—-2=0 — x=-1, f(-1)=3
2+J4+8 x=~0,73 (no vale por ser 0,73 > 0)
=

x==2,73

Cortes con el eje: —x?—2x+2=0 — x=
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* Si x20, esuna pardbola abierta hacia arriba:
Vértice: f'(x) =2x—2; 2x—-2=0 — x=1, f(1) =1

Cortes con el eje X: x2-2x+2=0 > x= 212& — No tiene solucién. No corta al eje X.

Corteconeleje ¥: 0-2-0+2=2 — (0,2)

* Crecimiento y decrecimiento:

—2x—2 si x<0
f(x):{2x—2 si x>0

f'(07) ==2=f'(0") — Esderivable en x=0.

* Signo de f"(x):
f'>0 f'<0 f'<0 f'>0
/ -1 \ 0 \ 1 /

Crece en (—oo, —1) U (1, +o0)

Decrece en (-1, 1).
Tiene un méximo en (-1, 3) y un minimo en (1, 1).

¢ Puntos de inflexién:

. -2 si x<0
[ = {2 si x>0
f"(07) = f"(0%). No existe f"(0).
Signo de f"'(x):
f'<0 f'>0
0
D N

La funcidn es convexa en (—oo, 0) y cdncava en (0, +o).

En (0, 2) tiene un punto de inflexién.

* Representacion:

/

18 Representa la siguiente funcién:
% —3x+1 si x<0

(x) = .
f {(x -1)?%  six=0
Estudia sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento, sus extremos relativos y su curvatura.

2 —3x+1 si x<0

f(x):{(x—l)2 si x>0

¢ Continuidad:

Si x# 0, f es continua por estar definida por polinomios.
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Si x=0:
lim x°—3x+1=1
x— 0"

lim (x—1)%=1 Como x/ér)no f(x) =1=f£(0), f escontinuaen x=0.

x—0"
f0)=0-1)7=1
* Crecimiento y decrecimiento:
£ = x> -3 si x<0| f(0)=-3
2(x—1) si x>0] F'(0%)=-2
Como f"(07) = f"(0%), f no es derivable en x = 0.

* Puntos singulares:

£ =0<_
Signo de f™:
f>0 f'<0 f'<0 f'>0

SONN S

Crece en (—oo, —1) U (1, +00).

x =1 (no vale porque tiene que ser x <0)

3x2-3=0 <x:—1, f=1)=3

206—1)=0 — x=1, f(1)=0

Decrece en (-1, 1).
Miximo en (-1, 3).
Minimo en (1, 0).

e Curvatura:

6x si x<0} f1(07)=0
si x>0] £7(0")=2

£"(07) = £"(0%). Por tanto, no existe f"'(0).

fre) =

Signo de f™

f'<0 f'>0
0

N\

Hay un punto de inflexién en (0, 1).

Y|

W

—
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19 Considera la funcién:

senx si xe[-2m,0)
()= {x2_2x si x € [0, 3]

Determina los puntos de corte con los ejes y sus extremos relativos. Dibuja su grifica.

senx  si x € [-2m,0)
f(x) = {xZ_zx si x € [0,3]

* Cortes con los ejes:

x=0, £(0)=0

senx:0<

x=-2n — (-2r,0)

e Extremos relativos:

cos x  si x € [-2m,0)

S0 = {2x—2 si x € (0,3]
F1(07) = cos0 =1
£(0=2.0-2=-2

F1(07) = £1(0") — No existe £/(0).

5 105)
cos x=0
s S8

2—2-0 — x=1, f(1)=1-2=-1
Comprobamos si son méximos o minimos en "' (x):

—senx si x € [2m,0)

fr6) = {2 si x € (0, 3]
r-3)-10
f"<—32—n> =-1<0

f'1)=2>0
Miximo en (—37“,1).

Minimos en <— %, —1> y (1, -1).

* Representacion:

~~
~—




Unidad 10. Representacion de funciones VANANZNSACHILLERA Q)

Matematicas |l

20 Considera la funcién:

1
f)=1x2+1

—-x+1 si x>0

si x<0

En el intervalo (- oo, 0], estudia si tiene puntos de corte con los ejes, si la funcién crece o decrece,
los puntos de inflexién y si tiene asintotas. Dibuja la grifica en todo R.

1

si x<0
fx) = x2+1
—x+1 si x>0
*Si x€ (—,0), y= +
x“+1

Six=0, y=—x+1=1
Cortes con los ejes:

x=0,y=1— (0,1)

1

x4+ 1

y=0 — =0 — No tiene solucién. No corta al eje V.

* Crecimiento y decrecimiento:

y'= 2—2x2; 2_2x2=0—>—2x=0—>x=0,f(0)=1
(" +1)° (" +1)

Signo de f"(x):
f>0
"

La funcidn es creciente.

¢ Puntos de inflexién:

3

x == (no vale)

1" 6X2—2 6X2—2 2 1 3
(x) = ; =0 - x°= =
/ P +1)° (P +1)? 3 < 3

¥==3

Signo de f"'(x):
>0 f'&®<o

\_/ FE 7\

Punto de inflexién: (—ﬁ, %) = (-0,58; 0,75)

4

3

* Representacion:
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21 Dibuja la grifica de las siguientes funciones e indica en qué puntos no son derivables:
A y=x+|x+2| b)y=2x—|x-3|
9 y=|x|+|x-3] d)y=x|x—1]|
A y=x+|x+2|
Como |x+2|=0 & x=-2, estudiamos f ala izquierda y a la derecha de —2 para definirla por
intervalos.

-2 si x<—2
2x+2 si x>-2

—x—2 x+2

Sumamos: {
X X

No es derivable en x = -2.
b) 2x—|x—3|

Estudiamos la funcién para valores menores y mayores que 3.
2x —(—x+3)=3x-3
2x —(x—=3)=x+3

3x—3 si x<3
fl)= {x+3 si x>3

—x+3 x-3

Restamos: ][

2x 2x

[2}

No es derivable en x = 3.
o) y=|x|+|x-3|

Como |x|=0 en x=0 y |x—3|=0 en x=3, estudiamos f ala izquierda y a la derecha de
€s0s puntos.

- | * | * —x+(-x+3)=-2x+3 —2x+3 si x<0
0 3 Sumamos: { x+(—x+3)=3 fx) =43 si 0<x<3
—-x+3 —-x+3 x=3 .
: : x+ (x=3)=2x-3 2x -3 si x>3
Y
<4
4 X

No es derivableen x=0 nien x = 3.
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d)y=x|x-1]
Estudiamos f ala derecha y a la izquierda de x = 1.

—x+ 1 x—1 x(x+1)=—x +x

Multiplicamos: {

¥ ¥ x(x—1)=x*—x

£ - {—x2+x si x<1

2 .
x“—x six=>1

* y=—x? + x es una parabola abierta hacia abajo:
4o 1 1 1
P 2x+1=0 = x= =, =
Vértice: —2x+1=0 x= - f ( 3 ) 7

Cortes con OX:

x2+x=0 5 x(x+1)=0 > x=0, x=1

2 _ x es una pardbola abierta hacia arriba:

° y =X
Vértice: 2x—1=0 — x= % (no vale, ya que debe ser x> 1)

Cortes con OX:

x2-x=0 > x(x=1)=0 <

x=0 (no vale)

PNNNSAC HILLERA O
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x=1
Y Y Y
W y=delx P y=n—x]
) \ / =xx—1
k| 1
< 1
/, LY | /
/ . / X
/
X /
/
/
/

No es derivable en x = 1.

22 Representa grificamente cada una de las siguientes funciones:

.1 RO
a)y |x|_2 )y x2+1

_ 1
VI =2

Definimos la funcién por intervalos:

si x<0
_x_
f(x) = )
si x=0
x_
. 1 -1
S 0, y= = :
bx=By —x—-2 x+2

* Dominio: IR — {2}
e Asintota vertical:

) Si x<=2, f(x) >+o0
x[iﬁZ S < Six>-2, f(x) > —oo

x =—2 es una asintota vertical.
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e Asintota horizontal:
lim -
X —> —oo

0

x+2

y =0 esasintota horizontal hacia —co ( f(x) > 0).
Y

T —

[
[
|

Si x>0, y= 12:
x_

e Dominio: IR — {2}
* Asintota vertical:
Si x<2, f(x) > —o0
Z/
xl—7>n2f(x) < Si x>2, f(x) = +o0
x =—2 es una asintota vertical.

¢ Asintota horizontal:

lim 1 0

X —> +oo x_z_

y=0 esasintota horizontal hacia + oo ( f(x) > 0).

vl |
|
\
X
\
|
|
La grificade y= 1 es:
x| -2
¥ |
| |
| \
] -2 2 \E
| \
| |
| |
|2x]
b)y= 5
x“+1

Definimos la funcién por intervalos:

=2 si x<0
f(x): x2+1

X i x20

x“+1

Si x<0, y= ;2’6 :
x“+1

e Dominio: IR
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e No tiene asintotas verticales.

e Asintotas horizontales:

lim ;2)6’ =0
ARG |

y=0 esasintota horizontal hacia —co (y> 0).

* Puntos singulares:
Fge 260402020 22244 | 262
& +1)? @D WPeD)?

, 2 x=1 (novale,1>0)
F)=0 > ﬁ:O <x=_1, Ft)ot
Signo de f™":

f>0 f<0

/ -1 \ 0

Miximo en (-1, 1).

Y
] \\1
X
-1 8
. . 2x
Si x20, y= —5=—:
x“+1

e Dominio: R
e No tiene asintotas verticales.

e Asintotas horizontales:

lim 2% _
x> (2

y=0 esasintota horizontal hacia +e (y > 0).

* Puntos singulares:

iy 2674 =2x-2% 23240
£ = (x?+1)? (x?+1)?

x=—1 (no vale, -1<0)
f®=0—> —2x2+2:0<x=1’ F)-1
Signo de f™:
f>0 f<0
0 / 1 \
Miximo en (1, 1).
Y
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, |2x]|
La grificade y = 5 es:
x“+1
Y
1
— NI/ B
1 X

23 Considera la funcién f(x) = x%|x - 3|:
a) Halla los puntos donde f no es derivable.
b) Calcula sus méximos y minimos.
) Represéntala grificamente.

2 . 3 2 .
—x+3 3 - 3 3
2 F) - {x (—x+3) si x< }:{x;c_+3x§ si x <

x*(x—3) si x23 si x23

Si x# 3, tenemos que f(x) es derivable. Su derivada es:

, 3x% +6x si x<3
S = {3x2—6x si x>3

Por tanto:

f3I)=9 F3)=f(3"

£'(31=9 | f() noesderivableen x=3 (Punto(3,0)).
Bx?+6x=0si x<3

x=0 — (0,0)

bf@=0 - (3xx+2=0 < 4

3x*~6x=0 si x>3 — ninguno
Como f(x) 20 paratodo x, tenemos que:
f(x) tiene un minimo en (0, 0) y otro en (3, 0), y tiene un mdximo en (2, 4).

o lim fx)=+eos lim f(x) =+oo

Uniendo todo lo anterior, llegamos a la gréfica:

w
N

—
-
[\®)
’,
—
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24 Representa la siguiente funcién:
| + 3|

1+|x|

flx) =

—x—-3 si x<-3
|+ 3] = {

x+3 six=2-3

|| —x si x<0
=% i x20

1_ si x<-3
—x
f) = |f+|3||= ’l”i i 3<x<0
+|x -
3;+3 si x>0
+X

* El dominio de definicién es IR.
* Corte coneleje ¥V: x=0, y=3

Cortes con el eje X:
|x + 3

=0 - |x+3|=0 — x=-3
1+ |x]

y=0 —

¢ No tiene asintotas verticales.

m |X+3|: , X+3:1
X — +o00 1+|X| X —> + o0 1+X

|X+3|_ l, —X—3:1

im = lim
X —>—oo0 1+|x| x—>+oo ]—x

Larecta y=1 eslaasintota horizontal cuando x — too.

-4

—= _ si x<-3
(1-x)?
* f'(x) = (14)2 si 3<x<0
—x
iz si x>0
[ (1+x%)

f(x) es creciente en el intervalo (=3, 0).
f(x) es decreciente en los intervalos (—oo, —3) y (0, +o0).

Y

T

25 Representa la funcién: f(x) = —|x3 —x2 + 2|

Para representarla, dibujamos la grifica de la funcién y = x> — x% + 2. La grificade f(x) coincidird
con lade y enlazona donde esta esté por debajo del eje X y con su simétrica respecto del eje X si

lade y estd por encima del mismo.
Analicemos la funcién polinémica y = x? — x? + 2:
* Corte coneleje V2 x=0, y=2

Cortes con el eje X: X —x242=0 > x=-1
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9'=3x2-2x y'=0 = 3x2-2x=0 — x=0, x:%
y'=06x-2

x=0 — y"=-2<0 (0, 2) es un méximo relativo.

3 2
x = 2 - 9"'=2>0 = y= (2) —<2) +2=ﬂzl,85; (‘;‘;1,85) es un minimo relativo.

3 3 3 27
Ahora tomamos el médulo de esta funcién y cambiamos el signo.
Y
X
TN
|
[
|
4 \
\
|
Pagina 323

Para resolver

26 Estudia el dominio de definicién, las asintotas y ~ Z | I
los extremos de cada una de estas funciones y, con Z \\ / \
esa informacidn, relaciénalas con sus respectivas 2 21\
graficas: - : o

I [ A\l 2] & !
Dy=— t / O
sen x [T\ |
AN i
b)y=xe* y
) x EJ - L/
©) y=sen > N . )
e SNHHA :
dy= 3 N2 / /TN
b
e) y= «/xz +1 7 2 2
® ®
f) y=sen’x = &
r4 l‘t
~
1 )~ L~ __‘T
_ 1
V7= sen x

e Dominio: senx=0 — x=0+7nk; ke Z
Dominio =R - {nk}, ke Z

* Asintotas:
x =7k, ke Z son asintotas verticales.
No hay mds asintotas.

e Extremos:

1 _ —CO0S X
fle) = —x
sen” x

x=m/2 + 2wk
! = = A
f'x)=0 — cosx 0<x:3n/2+2n/e (ke 2)
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Signo de f'(x) en (0, 2n):
f<0 f>0 f>0 f<0
0 ~ % / T / 371t ~ 2n

f(x) es periddica de periodo 2.

f(x) es decreciente en <0, %) U (377{, 27':) .

Es creciente en (%, 7'C> U (n, %) .

Tiene un minimo en (= 1).

b3
2 bl
Tiene un m4ximo en (37“, —1)

e Grifica — (2.
b) y = xe*

* Dominio: R

* Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

X

xiﬁﬂo fx) = xzri'zm xe ™= lm =X - Im =L -0

X —>+ X X —> + X
< e < e

y=0 esasintota horizontal cuando x = —0 ( f(x) <0).

lim  f(x)=+o05 lim AC) = +o00 — Rama parabdlica.

x5 too X4eo
* Extremos:
f'(x) =¥+ xe*=e*(1 + x)
fx)=0—>1+x=0 - x=-1
Signo de f"(x):
<0 £50
~ &

f(x) es decreciene en (-0, —1).

Es creciente en (-1, +o0).

Tiene un minimo en (—1, _—1)
e

e Grifica — (6).
) y=sen %

e Dominio: IR
e Asintotas: No tiene.

e Extremos:
f(x) = % cos %

fx)=0 — cos%zo — %=%+T£k — x=7+2nk

f(x) es periddica de periodo 4.

PNNNSAC HILLERA O
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Signo de f"(x):
f'>0 f'<0 f'>0
0 / T \ 3n / 4T

f(x) escreciente en (0, ©) U (3, 4n).

Es decreciente en (m, 37).
Tiene un miximo en (m, 1).
Tiene un minimo en (3w, —1).
e Grifica = (5.
d)y=Vx
* Dominio: R

¢ Asintotas: No tiene.

lim  f(x)=—o0; lim AS) =0
X — — oo X —> —oo X
— Ramas parabdlicas.
& _,

A S mves Hm =

e Extremos:

f'(x) = 33;; — f(x) no esderivable en x = 0.
f'(x) >0 paratodo x= 0.
f(x) es creciente.
e Grifica — (D).
e) y= \/m
* Dominio: R
* Simetria:
f(=x) =f(x) = f(x) es par: simétrica respecto al eje Y.
* Asintotas:

No tiene asintotas verticales.
, .
A f0) = ve

2
[l,m f (X) _ /l/m x“+1 -1

X —> +o0 X X —> +oo X

2 2
b (f@-x= lim WP+1-x= lim M?Eﬁggf:;+@=

X —> +o00
2 2
- gy X Al=xt o, 1
¥ «/x2+1+x ¥ «/x2+1+x
y=x esasintota oblicua cuando x — +o0 (f(x) > x).

Por simetrifa, y = —x es asintota oblicua cuando x — —oo ( f(x) > —x).

e Extremos:

l(): 2x _ X
e 2«/x2+1 «/x2+1

fx=0 > x=0
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Signo de f"(x):
f<0 f>0
~ 0 -

f(x) es decreciente en (oo, 0).

Es creciente en (0, +o0).
Tiene un minimo en (0, 1).

e Grifica — (3).

£) y=sen® x

* Dominio: R

* Asintotas: No tiene.

* Extremos:
f'(x) = 2sen x cos x = sen 2x
fx)=0 = sen2x=0 = 2x=0+nk = x= %/e, ke Z
f(x) es periddica de periodo .
Signo de f"(x) en (0, n):

f>0 f<0

Il B N

f(x) es creciente en <0, %) .
Es decreciente en <£, n) .

Tiene un méximo en <%, 1) .

Tiene un minimo en (0, 0) y otro en (x, 0).

e Grifica = (4.

27 Recuerda que el seno hiperbdlico y el coseno hiperbélico se definian asi:

X X —X

x -

Estudia los méximos, los minimos y los puntos de inflexién de estas funciones y represéntalas

graficamente.
A et e
senh x =
2
X —X
' e +e
L] X)) = ———
/%) 3

f'®)=0 = ¢*+¢¥=0 — No tiene solucién, luego no hay méximos ni minimos.

f'(x) >0 Paratodo x, f(x) es creciente.

. f”(x) — fx _2€—x

f'x)=0 = ¢¥—e¥=0 — ex—%:O - e2*_1=0 >
e

= e¥=1 > 2x=0 > x=0 = y=0
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Signo de f"'(x):
f'<0 >0
R

Hay un punto de inflexién en (0, 0).

e Grifica:
|
|
[
Ny
/
[
|
e

cosh x = —

. _ F— e ¥
f= st
fx)=0 > ¢¥—¢e?=0 5> x=0 - y=1
Signo de f"(x):

f'<0 f'>0

1
~ _
Hay un minimo en (0, 1).
o £ e
£ = €
f"(x) =0 — no tiene solucidn, luego no hay puntos de inflexién.

¢ Griafica:

—
e
T ——

28 Determina las asintotas de las siguientes funciones:

J1-x b) x+yx®+1
3x Y x

a) Dominio: (—eo) U (0, 1]

a)ys=

e Asintota vertical:
J1— Si x<0 —> —oo

im X ioo< . ) X
x—0 3x Si x>0 y— +o0

¢ Asintota horizontal:

X —> —oo 3
y=0 esasintota horizontal hacia —oo (y < 0). \
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b) Dominio: R — {0}

¢ Asintota vertical:
i x+«/x2+1 Si x<0 y—>—oo
lim =2 "~ - +too <

x—0 x Si x>0 y— +e0

e Asintota horizontal:

[P L Lo B \
X —> +o0 X -
_____________ A T
y =2 esasintota horizontal hacia +o (y > 2).
G EAPCAL il g —
x —> —o0 X T xS oo —x B -
y =0 esasintota horizontal hacia —oo (y < 0). \
29 Realiza un estudio y representa cada una de las siguientes funciones:
x2—1> e -1 ( x ) elx—1l
a)y=In b)y= oy=In d)y=
)y <x2+1 )y e*+1 )y x+1 )y x?+2x-3

a) ®* Dominio de definicién:

2
xz—l 50 > x2=150 — (—o0,—1) U (1, +c0)
x“+1

La funcién tiene simetria par. Podemos limitarnos a estudiarla en el intervalo (1, +e0).

* Asintotas verticales:

2
lz'm+ In (xz_—l =—o0 — Lasrectas x=1, x=—1 son las asintotas verticales de la funcién.
x—1 x“+1

Asintotas horizontales:

2
éz;m In (x2 =1 ) =0 — Larecta y=0 eslaasintota horizontal cuando x — +oo.
X — o0

x“+1

* f'(x) = ( 4 — f(x) es creciente en el intervalo (1, +0).

X
1) (x*+1)

b) ¢ El dominio de definicién es IR.
* Corte coneleje V2 x=0, y=0
Cortes con el eje X:
y=0 > =1L _0 5 x=0
e*+1
¢ No tiene asintotas verticales.

Asintotas horizontales:

e =1 _ Iim 1-1/¢* _1

lim

X —> +oo €x+1 X —> +oo 1+1/€x
lim ex—l 1

ARG |

Lasrectas y=1 y y=-1 son las asintotas horizontales cuando x — +o y x — —o0, respecti-

vamente.
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r_ 2€x
(e*+1) 2

)%

— ¥ es creciente en todo [R.

¢) ® Dominio de definicién:

X_ 50 = (—o0,—1) U (0, +0)
x+1

Asintotas verticales:

lim ln< X >=+o<>
x—>-1 x+1

lim /n( X ):—oo
x—0* x+1

Las rectas x=—1 y x=0 son las asintotas verticales de la funcidn.

Asintotas horizontales:

, X _
lim ln( 1>—O

X —> +oo X +

lim ln( X ):0
X = —oo x+1

Larecta y=0 eslaasintota horizontal de la funcién.

o ' — 71
)= x(x+1)

Si x>0 — y'>0 — y es creciente en el intervalo (0, +c0).

Si x<-1 = y'>0 — y es creciente en el intervalo (—oo, —1)

Y
a
2
T X
4 | P, 4
)
4
d) ¢ El dominio de definicién es R — {3, 1} exl1 <l .3
X’ +2x -3 e
Teniendo en cuenta la definicién de valor absoluto, y = e
(4 .
. si l<x
* Corte con el eje Y:x:O,y:—% 2+ 2x—3
* Asintotas verticales:
—x+1
lim —f— =+

x>-3 x2+2x—3
x =—3 es asintota vertical.
—x+1
lim —& - oo
x—=-3 x4 2x -3

x =1 es asintota vertical.

No tiene asintotas horizontales ni oblicuas.
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el T (x? —dx 4 1)

si x<ly x=-3

. (x2+2x—3)2
J = €x_1(X2—5) .
Pa2x-3)2 sil<x

1-x 2
¢ oAt ) g 2 4120 o x=2- 3, =245

—0 - (x? +2x - 3)?
)= ex—l(xz_s) 2
W=O — X —5=0 - X=\/§
X + 4LX —
y'<0 y'>0 y'>0 y'<0 y'<0 y'>0

~2- V’/ -3 /_zw—\ ~. 5 _ 7

Hallamos las ordenadas de los extremos relativos y se obtiene la gréfica:

Y

0O
A\

|
|
D
1
|
I
|
h

D

—_—

[«=)

30 Larecta y=2x+ 6 es una asintota oblicua de la funcién:

_ 2x%+1
s = 2

Halla el valor de % y representa la funcién asi obtenida.

e Hallamos 4:

Si y=2x+ 6 esasintota oblicua, tenemos que:

lim f)(:c) =2; lzm [f(x)—2x] =

X —> 400
Por tanto:
2
lim  f(x)=+00; lim f© = lm 2l g
x 23 +oo X0 x xwee (2 py
, , 25?41 § 2% +1—2x" + 2kx
M W =20 = | = SR

= lim %:2/&‘:6 — k=3

X —> +oo X —
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También podriamos efectuar la division:

2%+ 1 x—Fk

2x%+ 2kx 2x + 2k
2kx + 1
—2kx + 2k?
1+ 242

La asintota oblicua es y = 2x + 24

2x+2k=2x+6 = 2k=6 = k=3

B 257 + 1
Por tanto, f(x) = T3
¢ Dominio: IR — {3}

¢ Asintotas:

lim_ f(x)=—o0
e x =3 es asintota vertical.
o -
y=2x+6 esasintota oblicua.
Si x = —o0, f(x) <2x+6; si x—> +oo, f(x)>2x+6.
* Puntos singulares:

f'(x) _ 4x(X—3)—(2X2+1) _ 4X2—12x—2x2—1 _ 2X2—12x—1

(x—3)* (x-3)* (x-3)*
12+ /144 +8 x=6,08
‘®)=0 - 2x*-12x-1=0 =
f'(x) — 2x X - x Z <x:—0,08
Signo de f"(x):
f’>0 f'<0 f'<0 f’>0

N3~ 68~
f(x) es creciente en (—e0; —0,08) U (6,08; + o).
Es decreciente en (-0,08; 3) U (3; 6,08).

Tiene un maximo en (—0,08; —0,33).

Tiene un minimo en (6,08; 24,32).

¢ Grifica:
w6l N A
] 1\
L ’
s
zD 7
22 L
;rl
‘13
I ’4*7771A57777
/ o)
L/ 2 \
ST
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31 Sealafuncién f(x) = x%.e con a=0.

a) Calcula el valor de 2 para que esta funcién tenga un extremo relativo en el punto de abscisa
x=2.

b) Clasifica los extremos relativos cuando « = 2.
a) f(x) = x2. e

i) =2x- e —ax?. e =x. e™™(2 - ax)

Para que tenga tal extremo relativo, debe ser:

f2)=0 > 272.2-20)=0 > 2-24=0 > a=1
b) £(x) = x2. 2

f'(x) =2x- e (1 -x), fx)=0 = x=0, x=1

f(x) = 2072 . (2x% —4x+ 1)

f"(0)=2>0 — x=0 esun minimo relativo.

f'(1)==2¢2<0 — x=1 esun miximo relativo.

32 Dada la funcién:
f)=ax+b+ %

calcula 2 y b para quelagrifica de f pase por el punto (-2, -6) y tenga, en ese punto, tangente
horizontal. Para esos valores de 2 y b, representa la funcién.

_ 8. iy, 8
f(x)—ax+&+x,f(x)—a "

Pasa por (~2,~6), f(-2)=—6 — —2a+b—4=—6} —2a+b:—2} a:2}

Tangente horizontal = f'(-2)=0 = 2-2=0 a=2 b=2

Para estos valores, queda: f(x) =2x+ 2 + %
¢ Dominio: IR — {0}
* Asintotas:

iy fi0-=-

) x =0 es asintota vertical.
lim  f(x)=+o0
x— 0"

fl)=2x+2+ 8 y=2x+2 esasintota oblicua.
x

(Si x = —o0, f(x) <2x+2; si x> +oo, f(x)>2x+2)

* Puntos singulares:

fr(x): 2_i= 2x2—8

X2 x2
x=-2
f@)=0— 2x>-8=0 - x?=4<_ 2
X =
Signo de f"(x):
f>0 f<0 f<0 f>0

/ -2 \ 0 \ 2 /
f (%) es creciente en (—o0, =2) U (2, +o0). Es decreciente en (-2, 0) U (0, 2).

Tiene un mdximo en (-2, —6). Tiene un minimo en (2, 10).
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e Graifica:

33 Halla los valores de a, b y ¢ paralos cuales la funcién:

_ax*+bx+c
fo - @l sbese

tiene como asintota horizontal la recta y = -1 y un minimo en el punto (0, 1).

Caxt i bxtc
A x*—4

2
Si y=-1 esasintota horizontal — /im ax”+bx+c _ a— a=-1

X —> +00 X2—4

Si tiene un minimo en (0, 1), debe ser £'(0) = 0.

_ Qax+ ) (P-4 (@ +bx+ )2 o bEA-0  _p

f'(X) (.X'2 _ 4)2

Ademis, f(0)=1 — a:0+b-0+c 4 — c=-4

Por tanto, f(x) = —’ 4
x> —4
34 Dada la siguiente funcién:

f(x) - ax::;l

a) Determina el valor de 2 para el que la funcién posee un minimo relativo en x = 1. Para ese
valor de a, obtén los otros extremos relativos.

b) Obtén las asintotas de la grificade y = f(x) para a=1.

¢) Esboza la gréfica de la funcién para 2 = 1.

4
al)f(x):%:zlx+i3
X X
@)= a-
X
Como x=1 esun extremo relativo, /'(1)=0 - 2-3=0 = a=3
f'(96):3—i4
x

F@=0—3-2 20> x=-1, x=1
X
£l = 12
X

Si x=-1 = f"(-1) <0 — x=-1 esun mdximo relativo.

Six=1—= f"(1)>0 — x=1 esun mdximo relativo.
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b)f(x):x+§

Veamos que la recta x = 0 es la asintota vertical:

lim (x +L)=+oo

x—0"

lim (x+-L)=+oo
x—0" X3

Como f(x) = x+ 1 , es evidente que la recta y = x es la asintota oblicua de la funcién.

X3
Posicién:
Si x — +o0, entonces f(x) —x = % >0 — La funcién queda por encima de la asintota.
x
Si x — —oo, entonces f(x) —x = % <0 — Lafuncién queda por debajo de la asintota.
x

¢) Para completar el estudio, podemos calcular los extrteremos relativos:

F@=1-2 (=0 - 1- 220 > x=-43, x=43
X X

- 4B, =431 176
X ) }’ 4
4@3

- 4B, y=4iB L
x= 143, y= 3+%3 1,76

2x
1- 2

35 Una particula se mueve a lo largo de la grifica de la curva de ecuacién y = para x> 1.

En el punto P (2, - g) la deja y se desplaza a lo largo de la recta tangente a dicha curva.

a) Halla la ecuacién de la tangente.

b) Si se desplaza de derecha a izquierda, halla el punto en el que la particula encuentra a la asin-
tota vertical més préxima al punto P.

©) Si el desplazamiento es de izquierda a derecha, halla el punto en el que la particula encuentra
el eje X.
a) Pendiente de la recta tangente en x = 2:

1) = 2(1—x2)—2x(—2x) _ 2 —2x% + 4x” _ 2x 42

(1-x7 (1-+9)%  (1-x9)?
La ecuacién de la recta tangente en P es:
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b) La asintota vertical mds préximaa P es x = 1. Tenemos que hallar el punto de interseccién de
x=1 con la recta tangente anterior:

10, 32) ,_-22
9 9 9 El punto es Q(l, ﬁ)
x=1 x=1 9

¢) Tenemos que hallar el punto en el que la recta anterior corta al eje OX:

10, 32| 10, _32

_32_16
9 9¢ 9 9o 7 ¥T107 5 E punto es R(l—G,O).
y=0 y=0 ’

Esta grifica muestra la curva y = >
l1—x

la recta tangente y = 10, 32 y los

9 9

puntos Q( ,%) y R(%,O).

36 La concentracién (en %) de nitrégeno de un compuesto viene dada, en funcién del tiempo 7€
[0, +0) medido en segundos, por la funcién:
60
N(z) =
1+2¢™

a) Comprueba que la concentracién de nitrégeno crece con el tiempo. ;Para qué ¢ la concentra-
ci6én de nitrégeno es minima y cudl es esta concentracién?

b) ;A qué valor tiende la concentracién de nitrégeno cuando el tiempo tiende a infinito?

a) N(r) - —0
1+2¢7"
-t
N'(¢) = (21%9761)2 es siempre positivo para cualquier valor de z Por tanto, /V(#) es creciente.
e+

La concentracién de nitrégeno es minima para #=0 y su valor es N(0) = 20.

b) lm 60 ~ =60 es el valor al que tiende la concentracién cuando el tiempo tiende a infinito.
T 1+ 267

Pagina 324

Cuestiones tedricas

37 ;Qué podemos decir del grado de una funcién polinémica con dos mdximos y dos mini-
mos relativos? En esa funcién, ;puede estar uno de los minimos mds alto que los mdximos?

* Si tiene dos médximos y dos mimimos relativos, y es polindmica,
su derivada tiene, al menos, cuatro raices; es decir, f"(x) serd, al
menos, de grado 4. Por tanto, f(x) serd, al menos, de grado 5.

* Si, podria haber un minimo mds alto que un maximo. Por ejemplo:

El minimo de x; estd mds alto que el méximo de x;.
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38 Una funcién f(x) tiene las siguientes caracteristicas:

Dom f=R - {0} y es continua y derivable en todo su dominio.

o, f) = e ML N
lim_f(x) = +oo lim f(x) = —oo
x—=>0" x—0*
Indica cudles de las siguientes afirmaciones son seguras, cuéles son probables y cudles son im-
posibles:
a) f(x) es par. b) f(x) es impar.
¢) No tiene méximos ni minimos. d) Tiene un mdximo y un minimo.
e) Corta al eje X en dos puntos. f) Corta el eje X al menos en dos puntos.
g) Tiene, al menos, una asintota vertical. h) Tiene solo una asintota vertical.
i) Tiene una asintota oblicua. j) Es céncavaen x <0 y convexaen x> 0.

a) Imposible, porque, por ejemplo, en las proximidades de x = 0 no es simétrica respecto del eje
vertical.

b) Probable, porque una funcién impar puede cumplir estas condiciones.

c) Probable, aunque esta afirmacién no estd relacionada con los datos del problema.
d) Probable, aunque esta afirmacién no estd relacionada con los datos del problema.
e) Probable, por su continuidad y su comportamiento a ambos lados del eje vertical.

f) Seguro. Por ser continua debe cortar al semieje negativo de las X al subir desde —oo (cuando
x —> —oo) hasta + oo (cuando x — 07). Andlogamente ocurre con el semieje positivo de las X.

g) Seguro. La recta x =0 es una asintota vertical de la funcion.

h) Seguro, ya que su dominio es IR — {0} y es continua en él. Ademds, tiene una asintota vertical,
como hemos visto en el apartado anterior.

i) Probable. Puede ser también ramas parabdlicas.

j) Probable.

39 ;Cudntos puntos de inflexién puede tener, como méximo, una funcién polinémica de cuarto
grado?

Si f(x) esun polinomio de cuarto grado, f'(x) serd un polinomio de tercer gradoy f"'(x) serd un
polinomio de segundo grado.

Asi, f"'(x) tendrd, a lo sumo, dos raices.

Por tanto, f(x) tendrd, como mdximo, dos puntos de inflexién.

/7 x . .
40 Comprueba que la funcién y = |_|1 tiene dos asintotas horizontales.
X+
si x<0
X+
fl) =
X si x>0
X+
Por tanto:
lim f)= lim —* =—-1 — y=-1 esasintota horizontal cuando x — —co.
X —> —oco x——o0 x 41

Jim f() = lim =1 — y=1 esasintota horizontal cuando x — +oo.
+oo

X —>+00 x4
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41 Sobrela grifica de y = |x% - 4| indica los intervalos de concavidad y de convexidad. ;Cuiles son
sus puntos de inflexién?

\LL Y /
=4 si x<=2 \ [
y=|x2—4|=1x*+4 si 2<x<2 \ f
x*—4 i x>2 \ |
\/
X
) )

La gréfica es céncava en (—o0, =2) U (2, +o0) y es convexa en (-2, 2). Los puntos (-2, 0) y (2, 0) son
puntos de inflexién (son también minimos relativos). Podemos comprobarlo con f"y f":

2x  si x<-2 2 six<=2
f'(x)=7-2x si 2<x<2 — f(x)=1-2 si 2<x<2
2x  si o x>2 2 six>2

No existe f"'(=2) ni f"(2).
f'(=27)=-4
f(=2")=4
f'2)=-4
f'2h=4

Signode f'(x): f'(x)=0 = x=0
f’<0 f'>0 f’<0 f'>0
\ -2 / 0 \ 2 /

Minimos en (-2, 0) y en (2, 0).

> No existe f'(-2).

> No existe f"(2).

Miximo en (0, 4).
Signo de f"'(x):
f'>0 f'<0 f'>0

-2 2

\— 7\

Puntos de inflexién en (=2, 0) y (2, 0).

42 y-= x2+ L 110 estd definidaen x=1 nien x=—1; sin embargo, tiene solo una asintota vertical.
X -

Justificalo.

_ox+l x+1
S0 = 21 +l)(x-1)

lim  f(x)=—o0
x—=>1"

x =1 es asintota vertical.

/l'm+f(x)=+oo

x—1
, o 1 1
xé)nzl f(X) B xli{lzl x—1 N 2

En x=-1 hay una discontinuidad evitable, no hay una asintota.



Unidad 10. Representacion de funciones VANANZNSACHILLERA Q)

Matematicas |l

43 ;Cudntas asintotas verticales puede tener una funcién? ;Y horizontales?

* Asintotas verticales puede tener infinitas. (Como ejemplo, podemos considerar la funcién

y= , cuya grafica estd representada en el ejercicio 26, en la grifica 2).
sen x

* Asintotas horizontales puede tener, como médximo, dos: una cuando x — —oo y otra cuando
X —> +oo.

44 Da un ejemplo de una funcién que tenga un minimo en x = 1 y que no sea derivable en ese
punto. Represéntala.

! —x+1 si x<1
y—|x— |_ x—1 si x2>1

F(1)=0

£(x)>0 para X#l} — Hay un minimo en x=1, en (1, 0).

f(x) noesderivableen x=1, pues f'(17) =—-1=f'(1%) = 1.

La grifica es:

45 Da un ejemplo de una funcién derivable en x=1 con f'(1) =0 que no tenga mdximo ni mi-
nimo en ese punto.

Por ejemplo, y = (x— 1)3. 4

£ =3x-1)?% = £(1)=0 ?

f'(x) >0 para x=1 — f(x) es creciente. -6 -4 =2 f22 4.6
En x=1 hay un punto de inflexién. : 4

46 Si es posible, dibuja una funcién continua en el intervalo [0, 4] que tenga, al menos, un méximo
relativo en (2, 3) y un minimo relativo en (3, 4). Si la funcién fuera polinémica, ;cudl deberia
ser, como minimo su grado?

f(x) debe tener, al menos, dos mdximos y dos minimos en [0, 4], si es derivable.

Si f(x) fuera un polinomio, tendria, como minimo, grado 5 (pues f"(x) se anularia, al menos, en
cuatro puntos).

\’_‘
INCY AU
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47 ;Tiene f(x) = x + e™* alguna asintota? Si es asi, hdllala.
flx)=x+e™
¢ Dominio: R.
¢ No tiene asintotas verticales.
. xznfw (x + ™) = +o0; xiz’rizm (x+e™) =400
No tiene asintotas horizontales.

¢ Asintotas oblicuas:

—x
m= lim <x+€ >= lim <1+ 1 ):1
X —> +oo X X —> +oo x-ex

n= Ilim (x+e*—x)= lim ¢¥=0
X —> +oo X —> +o0

y=x es asintota oblicua hacia +co.

No hay asintota oblicua hacia —c porque:

—X
m= lim [XFC ) =1 +00=+00
X —> —oo X

48 ;Son iguales las graficas de f(x) = ¢* y g(x) = e!*l? Justifica tu respuesta.

No. Veamos sus gréficas:

Y= elxl

_/

Por ejemplo, si x=-3 — e~ 0,048; ¢I-31~20,08

49 Indica cudl de estas graficas corresponde a y=In |x| y cudl a y = |ln x|. ;Cudl es la ecuacién de
cada una de las otras dos?

a) b)

/
\

c) - - d)

T —
—

\lf
1|/
1l

*y=In|x| eslac).

*y=|lnx| eslaa).

b)y=|in|x|
d)y= ﬁ
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50 ;Qué tipo de simétria tienen las siguientes funciones?

a) y=sen’ x b)y=|x[-2 oy=tgx d)y=x3-x

Q) y=sen’ x
Fex) = sen? (=) = [sen (]2 2 (csen )2 = sen’
(1) Porque sen (=) = —sen x
Como f(=) = £(), la grdfica de f es simétrica respecto al eje V.
b)y=|x|-2
F69) = |x] =2 = f) < o] =2 < ] -2
Como f(=) = £(), la grdfica de f es simétrica respecto al eje V.
Q) y=tgx
F6) = 13 f(o) = tg (=) = —tgx = ()
Como f(=) =—f(x), la gréfica de f s simétrica respecto al origen de coordenadas.
dy-xd—x
£ =7 —x > ) = (97— () = 3 + 1= f Q)

Como f(—x) = —f(x), lagrifica de f es simétrica respecto al origen de coordenadas.

51 Dadala funcién f(x):

Indica qué grifica corresponde a estas otras:

f flx) -f@| |f&@]

a) [ 1] b) /
\ // [
\ \ '/ \
~\. \
N ]
\ |/ \
©) d)
/
\ I \
\ \ \\\ \\\ yd
[ \ |/ \| /
a) —| ()|
b) f (=)
o | f)
d) f(|x]
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52 Relaciona cada grifica con su funcién.
4
2
2 =2 2
-2 2
-2 2 -2

f@) =xsen (mx)  g(x) = x2 sen (mx) b (x) = x2 cos (%)
* f(x) y h(x) son funciones paresy g(x) esimpar.
Por tanto, la grifica de g(x) ha de ser la b).
* f(2) =0 — Lagrificade f(x) eslac).
Luego la gréficade /(x) eslaa).
* Esdecir: a) 4 (x); b) g(x); ¢ f(x).

Para profundizar

53 En el Ejercicio resuelto 1 del apartado 10.5, vimos un sencillo procedimiento para calcular las
asintotas de la funcién y = yx? —2x mediante los pasos siguientes:
Va2 —2x={(x-1)2-1=|x-1]
Averigua, de forma similar, las asintotas de estas funciones:
a)y=yx2+2x b)y= yx? - 6x+12
c)y=«/x2+4x d)y=«/4x2—x+3
Indica la posicién de cada curva respecto de las asintotas.

Q) Y+ 20=Ax 4 2+ 11 =(x+ )2 =T = (x + 1) 2 =[x + 1]

La funcién y=|x + 1| estd formada por las dos asintotas oblicuas de la funcién y = yx? + 2x.
b) Va? —Gx+12=yx? —6x+9+2=y(x—=3)2+ 2= (x —3)2 =|x - 3|

La funcién y=|x—3| estd formada por las dos asintotas oblicuas de la funcién y = Jx? —6x+12.
Q)= At rdx =l 1 dx+d—d=(x+2)> 4= (x+2)?=|x+2|

La funcién es “un poco menor” que el valor absoluto porque se resta dentro del radiando. Por tanto,
queda por debajo de las asintotas oblicuas:

y=x+2 cuando x — +oo.

y=-x—2 cuando x — —oo.

2
d)y= Vdx® — x +3 \/4x —x+i+4—7 \/<2x—i) +£ \/(2)6—)

16 16

La funcién es “un poco mayor” que el valor absoluto porque se suma dentro del radicando. Por
tanto, queda por encima de las asintotas oblicuas:

y= Zx—l cuando x — +oo.

4

2x—‘

y= ox+ L cuando x — —oo.

4
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54 Aunque la palabra aséntota la hemos aplicado a rectas que se aproximan a una gréfica, tiene un

significado mds amplio: se dice que dos curvas son asintdticas cuando, al alejarse del origen, la
distancia entre ellas tiende a cero.

. 7 _ 2 . s, V3 _ X . 3
Por ejemplo, la pardbola y = x*+ 1 es asintética a la funcién y= — ! (revisa su gréfica en

la pagina 310). X-
Es ficil comprobarlo efectuando el cociente:

x4 1

2
=x“+1+
x2—l x2

La diferencia entre las dos ecuaciones, 21 I ! :

x° — P .
tiende a 0 cuando x — + . Ademds, toma valores W
positivos, por lo que la grificade y = f(x) queda N
por encima de la paribola. N

-

. ’
. 2

Este resultado permite representar la funcién de

. rectas asintdticas
forma mds precisa apoydndonos en la representa- //7
cién de la pardbola:

3 — 2 . o o7
a) Halla la pardbola asintéticaa y = %7 =26"+x+8 Dyeterminala posicién de la curva respecto
de ella. ¥

b) Representa la funcién utilizando esos datos, asi como la asintota vertical y el punto singular
(dnico, en x = 2).

8

o — 2%+ x+8 _
X

x—2x+l+

a)y=

La pardbolaes y = x%—2x+ 1.

* Cuando x — —oo, la diferencia entre la funcién y la pardbola,

8 , es negativa; luego la curva
estd por debajo de la pardbola. X

¢ Cuando x — +oo, la diferencia, 8 , es positiva; luego la curva estd por encima de la pardbola.
X

b) Asintota vertical:

lim  f(x)=—o0
x—=>0"

; x =0 es asintota vertical.
lim | f(x)=+oo

x—0
* Punto singular:

, 8 2x°—2x*-38

fl)=2x-2-5 =2 =28 =8
X X

F)=0— 2x7-2x2-8=0 = 2(x-2)(x?+x+2)=0 — x=2

Hay un minimo en (2, 5).

e Grifica:




Unidad 10. Representacion de funciones

55 Estudia la posicién relativa entre estas curvas y sus pardbolas asintéticas. Representa la informa-

cién obtenida:

3
b)_)’= xx—l

4
a) y= —*— — Dividimos:

4
Asi, y= X

2

x2+1

x2-1

1
2

=xt -1+

x“+1 x“+1

Paribola asintética: y = x% — 1

3
_x =1 _
b)y= P

Pardbola asintética: y = x

Posicién:

Y
. .
s e

-1
X

2

..7

.
I
.
D
D
.
.
.

[y 0
Ly g
g

4
o) y= 2X

b

x4

x4 4 4x?
42

— Dividimos:

x2 -4
x2+4

—4x2 + 16

4
ASI’Z y= Zx—

X

16

=x* 44+ 16
—4 x* + 4

Pardbola asintética: y = x2+ 4

Posicion:

A

[y
[y
[y
Ly
Y

.
-

f:'.'

0
.
.
g
g
g
.

PNNNSAC HILLERA O
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e

9= x* -4

Posicion:

1]

[
[
[}
[}
[}
[}
[y
[y

.
~
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1 Dibuja la grifica de una funcién f de la que sabemos:
m @) =veo, lim fx)=-3, lim f(x)=—c
S'(5) =05 f'(0) =05 f(-5)=0; f(0)=2

Tiene tangente horizontal en los puntos (-5, 0) y (0, 2). En el primero tiene un mdximo, y en el segun-
do, un punto de inflexién.

Y]

X
-1-3
& Describe la gréfica de la siguiente funcién:
| |
// / * El dominio de definicién es IR — {2, 2}.
e S . . ..
X AP Es una funcién impar, continua y derivable en su dominio.
/ / * Tiene dos asintotas verticales: las rectas x=-2 y x=2.
[ [

i 9= v i (9=~
lim f(x)=+o05 lim f(x)=—oo
x—27 x—2*

Larecta y=0 eslaasintota horizontal de la funcién cuando x — +eo.

* Es creciente en los intervalos (—eo, 2), (=2, 2) y (2, +o0).

3 ;Tiene f(x) = x3 + 2x + 4 méximos y/o minimos? ;Y algtin punto de inflexién? Estudia su curva-
tura y represéntala.

f)=x3+2x+4

o fi(x)=3x2+2
fx=0 — 3x2=-2 — no tiene solucién.
f'(x) >0 paratodo x — f(x) es creciente.

No tiene mdximos ni minimos.

* f"(x) = 6x ¢ Grafica:
f'x)=0 = 6x=0 = x=06
Signo de f"'(x): .

f”<0 f>0 /
N\

-2
Hay un punto de inflexién en (0, 4). /

e Ademis, xé}’@wf(x) = —oo; xé@wf(x) = +oo
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2
4 Estudia las asintotas y los puntos singulares de la funcién f(x) = (e + 21) y represéntala gréfica-
x+

mente.

flo) =

e Dominio: IR —{-1}.

(x+2)2
x+1

e Asintota vertical: x =1

Posicid x—>-1"
osicién
< lim _ f(x)=+o0
- 1"

¢ No tiene asintota horizontal:

Iim (x+2)2 e
xSteo  x+l1
e Asintota oblicua:
2
G +2) =x+3+ 1
x+1 x+1

La asintota oblicua es y = x + 3.

Posicién de la curva con respecto a la asintota:

11 >O)

Si x >+0 = flx)>x+3 (porque
X+
11 <0>

Si x >—-00 = flx)<x+3 (porque .
+

f&) =+ 3) =

x+1

* Puntos singulares:
£ - 2+ e+ 1) = (x+2)” _ 2242
(x+1)? (x+1)?

o 5 ) x=0, f(0)=4
fx=0 = x +2x—0<x:_2’ £(2)=0

Signo de f™:
f'>0 f'<0 f'<0

NN

Tiene un mdximo en (-2, 0) y un minimo en (0, 4).

e Gréfica:
Y 7
',/'
f/
V%
\[ | 7~
(l
1
S X
., ,yl
7’7
y'
o
. ,/
VAl
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2
5 Representa la funcién f(x) = @
e
2
fw= +xl)
e

¢ Dominio = IR.

* No tiene asintotas verticales, porque ¢*= 0 para todo x.

2
, x+1 , . .
e lim Ge+1)7 =0 — y=0 esasintota horizontal hacia +0 — f(x) >0
X —> +o00 X
o (x+1)? . , . .
Lz)m =40 o No tiene asintota horizontal hacia — oo.
X —oo

4

* Puntos singulares:

20 +1)e" —(x+1)2 " ~ 2e+2—(x+1)2 241

£ - -

(ex)Z e~ e~
() =0 2,1 0<x=1’ fn=
fx)=0 > x"+1= 1, fL1)=0
Signo de f™:
f'<0 f'>0 f'<0

NT SN

Minimo: (-1, 0). Mdximo: (1,i>
e
e Grifica:
Y
\ 2
\
\ 1
\ L
N
) _ ] X

6 Calcula los puntos de corte con los ejes y los puntos singulares de la funcién y = fn(-x2 + 1). De-
termina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y esboza la grifica.

* Dominio = (-1, 1) — y es una funcién par.

* flx)=0 —>f(x):—x2+1:1 — x=0

Y
El tinico punto de corte con los ejes es (0, 0). 1
4 _ 2x _ _
* f'(x) = 5 =0 - x=0
x“—1 X
2 -1 ™N
) = - % <0 paratodo x. / \\
o =1) / \

Por tanto, (0, 0) es un maximo. Il T \

* f tiene dos asintotas verticalesen x=-1y x=1. ” \\
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7 Dibuja una funcién continua en IR que tenga un minimo relativo

\[Y

en (1, 6) y un maximo relativo en (6, 2). Si es un polinomio, ;cudl N
. 6

serd, como minimo, su grado? \

La funcién tendrd, como minimo, cuatro puntos singulares, y para

ello, su grado debe ser, al menos, 5. 2

1

8 Halla los mdximos y los minimos de f(x) = xyx +3. Indica si tiene asintotas y represéntala grafi-
camente.

f () = xyx+3. Dominio = (=3, + o)

* Hallamos los puntos singulares:

’ 1 2(X+3)+.X' 3x+6
=yx+3+x- - _
£ rrory 2Jx+3 2Jx+3 2Jx+3

fx)=0 > 3x+6=0 > x=-2, f(-2)=-2

<0 £50
NS

La funcién tiene un minimo en (-2, -2).

Signo de f™:

¢ La funcidén no tiene asintotas:

lim  f(x)=+o05 lim A =

X —> oo X —> +oo X

¢ Grifica:

+ oo

\S]

9 Dibuja la grificade f(x) =[x+ 3| + |x—1].
) =|x+3]+]|x-1]|

m3 i xe3 *Si x<-3: x—3-x+1=-2x-2

3 i *Si 3<x<l: x+3-x+1=4
el box-l e Six21l: x+3+x—1=2x+2

2x -2 si x<-3
flx) =14 si 3<x<l1
2x+2  si x2>1 Y

(o8]
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10 Estudia estas funciones y represéntalas grificamente:
a) y = sen 2x + 2cos x

b) y = 2sen Tix + cos 21x
a) y = sen 2x + 2cos x
* Su dominio de definicién es IR. Es periédica de periodo 2.
* No tiene asintotas.
* Cortes con los ¢jes:
x=0, y=2 = (0,2)

y=0 — sen2x+2c0sx=0 —> 2senx-cosx +2cosx=0 — 2cosx (senx+1)=0 —

i 3n
{Co&x:O . x=5+2/en,x=7+2/e7t, con ke Z
senx+1=0 x=32—n+2/en, con ke Z

* Puntos singulares:
y'=2cos 2x — 2sen x

y'=0 = 2cos2x—2senx=0 — 2(cos® x—sen x) — 2senx =0 —
2 _ _.mn _n 5
— 2(1 = 2sen“ x) = 2senx=0 — x= —?+2nk, x—g+2n/e, x—gn+2nk

y"'==2cos x — 4sen 2x

x= - _ };": _25‘05(—%)—4567171::0

2
En x= —% hay un punto de inflexién (estudiando el signo de y” a ambos lados del valor x=— %)
X = % — y"= —2cos (%) — 4sen % =-3/3<0 — En x= % hay un méximo relativo.
_5n " Sn St _ 5n ;o .
X = 5 — y'"'= —2cos G —4sen7—3«/§> 0 > En x= G hay un minimo relativo.

x=—I y = sen (—m) + 2cos (-%):0 - <—£,0>

2
s n)_3 n. 3
sen<3)+2ms<6>—2 3 _)<6’ZB>

®
Il

NE!
<
Il

_On | 2® Sn)__3 Sm._3
x= 6,y—56n<3>+2ms<6> 2«/§—><6, 26)
e Grifica:
\
\
\ D4 \ £
\= \
/ \ /
/
\l [/ s /
\ //
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b) y = 2sen nx + cos 2mx
* Su dominio de definicién es IR. Es periddica de periodo 2.
* No tiene asintotas.
* Cortes con los ¢jes:
x=0,y=1 > (0, 1)

=0 = 2sennx +cos2nx =0 — 2sen Tx + cos” mix — sen” mx =0 —

1-43
2

5 1-43 xzarcsen( )+2k=—0,12+2k, con ke Z
= 2senmx+l—sen"nx —sennx=—Y2 —

x=1+0,12+2k=1,12+2k, con ke Z

Puntos singulares:
y'= 27 cos x — 27 sen 2mx

y'=0 = cosnx—sen2nx=0 — cosmx —2senmx-cosnx=0 —> cos mx(l—2senmx)=0 —

cosnx:Ol x:%+2/e,x:%+2k
senmx =y x=%+2/€, x=%+2k
n 2 2
y"'= 21" sen nx — 4n” cos 2mx
x= % — y"= —2x° sen%—lmz cos%=—3n2<0 — En x= % hay un mdximo relativo.
x= % — y'= 2 sen%—4n2 cosm=2n*>0 — En xz% hay un minimo relativo.
_ 5 " 2 Sn 2 5m _ 2 _5 ‘s .
x=z 2= —2n sen?—4n cosT——37t <0 — En x= 2 hay un mdximo relativo.
ng — y"= —2x° sen%—4n2 cos3n=612>0 — En x= > hay un minimo relativo.
x=% — y= 2sen%+c05%=% — (%,%)
X = 1 — y= 2sen X +cosm=1 — (L,l
2 2 2
5 Sn St _3 53
-2 = 2een 2T 2T _ 5 23
x= 2 = y=2en=g+cos 2_><62>
ng - y= 2567132—7I+£‘0537'C=—3 — <%,—3
* Grifica:

___
T
—

=
!
—

T

— |
=

!

e e




