Vectores

4.. Efectua las siguientes operaciones:

ACTIVIDADES INICIALES

a) (5, =3) + (2, —4) c) 53, —1) + (-1, 4) e) %(7, 4) + (1, 2) g) —(3,6) + %(—2, —1)
b) (6, 4) — (7, —2) d) —-3(0, 1) + %(O, 3) f) —4(2, —1) + 6(4, —1) h) —(5,3) — (-2, —2)
2) (7,-7) ¢) (15,-5)+(—1,4)=(14,—1) e) (gz ( 4) 9) (—3,—6)+<—3, —%)=< 6, —%)
b) (=1, 6) d) (0, =3) + (0, 1) = (0, —2) —8,4)+(24,-6)=(16,—-2) h) (=5, =3) + (2, 2) = (=3, —1)
4.l. Escribe los pares de numeros reales representados en la ilustracion. Y
A2, 1), B(—1, 3), C(—2, —3), D(—4, 0), E(4, —1) N
1 A
D O] 1 X
E
C
EJERCICIOS PROPUESTOS
4.1. En el hexagono regular de la figura, indica qué vectores son equipolentes.
Son equipolentes AB ~ ED y FA ~ DC. ATNC
En cambio, los vectores BC y EF son opuestos. T
FR""P
E

4.2. Contesta verdadero o falso y razona la contestacion:
a) Si dos vectores fijos tienen el mismo modulo y direccidn, determinan el mismo vector libre.
b) Dos vectores fijos son equipolentes si tienen el mismo maddulo, sentido y sus rectas soportes son parale-
las.

a) Falso, tienen que tener también el mismo sentido.
b) Cierto, ya que las rectas paralelas indican la misma direccion.

4.3. Dados los vectores libres U, V' y W y el punto P, elige representantes de cada uno de los vectores U, V, W que
tengan su origen en P.

Y Teniendo cuidado de no alterar el mddulo, la direccion vy el

. sentido de los vectores U, V y W, se eligen otros represen- 1 MZ -

Y 7 tantes de los mismos cuyo origen comun sea P. 1
4\ o[+ \/_~

pam!
o] 1 X Y
v
” P

4.4, Contesta verdadero o falso y razona tu respuesta.
a) El vector libre nulo tiene modulo 0, y direccion, la del eje de abscisas.

b) Sean U y V dos vectores equipolentes, y O, un punto cualquiera del plano. Si llevamos representantes de
Uy v al origen comun, obtenemos dos vectores paralelos.

a) Falso, el vector libre nulo carece de direccién y sentido.
b) Falso, ya que si son equipolentes, al llevarlos al origen comun coincidiran ambos vectores. Por tanto, son coin-
cidentes y no paralelos.

m



4.5.

4.6.

47.

4.8.

4.9.

4.10.

A partir de los vectores U, V y W representados en la figura, calcula: Y
a)u + v c)—-u+2w
b)3 v d)2[d+7vV]-3w W, 4l U
De la figura: U = (1, 1), ¥V = (2, =3) y W = (=2, 1); por tanto: O\1 X
a)u+v=_>11)+(2 -3 =(3 —2)
b) 3V = (6, —9) v
c) ~T +2W = (=1, -1) + (—4,2) = (=5, 1)
d2[m+7v]-3w=(6 -4) + (6 -3) = (12, =7)
Dados los vectores U, y U, , expresa los vectores Vv y W como combinacion N
lineal de los vectores U y Vi
De la figura es inmediato que Vv = 6 U, + 51U, ; wW=-5U —1U, ﬁ(
™\
NAVAN
— 3N
W
Representa los vectores siguientes.
gd=-3 +5/c=31-2 &=2-2 g=-4 -2 Y
b=7i —%f d= %f +2f f= -4 A=+ (-2 X
) , —h d
Los vectores estan representados en la figura derecha. \T’B’ X
g1z J* 9
7
Expresa los vectores de la figura como combinacion lineal de los vectores y
de la base canonica. =
=23 +2f c=-2 —2f b -
= » > — ? T J
b =-5+j d=1i—3j - <=
i X
\
g d
Dados los vectores: 0 = (-4, 2), Vv = (0, =8) y W = (-3, 3). Halla:

a)T+7V ) 50I—-8V e u+vV+w Q) [d[V,[T+7

b) 4d d) —2v f) 30— (5V+w) h) T + (27 + 3W)

a) T +V=(-42) 4+ (0, =3) = (-4, —1)

b) 40 = 4(—4, 2) = (—16, 8)

c) 50 — 3V = 5(—4, 2) — 3(0, —=3) = (=20, 10) + (0, 9) = (—20, 19)

d) —2v = — 2(0, —=3) = (0, 6)

e)T +V+w=(-42 +(0, -3)+(-3,3) =(-7,2)

f) 30 — (5V + W) = 3(—4, 2) — [5(0, =3) + (=3, 3)] = (—12,6) — (=3, —12) = (-9, 18)
) [0 =V4+ 22 =1/20=2\/5; 7| = \/7)2= 9=3; [T+7|=[T+7=|(—4—-1)=\(-47+ (-1 =117

h) T+ (—V+ 3W) =(—4,2) +[-(0, —3) + 3(=3,3)] = (-4, 2) + (-9, 12) = (—13, 14)

Dados los vectores: U = (5, — 7), V. = (0, 4), comprueba que:

a)2(u+v)=2u+2 b) (4 —7)V =4V — 7V

a) 2T+ 7V)=2[(5—7) + (0,4)] = 2(5, —3) = (10, —6); 20 = 2(5, —7) + 2(0, 4) = (10, —14) + (0, 8) = (10, —6)
b) (4 — 7)V = —3V = —3(0, 4) = (0, —12); 4V — 7V = 4(0, 4) — 7(0, 4) = (0,16) — (0, 28) = (0, —12)

m



4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

Un vector libre tiene por coordenadas U = (—4, 1). Un representante suyo tiene el punto A(2, 5) como ori-
gen. Halla las coordenadas del extremo.

Sig=1(25vyb = (x y) son los vectores que unen el origen de coordenadas con los extremos A 'y B del re-
presentante del vector @, se cumple que & + T = b. Por tanto, (2, 5) + (—4, 1) = (-2, 6) = (x, y), es decir,
las coordenadas del extremo B son B(—2, 6).

Un vector tiene por extremos los puntos A(—7, 5) y B(3, —2). Calcula las coordenadas del vector AB.

Sead = (~7,5)yb = (3, —2). Se tiene que AB=b — & = (3, —2) — (=7, 5) = (10, =7).

Un vector fijo tiene su origen en el punto A(6, —2), y sus coordenadas son (4, 5). Halla las coordenadas de
su extremo B.

Sead =(6,-2)yb = (x y).ComoAB=b —a=(x, y) — (6, —2) = (4,5), se tiene que (x,y) = (4,5) + (6, —2) = (10, 3).
Por tanto, las coordenadas del extremo son B(10, 3).

Dados los vectores U = (=2, 1) y V = (3, 5) referidos a la base canonica, calcula:

—

a)u -V c) Angulo de G’ y v
b) Proyeccion de U sobre v d) Un vector ortogonal a v

Q)T -7=(-21)-(35 =-6+5=—1

7-v -1 V34

b) Proyeccion de T sobre V = —— = = __1 =
M Veis v 4

c) cos (0,7) = =2 = 1 1 L@y = arccos( —1

@ T VEevaE Vi

d) Por ejemplo, el vector W = (=5, 3) es ortogonal a v, yaque 7 - W = (3, 5)-(=5,3) =3 (-5) + 5-3 = 0.

—

) = 04° 23’ 55,3"

f‘
o

Determina el valor de m para que el producto escalar de V por W sea:
=(m, 1) yw = (2 —-3).

V=(m 2 yw=(3 m).

V=(m =38)yw=(m,4).

=3 myw=(—m, m).

a) Igual a 4, siendo
b) Igual a —2, siend
c) Igual a —3, siend

< © 0 <«

d) Igual a 0, siendo

a)V-W:(m,1)-(2,—3):2m—3:4:>2m:7:>m:7

2
b)V-W:(m,2)-(3,m):3m+2m:—2:>5m:—2:>m:—%
v-w=m-3)md4)=m—-—12=-3=m=9=>m= =3
dAv-w=@8m-(—mm=-83m+mM=0=>m(mM-3)=0=m=0m=3

EJERCICIOS

Vectores fijos del plano

4.16.

En cada caso, representa el vector fijo indicado:

a) Vector AB, siendo A(1, 3) y B(5, 7).

b) Un vector de médulo 5 unidades en la direccién del eje OX y sentido positivo.

c) Un vector de médulo 3 unidades y que forma un angulo de 120° con la semirrecta origen de angulos.




4.17. Dibuja dos vectores fijos que tienen uno médulo doble que el otro, el origen comun y forman un angulo

de 90°.

Respuesta abierta, por ejemplo: Y
V f
O+ X

4.18. Traza dos vectores fijos del plano que tengan el origen comuin y ademas:

a) Modulo y direccion iguales, pero sentidos opuestos.
b) Direccion y sentido iguales, pero que el modulo de uno sea triple que el médulo del otro.
c) Que las direcciones sean perpendiculares y el médulo de uno sea la mitad que el médulo del otro.

Respuesta abierta, por ejemplo:

a) % T b) % c) Y
u —
v L
V —
7]
% u o) SR
v [0) X

Operaciones con vectores libres del plano

4.19. Dado el heptagono irregular de la figura.

Dibuja los siguientes vectores libres. c
a) AB + BC Bl _—"
b) AB + BC + CD ya D
c) AB + BC + CD + DE /
- - - . - A
d)AB + BC + CD + DE + EF K E
e) AB + BC + CD + DE + EF + FG -
G
Los vectores pedidos se dan en la figura: -
F
4.20. Dado el rectangulo de vértices ABCD.
Completa las siguientes igualdades:
a) AB + BC = :AD + = AC
b) AC + CB = : CB + = AB
c) AD + DB = : BC + = BA
a)AB + BC =AC; AD +X=AC =X =AC — AD = DC
b)AC + CB =AB CB +y=AB =y =AB — CB = AC
c)AD + DB =AB BC +7=BA =27 =BA -BC =CA




4.21. De acuerdo con el paralelepipedo de la figura, di cuales de las
siguientes igualdades son ciertas.

a)a=g c)¢=-g e)h =& gi=¢
b)a = —g db =—-d fy h = —f hyi=d ¢
a) Cierta c) Falsa ) Cierta g) Falsa
b) Falsa d) Falsa f) Falsa h) Cierta

Coordenadas de un vector. Operaciones

4.22. Dados los vectores U = (—1, 38) y V (5, 4), calcula:

a)u +7V b) u —v c) 5V
QUi+ vV=(=1,3)+(54) =47
b)) — V= (-1,3) — (5 4) = (-6, —=1)
c) 5V = 5(5, 4) = (25, 20)
d) 307 — 2V = 3(=1,3) — 2(5, 4) = (=3, 9) + (=10, —=8) = (=13, 1)
4.23. Dados los vectores libres b de la figura, calcula:
a)d + b bya — b c) 3a d) 37 — 2b
De la figura se deduce que: @ = (6, 0); b = (3, 5).
a)a +b = (60 + (35 = (9 5)
by — b = (6,0) — (3,5) = (3, —5)
c) 3@ = 3(6, 0) = (18, 0)
d) 3@ — 2b = 3(6, 0) — 2(8, 5) = (18,0) + (=6, —10) = (12, —10)
4.24. Se consideran los siguientes vectores: U = (3,4), Vv = (—1,7) y w = (8, 5).
a) 5(U+V) = 50 + 57 b) (T+V)+ W =0+ ({U+V) c)u+v=
a) 5(T + V) = 5[(3, 4) + (=1, 7)] = 5(2, 11) = (10, 55)
5+ 5V = 5(3,4) + 5(—1,7) = (15, 20) + (-5, 35) = (10, 55)
b) T+ V) +W=1[@34) +(=1,7)]+ (85 =(211) + (8 5) = (10,16)
U+ (V+w =34 +I[(=17)+(8 5] =34 +(712) = (10, 16)
QU +V= (3)+(1 7) = (2, 11)
V+UT=(-1,7)+(3 4) = (2 11)

Dependencia lineal

4.25. Halla los valores de x e y para que se verifiquen las siguientes igualdades.

a) (5,3) + x(2,4) = (-5, )

a) (5, 3) +x(2,4) = (5 + 2x 3 + 4x) = (-5, y):>{

3 + 4x

y

b) x(2, =4) + (7, =1) = 2x + 7, —4x — 1) = (=3, y):>{74x7 1=y

m

b) x(2, —4) + (7, —1) =

o}

2
o}

ooy

d) 30 — 2v

oy

oy

Y

Comprueba que:

V+u

(=3, y)

5+2x:—5:> X = -5
y=—-17

x+7=-3 {x=—5

y =19

=4



4.26. ¢(Para qué valores de x e y se verifica la siguiente igualdad?

4.27.

4.28.

4.29.

4.30.

4.31.

(=420 + (2% =7

(_4'2)+(2‘X):(_2,2+X)=(y,7):>{2_2+zx);7:>{);z_2

Expresa el vector U = (=5, 3) como combinacién lineal de los vectores Vv = (—1, 0) y W = (3, 4).

Se trata de encontrar a y b tales que U = av + bw.

x=32
—a+3b=-5 4
Por tanto, ha de ser (=5, 3) = a(—1, 0) + b(3, 4) = (=5, 3) = (—a + 3b, 4b) = 4b =3 = 09
y=T
29,8
Por tanto, U = 7 vV + 7V

Halla los valores de a 'y b para que U = (—3, 5) se pueda expresar como la siguiente combinacion lineal de
los vectores V. = (2,0) y w = (-7, 3):

U= av + bw

Se trata de encontrar a 'y b tales que U = av + bw = (=3, 5) = a(2, 0) + b(—7, 3) = (2a — 7b, 3b) =

, o 13
{2a - 7b = -3 ]
3b=5 _5
b= 3
Dados los vectores de la figura, exprésalos como combina- y
nacion lineal de los vectores de la base candnica y da sus ~
coordenadas. ¢ 7
g =(10,1) =107 +] d=(-42=-4 +2f d 1 -
b =(605) =6 +5 g = (-2 —2) = -2/ —9f T a —
T=1(24) =2 +4f f=(2 -3) =2 -3 ON;” X
€ 7

Comprueba si el vector & = (3, —7) se puede expresar como combinacion lineal de los vectores
V=1(-32yw= (-6 4).

Si se puede expresar T como combinacién lineal de V y W, existen a, b tales que U = av + bw. Por tanto:

a+2b=—1
_ ~ ~3a — 6b =3
(3, —7) = a(~3, 2) + b( 6,4):>{26+4b:77<:> a+2b:_%

Por tanto, el sistema es incompatible, y T no se puede expresar como combinacion lineal de vV y w.
(Hay que hacer notar que W = 2V, por lo que son linealmente dependientes y no forman base).

Halla los valores de los escalares a y b, que permiten expresar el vector & = (—2, 11) como combinacion
lineal de los vectores V = (3,4) y w = (—1, 5) en la forma & = av + bw.

a
_ _ _ _ _ 3a— b= -2
U =av + bw = (—2,11) = a(3, 4) + b( 1’5):>{4a+5b=11® b

I
= sl

-
©

m



432. Sean U = (8, 5) y v = (—1, 2) dos vectores libres del plano. Halla & + V Y
y 3. Comprueba graficamente que las coordenadas obtenidas para & + V' y 30
son las obtenidas anteriormente.
T+7V=(305)+ (1,2 =(27) 37
37 = 3(3,5) = (9, 15) mry
u
%
0 X
Modulo y argumento
4.33. Calcula el moédulo y el argumento de los siguientes vectores.
a)u, = (3,5 c) U; = (-4, 5) e)i; = (8,9)
b) u, = (3, —2) d)u, = (0, 3) f) Us = (=5, —1)

Para elegir correctamente el argumento, hay que tener en cuenta el cuadrante en que se encuentra el vector.
a) |7 = V3 + 57 =19 + 25 = \/34 ; arg(7,) = arctg (g) = 59°2' 10,5"
b) |7 = V3 + (=2 = V9 + 4 = \/13 ; arg(7,) = arctg ( 3 ) = 326° 18’ 358"
c) |7 = V(—4) + 52 = \/16 + 25 = \/41 ; arg(Tl,) = arctg <_T5> = 128° 39’ 353"
= \/m \/_ 3 ; arg(td,) = 90°
e) Ty = V& + 9 = \/64 + 81 = \/145 ; arg(T) = arctg (%) = 48° 21’ 59,3"

f) |Td = V(=5)* + (—1)? = V25 + 1 = \/26 ; arg(U,) = arctg (%) = 191° 18’ 35,7"

4.34. {COmo varia el moédulo de un vector si se multiplica por el numero real k? Aplica el caso al vector
Uu=(-3,5yk=7.
Si se multiplica un vector por el nimero real k, el médulo queda multiplicado por k. En efecto:
Sea U = (u,, U,) = kT = (ku,, ku,). Por tanto, |kT| = V/(ku,)? + (ku,) = VK (U2 + u,2) = k\u,? + u,?2 = KT
Sitd=(=85yk=7= 70 = (—21, 35). Por tanto:
70] = \/(—=21)2 + 352 = \/1666 = \/72 - 34 = 7\/34 2 452 = 7|7

4.35. Calcula el valor de m para que el vector & = (m, —4) sea unitario.

T es unitario si [0 = 1. [7] = Vm’ + (=4 = Vm’+16 =1 =>m’ + 16 = 1 = m> = —15 = no existe solu-
cion real.

4.36. Halla el valor de n para que el argumento « del vector sea el indicado en cada caso.

a) U1 = (_1, n), a = 180° C) L_I)3 = (n, _2)’ a = 225°
b) U, = (3, n), & = 60° d) @, = (-1, n), @ = 150°
a)tg(180°):O:_L1:>n:O C)tg(225o):1:_T:>n:_2

b) 1g (60%) = V3 = 3 = n = 3V3 L O



4.37.

Calcula un vector unitario en la misma direccién y sentido que los siguientes.
a) u, = (3, —5) b) U, = (-2, 4) c)U; = (1, -2)

Basta multiplicar cada vector por el inverso de su moédulo:

= \/3% + (=5)? = V34 = El vector pedido es \/1— u,
34
b) [T = V(=2)* + 4° = V20 = 2\/_ = El vector pedido es

:(T T)z(%f’:ﬁ)
2 ()

C) T = V1* + (=

Puntos y vectores

4.38.

4.39.

4.40.

4.41.

Sean A, B, C, D, E y F los vértices del hexagono regular de la flgura Expresa los E
vectores de los lados como combinacion lineal de los vectores AB y AF.

AB = 1AB + 0 AF CB=-FE=-1AB —1AF F
DC = -AF = 0AB — 1 AF ED = AB =1 AB + 0 AF
FE =1 AB + 1 AF AB =1 AB + 0 AF

B
Escribe las coordenadas de los vectores con origen A y extremos Y
los puntos indicados. A(=2,3)
AB = (4,1) — (-2,3) = (6, —=2) AD = (-2, —3) — (=2, 3) = (0, —6) . B
AC = (=51) — (=2, 8) = (=3, —=2) AE = (1, —4) — (=2, 3) = (3, =7) ¢ -
ol 1 X
D E

Sea un vector U un representante del vector libre [ﬁ]:

a) Halla las coordenadas de U, sabiendo que A(5, —3) y B(3, 4).
b) Halla las coordenadas del punto B sabiendo que A(-3, 1) y U = (5, 4).
c) Halla las coordenadas del punto A sabiendo que B(—1,7) y U = (3, 4).

Llamando & = (5, =3) y b = (3, 4), a los respectivos representantes de los vectores que unen el origen de
coordenadas con los puntos A y B, se tiene:

aA)AB =b —3=(34)— (5 —3)=(-2,7)
b) = (=3 1)+ (5 4) =(25)
c) (=1,7) = (3, 4) = (-4, 3)

ml T

a+u
=b —U=

Dados los puntos A(3, 3), B(0, 4), C(—2, 2) y D(1, 1), comprueba que el cuadrilatero ABCD es un paralelo-
gramo. (Nota: utiliza la idea de equipolencia.)

Se tiene que:

AB = (0,4) — (3,3) = (=3,1)y DC = (=2, 2) — (1, 1) = (=3, 1). Por tanto, los lados AB y DC son paralelos.
BC =(-2,2) — (0,4) = (-2, =2) y AD = (1, 1) — (3, 3) = (=2, —2). Por tanto, los lados BC y AD son paralelos.
En consecuencia, ABCD es un paralelogramo.

m



442 Sea M el punto medio del segmento AB. Expresa el vector OM como combinacién lineal de los vectores

4.43.

4.44.

4.45.

OA y OB

Por ser M el punto medio de AB, se tiene que AM = %,@) Ademas, AB = OB — OA.

Por tanto, OM = OA + AM = OA + - AB = OA + - (OB — OA) = & OA + - OB.

Calcula los puntos medios del triangulo de vértices A(2, 0), B(-1, 4) y C(3, 2).

Sean M,, M, y M, los puntos medios de AB, BC y CA, respectivamente. Entonces:

AM, =%E=%[(—1,4) — (2, 0)] =%(—3, 4) = OM, = OA + AM, = (2, 0) + (—% 2) = (%2)
BM, = 3 BC = 2 [(32) = (~14)] = & (4, ~2) = OM, = OB + BW, = (~1,4) + (2. —1) = (1, 3)
CM, = % CA = % [(20) — (3,2)] = % (-1, -2) = OM, = OC + CM, = (3,2) + (—% —1) = (g 1>

Por tanto, los puntos medios son: M1<%, 2), M,(1, 3), %(% 1).

Dado el romboide de vértices A(1, 1), B(7, 1), C(5, 3) y D(—1, 3), demuestra vectorialmente que el cuadrila-
tero que se obtiene al unir los puntos medios de cada lado es un paralelogramo.

Sean M, N, Py Q los puntos medios de los lados AB, BC, CD y DA. Es facil ver que las coordenadas de estos
puntos medios son: M(4, 1), N(6, 2), P(2, 3) y Q(O, 2).

Se tiene que MN ~ QP y que MQ ~ NP. En efecto:
MN =(6,2) —(41)=(21):0P=(2,3) - (0,2 =2 1) = MN ~QP
MQ =(0,2) — (4, 1) = (=4, 1); NP = (2,3) — (6,2) = (=4, 1) = MQ ~ NP

Por tanto, el cuadrilatero que se obtiene al unir los puntos medios de cada lado es un paralelogramo.

Dados los puntos A(—3, 5), B(4, 6), C(—1, 9) y D(8, 6):

a) Halla el modulo, el argumento y las coordenadas de los vectores AB y CD.
b) Calcula las coordenadas de dos vectores unitarios de la misma direccion y sentido que AB y CD.

c¢) Calcula las coordenadas de un vector de médulo 2 en la direccion de BC y en sentido opuesto.

—_—

a) AB = (4,6) — (=3, 5) = (7, 1) CD = (86) — (—1,9) = (9, —3)
AB| = V77 + 17 = \/50 = 5V2 CD| = Vo + & = V90 = 3\/10
arg (AB) = arctg (17) = 8°7 484" arg (CD) = arctg (—%) = 341° 33’ 542"
b) Basta multiplicar AB y CD por el inverso de su modulo:
—B>_<7 1)_(7\/5 ﬁ) c—D’:( 9 —3)_(3% —V%)
ﬁ 5\/5 ' 5\/5 10 ' 10 |C:D| 3\/ﬁ ' 3\/ﬁ 10 ' 10

c) BC = (—1,9) — (4 6) = (=5, 3), y IBC| = V(=57 + 3° = \/25+ 9 = \/34. Multiplicando BC por ——2

se obtiene un vector de modulo 2 y sentido opuesto a BC: 34
-2 p=_ -2 _ (5V34 —-3V34

\/34 BC = (=5.8) =7 —77
34 V34

m



Producto escalar. Angulo entre vectores

4.46. a) Comprueba si el vector U = (—cos a, sen a) es unitario.

b) Elige un vector unitario y ortogonal al vector . ¢Es Unico?

a) [7] = V/(—cos a)’ + (sen a)’ = \/cos? a + sen’ a = 1. Por tanto, el vector T es unitario.

b) Un posible vector unitario y ortogonal a T es el vector Vv = (sen a, cos a), ya que U - V = 0 y ademas
V| =
No es el uUnico vector que cumple las condiciones anteriores, también las cumple el vector
W = (—sen a, —cos a).
4.47. Da razonadamente dos ejemplos de vectores tales que:
a) Su producto escalar sea 1.
b) Su producto escalar sea —2.
Respuesta abierta, por ejemplo:
a)u, = (1,1),ytd,=(1,0),yaqued, - d,=1-1+1-0=1
b)u, = 1,1),yu, = (-1, —-1),vyaqued, -U,=1-(-1)+1-(=1)= -2
4.48. Calcula las coordenadas del vector &, sabiendo que se verifica: U - V. = 0y 0 - W = 2, siendo
=3 -4 yw=(2 -3).
Sea U = (x, y). Del enunciado se deduce:
T-V=0=(xy) (3, —4) =3x—4y=0 _
= -8,y = —6. Por tanto, el t = (-8, —6
T-W =2 (xy) (2 —3) = 2x— 3y = 2 = X 1% or tanto, el vector es T = ( )
4.49. Dados los vectores de la figura:
a) Determina las coordenadas de & y V respecto de la base canonica. Y
b) Halla |d], |V, |u] + V.
c) Halla @ - V. ¥ =
d) Halla la proyeccion de U sobre V. 4 L~
. S|
e) Calcula el angulo que forman los vectores U y V. o 1 X
f) Encuentra un vector unitario en la direccion y el sentido del vector U.
g) Halla un vector ortogonal a @ de modulo unitario.

a)u=(2); V=(-323 U+7=I(2H5)
Ol = V52 +27 =29 : [V = V(-3 +3" = V18 = 32 : [T + 7| = /22 + 52 = \/29
QuU-7V=2(52) (=338 =-15+6=—9

_g-v_ -9 _ -3

v _ﬁ_\/i

d) Proyeccion de T sobre V =

o u-v -9 o -3 ) o ,
e) cos (U,V) = == u,v arccos | —— 113° 11’ 54,93"
) 605 (0.9) = 7 = st = e = (0 (58
f) Basta multiplicar el vector T por el inverso de su médulo: W = 2 (L L)
] V29 V29
2 5

g) El vector @ = (—2, 5) es ortogonal a U, ya que g - U = 0. Por tanto, (— —
ad V29 V29

m



4.50. Dados los vectores U = (3, 4) y V = (4, 3), halla:

a)u - v

b) [dl y V|

c) El angulo formado por T y V.
d) La proyeccion de U sobre V.

e) Un vector unitario en la direccion de Vv sentido opuesto.

a)u-v=1(34)-(43)=12+12=24

b) ol = V32 +42=125=5y [7|=V4 + 32 =125=5
o, u-vo_ 24 o 24\ _ Lo n "
c) cos (U,V) = TV - 25 = (U,V) = arccos (25> = 16° 15’ 36,74

d) Proyeccién de U sobre Vv = Umv = 2?4

e) El vector — % = (—% , —%) es unitario y tiene la direccion de V y el sentido opuesto.

4.51. Calcula el valor de k para que el angulo que forman los vectores & = (3, k) y W = (2, —1) sea:

a) 90° b) 0° c) 45° d) 60°

T-W=0BK: (@2 -1)=6—kl0=\V3+K=VI+K ;W =\V22+(-17 =15

a)Como(U,W)=9O°,setieneque0=cos(L7,vT/’)=E'Vl= 6 - K 6-k=0=k=256
awl N9+ Kk\/5

— — —3+

b) Como (T,W) = 0° se tiene que 1 =COS(U,V_\/>)=¥:>4K2—2k—9=0:>K=%\/E
V9 + k\/5

c) Como (U, W) = 45° se tiene que %=COS(U,W)=g:>6kz+48k—54=02>k=1 o k=-9

— —

d) Como (U, W) = 60°, se tiene que T cos (U,W)=¥:> kK — 99 =0 = k = +£3\/11

4.52. a) Halla el valor de k para que el vector o' = (3, k) sea ortogonal al vector Vv = (—1, 4).
b) Halla el modulo de U y V.

c) Halla el angulo formado por los vectores U y V.

a) U L Ve U-V =0.Por tanto, se tiene que (3, k) - (=1, 4) = =3 + 4k=O:>k=%
2
b) [ = 3%(%) = 2 g = VTR = VT

¢) Como son ortogonales, (77, V) = 90°.

4.53. Halla el valor de k para que el vector U = (k, 2) sea:

a) Unitario
b) Perpendicular al vector de coordenadas (2, 3)

a) El vector es unitario si su médulo es igual a 1. Luego:
T = VK+4 =1=4+ K =1 = k= —3 = no existe k real que haga el vector unitario.
b) Dos vectores son perpendiculares si su producto escalar es 0. Luego:
(k,2)-(2,3) =0=6 +2k=0= k= -3

m



4.54.

4.55.

4.56.

4.57.

4.58.

4.59.

Se tiene la base canonica B = {ie, f}, y respecto de ella, los 1%
vectores U y dados por la siguiente figura:

<)

a) Halla las coordenadas de U y V respecto de la base B.

b) Calcula T - V. —
c) Halla el angulo formado por los vectores U y V. o i X
d) Halla un vector unitario ortogonal al vector ¥ + V.
AT =4/ +]=0T=(41);V=-38+3 =7 = (-3 3)
b)T -7 =(41)-(=3,3) = —-12+3 = -9
-2 u-v -9 -9 -9 -3 = -3
c) cos(U,V) === = = = , (T, V) =arccos<—>= 120°57' 49,5”
@Vl e+ 3 +3 (1718 306 \/34 34

du+v=1(41)+(-33) =(1,14)

Un vector ortogonal al vector T + V = (1, 4) puede ser (—4, 1), y para que sea unitario basta con dividir por su
maodulo:

(s )

a) Calcula el valor de k para que los vectores U = (1, k) y V = (—4, k) sean ortogonales.
b) Calcula |u|, |v|, | + V|.
c) Halla el angulo formado por los vectores |U| y |V|.

a) 0 L Ve T- v =0.Por tanto, se tiene que (1, k) - (=4, k) = =4 + k¥ =0 = k = +2.
b) [T = V12+2° = \/5; 7 = V(4P +2° = V20 ; [0+ V| = (-8 +4 =125 =5

c) Como son ortogonales, (7,V) = 90°.

Halla el angulo que forman los vectores U y v, sabiendo que se verifican las siguientes condiciones:
u=4WvV=06ylu+Vv=7

—

Sea o el angulo formado por los vectores U y V. Por el teorema del coseno:
T+ VP=1uP+ VP — 2T |[V]coso = 7> =4>+6>—2-4-6coso =49 = 16 + 36 — 48 cos o0 =

= —3 = —48 cos o0 = COS o = 11_6:> o = 86° 25" 0,04”

¢Puede ser el modulo del vector suma de dos vectores de modulo 10 y 5, respectivamente, mayor que 15?
¢Y menor que 4?

Sean @y b dos vectores tales que 3] = 10 y Ib| = 5.

Para hallar el médulo del vector suma, se aplica el teorema del coseno del siguiente modo:

|7 + b = |aP + |b]? —2/3| |b] cos o = [ + b]? = 100 + 25 — 2 - 10 - 5 cos o =

=g + bP = 125 — 100 cos o

Como —1 < cos a < 1, se tiene que 25 < |7 + b]? < 225, luego 5 < | + b| < 15.

Asi pues, es imposible que el mddulo del vector @ + b sea mayor que 15 o menor que 4.

<l

Sean U y V dos vectores tales que (T + V)> = 25y (T — V)? = 9. Calcula el producto escalar T -
Se tiene que:

25 =T+ VP?=0+v*+20-V
9={U-V?=0*+VvV?—-20"-7V

Restando ambas expresiones se obtiene: 16 = 40 - V. Luego U - V

<
Il
>

Sean U y V dos vectores tales que @ = 9y (0 + V) - (U — V) = 17. Calcula el modulo del vector v.

Se tiene que (T + V) (T — V) = 0% — V? = 17. Por tanto, [V = |0 — 17 = 9> — 17 = 64.
En consecuencia, |V| = \/64 = 8

m



4.60. Dos vectores gy b son tales que |a] = 10, Ib| = 10\/5, y | + b| = 20. Halla el angulo que forman los vec-
tores ayb.

Aplicando el teorema del coseno, se tiene que | + bl = |a2 + [b? —2 |g] |b| =

207 = 10?2 + (10\/3)? — 2 - 10 - 10\/3 cos o = 400 = 100 + 300 — 200\/3 cos «
O=200\/§cosa:>cosoc=0:(x=90°

Los vectores @ y b son ortogonales.

4.61. Sean A, B, C y D cuatro puntos arbitrarios del plano. Demuestra que siempre se verifica:

[AB] - [CD] + [AC] - [DB] + [AD] - [BC]1 =0

—_—

Llamando @ = [AB], V = [AC]y W = [AD], se tiene que [CD] =W — v ,[DB] =0 - Wy [BCl =7V — T
Sustituyendo estos valores en la expresién inicial:
[AB] - [CD] + [AC] - [DB] + [AD] - [BCl=T (W - V) + V(U - W)+ W (V - 0) =

— — —

=uv-w-uo-V-U—-V-W+W-V-WwW-U=0

—

4.62. Pon un contraejemplo para probar que de la igualdad U - V = U - W no se deduce que V = Ww.

Respuesta abierta, por ejemplo:

—

Sean U = (4, =1),Vv=(1,-2)yw =(2,2). Secumple que U -V =0T - W = 6, pero V # W.

4.63. Dados los vectores U = (2, 1) y V = (5, 3), expresa el vector Vv como suma de dos vectores, uno de la mis-
ma direccion que U y otro que sea ortogonal al vector U.

Un vector en la misma direccion de T = (2, 1) es U ' = (2k, k). Un vector ortogonal al vector T = (2, 1) es
W = (—h, 2h). Como ha de ser V. = U ' + W, se tiene que (5, 3) = (2k, k) + (—h, 2h). Luego:

_13
5=2k—nh - k=75
3=k+ 2h po 1

5
Por tanto, los vectores pedidos son T ' = (2k, k) = (% , %) y W = (=h, 2h) = <—% , %)

PROBLEMAS

4.64. Dado el triangulo de vértices A(2, 3), B(5, 2) y C(7, 9):

a) Halla la medida de los lados.
b) Halla la medida de los angulos.

a) Medida de los lados:
Lado AB = |AB| = |(5, 2) — (2, 3) = (8, —=1) = V37 + 12 = \/10
Lado BC = [BC| = [(7,9) — (5, 2)| = |2, 7)| = V2* + 7* = \/563
Lado CA = [CA| = [(2, 3) — (7, 9) = |(-5, -6)| = V/5°+6° = \/61
b) Medida de los angulos:
BA =—-AB =(-3,1); BC=(7,9 —(52) =(27)

cos o = cos (BA , BC) = BA-BC _ —-6+7

_ 1
BA|IBC|  \/10V/53 /530

AB = (3, —1); AC = (7, 9) — (2, 3) = (5, 6)

= o = 87° 30" 37,61"

_ I8 ac) - AB-AC _ 15-6 _ 9
cos p = cos (AB , AC) = 22~ = =
|AB| |AC] V10V 61 V610

y = 180° — 87° 30" 37,61" — 68° 37" 45,76" = 23° 51’ 36,63"

m

= P = 68° 37’ 45,76"



4.65. Dibuja una circunferencia de centro O y radio 4 unidades. Inscribe en la circunferencia anterior un hexago-
no regular de vértices A, B, C, D, E y F. Halla los siguientes productos.

a) OC - OF b) OB - OC c) AB - BC d) AB - DE
a) OC = |OC| |OE| cos 120° = ( )
b)cf-cfz\cﬁ\|cf\:4-4coseo°:8
c) AB = |AB] |BC| cos 120° = -8
d) AB = |AB| |DE| cos 180° = 4 - 4 (—=1) = —16

4.66. En el triangulo equilatero de la figura, de 6 m de lado, se consideran los siguientes B
vectores: \
7“=AB,7v=BCyw=AC. 6m
Hallaud - v, V- Wyw-U
De la figura se deduce: (U , V’) 120° = (Vv , W) = (W, U) = —60°. A ¢
U-V=|U||cos(,V)=6-6(-05) = —18
V'W=|\7||W|cos(\7 w) = 6‘6(05)—18
W -U=1|w||Ulcos (W, U =6-6(-05) =18

4.67. Ana ha salido de la playa en una tabla de windsurfing arrastrada por un viento que tiene una velocidad de
15 km/h en sentido norte. A los 5 minutos se ha caido y ha estado descansando sobre la tabla 10 minutos.
Al levantar la vela observa que se ha levantado un fuerte viento de 30 km/h en sentido oeste. Después de
navegar 7 minutos, ¢éa qué distancia se encuentra del punto de partida?

15 km/h
30 km/h = 500 m/min.

Ana se encuentra inicialmente en el punto O.

A los 5 minutos, Ana ha recorrido 250 - 5 =

Tras levantar la vela, navega durante 7 minutos en la direccion del viento;

1250 m, y llega al punto A.

15000 m/h = 12000 /min = 250 m/min

por tanto, recorre: 500 - 7 = 3500 m, llegando al punto B.
Luego la distancia desde el punto de partida es: |OB| V/|OA] + |AB]? = \/1250? + 3500? = 3716,5 m.
1250 + 3500 = 4750 m.

La distancia recorrida en total por Ana es: AO + AB =

4.68. Dos barquitas ayudan a salir de un puerto a un gran barco tirando de él con el mismo angulo y simétrica-
mente, con una fuerza de 300 N. Haz una tabla variando el angulo desde 10° hasta 80° de 10 en 10 y ob-
teniendo en cada caso la fuerza resultante sobre el barco remolcado. {Cual es el mejor angulo para llevar

a cabo el arrastre?

El angulo, a, es el forman entre si los dos cables que unen las barquitas con el barco.

a R=600-cos%

10°
20°
30°
40°
50°
60°
70°
80°

600
600
600
600
600
600
600

cos

cos

cos

cos

cos

cos

cos

600 cos 5° = 597,7 N

10° =
15° =
20° =
25° =
30° =
35° =
40° =

590,9
579,6
563,8
543,8
519,6
491,5
459,6

zZ2 Z Z Z2Z Z Z Z

En la tabla estén los resultados. Observa que cuanto menor es
cuencia, mejor es el arrastre. Por tanto, el mejor angulo es o =

m

el angulo a, mayor es la resultante y, en conse-
10°.



4.69.

4.70.

4.71.

4.72.

José Luis se lanza al agua desde el punto A con intenciéon de llegar al embarcadero que se encuentra si-
tuado al otro lado del rio, a 200 m, en perpendicular a la corriente desde el punto A. Observa que por mu-
cho esfuerzo que hace, y nadando a una velocidad de 3 km/h, no puede llegar al embarcadero, sino a un
arbol que se encuentra a 100 m del embarcadero. ¢Qué velocidad tiene la corriente del rio? ¢{Cuantos me-
tros nadd en realidad? ¢Qué tendria que haber hecho para llegar con seguridad al embarcadero?

Sea V, el vector velocidad a la que nada José Luis, y V,, el 100m
vector velocidad de la corriente del rio. D
Se tiene que |V,| = 3000 m/h, arg (V,) = 90°,

arg (V,) = 0° Se busca calcular |7,].

P

La direccion en la que se mueve José Luis es la del vector suma

200m

vV, + V,, y coincide con AF.

it Vil _ 1200|
Se verifica que tg o0 = 517 = TAA =
auete o =17 = T1o0)

Por tanto, la velocidad de la corriente del rio es de 1,5 km/h.

2 = |7 = "’2—*| — 1500 m/h.

En realidad nadd:

\AF| = \VAE? + |EF? = /200 + 1002 = 223,66 m. -
Para llegar con seguridad al embarcadero deberia haber nadado en direcciéon AD.

Un globo se desplaza en sentido norte a 80 km/h, y en un determinado instante comienza a soplar un vien-
to de 60 km/h en una direccion que forma un angulo de 45° con la direccién del globo. ¢Qué direccion lle-
vara a partir de ese instante? ¢Cual sera su velocidad?

Sea V, el vector velocidad inicial del globo.

Se tiene que |V,| = 80, arg (v,) = 0°. Por tanto,

v, es el vector (0, 80).

Sea V, el vector velocidad del viento.

Se tiene que |V,| = 60 y arg (V,) = 45°. Por tanto,

v, es el vector (60, 60).
A partir de ese instante, el vector velocidad del globo es V = v, + V, = (0, 80) + (60, 60) = (60,140).

La velocidad es, por tanto, |[V] = \/60%+ 140% = 152,32 km.

La direccion es la del vector V. Como arg (V, + V,) = arctg (m) = 66° 48’ 5", ese es el angulo que forma la

. - ) L 60
nueva direccion con la direccion inicial.

¢Qué lugar geométrico forman los extremos de los vectores de moédulo 5 y origen el origen de coordena-
das, en el sistema de referencia euclideo R = {O; i, j}?

Una circunferencia de centro O y radio 5 unidades

Un avion vuela a una velocidad de 900 km/h y lanza un paquete con ayuda humanitaria de 50 kg. El vector
velocidad del paquete tiene dos componentes: la horizontal, que es constante e igual a 900 km/h, y la ver-
tical, que viene dada por la gravedad segun la ley v, = 9,8 t, siendo t el tiempo en segundos. ¢Es posible
describir la trayectoria del paquete lanzado? Razona tu respuesta.

El paquete lanzado sigue una trayectoria parabolica. En efecto, sea h la altura del avion.

El espacio recorrido en la direccion horizontal verifica la ecuacion: e(t) = e, + v, = 0 + 900t

El espacio recorrido en el eje vertical verifica la ecuacién: e(t) = e, + vt = h — 9,8t?

Asi, en el instante t, el paquete estara en la posicion: r(t) = (x, y) = (900t, h — 9,8t?). Despejando el tiempo:

98
9007

La pardbola es y = h —

m



4.73.

4.74.

4.75.

PROFUNDIZACION

Sea AB un segmento de longitud m, y M su punto medio. Si P es un punto cualquiera del plano y d es su
distancia a M, demuestra que se cumple:

2
PA-PB=d2—<%) B

A la vista de la figura adjunta se observa que: PA = PM + MA y PB = PM + MB.

Asi, PA -PB =PM - PM + PM - MB + PM - MA + MB - MA =

= |PMP + |PM| - |MB| - cos (180° — a) |PM| - [MA| - cos o. + [MB] - [MA] - cos (180°) =

2 2 A
=d - d-%-cos o + d-%-cos o — (%) = d* - (ﬂ)

El
|<

Si U y vV son dos vectores libres no nulos, y w = +

<l

orman el mismo angulo con T y con V. (Estos vectores re-
y V)

b) Halla un vector bisector de los vectores & = (-3, 4) y V = (8, 6) que tenga mddulo 5.

=l

a) Demuestra que los multiplos no nulos de W f
ciben el nombre de vectores bisectores de U

—

(T v u-u, g-v_[aP _ |g-v]-cos(T. V) _ + o o g
A U W=U"|=+=|= + =+ = A= g+ |U) - cos(T, V) = |U] (1 4+ cos(T, V
) (o m) =S a 7 71+ Wl- cos(ir, 7) =l (1 + cos(d, 7))

Por tanto,

cos(T, W) = u-w _ |T| (1 4+ cos(T, V)) :1+cos(U,V)' cos(7 W) = o-w _

' |al - |w| [dl - [w w| ’ ’ U] - |W|

— —
—

@l (1 +cos(t,v) 1+cos(d,v)
|l - Wl W]

Por lo que W forma el mismo angulo con T y V.

Lo mismo ocurre con los multiplos de W, ya que tienen la misma direccién que w.

- o TV 1 g (1 7 , i
b) Sustituyendo serda W = 7l + 75 (—=3,4) + 10 (8,6) = (5 , 5). Para que tenga modulo 5, dividimos por su
maddulo y multiplicamos por 5, obteniéndose finalmente: X = 5-%: 5- S l,l = ﬁ,m
|W| \/50 \9'5 10 10

Un vector de médulo 10 se descompone en suma de otros dos mddulos iguales y que forman un angulo de
45°. Halla el modulo de cada uno de los vectores sumados.

Si se descompone el vector U, de modulo 10, como suma de los vectores V y W de modulos iguales. Por ser

|V| =|w|, se deduce que los éangulos que forma & con V y U con W son iguales:
(V,T) = (T, W) = 22°30 = (AB , BC) = 135°

Aplicando el teorema del coseno, se obtiene:

@p = [ + [BCP —2/7| [BC]| cos 135° = [7f + [7P —2/7| 7P (—%) = (2 + V2) 7P

100=02+2) W = |v=[@-= 10

m



4.76. Demuestra que si dos vectores tienen el mismo moédulo, entonces los vectores suma y diferencia son orto-
gonales.

—

Sean U y V tales que |U] = |V|. Veamos que los vectores U + V y U — V son ortogonales.

Luego, en efecto, U + V y U — V son ortogonales.

—.

4.77. Demuestra que el vector 2 = (b - d - (b-d)¢ es ortogonal al vector b.
Setiene que @ L b < & - b = 0. Por tanto, basta comprobar que [(5 - C) d - (5 . J) gl b =o.

b-8)d-b—(b-dc-b=(C-b)(d-b)—(d-b)((T-b)=0

En efecto, ambos vectores son ortogonales.

4.78. Demuestra las siguientes igualdades entre vectores.

a)(T+v-—-wW) - (T+V+wW)=({T+V)?—w?

b)(@ -V —-W) - (T+7V+W)=0>—(V+ wW?

A@+V-W) - U+V+W)=O+VW+W@+V)VW-W@T+V) - W =(T+ V) —w’

)@ —-V—-—W) - (T+V+W)=0U>+T{V+W)+(—V-WT+(—V—-W){V+W)=0>—(V+ w?
4.79. Prueba, con ayuda del producto escalar, el teorema del coseno que dice asi: c

a? = b%? + ¢* — 2bc cos A
En el triangulo ABC de la figura construimos los vectores

§=CB,b=ACyc=BA Deestaforma:d = b + C.

Multiplicando esta igualdad escalarmente por si misma:
F-3=b+C)(b +T)=@F=bP+cP+2b-C

Luego se puede escribir a> = b2 + ¢? + 2bc cos (b , T) = a? = b? + ¢ — 2bc cos o

4.80. Demuestra vectorialmente que las bisectrices de los angulos (77, V) y (=T , V) se cortan perpendicularmente.
(Sugerencia: utiliza los vectores T y v con el mismo maodulo.)

Sean U y V dos vectores cualesquiera que forman un angulo o. Los vectores — y V forman un angulo de
180° — o. La bisectriz del angulo o es la recta soporte del vector U + V. La bisectriz del angulo 180 — o es la

—

recta soporte del vector —U + V.

Basta ver que los vectores U + V y —U + V son ortogonales. Para ello, se comprueba que su producto escalar
es nulo.
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(T+V)(-U+7V)=10(-0) +

ya que si |[U] = |V|, entonces U - U = V - V.

Por tanto, los vectores U + V y —U + V son ortogonales y, en consecuencia, las bisectrices se cortan perpendi-
cularmente.
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Demuestra que los vectores U y V son perpendiculares, si y solo si | + V| = |0 — V|

SidtlVv = U-V=0. Portanto, cos( , V) = 0. En consecuencia,
[+ vl =1[ul + V| =2 [d] - |V|] cos(T , V) = [a] + V|
@ —vl=1u+ (=V) = Ul + |-V =2[U| - [-V|] cos(U , —V) = [u] + [V|

—

Luego |T + V| = [T — V|

Elevando al cuadrado: (T + V)* = (T — V)?

2+ vP+20v=0+VvV?-20V = 40Vv=0 = 1T-V=0.
%

Por tanto, U y V son ortogonales.

Demuestra vectorialmente que el angulo inscrito en una semicircunferencia es recto.

Sean U = OB y V= AO = OC, entonces B
AB=V+U0y BC=V2U.
AB -BC =@+ (-0 =Wp—|gt=rr-—r=0
Luego los vectores AB y BC son ortogonales.
A ; (o

Demuestra vectorialmente que las diagonales de un rombo se cortan perpendicularmente.

Considerando el rombo de la figura adjunta, se tiene que |a] = |5|,
ya que un rombo tiene sus cuatro lados iguales.

Los vectores de las diagonales son i = & + b yn = b - 7.
Para ver que son ortogonales hagamos su producto escalar: A
m-m=(a+b)(b ~-a=IbF-la=0

Luego las diagonales de un rombo se cortan perpendicularmente.

Demuestra vectorialmente que las tres alturas de un triangulo concurren en un punto.
Sea H el punto de interseccion de las alturas que parten de los vértices Ay B.

Se tiene que HA - BC = 0y HB - AC = 0. Se trata de probar que HC - AB = O.

HC -AB = (HA + AC)-(AC + CB) = HA-AC + HA-CB + AC -AC + AC -CB =
=AC - (HA + AC + CB)=AC -HB =0

Por tanto, los vectores AB y HC son también ortogonales; es decir, la altura del vértice
C pasa también por el punto H (ortocentro del triangulo).



