Nameros complejos

ACTIVIDADES INICIALES

7.1. Clasifica los siguientes nimeros, diciendo a cudl de los conjuntos numéricos pertenece (entendiendo como
tal el menor conjunto).

a) % b) 6 c) -3 d) V2 e) ‘710 f) =
a) Racional b) Natural c) Entero d) Irracional (real) e) Entero f) Irracional (real)

7.l. Calcula el médulo y el argumento de los siguientes vectores dados en coordenadas.
a) U =(-1,2) b) v = (-1, —1) c)w = (2, —1)
a) |U] = V(=12 + 22 =\/5;arg T = arc tg % = 116°33’
b) |V] =V(=12 + (-1 =2, ag vV = arctg:—1= 225°
c)w = \/m = \/E; arg W = arc tg -1 333°26’

2

7.1ll. Calcula las coordenadas de un vector de médulo 5 y de argumento 2m radianes.

3
5 5(COS L 2_Tr) _ (—_5 52ﬁ>

3’ 3 2

EJERCICIOS PROPUESTOS

7.1. Halla el conjugado, el opuesto y el médulo de cada uno de los siguientes nimeros complejos.

a)3 —i b) —2 — \/2i c) -5 d) V/3i
a) 3—i 3+ 3+ 3+ (=1 =110
b) —2 — \/2i -2 +1/2i 2 +1/2i (—2¢ + (-2 =6
c) -5 -5 5 5
d) V3i ~V3i —V3i V3

7.2. Representa en el plano complejo el conjunto A = {z € C: |z| = 2}.

Y




7.3.

74.

7.5.

Dados los nimeros complejos z = (5 + 7i) y 2 = (=\/3 + 2i), halla:
a) z + 7 c)z-z -z e) 2z — 5z
b) z -2 d) z' fyz-z

a)z+z2=06+7)+(-\V3+2)=5-3+09i
byz—2z =(B+7)—(=\3+2)=5+13+ 5i
)z-z -z=[-5/3 - 14 + (10 = 7\/3)i] (5 + 7i) = 24\/3 — 140 — (70\/3 + 48)i

1 1 _-\V3-2i_ -V3-2
z' —\/3 + 2j 3+ 4 7

e)2z —5z=205+ 7i) — 556 — 7)) = —15 + 49j

fyz-z =6+7)(-\V3+2)=-5/3—-14 + (10 = 7\/3)i

Calcula m y n para que sea cierta la igualdad: (3m + 2i) — (5 — 2ni) = 2 — 6i

Bm+2)—(B—-2n)=3m -5+ (2 + 2n)i=2 — 6i

{3m—5:2 {3m:7 m =

3
2+9on=-6_"12n=-8"pn=—4

Efectua las siguientes operaciones con niumeros complejos:

4+ 5 1088 3V3 @iy
a) T c)i e) 5 + 5

i = 7 o
b) —; d) (1 — 2 f) (3@ + i)
)45 _ (4t 5)-2-0) _ 13 6,

2+ (2+)—=2-7) 5 5

1 o

e T S SV

b=~ T T T g~ !

C) 18 = 4t —

d)(1 —2)°=1"—=5-2+10- (2)? — 10 - (20)° + 5 - (2))* — (20)° = 1 — 10i — 40 + 80i +80 — 32/ =
= 41 + 38

S\ 3 3 2~ A\ 2 A\ 3
e)(#+ﬂ>=<3\/§>+3<3\2/5>%+33\/§(§)+(ﬁ)=ﬂ3 243, _Blyg_27;_218,_ o

2 2 2 (2 2 g Vet g ™% g~ 78

., 11 846 2 .3,
D+ =G F~8-6 64+36 25 50




7.6.

7.7.

7.8.

Escribe de todas las formas posibles los siguientes numeros complejos.
a) i b) 4. c) 2 (cos 120° + i sen 120°) d ———-—i
a) i = 14 = 1(cos 90° + i sen 90°)

b) 4515 = 4(cos 315° + i sen 315°) = 2\/2 — 21/2

c) 2(cos 120° + i sen 120°) = —1 + \/3i = 2,,,

2 2
d)z= —% - %i; |z| = (%) + <%) =1; argz = 225° Zz = 1, = Ccos 225° + | sen 225°
Dados los numeros complejos z, = —3\/§ +38i,z,=—-iyzy;=—-1—1i

a) Pasa a forma trigonométrica y polar cada uno de los nimeros complejos anteriores.
b) Calcula z = z, - z, - z,. Expresa en forma trigonométrica y polar el nimero complejo z.

Calculamos el médulo y el argumento de cada uno de los numeros dados.

|z, = V(3V3)* + 32 =6 arg(z,) = arc tg 3 _ 150

3V/3

|z,| = 1 arg(z,) = 270°

|z = V17 + 12:\/5 arg(zs):arctg%:225°

a) z, = —=3\/3 +3j = 6,5 = 6(cos 150° + i sen 150°)
2, =i = 1y, = cos 270° + i sen 270°
z,= —1 —i = \/2,5 = \/2(cos 225° + i sen 225°)

b)z=2z"2-2,=(-3V3 +3i) (=) (-1 — i) = =3 + 3\/3 — (3/3 + 3)i
En forma polar: z = z, - 7z, - Z, = 6150 * 1,700 \/52250 = 6\/56450 = 6\/528? = 6\/5(003 285° + | sen 285°)

-3 -3V3

Se comprueba que |z| = /(3 — 3V/3)* + (3V/3 + 3’ = 6\/2 y arg (2) = arc tg Tarova = 285°
-3 +

Realiza las siguientes operaciones.

a) By * 2100 C) Bap : 210 e) (-3V/2 + 3V/2i)*
b) 4z « 5x d) 4z : 5x f)m
2 4 2 4 34o°

a) Bar * 210 = 1245

o
=
N
IS
(&)}
ENE]
Il
—
[GIEN
~
ENE]

e) (_3\/E + 3\/5’)4 = (6155:)" = 12965, = 1296,

260 * 45,00
f) 60 3400 100° 301200



7.9. Halla el valor de a para que el cociente 60, : 2= sea:
4

a) Un numero real positivo. b) Un ndmero real negativo. c) Un ndmero real imaginario puro positivo.
a)ot—1=O:>0L=1 b)ot—£=1T:>0L=5—Tr C)ot—1=1:>oL=3—Tr
4 4 4 4 4 2 4
7.10. Calcula y representa las raices sextas de —64. Yzc o
; ; 2450 7,
—64 = 64150 — V645 = V64180 + 360k = 2600 PAMA K =0,1,2,3,4,5 b P
6 2510 '&"2330" X
Las raices son 20, 290 2150 2210 207000 23300 T2 ;7 o
7.11. Halla las raices cubicas del complejo —2\/§ + 2i.
Seaz=-2\3+2ii |zl=\(2V3)}?+22=4; agz=arctg 2 _ 150°
-2V/3
\3/—
50°
Por tanto, z = 4,0 72 3+ 2i = \/4150 \/_17o°
3
\/2290"
7.12. Calcula y representa las siguientes raices.
a) V=2 + 2i b) %
Y
V2 i
By N
a) \3/—2 + 2i = 135 \/5135 +360k = \/51650 ‘165"1\"0' i i 5
\/Ezaff ”\’A[F‘T285°
Y
15“ Lioee 1154
T — | L SN
b) i \/E —\/1270o—1270+5360k— 1.ger — BT %
45 19700 VNN
15000 +270° i

7.13. Resuelve la ecuacién: z° — 22> + 4z — 8 = 0.

Si tiene raices enteras, seran divisoras del término independiente. Por tanto, probaremos para £1, £2, 4, £8.
z=2esunaraiz,yaque2® —2-22+4-2—-8=0.

Si dividimos la ecuacion inicial por el binomio z — 2, obtenemos: 22 — 22> — 4z — 8 = (z — 2)(2* + 4) = 0.

Luego las raices son: z, = 2,z, = +\V—4 = 2jiy z; = —\/—4 = =2i.

7.14. Halla todas las raices reales y complejas de la ecuacién z* — 16 = 0.

20 = 2 = Z,
=16 = z = \4/1 = \4/1600 = 20°+360° - k 250 = 21 = 2,
a2 = 2= 24
250 = =2 = 2,



7.15. Dada la ecuacion z° + 1 = 0, ¢se puede resolver en el conjunto de los nimeros reales? Halla todas las solu-
ciones reales y complejas.

No se puede resolver en el conjunto R.

z® = —1; la unidad negativa es un complejo que tiene modulo 1y argumento 180°. Por tanto:

6 6
Z=\—=1=V1,5 = 1180°+360%
6

15 = 1(cos 30° + isen 30°) = é + %i =z 1,00 = 1(cos 210° + i sen 210°) = —@ + %i =z,

1400 = 1(cos 90° + isen 90°) = i = z, 1,,00 = 1(cos 270° + i sen 270°) = —i = z,

1, = 1(cos 150° + i sen 150°) = —% + %/ =2, 1, = 1(cos 330° + i sen 330°) = % - %/ _—

EJERCICIOS
Numeros complejos en forma bindmica
7.16. Representa los afijos de los siguientes numeros complejos: Tl Y
—otAal)e
a)5 — 7i d) —2i () et sh
i
b) —3 + 4i e) -1 — \/2i L ({20 X
c) 3i f) 7+ 3i
o(5-T7i)

7.17. Escribe en forma bindmica los nUmeros complejos cuyos afijos Y]

son los puntos A, B, C, D, Ey F. A

A=3+3j D=-1—-i C i+B

B=i E = —-3i

C=-3+i F=5—i o1 X

D F
E

7.18. Escribe los complejos opuestos de los siguientes numeros complejos.

a) 2 — 7i c)3 — 11 e) —5i

b)—%+4i d) 7 ) V2 + \/3i

a) —2 + 7i c) =3 + 11i e) 5i

b) +% — 4i d) -7 f) =2 —\/3i

7.19. Halla los conjugados de los siguientes complejos.

a)3 — 2 c)—l+\/§i e) 21 — L
3 5

b) —7 + 5i d) —5i f) 3i

a) 3 + 2i C)—%—\/Ei e)21+%i

b) —7 — 5i d) 5i f) —3i



7.20. Dado el numero complejo z = —1 + |

a) Calcula el médulo de los siguientes complejos: z, —z, Z, —Z, iz, —iz, iz, —iZ.

b) Representa sobre el plano los afijos de los complejos del apartado a.

a) En todos los casos, el modulo es el mismo que |z| = /2.

b) Y|
Z=—ize i e—~Z=—iz
0] 1 X
Z=ize e—7=i7
1. ; ;
2+EI) e)i+ (2 + 5i)
(1 — 5i) f) 7 + (—10 + 3i)
d) (V3 +2)+ (1 —5)=(V3+1)—3i
e)i+ (2 +5i)=2+ 6i
fy 7+ (=10 + 3i)) = =3 + 3i

o (-2 - i) - (T4 1)

(V3 + 2i) — (1 - 5i)
d) (V3 + 2i)

7.21. Calcula las siguientes sumas.
a) (2 — 3i) + (=2 + 6i) c)(%+i>+(
b) (6 + 4i) + (=3 — 2i) d) (\/3 + 2i) +
a) (2 — 3i) + (-2 + 6i) = 3i
b) (6 + 4i) + (=3 — 2i)) = 3 + 2i
3 . 1)y _ -1 38
C)(§+l>+<—2+51)7 5t
7.22. Halla las siguientes diferencias.
a) (2 — 3i) — (-2 + 6i)
b) (6 + 4i) — (—1 — 2i) d)
a) (2 —3) — (-2 +6i))=4—9i
b) (6 + 4i)) — (=1 = 2)) =7 + 6i
1. 1 1y _ —-10 9 .
C)(_3_§’>_<§+7)_ 3 4!
7.23. Realiza los siguientes productos.

a) (2 — 3i) - (-2 + 6i)

o

1

e) (2i — 3) —

e) (2i — 3) — (7 + %,)
f) =3i — (2i + 3)

~(1=-5)=(K3-1)+ 7i

1. 11
(7‘?)

= —10+?I

f) —3i — (20 + 3) = -3 — 5j

, 1 1,
-3 - EI) (5 + 7!)

e) (2i—3)-<7+%i>

b) (6 + 4i) - (-1 — 2i) d) (V3 + 2i) - (1 - 5i) f) =3i - (2i + 3)
a) (2 — 3i) - (-2 + 6i) = 14 + 18i d) (V3 +2)-(1 - 5) =13+ 10 + (2 — 5\/3)i
b) (6 + 4) + (—1 — 2)) = 2 — 16i e)(2/73)-(7+%i)=—%+%i

c) (73 -

13 25 .

14~ 42!

) (5 + %)

f)y —3i-(2i+3) =6—09i



7.24.

7.25.

7.26.

Calcula el inverso de los siguientes complejos.
, , 1 1,
a) 2 — 5i c) —4 — 2i e)3—2l
b) =7 + 3i d) =7i f) V2 — \/3i
-1 - 2 + 5i _2 5,
2+5 (2-5)2+5) 29 29
o) 1 = -7 — 3i _ 1 _ 3,
—7+3i (=7 + 3)(—7 - 3 58 58
1 (=4 + 2i) _ 1,1
O 4 -2 4-2)-4+2) 5 10!
1 i 1
d—=i==77i~7
1 1.
1 3! 12 18
e) = T 5
I R E P
3 2 3 2 )\3 2
. 1 _ V2 + V3 _ Va2, Vs,
V2-Vai (V2-VB)(Vz2+vBEi) 5 8
Calcula los siguientes cocientes.
a) (2 — 3i) : (=2 + 6i) 0) (—3 - li) : (l + li) e) (2i — 3) : <7 + li)
2 3 7 5
b) (6 + 4i) : (=1 — 2i) d) (V3 + 2i) : (1 — 5i) f) —8i: (2i + 3)
g 2-8 _ (2-8)-2-6) _ 11 _ 3,
—2 + 6i (=2 + 6i)(—2 — 6) 20 20
o) B t4 _ (6+4N-1+2) 14 8,
-1 -2 (=1 = 2)(—=1 + 2i) 5 5
1N (1, 1\_ 945 231,
©) (‘3_5’)'<3 * 7’)_ 116 * 116
d)\/§+2i:(\/§+2i)(1+5i):_3_i+ 5V3 1),
1 -5/ (1 = 5)(1 + 5i) 26 13 26 13
. 1.
(2i = 3)| 7 — 5l
o 2 =8 _ _ _ 515 365
1. 1. 1\ 1226 1226
7+€I <7+€I><7*€I>
p =3 __-8iB-2) _ 6 9,
2i + 3 (3 + 2/)(3 — 2i) 13 13
Halla las siguientes potencias de i.
a) i37 C) I'3259
b) I'214 d) I'—23
a) BT = et = = C) 3259 — j4-81443 _ 3 _
b)i214:i53-4+2:i2=_1 d)i—zszl: 1 :l:L:L



7.27. Calcula las potencias de exponente 2, 3 y 4 de los siguientes nUmeros complejos.

a)l +i b) 2 + 3i c)1—i d) =2+

a)(1+ =142+ 2+ 7 =2i
(T+iP=0+)PA+)=2i1+i)=-2+2i
A+)=00+)PA+i)=2-2i=—-4

b) (2 +3i)2=4+12i — 9= —5 + 12j
(2+3)P=(2+30)@2+3)=(-5+12) (2 +3i) = =10 — 36 + 24i — 15i = —46 + 9i
(2 + 3i) = (2 + 3 (2 + 302 =(~5+ 12> = 25 — 144 — 120i = —119 — 120i

(1 —i)Y=1-2i+i=-2i
A—iP=01-iP0-)=-2i1—-0)=-2-2i
(A —i)Y=00-=-001-0)=(-2)(-2)=—4

d)(—2+ )P =4 —4i+i2=3—4i

(24P =(—2+)P(-2+)=@—4) (-2 +0)=—6+4+3i+8=-2+ 11

(=2 + i)' =(3— 4P =9 — 24i + 1612 = —7 — 24i

7.28. Realiza las siguientes operaciones con complejos.

a) (1 +07: (4 +i) b)i1—9+5i9 c) (i + i) d)(
a)(1+i)2:1+2i+12: 2 __2i(4-1) :2+8i:i+i’.
4+ 4+ 4+ (A4+0)4-1) 16+ 1 17 17
b),.1—9+5i9:7+5/:1.1—2+5i:—i+5/:4/
13
c)(i5+i*‘2)3=(i+/,1—2)=(i+1)3=i3+3i2+3i+1=—i—3+3i+1=—2+2i

d) 2° +8i"\ _ (2i+3i\ _(_5i ' _ 25 _ =25 _ 25,
T+ T+ T+i)  (+i 2 2

7.29. Calcula:

a) (=i)* b) i~ c) (=i)™s d) ’1? @) (j3742350768y4
a) (=i = %1 = —j¢ o = _j

. 1 1 1
b)’346_,’3w i eeee 7 =1

_ 1 1 1

c) (=) " = AE —j3 4 7= !

1 1 1 f
d) JE RIS i = -1 =~

-1 -1 1 .
f) Ty il

2i° + 3"

—1



7.30. Representa en el plano complejo los conjuntos de numeros que cumplen las siguientes condiciones.

a)|z| =3 c) Parte real de z = -5 e)% = —1
b)z-z=9 d) Parte imaginaria de z = 3 f) % =
a)|z| =3 Seaz=x+yi; |zl=VX+y’=3=x+y" =9 ¥

Es una circunferencia de centro el origen y radio 3.

o 1
b)Z-z=9 (x—y)(x+y)=9x*+y*=9
Se trata del mismo lugar geométrico que el del apartado anterior.
Y|
. c)
c) x = —5 Es una recta paralela al eje . a)
1
d) y = 3 Es una recta paralela al eje x. o1
Z_x+yi_ = — ' — 0 x= i Y
e)2 X — yi 1= x+vyi X+ yi= 2x=0;x=0.Eselejey. )
1)
f) Z_- u == x+yi=xi +y = x=y. Es la bisectriz de los cuadrantes 1
Z X—yi 01
primero y tercero.

Numeros complejos en forma polar

7.31. Calcula el modulo y el argumento de los siguientes nimeros complejos representandolos previamente.

a)1 — i c)i e)—1—i

b) 1 + i d) —i ) =1 +i
a)z=1—-il|z| =V/2 arg z = 315°
byz=1+il|z| =\/2 arg z = 45°
c)z=1i/|z| =1;ag z = 90°
d)z= —i|z| = 1;arg z = 270°
e)z=—1—il|z| =12+ 12 = \/2; arg z = 225°
flz=—-1+1i z|=\/m=\/§;argz=135°
Y

—d+i i 1+i




7.32. Halla el médulo y el argumento de los siguientes nimeros complejos.
a) -3 b) 5i c) —7i d) V3+i e) 2 — \/3i f) 2 — 2

—3;|z| = 3;arg z = 180°

o
2
N
Il

A=A
N
I

5i; |z| = 5;arg z = 90°

c)z=—7i;|z| =7;arg z= 270°

2
N
|

=\V3+i;|z| =\/1O;argz=arctgL=30°
V3
~V3

g)z=2— \/5/’; |z| = \/7; arg z = arc tg _T\/g = arc tg (T) = —40° 53’ 36,22"

flz=2-2i|z| =2 2;argz:arctg_72:315°

7.33. Calcula las siguientes potencias.
a) (1 + i) b) (2 + 21/3i)? c) (1 +i)® d) (2 + 2V/3i)°

= —4 — 4

a) (1 +10° = (V2is)’ = (4V2)s. 45 = (4V/2) 55 = 4\/2(cOs 225° + i sen 225°) = 4\/5(_7\/5 - /%)

b) (2 + 2V3i)P =4 +8\3i+4-i2-3=4-12+ 8/3i = —8 + 8\/3i
c) (1 + i) = (\/5450)20 = (\/5)23-45“ = 1024¢p- = 10245 = —1024

d) (2 + 2\/§i)6 = (4e)° = (4. 500 = 4096, = 4096

7.34. Calcula las siguientes raices.

a) V/—1 c) \/—36 e) \/729i
b) V1 + i d) V/-27 f) \/16(cos 180° + i sen 180°)
3 3 1600 3 3 3600
a) V=1 = V1, Tige = —1 d) V=27 = V27 4 3igr = —3
13000 Sa00°
\8/545"/4 315&
7 3
o) Vi +i=VVaw ¢35, &) V729 = V729, {3
765°/4 195°
\8/51125"/4 3255°
2315"
245°
c) V=36 =136 -\/—1 = +6i f) \/16(cos 180° + i sen 180°) = \/16 5 3135»
225°
2315



7.35. Halla la potencia (—1 + i)*.

(=1 + ) = (V2,55)° = (V2)2 . 1 = 27 (cOs 4050° + i sen 4050°) = 2'° (cos 90° + i sen 90°) =
= 2'5(0 + 1) = 2" = 32768i

7.36. Sea z = 10 — 10\/3i. Calcula z° y V/z.

|z| = /100 + 100 - 3 = \/400 = 20
—10V3
10

a = arc tg = arc tg (—=\/3); a = 300°

25 = (2045)° = 205 .5 = 20° (cos 1500° + i sen 1500°) = 205<% + ’%) =16 - 10° + 16 - 10°\/3 i

/20,

4

20165"

\4/7 = \/4 20300 V
20,5
\4/%345“

7.37. Halla la potencia décima del nimero complejo z = —% + iTs, expresando previamente el complejo en forma
polar.

7= —=+i—5 |z| = 1;arg z = arc tg — = 120°

o= [

7.38. a) Escribe en forma binomica el numero complejo cuyo afijo es el punto A.

Y

A
A

b) Multiplica el complejo obtenido por el complejo 1.

c) Multiplica el complejo obtenido en el apartado b por el niumero complejo 1,,.. ¢éQué obtienes?

a) z,= —1+ 3i
b) Como 14 =/, se tiene: z, - 190 = (—1 + 3i)i= =3 — |
c) (=3 =) (=) =—-1+3i= 2z,
Se obtiene el nimero complejo inicial, ya que el primer producto equivale a un giro de centro el origen y angulo

de 90° y el segundo producto equivale a un giro de centro el origen y angulo de 270°. Por tanto, al componer
los dos movimientos se obtiene un giro de centro el origen y amplitud de 360°, es decir, la identidad.



7.39. Sea z = —8\/3 — 8i. Calcula \/z y z*.

|z| =\/64 -3+ 64 =16; «a = arctg

= arc tgL = 210°

V3

-8
—8\/§
/16,

5

1614
5 5

16,10 = 16 g6
5/
16258“
5
V16550
_ 4 _ 4 _ 4 o ; oy _ 4 1 \/g _ ,
7' = (16,,:)* = 16, ., = 16* (cos 840° + i sen 840°) = 16 —yti = —32768 + 32768 |

i° =i

140

7.40. Halla las raices cuartas de

%11"15'
PP = (=) 2 2i(1 — i) . V2101015
— = = = - = ) =1 +I=\/§45 \/ 2,45 \/E45+360K=

T+ 1T+ T+ (141 V2101015

8
\/5281°15’

7.41. Halla las raices cubicas de los siguientes niumeros complejos.

)i 2: b) 4 + 4\/3i c) V2 + \/2i d) 5 — 5i

27\/_ 3
2 =27 = V27 301 3500 = 330°+360° - n = {3100, 313000 S50}

3

b) 4 + 4\/3i = 8, = \/ Bapraser - n = 260°4360° - n = {2000 2140} 2og0e)

3

c) \/E + \/5/ = 25 = \/3 245013600 -0 = {\3/515°§ \3/5135°; \3/522?}
d)5—5i= 5\/545" = V 45 +360° - n \/_045 *360 {\6/%155 \6/%135#; \6/%255#}

7.42. Un octdégono regular inscrito en la circunferencia de radio 3 y centro el origen tiene uno de sus vértices en el
afijo del numero complejo 3,... ¢Cuales son los niUmeros complejos cuyos afijos ocupan los siete vértices res-
tantes?

(3.5)® = 35,5 = 3% = 3% Los numeros serdn las raices octavas de 3% Dado que conocemos una de ellas, 3,5, para

= 45°

obtener las demas solo hay que ir aplicando un giro centrado en el origen de angulo 3%0

Los numeros restantes son 3¢ = 3i, 3135, 31500 = —3, 3o 30700 = —3i, 35150 Y Bge0r = 3.



7.43. Escribe en forma polar los nUmeros complejos cuyos afijos Y
son los vértices del triangulo equilatero inscrito en la circun- _
ferencia de centro el origen O y radio 1 de la figura. 2,
/ T~ Z:
El primer nimero es 1,... Los otros dos se obtienen mediante giros \\ 5 .---WVus 5
° X pi
de centro O y amplitud 3630 = 120° Por tanto, seran 1.,y 1,55 * /
Z3 T
7.44. Los afijos de los numeros complejos z,, z, y z, son los vértices de Y
un triangulo equilatero cuyo incentro es el origen de coordena-
das. Sabiendo que z, = 1 + j, calcula z, y z.. I / Nz=14
£ fedeee—1
< |
Z,= 2 Ty = (1 +i)1(cos120°+/'sen120°)=_1+\/§+ N \
\/— \ (0] 1 X
3-1, \ ’
+ —F—i \ /
2 N \ ,
2= 2, 1y = <_1 ~ Vs + \/52_ ! i)(cos 120° + | sen 120°) Vg

7.45.

2

Va1, Va1
B 2 2

Cada raiz se obtiene a partir de la anterior sin mas que multiplicar por el nimero complejo de modulo1 y argumento
120°, que equivale a un giro de 120°. En forma polar, z, = \/5455, Z, = \/2650, Zy = \/52850.

Se considera el complejo 2 + 2\/§i; se gira 45° alrededor del origen de coordenadas en sentido contrario a
las agujas del reloj. Halla el complejo obtenido después del giro.

2 + 2\/3i = 4duy; 4oy - 14 = 4105 = 4(cos 105° + isen 105°) = (V2 — \/6) + (V6 + V2)i

Resolucion de ecuaciones

7.46. Encuentra las ecuaciones de segundo grado cuyas raices son las siguientes.

7.47.

a)i, —1 b) 1 +i1—i c) 3+ 2i,3-2i d) V2 V21e
a)x—Nx+N)=0x+1=0 ) (x—3+2)(x—3—-2)=0;x¥—-6x+13=0

BY(x =1 —-N(x—1+)=0%—-2x+2=0  d) V2 =1+iV2s=1-icomoenb

Para cada uno de los siguientes numeros complejos, encuentra una ecuacion cuadratica con coeficientes rea-
les de la que sea solucién:

a) \/5i b) 2 — i c) -1 —3i d)%+%i

En todos los casos, la otra solucion es el conjugado del nimero dado.
a) (x —VB)(x +V5) =0 > x¥+5=0
b)) x—2+)x—2—-)=0—-xX—-4x+5=0

x+1+3)x+1-3)=0->xX+2x+10=0

S S UL VR I U > _ _
d) | x 31>(x 5 + 31>—O—>36X 36x+ 13 =0

1
2



7.48. Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado.

a)x*+16 =0 c)xX*+6x+25=0
b) x* —4x+ 53 =0 d)16x* + 16x + 13 =0
) _ X = 4i ) _ x= -3+ 4
a)x+16—0:>{X:_4l. c)x+6x+25—0:>{xz_3_4l.
1 3.
2 _ X=2+7i ) _ 2 4
b) x 4X+53_O:>{x=277i d) 16X + 16x + 13 =0 = ] 3
X=—=——i
2 4
7.49. Resuelve las siguientes ecuaciones de tercer grado.
a)x*=38 c)xX*—8x*+21x—-20=0
b) x¥* = —i d)2x® + 14x* + 32x + 20 =0

Usando la regla de Ruffini se halla la raiz real, y se resuelve el polinomio de segundo grado restante.

X=—1—-1/3i

axX=8=1{x=—1+V3i

xX=2
190 = CcOS 90° + jsen 90° = |
_ o i 0___3 l
b)x3=—/:>x—1/_ T 1,100 = c0s 210° + i sen 210° = 5 +21
1550c = €0S 330° + j sen 330°=+§—%i
X =2i
)X -8 +21x—20=0 = {x=2—|
X =4
X = =3+
d)2xX* + 14 +32x+20=0 = {x = =3 — |
X = -1

7.50. Resuelve las siguientes ecuaciones de cuarto grado.
a) x* = -3 )X —2%+6x¥*—2x+5=0
b) x* = 16 d)x —4x* +4x*+4x—-5=0

a)%:—Sﬂxzwzm:%w
Raices: \f(i + i) \/5(%—%1) %(-ﬁ-l‘ ﬁ/) \“/5(—72 - \/E:)

2 2 2
b) X = 16; x = \/16 = /16, = 204360 - X=2,Xx=—2;x=2iix=—2i
4

o)X —2¢+6x¥ —2x+5=0
Dado que no tiene raices reales, se puede dar la indicacion de probar con x = .
x=1+2i x=1-=2i X =i X = —i

X =4+ 4 +4x—5=0,x=2+ix=2—ix=—-1,x=1

7.51. La ecuacion 12x® — 49x*> + 88x — 7 = 0 tiene exactamente tres soluciones. ¢Pueden ser las tres imaginarias?

No, ya que si z es una solucion, el conjugado de z también lo es. El numero de raices complejas debe ser par.

m



7.52. Halla todas las soluciones reales e imaginarias de estas ecuaciones.
a)z2—-1=0 c)Z2+1=0 e)z*—-2i=0

b) 22 -2z+2=0 dzf—-282 +27 =0 f)z2—-5+5 =0

a) 2 —-1=0z=V1=V1,

ZW:1o:1;22:145°:7+/7;23:190021;242113?:77«#/ 5 1 Zs = 1 = —1;
V2 V2 , > s
Zy = Ty = — 2 _17;27:12700:_“28:13150:7_17

b) 22 —2z+2=0,z,=1+4+i2,=1—1i
)22+ 1=02z= \/3_1 = V31180° {21:160°:%+§i;22:1180":_1;23:3300":%_%/

d 22 —-282+27=0;22=w; w> — 28w + 27 =0

w=27=27z=1\727 {z1 =3,=23/2 =38, = —% + 3%/; Z, = By = —% - 3%/
1. Vs, 1. Vs,
w=2=1,z=\1 {24: 1o = 1,2, = 11200:—54-71;26: 12“°°:_§+TI
e) 2 —2i=0;2 =2 z=1\/2i
6 6 6 6 6 6 6
z2=\2q; {z, = \/515"; Zy = \/5754’; Zy = \/513?; Zy = \/519‘?; Zs = \/5255’; Zs = \/521?
fl 2 —5+56i=0,72=5—5iz=15—5i
7=y 5045 {2, = y 50545 2, = \/4 5016545 Z3 = \/4 5056045 24 = \/4 50345045
7.53. Comprueba que \/5 iy 2 — i son soluciones de la ecuacion x* — 4x® + 7x*> — 8x + 10 = 0 y encuentra las

otras soluciones.
(V2i)* = a(V2i)° + 7(\V2i) — 8V/2i + 10 = 4 + 8\/2i — 14 — 8\/2i + 10 = 0
(20— 42— )P+ 72— P — 82— i)+ 10 = (=7 —24i) — (8 + 44i) + (21 — 28i)) — (16 — 8)) + 10 = 0

Las otras dos soluciones son los complejos conjugados de \/Ei y 2 — |, es decir, —\/E/’ y2 + i

7.54. Resuelve la siguiente ecuacion.
iXx?—2+2x+2—-i=0
2420 \V@+27P—4-i-2-i) 242 +\V—-4

X2—-—2+2)x+2—-i=0->x=

2j 2j
24212 2i=2%x2 [—i
B 2i - 2 =240



PROBLEMAS

. 24+ § . . . . .
7.55. Halla x para que el cociente ] sea un numero complejo cuyo afijo se encuentra en la bisectriz del primero

+ 1
y tercer cuadrante.

240 Q2+ dx—10) _ 2x+ 1 X—2 . . . ' . .
X+ ) =) 2+ + i. Los afijos que se encuentran en la bisectriz del primero y tercer cua

X+ 1
2x + 1 X— 2

drantes tienen sus coordenadas iguales; por tanto, 11 + 1= 2X+1=x—-—2=x= -3
X+ i
7.56. Calcula x de manera que P sea:
a) lguala 1 + 2i.
b) Un numero real.
c) Un numero imaginario puro.
X+ i . . ] ] .
a)1_i—1+2/:>x+/:(1 -1 +2)=3+i=x=3
x+i  (x+pH1+0) _ x—1 X+ 1. o, , x+1 _
b) TG o)a T 2 + i. Si tiene que ser un numero real, 5 =0 =x=—1

- , . N x—1
c) Si tiene que ser un numero imaginario puro, 5 = 0=x=1

. + i . . .
7.57. Calcula el cociente ; " : y determina el valor de a para que el modulo del mismo sea \/5

2+/: (2+/")<2—/.‘) 5 +2;8';<265Jr1>2+<2;a>2:(\/5)2:>a:i3

7.58. El producto de dos numeros complejos es 4i, y el cubo de uno de ellos, dividido por el otro, % Halla los modu-
los y los argumentos de los complejos dados.

e =4 rs =4
fo 7% = %0 2 o 4+ B = 90° + 360° n

P
(r.’ 1_>{§=z
B:

S 4 30— B = 0° + 360°m

{rs=4er(4r3)=4er=1—>s=4

4r = s
a+ B = 90° + 360° n . . o = EEI0K _ 55030 + 90k
3(X_B:O°+36Oom_>4a=90 + 360° kK —

= 67° 30" + 90° k

™
|



7.59.

7.60.

7.61.

7.62.

Halla dos numeros cuyo cociente sea imaginario puro y cuya suma sea 5, sabiendo que el médulo del dividendo
es doble del modulo del divisor.

Sean los numeros complejos z = a + biy z/ = ¢ + di; del enunciado se deduce:

a+ bi\ ac bd
Re(c+di)_o_>c2+d2+c2+d?

=0 —>ac+bd=0

a+c=25

(a+bi)+(c+di):5—>{b+d:O

lz| = 2|Z| » V@ + b =2 + d® — & + b = 4¢° + 4P

Se opera para dejar una ecuacion con una sola incégnita.

a=5-c¢

b= —d

ac+bd=0—-c5—-c)—b*=0—b>=c(5 -0

@+ bP=4c"+4d* > (b —c)P+cb—c)=4c"+4c(5b—c) » 25=25¢c > c=1
a=5—-1=4

b=1V4==+2

d=—-b= %2

Solucion: (4 + 2iy1 —2)o (4 — 2iy 1 + 2i)

Dados los nimeros complejos 2 — mi y 3 — ni, halla los valores que deben tener m y n para que el producto
de los complejos dados sea igual a 8 + 4i.

) ) . 6 —mn=8—> mn= -2
(2—m/)(3—m/)—8+4le{3m+2n:74 -
—-3m — 4
n=—5,—
m=-2,n=1

— _ _ ’

m(M>=—2—>3m2+4m—4=0—> 2

2 m=3.n=-3

El producto de dos numeros complejos es —8. Halla sus modulos y argumentos, sabiendo que uno de ellos es
el cuadrado del otro.

I re=—8=84g = r-rr=2=8 at+a =180°+360°-n =

(r)? =r. r=r 20 = o’

r=2;, r=4
= la = 60° + 120° - k; o' = 120° + 240° - k, k = 0, 1, 2

Se tienen las parejas de complejos: 2¢5 V 41000t 2180 Y oot 23000 Y Loaer

Un cuadrado tiene su centro en el origen de coordenadas y un vértice en el punto (4, 0). Determina los com-
plejos cuyos afijos sean los otros tres vértices.

Los otros afijos son (0, 4), (=4, 0) y (0, —4).

Por tanto, los complejos son 4i, —4, —4jy 4.



7.63.

7.64.

7.65.

Con la informacién de la figura, calcula las coordenadas de todos o

los vértices del hexagono regular con centro el origen que aparecen Al TV

en ella. 9

Si el vértice A corresponde al complejo z, = —3 + 4i, para obtener los ]
demas se realizan giros de centro el origen y angulo / t ‘}C
—950° _ gy FC ot X
r=|z)l :5;a:argz:arctg%4: 126°52" \ /

Zg = B, 60 Zc = Ba-120v Zp = Out0n Ze = Ounaon Zr = Dazoor \;-:}"'T”—"' D

También se puede operar en forma bindmica. Por ejemplo,

Zg=2 10 = (=3 + 41')(l - ﬁ/) = (%3 + 2\/5) + (2 +ﬂ>i

2 2 2

Halla dos numeros complejos sabiendo que su suma es 1 + 6i y que el cociente de los mismos es un nimero
imaginario puro. Ademas, la parte real de uno de los sumandos es la unidad negativa.

Los complejos seran de la forma a + bi, ¢ + di.

\ \ ; a+tc=1->c=1-a
(a+b/)+(c+d1)—1+6:e{b+d:6
a+ bi\ _
Re(c+dl.)fO+ac+bdfO
. b+d=6 b=6-d
Re(a+b’)__1_>a__1%c_2_>{—2+bd=0%{d(G—d)=2%d2—6d+2=O_>

. d=3+\7 >b=3-17
d=3-1V7>5b=3+17

Entonces las soluciones son:

z=-1+0@B-V7)i yv zZ=2+@+V7)i oben z=-1+@B+\V7)iyz =2+ (3—\7)i

. . . - z
Halla dos numeros complejos z, y z, tales que z, + z, es imaginario puro, z, - z, = =8y Z—‘ = 8. (Hay dos solu-
ciones.) 2

Se resuelve el sistema formado por las dos ultimas ecuaciones, y se comprueba qué soluciones cumplen la primera
condicion.

z, - z2,= —8
7 - 82 =-8 5 2z,=* > 7z, = *8/
1
— =8 - z, = 8z,
ZQ
Hay dos soluciones: z, = 8i, z, = iy z, = =8I, z, = —i. En los dos casos aparecen numeros imaginarios puros, luego

su suma también lo es, por lo que verifican la primera condicion.



7.66. Demuestra que \/1 +\/—_3—\/1 —\/—_=\/§i.
(V1+in3-V1-i3)=1+13+1-i3—-2V(1 +\3)(1 - i3)=2—-2V4=-2
Por tanto, \/1 + /3 — V1 — /3 = V=2 = \/2i

-1 V3

7.67. Sea z = T TI.

a) Comprueba que |z| = 1y que 22 = Z b) Deduce z° = 1. c) Calcula 2

e A A e F - (=1 VBN 13, 1V3.
a>z|—\/(7)+(7)— z*z—\”—‘f—(T*T' Syt gis
-2 V3

C) F0002 — 53100042 (Zs)wooo A= L VD

7.68. Se multiplican los numeros complejos de los afijos de un triangulo equilatero de centro el origen por el numero
1,5 Uno de los vértices del triangulo esta en el afijo del numero 3. ¢éCudles son los nUmeros complejos que
resultan tras el producto?

Si uno de los Vvértices corresponde a 3., su transformado sera 3, - 1, = 3, L0s otros vértices transformados se

o

obtienen aplicando un giro de centro el origen y angulo %O = 120° Se obtienen los nUmeros 3,z Y 3y
7.69* Se dan los puntos A(1,), B(2=) y C(3\/§3) afijos de tres numeros complejos que determinan un paralelogramo
2 4

ABCD. Calcula las coordenadas de D y las del centro del paralelogramo.
Pasamos a cartesianas las coordenadas polares:

A(—1, 0); B(0, 2); C(3, 3)

AB=DC:(1,2) =83 —-x3—-y=>x=2,y=1 D(2, 1

~

1,

N w

AC=2AM:(4,3)=2(X+1,y):>x=1;y=% M(

)

7.70. El origen de coordenadas O y el punto A(2, 1) son vértices consecutivos de un cuadrado. Halla los otros dos
vértices sabiendo que tienen su ordenada positiva.

Para obtener el vértice opuesto de A se aplica un giro de centro el origen y angulo 90°.
C=01+2)-i==-2+i=(=21)

El punto restante B puede obtenerse vectorialmente. OB=0A+0C > B=A+C=2i= (0, 2).



7.71. La distancia del afijo P de un niumero complejo al origen es 5. Si se aplica un giro de 90° con centro el origen,
se obtiene un punto P’ de abscisa —3. Halla el nUmero complejo cuyo afijo es el punto P.

Sea z = a + bi el numero complejo cuyo afijo es el punto P. Del enunciado se deduce:
|z| =5 = V& + b*=5

(@+ b)) 1ge=(a+bi)i=—-b+ai—> —-b=-3->b=3—>a==4

Por tanto, el nimero complejo pedido es z = 4 + 3io z = —4 + 3i.

(Conviene observar que realizar un giro de 90° equivale a multiplicar por el complejo 145, que es precisamente J).

7.72. Halla el lugar geométrico de los afijos de los numeros complejos de la forma a + bi tales que % sea constante.

Si g = K, quiere decir que arc tg % = arc tg k, es decir, es el lugar geométrico de los puntos del plano que tienen

tangente constante. Por tanto, se trata de una recta que pasa por el origen.

7.73. Demuestra que se verifican las siguientes igualdades de complejos:

o z

a)z,+2,=2,+2, d)*<z_;)=2_12
b) (z) = z e) z-Z=|zP
C)z, -2, =2 2, f) z7'=(@2)"

a)zi=a+biz,=c+d =2z +z,=(@+c)+ (b+ d)i
Z,=a—-biiz,=c—di =2z +Z,=(@+c)—(b+di=2z + 2

b)z=r,zZ=r,=(2)=r_y=r=2

C)Zy =132, ="l = 2Z 2= (N s

2=l =0 27 =) =2 2

—ar

z, _[r z, r r., _ Z
=7 =\5)=\+ =St-=3-
Z, I Ja—a Zy I J—(a—a) Iy Z,




7.74. Los afijos de tres numeros complejos forman un triangulo de vértices A(3, 0), B(—1, 4) y C(0, —5). Si se mul-
tiplica cada uno de los numeros complejos por el numero i, se obtienen otros tres niumeros complejos cuyos
afijos son A’, B’ y C’, vértices del triangulo A’B’'C’. Calcula las coordenadas de estos vértices.

z, = 3; Z, i = 3i
Zy = —1 + 4i; Zg-i= (=1 +4)i=—-4—1i
zo = —5i; ze-i=(=5)i=5

El triangulo de vértices A’, B" y C’ es el que se obtiene al girar el triangulo inicial ABC en un giro de centro el ori-
gen y amplitud 90°.

PROFUNDIZACION

7.75. Demuestra que para cualquier numero natural n, la siguiente igualdad es cierta.

1 1 1 1
i 21 i 21 1 i 2! 2 i 2 3 —
I"+I"+ +In+ +,n+ _i?+i2n+1+i2n+2+i2n+3

g et S =+ P+ ) =P"(1+i—-1—-)=i"-0=0
1 1 1 1 1 i 1 2 1 i 1
iz + j2n+ + j2n+2 + j2n+3 = 7 : e + j2n I_Q + ez T + j2n+s =
i i? i 1 PP+ 4+ —i—1+i+1 0
= mmtast st s = on+3 = on+3 =5 =0

1 1 1 1 / /

7.76. Halla un niumero complejo cuyo cubo es un numero real y la componente real del mismo es superior en una
unidad a la componente imaginaria.

z=(a+1)+a
Z2=(a+ 1)+ 3@+ 1)?%ai + 3(a+ 1)a%* + a%°* = (—2a° + 3a + 1) + (2a° + 6a*> + 3a)i

a=0-2z=1

a:i_ﬁﬁzz -1 _Va), —_3_@,-

Im(z®) =0 - 2a®°+ 62>+ 3a=0 - 2 2 2 2 2 2
a:__3+ﬁ_>zz __1+£+__3+ﬁ/‘

2 2 2 2 2 2

7.77. Demuestra que para el complejo z = cos a — i sen a se verifica:

cosa+isena

1
a);

cosa —isena

1
b) =
c) Si a = 45° halla las raices cubicas y de orden quinto del niumero complejo z.

cos a + isena

I

I
—~
©

Il

a)z=cosa—isena=cos(—a)+isen(—-a) =1, =

cos a— isena

[
[
-

3
[
)
o
(2]
—
|
»
&
+
(%2}
@
=]
—
|
»
&
[

b)Z=cosa+ isena

3 5
C) z=1_5 = 155 Vaisaaso o = {Tiosi 1205 Taasehs Vaisaase - n = {Tear Tiases Toors 1og Tasee)

[
U



7.78.

7.79.

7.80.

Se multiplican los numeros complejos de los afijos de un triangulo equilatero de centro el origen de coorde-
nadas por un numero r,, y los afijos del resultado estan en los puntos medios de los lados del triangulo origi-
nal. Calcula r,.

Dado que los afijos del resultado estan en los puntos medios de los lados del triangulo original, r = X

Para que los afijos del resultado estén en los lados del triangulo original, hay tres posibilidades: « = 0°, a = 120°y
a = 240°

Una traslacion se puede representar en el plano complejo como la suma de un numero complejo fijo, cuyo afijo
tiene por vector de posicién el vector guia de la traslacion. Sea f = (2, 3) el vector guia de una traslacion.

a) Escribe el nimero complejo equivalente a este vector guia. Y

b) Si los puntos A, B, C y D de la figura sufren una traslacion
de vector f, escribe los complejos asociados a los puntos
de partida y a los trasladados.

r-+,!,

c) Si P(4, —3) es un vértice de un pentagono regular centrado
en el origen de coordenadas, encuentra las coordenadas de O] 1 X
los vértices del pentagono formado a partir del anterior B
mediante una traslacion de vector f. c

a)z =2+ 3i

b)z,=2+i =2z, =4+4i;, zz=1—-i—>2,=8+2i;, 2z2.=-83-2i—2,=-1+1
Zy,=—2+2i > 7z, = 5i

c) Los vértices del pentagono de partida se obtienen mediante giros de centro el origen de coordenadas y angulo
360°

5 = 72°.
Sumando a cada uno z; = 2 + 3i se obtienen los vértices del pentagono trasladado.
Siz, =4 — 3jarg (z,) = art tg =3 _ _3e%52

Vértices trasladados:
Zo=4 -3 > 7z, =6
Zy = Zp " 1700 = B _gg500700 = Dageg = 4 + 291 — Z; =6 + 59/

Z, = Zp* 11 = B sgesy1aee = Digrg = —1,6 +48i — z, =05 + 7,8/
Z3 = Zp 1y = S gespinie = Oizee = =5 + 0,11 — z3 = =3 + 3,1/
Zy = Zp* Toge = O sespioee = Oosew = —1,6 = 471 — z; = 0,4 — 1,7i

El punto P’ se ha obtenido girando el punto P un angulo «, con centro de giro en el punto C. Si z, z’' y z, son
los numeros complejos cuyos afijos son los puntos P, P’ y C, demuestra que se cumple:

Z=(z-2) 1.+ z

Aplica este resultado para hallar el triangulo que se forma al girar 90° respecto del punto C(2, 1) el tridngulo
de vértices A(0, 2), B(—2, 1) y O(0, 0).

Los afijos de los numeros complejos z — z,y Z' — z, son los puntos trasladados de Py P’ segln un vector —-0C.
El trasladado de C siguiendo este mismo vector es el origen de coordenadas.

Como la traslacién conserva los éangulos, 2/ — z, = (z — z,) - 1

—»Z=(z-2z) 1,tz

a a

Los vértices correspondientes son:

Zp=(2s—20) e+ 2e=Q2i—@Q+D))i+2+i=-1-2i+2+i=1—i
Zg=(-2+4+i—-@Q2+N))i+2+i=—-4i+2+i=2-3i
Zo=(0—@+0))i+2+i=1-2+2+i=3—|



7.81. Sea z = x + yi un numero complejo, y z’ = x’ + y'i su transformado por un movimiento en el plano. Demues-
tra que las siguientes igualdades representan los movimientos que se describen a continuacion.

a) z/ = —z. Simetria respecto al origen.

b) zZ = Zz. Simetria respecto el eje de abscisas.

c) z/ = z + a, siendo a = a, + a,i. Traslacidén de vector guia vV = (a,, a,).

d) zZ = 1, z. Giro de centro el origen y amplitud a.

e) ZZ = kz, siendo k un numero real no nulo. Homotecia de centro el origen y razon k.
a)z = -z X +yi=—-x+y)=-x—-yi = x=-xy =-y

Por tanto, es una simetria respecto del origen.
b))z =72 X +Vi=x—yi > X =xy =-y
Por tanto, es una simetria respecto del eje de abscisas.

c)zZ =z+aa=a, + a X +yi=Kxx+y)+(ag+al) = X=x+a,y =y+a,
Por tanto, es una traslacion de vector guia Vv = (a,, a,).

d)z =1z argz' = arg 1, + arg z = o + arg (2);

Z' = 1;

7' =z
Por tanto, es un giro de centro el origen y amplitud .
Sustituyendo en la igualdad dada, obtenemos sus ecuaciones:
X +yi=(cosa+isena)(x + y)=xcosa —ysena + (xsen a + y cos a)i
= X =XCosSa — ysena
y' = xsen a + ycos a
e) Z = kz ke R — {0}
X +Vi=klix+y)=ks+ kyi = X =kxy =ky
Por tanto, es una homotecia de centro el origen y razon k.



7.82. Sea z = x + yi un numero complejo, y z’ = x’ +y'i, su complejo transformado en un movimiento cuyas ecua-
ciones vienen dadas por las relaciones:

a)z =3z c)z = -5z

b) z’

150 22

%z+2+3i d) z’

Indica en cada caso de qué movimiento o movimientos sucesivos se trata y halla las coordenadas del trans-
formado del punto P(2, —3) en cada movimiento.

a) 2 =32=3(x—-y)=3x—-38yi - xX =3x y = -8y
Movimientos: 1.° Simetria respecto del eje de abscisas.
2.° Homotecia de centro el origeny k = 3

El transformado de P(2, —3) es P'(6, 0).

b) 2 = J(c+y) + (2 +3) = 2l + 4) + (y+ 6)] =252+ YO X34, YAO

Movimientos: 1.° Traslacion vector guia v (4, 6)

2.° Homotecia k = %

El transformado de P(2, —3) es P’(S, %)

c)zZ = —5z= —=b5(x+ yi) = =5x — Byi - x' = =bx, y' = —by
Movimientos: 1.° Homotecia k = 5
2.° Simetria respecto del origen
El transformado de P(2, —3) es P'(—10, 15).
d) 2 =1422=(2 |Z|)30°+argz
Movimientos: 1.° Homotecia k = 2

2.° Giro de centro el origen y amplitud 30°
x' = 2(x cos 30° — y sen 30°)
y' = 2(x sen 30° + y cos 30°)

X =23 +3

y =221 1 (-3)2

5 y =2-3/3

El transformado de P(2, —3) es P'(2\/3 + 3, 2 — 31/3).

)
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